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Bu tez ¢alismasi dejenere edilmis #*-analog Lorentz-Marcinkiewicz uzaylari £ ; 'nin iki
tiirli lizerinde arastirma yapmaktadir dyleki bunlardan ilki dogal Lorentz durumunun
aksine ¢y \#! uzayinda olmayip £ \c, uzayinda yer alan azalan positif agirhik dizisi § =
(6)nen = (2,1,1,1,--+) ile olusturulan dejenere edilmis Lorentz-Marcinkiewicz uzay1
digeri ise birincisini genellestiren > o > 0 olmak iizere § = (8,)neny = (¢ +
B,B,B,B,--+) agirlik dizisi ile olusturulan dejenere edilmis Lorentz-Marcinkiewicz
uzayidir. Bu Banach wuzaylani Nezir'in son c¢alismalarinda #%’in  yeniden
normlandirilmalar ile elde edilmistir. Calismada €5, uzaymnda afin genislemeyen
fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisine sahip zayif*-kompakt olmayan, kapali, sinirl ve
konveks kiimelerden olusan genis ailelerin varliklar1 gosterilerek Goebel ve Kuczumow
analojilerinin afinlik kosulu altinda elde edilebilecegi gosterilir. Nezir’in son ortak

caligmalarin1 genellestiren sonuglar sunulmaktadir.

Anahtar Kelimeler: genislemeyen fonksiyon, yansimayan Banach uzayi, sabit nokta
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1. GENEL BiLGILER

11 Giris

Yansimali Banach uzay kavrami ile Banach uzaymin sabit nokta teorisini
saglamasi arasindaki kuvvetli bag vardir. Iki kavramin birbirleri i¢in ek kosullar dahilinde
veya kosulsuz olarak denk olup olmadiklari sorgulanmistir. Ornegin, Banach uzaymnimn
diizgiin konveks olmasi veya normal yapiya sahip olmasi gibi geometrik oOzellikleri
mevcut oldugunda sabit nokta teorisine sahip olabilmesi i¢in yansimali olmasinin yeter
kosul oldugu gosterilmistir. Daha az kosullu baglantilar merak konusu olmustur ve iki
kavramin tam denkliginde Banach uzaymin normunun rolii son zamanlarda ilgi odagi
olmustur. Yansimayan ¢ogu klasik Banach uzaymin, érnegin, £1‘in veya c,‘m sabit nokta
teorisine sahip olmadiklar1 gézlemlenmis olup yansimayan tiim Banach uzaylarinin sabit
nokta teorisine sahip olacak sekilde yeniden normlanabilip normlanamayacagi 50 yili
askin ve halen acik kalan bir soru olmustur. Yansimayan Banach uzaylarindan sabit nokta
teorisini saglayacak sekilde ilk 6rnek 2008’de P. K. Lin tarafindan verilmistir [15] ve bu
ornek #1 uzaymin yeniden normlanmas: ile gosterilmistir. £ veya c,‘in iyi kopyalarmi
iceren (asimtotik izometrik kopya) Banach uzaylar1 sabit nokta teorisine sahip olamaz.
Ayrica Banach latis olan veya sartsiz baza sahip olan Banach uzaylarinin yansimayan
Banach uzay olmasi igin ¢! veya c, uzaylarindan birinin izomorfik kopyasini igermesi
gerek ve yeter kosuldur [16]. Bu iki Banach uzay1 £ ve c,’1n bir¢ok ortak dzellige sahip
olmast ve yansimayan Banach uzaylarin en temel Ornekleri olmalar1 sebebiyle,
yansimayan Banach uzaylarin sabit nokta teorisine sahip olacak sekilde yeniden
normlanabilip normlanamayacagini arastirmak amaciyla ¢, ‘inda bir diger 6nemli 6rnek
olarak incelenmesi arastirmacilarin merak ettigi ¢ok 6nemli konulardan olmustur. Nezir
ve Mustafa’nin son ¢alismasi ile bu soruya afinlik kosulu eklendiginde pozitif cevap
verilmistir [21]. Bu sorunun ek kosulsuz ¢6ziilebilmesi halen bir arastirma konusudur ve
¢Oziilme zorlugunun sebebi ¢, ‘in arastirmacilara yeterli araglari sunmamasidir; kaldiki,
Co ile birgok ortak 6zellige sahip olmasima ragmen, tam tersine £! uzayi arastirmacilara
Schur 6zelligine sahip olma veya zayif Opial 6zelligine sahip olma gibi aragtimacilarin
caligmalarin1 kolaylastiran olanaklar sunmaktadir. Dolayisiyla bahsedilen degerli soruyu

yani P. K. Lin’in ¢;-analogunu ¢6zebilmek amaciyla ya da soruya ¢éziim yolu agabilecek



kopriiler atmak amaciyla arastirmacilar kendilerine daha fazla ara¢ sunabilecegi ihtimali
sebebiyle ¢,-benzeri ve #*-benzeri Banach uzaylara yonelmislerdir. Literatiirde cq-analog
ve fl-analog olan uzaylar ele alinmistir ve sabit nokta teorisi odakli ozellikler
sorgulanmistir hatta P. K. Lin’in sonucunun yansimayan Banach uzaylar i¢in tek 6rnek
olmadig1 Berta Gamboa de Buen ve Fernando Nufiez-Medina’nin ¢alismasi ile #1
tizerinde yeni es deger normlar tanimlanarak yeni bir yansimayan uzay elde edilerek
gosterilmistir [4].

#1°¢ ¢ok benzer ve tamamen aym ozellikleri sunan, normu sadece bir lineer
genigleme olmayan bir Banach uzay literatiirde ¢ok nadir yer almaktadir (Berta Gamboa
de Buen ve Fernando Nufiez-Medina’nin yeniden normlamasi dahi sabit nokta teorisine
sahip olmasi sebebiyle farklidir). Orlicz uzaylar1 veya Lebesgue uzay: L, gibi benzerler
mevcuttur fakat farkli 6zellikler gézlemlenmistir. (6rnegin L; Alspach’in sonucu ile
#1°in tersine zayif sabit nokta teorisine sahip degildir [1].) #1’e en yakin dzellikleri sunan
uzaylardan birisi Lorentz-Marcinkiewicz uzaylarindan #*-analog olan 1,, ; Banach uzay
olup Nezir’in doktora tezinde ¢alisilmistir [18] ve sabit nokta teorisi odakli 6zellikleri
arastirllmigtir, fakat bu uzayda dahi tamamen benzer ozelliklerin olup olmadig
ispatlanamamustir. Ornegin yukarida bahsedilen sabit nokta teorisini saglamama ve zayif
sabit nokta teorisini saglama 6zelliklerinin disinda literatiirde gosterilmistir ki £1’de
sonsuz boyutlu bir alt uzay olan zayif* kompak olmayan, kapali, sinirli ve konveks
kiimelerden olusan ve sabit nokta teorisini saglayan bir alt uzay vardir [9] ve bunun
tersine on duali olan c, da ise sonsuz boyutlu her alt uzay sabit nokta teorisini
bozmaktadir [7]. Fakat bu son iki sonucun karsilik geldikleri analoglara gore Lorentz-
Marcinkiewicz uzaylarinda sirastyla #*-analog olan 1, ; ve cy-analog olan 19, ., Bananach
uzaylar1 igin varligi veya yoklugu halen agiktir. Nezir’in en yeni ¢aligmasinda ise Lorentz-
Marcinkiewicz uzaylarindan birisinin dejenere edilmis hali olan bir Banach uzay
bulunmus ve 6n duali, duali ve kendisi i¢in sabit nokta teorisi odakli sorular ¢oziilmiistiir
[19].

Yansimalilik ve sabit nokta teorisi arasindaki iliskiye geri donmek gerekirse yakin
zamanda, keyfi yansimali Banach uzay1 (X, |I-ll) lizerinde dyle bir [I-ll. es deger norm
bulunabilir dyle ki (X,[I-ll.) bu durumda genislemeyen fonksiyonlar icin sabit nokta
teorisine sahip olacaktir sonucunu Dominguez Benavides [3] calismasi ile verilmistir.

Goriilmektedir ki bu ¢alisma ile Kirk’iin ek kosullu olarak yansimali Banach uzaylari i¢in



verdigi sonu¢dan (normal yapiya sahip yansimali Banach uzaylarinin sabit nokta teorisine
sahip olmasi sonucundan [11]) sonra ortaya ¢ikan uzun siiredir agik olan Banach
uzaylarinin yansimali olmasmin sabit nokta teorisine sahp olacak sekilde yeniden
normlanabilmesine denkligi var mudir sorusuna farkli bir bakis acis1 getirilmistir.
Dominguez Benavides’in sonucunun tersi diisiiniildiiglinde ise bunun dogru olmadigi
yani genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisine sahip Banach uzaylarinin
yansimal1 olmasinin beklenmesinin dogru olmayacagi Lin [15] ¢alismasi ile gosterilmistir
Sabit nokta teorisyenlerinin ve alanla ilgili arastirmacilarin bildigi iizere yansimayan
Banach uzaylarindan (#1,I-ll;) genislemeyen fonksiyonlar icin sabit nokta teorisini
bozmaktadir. Lin [15] calismasi ise yansimayan Banach uzaylarinin sabit nokta teorisine
sahip olacak sekilde yeniden normlanabilecegine dair ilk 6rnegi literatiire kazandirarak
taninan ¢ok degerli bir sonug ortaya koymustur.

Lennard ve Nezir [12] calismasinda yukarida bahsettigimiz Dominguez
Benavides teoremi ve giiclendirilmis James’ Distortion Teoremleri kullanilarak ile bir
Banach uzay1 bir Banach latisi ise, veya kosulsuz baza sahipse, veya sonsuz boyutlu bir
Hilbert uzayi iizerinde tanimli operatorlerin bir simetrik normlu ideali ise ozaman bu
uzayin yansimali olmasi i¢in gerek ve yeter kosul kademeli genislemeyen fonksiyonlar
(bkz Tanim 1.5) igin sabit nokta teorisini saglayan bir es norma sahip olmasi
gosterilmistir. Bu siif fonksiyonlar genislemeyen fonksiyonlar1 icermektedir ve
asimtotik genislemeyen fonksiyonlarin bir analogudur fakat bu iki tiir birbirini icermez.

Lin’in g¢alismasina bakildiginda goriilmektedir ki Goebel ve Kuczumow [9]
calismasindan bir¢ok esinlenmeler vardir. Goebel ve Kuczumow gormiistir ki #1
uzayinda sabit nokta teorisine sahip zayif* kompakt olmayan, kapali, sinirlt ve konveks
kiimelerden olusan ¢ok genis bir sinif vardir.

Bu tez ¢alismast ile ayni sekilde #! uzayina analog olan dejenere edilmis Lorentz
Marcinkiewicz uzaylarinin i¢inde afin genislemeyen fonksiyonlar icin sabit nokta
teorisine sahip zayif* kompakt olmayan, kapali, sinirli ve konveks kiimelerden olusan

cok genis bir sinifin var oldugu gosterilmektedir.



1.2 Kuramsal temeller

Bu bolimde tez ¢alismasi ile ilgili gerekli temel tanim, lemma ve teoremler

verilecektir.

Tanim 1.1 C kiimesi bir (X, [I-[I) C Banach uzaymnin kapali, smirli ve konveks
altkiimesi olsun. Bir T:C — C fonksiyonuna asagidaki kosulu saglamasi durumunda

genislemeyen fonksiyon denir: Her her x,y € Cicin [ Tx =Ty Il x—y Il .

Bir (X, lI-ll) Banach uzayinin E € X altkiimesi i¢in E ‘nin konveks kabugu co E ve

E ‘nin kapali konveks kabugunu co E ile sembolize edilecegi hatirlatilsin.

Tanim 1.2 C kiimesi bir (X, lI-l) Banach uzaymnin kapali, sinirli ve konveks
altkiimesi olsun. Bir U: C = C fonksiyonuna asagidaki kosulu saglamasi durumunda afin
fonksiyon denir: Her A € [0,1] ve herx,y € Cigcin U((1 =) x+Ay) = (1 =) U(x) +
AU(Y) .

Tanim 1.3 Eger bir (X, lI-l) Banach uzayinin her bostan farkli kapali, sinirlt ve
konveks altkiimesi C iizerinde tanimli herhangi genislemeyen T:C — C fonksiyonunun
C’de en az bir sabit noktasi var ise yani en az bir x € C i¢in Tx = x ise bu durumda (X, |l
-Il) Banach uzayina genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisine sahip ya da sabit

noktasini korur denir.

Tanim 1.4 Eger bir (X, [I-ll) Banach uzaymin her bostan farkli zayif kompakt
altkiimesi C lizerinde taniml1 herhangi genislemeyen T: C — C fonksiyonunun C’de en az
bir sabit noktasi var ise bu durumda (X, II-Il) Banach uzayina genislemeyen fonksiyonlar

icin zay1f sabit nokta teorisine sahip ya da zayif sabit noktasini korur denir.

Simdi Lennard ve Nezir [12] ¢aligmasinda yer alan kademeli genislemeyen

fonksiyon taniminin verilmesi i¢in 6ncelikle asagidaki 6n bilgi goz oniine alinir.



C kiimesi bir (X, lI-ll) Banach uzayinin kapali, sinirlt ve konveks altkiimesi olsun.
T:C - C bir fonksiyon olsun. Co:= C almsimn. Simdi ise C;:=co(T(C)) < C olarak
tanimlansin.

Acik bir sekilde goriilmektedir ki C; kiimesi C i¢inde kapali, sinirli ve konveks bir
kiimedir. Buradan keyfi x € C; ahinirsa Tx € T(C;) € T(C) € co(T(C)) = C, dir.
Dolayisiyla T fonksiyonu C; den C; ‘e tanimlidir. Bu sekilde her n € N igin C,: =
co(T(C,_1)) olarak tanimlanir.

Yine acikga goriiliir ki her n € N i¢in C,, kiimesi C i¢inde kapali, sinirli ve konveks

bir kiime olup T fonksiyonu C,, den C,’e tanimlidir ve C, € C,,_4 dir.

Tanim 1.5 (X, [I-Il) bir Banach uzay1 ve C kiimesi de X’in kapali, sinirli ve konveks
bir altkiimesi olsun. T: C — C seklinde tanimli bir fonksiyon ve (Cy,)qen, kiime dizisi
yukaridaki gibi tanimlansin. T fonksiyonuna asagidaki kosulu saglamasi durumunda bir
kademeli geniglemeyen fonksiyon denir: [1,c)araliginda enaz bir (A,)pnen,dizisi
bulunabilir dyle ki A, r 1 ve her n € N; (0 1n dahil edildigi dogal sayilar) ile her x,y €
Chicin | Tx = Ty IS A, Il x —y Il dir.

Bu sinif sayesinde [12] ¢alismasi ile asagidaki 6nemli teorem elde edilmistir.

Teorem 1.6 (X, II-Il) bir Banach latis veya sartsiz baza sahip bir Banach uzay1 veya

simetrik normlu ideal olsun. Bu durumda asagidakiler denktir.

(1) X yansimalidir.
(2) X tizerinde tanimlanabilen bir |-~ esdeger norm vardir 6yleki her C € X
kapali, sinirli ve konveks alttiimesi {izerinde tanimli her ||-||”-kademeli genislemeyen

T: C = C fonksiyonun C kiimesi i¢inde bir sabit noktasi vardir.

Lemma 1.7 Eger {x,} dizisi I* uzayinda bir x noktasina zay1f topolojide yakinstyor

ise 0 zaman her y € 1' ve r(y) = limsup||x, — y||; ile tanimli fonksiyon igin r(y) =
n

r(x) + [ly — xI[; dir [9].

Simdi, dejenere edilmis Lorentz-Marcinkiewicz uzayimin dogus noktasi olan

dogal Lorentz-Marcinkiewicz uzaylarinin tanimi verilir.



we(c,\I")* herhangi agirlik dizisi olsun Oyleki w =1, (w,),, azalan; yani:
w=(W,) w, >0,vneN Oyleki asagidaki kosullar1 saglasin

() 1=w 2w, 2w, >...2w, 2w, >...,VneN, (2) w >0 Ve (3) iwn:oo.
n n=1

Ornegin, \, =1 ypen-
n

Tanim 1.8 | uzay1:

( X" = (Xn")nen dizisi x in azalan siralamasi olmak tizere )
< o

IW,oo = {X = (Xn)nEN € Co ”X” I
W, ™ neN

n
\ 2w )

n
Yox:*

Bu uzay I uzaymin (smirh diziler uzayinin) bir analogudur. Gergekten de (I,

x|l ) ayrilabilir olmayan bir Banach uzayidir.

Burada not edilmelidir ki x* := 6yle bir dizidir ki bu dizi |x|= (|, |),,, dizisinin

stfirdan farkli terimlerini igeren ve bu terimlerin azalacak sekilde ayni terimler varsa

tekrar edilmesi ile siralandig1 ve son terimleri (| x| dizisi sonlu sayida sifirdan farkli terim

igeriyorsa) sonsuz sayida 0 olarak takip eden dizidir.

Tanim 1.9 |2 uzayt:

X" = (Xp")nen dizisi x in azalan siralamasi olmak iizere

n

x;

0 ._ _ .
IW,OO'_ X= (Xn)neN € Co limsup j=1 =0
n—oo -

\ z ),

=1

Bu uzay c, uzaymin bir analogudur ve (1° ,|[x|lwe) uzayr 1, 1 ayrilabilir

Banach uzayidur.

Tanim 1.10 [, , uzay::

X" = (X,")nen dizisi x in azalan siralamasi olmak tizere

n
”X”w,l: = szlw]'Xj* < o

1 o= {X = (Xn)nen € Co



Bu uzay ¢* uzayinin bir analogudur. (1, ,,|Ix|lw,1) ayrilabilir bir Banach uzayidir.

w,1?

Burada not etmeliyiz ki yildiz sembolii uzayin dualin1 sembolize eder ve =

*

semboli isometrik olarak isomorfik sembolize ederse (I7.)" =1,, ve (,,) =l,, dir.

w,1
Lorentz uzay1 i¢in standard referans Lorentz [17] ve Lindenstrauss ve Tzafriri [16] dur.
Goriildugii lizere Lorentz-Marcinkiewicz uzaylar1 agirhik dizisi adi verilen

we (c, \I')* dizi vasitasi ile yazilmistir.

Tez c¢alismasinda gerekli olacak diger tanim ve teoremler ise asagida

verilmektedir.

Teorem 1.11 X bir Banach uzay1 olsun. Eger X uzay: bir sartsiz baz (e,)’e sahip

\/3_2_3 kosulunu sagliyorsa bu durumda X uzayi

Oyleki sarts1z baz katsayisi A <

genislemeyen fonksiyonlar igin zayif sabit nokta teorisine sahiptir. [14]

Tanim 1.12 Bir (X, I-l) Banach uzayinna asagidaki kosulu saglamasi durumunda
Co 1 bir izomorfik kopyasini igerir denir: X’de en az bir (x,), dizisi vardir 0yleki her

€ > 0 ve her (ap), € ¢ icin

o)

(1 —¢)supla,| <
n n=1

< supla,]. [16]
n

Tanim 1.13 (X, [I-I)bir Banach uzay ve E be bostan farkli, kapali, siirl ve
konveks bir alt kiime olsun. T: E — E bir fonksiyon olsun.

(1) T fonksiyonuna asagidaki kosulu saglamasi durumunda bir kuvvetli asimtotik
genislemeyen fonksiyon denir: 3 {B,, : nmeEN,n>m >0} € [1,0), [n >m -
oo jken B, = 1] ve [n — o ,m keyfi iken B, — 1] 6yleki [Vx,y EE ve Yn>m
icin || T"x — Ty I< By II| T"x — Ty II].

(2) T fonksiyonuna asagidaki kosulu saglamasi durumunda bir yari-kuvvetli
asimtotik genislemeyen fonksiyon denir: 3{A,, : n,m € N,n > m > 0} € [1, »),
[n > m — oo iken A, ,, = 1] Oyleki [Vx,y EEve Vn = micin || T"x — Ty II< Ay |l

Tx — Ty |I]. [13]



Teorem 1.14 Eger bir (X, |I-1) Banach uzay: #1’in bir izomorfik kopyasini

igerirse, X yari-kuvvetli asimtotik genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisini

bozar [13].

Teorem 1.15 Eger bir X Banach uzayi c,’1n bir izomorfik kopyasini igerirse o
zaman X Banach uzay afin kuvvetli asimtotik genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit

nokta teorisini bozar [13].

Tanim 1.16 Bir (X, [I-lI) Banach uzayina asagidaki kosulu saglamasi durumunda
£1°in bir asimtotik izometrik (ai) kopyasini igerir denir: X’de en az bir (x,,), dizisi ve

(0,1) araliginda 0 a azalarak yaklasan bir (), dizisi vardir 8yleki her (a,), € ¢*

> -l < <) fal
n=1

n=1

dizisi i¢in

[ee]

5o

n=1

dir [6].

Tanim 1.17 Bir (X, lI-ll) Banach uzayina asagidaki kosulu saglamasi durumunda
Co’1n bir ai kopyasini igerir denir: X de en az bir (X)), dizisi ve (0,1) araliginda 0 a

azalarak yaklasan bir (g,), dizisi vardir dyleki her (a,), € ¢ dizisi i¢in

[ee]

S o

n=1

sup(l - En)lanl < < Suplanl
n n

dir [7].
Teorem 1.18 Eger bir (X, II-l) Banach uzay1 #1’in veya ¢, 1n bir ai kopyasini

igerirse, bu durumda X genislemeyen fonksiyonlar igin sabit nokta teorisini [SNT(gf)]
bozar [6,7].



2. MATERYAL VE YONTEM

Nezir [19] ¢alismasi ile £ uzay1 yeniden normlanir ve bu sayede dejenere edilmis
Lorentz-Marcinkiewicz uzaylar elde edilir.

Bir 6nceki boliimden hatirlanacag tizere Lorentz-Marcinkiewicz uzaylar1 agirlik

dizisi ad1 verilen we (c, \I')" dizi vasitasi ile yazilmistir. Nezir [19] calismasinda ise #*

uzayi su sekilde yeniden normlanir. Her x = (X)pen € ¢ icin

(o]
X =00 4% o= > %] + suplxal
o1 neN
olarak tanimlanir. Bu durumda gériiliir ki ||| - ||| normu £* {izerinde || x II.< [||x ]| <

21 xlly, VXxE £ esitsizligini  saglayan bir esdefer normdur ayrica VX €
Plicin |||x||| = 2%} + x5 + X3 + x5 + - Oyleki burada z*  dizisi |z| =
(1znDnen ile verilen Vz € ¢, dizisinin bir azalan yeniden diizenlemesidir. Bu durumda
elde edilen #! in yeniden normlamasi 8;:=2,8,:=1,85:=1,-+,8,:=1, Vn> 4
olmak iizere & = (6,)nen Seklinde tanimli agirlik dizisi olarak segildiginde dejenere
edilmis f5; Lorentz-Marcinkiewicz uzayidir ¢linkii Tanim 1.10°da yer alan dogal
Lorentz-Marcinkiewicz uzayindan farkli olarak agirlik dizisi cy\#* uzaymdan olmayip
£\ c, uzayindan alinmistir.

Calismada daha sonra adim adim izometrik 6ndual ve dual elde edilir 6yle ki bunlar

ve karsilik gelen normlari su sekildedir:

23 o = (co, II-I) Ve her z € ¢, igin
n Z* 1 n 1
neN Lj=1 8]’ nenn+1 : Pp£KCN #(K) +1 _
=1 #(K)<oo ieK

(burada z* dizisi z dizisinin azalan yeniden diizenlemesidir).

Daha sonra bu norm % i¢in genisleterek Yw = (w;)jeny € €% igin || W |l: =

sup @ZEK |wj| elde edilir dyleki bu uzay €5, in izometrik olarak izomorf olan
P+KCN
#(K)<oo

dualir. Sonrasinda ise sirasiyla agsagidaki sonuglar goriiliir:

1) 1300 uzay1 zayif sabit nokta teorisine sahiptir.



2) lg’oo uzay1 genislemeyen fonksiyonlar i¢in (hatta afin genislmeyen fonksiyonlar
i¢in) sabit nokta teorisini bozar.

3) lg’oo uzay1 co’1n bir asimtotik izometrik kopyasini icerir ve dolayisiyla sabit
nokta teorisini bozdugu bu sonugtandan da goriiliir.

4) lg’oo uzaymin herhangi bir kapali, yansimayan alt uzayt c,’1n bir izomorfik
kopyasini igerir ve bu durumda bu kopyasi kuvvetli asimtotik genislemeyen
fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisini bozar.

5) €5, icinde kapali, siirli ve konveks bir kiime ve bu kiime iizerinde taniml
sabit noktasiz genislemeyen bir fonksiyon bulunabilir ve dolayisiyla sabit
nokta teorisini bozar.

6) €51 uzayl £V’in bir asimtotik izometrik kopyasini igerir ve dolayisiyla sabit
nokta teorisini bozdugu bu sonuctandan da goriiliir.

7) €5, zayif sabit nokta teorisini saglar.

8) b € (0,1) keyfi segilmek lizere f;: = b ey, fo:=be,vehern > 3icinf,:=e,

alinip

= {Z tn fn: hern € Nigint, >0 ve z t, = 1}

n=1 n=1
olarak tanimlanir ise E afin genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisine

sahiptir.

Bu son sonug i¢in Goebel ve Kuczumow [9] ¢alismasindaki Lemma 1’den (tez

calismasinda verilen Lemma 1.7°den) ilham alinarak asagidaki lemma dogrudan elde
edilebilmektedir.

Lemma 2.1 (X, I Il) bir Banach uzay olsun.

1. Eger X in Banach-Saks 6zelligi var ise ve x € X noktasi sinirh bir dizi

(x,)y in zayif limiti ise, bu durumda en az bir (xnk)k alt dizisi vardir dyle ki bu alt

dizinin Cesaro norm limiti x olup eger s fonksiyonu bu alt dizi vasitasiyla su sekilde

tanimlanir ise Vy € X i¢in s(y) = limsup,, ”%Z;{”ﬂ X — y”, bu durumdas(x) =0

veVy € X igin s(y) = ||y — x|| dir.
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2. Eger X’in zayif Banach-Saks 6zelligi var ise ve x € X noktas1 bir (x,,),,

dizisinin zayif limiti ise, bu durumda en az bir (xnk)k alt dizisi vardir 6yle ki bu alt
dizinin Cesaro norm limiti x olup eger s fonksiyonu bu alt dizi vasitasiyla su sekilde
tanimlanir ise Vy € X icin s(y) = limsup,, ”%27{":1 Xy — y”, bu durumdas(x) =0
veVy € X igin s(y) = ||y — x|| dir.

Bu sebeple, Lorentz-Marcinkiewicz uzaylarinin Banach-Saks 6zellikleri
dolayisiyla (bkz [24, 25, 2]), yukaridaki kosullar gegerlidir.

Ornek 2.2 b € (0,1) keyfi secilsin. ¢, uzayinda bir (f,),en dizisi bu sabit say1 ve
kanonik baz yardimi ile su sekilde kurulsun. fi:= b ey, fo:=be, ve her n> 3 tam
sayist i¢in f,: = e, olsun. Daha sonrasinda ise bu dizi yardimi ile agsagidaki sekilde bu b

sayisina bagli olarak #1’in kapal1 ve smirli bir alt kiimesi E = E;, tanimlansin;

E = {2 tn fn: hern € Nicint, > 0 ve Z t, = 1}.

n=1 n=1

Teorem 2.3 Yukaridaki oOrnekte verilen E kiimesi afin ||].]||-genislemeyen
fonksiyonlar igin sabit nokta teorisine sahiptir dyle ki burada |||.||| normu £ iizerinde
alisilmis normuna es deger sekilde |||x||| =Il X l; +I X llo, VX € £ olarak tanimlidir.

Ispat. Goebel ve Kuczumow tarafindan verilen ve danigmanligini Lennard’in
yapmis oldugu Everest’in doktora tezi [8] ile detayli olarak sunulan ispat yontemi
izlenecektir. T:E — E bir afin |[||.|||-genislemeyen fonksiyon olsun. Bu durumda

yaklasik sabit nokta dizisi adin1 alan en az bir (x(”))nEN c E dizisi vardir dyle ki
1|Tx™ — x™ ||| - 0 olup (x("))nEN sinirhidir ve dolayisiyla bir zayif* limiti vardir.
n

Genelligi bozmayarak gerekirse bir alt diziye gegilerek denilebilir ki, en az bir z € £1
oyle ki x™ dizisi z ye zayif * topolojide yakinsar. Bu durumda Lemma 2.1 geregince,

asagidaki sekilde tammlanan bir s: €1 — [0, c0) fonksiyonu vardir: Vy € £ igin

m

1 1 ()
s) = limsupl|| = > x® —y ||
mn M

ve bu fonksiyon Yy € £1 igin s(y) = |||y — z ||| esitligini saglar.

11



Daha sonra E kiimesinin zayif* kapanis1 asagidaki sekilde tanimlanir ve iki farkl

W::Ew*z{Ztnfn: tp = 0 ve Etnﬁl}
n=1

n=1

durum incelenir.

Durum1: z € E.

Bu durumda s(Tz) = s(z) + |||Tz — z ||| olup

. 15
s(Tz) = llmsup|||Tz——z x|
mn mie

1w 1w 1%
<l Tz —T|= ) (] + L - W _1(= (k)
imsupl |7 (mE X0 ) [l + timsupll| - > x® —1( > 2 ) |

k=1 k=1 k=1
Fakat T afin oldugundan, yukaridaki esitsizligin sag tarafi asagidakinin sag tarafi

olup,T’nin genislemeyen olmasi da kullanilarak bir alttaki esitsizlik elde edilecektir;

m m m
1 1 1
s(Tz) < limsup||[Tz — T(—Z x<k>> I +limsup|||—z ) ——Z Tx® |||
m m m m m

m

1
< limsup|[|z — —Z x®|
m me

= s(z) dir.
Dolayisiyla, |||z—=Tz||| <0 olup Tz =z dir ve bu z nin E kiimesinde T

fonksiyonun bir sabit noktas1 oldugunu ifade eder.

Durum 2: z € W\E..
Bu durumda ise W’nun tanimi geregince VA noktasinin
Yome1 Yufn formunda yazilcak sekilde Y01 vn <1 ve y, =0, VREN

kosullarini saglayan skalerler mevcuttur. Bu skalerler vasitasiyla §: =1 — Y;_; ¥, Ve

=1 +A80)fi + (v + (1 = D) f + Z Vnfn
n=3

olarak tanimlansin.

Ispatin gegerliligi agisindan hy nin E kiimesinin bir noktas1 olmast istenileceginden
A degerleri [— %, %2 + 1] araligindan segilecektir. Bu durumda asagidaki esitlikler elde

edilir.
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[[lha — z ||| = [[|A6f, + (1 = D)L

= |[|(46Db, (1 — 1)6b, 0,0, --+)|l|

— smax{|A|b, |1 — A|b} + BbS|A| + BbS|1 — 2|
(2b6 —3b62  efer A € [—%, 0) ise,
2b6 — béA eger A1 € [0, %) ise,

= max « 2
b6(1+ 1) eger € (5, 1] ise,

o V2 ,
k3b6/1 — bd eger 1 € (1, 3 + 1] ise

elde edilir.
Bu durumda I':= min _|||hy — z ||| olarak tanimlandiginda [||h; — z |||
Ae[-Hr24q

degeri A € [0,1] iken bir tek minumuma sahiptir 6yleki bu minimum deger I’ = 32—6 dir.

Diger taraftan, y € E keyfi bir nokta oldugunda )5, t,f, formunda yazilcak
sekilde Vn € N icin t, = 0ve Yo, t, = 1 kosullarini saglayan skalerler mevcuttur.
O halde,

y =2zl =111) tefe= ) vifilll
k=1 k=1

= |||(t; — y1)bes + (t; — y2)bey, + (t3 —y3)es + (ty —va)es + - |||
(2b|ty —y1l + DIty = val + Its — vl + [ta = val + |ts —¥s| + -+, )
Zbltz _yZl +b|t1 _yll + |t3 _Y3| + |t4 —)/4_| + |t5 —"}/Sl + .-,
2|t; —y3| + blty — vl + bt — ol + |[ta — Val + |ts —ys| + -,
= max « \

2|ty —val + blty —v1l + blty — V2| + |tz —y3| + |ts —ys| + -,

2|ts — ¥s| + bty — y1| + blty — y2| + |t3 — v3| + [ts — Va4l
+|te — Vel + -

elde edilir.

Alt durum 2.1: |t; — y1| = |t; — V2| ve Vk = 3 igin b|t; — y1| = |t — Vi | Olsun.

Bu durumda,

13



lly =211l = blts = val b )t =il + (1= b) D It = 1l
k=1 k=3

> b6+ blty =yl + (1 =) ) 1t =¥l
k=3

>bd +blt; —y1l + (1 =Db)[6 — (t; —y1) — (t2 — ¥2)I
= b6+ blty —y1|+ (1 =b)6 —2(1 = b) |ty — y4]
=6—(2-3b)|t; — 14l

dir.

Alt durum 2.1.1: £ > [t; — ¥, oldugu kabul edilsin.

Bu durumda son esitsizlik agikga |||y — z ||| = % oldugunu soyler.

Alt durum 2.1.2: 2 < |t, — ;| oldugu kabul edilsin.

Bu durumda ise |||y —z|||=bS+Db|t; —yi|+ (A —=Db) X3 |tk — Vil = 3:;5
dir.

Alt durum 2.2: |t, — v,| = [t; — V1| Ve Vk = 3 igin b|t, — V4| = |tx — Vi ]| Olsun.,
Bu durumda,

y =211 =blta = ¥al +b Dl =yl + A =5) ) [t =¥l
k=1 k=3

2 b6+ blt =yl + (1 =) ) It = ¥al
k=3

= b8 + blt, —y2| + (1= Db)|6 — (t1 —v1) — (t2 — v2)|
= b + b|t, — vz + (1= b)§ —2(1 — b)|t; — y-l
=06 —(2-3b)[t; — v,

dir.

Alt durum 2.2.1: £ > |t, — y,| oldugu kabul edilsin.
Bu durumda son esitsizlik agikea |||y — z ||| = % oldugunu soyler.

Alt durum 2.2.2: g < |t, — y5| oldugu kabul edilsin.
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Bu durumdaise |||y —z ||| = b6 + b|t, —y,| + (1 — D) X3 |tk — Vil 23:;6

dir.

Altdurum 2.3: [t3 — y3| = b|t; — v1l, |t3 — v3| = blt; — y,| ve Vk = 4 i¢in
|t; — ¥3| = |tk — V| Olsun.

Bu durumda,

My =2l =16 = ysl +b )l =viel + (1= b) D" It =i
k=1 k=3

> b6+ |ts = vl + (1= b) ) It = Vil
k=3

= bd + |t —y3| + (1 —b)[6 — (t1 —v1) — (t2 — Vv2)|

> b8 + |ty — ya| + (1 — b)s — 222

— It = ¥3]

dir.
Alt durum 2.3.1: 2 > [t; — ¥3| oldugu kabul edilsin,
Bu durumda son esitsizlik agik¢a |||y — z ||| = 3:;5 oldugunu soyler.
Alt durum 2.3.2: ? < |t3 — y3| oldugu kabul edilsin.

Bu durumda ise |||y —z ||| = bS + |t —y3| + (1 —b) Xx=s |tk — Ykl 231;—6
dir.

|ts — V4| = |ty — V| olsun.

Bu durumda,

My =z lll =1t =val + b ) e =vad + (1 =) ) It =¥l
k=1 k=3

> b6+ |ty = val + (1= b) ) It =1l
k=3

= b6+ |ty —val + (1= D)|6 — (t1 —y1) — (t2 — v2)I
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2(1-b)
5 [ty — Val

> b6+ |ty —y4| + (1 —Db)6 —

2-3b
:5—T|t4_)/4|

dir.

Alt durum 2.4.1: 2 > [t, — ¥,] oldugu kabul edilsin.

Bu durumda son esitsizlik agikga |||y — z ||| = % oldugunu soyler.

Alt durum 2.4.2: 2 < [t, — ¥, oldugu kabul edilsin.

Bu durumda ise |||y —z ||| = b6 + |ty —yal + (1 — D) X3 |tk — Vil 2 3:;5
dir.

Dolayisiyla, bu sekilde devam edilir ve tiim durumlar sonucunda goriiliir ki

3bs .
ly =z Il = 22 dir.

Bu sebeple, A skaleri [0,1] araliginda segilirse her y € E ve her z € W\E i¢in
|||y — z ||| = I olup bu esitsizligi saglayan bir tek minimum A, € [0,1] vardir yleki bu
deger icin |[|hy, — z|||=I" dir. Simdi, ele alinan kiime i¢inde A:={y : |y —z I< T}
seklinde tanimli, bostan farkli olan A € E kompakt, konveks alt kiimesi ele alinsin. Bu

durumda her h € A i¢in

1 m
S(Th) = limsupl||Th = =" x|
mn mk=1

1 £ 1 i 1 n
<l Th—T —Z () + 1 _Z kT _Z (k)
imsupl| (m x0 N1l + imsuplll = ) x — > x|

k=1 k=1 k=1
Fakat T afin oldugundan, yukaridaki esitsizligin sag tarafi asagidakinin sag tarafi

olup,T’nin genislemeyen olmasi da kullanilarak bir alttaki esitsizlik elde edilecektir;

m m m
1 1 1
s(Tz) < limsup|[|Th— T —Z MORNT +limsup|||—z X ——Z Tx® |||
m m m m m
k=1 k=1 k=1
m
_ 1
Sllmsup|||h——z x®||]
m me

= s(h) dir.
Ayrica, s(Th) = |||z — Th||| ve s(h) = |||z — h]]| dir.
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O halde, Th € E oldugu ve minimumlastiran deger h; ’nim tekligi géz dniinde

tutularak
Iz =Thlll < [llz = hlll = [llz = Thl|| = [llz = R]|
=>TheA

elde edilir.

Dolayisiyla T(A) € A ve T siirekli oldugundan, Brouwer’in Sabit nokta teoremi
[5] geregince T’nin bir sabit noktas: vardir ve h = h; noktasi [|[[y—z]|| : yE€E
degerlerini minimumlastiran yegane nokta olmasi sebebiyle bahsi gecen sabit nokta bu

nokta olup Th = h dir.

Tiim bu sebepler dolayisiyla, arzu edildigi gibi E kiimesi SNT(gf) dir.

2.1  Genellestirilmis dejenere Lorentz-Marcinkiewicz uzaylarinda SNT

Ele alman dejenere edilmis Lorenzt-Marcinkiewicz uzaylarimin  bir
genellestirilmesi Nezir ve Mustafa’nin son ¢alismasinda [22] asagidaki sekilde verilmis
ve sabit nokta teorisi odakli bazi1 6zellikleri sunulmustur.

B = a > 0 olsun. Her x = (xp)qen € ?ligin asagidaki es deger norm goz dniine

alinsin:
(o]
lxll:=B Il x i+ all x llo= ﬁz |, + asup|x,]| .
NnenN
n=1
Kolayca goriilebilir ki gergekten de ||. || normu #! iizerinde tanimlanabilen ve Vx € 1

icin Bl x IL< ||x]| < (@ + B) Il x ll; kosulunu saglayan bir es deger normdur.

Not edilebilir ki vx € £1, ||x|| = 8 (%x; + x5 + X3 + x; + -+ ) dyleki burada

z*dizisi Vz € ¢y i¢in |z| = (|z,|)nen dizisinin bir azalan yeniden diizenlemesidir.
Vn=4i¢ind;:= (a+ f),8,:=f,65:=B,++, 6,: = B seklinde tanimlansin.
Bu durumda goriilebilir ki (£%,]|.]|) uzayr bir dejenere edilmis Lorentz-

Marcinkiewicz uzay1r €5, olup tanimlanmasimi saglayan & = (6,)neny agirhik dizisi

alisilmis Lorentz tammminin aksine co\#' uzaymda olmayip #®\c, uzayinda yer

almaktadir.
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Tanim geregince (£1,].]| )’in bir izometrik &n duali £’g’oo = (co, lIll.) olup z €

Co i¢in

Iz 2j1 - i *
zZloi=sup———=su Z;

nEII\? 7:1 5j neﬁa-&-nﬁ = J
olarak yazilabilir. Hatta |l z || normu |z| dizisinin bir azalan yeniden diizenlemesi
kullanilmadan asagidaki sekilde hesaplanabilir. Bu sayede gerekli hesaplamalarda

kolaylik saglabilecektir.
Z € ¢, keyfi olsun.

n
1
zZ .= su z: dir.
I2h=supos )
]:

Not edilebilir ki vn € Nicin Y7, z = sup Yk |zl Oyleki her K €N sonlu
KEN

#(K)=n
elemanli alt kiimesi i¢in burada kullanilan #(K) simgesi ile K kiimesinin eleman sayisi
sembolize edilmektedir.

Bu sebeple,

1
Z |l-= Su su Z
1 2ll=sup—s sup > |z

#(K)=n LEK
)l di
=Ssup sup ————— z;| dir.
neN#(I;’(Q)Iina + #(K)ﬁ eK
Dolayisiyla, her z € ¢, igin
1
lzll.= Sup mZieK ;. 1)
#(K)<oo

Ayrica not edilebilir ki 1 formulii £ uzayina su sekilde genisletilebilir: Vw = (W;);ey €

£% icin
1
hwlil.:= Sup. mZiEK |w;| (2)
#(K)<oo

olarak tanimlidir.

Lemma 2.4 (¢4, |.||) uzaymin duali (£*,1'll.) uzayma izomorfik olarak
izometriktir; yani, (£, II1D* = (£, I1).
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Ispat. Oncelikle (e,,) ey kanonik baz ele almarak, £1’de (Q,,) e dizisi su sekilde

: ——(e;+e3), Q3=

tanimlansin: Qq:=——e;, Q,:=

prrist ——(estesteg) Qu=

a+2ﬂ a+3B

a+4B (e; + eg + eq + e49), . Kolayca goriilebilir ki Vn € N i¢in [|Q, || = 1 dir ve ayrica

her x:= (§p)nen € €1 icin x’in py = (@ + B)E1, Uz = (@ +2B)&,, ps = (a +36)&s,
n = (@ +np)E,, vn > 4 seklindeki skalarler vasitasiyla bir tek yazilimi mevcut

olup x = X751 1nQn dir.
f € £ ele alinsm. Bu durumda f lineer ve smirli oldugundan, f(x) =

Yomet Unf (Qn) = X1 UnVnr Yui= f(Qy), Vn € N seklinde gosterimi mevcuttur.
Dolayistyla (yn)nEN € £« dir.

Ayrica, sup a+#(K)ﬁ —oop ek |vil < suplyil <l f 1l.= sup|f ()] (3) olup II-1l,
#(K)<oo x 1

operatdr normu temsil eder.
Ayrica, eger (Vn)ney € £ keyfi olarak segilirse, £ ‘i noktalar ile £1"deki

fonksiyonelleri asagidaki sekilde tanimlanabilir:

gx) = Z UiV k-
k=1

Lineer fonksiyonel g’nin smirliligini gostermek [17, sayfa 52]’de yer alan esitsizlik

formulii 5.2(5) kullanilarak kolayca gosterilebilir. Gergekten de

9@l < Z vl

= SWPa+ #(K)ﬁz '%'Z Hi

#(K)<oo lEK
< > il i 3
= kv a + #K)B Ly VX AT )
#(K)<oo iEK

Dolayisiyla gercekten de g sirlidir ve lineerligi sebebiyle de g € ¢ dir. Ayrica
yukaridaki esitsizlik dolayisiyla f € £1” olup her x € ! igin

SN
#(K)<oo

1
1/ 1= swplf (I S swp e D Il =1 (e - dir. ()

Bu sebeple, (3) ve (4) esitsizlikleri goz oniine alindiginda normun korundugu;

yani, II f I1.=Il (i) ren || oldugu goriilmektedir. Dolayisiyla, normlu uzaylar 1" ile £*
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arasindaki izomorfizm bagntisi bir gercektir. Ohalde #1” ‘den bir nokta almak % unun

bir elemanini se¢gmek anlamina gelmektedir.

Lemma 25 X:= lg,oo olsun ve yukarida verilen ifadelerde yer aldig1 gibi ||-[[.=I|

‘lls o Olsun. Bu durumda Lin’in uzayin sartsiz bazinin kosulsuzluk katsayis ile ilgili

teoremi geregince [14]; ele alinan uzay i¢in kosulsuzluk katsayis1 1 < @ olup Banach

uzay (X, lI-Il) zayif sabit nokta teorisine sahiptir.
2.1.1 ¥, icin Sabit nokta teorisi odakh bazi sonuglar

Tez ¢alismasinin bu boliimiinde ele alinan uzayin sabit nokta teorisi odakli bazi
ozellikleri gosterilmistir. Hatirlanacag iizere £ uzayi |||. ||| ile yeniden normlandiginda
agirlik dizisi 6§ = (6)ney = (@ + B, B,B,B,+++) € ¢o\&* olan bir dejenere edilmis 5,
Lorentz-Marcinkiewicz uzayr elde edilir dyleki her x = (x;)nen € €1, icin x =
Ym—q1 Opx;, Olup burada x* = (x;)neny dizisi x dizisinin bir azalan yeniden
diizenlemesidir.

Oncelikle gosterilebilir ki €5, uzayr 1 uzaymin bir asimtotik izometrik (ai)
kopyasini icerir ve dolayisiyla genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisini bozar.
Oncelikle ilk olarak alt boliimde bu sonug gosterilir, ve sonrasinda ise €5, = (£, ]|].||])
uzayinin i¢inde zayif*-kompakt olmayan konveks, kapali ve sinirli kiimelerden olusan ve
genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisine sahip ¢ok genis bir sinifin varligi
Goebel ve Kuczumow [9] metodlarina benzer metodlar gosterilir dyleki Goebel ve
Kuczumow ¢alismalarinda (1, [|-l,) uzayinin iginde zayif*-kompakt olmayan konveks,
kapali ve smirlt kiimelerden olusan ve genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta

teorisine sahip ¢ok genis bir sinifin varlig1 gosterilmistir.

2.1.1.1 #5, dejenere edilmis Lorentz-Marcinkiewicz uzay1 #1 in bir ai
kopyasim icerir.
Teorem 2.6 £5, Banach uzayi #1’in bir asimtotik izometrik kopyasini igerir ve

dolayisiyla genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisini bozar.
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Ispat. Lemma 3.3’de ele alinan (Q;,)nen dizisi géz ontine alinsin; dyle ki bu dizi

kanonlk baZ (en)neN yardlmlyla Ql: = _ﬁel, QZ a+2ﬂ (62 + 63) Q3 (64

a+3B

es +eg), 03:=——(e; + eg + eg + €1p), - formulii ile verilir ve burada goriilebilir ki

a+4ﬁ

vn € N i¢in [|Q,,|| = 1 dir.

Bu durumda her t = (t;)nen € £} icin (V sembolii ile terimlerin maksimumu

gosterilmek tizere),

co

> s

n=1

1 1 1
t1m€1+t2m(€2+e3)+t3m(€4+€5+€6)

1
+t4m(e7 + €g + €9 + 310) + .-

m|1|+ +2ﬁ|t2|'|'a+3ﬁ,|t3|
_ a+4/3|t4|+

] L2 R ey 2 A ey 121
a+4ﬁ|t4|+

< ti] + ] + [E3] + [Eg] + -
ve Vn € N i¢in &,: = a-l-‘;nﬁ olmak iizere

o)

D>ty

n=1

> (1= et
n=1

dir.

2.1.1.2 Dejenere edilmis €5, = (£1,]|-||) Lorentz-Marcinkiewicz uzaylarinda

SNT(gf)’ye sahip sonsuz boyutlu zayif*-kompakt olmayan bir aile

Calismanin  bu bolimiinde Goebel and Kuczumow [9] tekniklerinden
yararlanilarak dejenere edilmis €5, = (¢%,]|-|]) Lorentz-Marcinkiewicz uzaylarinda
zay1f*-kompakt olmayan, kapali, sinirli ve konveks kiimelerden olusan ¢ok genis bir
siifin genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisine sahip oldugu gosterilmektedir

oyleki Goebel and Kuczumow calismasi ile (#1,-ll;) uzaylarinda zayif*-kompakt
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olmayan, kapali, sinirli ve konveks kiimelerden olusan ¢ok genis bir sinifin genislemeyen

fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisine sahip oldugu gosterilmistir.

Omek 2.7 b € (0,1) keyfi secilsin. ¢, uzayinda bir (f,),en dizisi bu sabit say1 ve
kanonik baz yardimi ile su sekilde kurulsun. f;: = b e, f,: = b e, ve her n > 3 tam sayisi
icin f,: = e, olsun. Daha sonrasinda ise bu dizi yardim1 ile asagidaki sekilde bu b sayisina

bagli olarak #1’in kapali ve smirl1 bir alt kiimesi E = E;, tanimlansin;

E = {Z tn fn: hern € Nigint, >0 ve th = 1}.
1

n=1 n=

Theorem 2.8 Yukaridaki ornekte verilen E alt kiimesi afin ||. ||-genislemeyen
fonksiyonlar icin sabit nokta teorisine sahiptir dyle ki burada ||. || normu #? iizerinde
alisiilmis normuna es deger sekilde ||x|| = B | x l;+ @ | X llo, VX € £ Olarak B > a >

0 i¢in tanimlidir.

Ispat. Ispat i¢in Teorem 2.3’de uygulanan teknik aynen uygulanir ve iki farkli
durum incelenir. Birinci ve ikinci durumda tamamen benzerlikler igermektedir.
Dolayisiyla konunun daha hizli akigi amaciyla ispatta yer alan farkliliklar bu ispatta
asagidaki sekilde sunulabilir.
lha = zll = [[A6f1 + (1 = DLl

= [|(A4éb, (1 — 1)éb, 0,0, ) ||
= bSamax{|A|,|1 — A|} + bSB|A| + bSB|1 — A]

(bS(a + B) — 2b6BA — bSad  eger A€ [—%, 0) ise,
1
b&(a + B) — béal efier 1 € [o, E) ise,
= max 1 1
bép + béai eger 1 € (E' 1] ise,
. Y2 .
\bSA(2B + @) — bSp eger 1€ (1, = 1] ise
elde edilir.
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BudurumdaI':= _min _||lhy — z|| olarak tanimlandiginda ||h; — z|| degeri
e e

A € [0,1] iken bir tek minumuma sahiptir dyleki bu minimum deger I" = M dir.

Diger taraftan, y € E keyfi bir nokta oldugunda )., t,f, formunda yazilcak

sekilde Vn € N icin t, = 0ve Y,_; t, = 1 kosullarin1 saglayan skalerler mevcuttur.

O halde,
=zl =|> tfe= ) vife

k=1 k=1

= ||(t1 —y1)bey + (t; —v2)bey + (t3 —y3)es + (ts —va)es + - ||
((B + a)b|ty — 4| + Bblty — y2| + Blts — vl + Blts — val )
+B|ts —ys| + -,
(B + a)blty — ya| + Bb|ty — y1| + Blts — v3| + Blts — val
+P|ts —ysl + -,
(B + a)|ts —y3| + Bblty — v1l + Bblt; — v2| + Blts — val
(B + a)|ty — val + Bb|ty — y1| + Bblt; — v2| + Blts — v3l
+pts —ysl+ -,
(B + a)|ts —ys| + Bblty — v1l + Bblty — v2| + Blts — vs|
+L[ts — val + Blte — Vel + -,
e e y,

elde edilir.

O halde, ele alinacak asagidaki durumlar s6z konusudur.
Altdurum 2.1: |ty — y1| = |t, — V2| Ve Vk = 3 i¢in b|t; — V1| = |tk — Vi | oldugu kabul

edilsin.

Iy =2l = ablty = yal + b ) It = viel + BA=D) D It = il
k=1 k=3

> b6 + ablty, — vl + B =) ) It =il
k=3

> pbS + ablt; —y,| + B(A = D)6 — (t; —y1) — (&2 — v2)I
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> b6 + abl|t; —y.| + (1 —b)6 — 2p(1 — b)[t; — 4]
=6 — (261 —b) —ab)|t; — 4]

dir.

Alt durum 2.1.1: g > |t; — v1| oldugu kabul edilsin.

Bu durumda ise son esitsizlik geregince ||y — z|| = w dir.

Alt durum 2.2.2: g < |t; — v1| oldugu kabul edilsin.

Bu durumda ise

Iy = 2Il = BbS + able, = il + B =) ) It = vl
k=3
> b(2B+a)é
2

elde edilir.

Alt durum 2.2: |t, — v,| = |t; — V1| ve Yk = 3 igin b|t; — y3| = |tk — Vi | oldugu
kabul edilsin.

Bu durumda,

Iy =2l = ablts = 2l + Bb ) It =yl + B =) ) It = vl
k=1 k=3

> b8 +ablts — yol + A=) D It =¥l
k=3

> Bbd + ablt, —y,| + B(1 = Db)|6 — (t; — 1) — (t2 — V2)|
> BbS + ablt, —y,| + (1 —b)6 — 28(1 = b)|t; — 2l
= p6 — (2B(1 —b) — ab)[t, — -l
elde edilir.
Alt durum 2.2.1: 2 > |t, — | oldugu kabul edilsin.
b(2f+a)8
2

Alt durum 2.2.2: 2 < |t, = | oldugu kabul edilsin.

Bu durumda ise son esitsizlik geregince ||y — z|| = dir.

Bu durumda ise

ly = 2Il = b6 + ablt, = 2l + B =) D It =il
k=3
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> b(2B+a)é
2
elde edilir.
Alt durum 2.3: |t3 — y3| = bty — yil, |t5 — 3| = b|t, — 2| ve Vk = 4 igin
|t — ¥3| = |tk — Vx| olsun.

Bu durumda,

Iy =zll = alts = val + Bb D It = viel + BA =) Y 1t = vl
k=1 k=3

> bBS + alty — sl + B(L=b) ) It = 1l
k=3

> bB6 + alty —ys| + B(1 = Db)|6 — (t; —y1) — (t2 — ¥2)I

2(1-b)
> bBS + alt; —ys| + (1 —b)S—TM% — 73l

2B8(1 — b) — ba

= 8 = —————1t; = 73|
dir.
Alt durum 2.3.1: 2 > |t5 — y3] oldugu kabul edilsin.
Bu durumda ise son esitsizlik geregince ||y — z|| = w dir.
Alt durum 2.3.2: 2 < |t; — y3] oldugu kabul edilsin.
Bu durumda ise
= b(2B + a)8
Iy = 2Il = bBS + alts = s + B(L =) Y It =il ==
k=3
elde edilir.

Altdurum 2.4: [ty — y4| = bty — v1l, Ita — val = b|t; —y,| ve Vk = 5 ile k = 3 igin
|ts — V4| = |ty — V| olsun.

Bu durumda,

Iy = 2l = alts = yal + b6 ) It =vidl + BA=5) D It = il
k=1 k=3

> b5 +alts = yal + L =) ) It =il
k=3
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> bBS + alty —yal + (A= D)6 — (t; —y1) — (t2 — V2)I

2(1-b)
> bBS + alty —ya|l + B(1 = Db)6 —Tﬁ’lu — Val

2B8(1 —b) — ba
=6— b [ty — Val

dir.

Alt durum 2.4.1: 2 > |t, — y,| oldugu kabul edilsin.

b(2f+a)s

Bu durumda ise son esitsizlik geregince ||y — z|| = >

dir.
Alt durum 2.4.2: 2 < |t, — y,| oldugu kabul edilsin.

Bu durumda ise

b(2f + a)é

1y =2l 2 b8 + s = yal + (1= 5) D" It =il = =

k=3
elde edilir.

Dolayisiyla, bu sekilde devam edilir ve tiim durumlar sonucunda goriiliir ki

b2B+®)S oo

— > ePTRe
ly — zIl = 2C&

Tim bu sebepler dolayisiyla arzu edildigi gibi E alt kiimesi afin

|I. || —genislemeyen fonksiyonlar igin sabit nokta teorisine (SNT(gf)) sahiptir.

26



3. ARASTIRMA BULGULARI

Calismanin bu bdliimiinde hazirlamis oldugumuz tarafimiza ait iki adet
makalemizin olusturdugu sonuglar sunulmustur. Sonuglar iki adet alt baslik halinde
asagida yer almaktadir. Birinci bolimde Nezir’in [19] ¢aligmasinda elde ettigi dejenere
edilmis Lorentz-Marcinkiewicz uzaylarinda genislemeyen fonksiyonlar igin sabit nokta
teorisine sahip ¢ok genis bir sinifin varligini; ikinci boliimde ise Nezir [19] calismasinda
kullanilan es deger normun genellestirilmesiyle elde edilen ve Nezir ile Mustafa [22]
calismasinda yer alan genellestirilmis dejenere Lorentz-Marcinkiewicz uzaylarinda
genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisine sahip ¢ok genis smiflarin varlig
gosterilmistir. Not edilmelidir ki, iki bolimdeki ¢alismalardan yararlanilarak [20,22]

makaleleri elde edilmistir.

3.1  Dejenere edilmis Lorentz-Marcinkiewicz uzaylarinda genislemeyen

fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisine sahip ¢cok genis simif

Bu boliimde oncelikle agagida yer alan, Nezir [19] ¢alismasiyla sunulan ilk 6rnek
ve ilk teorem  verilmistir. Bu tez c¢alismasinda ise bu ornek ve bu teorem
genellestirilmistir. Oncelikle genellestirmesi yapilacak olan ve 2. béliimde ispati ile

verilmis olan bu 6rnek ve teorem tekrar sunulacaktir.

Ornek 3.1 b € (0,1) keyfi segilsin. ¢, uzayinda bir (f,)pen dizisi bu sabit say1 ve
kanonik baz yardimi ile su sekilde kurulsun. fi:=bey, f,:=be, ve her n >3 tam
sayist igin f,,;: = e, olsun. Daha sonrasinda ise bu dizi yardimi ile agsagidaki sekilde bu b

sayisina bagli olarak £1’in kapal1 ve sinirh bir alt kiimesi E = Ej, tanimlansin;

E = {Z tn fn: hern € Nicint, > 0 ve Z t, = 1}.

n=1 n=1

Teorem 3.2 Yukaridaki ornekte verilen E kiimesi afin |||.|||-genislemeyen
fonksiyonlar igin sabit nokta teorisine sahiptir dyle ki burada [||. ||| normu #! iizerinde
aligilmis normuna es deger sekilde |[|x||| =l x ll; +1l X llo, VX € £ olarak tanimlidur.
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Omek 3.3 bl’ bz € (0,1), Zbl = bz ve b2 > b1 O|Sun fl: = b1 €1, fz: = b2 e, ve
her n > 3 igin f,,: = e, olacak sekilde c,’ da bir (f;,)nen dizisi tanimlansin ve daha sonra

£1° de kapaly, sinirly, konveks olan asagidaki E = E, kiimesi ele alinsin:

E:={z tofn: her t, =0 ve Z tnzl}.

n=1 n=1

Theorem 3.4 Yukaridaki ornekte verilen E kiimesi afin |||.|||-genislemeyen

fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisini saglar.

Ispat. Ispat icin Teorem 2.3’de uygulanan teknik aynen uygulanir ve iki farkli
durum incelenir. Birinci ve ikinci durumda tamamen benzerlikler icermektedir.
Dolayisiyla konunun daha hizli akisi amaciyla ispatta yer alan farkliliklar bu ispatta
asagidaki sekilde sunulabilir.

IIha =z [l = [l1A8f1 + (1 = DéLfll|
= [[1(A8by, (1 = 4)6b, 0,0, - )||
= dmax{|A|by, |1 — A|by} + by S|A| + 5|1 — A

< 1 Y2 .
Bu sebeple eger b < - o 1ise
(2b,6(1—2) —b,64  if A€ '—%, 0),
_ b,
2 1-—- 1 €
ba6(1 =N+ bi82  if A€o, b2>’
- b
Ay — 2 ||| = max { 26148 + (1 — )b,5 if 1€ |—2—, 1),
b, + b,
: 1
2b,48 + b,(A—1)§  if 1€|1, )
| bz - b1
2by(A=1)6 + bAS  if A€ |—— @+1]
" ! b,— b, &
1 Y2 .
olur fakat ey 1ise
(2b,6(1—2) —b6A  if A€ '—%, 0),
: b
2b,6(1—2) +b52  if A€o, 2 )
[[lhy — 2 ||| = max < b,
2bA5 + (L= Db if A€ [ 1),
(20,28 +b,(A- 15 if 2€]1, % +1]
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elde edilir.

Bu durumda I':= _min _|||hy — 2z ||| olarak tamimlandiginda |||h; — z |||
Ae[-HLr24q
degeri A € [0,1] iken bir tek minumuma sahiptir Syleki bu minimum deger I' = 2222
1 2

y € E keyfi bir nokta oldugunda )5, t,f, formunda yazilip }07_; t, =1 ve
t, =0, Yn € N dir.
O halde,

ly =2zl =111 tefe= ) vifilll
k=1 k=1

= [[I(¢1 — v1)bre1 + (tz — v2)bze; + (t3 —y3)ez + (L4 — Va)es + -+ |||
(2by]ty — vl + b2lt; — v2l + |tz — Vsl )
+ty = Val + Its —ys| + -,

2by|t; — v2l| + balty — val + [t3 — vl

+ty = Val + |ts —ys| + -,

2|ts — y3| + by|ty — y1l + balt; — vl

=max | +|ty —ya| + [ts —ys| + -, (
2|ty — yal + b1ty — y1| + b2tz — 72|

+ts —val +[ts —ys| + -,

2|ts —ys| + bylty — vyl + balty — va| + |ts — v3]
k+|t4—)/4|+|t6—]’6|+"' )

dir.
Alt durum 2.1: by |t; — y1| = by|t, — v2| ve Vk = 3 igin by |t; — y1| = |tk — Vi | olsun.
Buradan,
Iy = z [l = bylty — v1l + (b1 — b2) |ty — va| + b2ty — 14

+b;|t; — v2| +Z |tk — Vil
k=3
= @by = blty =il + b, ) 1t =yl + A= b,) ) 1t =7l
k=1 k=3

> (2by = b)lts =71l + b8 + (1= b,) Y It =il
k=3

> (2by — by)|ty —y1l + b6 + (1 — by)|6 — (ty —y1) — (t2 — v2)I
dir.
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Alt durum 2.1.1: Kabul edilsin ki =22 > |t; — y, | dur.
1

2

Bu durumda son esitsizlik vasitasiyla asagidakiler elde edilir.

b
Iy =zl = (2by = bp)[ty —y1| + 6 + (1—bz)(—1—b—:)|t1 — 1l

> (| 2p, - b, — (1 b)(1+b1> b2 11
= 1= b= ( 2 b,/ | b, + b,
 3bib8

b, + b,

)

Alt durum 2.1.2: Kabul edilsin ki =22 < |t;, — y,| dur.

1tb;
Bu durumda,

lly =z |l| = (2by — by) |ty — v1l + b6 + (1 — by) Y=z [tk — Vil
S 3b1b28

~ bi+by
Alt durum 2.2: b, |t, — V2| = by|ty — y1| Ve ba|ty, — va| = |tk — vkl Yk = 3 olsun.
Bu durumda,

Iy — z ||| = bylt, — y2| + (by — by) [ty — vl + 2|t — vl

+b,|t; — 2l +Z [t — vkl
k=3

b, -
= by|t, — ya| + (by — bz)b_|t2 — V2| + ba|ty —yil + ba|t; —v2| + [tk — Vil
1
k=3

= (2by — by)|t; — val + balty — yal + balt; — 2l +z [tk = Vil
k=3

> (2b = blts = 2l + b2 ) It = vel + (1= b2) ) 1t =¥l
k=1 k=3

> (2b = b)lts = 2l + b8 + (1= b)) [t =il
k=3

> (2by — by)|ty =yl + b6 + (1 — by)[6 — (¢, —y1) — (2 — v2)I
dir.

Alt durum 2.2.1: Kabul edilsin ki b"_ﬁ > |t, — 7, dir.
1

2

Bu durumda son esitsizlik vasitasiyla asagidakiler elde edilir.
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b
Iy =zl = (2by = by)[t; = 2| + 6 + (1_b2)(_1_b_j)|t2 ~ Vel

b
1

Eger (2b1 — b, = (1—by) (1 +Z—2)> > 0 ise b, < oldugundan |||y — z ||| =

3b1by5 . b e P2 5
o dir fakat <2b1 —by— (1= by (1+ b—2)> <0ise ;- = |t — 2| oldugundan
b b, 6
Iy = zIll 2 [(2191 —b,—(1-by)(1 +b—j)),,1+,,2+ 1]6
> 30b22 g,
bi+b;
by 6

Alt durum 2.2.2: < |ty — ¥2| oldugu kabul edilsin.

bi+b,

Bu durumda ise

Iy =z [l = (2by — b)|t; —v2| + D26 + (1 _bz)z [t — Vil
k=3
3b1b,6

~ byt+by
elde edilir.
Alt durum 2.3: [t3 — y3| = bqlt; — v1l, It5 — ¥3| = b2|t; — v2| Ve Vk = 4 igin
|t — ¥3| = |tk — v&| olsun.
Bu durumda,

Iy — z ||| = |tz — y3| + (by — b2)[t1 — V1| + b2|ty — V1| + ba|ty — v2| + [t5 — v3l
+Z [ty — Vil
k=4

1 [ee]
= |tz —ys3| + (b — bz)b_|t3 = y3| + ba|ty — y1| + bt — v2l +Z [tk — Vil
1 —

k=3
2b, — b, =
> L2ty — sl + balty = 2l + balty = ol + ) 1t = vl
1 k=3
Zbl_bz — -
> L2 e~ yal 4 by ) =il + (1= D) ) It =il
1 k=1 k=3

31



b
Zb—2|t3_y3|+b25+(1—bz)z Ite — Vel
1 —

2b1_b2

Zb—l —¥3l + b6+ (1 —by)[6 — (t1 —y1) — (t2 — 2
1

2b, — b,

Zb—|t3_)/3|+b25+(1—b2)5—(1—b2)|t1—}’1|—(1—b2)|t2
1

2b, — b,

2T| V3|+b25+(1—b2)5—(1—b2) |t3 sl

1
-(1- bz)b_|t3 = sl
2

2b1 - bz 1 1
2 =t~ yal +bab + (1= 5)8 — (1= b) (5 + ) Ita = sl
dir.
Alt durum 2.3.1: ”1”2b > |t5 — ¥3| oldugu kabul edilsin.
Bu durumda ise son esitsizlik geregince
2b, — b, 1 1
Hly =z |ll 2z———Its = ¥3l + b26 + (1 = b3)d — (1 = by) | .=+ —) [tz — 3l
by by b,
>[2b1_b2 a b)<1+1)]|t |+6
= b, 2 b, " b, 3~ V3
> [Zbl_bz 1-b (1 + 1>+1]6
T U
3b,b,8
= b, + b,
dir.
Alt durum 2.3.2: blbz > < |t5 — ¥3] oldugu kabul edilsin.
Bu durumda ise
2b1 - bz
Hly—zlll = b—1|t3 — V3l + D6+ (1 —bz)z [tk — Vil
_ 3bib8
= b, + b,
elde edilir.
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|ty — Va4l = [tx — il oOlsun.

Bu durumda,

Iy — z ||| = |ts — val + (b1 — bp) |ty — y1| + ba|ty — y1| + b2|t,

(o]
+ Z |tk — Vil
k=4

1 [o¢]
= |ty — Val + (by —bz)b_|t4 = Val + ba|t; — v1| + byt —v2| + § [tk — Vil
1

= V2| + [t5 — vs|

k=3
2b1_b2
—b—|t4_)’4|+b2|t1_)’1|+b2|t2_)’2|+Z It — Vil
1
2b, — b, - -
> L2t —yal +b, ) lte—vid + A =b) ) It Vi
1 k=1 k=3
2b, — b =
2%|t4—y4|+b26+(1—b2)zItk—ykl
1
2b, — b,
Zb—|t4—V4|+b25+(1—b2)|5—(t1—)/1)—(t2—V2)|
1
Zbl_ 2
Zb—1|t4—)’4|+b25+(1—b2)5—(1—b2)|t1—)’1|—(1—b2)|t2—)’2|
2b, — b, 1
>———— |ty — V4l + 526 + (1 — b3)6 — (1 — by) —|t4 — V4l
b1 bl
1
—(1—b2)b_|t4_V4|
2
2b, — b, 1 1
2 = Ity =yl + b8 + (1= b)8 = (1= bo) (54 5 Ita =4
b1 b2

dir.

Alt durum 2.4.1: b1b2 > > |t4 — 74 oldugu kabul edilsin.

Bu durumda ise son esitsizlik geregince

2bq — 1
lly = 21112 =526 =l + b8 + (1= 533 = (L= ) (-4 5 1t =

2b, — b, 1 1
S| "2 (1— T _
= [ b, (1-by) (b1 + bz)] [ty — Val
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+4

> [2h = b2 (1—b )(1 + 1)+1]6
L b *\b; " b,
 3biby0
b, + b,
dir.
Alt durum 2.4.2: l’j_’ib < |ts — 74| oldugu kabul edilsin.
Bu durumda ise
> he 4 byS+(1—b Z t 3b1b20
My =21l 2 =51t = val + b8+ (L= b) ) It =il 2~
elde edilir.
Dolayisiyla, bu sekilde devam edilir ve tiim durumlar sonucunda goriiliir ki
Iy =z 11 = 2222 dir

Sonu¢ 3.5 by, b, € (0,1), 2b; = b, Ve b, = by olsun. fi: = by ey, fo: = b, e, Ve
her n > 3 igin f;,: = e, olacak sekilde c,’ da bir (f;,),en dizisi tanimlansin ve daha sonra
£1° de kapali, siirl, konveks olan asagidaki E = E}, kiimesi ele alinsin:

Bu durumda E kiimesi afin |||.|||-genislemeyen fonksiyonlar igin sabit nokta

teorisini saglar.

(")mek 36 b€ (0,1) OISUn fl: = bel, fz: = bez, f3: =b €3 ve hel’ n=4 lgln
fn: = e, olacak sekilde ¢’ da bir (f;,) ey dizisi tanimlansin ve daha sonra £1° de kapal,

siirli, konveks olan asagidaki E = Ej, kiimesi ele alinsin:

E:={Z tafn: her t, =0 ve Z tnzl}.

n=1 n=1

Teorem 3.7 Yukaridaki Ornekte verilen E kiimesi afin ||].|||-genislemeyen

fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisini saglar.
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Ispat. Ispat icin Teorem 2.3’de uygulanan teknik aynen uygulanir ve iki farkli
durum incelenir. Birinci ve ikinci durumda tamamen benzerlikler i¢ermektedir.

Dolayisiyla konunun daha hizli akis1 amaciyla ispatta yer alan farkliliklar bu ispatta

asagidaki sekilde sunulabilir.
Burada bu defa

o 2 N
hi= (n+ 50+ G2+ 50+ (s + A= DOf+ ) Tafa

n=4

olarak tanimlanir. Bu durumda ise
A A
[[|hy —z ||| = III§5f1 +§5fz + (1 -1

A A
= ll (§b5'5b5' (1 —2)6b, 0,0‘...> I

A
= bémax {lz—l 11— ,1|} + bS|A| + bS|1 — A

( o [ 273 .
2(1 = A)bs — AbS eger 1 € i 0)ise,
r 2
2(1— b6 + b8 eger 1€ |0, 5) ise,
= maxy o psa . 2 _

bd + - eger 1€ |=, 1) ise,

5boA . ' vs 1.

3~ bé eger 1€ [1, 5 + 1] ise

elde edilir.
Bu durumda I':= min |||hy —z ||| olarak tanimlandiginda |||h; — z |||

degeri A € [0,1] iken bir tek minumuma sahiptir dyleki bu minimum deger I’ = %.

y € E keyfi bir nokta oldugunda )5, t,f, formunda yazilip };7_; t, =1 ve
t, =0, Yn € N dir.
O halde,

My =2l =111) tefe= ) vifilll
k=1 k=1

= ||[(t1 — v1)bey + (t; — y2)be, + (t3 — y3)bes + (ts — Va)es + - |||

Yani,
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(2b|ty — y1| + btz — y2| + b|ts — y3]

+ty = Val + lts —ys| + -,

2b[t; = v2| + bty — y1| + blts — v3]

+ty = Val + lts —ys| + -,

2b[t3 —y3| + b|ty —y1| + DIty — 72|

Iy =z |l =max{ +|ty — ya| + [ts —¥s| + -,

2|ty — ya| + DIty — y1| + blt; — v2|

+b|tz —vys| + [ts —ys[+ -,

2|ts —ys| + blty —y1| + btz —y2| + b|ts — y3]
k+|t4—)’4|+|t6_1’6|+"' )

dir.

Bu durumda asagidaki durumlar s6z konusudur.

Altdurum 2.1: |ty — y1] = |tz — V2|, |t1 — V1l = |t3 — v3| ve Vk = 4 igin
b|t; — y1| = |tx — vk| olsun.

Buradan,

ly =211 =blts = val +b ) lte =yl + (1 =) " It =il
k=1 k=4

> b8 + blt, — y| + (1—b)z Ite — Vil
k=4

2 b5 +b|ty —y1| + (1 = D)6 = (t1 —¥1) — (t2 = ¥2)|
26+ (3b—2)|t; — 4l

dir.
Alt durum 2.1.1: Kabul edilsin ki £ > [t; — ;| dur.
Bu durumda son esitsizlik vasitasiyla asagidaki kolayca elde edilir.
- 4bs
lly =211l = =~
Alt durum 2.1.2: Kabul edilsin ki g < |t; — y;| dir.
Bu durumda,
- 4b6
Iy =z |ll 2 b6 + bty —y1| + (1 = b) Xils |tk — viel = ==
dir.
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Alt durum 2.2: |t; —y2| =2 |ty — val, 1tz — vzl = |ts —v3l, Yk = 4 igin blt; —y,| =
|t — V]| olsun.

Bu durumda,

lly =211l =blts = val + b ) It =yl + A=) ) [t =¥l
k=1 k=4

k=4

= b8+ blt, =y, + (1= D)6 — (¢t —v1) — (2 — v2)|
=6+ (3b—2)|t; — 72l
dir.

Alt durum 2.2.1: Kabul edilsin ki £ > [, =y, dir.

Bu durumda son esitsizlik vasitasiyla asagidaki kolayca elde edilir.

- 4b8
Iy =zl 2=
dir.
Alt durum 2.2.2: g < |t; — y2| oldugu kabul edilsin.
Bu durumda ise
S 4b5
ly = 21112 b8 + ble, = val + (A=) ) It = el = =
k=3
elde edilir.

Alt durum 2.3: |t; — y3| = [t — Vil |t3 — v3| = [tz — v2| ve Vk = 4 i¢in
b|ts — ys| = |tx — vk olsun.

Bu durumda,

ly =2 111 =bles =3l +b >l =yl + AL =b) ) It =¥l
k=1 k=4

2b6+b|t3—y3|+(1—b)z It — Vil
k=4

= b6 + blt; —y3| + (1 —=b)|6 — (t1 —y1) — (L2 — v2) — (t3 — ¥3)|
>3+ (4b —3)[t; — vsl
dir.
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Alt durum 2.3.1:

Wl

> |t3 — y3| oldugu kabul edilsin.
Bu durumda ise son esitsizlik geregince

4bé .
1y =z Il = 22 dir.

Alt durum 2.3.2: g < |t3 — y3| oldugu kabul edilsin.

Bu durumda ise

4bs

1y =211l = b8 + bles = ysl + (1 =) ) It = yiel ==
k=4

elde edilir.

Alt durum 2.4: |ty — v4| = bty — V1), |ta — V4l = bty — v2l, [ts — val = b|t; —y3| ve
Vk = 5ig¢in |ty — V4| = |tx — yi/| olsun.

Bu durumda,

ly =211l =1t = val +b ) 1t =il + (1 =) ) 1t = ¥adl
k=1 k=4

> b6 + Ity = yal + (1= 5) ) It = 1l
k=4

2 b8+ [ty —val + (1 = b)|6 = (t1 —¥1) — (&2 = ¥2) — (t3 — V3)

3(1-0b)
> b6 + [ty = yal + (1 = D) = =——ts =il
4b — 3
=6+ [ts = val
dir.
Alt durum 2.4.1: 2 > [t; = y3] oldug kabul edilsin,
Bu durumda ise son esitsizlik geregince
- 4b6
Hy =zl ==
dir.

Alt durum 2.4.2: 2 < |t, — y,| oldugu kabul edilsin.

Bu durumda ise
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4bs

[y =2 111 2 b8 + [t = val + (L= b) D It =il ==
k=4

elde edilir.

Dolayisiyla, bu sekilde devam edilir ve tiim durumlar sonucunda goriliir ki

4bé .
ly =z Il =22 dir.

O halde genel sonug asagidaki sekilde sadece ispat i¢in kullanilacak temel araglar

verilerek su sekilde sunulabilir:

Sonu¢ 3.8 N>3 ve b€ (0,1) keyfi olsun. fi:=be;, fo:=be,, f3:=
bes, -, fy:=bey ve her n > N + 1 i¢in f,: = e, olacak sekilde c,” da bir (f;)nen

dizisi tanimlansin ve daha sonra 1’ de kapali, sinirli, konveks olan asagidaki E = E,

Ezz{z tufn: her t, =0 ve z tnzl}.

n=1 n=1

kiimesi ele alinsin:

Bu durumda E kiimesi afin |||.|||-genislemeyen fonksiyonlar igin sabit nokta

teorisini saglar.

Ispat. Ispat igin Teorem 2.3’de uygulanan teknik aynen uygulanir ve sadece
durum 2 de asagidaki degisiklik gerceklesecektir.

2 A A
hy:=(y; + m@fl + (2 +m5)f2 +ot (Yv-1 + ma)ﬁv‘l

Fn+ A=DOf+ D o

n=N+1
I'r= min |||hy —z ||| olarak tanimlandiginda |||h; —z ||| degeri A €
Ae[—’%,’%ﬂ

[0,1] iken bir tek minumuma sahiptir 6yleki bu minimum deger I" = CRRULLY
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3.2  En genel sonug: Genellestirilmis Dejenere edilmis Lorentz-Marcinkiewicz
uzaylarinda genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisine sahip ¢ok genis

simif

Simdi ise ele alinan ailelerin tamamini genellestirecek olan, genellestirilmis
dejenere Lorentz-Marcinkiewicz uzaylarinda zayif*-kompakt olmayan, kapali, sinirli ve
konveks kiimelerden olusan sabit nokta teorisine sahip genis bir sinif bu tez ¢calismasinin
en genel sonucu olarak sunulacaktir. Hatirlanacagi iizere calismanin 3. Boliimiinde
asagidaki ornek ve ilgili teorem ispat ile birlikte verilmisti. Takip eden 6rnek ve teorem

ise bu sonucu ve hatta daha dnceki sonuclar1 genellestirmektedir.

Omek 3.9 b € (0,1) keyfi secilsin. ¢, uzayinda bir (f,),en dizisi bu sabit say1 ve
kanonik baz yardimi ile su sekilde kurulsun. f;: = b ey, f5: = b e, ve her n > 3 tam sayisi
i¢in f,,: = e, olsun. Daha sonrasinda ise bu dizi yardimu ile asagidaki sekilde bu b sayisina

bagli olarak #£1’in kapali ve smirli bir alt kiimesi E = E,, tammlansin;

{Z tafn: her t, =0 ve Z th = 1}.

n=1 n=1

E:

Theorem 3.10 Yukaridaki 6rnekte verilen E alt kiimesi afin ||. ||-genislemeyen
fonksiyonlar icin sabit nokta teorisine sahiptir dyle ki burada ||. || normu £ iizerinde
alisilmis normuna es deger sekilde ||x|| = B | x l;+ a | X lo, VX € £ olarak B > a >

0 i¢in tanimhidir.

Omek 3.11 bl' bz € (0,1), Zbl = bz ve b2 > bl olsun. fl: = bl eq, fz: = bz e,
ve her n > 3 i¢in f,,: = e, olacak sekilde c,’ da bir (f;;),eny dizisi tanimlansin ve daha

sonra £1’ de kapali, sinirli, konveks olan asagidaki E = Ej, kiimesi ele alinsin:

E:={Z tufn: her t, =0 ve Z tn=1}.

n=1 n=1

Theorem 3.12 Yukaridaki 6rnekte verilen E kiimesi afin . ||-genislemeyen

fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisini saglar.
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Ispat. Ispat icin Teorem 2.3’de uygulanan teknik aynen uygulanir ve iki farkli
durum incelenir. Birinci ve ikinci durumda tamamen benzerlikler igermektedir.
Dolayisiyla konunun daha hizli akis1 amaciyla ispatta yer alan farkliliklar bu ispatta
asagidaki sekilde sunulabilir.

lha = zIl = [I46f1 + (1 = D6 Lzl
= [|(A8b4, (1 = 2)6b,, 0,0, )l
= dmax{|A|by, |1 — A|by} + b1 6| A| + by6|1 — 1]

(@ + B)b,6(1 — 1) — Bb6A  eper A€ '—%, 0) ise,
- b
(@+B)b,5(1 — 1)+ Bb,6A  eger A€ |0, 2 )ise,
R
b
(@+B)bAS + B(1 = Db, eper A€ |—2—, 1) ise,
5, + b,

(a + P26 + By(A =15 eger A€ 1, p—2r)
b, — by

= max « <Y

g 1 .
ve eger b,—b, =6 + 1ise,

(@ + B)by(A —1)8 + Bb, A5 eger A€ [ﬁ, Y2y 1
2 1
ve eger ﬁ < % + 1ise,

(@+B)bAS + Bby(A—1)8  eper A€ [1, Ly 1]

o 1 Y2 .
ve eger b, —b; > F-I_ 1 ise,

elde edilir.

O halde, ele alinacak asagidaki durumlar s6z konusudur.

Altdurum 2.1: by |t; — y1| = bz|t, — v2| ve Vk = 3 igin by |t; — V1| = |tk — V| oldugu

kabul edilsin.

Bu durumda,
Iy =2l = ((@+ B)bs = Bbo)lts = val + b, ) It =yl + B =b2) ) It = ¥al
k=1 k=3

= ((a + B)b1 — Bbo) |ty —y1| + Bb26 + (1 = D)6 — (81 — v1) — (82 — v2)
dir.
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bbitz > |t; — 1| oldugu kabul edilsin.
1 2

Alt durum 2.1.1:

Bu durumda ise son esitsizlik geregince

b,
ly = zll =2 ((a + B)b1 — Bb2)|t1 — y1| + BE + B(1 — b)(—1 —b—2)|t1 — 1l

)

b b

_ (@ +2B)b1bys
= b +b,

dir.
b,8
bi+by

Alt durum 2.1.2:

< |t; — v1| oldugu kabul edilsin.

Bu durumda ise

Iy =21l = (@ + B)bs = Bb)lts = val + o8 + B(L =) D It = vl
k=3

- (a + 2B)b1b,6
y b, + b,

elde edilir.

Alt durum 2.2: by|t, —y,| = bi|t; — v1l ve Vk = 3 igin by|t, — V| = |tk — Vil
oldugu kabul edilsin.

Bu durumda,
Iy =2ll = (@ + Bbalts = val + Bbalty = yal + 8 ) 1t = 1l
k=3

= ab,|t; — v2| + B(by — by) |ty — 1l + Bbalty — v4| + Bbalt; — val
+8 ) lte =il
k=3

b
> ab,|t; —v,| + B (by _bz)b_2|t2 = Y2l + Bbalty — vl + Bby|t; — v,
1

8 ) lte = vl
k=3
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b oo co
= [(a+ F)by = ba) 7 1t2 = Yal +Bb2 ) 1tk = Vel +B(L=b2) ) 1= Vil
k=1 k=3

> [(@+ B)br = Bballts = ¥l + BboS + B =) D It =¥l
k=3

= [(a + B)by — Bbyllt; — v2| + Bby6 + B(1 — by)|6 — (8, — 1) — (E2 — v2)|
elde edilir.

28 > |t, — ,| oldugu kabul edilsin.

Alt durum 2.2.1: b >

Bu durumda ise son esitsizlik geregince

b
ly — zll = [(a + B)by — Bby]It; — v2| + B6 + B(1 — by)(—1 —b_j)|t2 — 72l

> ((a + B)by — B, — B(1 — by) (1 +Z—j)) |tz — 2l + 6

< Vi < B Hl(lllvllll(lall eg"el <(C¥ + ﬁ)b] - ﬁbz - ﬂ(l bz) (1 b )> 2
bZ e g 1

(a+2B)b1b,

Oise [y —z|| = % dir fakat eger <(a + )by — b, — (1 = b,) (1 + 2)) <
by+b, by

b, 8 . ..
2— > |t, — Y| kabulii geregince

0 ise >
bi1+b,

ly -zl =

b\\ b6
((a+ﬁ)b1 ~Bby = B~ b1 +b—1)) — +B]5

_ (@ +2B)biby8
=" b, +bh,

elde edilir.

b, 6
b1+b,

Alt durum 2.2.2:

< |t, — ¥, | oldugu kabul edilsin.

Bu durumda ise

ly = zll = [(a + )by = Bb.]lt; — y2| + Bb26 + B(1 _bz)z |t = Vil
k=3

- (a+ 2B)bb,6
- b, + b,

elde edilir.
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Alt durum 2.3: |t3 — 3| = bilt; — V1l |t3 — v3| = ba|t, — v2| ve Vk = 4 igin
|ts — v3| = |tx — v/ Olsun.

Bu durumda,
ly — zIll = alt; — y3| + B(by — b))ty — y1l + Bbalty — v1| + Bb;lt, — vl

+Blt3—V3I+Z [t = i

> alt; —ys3| + B(by — bz) |t3 v3l + Bbylty —vi| + Bbalt; — v,

+8 ) It =il
k=3

_ (@+B)b, —Bb,
X B

|tz — 3l + Bbzlty — v1l + Bb;lt; — v, +ﬁz [t — Vil

b, — Bb y
2(oc+ﬁ) 1= B 2|t3_y3|+ﬁb25+ﬁ(1—b2)z |t = Vil
k=3

b,
b, — Bb

> (05+,3)b11 Bb; |tz — 3|+ Bb6 + B(1 — by)|6 — (t1 —y1) — (t2 — ¥2)I
b, — Bb

> (a+ﬂ)b11 £ |ts — ¥l + Bb26 + B(1 — by)6 — B(1 — by)lty — vl

—B(1 = by)|t; — y>l
- (a + B)by — Bb,

1
|t — 3l + b6 + f(1 —by)6 — B(1 —bz)b—|t3 — 73l
1

by
_ﬁ(l—bz) |t3 3l
(a+ )b —ﬁb 1 1
2 R s — sl + Bbad + B(L = b)8 = B(1 = by) (5= + ) 1ta =
dir.
Alt durum 2.3.1; Zlbzb > |t; — 3| oldugu kabul edilsin.

Bu durumda ise son esitsizlik geregince

(a + pB)by — Bb
ly = 2ll 2 ="tz = yal + Bb;8 + B(1 = b,)8
1

—B(1 = by) ( b12) |t — vl
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2 [ p b0 (47|l vl + 0
2 [ g1 - o) (54 3) +1] s
 @t2pbivs
by+b,
dir.
b1by8

Alt durum 2.3.2: o < |t3 — v3| oldugu kabul edilsin.
1

Bu durumda ise

- (a + B)by — Bb,
> b,

ly =zl It3—V3I+ﬁbz5+ﬁ(1—bz)z |tk — Vil
k=3

S (@+2B)biby6
by+b,
elde edilir.
Alt durum 2.4: |ty — V4| = b1ty — Va1l, |ts — Va4l = ba|t, — v2| Ve Vk = 5 igin
|ts = Val = [t — yil Olsun.
Bu durumda,
ly — zll = alts — yal + B(by — bo)|ty — y1| + Bby|ty — 1l + Bbylt; — v,

+Bt3 — vl +ﬁz Itk — vl
k=4
1
> alty — y4l + B(by _bz)b_|t4 — Yal + Bbylty — v1l + Bbalt; — vl
1

+ﬂz It — Vil
k=3

> (a + ﬁ)blh — Bb,

[ty — Val + Bbalty — v1l + Bbalt; — v5l +,BZ |t — Vil
k=3

_ @+ )by — b,
=

b4 = val + Bby D It = viel + B =) D It =i
k=1 k=3

_ @+ p)by — b,

>

_ @+ B)by — b,
=

t4 = ¥l + B528 + B =) D It =i
k=3

[ta —val + Bb26 + B(1 — by)|6 — (8, — v1) — (E2 — v2)I
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b, —Bb
Z(a-l_'[)))bll a 2|ts = val + Bb26 + B(1 = )8 — B(1 = by)lty — 14

—B(1 = by)|t; — v,

by, — Bb, !
2(0c+ﬁ)b1 B |t4_y4|+ﬁb25+5(1—b2)6—3(1—b2)b—1|t4—n|

1
-B(1 - bz)b—|t4 — Val
2

b, — Bb, 1 1
> @b = F s = sl + Bba8 +B(1 = b;)8 = B(1 = by) (5= + 1) 1ts = il

b
dir.
. bibyé - o
Alt durum 2.4.1: rap |t4 — V4| oldugu kabul edilsin.
1 2
Bu durumda ise son esitsizlik geregince
(a+ B)by — Bb
ly — Il = P Ita = val + fb;6 + B(1 = b)8
1
(1~ b) (5-+ ) 1t =l
B 2 b, b, 4~ VYa
(a+B)b1—Bb; 1,1
> [P — p(1— b)) (- + )| 1ta = val +BS
(a+B)b1—Bb; 1,1
> [ B b (5 +5) 4 6]
(a+2[§)b1b26
by +b,
dir.
byby§ g o
Alt durum 2.4.2: PRTN |t4 — V4| oldugu kabul edilsin.
1 2
Bu durumda ise
(@+B)by — Bb, N
Iy = 71l = 2R e —al + BboS + B(L=by) ) It
1 k=3
> (0_’+2ﬁ)b1b25
by +b,
elde edilir.
Dolayistyla, bu sekilde devam edilir ve tiim durumlar sonucunda goriliir ki
(a+2ﬁ)b1b26 .
ly — zIl = == =7== dir.
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Sonug 3.13 by, b, € (0,1), 2by = b, ve b, = by olsun. fi:=b; eq, fo:= b, e,
ve her n > 3 igin f,: = e, olacak sekilde ¢y’ da bir (f;,)nen dizisi tanimlansin ve daha
sonra £1° de kapali, smirli, konveks olan asagidaki E = Ej, kiimesi ele alinsin:

Bu durumda E kiimesi afin |||.|||-genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta
teorisini saglar.

Ornek 3.14 b € (0,1) olsun. f;: = bey, fo: = bey, f3:= b es ve her n > 4 icin
fn: = e, olacak sekilde ¢’ da bir (f;,) ey dizisi tanimlansin ve daha sonra £1° de kapal,

siirli, konveks olan asagidaki E = Ej, kiimesi ele alinsin:

E:={z tafn: her t, =0 ve Z th =1} .
n=1

n=1

Teorem 3.15 Yukaridaki ornekte verilen E alt kiimesi afin ||. ||-genislemeyen
fonksiyonlar icin sabit nokta teorisine sahiptir dyle ki burada ||. || normu #* {izerinde
aligilmig normuna es deger sekilde [|x|| = B | x i+ @ | X o, Vx € ¢* olarak B = a >

0 i¢in tanimlidir.

Ispat. Ispat i¢in Teorem 2.3’de uygulanan teknik aynen uygulanir ve iki farkli
durum incelenir. Birinci ve ikinci durumda tamamen benzerlikler igermektedir.
Dolayisiyla konunun daha hizli akisi amaciyla ispatta yer alan farkliliklar bu ispatta
asagidaki sekilde sunulabilir.

Burada bu defa

A A -
hi= (0 + 50+ G2+ 50 + (s + (L= DOfs + ) T

n=4

olarak tanimlanir. Bu durumda ise
A2
Iy — 20l = || (556,556, (1 = 85,00, )|

A
= abSmax {lz—l = /1|} + BbS|A| + BbS|1 — A
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(@ +B)(1—)bS — AbS  eger A € '—%, 0) ise,
[ 2
(a+ L)1 —=A1)b6 + BADS eger A1 € |0, §> ise,
= max absA . 2 _
Bbé + — eger 1 € 3 1) ise,
a + 4B)bSA f
&% — Bbd eger 1€ _1, % + 1] ise
elde edilir.
Ayrica,

ly — zll = (t1 — y1)bey + (t; —y2)bey + (t3 — y3)bes + (ts — Va)es + -

((a + B)b|ty — y1| + Bblt; — v2| + Bblts — vs| )
+BIts —val + Blts —vs| + -,

(a + B)blt, — y2| + Bblty — y1| + Bbt; — v3]
+Bts —val + Blts —vs| + -,

(a + B)blts —y3| + Bblty — y1| + Bblt; — vl

= max 4 +B1ts — Val + Blts —vs| + -, (

(a + B)|ts — val + B[ty — y1| + BDIt; — 12|
+Bblts —vs| + Blts —ys| + -,

(a + B)lts —vs| + Bblty — y1| + Bblt; — v2l

+Bb|ts —ys| + Blts — val + Blte — Vel + -,

\
O halde, ele alinacak asagidaki durumlar s6z konusudur.

b|t; — y1| = |tk — Vk| oldugu kabul edilsin.

Bu durumda,

Iy =2l = @blts = yal + b ) It = viel + BA=D) D It = il
k=1 k=4

> b8 + ablt, =il + B b) D It =il
k=4

> pbS + ablt; —y,| + B(1 = Db)|6 — (t; —y1) — (t2 —v2)I
> 6+ [(2b — 2)B + ba]|t; — v4l
dir.
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Alt durum 2.1.1: £ > |t; — ¥ oldugu kabul edilsin.

Bu durumda ise son esitsizlik geregince ||y — z|| = @ dir.
Alt durum 2.1.2: g < |t; — v1| oldugu kabul edilsin.
Bu durumda ise
c (a+3B)bs
Iy =2l = Bb8 + able, = val + B =) D It = il =
k=3

elde edilir.

Altdurum 2.2: |t, — v2| = [t1 — V1], |ty — V2| = |ts — v3| Ve Yk = 4 igin
b|t, — V2| = |tk — Vi| oldugu kabul edilsin.
Bu durumda,

Iy =2l = ablt = 2l + B Y It =yl + BA=5) D It = 1l
k=1 k=4

> b8 +ablts — yal + BA =) D 1t = Vil

k=4
2 pbd + ablt; —y2| + B(1 = Db)|6 — (t1 —¥1) — (2 — V2)
= 6 + [(2b — 2)B + ba]lt; — vl

elde edilir.
Alt durum 2.2.1: £ > |t; = y;] oldugu kabul edilsin,
Bu durumda ise son esitsizlik geregince ||y — z|| = @+3B)b3 dir.

3
Alt durum 2.2.2: 2 < |t, = y| oldugu kabul edilsin.

Bu durumda ise

(a + 3B)bS

Iy = 7Il = £bS + ablt, = ol + BL=b) " It = yiel 2~

k=3
elde edilir.

Altdurum 2.3: [t3 — y3| = |ty — 1l |[t3 — v3| = [tz — y2| ve Vk = 4 igin
b|t; — y3| = |tx — V| olsun.

Bu durumda,
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Iy = zll = ables = v3l + b D It =yl + BA=B) Y It =¥l
k=1 k=4

> b5 + ablty =yl + B = D) ) It =¥l
k=4

= Bbd + ab|t; —ys| + (1= Db)|6 — (¢, —v1) — (&2 — V2) — (t5 — ¥3)|
> 6+ [(3b—3)B + ballt; — ysl

dir.
Alt durum 2.3.1: g > |t3 — y3| oldugu kabul edilsin.
Bu durumda ise son esitsizlik geregince ||y — z|| = w dir.
Alt durum 2.3.2: g < |tz — ¥3| oldugu kabul edilsin.
Bu durumda ise
4 (a + 3B)bS
Iy = zIl = Bb6 + ablts = 3] + B —b) Y It =il =
k=4
elde edilir.

Alt durum 2.4: |ty — y4| = blt; — y1l, [ts — Val = bltz — V2|, [ts — val = D|ts —y3| Ve
Vk = 5i¢in |ty — V4| = |tx — yi| Olsun.
Bu durumda,

Iy = 2ll = alts = sl + Bb )" 1t =il + BA=D) ) It =¥l
k=1 k=4

> b8 +alts = yal + L= ) ) It =il
k=4

= pbS +alty —yal + B(1 = b)|6 — (& —y1) — (t2 —¥v2) = (t3 — ¥3)|

3(1-b)
> Bbd + alt, — v, + (1 _b)d_T|t4 — V4l

54 30— 3B +ba

=p b [ty — Val

dir.
Alt durum 2.4.1: 2 > |t; — y3] oldugu kabul edilsin.

Bu durumda ise son esitsizlik geregince ||y — z|| = —(a+33ﬁ)b6

dir.
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Alt durum 2.4.2: 2 < |t, — y,| oldugu kabul edilsin.

Bu durumda ise

(ax+3B)bs
3

ly — zll = BbS + |ty — v4l + B(1 — b) Xy Itk — Vil =
elde edilir.

Dolayisiyla, bu sekilde devam edilir ve tiim durumlar sonucunda goriiliir ki

(x+3B)b6 .
ly —z|| = — dir.

Sonu¢ 3.16 N >3 ve b€ (0,1) keyfi olsun. fi:=be;, for=be,, f3:=
bes, -, fyi=bey ve her n > N + 1 i¢in f,: = e, olacak sekilde c,” da bir (f;)nen

dizisi tanimlansin ve daha sonra 1’ de kapali, smirli, konveks olan asagidaki E = E,

E:={Z tufn: her t, =0 ve z tnzl}.

n=1 n=1

kiimesi ele alinsin:

Bu durumda E kiimesi afin ||. [|-genislemeyen fonksiyonlar igin sabit nokta

teorisini saglar.
Ispat. Ispat igin Teorem 2.3’de uygulanan teknik aynen uygulanir ve sadece
durum 2 de asagidaki degisiklik gerceklesecektir.

A A A
=+ y—70h+ 0ty ++ On-1+ 570 v

FuH A=DOf+ D o

n=N+1
= min [||hy —z|| olarak tanimlandiginda |lh; — z|| degeri A € [0,1]
e B
iken bir tek minumuma sahiptir 6yleki bu minimum deger I' = w.
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4. SONUCLAR VE TARTISMA

Bu tez ¢alismanin sonuglar1 dejenere edilmis Lorentz-Marcinkiewicz uzaylarinda
ve genellestirilmelerinde zayif*-kompakt olmayan, kapali, sinirli ve konveks kiimelerden
olusan ¢ok genis sonsuz boyutlu bazi alt uzaylarin afin genislemeyen fonksiyonlar igin
sabit nokta teorisine sahip olduklar1 gosterilmistir. Bu sayede Goebel ve Kuczumow un
yansimayan Banach uzay1 mutlak toplanabilir diziler uzayinda yaptiklari ¢alismanin [9]
bir analojisi bir bagka yansimayan Banach uzayinda afinlik kosulu altinda elde edilmistir.
Unutulmamilidir ki Goebel ve Kuczumow’un ¢alismasi [9], Lin [15] ¢alismasi ile yine
ayni uzayda calisilarak yeniden normlanma ile genellestirilmis; Goebel ile Kuczumow’un
calismasindan ilham alinarak Lin [15] ¢alismasinda tim uzayin sabit nokta teorisini
saglayacak sekilde yeniden normlanabilecegi ispatlandigi sonug sabit nokta teorisinde bir
yansimayan Banach uzaymin sabit nokta teorisini saglayacak sekilde yeniden
normlanabileceginin gosterildigi literatiirde 6nemli bulunmus bir ¢alisma olmustur. Tez
calismasinin incelemis oldugu ailelerin daha genisini bulabilmek ve hatta tiim uzay1 Lin
[15] caligmasindaki gibi sabit nokta teorisini saglayacak sekilde yeniden normlayabilmek
arastirmacilar i¢in onemli arastirma konusu olacaktir. Calismada elde edilen siniflari

genellistirmek de sorgulanabilecek bir konudur.
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