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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

U U ={z:2eC ve |z|<1} seklindeki agik birim disk
A U birim diskinde analitik olan f (z) =z +Zanz” seklindeki
n=2

fonksiyonlarin kiimesi

A(n) U birim diskinde analitik olan f (z)=z->a,z"seklindeki

n=2

fonksiyonlarin kiimesi

(a), Pochhammer Semboli

r Gama fonksiyonu

C Kompleks sayilar kiimesi

f<g f fonksiyonu g fonksiyonuna subordinedir

fxg f ile g fonksiyonlarinin Hadamard garpimi

H U birim diskinde analitik olan fonksiyonlarin sinifi

H[a,n] U birim diskinde analitik olan f (z)= a+iakzk seklindeki
k=n

fonksiyonlarin kiimesi

S U birim diskinde Gnivalent olan normalize f(z)=z+)a,z" seklindeki
n=2

fonksiyonlarin kiimesi
U birim diskinde yildizil fonksiyonlarin kiimesi

S () U birim diskinde « —mertebeden yildizil fonksiyonlarin kiimesi

S (a,y) U birim diskinde o —mertebeden y kompleks degerli yildizil

fonksiyonlarin kiimesi

K U birim diskinde konveks fonksiyonlarin kiimesi
K(a) U birim diskinde o —mertebeden konveks fonksiyonlarin kiimesi
K(a,7) U birim diskinde « —mertebeden y kompleks degerli konveks

fonksiyonlarin kiimesi

N Dogal sayilar kiimesi
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Nu{0}
f fonksiyonunun & -komsulugu
f fonksiyonunun (n,§)-komsulugu

Pozitif reel kisma sahip analitik fonksiyonlar sinifi

f fonksiyonunun reel kismi

Schwarz fonksiyonlarinin sinifi

Mittag-Leffler fonksiyonu
Genellestirlmis Mittag-Leffler fonksiyonu
Normalize edilmis genellestirlmis Mittag-Leffler fonksiyonu
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&, , - A— A operatorl
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1. GENEL BILGILER

11 Giris

Geometrik fonksiyonlar teorisinin arastirma konusu kompleks degerli fonksiyonlarin
resim bolgelerine bakarak bu fonksiyonlarin analitiklik 6zelliklerini incelemektir.
Goriintii kiimeleri 6nemli 6zellikler tasiyan fonksiyonlar ¢esitli siniflara ayrilmistir. Bilim
adamlariin bir¢ogu da bu siniflara ait kriterler elde etmeye ¢aligmislardir. Bu siniflardan
en ¢ok Uzerinde durulanlar tinivalent, konveks, yildizil, ... vb. fonksiyonlardir. Analitik
ve Univalent fonksiyonlar, geometrik fonksiyonlar teorisinin en énemli ve ilgi ¢eken

konularidir.

Kompleks duzlemin basit baglantili bir 6z altkiimesini birim diske konform tasvir eden
bir doniisiimiin varligi Riemann doniisiim teoremi ile anlasilmistir. Bu nedenle keyfi basit
baglantil1 bolgeler {izerinde tanimlanan Univalent fonksiyonlarla ¢alismak yerine birim
diskte tanimlanan Univalent fonksiyonlarla ¢alismak ¢ogu kez kolaylik saglar. Bu yiizden
bu alanda g¢alisma yapan bir¢ok bilim adami birim diskte tanimlanan fonksiyonlari

incelemislerdir.

Univalent fonksiyonlar iizerindeki ¢alismalar,
U={zeC:|z<1}

birim diskinde Univalent ve f(0)=0, f'(0)=1 sartlarim1 saglayan fonksiyonlarin

olusturdugu bir S Univalent fonksiyonlar sinifi iizerinde yogunlagmistir.

1907 yilinda Koebe [20], n=2 i¢in S smifina ait f(z)= z+Zanz“ tipindeki bir

n=2

fonksiyonun resminin {z 7 < %} diskini igerdigi sonucuna varmstir. Bir baska deyisle



U birim diskinin f €S altindaki goruntiisi olan kiimenin smirinin orijine olan

uzakliginin 1/4 ten kiigiik olamayacagini ispatlamustir.

Bieberbach [5] tarafindan ortaya atilan “ f € S fonksiyonu i¢in n=2,3,... olmak lizere
|an| <n esitsizligi saglanir” tahmini uzun siire matematikgilerin ¢alistig1r bir problem
olmustur. Alan teoreminin bir sonucu olarak |a,| < 2 esitsizliginin dogrulugu ilk olarak

Bieberbach tarafindan 1916’da ispatlanmistir. Daha sonra Loewner [23] 1923’te

parametrik metod olarak isimlendirdigi kendi bulusuyla |a,|<3 esitsizligini, 1955’te
Schiffer ve Garabedian, Grunsky esitsizliklerini kullanarak |a,| <4 esitsizligini, 1968’de

Pederson |a;| <6 ve 1972’de Pederson ve Schiffer |a;|<5 esitsizligini ispat etmistir. Bu

tahminin genellestirilmis hali yillarca matematikgilerin tizerinde ¢alistigi bir konu

olmustur. 1985’te nihayet L. De-Branges, Loewner teorisini kullanarak bitin n=2,3,...

icin |an| <n esitsizliginin dogrulunu ispatlamigtir.

Bieberbach tahminin ispatlanmasindan sonra bu konuyla ilgilenen matematik¢iler S
siifinin bazi alt siniflari igin bir takim katsay1 bagintilari elde etmislerdir. Bu alt siniflarin

en dnemlerinden bazilar1 yildizil ve konveks fonksiyonlar siniflaridir.

Geometrik fonksiyonlar teorisinde pek ¢ok arastirmaci tarafindan ele alinan onemli
problemlerden bir digeri de analitik fonksiyonlar igin yeni komsuluk tanimlar1 verilerek
bu komsuluklarin incelenmesidir. .4 sinifina ait f fonksiyonlarinin komsuluklariyla ilgili
ilk calisma 1957 de Goodman [16] tarafindan yapilmistir. Ruscheweyh [34], Goodman
[16] tarafindan verilen komsuluk tamimini daha genel hale getirerek feA
fonksiyonlarmin ~ § —komsulugu kavramini tamimlamigtir. 1985’de Brown [6],
Ruscheweyh tarafindan elde edilen sonuglari genellestirmistir. 1990’da Walker [37]
pozitif reel kisma sahip analitik fonksiyonlarin komsuluklarini ele almig ve Walker
tarafindan verilen sonuglar 1993 te Owa et al. [31] tarafindan genisletilmistir. 1996 da,
negatif katsayili f €. 4 fonksiyonlarinin (n,5)—komsulugu Altintag and Owa [2]
tarafindan verilmistir. Son yillarda ise Orhan and Kadioglu [28], Orhan and Kamali [29],
Orhan [30], Catas [8], Deniz and Orhan [11, 12], Liu and Huang [22], Sags6z and Kamali



[35], Bulut [7], Orhan [27], Zirar [38], Caglar and Orhan [10] ve Ebadin and Kargar [14]
analitik fonksiyonlarin belli alt siniflarinin komsulugu problemi tizerine 6nemli sonuglar

elde etmislerdir.

Bu tez dort boliimden olusmaktadir. Birinci bolum olan genel bilgilerde ilk olarak

calismamizda kullandigimiz temel tanim ve teoremlere yer verilmistir.

Ikinci bolimde tezin temel kisminin olusturulmasinda kullanilan bazi énemli tanimlar,

teoremler ve lemmalar verilmistir.

Uclinci boliimde, ¢alismamizda elde ettigimiz sonuglara yer verilmistir. Ik olarak

g}, f(z) operatéri kullamlarak A(n) smmifina ait fonksiyonlarn M;] (a,f,7) ve

S, (o, B,y,9) gibiiki yeni alt smiflari tanimlanmus, bu simiflara ait katsayi esitsizlikleri,

icerme bagmtilar1 ve komsuluk problemleri i¢in teoremler verilmis ve ispatlanmistir.

Dordunct bolumde ise galismamizda elde ettigimiz sonuglarin bir 6zeti verilmistir.



1.2 Kuramsal Temeller

Bu boliimde bazi temel tanim ve teoremler verilmistir.

Tanim 1.2.1 (Komsuluk): z,€C ve £>0 olmak Uzere,
D(zy.¢6)={zeC:|z-17)|<&}

kiimesine z, merkezli & yarigapli agik disk veya z, noktasinin & komsulugu denir.
m:{ZEC z—z,|< &}

kiimesine z, merkezli & yarigapli kapali disk,
0D (zy,6)={zeC:|z-2,|=¢}

kimesine z, merkezli ¢ yarigaph cember,

[0)(20,8) ={2eC:0<|z-7|<e}=D(z5,6)—{2,}

kimesine de z, noktasinin ¢ delinmis komsulugu denir.

Tanim 1.2.2 (I¢ Nokta): A< C bos olmayan bir kiime olsun. z, € A i¢in D(z,,&) < A

olacak sekilde 3¢ >0 sayis1 varsa z, noktasina A kiimesinin bir i¢ noktasi denir.

Tanim 1.2.3 (Ac¢ik ve Kapali Kiime): Her noktasi i¢ nokta olan kiimeye agik kiime,

tiimleyeni agik olan kiimeye ise kapali kiime denir.

Tanim 1.2.4 (Baglantili Kiime): A c C kimesi verilsin. A kiimesi bos olmayan ayrik

ve acik iki kiimenin birlesimi olarak gosterilemiyorsa A kiimesine baglantilidir denir.



Yani,

i. AcUuV,
ii. AnU 20 ve ANV =,
iii. AU NV =g

olacak sekilde U,V < C gibi bos olmayan iki a¢ik kiime bulunamiyorsa A klimesine

baglantili kiime denir.

Tanim 1.2.5 (B6lge): Kompleks diizlemde bos olmayan, agik ve baglantili kiimeye bolge

denir.

Tanim 1.2.6 (Basit Baglantili Kiime): Tiimleyeni baglantili olan kiimeye basit baglantili

kiime denir.

Tamm 1.2.7 (Egri): [a,b] = R olmak iizere stirekli bir »:[a,b] — C fonksiyonuna C
diizleminde egri (yol) denir. Bagka bir ifade ile [a,b] kapal1 araligindan herhangi bir

topolojik uzaya tanimli siirekli dontistimlere egri ya da yol denir. y(a) ve 7(b) noktalarina

da sirasiyla egrinin baslangi¢ ve bitim noktalar1 denir.

Tanim 1.2.8 (Kapali Egri): y: [a,b] — C bir egri olsun. y(a) =y(b) ise y ya kapali

egri denir.

Tanim 1.2.9 (Basit Kapali Egri): Uc¢ noktalarin ¢akigsmasi hari¢, kendini kesmeyen
egrilere basit egri, hem basit hem de kapali egrilere de basit kapali egri veya Jordan egrisi
denir. Jordan egrisi diizlemi Jordan egrisinin i¢i ve dis1 olmak tizere iki bdlgeye ayirir.

Jordan egrisinin i¢ine Jordan bolgesi denir. y egrisi [a,b] kapali araliginda tiirevlenebilir
olsun. Eger [a,b] kapali araliginda »' tiirevi siirekli ve sifirdan farkli ise y egrisine
diizglin egri denir. t, a dan b ye artarken, buna karsilik gelen y(t) degerlerinin y(a)

dan y(b) ye dogru siralanmasi egrinin yoniinii belirtir. Kapali bir egrinin yonii ya pozitif



veya negatiftir. Kapali olmayan egriler i¢in baglangi¢ noktasindan bitis noktasina dogru

siralama yon olarak alinir.
1.2.1 Analitik ve Univalent Fonksiyonlar

Tanim 1.2.1.1 (Diferensiyellenebilme): Ac C, f:A— C bir fonksiyon ve z,, A’nin

bir i¢ noktasi olsun. Eger,

limiti var ise f fonksiyonuna z, noktasinda diferensiyellenebilirdir denir. Bu limit

degerine f fonksiyonunun z, noktasindaki tiirevi denir ve f'(z,) ile gosterilir.

Tanim 1.2.1.2 (Analitik Fonksiyon): f(z) fonksiyonu kompleks diizlemde bir z,
noktasinda ve z, noktasinin uygun bir komsulugundaki her noktada

diferensiyellenebilirse f(z) fonksiyonuna z, noktasinda analitiktir denir.

A kompleks diizlemin bos olmayan agik bir alt kiimesi ve f fonksiyonu tanim kiimesi
A’y1 kapsayan kompleks degerli bir fonksiyon olsun. f fonksiyonu A kiimesine ait her
noktada diferensiyellenebilir ise f fonksiyonu A kimesinde analitiktir (veya

holomorftur) denir. Tanim kiimesi agik bir kiime ve bu kiimede analitik olan

fonksiyonlara analitik fonksiyon denir [32].

Kompleks diizlemin tamaminda analitik olan fonksiyona tam fonksiyon denir. Ornegin;
f(z)=e*, g(z)=cosz birer tam fonksiyondur. h(z) =logz, k(z) _1 tam fonksiyon
z

degildir.

U birim diskinde analitik olan fonksiyonlarm smifin1 H = (U ) biciminde gosterelim.

neN;, ve a,a,,a .€C icin

n'~n+l?e



Hlan]={f eH:f(z)=a+az"+a, 2"+

olsun.

Tamm 1.2.1.3: f fonksiyonu f (0)= f'(0)—1=0 sartlarini saghyorsa f fonksiyonuna

normalize edilmis fonksiyon denir [13].

U birim diskinde analitik normalize edilmis

f(z)= zjtiamlzn+1 (a,.,€C) (1.2.1.1)

1
bi¢imindeki fonksiyonlarin sinifi A ile gosterilir ve
A={feH:f(z2)=2+a," +a,°+..}
seklinde tanimlanir.
f(z)=z—ian+lz”+l (a,, >0, neN) (1.2.1.2)
1

seklindeki negatif katsayili f € A fonksiyonlarmn sinifi ise A (n) ile gosterilir.

Tanim 1.2.1.4 (Univalent Fonksiyon): f fonksiyonu herhangi bir D < C bolgesinde

analitik olsun. vV z,,z, € D igin,
z,#1, iken f(z,)= f(z,)

oluyorsa, yani f fonksiyonu bu boélgede ayni degeri iki kez almiyorsa f fonksiyonuna

D bdlgesinde Univalent (veya yalinkat) fonksiyon denir [13].



U birim diskinde tnivalent olan normalize edilmis
f(z)=z+>a,7" (1.2.1.3)
bicimindeki fonksiyonlarin siifi S ile gosterilir ve bu sinif

S= {f eA:f(z)=z+>2a,z", f(z)fonksiyonuU birim diskinde Univalent}

n=2

seklinde tanimlanir.

S smifina ait bazi fonksiyon 6rnekleri agagida verilmistir.

i. w=f(z)=2z(@-2)" fonksiyonu U birim diskini Re(w)>-1/2 sag yari diizlemine

resmeder.

ii. f(z)=z(1-z%)" fonksiyonu U birim diskini (C—{(—oo,—]/Z]u(],/z,oo]} bolgesi

Uzerine resmeder.

ili. f(z)=k(z)=2z(1-2)? Koebe fonksiyonu U birim diskini C - (—o,-1/4] bolgesi

Uzerine resmeder.

Sekil 1: Koebe Fonksiyonu



Tanim 1.2.1.5 (Konform doniisiim): Eger bir doniisiim, belli bir noktadan gegen iki
diizgiin egri arasindaki a¢inin biiyiikliiglinii ve yoOniinii koruyorsa, bu doniisiime bu

noktada konform doniisiim denir. Eger bir f fonksiyonu, bir Ac C bdlgesinin tim

noktalarinda konform ise, f fonksiyonu A bolgesinde konformdur denir.

Ornegin; f(z)=e’ déniisiimii C diizleminin tamaminda konformdur.

Teorem 1.2.1.6: f fonksiyonun analitik oldugu her z noktasinda f'(z) =0 kosulu

saglaniyorsa, f fonksiyonu konformdur.

Dolayisiyla bir bolgede analitik ve {inivalent bir fonksiyon konformdur. En onemli

konform doniisiimlerden biri Mobius dontisimiidiir. Bu doniisiim; a, b, ¢, d kompleks

sabitler olmak Uzere

(ad —bc = 0)

genisletilmis kompleks diizlemi (C, = C Uu{}) kendi lizerine konform olarak resmeder.

z—duzlemindeki D c C (D #C) bolgesini, w-dulzlemindeki D, bolgesi Uzerine
resmeden f analitik fonksiyonunun varligi 1851 yilinda Riemann tarafindan ortaya

atilmastir.

Teorem 1.2.1.7 (Riemann Doniisiim Teoremi): Kompleks diizlemin her D < C (D = C)

basit baglantil1 bolgesi konform olarak U birim diski tizerine resmedilir. Ayrica, z, € D
olmak tizere f(z,) =0 ve f'(z,) > Okosullarini saglayan ve D yi U birim diski Gzerine

resmeden bir tek konform doniistim vardir [13].



Teorem 1.2.1.8 (Liouville Teoremi): Bir f(z) tam fonksiyonu sirl ise sabittir.

Kompleks fonksiyonlar teorisinde, analitik fonksiyonlar igin 6nemli bir yere sahip olan

Cauchy-Tiirev formiilii asagidaki gibidir.

Teorem 1.2.1.9 (Cauchy-Tlrev Formulu): f, pozitif yonlii basit kapali y egrisi iginde

ve uzerinde analitik bir fonksiyon ve z, bu egrinin iginde bir nokta ise n=0,1,2... i¢in

() _n! f(z)
f (ZO) - 27Z'| ‘!(Z _ Zo)n+ldz

dir.

Cauchy-Tiirev formiiliiniin en 6nemli sonuglarindan biri sudur: f fonksiyonu bir
bolgede analitik ise bu bolgede her mertebeden tiirevi vardir ve bu tiirevler de 0 bolgede

analitiktir. Bu durumda f analitik fonksiyonu z, noktasinda

f(2)=Ya,(z-2,)" a,=f"(z)/n!

seklinde bir Taylor agilimina sahiptir. Fakat reel degiskenli bir fonksiyonun bir noktada

1. mertebeden tiirevi varsa bu noktada her mertebeden tiirevi vardir diyemeyiz. Ornegin,
f(x) = x¥?

=

.1
x*sin= x=#0

f(x)= X
0 x=0

reel degiskenli fonksiyonlarmin X =0 noktasinda birinci mertebeden tiirevleri oldugu

halde, x = 0 noktasinda ikinci mertebeden tiirevleri yoktur.
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Tanim 1.2.1.10 (Tekil nokta):

i. Bir w= f(z) fonksiyonu bir z, noktasinda analitik degilse bu nokta f fonksiyonu

icin tekil noktadir denir.

ii: Bir w= f(z) fonksiyonu z, noktasmm bir U (z,,r)—{z,} delinmis komsulugunda
analitik fakat z, noktasinda analitik degilse f fonksiyonu igin z, noktasi bir ayrik tekil

noktadir denir.

Teorem 1.2.1.11 (Laurent Teoremi): C, ve C,, merkezleri z, noktasinda bulunan

pozitif yonde yonlendirilmis iki gember olsun. r, <1, olmak tizere C,, r, yarigaph ve

C, de r, yarigapl cemberler olarak alinsin. Eger bir f fonksiyonu C, ile C, in Uzerinde

ve bunlarin arasinda kalan halka bolgenin tamaminda analitik ise bu durumda bolgedeki

her z noktasinda f(z) fonksiyonu a, ve b, kompleks sayilar olmak iizere

acilmi ile temsil edilir. Buna f(z) fonksiyonunun z, noktasinin delinmis bir

komsulugundaki Laurent serisi (agilimi) denir.

Tanim 1.2.1.12 (Kutup Noktas1): Z,, f(z) fonksiyonunun ayrik tekil noktasi olsun.

Laurent agilimindaki b, katsayilarindan sadece sonlu tanesi sifirdan farkli ise z,

noktasina f (Z) fonksiyonunun kutup noktasi denir.

Tanim 1.2.1.13 (Meromorf fonksiyon): Kompleks diizlemin bir A boélgesinde kutup

noktalari harig analitik olan f(z) fonksiyonuna A da meromorf fonksiyon denir.
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Teorem 1.2.1.14 (Maksimum Modil Prensibi): D < C simirl bir bolge ve f fonksiyonu

D bdlgesinde sabit olmayan bir fonksiyon olsun. f fonksiyonu D bdlgesinde analitik

ve bu bdlgenin siirinda stirekli ise
max{‘ f(z)|:z¢ [_)} = max{‘ f(z)|:z¢ aD}

olur [9].

Lemma 1.2.1.15 (Schwarz Lemmasi): f fonksiyonu U birim diskinde analitik ve

i. zeU icin | (z)[<1,
ii. (0)=0

olsun. Bu durumda, her z U igin |f (z) <[z| ve

f'(O)‘ <1 olur. Ayrica, herhangi bir
z#0 noktasi icin ‘f(z)‘:|z| veya ‘f’(O)‘:l ise her weU icin f(w)=cw olacak

sekilde modiilii |c|=1 olan bir ¢ sabiti vardir [9].

Tanim 1.2.1.16 (Schwarz Fonksiyonu): ¢, U birim diskinde analitik bir fonksiyon olsun.

@ fonksiyonu zeU igin ‘¢(Z)‘<1 ve ¢(0)=0 sartlanim saglarsa ¢’ye Schwarz

fonksiyonu denir ve Schwarz fonksiyonlarinin sinifi V' ile gosterilir [18].

Bagka bir degisle, U birim diskinde analitik olan ve Schwarz lemmasindaki hipotezleri

saglayan fonksiyonlara Schwarz fonksiyonu denir [18].

Tamm 1.2.1.17 (Pozitif Reel Kisimli Fonksiyon): U birim diskinde Re p(z)>0 olmak

Uzere U ’da analitik olan

p(z)=1+icnz”
n=1
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bicimindeki fonksiyonlara pozitif reel kisimli fonksiyonlar denir ve bu fonksiyonlarin

smift P ile gosterilir [17].

Tamm 1.2.1.18  (Subordinasyon): f,geH(U) fonksiyonlar: verilsin. U birim

diskinde f(z)=g(¢(z)) olacak sekilde bir ¢ €V fonksiyonu varsa f fonksiyonu U

’da g fonksiyonuna subordinedir denir ve f <g ile gosterilir. g fonksiyonunun

tinivalent olmas: durumunda, f <g < f(0)=g(0)vef(U)cg(U) olmasidir [24].

Sekil 2: f < g Subordinasyonu

Tanim 1.2.1.19 (Hadamard Carpimi): U birim diskinde analitik olan

f(z)=1z +ian+lz”+1 ve g(z)= z+ibn+lzrHl
n=1 n=1

fonksiyonlar1 verilsin. f veg fonksiyonlarinin Hadamard carpimi f *g ile gosterilir ve

bu ¢arpim,

(f=g)(z)=z +ian+lbn+lzn+1
n=1

seklinde tanimlanir [24].
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Tanim 1.2.1.20 (Yildizil Bolge): D kompleks diizlemde bir bélge ve w, € D olsun.

Baslangic noktast w, olan her 1s1n ile D bolgesinin arakesiti bir dogru pargas1 veya bir
1s1n ise D bolgesine w, noktasina gore yildizil bélge denir. Baska bir degisle, 0<t <1
olmak iizere Ywe D igin (1-t)w, +twe D ise D bélgesine w, noktasmna gore yildizil

denir. w, noktas1 6zel olarak orijin segilirse, bu kiimeye orijine gore yildizil kiime veya

kisaca yildizil kiime denir [17].

A
(
r _
-~

Sekil 3: w, noktasina gore Yildizil Bolge

Tanim 1.2.1.21 (Y1ldizil Fonksiyon): f fonksiyonu U birim diskinde analitik olsun. U
birim diskini w;,’a gore yildizil olan bir bolgeye resmeden f fonksiyonuna w,’a gore

yildizildir denir. w, =0 ise f fonksiyonuna yildizil fonksiyon denir [17].

Teorem 1.2.1.22 (Yildizil Fonksiyonlarin Analitik Karakterizasyonu): f e S

fonksiyonunun U ’da yildizil olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart her z €U igin

RE{Z: ,<(zz>)}>°

olmasidir [17].
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Normalize edilmis yildizil fonksiyonlarmn sinifi S” ile gdsterelir ve bu simif

S*:{f eS:Re{%(ZZ))]>O}

seklinde tanimlanir.

Tanim 1.2.1.23 (Konveks Bélge): Vw,,w, e Dc C igin w;, ve w, ’yi birlestiren dogru

pargast D bolgesinde kaliyorsa, yani 0<t<1 olmak iizere tw, +(1-t)w, D ise D

bolgesine konveks denir [17].

' &

Sekil 4: Konveks Bolge

Tanim 1.2.1.24 (Konveks Fonksiyon): f fonksiyonu U birim diskinde analitik olsun.

U birim diskini konveks bir bolgeye resmeden f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir

[17].

Teorem 1.2.1.25 (Konveks Fonksiyonlarin Analitik Karakterizasyonu): f e S

fonksiyonunun U ’da konveks olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart her z €U igin

R{l%))}o

olmasidir [17].
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Normalize edilmis konveks fonksiyonlarin sinifi £C ile gosterilir ve bu siif

IC={f es: Re(1+ Z::'((ZZ))}O}

seklinde tanimlanir.

Teorem 1.2.1.26 (Alexander Teoremi): f € S fonksiyonu verilsin. f € K olmasi i¢in

gerek ve yeter sart zf'(z) e S” olmasidir [13].

Tanim 1.2.1.27: f € A fonksiyonu verilsin. 0 <« <1 olmak Uzere her zeU igin

RE{Z; '<(zz>)}>“

ise f fonksiyonuna U ’da « —mertebeden yildizil fonksiyon denir [24].

a —mertebeden yildizil fonksiyonlarm smifi 0 <« <1 olmak lzere S™(«) ile gdsterilir

5*(a)={f cA: Re(zi '((ZZ))] >a}

ve bu siif

seklinde tanimlanir.

Tanim 1.2.1.28: f € 4 fonksiyonu verilsin. 0 <« <1 olmak Uzere her zeU igin

Re{1+ 4 ”(Z)}m

t'(2)

ise f fonksiyonuna U ’da o —mertebeden konveks fonksiyon denir [24].
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a —mertebeden konveks fonksiyonlarm smifi 0 <« <1 olmak lizere K(«) ile gosterilir

ve bu siif

seklinde tanimlanir.

Tanim 1.2.1.29: f € A fonksiyonu verilsin. 0<a <1 ve yeC\0 olmak Uzere her

fire)-

ise f fonksiyonuna U ’da o —mertebeden y kompleks degerli yildizil fonksiyon denir.

zeU igin

a —mertebeden » kompleks degerli yildizil fonksiyonlarn sinifi 0<a <1 ve y € C\0

olmak iizere S™(a, ) ile gosterilir ve bu siif

S (ar)= {f cA: Re{l+%(2: ’((ZZ)) —1]} > a}

seklinde tanimlanir [26].

Tanim 1.2.1.30: f € A fonksiyonu verilsin. 0<a <1 ve yeC\0 olmak Uzere her

zeU igin

ise f fonksiyonuna U ’da « —mertebeden » kompleks degerli konveks fonksiyon denir.
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a —mertebeden y kompleks degerli konveks fonksiyonlarin sinifi 0 <o <1 ve y € C\0

olmak iizere KC(a, y) ile gosterilir ve bu simuf

seklinde tanimlanir [26].

Teorem 1.2.1.31 (De-Branges Teoremi): f € S fonksiyonu verilsin. Buna gore her n > 2

icin |a,|<n olur. Esitlik durumu yalnizca f(z)=z (1— ze" )_2 Koebe fonksiyonlari igin

gecerlidir [19].

Bu tahmin i¢in bulunan sonuglar asagidaki tarihsel seyir icerisinde verilmistir:

la,|<2, Bieberbach (1916),

|3, <3, Léwner (1923),

la,|< 4, Garabedian, Schiffer (1955),

|a| <6, Pederson (1968), Ozawa (1969),
las| <5, Pederson, Schiffer (1972),
la,|<en, Littlewood (1925),

!m@ =1, Hayman (1955),

la,| < [7/6n <1.081n,

la,/<n, neN, n>2

FitsGerald (1972),

L. De Branges (1984).

18



2. MATERYAL VE YONTEM

Bu baslik altinda tezin temel kisminin olusturulmasinda kullanilacak tanim ve

teoremlere yer verilmistir.

Bu boliime hipergeometrik fonksiyonlar basta olmak tizere 6zel fonksiyonlar i¢erisinde

cok onemli bir yere sahip olan Gama fonksiyonu ile baslayalim.

2.1  Gama Fonksiyonu

Tamim 2.1.1: Re(z)>0 olmak Uzere
I(z) = [e 't dt (2.1.1)
0

fonksiyonuna gama fonksiyonu denir. Bu tanimda gecen integral ikinci tiir Euler

integralidir.

Tamim 2.1.1 analitik devam vasitasiyla Re(z)<O i¢in asagidaki bigimde

genisletilebilir.
(2.1.1) ile verilen fonksiyon

1 0
I'(z)= je*ttzfldt +je*ttzfldt (2.1.2)
0 1

biciminde iki integralin toplami olarak yazilabilir. Bu integraller ayr1 ayri

1 )
P(z) = J.e"ttz"ldt ve Q(z)= J.efttzfldt seklinde iki fonksiyon olarak gz Oniine alinirsa
0 1

P(z) fonksiyonu Re(z)>0 yari diizleminde analitik ve Q(z) nin ise tam fonksiyon
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oldugu goriiliir. Dolayisiyla I'(z) = P(z) +Q(z) fonksiyonu Re(z)>0 yar diizleminde

analitik olur.
P(z) fonksiyonundaki e ifadesi kuvvet serisine agilirsa,
: g (D"
P(z) = [e't* " dt = [t*Mdt) ~——t* (2.1.3)
froa-freag
elde edilir.

Burada,

jt ‘1dt 'l[ t*dt < o0

0

(1)

z-1

k>0

I

olup bu da bu integralin yakinsak oldugunu gosterir. Boylece (2.1.3) ifadesi terim terime

integrallenirse

P(Z) .[tz ldtZ( 1) tk Z( 1)kj‘tk+z ldt

(2.1.4)

= k! z+k

bulunur. Bu durumda (2.1.4) serisinin z=0,-1,-2,... noktalarinda basit kutba sahip ve
Re(z)>0 igin P(z) integrali ile ayn: oldugu goriiliir. Dolayisiyla (2.1.4) serisi P(z)
nin analitik devamidir. Q(z) fonksiyonu tam fonksiyon oldugundan I'(z) fonksiyonu

2=0,-1,-2,... noktalarinda basit kutba sahip olan meromorf bir fonksiyon olur.

I'(z) nin tiim kompleks diizlem i¢in tanimi asagidaki bigimde verilebilir:

o0

L+ e 't dt. (z#0,-1,-2,...)
z+k

1

Hz)= i (_kll)

k=0
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Gama fonksiyonu ile ilgili baz1 6zellikler,
. ['(z+1) =1zI(2),

. (z2)[(1-2) = si:ﬂ . z#0,+1,42,..,

. 27T (2)T (2 +1/2) =J7T(22)
seklinde siralanabilir. Ayrica N=0,1,2,... icin
o I'(n+1)=n!
esitligi ve N=1,2,... icin
. r'(n+1/2) =—1.3.5...2(n2n—1) Jr
esitligi vardir.
z2=1/2 6zel degeri igin
r1/2)= Te“t‘“zdt = ZTe‘“Zdu =z
0 0

elde edilir.

Tanim 2.1.2 (Pochhammer (Apell) semboll): T', gama fonksiyonunu gdstermek uzere

neN,, aeC ve a#0,-1,-2,... olmasi durumunda

(@) _T(a+n) |1, n=0
" T'(d) |a(@+d)..(a+n-1), n#0

seklinde tanimlanir. Eger a ve a+n negatif tamsayi ise

(a) :||mM
" 0 T(a+t)
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formali gegerlidir.

Pochhammer semboli icin (a),,, = (a+n)(a), esitligi her zaman saglanir.

n+l

2.2  Hipergeometrik Fonksiyonlar

Matematikteki elementer fonksiyonlarin bir¢ogu hipergeometrik fonksiyonlardan ya da

hipergeometrik fonksiyonlarin birbirine oranindan elde edilebilir. ¢ ,,/c,, orant n nin

n+1

bir rasyonel fonksiyonu ise, ch ifadesi bir hipergeometrik seri belirtir. Ayrica

matematik ve fizikteki elementer olmayan fonksiyonlarin ¢ogu da yine hipergeometrik
seri olarak ifade edilebilmektedir. Bu bdlim, hipergeometrik fonksiyon ve

genellestirilmis hipergeometrik fonksiyonlara ayrilmistir.

Tanim 2.2.1: a,b,ceC, c#0,-1,-2,...ve (a),, Pochhammer semboli olmak uzere

F(a,b;c;z) = ,F(a,b;c;z) = Z(az(:;b) :]I, |z]<1 (2.2.1)

fonksiyonu  z(1-z)w"(z)+(c—(a+b+1)z)w'(z)—abw(z)=0 ikinci mertebeden

hipergeometrik diferansiyel denkleminin bir 6zel ¢6ziimi olup bu fonksiyona Gauss

hipergeometrik fonksiyonu adi verilir.

a, b degiskenlerinin negatif tamsay1 ya da sifir olmas1 durumunda yukaridaki diferensiyel

denklemin ¢6zumu bir polinom olur ve dolayisiyla bu ¢6ziim tiim diizlemde analitik olur.

Diger degerler igin ise (2.2.1) serisi mutlak yakinsaktir.

Gauss hipergeometrik fonksiyonunun bazi 6zellikleri asagidaki gibidir:
e Re(c—a-b)>0, Re(c)>0, Re(c—a)>0 ve Re(c—b) >0 olmasi durumunda

I'c)l'(c—a-h)
I'(c-a)'(c-b)

Iinl1 F(a,b;c;z) =
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dir.
e Re(a)>0, Re(h)>0, Re(a+b)>0 ve Re(c—a—bh)=0 ise

ImF(a,b;a+b;z)__1“(a+b)
1 Log(l-2) N I'(@)r(b)

dir.
e Re(c-a-b)<0, Re(a)>0, Re(b)>0 ve Re(c)>0 igin

r'c)r'(a+b-c)
I'(a)r'(b)

lim(1- 2)**°F(a,b;c;z) =

Gauss hipergeometrik fonksiyonunda a,b,c nin uygun degerleri i¢in agagidaki esitlikler

elde edilebilir:

F(12,-2)= 1 Log(l+2),
Z

1

. F(a,b;b;2)=m,

N |-
N |-
N w
N
N
N—
Il
|
%)
=
o
28
>
N
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Tanim 3.2.2: q,r>1 sartin1 saglayan birer tamsayu, &, a; b,b,,....b, Dbirer

kompleks say1 ve herk €{1,2,...,r} icin b, = 0,-1,-2,..., olmak tizere

JF (@85, b5 2) = ZMZ_”

% ®),.-0,), n! (222)

fonksiyonuna genellestirilmis hipergeometrik fonksiyonu denir.

(2.2.2) serisi g<r+1 i¢cin C de, g=r+1 igin ise |Z|<1 de mutlak yakinsaktir. Bu
seride 6zel olarak =2, r=1, a, =a, a, =b ve b =c almrsa (2.2.1) serisi elde edilir
ve bu durum ,F(a,b;c;z) veya kisaca F(a,b;c;z) ile gosterilir. Ayrica
a+a,+..+a,,=b+b,+..+b olmas: durumunda . ,F (a,...,a,:b,....b,;2z) serisine

dengelenmis (balanced) seri denir.

o F genellestirilmis hipergeometrik fonksiyonu, ayn1 zamanda

d d d d d
z—||z—+b-1|..| z—+b -1||-2| z—+4&, |...| z—+4a, ||w=0
{dZKdzbl j(dz ' ﬂ (dz alj(dz qﬂ

diferensiyel denkleminin bir ¢ozumudr.

Hipergeometrik fonksiyonlarin Bieberbach tahmininin ¢6ziimiinde 6nemli bir rol
oynamasi bu tiir fonksiyonlara olan ilgiyi artirmistir. Daha ayrintili bilgi igin Almkvist
and Berndt [1], Anderson et al. [3], Andrews [4] ¢alismalarina bakilabilir.

Parametrelerin 0zel degerleri i¢in genellestirilmis hipergeometrik fonksiyonundan

asagidaki bazi fonksiyonlar elde edilir:

e FR@,..a,a,.,a,;2)=¢", qez*u{o},

e R(-a;)=(1-2)",
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e 7,F(1L2;z)=Log(l-2),
( 2 1 3 2 3
o Erf(z)=|e"dt=2,F —;—:—sz:zez Fﬁl;—;zzj.
@ ! ' 1(2 2 SR

Diger yandan a,ce C ve c¢#0,-1,-2,... olmak Uzere

fonksiyonuna Kummer (confluent) hipergeometrik fonksiyonu denir. Bu fonksiyon 1837

yilinda Kummer tarafindan tanimlanmis olup
w'(z)+(c-z)w'(z)—aw=0

bicimindeki Kummer diferensiyel denkleminin bir 6zel ¢ozumudr.

2.3 Mittag-Leffler Fonksiyonlar:

Mittag-Leffler fonksiyonu [25], isvegli, bilim adami Gosta Mittag-Leffler (16 Mart
1846-7 Temmuz 1927) tarafindan 1903 yilinda tanimlanmistir. Mittag-Leffler fonksiyonu
ilk olarak kesirli integral denklemlerinin ¢oziimlerinde ortaya ¢ikmistir. Daha sonra,
kinetik denklemlerin kesirli genellestirilmesinde, rastgele yiiriiylislerde ve Lévy

ucuslarinda kullanilmustir [21, 25, 36].
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Tanm 2.3.1: zeU ve AeC (Re(4)>0) olmak Uzere

E,(2)= ZF(/In+1) (2.3.1)

n=0

bigiminde tanimlanan E,(z) serisine Mittag-Leffler fonksiyonu denir.

A’nin 0zel degerleri i¢in asagidaki esitlikleri elde edilir:

1
EO(Z):E ’

e E(2)=¢,

e E,(2) =cos~/z,

e E(2)= %{ezw +2e72P cos(%\@z”gﬂ ,

e E((2)== [cos(z“)+cosh(z”4)]

Tanim 2.3.2 (Genellestirilmis Mittag-Leffler fonksiyonu): zeU, A,u,pfeC,
Re(4) >0, Re(x) >0 ve Re(f) >0 olmak tizere

n

B = Z
E;.(2)= ZO Ton W) o (2.3.2)

seklinde tanimlanan fonksiyona genellestirilmis Mittag-Leffler fonksiyonu adi verilir
[33].

Burada
E,(2)= E}M(z) ve E, (2)= E}m(z)

dir.
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Mittag-Leffler fonksiyonu i¢in asagidaki rekiirans (yineleme) bagintilar1 yazilabilir:

! (@)= uEL, () +A2(EL,.(2) (zeU)

ve

BELN2) = BE! () +2(EL, .(2)) (zeV).

E; #(z) genellestirilmis Mittag-Leffler fonksiyonu A sinifina ait degildir. Bu

fonksiyonun normalize edilmis hali olan Ez, 4(2):U — C fonksiyonu asagidaki bigimde

ifade edilir:

C(u)(p

=4 b
EM,(Z)—F(/U)ZE (Z)_Z+z ﬂl"l-l—,u) n!

(zeU). (2.3.3)

Ew(z) fonksiyonuna normalize edilmis genellestirilmis Mittag-Leffler fonksiyonu

denir. (2.3.3) denkleminde 1, u# ve [ parametrelerinin ozel degerleri i¢in asagidaki

fonksiyonlar elde edilir:
¢ EL@=.
e Ej(2)=2¢",
e Ei,(2)=¢"-1,
e Ej(2)= zcosh(\/?),

« El(2)=+zsinh(Vz),

e Ej,(2)= 2[cosh (\/E) —1} :
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(2.3.3) ile verilen Ef, ,(2) fonksiyonunu kullanarak Hadamard ¢arpimi tanim1 yardimiyla

g} .- A— A operatorli asagidaki sekilde tanimlanr:

0

el 1@)=(El,*1)@)=1 Z M;ﬂ)”“ 7L e (39

8f . - A — A operatdrii i¢in rekiirans (yineleme) bagintilar asagida verilmistir:

22(el 1 f (@) = pel F@)+(A-p)el, a1 (2) (zeU)

ve

(gwf(z)) =(1-p)el T (2)+pel .1 (2) (zeU).

2.4  Analitik Fonksiyonlarin Komsuluklari

A smifina ait f fonksiyonlarinin komsuluklariyla ilgili ilk ¢aligma 1957 de Goodman

tarafindan yapilmistir. Goodman tarafindan yapilan bu ¢alismada yer alan asagida verilen

teorem komsuluk kavraminin gelistirilmesi igin temel olusturmustur.

Teorem 2.4.1: |z|<1 igin,

olsun. Bu durumda,

in|an| <1
n=2

ise f fonksiyonu U birim diskinde Univalenttir ve bu bélgeyi orijine goére yildizil bir

bolgeye resmeder.
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in2|an|£1
n=2

ise f fonksiyonu U birim diskinde tnivalenttir ve bu bolgeyi konveks bir bolgeye

resmeder [16].
1981 yilinda Ruscheweyh, Goodman tarafindan verilen komsuluk kavramini

genellestirerek A4 smifina ait f fonksiyonlarinin & -komsulugunu asagidaki gibi

tanimlamistir.
Tamm 2.4.2: f e A ve §>0 olmak izere,

N(;(f):{geA:g(z):z+ibnz“,in|an—bn|£5}
n=2 n=2

kiimesine f fonksiyonunun & -komsulugu denir [34].

Buna gére, e(z) =1z 6zdeslik fonksiyonu igin,

Ng(e):{g eA:g(z)=z+ibnz“,in|bn|§5}
n=2 n=2

olur. Ayrica NV, (e)c S dur.

Pozitif reel kisma sahip analitik fonksiyonlarin komsulugu 1990 yilinda Walker

tarafindan asagidaki gibi tanimlanmstir.

Tamm2.4.3: peP ve 50 icin p nin §-komsulugu N (p) ile gosterilir ve bu kiime

/\/5(p)z{qeP:q(z):1+iqnz”,i|pn—qn|35 }

n=2 n=2

seklinde tanimlanir [37].
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1996 yilinda Altintag ve Owa tarafindan negatif katsayili f e A(n) fonksiyonlarinin

(n,&)-komsulugu kavram verilmistir.

Tamm 2.4.4: f € A(n) ve 5 >0 olmak lizere,

Nw(f)z{g eA(n):g(z)=z- ibkzk , ik|ak—bk|s5}

k=n+1 k=n+1

kiimesine f fonksiyonunun (n,&)-komsulugu denir [2].

Ayrica son yillarda A sinifina ait fonksiyonlarin belli altsiniflari i¢in komsuluk problemi
Orhan and Kadioglu [28], Orhan and Kamali [29], Orhan [30], Catas [8], Deniz and
Orhan [11, 12], Liu and Huang [22], Sags6z and Kamali [35], Bulut [7], Orhan [27], Zirar
[38], Caglar [10] ve Ebadin [14] tarafindan ¢alisilmistir.

Bu tez ¢aligmasinda, ilk olarak, M} u (a, B,y) sintfiigin komsuluk kavramini tanimlanip

daha sonra bu sinifin komsuluguna ait bir icerme bagintis1 verilmistir. Daha sonra ayni

islem S} (a, B,7,9) smifiigin yapilmistir.
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3. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliimde, ¢alismamizda elde ettigimiz sonuglara yer verilmistir. ilk olarak g (D)
operatori kullanilarak A (n) sinifina ait fonksiyonlarin M] (a,p,7) ve S} (a, B,7.9)

gibi iki yeni alt smiflart tanimlanmig, bu siniflara ait katsayr esitsizlikleri, igerme

bagintilar1 ve komsuluk problemleri ile ilgili teoremler verilmis ve ispatlanmigtir.

31 M} (o B,7) Smfive BuSmif I¢in Katsay: Esitsizligi
Bu kisimda M (a, B,y) smifi tamtilip, bu simf igin katsay: esitsizligi bulunmustur.

Tanim 3.1.1: f e A(n) olsun. Her zeU i¢in A,u,feC, Re(1)>0, Re(u)>0,
Re(3)>0, y e C\{0} ve 0 <« <1 olmak iizere

2[&f 1 (z)]

1 <a (3.1.1)
7/ gi‘uf(z)

esitsizligi saglamirsa f fonksiyonu M] (a,,y) smifina aittir denir. Burada &7, f (z),

(2.3.4) formuldi ile tanimlanr.

Teorem3.1.2: f € A(n) olsun. Budurumda, f fonksiyonunun M; (a,B,y) siifindan

olmasi icin gerek ve yeter sart

< (1) (B),.,
nzl“ A(n— 1)+y)(n !

[n-1+aly|a, <aly| (3.1.2)

olmasidir.
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Ispat: f(z)e M (a, B,y) olsun. O halde, (3.1.1) esitsizliginden

. 2[ e, f(2)]

710 -1p>-aly| (zeU) (3.1.3)

yazilabilir.

(1.2.1.2) ve (2.3.4) esitlikleri (3.1.3) esitsizliginde dikkate alinirsa

= (1) (B), .
b, _;r A(n— 1)+y)(n 1)1[ 1.2

S I_‘('u)('B)n—l
_nZ_;F(/I(n—l)+y)(n—1)!a”Z

> —a|y| (3.1.4)

n

N

elde edilir. Buradan z nin degerleri reel olarak segilirse,

[gﬂ R (z)]
&; . f(2)

ifadesi de reel olur. Sonrasinda (3.1.4) ifadesinde z —1" i¢in limite gegildiginde

i (1) (B),.,

2T (-1 + ) (D!

[n—1+05|7/|]an < a|}/|

esitsizligi elde edilir.
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Tersine, kabul edelim ki (3.1.2) esitsizligi saglansin ve |z|=1 olsun. Bu durumda,

< C(w)(B), .,
‘ [giﬂf(z)jl nz_;‘l“(/l(n 1)+,u)(n 1)|[ - ]
A T (A),, :

£ HZ:Z: I'(A(n- 1)+/,¢)(n 1)! n
S 1—‘('u)('g)nfl _
< ér(z(n—1)+y)(n—1)![ e,

R C(u)(P),
- HZF A(n— 1)+u)(n nre

<aly]

elde edilir. Buradan, maksimum modul prensibine gore f(z) e M; ,(«, B,7) dir. Boylece

teorem ispatlanmis olur.

32 M}, (a B,y)Smfi igin Icerme Bagntisi
Bu bashkta M (a,B,y) smifiigin N,s (e) y1 kapsayan icerme bagintisi verilmistir.

Teorem 3.2.1: Eger,

_ 2a|y|T (A +u) 1 391
BlL+aly|]T(w) (<) 821

ise M (a,B,7) =N, ;(e) dir.

Ispat: f(z)eM; (o, B,y) olsun. Teorem 3.1.2 den

T enlira]a sap

33



S, < aly]
el

elde edilir.

(3.1.2) ve (3.2.2) esitsizlikleri kullanilarak

LS na, <aly|+ ﬂ”“)[ ~aly]3a

i+ﬂ n—2
2a|7|
<—"T1==9
[L+aly]
bulunur.
Yani,
il 20{|7/|
D na, < =5
v Pr(w)
F(/1+,u [1+06|}/|:|

dir. Boylece, Tamm 3.4.3ten f(z)e NV (e) olur ve teorem ispatlanir.

33  M] (o B,7) Smfiicin Komsuluk Problemi

Bu bolumde M, («, B,y) sinifi i¢in komsuluk problemi ele alinmistir.

Bilindigi tlizere;

0<n<lve zeU igin

@ 4
‘g@) ]F 7

olacak sekilde bir g(z) e M} (a, B,y) varsa f(z)e M]  (a,p,y) dir.
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Teorem 3.3.1: Eger g(z) e M] (a,f,7) Ve

_— SB[ 1+aly| T (w)
2[ﬂ[1+a|y|]F(y)—a|y|F(ﬂ,+,u)]

ise NV, ;(9)cM] (a,p,y) dir.

Ispat: f(z)e N, ;(g) olsun. O halde,

in|an ~b,|<6
n=2
ve
Sla, by <2 (neN)
= 2
dir.

9(2) e M} (a, B,7) oldugu igin (3.3.2) esitsizliginden

b, < aly]
5 el

elde edilir. Boylece,

olur. Bununla teoremin ispati tamamlanr.
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3.4 S, (a, B,y;$) Sifi ve Bu Simf Icin Katsay1 Esitsizligi
Bukisimda S} (a, B,7:9) smifi tamitilip, bu sinif igin katsay1 esitsizligi bulunmustur.
Tanim 3.4.1: f e A(n) olsun. Her zeU icin A,u,feC, Re(4)>0, Re(u)>0,

Re(3)>0, yeC\{0}, 0<a <1 ve 0<9<1 olmak lizere

B

1{(1—19)‘9“‘7”2) 9(e2,1@) - }

/4

(3.4.1)

esitsizligi saglanirsa f fonksiyonu S}, (a, B, 7;9) smifina aittir denir. Burada &7, f (z),

(2.3.4) formuld ile tanimlanr.

Teorem 3.4.2: f e A(n) olsun. Bu durumda, f fonksiyonunun S; (a,p,7:9)

sinifindan olmasi i¢in gerek ve yeter sart

S C(u)(B),.,
nzr A(n— 1)+ﬂ)(n 1)|[1+‘9(”—1)]an <aly| (3.4.2)

olmasidir.

Ispat: f(z)e S; (a, B,y;9) olsun. O halde, (3.4.1) esitsizliginden

B

Re{(l—&)gi"‘ff(z) 9(ef, 1 (z)) }> ~aly| (zeU) (3.4.3)

yazilir.
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(1.2.1.2) ve (2.3.4) esitlikleri (3.4.3) esitsizliginde dikkate alinirsa

& T (),
Re{_ér E e it }>_a|y| G440

elde edilir. Buradan z nin degerleri reel olarak segilirse ve sonrasinda (3.4.4) ifadesinde

Z > 1 i¢in limite gegcildiginde

- T()(B),
nzl“ A(n— 1)+y)(n !

[1+9(n-1)Ja, <aly|

esitsizligi elde edilir.
Tersine, kabul edelim ki (3.4.2) esitsizligi saglansin ve |z| =1 olsun. Bu durumda,

B

e AT

3 () (B), ,
21

A(n— 1)+y)(n n!

o TW(B),,
Szz P g R

[1+,9 n— 1]a 2"t

I/\

elde edilir. Buradan, maksimum modul prensibine gére f(z)e S (a,pB,7,9) dr.

Boylece teorem ispatlanmis olur.
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35 8] (a.B.7;9) Smfi Icin Icerme Bagintisi

Bu baslikta S} (a, f,7;9) smifiigin N ; (e) y1 kapsayan igerme bagmtis: verilmistir

Teorem 3.5.1: Eger,

_ 2a|y|T (A +p) 1
,B[1+8]F(y) (|7/|< )

ise S} (o, B.7:9)c N, ,(e) dir.

Ispat: f(z)eS; (o, B.7;9) olsun. Teorem 3.4.2 den

Ifg(f,t)z [1+19]Za _a|7/|

S aly|
25 <)

n=2 1+ 9
Pt
elde edilir.
(3.4.2) ve (3.5.2) esitsizlikleri kullanilarak
ﬂF (1) ﬂr (u)
na, <aly a,
I(A+u) Z 7+ (ﬂ + 1) nz_zl

LB (w) aly|T(A+ p)

S ) BT
2ay| _
£(1+l9)_5

bulunur.
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Yani,

2 205|7/|
< =0
2" < T (p) e s]
F(/l +,u)

dir. Boylece, Tamm 2.4.3 ten f(z)e NV, ; (e) olur ve teorem ispatlanmis olur.

3.6 S/{" u (a, B,7;%) Simfi Icin Komsuluk Problemi
Bu bolumde S} (a, B,7;9) smifi igin komsuluk problemi ele alinmugtir.

Bilindigi tizere;

0<np<lvezeU igin

‘m_l

1_
9(2) ‘< 4

olacak sekilde bir g(z) € S} (o, B,7,9) varsa f(2)e S} (a, B,y 9) dr.

Teorem 3.6.1: Eger g(2) e S} (o, B,7:9) ve

. SB[1+ 9] ()
2[ 1+ 9| () —a|y|T (A + ) ]

n= (3.6.1)
ise V,;(9)cS; , (a, B,7;9) dir.

Ispat: f(z) e N, ,;(g) olsun. O halde,

Zw:n|an—bn|$§

n=2

ve
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Sla, b, <2 (neN)
n=2 2
dir.

9(2) e S; (a, B, 7, 9) oldudu igin (3.5.2) esitsizliginden

b, < aly (3.6.2)
n=2 ﬂf(,u) [1+19]
F(ﬂ+,u)

elde edilir. Boylece,

olur. Boylece teoremin ispati tamamlanmis olur.
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4. TARTISMA VE SONUC

Bu tez ¢alismasinda normalize edilmis genellestirilmis Mittag-Leffler fonksiyonu ve

Hadamard carpimi yardimiyla elde edilen &/ f(z) operatoriini igeren analitik

fonksiyonlarin M} (a,B,7) ve S; (a,B,y;9) alt smiflar tanimlanarak bu smiflarina

ait fonksiyonlar icin katsay1 esitsizlikleri, icerme bagintilar1 ve komsuluk problemleri
teoremler ve sonuclar seklinde verilmis ve ispatlanmistir. Calismada bulunan sonuglar

0zgln niteliktedir.

Arastirmacilar, bu tezden faydalanarak farkli normalize edilmis 6zel fonksiyonlar ve
Hadamard carpimi yardimiyla yeni operatorler elde edip bu operatorleri iceren analitik
fonksiyonlarin alt siiflarin1 tanimlayabilirler. Bu alt siiflar i¢in katsayi esitsizligi,

icerme bagintisi, komsuluk problemi ve kismi toplamlar incelenebilir.
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