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1. GIRIS

Bilindigi gibi disiplinler aras1 iliski noktasinda indirgemeli dizilere sikca

rastlanmaktadir [1, 12, 39, 41, 49, 52, 59, 61].

Cebirsel anlamda indirgemeli dizilerin, lirete¢ matrisi, lrete¢ fonksiyonu, Binet
formiild, tstel, permanental ve toplamsal temsilleri gibi ¢esitli 6zellikleri bir¢ok bilim
insani tarafindan ¢alisilmis ve ¢alisilmaya devam edilmektedir. Bu ¢alismalardan giincel
olanlara O0rnek olarak [13, 21, 22, 31, 33, 34 40, 47, 55, 57, 58, 60, 66] ¢alismalar1
verilebilir. Bu ¢alismalarin birgogunda ¢esitli sonuglar elde edebilmek i¢in indirgemeli

dizilere karsilik gelen matrisler kullanilmistir.

Indirgemeli diziler, cebirsel yapilara ilk olarak Wall’m [67]’deki calismasi ile
tasinmistir.  Wall bu c¢alismasinda devirli gruplarda standart Fibonacci dizisini
incelemistir. Daha sonra Wilcox [68]’deki g¢alismasiyla teoriyi abelyen (degismeli)
gruplara genisletmistir. Sonraki siirecte, konsept farkli indirgemeli diziler ve farkli
cebirsel yapilara tasinmistir. Bu ¢alismalarin giincel olanlarindan bazilari [7, 10, 11, 14,

15, 17-19, 21, 25-29, 31, 35, 36, 44, 46, 50, 54, 62, 63 ]’deki caligmalardir.

[6, 7, 18-20, 23, 26, 28-32, 45, 51, 62, 63]’deki ¢alismalarda ise 6zel tanimli matrisler
kullanilarak devirli gruplar iiretilmis ve bu gruplarin mertebeleri igin ¢esitli kurallara

ulasilmstir.

Onceki ¢alismalarda indirgemeli diziler kullanilarak karesel matrisler iiretilmisken, ilk
olarak [7, 19, 20, 22, 23, 30, 31, 42] calismalarinda, 6zel tanimli karesel matrisler

kullanilarak indirgemeli diziler elde edilmistir.

Bu tez caligmasiin 2. béliimiinde, iizerinde ¢alisilacak gruplar ve lineer indirgemeli

diziler hakkinda temel bilgiler ve teoremler sunulmustur.

3. bolimiinde arrowhead-Fibonacci dizileri ve gruplara tasinmig farkli lineer

indirgemeli diziler hakkinda genis bilgi verilmistir.



Bu c¢alismanin 4. bolimiinde ise genellestirilmis k-mertebeden Pell dizisi ve
genellestirilmis k-mertebeden Jacobsthal dizisi kullanilarak sirasiyla arrowhead-Pell ve
arrowhead-Jacobsthal dizileri tanimlanmus, ¢esitli 6zellikleri belirlenmis ve bu dizler

gruplara taginmistir. Bu anlamda;

Akiiziim ve Deveci [3]’deki ¢alismalarinda, genellestirilmis k-mertebeden Pell dizisinin
karakteristik polinomu {izerinden arrowhead matrisi ve bu matris yardimiyla da
arrowhead-Pell dizisini tanimlamiglardir. Ayrica tanimlanan bu dizi igin Binet formiili,
permanental, determinantal, tistel ve toplamsal temsilleri ve sonlu toplam gibi ¢esitli
ozellikleri belirlemislerdir. [4]’deki ¢alismalarinda ise arrowhead-Pell dizilerinin {ireteg
matrisi olan arrowhead-Pell matirisini géz Oniine almiglardir. Boylece bu matrisi m
modiiliine gore indirgenmesi suretiyle, lirete¢ matris olarak segilip devirli gruplar elde
etmislerdir. Daha sonra arrowhead-Pell dizisinin m modiiliine goére periyotlarini
belirlemislerdir. Ayrica lretilen devirli gruplarin mertebeleri ile dizinin periyotlari
arasinda bagmtilar elde etmislerdir. Buna ek olarak, Akiiziim, Dogan ve Deveci [8] deki

calismalarinda ise arrowhead-Pell dizilerini SD,, semidihedral grubunda incelemis ve

periyot uzunluklarini hesaplamiglardir.

Akiizim ve Deveci [9]’daki ¢alismalarinda, arrowhead-Jacobsthal dizilerini
tanimlamiglardir ve tanimlanan bu dizi i¢in Binet formiilli, permanental, determinantal,
iistel ve toplamsal temsilleri ve sonlu toplami gibi ¢esitli 6zellikleri belirlemislerdir.
[5]’deki ¢alismalarinda ise arrowhead-Jacobsthal matirisini goz 6niine almislar ve bu
matris m modiiliine gore indirgenmesi suretiyle, devirli gruplar elde etmislerdir. Daha
sonra arrowhead-Jacobsthal dizisinin m modiiliine gore periyotlarini elde etmislerdir.
Ayrica, Deveci ve Akiiziim [24]’deki ¢alismalarinda ise arrowhead-Jacobsthal dizilerini

Q,» genellestirilmis quaternion grubunda incelemis ve periyot uzunluklarini

hesaplamiglardir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Genel Kavramlar

Tanmim 2.1.1: G bir grup ve @# H <G bir alt kiime olsun. H, G de tanimlanan ikili

isleme gore bir grup ise H ya, G nin bir alt grubu denir ve H <G ile gosterilir.

Tamm 2.1.2: G bir grup ve D+ AcG olsun. G grubunun A yi1 igeren biitiin alt
gruplarinin ailesinin ara kesitini < A> ile gosterelim. Bu takdirde < A>, G nin bir alt
grubudur. Bu alt grup A y1 igeren en kiigiik alt gruptur ve A tarafindan iiretilen alt grup

olarak adlandirilir.

Tamm 2.1.3: G bir grup ve H <G olsun. Eger her g €G i¢in gHg™ =H oluyorsa H

ya, G nin bir normal alt grubu denir ve H <G ile gosterilir.

Tamm 2.1.4: G bir grup olmak iizere H :{a” : neZ} alt grubuna G nin a elemani

tarafindan iiretilen devirli alt grubu denir ve (a) ile gosterilir.
Yani,
(a)={a":nezZf=H
dir. Buradan hareketle devirli grubu su sekilde de tanimlayabiliriz:
G bir grup olmak iizere G de G= {a” ‘ne Z} olacak sekilde bir a elamani varsa, bu

takdirde G grubuna devirli grup denir. Boylece bir a elamanina G nin iireteci denir ve

G =(a) seklinde gosterilir [65].

Tanmim 2.1.5: G bir grup ve S de G nin bir alt kiimesi olsun. Eger G nin her elemant
S nin elemanlarmin ve bu elemanlarin terslerinin sonlu bir c¢arpimi olarak

yazilabiliyorsa S kiimesi, G grubunun gerenlerinin bir kiimesi olarak adlandirilir [37].



Tamm 2.1.6: Bir gruptaki gerenlerin sagladiklar1 denklemlere bu gruptaki bagintilar
denir [37].

Tanmim 2.1.7: G birgrup ve S de G nin bir alt kiimesi olsun. Eger G nin herhangi bir
elemani S nin sonlu sayidaki elemanlarinin ve bu elemanlarin terslerinin bir ¢arpimi

olarak tek tiirlii yazilabiliyorsa G grubuna S kiimesi iizerinde serbesttir denir.

Tanim 2.1.8: G bir grup ve S de G nin bir alt kiimesi olsun. G nin S alt kiimesini
kapsayan en kiiciik normal alt grubuna S alt kiimesinin normal kiimesinin normal

kapanis1 denir.

Tanmum 2.1.9: X bir kiime; F(X), X iizerinde serbest grup ve R< F (X ) olmak iizere
R, F (X) deki R kiimesinin normal kapanisi olsun. Yani, <g’lrg :geF(X),re R>
kiimesi ile F(X) in alt grubu verilmis olsun. Bu durumda eger G=F(X)/R ise G

grubu (X :R) seklindeki takdim ile tanimlanmistir denilir [14].

Tamm 2.1.10: G, p=(X,%,,--*, X, i, T,

5.+, ) takdimi ile tammlanmis bir grup olsun.

P nin bagmti matrisi mxn tipinde bir matris olup, bu matrisin herhangi bir b; elemani

I, bagintisindaki X; gerenlerinin istlerinin toplamidir [14].

Tamm 2.1.11: (G,*) ve (H,O) iki grup olmak iizere, eger ¢:G —H doniisiimii
VX, y €G i¢in

o(xxy)=0(x)-0(y)
sartin1 sagliyorsa ¢ ye bir grup homomorfizmi ya da kisaca bir homomorfizm denir

[65].

Tamm 2.1.12: ¢:G — H, orten bir grup homomorfizmi ise ¢ ye bir epimorfizm denir

[65].



Tamm 2.1.13: ¢:G—>H, 1-1 bir grup homomorfizmi ise ¢ ye bir monomorfizm

denir [65].

Tamm 2.1.14: ¢:G—>H, 1-1 ve o6rten bir grup homomorfizmi ise ¢ ye bir grup
izomorfizmi denir ve G = H seklinde gosterilir [65].
Izomorf gruplar arasinda bire bir esleme olup grup yapilart da bu esleme altinda

bozulmaz.

Tamm 2.1.15: ¢:G — G homomorfizmine endomorfizm denir. Eger ¢, 1-1 ve orten

bir grup homomorfizmi ise ¢ ye bir grup otomorfizmi denir [65].

Tamm 2.1.16: G bir grup ve aeG olmak ilizere VxeG igin Ia(x)zaxa‘l ile
tanimlanan I, :G — G otomorfizmine G grubunun i¢ otomorfizmi denir. G grubunun

biitiin i¢ otomorfizmlerinin kiimesi | (G), biitiin otomorfizmlerinin kiimeside Aut(G)

ile gosterilir [65].

Tamm 2.1.17: C, devirli grubu bir tek X =e bagmtistyla tanimlanir ki bu bagint1 her

eleman1 kendisinin tersine gotiiren bir dis otomorfizm olarak kabul edilebilir. Bu dis

otomorfizme gore C, ya doniisen ve > =e olan yeni bir I, eleman: ekleyerek; X, I,
elemanlar tarafindan gerilen ve
vl 2 2
<x, n:x'=r’=(xn) _e>

seklinde takdim edilen 2g mertebeden bir grup elde edilebilir. Bu gruba dihedral grup

denir ve D, ile gosterilir. Eger I, =r,X denilirse bu grup

<I’1, r- r12 = r22 :(rlrz)q :e>
seklinde takdim edilebilir. Bu takdime gore, q=2m ise bu gruba ¢ift dihedral grup

denir ve D, ile gosterilir. D, ¢ift dihedral grup, z =(rr, )m ile gerilmis mertebesi 2



olan bir merkeze sahiptir. Eger m ¢ift ise I, ve I =1,z elemanlar I;° =r° = (rlr)m =e
bagintilarin1 saglar. Bu bagintilar yardimiyla I, ve r elemanlar: tarafindan gerilen ve
<r1, ro’=r’=(rr)" :e>
seklinde takdim edilen D, dihedral grubu elde edilebilir ki bu grup ise D,, =C,xD,
dir. Eger m=1ise I, ve I, elemanlar ile iiretilmis mertebesi 4 olan ve
<rl, r:r2=r2=(rr,) :e>
seklinde takdim edilen D, four-grubu elde edilebilir ki bu grup ise

D, =C,xD, =C,xC, dir.

Tanmim 2.1.18: Her m>4 igin SD?_m grubu
SD,, = <a, b| a2 =p’=e,blab=a*?" >

seklinde takdim edilirse 2" mertebeli bir semidihedral grubu olarak tamimlanir. Burada

a ve b nin mertebeleri sirasiyla 2™ and 2 dir.

Tanim 2.1.19: m>3 i¢in Q,, quaternion grubu

2 2

Q.. :<x,y:x2m4:e,y :xmfz,y‘lxy:x‘1>

seklinde takdim edilir.

Tamm 2.1.20: A=[a;|, nxn boyutlu bir kare matris ise &y, a; 8, a,

elemanlarma A nin esas kosegen elemanlar1 denir. Bir kare matriste esas kosegen

disindaki elemanlar sifirsa bu matrise kosegen matris denir [2].

Tamm 2.1.21: Eger A, nxn boyutlu bir kare matris ve |, nxn boyutlu birim matris
olmak tizere

AB=BA=1



olacak sekilde bir nxn boyutlu B matrisi varsa, bu takdirde B matrisine A matrisinin

tersi denir ve B=A" ile gosterilir. Tersi olan matrislere de ters ¢evrilebilir (diizgiin

yada tekil olmayan) matrisler denir [64].

Tamm 2.1.22: A:[aij], nxn boyutlu bir kare matris olmak {izere, A matrisinin

determinanti,

det A=) sgn (a)f[ 8,)
i=1

oeS,

= D sgn (G)alcr(l)aZJ(z) 8o

oeS,

seklinde ifade edilir. Burada S, , simetrik (permiitasyon) grup ve sgn(o);

(o)<

seklinde tanimlanan isaret fonksiyonudur [64].

+1, o ciftise
-1 o tekise

Teorem 2.1.1: Bir A kare matrisinin ters ¢evrilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart

det A= 0 olmasidir [64].

Tanum 2.1.23: Bir Ae M, (F) matrisinin permanenti p(A) veya per(A) ile gosterilir

ve

per(A) = Zs: E[aia(i)
seklinde tanimlanir [64].

Tamm 2.1.24: A=[aij], nxn boyutlu bir kare matris olsun ve M., a. elemannin

i
bulundugu satir ve siitunun silinmesiyle A dan elde edilen (n—1)x(n—1) boyutlu
matris olsun. M, matrisinin determinantina a; elemaninin mindrii denir. Ayrica

A :(_1)”]

degerine a; elemamnin escarpani ( kofaktorii) denir [2].

M,



Teorem 2.1.2: n>2 olmak tizere A, nxn boyutlu bir kare matris olsun. i=12,...,n
ve j=12,...,n igin
det(A):|A| =ay ALt a,A, + o+ A = A Ty A Ay A

dir. Determinantin bu sekilde hesaplanmasina Laplace agilim1 denir [2].

a; 8, - &, X
dy Ay &y X,

Tamim 2.1.25: A= . . . ve X= : olmak tlizere, AX =AX
au A @y Xq

denklemini saglayan A ya A matrisinin 6zdegeri veya karakteristik degeri denir.

AX = AX denkleminden, (AX —AX):O = (A—/ll)X =0 denklemi elde edilir. Bu

denklem bir lineer homojen denklem sistemini verir. Bu sistemin sifirdan farkli ¢oziimii

olmast i¢in katsayilar matrisinin determinant1 sifira esit olmalidir. Yani

au_/1 a, a,

a a,—-A4 - a
|A—M|: :21 22. . ?n -0

a‘nl anz a‘nn_/1

olmalidir. |A—/1I| ifadesi 4 ya gore n. dereceden bir polinom olup bu polinoma A

matrisinin Kkarakteristik polinomu denir. |[A—11|=0 denklemine de A matrisinin
karakteristik denklemi denir. Karakteristik polinom
P(A)=A"+aA "+ --+a,

seklinde bir polinomdur [2].

Tamm 2.1.26: A bir kare matrisve 4, A ni bir 6zdegeri olmak iizere
AX =AX
denklemini saglayan X vektoriine A 0Ozdegerine karsilik gelen o6zvektér ya da

karakteristik vektor denir [2].

Tamm 2.1.27: A ve B, nxn boyutlu iki kare matris olmak tizere

B=PAP



olacak sekilde tekil olmayan (yani det P = 0) bir P matrisi varsa, bu takdirde A ve B

matrislerine benzerdir denir [64].

Tamm 2.1.28: Eger verilen bir nxn boyutlu A matrisi bir D kdsegen matrisine benzer
ise, 0 takdirde A matrisine kosegenlestirilebilirdir denir. Diger bir deyimle D kosegen
bir matris olmak tizere

P*AP=D
olacak sekilde tekil olmayan bir P matrisi varsa, bu takdirde A matrislerine

kosegenlestirilebilirdir denir [64].

Teorem 2.1.3: Bir nxn boyutlu A kare matrisinin kdsegenlestirilebilir olmasi igin yani

D =P AP olacak sekilde bir D kdsegen matrisine benzer olmasi icin gerek ve yeter
sart A matrisinin lineer bagimsiz 6zvektdrlere sahip olmasi gerekir. Ustelik bu

durumda D nin késegen elemanlart A nin 6zdegerleridir [64].

Ispat: =: A kosegenlnestirilebilir bir matris olsun. Yani D=P AP olacak sekilde

bir A matrisi D kosegen matrisine benzer olsun. O takdirde D =P AP esitliginden
AP = PD yazilir. Kabul edelim ki; P ve D matrisleri asagidaki gibi olsun:

Pu B - Py d, 0 - O
Pi Pra " P 0 o .- dnn :

O zaman

d11p11 d22p12 dnnpln

AP = PD = d11p21 dzzpzz dnann

dll pnl d22 pn2 ot dnn pnn
olur. P matrisinin siitun vektorleri p, ile gosterilsin. Bu durumda yukaridaki matrisin

denklemi

Ap=d;p, 1=12,...,n



seklinde ifade edilebilir. P ters cevrilebilir bir matris oldugundan P, vektorlerinin
higbiri sifir vektorii olamaz. Boylece, Ap;=d;p, (1<i<n) esitliginden p, lerin d;

ozdegerlerine karsiik gelen A nin &zvektorleri oldugu goriiliir. Ustelik P ters
cevrilebilir bir matris oldugundan onun siitun vektorleri istenildigi gibi lineer bagimsiz

olmak zorundadir.

<: A matrisi A4,4,,...,4, Ozdegerlerine karsilik gelen N-tane lineer bagimsiz
P, Pyy-.., P, Ozvektorlerine sahip ise, o takdirde P matrisini siitun vektorleri P
(1<i<n) ler olmak iizere P=[p,p,,..., p,] seklinde teskil edilebilir. P nin siitun

vektorleri lineer bagimsiz oldugundan P matrisi ters cevrilebilir bir matris olur.
Boylece
AP

[Ap,, Ap,,..., Ap, ]

EA N AN N

A
_ |0 4

0 0 - 4
= PD

olarak bulunur. Bu ise D=P AP oldugunu gosterir. Dolayisiyla A matrisinin esas
kosegeni lizerindeki elemanlar1 A nin 6zdegerleri olan bir D kdsegen matrisine benzer

oldugunu yani A matrisinin kosegenlestirilebilir oldugunu ifade eder.

Tanum 2.1.29: 11k satur, ilk siitun ve ana kdsegen harig tiim elemanlar: sifir olan bir kare

matris arrowhead matris olarak adlandirilir. Baska bir deyisle,

my, m, mg; my, o my,
m, m, 0 - 0 0
m 0 m 0 .o 0
A= .31 . . 33 .
m, 1, 0 0 My 40 0
| m, 0 O 0 m,,
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formundaki bir karesel matrise arrowhead matrisi denir [53].

Tamm 2.1.30: P(X)=a, +a,Xx+---+a,,X""+x" monik polinomuna karsilik gelen

Companion matris asagidaki gibidir:

c-fal.-{o 1 0 -

Teorem 2.1.4: vxv boyutlu K(kj,k,,...,k,) Companion matrisi

1 k2 kv
K(kokpok)=| 5 0 0
0 1 0

seklinde ifade edilsin. Bu durumda, K“(k,k,,...,k,) matrisinin i. satir ve J.

sutunundaki elamani

ki(u')(kpkgy...,kv): Z tj+tj+1+"'+tvx t1+---+tv kltlk\:v (2.1.1)
i (gt ) Lt 4ot .t

olup burada toplam, negatif olmayan tam sayilar lizerinden t, +2t, +---+Vt, =U—i+ ]

o+t ) ()]
.ot ) tlet)

u=1i-j ise (2.1.1) denklemindeki katsayilar 1 olarak tanimlanir [16].

kosulunu saglamaktadir ve ( cok kath bir katsayidir. Eger

1

Tamm 2.1.31: X, X,,..., X, sayilart igin nxn boyutlu Vandermonde matrisi

1 Xj_ X12 Xin_l

n

seklinde tanimlanir [56].
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Tamum 2.1.32: A=[a;| ve B=[b;| matrisleri mxn boyutlu matrisler olsun.

A-B= [aij b ]mxn carpimima A ile B matrislerinin Hadamard ¢arpimi denir.

Tamm 2.1.33: Bir M matrisi igin perM =det(M - K) olacak sekilde bir NxN boyutlu

(1, -1) K matrisi var ise, o takdirde M matrisi degistirilebilir (convertible) bir matris

olarak adlandirilir. Burada M o K notasyonu ile Hadamard ¢arpimi gosterilmektedir.

Tanum 2.1.34: R degismeli ve birimli bir halka, ¢, € R (0<i<k —1) sabit katsayilar ve
neN olsun. a,, &, ...,a, ; baslangi¢ degerleri olmak iizere n > 0 i¢in

& =Gy +Ca, o+ G 8 (2.1.2)
seklindeki k-basamak homojen lineer indirgemeli baginti yardimiyla tanimlanan {an}

dizisine R halkasimin elemanlarinin lineer indirgemeli dizisi denir [38].

Tamm 2.1.35: f(x)=x"+cx“'+---+c_x+c, seklindeki k dereceden polinoma,

(2.1.2) denkleminde ifade edilen lineer indirgemeli baginti i¢in karakteristik polinom

denir.

Sirayla 2 ve 3 mertebeli lineer indirgemeli diziler binary ve ternory lineer indirgemeli

diziler diye adlandirilir. Ayrica 7, Q, R, C iizerinde tanimlanan lineer indirgemeli

diziler sirayla, tam sayi, rasyonel, reel ve kompleks lineer indirgemeli diziler olarak

adlandirilir.
C., R nin terslenebilir bir elemani ise (2.1.2) de tanimlanan dizi @,,a,a,,..., seklinde

devam eder [38].

Eger R sifir bolene sahip degilse bu durumda {a} dizisi minimal uzunluktaki bir
dizisinin minimal polinomudur. Minimal polinomun derecesine {a} dizisinin mertebesi

denir.

12



Tanim 2.1.36: a,,48,,...,8,, baslangi¢ degeri ve C,,C,,...,C,,; ler sabitler olmak iizere

A =G, +Ca,,; -+ C4a

seklindeki k-basamak lineer indirgeme bagintisiyla tanimlanan dizinin elemanlart:

0 1 0 - O 0 |
o 01 - 0 0
O 0 0 ... O 0
A=, | .
0O 0 O 0 1
_CO C1 CZ Ck—z Ck—l i
olmak tizere
ai n+1
An 3:2 — n+2
a'k a‘n+k

seklindeki denklem yardimiyla elde edilmistir [43].

Tamm 2.1.37: n>0 ve F‘=--=F,=0 ve FY =1 baslangig degerleri ile
Fe =Ff _,+Ff _,++F" seklinde tammlanan lineer indirgemeli diziye k-basamak

Fibonacci dizisi denir.

Tamm 2.1.38: n>0 ve 1<i<Kk ig¢in genellestirilmis k-mertebeden Pell sayilarmnin k

dizileri

1-k<n<0

n =

pi_ 1 n=1-iise,

0 diger durumlarda,
baslangi¢ kosullartyla
P =2P +P  +--+P,

n n

seklinde tamimlanir. Burada P!, dizinin Nn. terimidir. k =2 ve i =1 igin genellestirilmis

k-mertebeden { Py} Pell dizisi, Pell dizisine indirgenir [48].

Ayrica Kili¢ ve Tasc1 [48]’de genellestirilmis k -mertebeden Pell matrisini

13



kxk

USRS

seklinde tanimlamislardir.
Pl P 2 o P k
Pl P 2 . P k
E, = I:eij }k K T S "
F:’nl—1+k Pn2—1+k o I:)nk—lJrk
olmak iizere
En+1 =R- En

esitligini elde etmislerdir [48].

Tamm 2.1.39: n>0 ve 1<i<k igin genellestirilmis k-mertebeden Jacobsthal

sayilariin k dizileri

Jy =

1 i+n=1ise,
1-k<n<0

0 diger durumlarda,
baslangi¢ kosullariyla
=30, +23 -+ 30,
seklinde tamimlamir. Burada J!, dizinin n. terimidir. k =2 ve i =1 icin genellestirilmis

k-mertebeden {J} Jacobsthal dizisi, Jacobsthal dizisine indirgenir [70].

Tanim 2.1.40: Bir dizi belli bir noktadan sonra bir alt dizinin tekrar seklinde meydana
geliyorsa bu diziye periyodiktir denir. Omegin; XY,2,q,W,2,q,W,2,q,W,... dizisi

periyodiktir ve periyodu 3 tiir.

Tanmm 2.1.41: Bir dizideki ilk k eleman tekrar eden bir alt dizi seklinde ise bu diziye k
periyotlu basit periyodik dizi denir. Ornegin X,Y,z,0,W,X,Y,Z,q,W,... dizisi basit

periyodik olup periyodu 5 dir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Sonlu Gruplarda Pell Dizileri
3.1.1. M Modiiliine Gore Genellestirilmis k -mertebeden Pell Dizileri

Genellestirilmis k -mertebeden Pell Dizisi m modiiliine gore indirgenirse, tekrar eden,
{Pk,m} ={F?LE,km, le<_,£1’ . Pok,m’ Plk,m’ sz,m, o Pk'm, } ,

n

dizisi elde edilir ve burada P/"™ = P (mod m) dir [28].

Teorem 3.1.1.1: {P*™} dizisi periyodik bir dizidir [28].

Ispat: U, :{(xl,xz,...,xk)|03 X, < m—l}olsun. U, | =m* olup sonludur, yani her a>0

icin  PST =PRS,LL P =PRY"  olacak sekildle b>a sayis1 vardir. {Pk}

a+l 11 atk n

genellestirilmis k -mertebeden Pell dizisinin tammindan PX, =2P*,  +P¥,  +---+P¥

n+k n+k-1 n+k—-2

olur. Yani P‘=P% —2P*

n n+k n+k—1

k k
Py, R

n+l

dir. Buradan P‘"=PRF",
PN =P L P =PS" . ve P =P*"  oldugu goriiliir. Boylece {kam} dizisi
periyodik bir dizidir.

hR, (m) ile {Pk'm} nin en kiigiik periyodu gosterilir ve m modiiliine gore
genellestirilmis k -mertebeden Pell dizisinin periyodu olarak adlandirihir. k=2 oldugu

durumda hP,(m), m modiiliine gére Pell dizisinin periyodunu gostermektedir [28].

Ornek 31.1.1: {P**}={1,0,0,1,2,2,1,0,0,1,2,...} dizisi ele almnrsa, bu dizi her 6

terimde bir baslangi¢ elemanlariyla tekrar eder. Boylece hP, (3)=6 olur [28].

Teorem 3.1.1.2: ueN igin hP,(2')=2" dir [28].
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Ispat: {P,} Pell dizisinin tammndan, ueN igin P.=2P, +P, =2'"1 (4eN) ve
P., =2P,+P, =2""1+2"B+1 (BeN) elde edilir. Burada P, zO(mod 2“) ve

Y41

quﬂzl(modZ“) oldugundan dizi, (2“)-inci eleman ile tekrar baglar yani,

P, =P (mod2),P, =P (mod2’),... olur. Boylece hP,(2')=2" oldugu gériiliir.

2

Teorem 3.1.1.3: hP, (m) bir ¢ift sayidir [28].

Ispat: P, =P, (mod m) ve P,,, =P, (mod m)olsun. {P,} Pell dizisinin tanimindan:
I. P, tekise P, , cifitir.
ii. P, ciftise P, tektir.

Bu durumda hP, (m), 2 ile béliinebilir. Boylece ispat tamamlanir.

Verilen bir A= (aij) matrisi i¢in, A nin her elemanimnin M modiiliine gore indirgenmesi

A(modm) seklinde ifade edilir. Yani, A(modm) z(aij (mod m)) dir,. R

genellestirilmis k -mertebeden Pell matrisi olmak {izere <R>pa = {Ri (mod p“) > 0} bir

devirli gruptur [28].

KR>W

ile <R>pa nin mertebesi gosterilmistir.

Teorem 3.1.1.4: hP, ( p“)=‘(R>pa

dir [28].

Ispat: ‘(R)pa nin hP, (p“) tarafindan bdliinebilecegi agiktir. Bu durumda sadece

hF, ( pa) in ‘<R>p"

tarafindan boliinebilecegini kanitlamak gerekir. hP, ( p“) =n olsun

ve diger taraftan E = R™ =R. E, oldugu bilinmektedir. E, =1 (mod p“) oldugundan
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RMER(mOd p“) denkligi elde edilir. Burada | birim matristir. Boylece

R"=1 (mod p“) denkligi elde edilir ki bu da N nin ‘(R) ye boliindiigiinii gosterir.

p a

t
Teorem 3.1.1.5: p, ler farkli asal sayilar olmak {izere m=H pf‘,(t21) ise

i=1

th(m):okek[th(piei )] olur. Burada okek[th(piei )} hP, (pf) lerin en kiigiik

ortak katin1 gosterir [28].

Ispat: okek[th(piei )]=5 olsun. Pf=Pf(modm), P¥, =R (modm),...,

o+l

P41 = RY, (mod m) oldugundan hP, (m) = okek| R () | esitligi elde edilir

Teorem 3.1.1.6: t, hR (p)=hR, ( pt) olacak sekilde en biiyiik pozitif tam say1 olsun.

Bu takdirde her a >t icin, hR (p“)=p“'hR (p) olur. Ozellikle hR (p)=hPR (p*)

ise her o >1 igin, hR, (p*)=p**-hR(p) dir [28].

Ispat: @ pozitif bir tam sayr olsun. thk(p ") = | (mod pM) yani,

hR, ( p€+l)

R =1(mod p’) oldugundan dolay: hP (p’) nin hR(p”*) yi boldigi

goriilmektedir. Ote yandan thk(p ) | +(aij(9) p‘g) yazilarak

Rth(pe)P =(I +(aij(9)pg))p :Z(?](aﬂ(g) pe)‘ = (mod p9+1)

p

i=0
esitligi elde edilir ki, bu esitlik yardimiyla hR (p’*) nin hR (p’)p yi béldiigi
sonucuna  ulagilmaktadir. ~ Bdylece ya  hP, ( p9+l) =hP, ( pg) ya da
hP, ( p‘g*l) =hPR, ( pg) p oldugunu gosterir ki buradaki ikinci durum, ancak ve ancak p

tarafindan boliinemeyen bir a,'” nin varhg ile miimkiindir. th(pt);tth(p”l)
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oldugundan p tarafindan béliinemeyen bir aij(g) vardir. Boylece hP, ( p”l) #hP, ( p”z)

dir. t tizerinde tlimevarim yontemiyle ispat tamamlanmis olur.

Varsayim 3.1.1.1: p>k ise, bu takdirde hP, (p) nin (p*—p”) yi bélebilecek sekilde

0< o <k-1 araligindan bir o vardir [28].

3.1.2. Sonlu Gruplarda Genellestirilmis k -mertebeden Pell Dizileri

Tanmim 3.1.2.1: Sonlu bir gruptaki genellestirilmis k -mertebeden Pell dizisi, grubun

Xgr Xy+-y X;y.-- elemanlarinin bir dizisidir. Burada dizinin her bir elemani, verilen
Xys--+s Xj_, baslangic elemanlari igin
X%+ (%04) j<n<k igin
X =
X Xon - (%oa) s N>k igin

seklinde tanimlanir [28].

Xosees Xj 4 elemanlar tarafindan tretilen bir gruptaki genellestirilmis k -mertebeden

Pell dizisi Q, (G;XO,...,Xj_l) seklinde gosterilir.

Teorem 3.1.2.1: Sonlu bir grupta bir genellestirilmis k -mertebeden Pell dizisi
periyodiktir [28].

Ispat: G sonlu bir grup ve G nin mertebesi |G| olsun. G nin elemanlarmin |G|k tane

farkli k -siralis1 oldugundan bu K -siralilardan en az biri G nin bir genellestirilmis K -
mertebeden Pell dizisinde iki kez goriilir. Boylece, bu k -siraliy1 takip eden alt dizi

tekrarlanir. Bu tekrardan dolay1 genellestirilmis k -mertebeden Pell dizisi periyodiktir.

Bir Qk(G;xo,...,xjfl) genellestirilmis ~ k -mertebeden Pell dizisinin  periyodu

PerQ, (G; Xgyeer X j_1) seklinde gosterilir.
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C,,, m-mertebeden devirli grup olmak tizere bu grubun genellestirilmis k -mertebeden

Pell dizisinin periyodu hPR (m) ile gosterilir [28].

Tamm 3.1.2.2: G Dbir grup olsun. Eger G nin her elemanin i¢inde bulundugu bir
genellestirilmis  k -mertebeden Pell dizisi mevcut ise G ye genellestirilmis K -
mertebeden Pell dizilenebilirdir denir [28].

Genellestirilmis  k -mertebeden Pell dizilenebilir gruplarin direkt c¢arpimlarinin

genellestirilmis k -mertebeden Pell dizilenebilir olmas1 gerekmez.

Bunun igin (x,y|x* =y’ =e,xy=yx) seklinde takdim edilen D, four-grubunu ele
alalm. Bu grup (x) ve (y) devirli gruplarin direkt carpimidr.
D, four-grubunun Pell dizleri;
Q, (DX, Y)=X ¥, X, ¥, ees
Q, (DY X) =Y, X, ¥y X, ..
seklinde olup her iki dizide de Xy eleman olmadigindan D, four-grubu genellestirilmis

k -mertebeden Pell dizilenebilir degildir, fakat;

(x) grubu icin Pell dizisi,

Q,((x)ie.x)=e,x,&,x...,

ve (y) grubu igin Pell dizisi,

Q,((y)ey)=ey. ey ...
seklinde olup boylece genellestirilmis 2-mertebeden Pell dizilenebilir oldugu agiktir
[28].

3.1.3. D, Dihedral Grupta Genellestirilmis k -mertebeden Pell Dizileri

D, four-grubunun genellestirilmis k -mertebeden Pell dizisinin periyodu hpR, (2) ile

gosterilsin.
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X =y’ = (xy)” = e> takdimini goz oniine alalim.

Teorem 3.1.3.1: n>2i¢in D, =<x, y

i. k=2,4i¢in PerQ,(D,;X,y)=hP,(2) dir.

g(hPS(Z)) n = 0(mod 4),

ii. PerQ,(D,;x y)=4<n(hPR,(2)) n=2(mod4),
2n(hR,(2)) diger durumlarda

dir.
iii. k >5 i¢in iki durum s6z konusu olup,

1. t, N nin bir tek tam say1 carpani olmak iizere eger t, [3,k—2] araliginda degil ise

periyot asagidaki gibidir:

g(th 2) n = 0(mod4),

PerQ,(D,;x,y)=1n(hP.(2)) n = 2(mod4),
2n ( hR, (2)) diger durumlarda.

2. Eger 17, n nin [3, k —2] araligindaki ¢arpanlarindan olan en biiyiik tek tam sayi ise

asagidaki gibi iki durum s6z konusudur:

(2.1) Eger jeN icin 5-3 ¢[3,k—2] ise periyot asagidaki gibidir:

ng(th(Z)) n=0(mod 4),

PerQ, (D,; X, y) =17n(hP(2)) n = 2(mod 4),
n2n (th (2)) diger durumlarda.

(2.2) Eger u, [3, k —2] araligindaki en biiyiik tek say1 ve jeN i¢in g=7-3

ise periyot asagidaki gibidir [28]:

ﬂg(th(Z)) n = 0(mod 4),

PerQ,(D,; X, y) =4 un(hR,(2)) n=2(mod4),
u2n(hR,(2)) diger durumlarda

20



Ispat: k =2 igin elde edilen dizi,
X, ¥y X, Yyee
seklindedir ve bu dizinin periyodu hP,(2) =2 dir. k =4 igin ise
X Y, % XY, Y, 6,6, X, Y, XY, ...

seklindedir ve bu dizinin periyodu hP,(2) =7 dir.
ii. hP,(2) =7 olup, k =3 olursa dizi,

Xo =X, % =Y, X, =X, ...,

X = (9) % X = (Xy) %, %0 = (xy)* %, -0,

:(xy) X, Xo = (xy) X, Xq :(xy)8 X,
o (xy) X, Xoigiy = (xy)gi_1 X, Xoinip = (xy)4i X, ...

seklindedir. Burada dizinin periyodunu belirlemek i¢in 4i =nv (V eN) olacak sekilde

en kiiciik i dogal sayisinin belirlenmesi gerekir.
n=0(mod4) ise i = g olup,

PerQ,(D,: X, y) :2-2-7 =g :—(hP )
seklindedir.

n=2(mod4) ise i =g olup,

PerQ,(D,;X, y) = 2-2-7 =n-7=n(hP,(2))
seklindedir.
n=1(mod4) veya n=3(mod4) ise i =n olup,
PerQ,(D,; X, y)=2-n-7=2n(hR,(2))

seklindedir.
iii. k=5 ve g,...,&_; €N olmak tizere asagidaki dizi elde edilir:

Xg =X X =Y, % =X, Xg = XY, X, =Y, X =X, ...,

Xoi 1, (2) k12 (yx) Ko (2) k3 (yx)‘14i  Xgih (2) k3 (yx)‘z4i R

Xoihe, (2 (yx)émm » XoihR,(2) :(Xy) Xs Xainm ( (XY) X,enn.
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Burada dizinin periyodunu belirlemek i¢in 4i =nw (W eN ) olacak sekilde en kiigiik i

dogal sayisinin belirlenmesi gerekir.

1. t, n nin bir tek tam say1 ¢arpani olmak tizere eger {, [3,k—2] araliginda
degil ise asagidaki ii¢ durum s6z konusudur:
(1.1) 1<1<k-2 i¢in n=0(mod 4) ve n|r ise,
Xoinp (201 — €
ve i = n icin,
4

Xoinp (2) = X ve Xoinp 241 = Y

elde edilir. Buradan
PerQ, (D, X, y) :2%-th(2) :g-th(Z)
oldugu goriiliir.
(1.2) 1<l <k-2 i¢in n=2(mod4) ve n|z ise,

Xoinp(2)-1 = €

.o N
ve |=§ igin,

Xoinp 2) = X ve Xoinm 241 = Y

elde edilir. Buradan
PerQ, (D, x,y) =27-hR,(2) =n-hR, 2)

oldugu goriiliir.

(1.3) 1<I<k-2 i¢in n=1(mod4) yada n=3mod(4) iken n|z ise,

Xoinm(2)-1 = €
ve i =n igin

Xoinm,2) = X V& Xinp 91 = Y
elde edilir. Buradan

PerQ,(D,; X, y)=2n-hR (2)

oldugu goriiliir.
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2. Eger 1, n nin [3,k—2] araligindaki ¢arpanlarindan olan en biiyiik tek tam
say1 ise asagidaki iki durum s6z konusudur:

(2.1) jeN icin n° ¢ [3 k—2] ise li¢ durum s6z konusudur:

(2.1.1) 1<1<k-2 i¢in n=0(mod4) ve n|z ise

Xoinm(2)-1 — ©

ve i—77E icin
4

Xoinp(2) = X V&€ Xoinp 2y = Y
elde edilir. Buradan

n

PerQ, (D,ix,y) =21 R, (2)=75-hR, (2)

oldugu goriiliir.

(2.1.2) 1<1<k-2 i¢gin n=2(mod4) ve n|z ise

Xainm(2)-1 = €

ve i—nE i¢in
2

X =X Ve X

2i-hR(2) 2inR (21— Y

elde edilir. Buradan
PerQ, (D,;x,y) = 2772-th (2)=nn-hP,(2)

oldugu goriiliir.

(2.1.3) 1<I <k -2 i¢in n=1(mod4) yada n=3mod(4) iken n|z ise

Xoinp(2)-1 — €

ve 1=7N i¢in

X =X Ve X

2i-hR,(2) sihm(2) — Y
elde edilir. Buradan
PerQ, (D,;x,y)=n2n-hP, (2)

oldugu goriiliir.
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(2.2) jeN igin u, [3,k—2] araligindaki en biiyiik tek say1 ve g#=7-3" ise
asagidaki li¢ durum s6z konusudur:

(2.2.1) 1<I1<k-2 i¢in n=0(mod4) ve n|z ise

Xoinp(2)-1 = €

. n..
VeI:,uZ icin

Xoinp(2) = X V€ Xoinp 22 = Y

elde edilir. Buradan
n n
PerQ, (D,;x,y)= 2,uZ-th (2)= Hey hPR, (2)

oldugu goriiliir.

(2.2.2) 1<I1<k-2 i¢in n=2(mod4) ve n|z ise

Xoing (21 = €

. n..
VeI:,uE icin

X =X Ve X

2i-hR(2) sinR(2)+1 = Y

elde edilir. Buradan
PerQ, (Dn;x’ Y) = 2/12~th (2) = un-hP, (2)

oldugu goriiliir.
(2.2.3) 1<I<k-2 i¢in n=1(mod4) yada n=3mod(4) iken n|z ise

Xoinm(2)-1 = €

ve i = un igin

X

2inp(2) = X V€ X

2inR (21— Y
elde edilir. Buradan

PerQ, (D,;x,y)=u2n-hP,(2)
oldugu goriiliir.

Boylece ispat tamamlanir.
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3.2. Sonlu Gruplarda Jacobsthal Dizileri

3.2.1. M Modiiliine Gore Genellestirilmis k -mertebeden Jacobsthal Dizileri ve m

Modiiliine Gore Genellestirilmis k -mertebeden Jacobsthal-Padovan Dizileri

Tanum 3.2.1.1: —1<i<k-3 ve n>0 ic¢in J(i)=0 ve J(k—-2)=J(k—-1)=1 olmak

lizere {JPk (n)} genellestirilmis k -mertebeden Jacobsthal-Padovan dizisi (k > 3)

JP*(n+k)=JIP*(n+k—2)+2IP*(n+k—3)+---+IP*(n-1) (3.2.1.1)
seklinde tanimlanir [32].
(3.2.1.1) den Jacobsthal-Padovan dizisi igin

WPn) |l ro1o0- 0007 IP(n-1) |
JP*(n+1) 001--000 JP“(n)
IP¥(n+2) 000--000[| JPn+1)

JP“(n+k-1)| {0 0 0 0 01| JIP(n+k-2)
JP*(n+k) 1112 10] JP*(n+k-1)

esitligi yazilabilir. Burada
-0 00]
01---000
- 000
- 001
2 10|

seklinde ifade edilen G matrisi, genellestirilmis k -mertebeden Jacobsthal-Padovan

matrisi olarak adlandirilir [32].

k > 2 i¢in genellestirilmis k -mertebeden Jacobsthal dizisi ve k >3 igin genellestirilmis
k -mertebeden Jacobsthal-Padovan dizisi m modiiliine gore indirgenirse, sirasiyla
asagidaki tekrar eden diziler elde edilir:

{J:vm}:{\]ﬁ”'J;LT,...,ngm,Jlkvm,...,Jikvm,...}

{ka,m (n)} - {ka,m (-1),JP“"(0),...,IP*" (k—2),IP*™ (k-1),..., IP*" (i), }

Burada J/™ = J; (mod m)ve JP*"(i)=JP*(i)(mod m)dir [32].
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Teorem3.2.1.1: k> 2 igin {J"} ve k>3 igin {JP*"(n)} dizileri periyodiktir [32].
k>2 icin {Jr'f'm} ve k>3 igin {JPk'm (n)} dizilerinin en kiiclik periyotlar1 sirastyla

hJ*™ ve hJP*™ ile gosterilsin.

Ornek 3.2.1.1: {J:'S} ={1,0,0,11,0,0,1...} seklinde olup dizi her 4 terimde bir tekrar

eder. Boylece hJ** =4 olur [32].

Ornek 3.2.1.2: {IP*?(n)} ={0,0,11,1,1,0,0,1,1,...} seklinde olup dizi her 6 terimde bir

tekrar eder. Boylece hJP*? =6 olur [32].

C genellestirilmis  k -mertebeden Jacobsthal matrisi olmak {izere p=#2 igin

(€), :{C‘ (mod pa)

izo} ve (G). ={Gi (mod p?)

iZO} devirli gruplar olup bu

gruplarin mertebeleri sirasiyla |(C) , ile gosterilsin [32].
p

ve (G)pa

Teorem 3.2.1.2: p#2 ise hJ“" =‘(C>pa ve hJpk® =‘(G>

dir [32].

pa

Teorem 3.2.1.3:i. p#2 ve t, hJ“P = hP** olacak sekilde en biiyiik pozitif tam say1

olsun. Bu durumda her o >t i¢in hJ**" = p=*.hJ" dir.

ii. p£2 ve t, hJPP =hJP"? olacak sekilde en biiyiik pozitif tam say1 olsun. Bu

durumda her a >t igin hJP*?" = p“*.hJP*? dir [32].

t
Teorem 3.2.1.4: p; ler farkli asal sayilar olmak iizere eger, m= H pi, (t=1) ise
i-1

dir ( Burada okek [hJ o } , hJ“P ha%P? . hd%® lerin en kiigiik ortak katidir) [32].
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3.2.2. Sonlu Gruplarda Genellestirilmis k -mertebeden Jacobsthal Dizileri ve

Genellestirilmis k -mertebeden Jacobsthal-Padovan Dizileri

Tamm 3.2.2.1: G grubu A={a,a,,..., a,} tarafindan iiretilen bir grup olsun. A geren
kiimesine gore, 0<i<k-1 igin JE\(G) genellestirilmis k -mertebeden Jacobsthal
orbiti, X, =a,,, baslangi¢ degerleri ile

(%) (%.). (-2

(%) (%) (Xoea)s k23

itk

seklinde tanimlanir [32].

Tamm 3.2.2.2: G grubu A={a,, a,,...,a,} tarafindan iiretilen bir grup olsun. A geren
kiimesine gore, k >3 ve i>0 i¢in JP, (G)genellestirilmis k -mertebeden Jacobsthal-
Padovan orbiti, X,=a,, X, =a,,..., X,; =8, 4, X, =a,, baslangic degerleri olmak {izere

Xisks = (Xi )(Xi+1)' ) '(Xi+k—2 )2 (Xi+k—1)

seklinde tanimlanir [32].

Teorem 3.2.2.1: Sonlu bir grupta genellestirilmis k -mertebeden Jacobsthal orbiti ve

genellestirilmis k -mertebeden Jacobsthal-Padovan orbiti periyodiktir [32].

J5(G) genellestirilmis k -mertebeden Jacobsthal orbitinin ve JPS(G) genellestirilmis
k -mertebeden Jacobsthal-Padovan orbitinin periyot uzunluklar sirasiyla LJx(G) ve
LIP, (G) ile gosterilir. LI5(G) ve LJIP)(G)sirasiyla genellestirilmis k -mertebeden

Jacobsthal uzunluk ve genellestirilmis k -mertebeden Jacobsthal-Padovan uzunluk
olarak adlandirilir [32].

Tanimlardan bir grubun genellestirilmis k -mertebeden Jacobsthal uzunlugu ve
genellestirilmis k -mertebeden Jacobsthal-Padovan uzunlugu segilen geren kiimesine ve
bu kiimenin elemanlarinin siralamasina bagli oldugu agiktir.

n, m>3 icin

D,, :<x,y:x2 =y" :(xy)2 =e>
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dihedral grup ile 2m mertebeli Z, devirli grubun direkt garpimi

D, X7, :<x, v,z =y =(xy) =2 =[x, 2] =[y, z]:e>
seklinde ifade edilir.
G, ve G, gruplari i¢in ¢:G, — Aut(G,) homomorfimi, bp =g, ve ¢, :G -G,
Aut(G,) nin elemanlar1 olmak iizere G,ve G, gruplarin yar direkt carpim (semidirect
product) G, x, G, seklinde gosterilir.
n,m>3 i¢in D, dihedral grup ile Z,,, devirli grubun yari direkt ¢carpimi

D, X, Ly = <x, y,2: X =y" = (xy)2 =2""=e,2'x2x=0,27'yzy = e>

seklinde ifade edilir.

Burada Z,, =(z) ise ¢:Z,, — Aut(D,,) doniisiimii homomorfizmdir. Soyle ki;

p=¢,.¢0,.D,, > D,, , Xp, =X ve yp, = y’l ile tanimlanir [32].

Teorem 3.2.2.2: 1. LI |, (D, % Zgy, ) = hI**™,

ii. LIP®

(xy.2)

(D X Zyy, ) = Okek [ 12, hIP**™ | dir[32].

.1 3 141
Ispat:i. 3 |\ (Dyy % Z,,, ) Orbiti
X, =X, X =Y, X, =2,...,
7% v =y oy =%
X; =X27, Xg=Y2", X =27,...,
— w7 — vzl — 7%
Xy = X278, Xpg = Y2, Xg =275, ...,
— w75 _ 7N Y
X7.i =Xz ! X7.i+1 - yZ ! X7.i+2 =Z L
seklindedir. Yukaridaki ifade kullanilarak 37 ) (D, xZ,, ) dizisi
X, =XX=Y,%X=2...,
3 3 3
X, =x2%, %, =yz %, =2%, ...,
— 7% — vzl — 3%
Xy, = X2, g = Y274, X =275, ...,
— i _ _ 2%
Xi =X, X =YL X5, =277,
seklinde elde edilir. Bu kosullar1 saglayan en kii¢iikk tam sayi, dizinin periyodu

olacagindan periyot okek [7, hJ 3’2m] =hJ**" dir.
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ii. JpP3

(x,y.2)

) (Dyn X Z,,, ) Orbiti

X, , 2,2, XyZZ yz"’, xy224, yZG, y—22111 y2217’
221 179 yg T2 M6 7180 4305

xy’z? y 'z Lyt 2 L
seklindedir. Yukaridaki ifade kullanilarak ‘]P(i,y,Z) (D, X Zy,, ) dizisi

Xo =X X =Y, % =2,%=2,...,

3 3 3 3
X, = — 7 (11) X = yZJP (12)1 X, = 7P (13)1 X, = 7P (14), ,
3 3 3
Xpp = x7° P3(23) Xy = yZJP (24) Xy = 7P (25) Xy = 7P (26)’ .
JP3(12.i-1) JP3 12.) JP (12i+2) _ JIP¥(12i+2)
X12.i =Xz X12 i+ X12|+2 ! X12.i+3 =17 1o

seklinde elde edilir. Bu kosullar1 saglayan en kiigiik tam say1 dizinin periyodu

olacagindan periyot okek [12, hJP3'2m] dir.

okek{ ,hJ 3'2”‘} n=0(mod 4) ise,

2n T

Teorem 3.2.2.3: i. LJ(3 (D x 7, ) okek[

p
4’
% hJS'z’”} n=2(mod 4) ise,
n

okek [7 ,hJg3am ] diger durumlarda.

okek | 3n,hJP**™ | n cift ise,

i LJP3 (D X Doy
okek [6n, hJP””‘J n tek ise

(x,y.2) 2n T

[32].

Ispat:i. 3¢, (Dyy %, Zsy, ) OTbiti

2n o

129, ,4

X, ¥, Z, Xy°z, 2°yx, 2°y°x, 2°y 7, 2%, 2%°y°, 2%y,

seklindedir. Yukaridaki ifade kullanilarak JP3 (D x 7., ) dizisi

X,y.2 2n %p
Xx=XX=Y,X=2,X=1,...,
X, = XZJP3(11) X3 = yZJP3 12) Xy = ZJP3(13) X, = ZJP3(14)' .
X,y = XZJP3(23) yZJP3 24) X5 ZJP3(25) X27 _ ZJP3(26)’ .
X, = XZ JP¥(12.i-1) X = ¥(12.0) Xy = 3(12.i+1) Xipig = P (12.i+2)’
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seklinde elde edilir. Burada dizinin periyodunu belirlemek igin, u € N i¢in 4-i=n-u

ve J;,, =0(mod 2m), J;, =0(mod 2m) ve J;, , =1(mod 2m) olacak sekilde en

7.+
kiigiik itam sayisinin belirlenmesi gerekmektedir. i tam sayisinin durumuna gore tig

durum s6z konusudur:

(x.y.2)

1. n=0(mod 4)ise I_Z olup buradan LJ; (D2n xq)ZZm):okek{?;,hJe"zm} elde
edilir.

2. n=2(mod 4)ise =1 olup buradan LJ( (D A ) okek[?-ﬂ,h\]“m} elde
2 %y2) 2

2n "o
edilir.
3. n=1(mod 4) veya n=3(mod 4)ise i=n olup buradan
L33y 2 (Dan X, Zigyy ) = Okek | 7-1,h3%2" | eldle edilir.

ii. IR (D x T )orbiti

(x,y.2) 2n “o

X, Y,z 2,Xy°z, yz°, 2*y?x, 2°x, 2%, 7Y%, ..,

seklindedir. Yukaridaki ifade kullanilarak JP(3 (D x 7, )dizisi

2n o

Xy =X, X1=y,X =7, X=1,...

3 3 3 3
X, =2 JP y X, X, _ZJP y XB_ZJP() X, —7® (8)y2,...,

JP3 11) JP3(13 IP3(14) 4
X, = yXX13—Z y Xy,=1 ()X =17 ()y,...,

IP3(6.i-1) JP3(B.), 2.+ _ ,IP3(Bi+) _ S IP3(Bi+2), 2.
Xei =1 y X Xoiv1 =2 Y i X2 =1 1 Xeirz =2 Yo

seklinde elde edilir. Burada dizinin periyodunu belirlemek i¢in, u e N igin 2-i=n-v ve
JP?(6-i—1)=0(mod 2m),  JP*(6-i)=0(mod 2m) JP*(6-i—1)=0(mod 2m)  ve
JP?(6-i+2)=1(mod 2m) olacak sekilde en kiicik i tam sayisiun belirlenmesi

gerekmektedir. i tam sayisinin durumuna gore iki durum s6z konusudur:

.~ =N
1. ngiftise 1 :E olur. Boylece

LJP3

(x,y.2) 2n "o

(Don %y Zon ) = OKEK[G-g,hJE”Zm}=okek[3n,hJ3'2m]

elde edilir.

2. N tek ise i =n olur. Boylece

30



LIP?

(xy.2)

(Dyy %, Zyy, ) = Okek [ 6n,h3%°" |

elde edilir.

3.3. Arrowhead-Fibonacci Sayilar:

Genellestirilmis k -basamak Fibonacci dizisi i¢in karakteristik polinom
PF(x)=x* —x**—...—x—1.
seklindedir.

k -basamak Fibonacci dizisinin karakteristik polinomunu kullanarak N = |-nierI<+1)><(k+l)

arrowhead matrisi asagidaki gibi tanimlanar:

(1 -1 -1 .. -1 1]
1 -1 0 - 0 0
1 0 -1 0 - O
Ei| -1 0
-1 0 -1

N matrisi kullanilarak arrowhead-Fibonacci dizisi olarak adlandirilan (k +1)-

basamakli bir dizi asagidaki gibi tanimlanmaistir:

Tamm 3.3.1: k> 2 ve n>1 igin arrowhead-Fibonacci dizisi &, (1)=--=a,,, (k) =0,
akﬂ(k +l) =1 baslangi¢ degerleri ile

a_,(n+k+D=a_,(n+k)-a,_,(n+k-1)----—a_,(n) (3.3.1)

seklindeki indirgeme bagntisi ile tanimlanir [42].

(3.3.1) bagintis1 yardimiyla, arrowhead-Fibonacci dizisi igin iireteg matrisi:
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1 -1 1 -1 -1
o o - 0 O
1 0 0 O
Gk+1 =
0 0 O
L 0 1 0_(k+l)><(k+l)

seklinde belirlenmistir ve bu matris arrowhead-Fibonacci matrisi  olarak
adlandirilmaktadir.
n=>0 icin

a,(k+1)] [a.,(n+k+1)

(Ger)' ak*f(k) = ak”(?+k) (33.2)

ak+l (1) a‘k +1 (n + 1)

esitligi goriiliir. « tizerinden tiimevarim uygulanarak « >k i¢in arrowhead-Fibonacci

matrisinin « -inci kuvveti asagidaki gibi elde edilmistir:

[ An+k+1 n+k ]
A &
n+k n+k-1
A —

n_, n+k-1 ! n+k—2
(Gk+l) = & Gk+1 —

n+1 n
L a‘k +1 _a'k+l i

seklinde olup burada (k +1)><(k —1) boyutlu le+1 matrisi agagidaki gibidir:

B n+k n+k-1 n+l n+k n+k-1 n+k-2 n+k n+k-1
_(a‘k+1 +ak+1 +”'+ak+l) _(ak+l +ak+1 +a‘k+1 ) _(ak+1 +ak+1 ) —‘
n+k-1 n+k-2 n n+k-1 n+k-2 n+k-3 n+k-1 n+k-2
_(ak+l +ak+1 +”'+a‘k+l) _(ak+1 +a‘k+1 +ak+1 ) _(a‘k+1 +ak+1 )
L= n+k-2 n+k-3 n-1 n+k-2 n+k-3 n+k-4 n+k-2 n+k-3
Gk”‘ _(a‘k+1 + ak+1 +eeet ak+1 ) T _(a‘k+1 + ak+1 + a'k+l ) _(ak+l + ak+1 )
n n-1 n—k+1 n n-1 n-2 n n-1
L _(ak+l+ak+1 Tty ) _(ak+l+ak+l +ak+1) _(ak+1+ak+l) iE

Burada a',, notasyonu ile a,,,(u) gosterilmektedir [42].
Tekrarli dizilerin Simpson formulii {irete¢ matrislerin determinatlar1 yardimiyla
belirlenebilmektedir. detG,,, =(-1)" oldugundan her k>2 igin arrowhead-

Fibonacci dizisinin Simpson formiilleri kolayca elde edilebilir.
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Ornek 3.3.1: n>2 ve detG, = -1 igin

ag+3 _(a;H-Z + a;+1) _ag+2
n _ n+2 n+l n n+1
(Gs) =8 _(as +as) —8;
n+l n a?r:—l) —a!

n+l

a, - (83
oldugundan {ag(n)} dizisinin Simpson formiilii asagidaki gibidir [42]:

a3n+3 (aSn )2 _ 2a§+2ag+la§ + (a’ngZ )2 ag—l +(ag+l )3 _ a’2+3agn+la§—l =1.

Sonu¢ 3.3.1: k > 2igin a,,,(n) , n-inci arrowhead-Fibonacci sayisi olsun. O halde

akﬂ(n) - Z b X(tl+"'+tk+1](_1)k+l

(‘112-~-vtk+1)t1+t2 ot bty

olup burada toplam negatif olmayan tam sayilar iizerinde t, +2t, +---+(k +1)t,,, =n

kosulunu saglamaktadir [42].
Ispat: Teorem 2.1.4 de v=k+1, u=n, i=j=k+1, k=1 ve k,=---=k ,=-1

olarak segilirse (G, ,,)" matrisinden sonug agik olarak gériiliir.

Lemma 3.3.1: Arrowhead-Fibonacci dizisinin karakteristik denklemi
X XK XX 4 +1=0

olup bu denklemin ¢ok katli kokii yoktur [42].

ispat: f(x)=x*""—=x*+x**+x*2+...41 olsun. Buradan

PRRRINOEE W (5 o
x-1 x-1

yazilabilir. Bu durumda tiim k >2 degerleri igin f (0)=1ve f(1)=k oldugu agik bir
sekilde goriilmektedir. u, f(x) in bir ¢ok katl kokii olsun. Bu durumda u ¢ {0,1} dr.

Eger u, f (x) in bir ¢ok katli kokii ise, bu durumda f(u)= 0 ve f'(u): 0 olmalidir.

f'(uU)=0 ve u=0 oldugundanu1:1+i% ve u1:1—i% elde edilir. Fakat

+2 +

)k - (k+2)2
2k +3

f (U) =0 oldugundan u"((u ~1) +1)= 1 olur. Boylece (U ve
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2
(u,) = & :E)k2+ ZZ 27 sonucuna varilir. Bu durum ise bir ¢eliski teskil eder ve bu
+1) +(k+

celigki ile ispat tamamlanmis olur.

Eger XX x4 %24 +1=0 denkleminin kokleri Xy Xp,eey Xy 156, Lemma
3.3.1 ile bu koklerin birbirinden farkli oldugu basit bir sekilde goriilmektedir.
(k+1)x(k+1) boyutlu V*** Vandermonde matrisi

_(X1)k (Xz)k (Xk+l)k_
(Xl.)kil (Xz.)kil (ng)kil

V k+1 =
1 XZ Xk+1
1 1 1
seklinde ifade edilsin.
U/ matrisi:
(Xl)n+k+l—i

Uik+1 _ (X2 )n'+k+l—i

(X ).n+k+l—i
k+1

seklinde gosterilsin ve (k+1)x(k+1) boyutlu V5" matrisi, V¥ matrisinin  j -inci
stitununu U™ siitun matrisiyle degistirilmesi sonucu elde edilsin [42].
Teorem 3.3.1: n>k>2 icin (G,,,)" = [g ] olmak iizere

o _ detVs?
g = ‘
T detv it

dir [42].

Ispat: X, %X,,..., X1, Gy, matrisinin 6zdegerleri olup ve birbirinden farkli oldugu igin

G, matrisi kosegenlestirilebilirdir. Dk+1=(X1,X2,...,Xk+1) olsun. Bu durumda
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G,V =V*ID,  esitligi elde edilir. etV #0 oldugundan V** matrisi tersinir

matristir. Boylece (\/M) G,V " =D,,, esitligi saglanir ki, bu da G,,, matrisinin
D,,, matrisine benzer oldugunu gostermektedir. Dolayisiyla n>k>2 igin

(G.,)'V**=v**(D,,,)" oldugu goriilmektedir. Bu durumda,

gi(,q)(xl)k-'_gi(;)(xl) +- "‘gu(rl?u_(Xl)nHHLi
6106 #0206+ o =

gl(q) (Xkﬂ)k + gi(’f;) (Xk+l) 4ot gl(fll)+l — (Xk+l)n+k+17i

lineer denklem sistemi yazilabilmektedir. Her i, j=12,...,k+1 i¢in lineer denklem
sisteminin ¢oziimiinden

detV; KgF
detV =

(n) —
gl j

oldugu goriilmektedir.

Asagidaki sonug ile arrowhead-Fibonacci sayilari igin Binet formiilii elde edilmistir:

Sonu¢ 3.3.2: k=2 igin am(n), n -inci arrowhead-Fibonacci sayisi olmak {izere

— detvkk;fkﬂ
ak+1 (n) - detV k+1

esitligi elde edilir [42].

Tamum 3.3.2: nxn boyutlu M,,(n) = [m®] siiper kosegen matrisi:

egeri=j=aise 1<a<n
1 ve
m.(f‘.): iza+lvej=aisel<a<n-1,
-1 egeri=a-uvej=aiseutl<a<nvel<u<k,

0 diger durumlarda

seklinde tanimlanmustir.

Yani M,,,(n)=m®] siiper kosegen matrisi:
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-1 -1 -1 0 0 0 0
-1 -1 -1 0 0
1 -1 -1 -1 0

Mk+1(n): 0 - 0 1 1 -1 -1 - -1 0
0 0 0 1 -1 -1 -1

0 0 0 1 1 -1 -1

0 0 0 0 1 -1

0 0 0 0 1]

seklindedir [42].
Teorem 3.3.2: n>1ve k> 2igin

perM,,, (n) =a,,, (n+k+1)

esitligi elde edilir ve burada perM, ,,(1)=1dir [42].

Ispat: ilk olarak n <4 durumu goz oniine alinsin. Bu durumda MM(Z) ve MM(B)

matrisleri
1 -1
M, . (2)=
ORI
ve
1 -1 -1
Mk+1(3)_ 1 1 1
0 1 1

seklindeki formlara indirgenir. Buradan perMM(Z) =0 ve peer+1(3) =—2 oldugu
acikga goriillir ve arrowhead-Fibonacci dizisinin  tanimindan akﬂ(k + 2) =1,
a,(k+3)=1 ve a_,(k+4)=-2 esitlikleri elde edilir. Bdylece n<4durumu igin
sonuca ulasilir. $imdi n>4 icin perM,,, (n)=a,,(n+k+1) esitliginin saglandigim

kabul edelim. Bu durumda, denklemin n+1 icin de saglandig1 gosterilmelidir. Eger

M,.,(n) matrisinin birinci satirina gére Laplace agilimi uygulanarak perM,., (n)

genisletilir ise
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perM,,, (n+1) = perM,, (n)— perM, , (n—1)—---— perM,,, (n—k)
esitligi elde edilir. perM,,,(n)=a.,(n+k+1), perM,,(n-1)=a,,(n+k),...

perM, ,(n—k)=a,,(n+1) oldugundan, perM,,(n+1)=a,,(n+k+2) esitligi elde

edilir. Boylece ispat tamamlanmuis olur.

Tanim 3.3.3: k>2 ve n>k+1 olmak iizere NxN boyutlu R_,(n)= [r,(T)] matrisi:
egeri=j=aise1<a<n,
i=a+lvej=aisel<a<n-k-1

r” = ve
i=n-k+aven—k+a<j<nisel<a<n-k-1,
-1 egeri=avej=a+uisel<a<n-kvel<u<k,

0 diger durumlarda

seklinde tanimlanmustir.

Yani R, (n) matrisi:

(k +1)-inci
s
1 -1 ... .1 0 O - 0O O O]
-1 ... -1 0 0 --- 0 O
1 -1 .- -1 0 0 - O
Ra(M=lg ... 0 1 1 -1 .. -1 -1 0
00 « 0 1 1 -1 « -1 —1f<(n=k)-inci
0O 0 O 0O 0 1 1 1
0 0
0 0 0 |

seklindedir [42].

Tamum 3.3.4: k >2 ve n>k+2 olmak iizere NxN boyutlu T, ,(n)= [t | matrisi:
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(k+1)-inci
!

Tk+l(n) =
Rk+l(n _1)

seklinde tanimlanir [42].

Teorem 3.3.3: k> 2 igin ak+1(n), n -inci arrowhead-Fibonacci sayisi olmak iizere
I. n>k+1 i¢in
perR.,(n) =2, (n+1)
esitligi elde edilir.
ii. n>k+2 i¢in
n
perT,,,(n)= ;akﬂ (i)

esitligi elde edilir [42].

Ispat: i. Denklemin n>k+1 icin saglandig: kabul edelim. Bu durumda, denklemin

v+1 igin de saglandig1 gosterilmelidir. R, (n) matrisinin birinci satirina gore Laplace

acilimi uygulanarak perRM(n) genisletilir ise
perR,,,(n+1)= perR, ,(n)- perR_,(n—1)—---— perR, ,(n—k).
esitligi elde edilir. Ayrica
perR,(n)=a,,,(n+1), perR ,(n-1)=a,,(n),..., perR_,(n—k)=a,,(n—k +1),

oldugundan perR,,, (n+1)=a,, (n+2) esitligi elde edilir.
ii. T.,(n) matrisinin birinci satirma goére Laplace agihmi uygulanarak peer+1(n)

genisletilir ise
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perT,,,(n) = perT,,(n—1)+ perR, (n)

esitligi elde edilir. Teorem 3.3.3 i den ve n iizerinde timevarim yonteminden ispat
gorilir.
k> 2i¢in {ak+1(n)} arrowhead-Fibonacci dizisinin iirete¢ fonksiyonu

k

X
g(X):l—x+x2+---+x“”

seklindedir ve burada dir [42].
Asagidaki Teorem ile iirete¢ fonksiyonu yardimiyla arrowhead-Fibonacci sayilarimin

tistel temsili verilmistir.

Teorem 3.3.4: Arrowhead- Fibonacci sayilarinin {istel temsili asagidaki gibidir [42]:

g(x)=x* exp[ixTi(l_x_...xk)‘J.

i=1

ispat: INg(X)= INX* —In{l— X+ X +---+ )

ve

—In(l—x+x2+---+xk+l):—In(l—(x—xz—---—x“l)):i)f

oldugundan

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmuis olur.

n>1ve k >2igin
n
Sn = Zak+l(i)
i=1

olsun. (k + 2)>< (k + 2) boyutlu A, ., matrisi asagidaki gibi gosterilsin:
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o b

Gk+1

Bu durumda (A, ,,)" matrisi:

(Ak+2 )n = Sn-;—k—l (Gk+1)n

seklinde olur [42].

3.3.1. M Modiiliine Gore Arrowhead-Fibonacci Dizileri

{a,..(n)} Arrowhead-Fibonacci dizisi bir m modiiliine gre indirgenirse, tekrar eden,

{alrll (n)} = {alinJrl (1)’ aILnJrl (2)’ et alinJrl (I )’ . }
indirgemeli dizi elde edilir ve burada a",(i) ile a,,,(i)(modm) gosterilir. Bu bagint:

(3.3.1)’deki baginti ile aynidir.

Teorem 3.3.1.1: k=2 icin {a",(n)} dizisi basit periyodik bir dizidir. Yani dizi

periyodiktir ve dizi baslangi¢ degerlerine donerek tekrar eder [42].

Ispat: X :{(xl,xz,..‘,xk+1)| Oﬁxiﬁm—l} olsun. Z_ nin elemanlarinin m“ tane

farkh K +1-tiplisi meveut oldugundan, bu k +1-tiplilerden en az bir tanesi {a[",(n)}

dizisinde iki kez ortaya g¢ikar. Bundan dolay:r bu k+1-lileri takip eden alt dizi
tekrarlanir, boylece dizi periyodiktir. U >V olmak iizere

ac, (u+l)=a7, (v+1),a., (u+2)=a’,(v+2),...,a0, (u+k+1)=a’, (v+k+1)
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ise u=v(modk +1) oldugu sonucuna ulasilir. Arrowhead-Fibonacci dizisi tanimindan
a’ (n)=—a",(n+k+1)+a",(n+k)-a",(n+k -1)—---—a", (n+1)
olacaktir. Boylece bu esitlik kullanilarak
ac, (U)=a7,(v), a, (u-1)=ag,(v-1),...,.a0, (u-v+1)=a;, (1)

elde edilir ki bu da {a,(n)} dizisinin basit periyodik oldugunu gosterir.
{am,(n)} dizisinin periyodu R, (m)ile gosterilsin.

Ornek 3.3.1.1: 18%(n)}=10,0,0,1,1,0,0,0,1,1,...} dizisi ele almnursa, bu dizi her 5 terimde
bir baslangic elemanlariyla tekrar edip P, (2) =5 olur [42].

detG,,, = (—1)k+l oldugundan m nin tiim pozitif tam say1 degeri i¢in <Gk+1>m devirli bir

gruptur. (3.3.2) den k> 2igin P,.,(M)=|(G,.,), | oldugu goriilir.

Teorem 3.3.1.2: i. p bir asal say1 ve U, Pk+l(p”+l)¢ Pk+l(p“) olacak sekilde en kiigiik

pozitif tam say1 olsun. Bu takdirde her v>u ve k>2 igin P,(p')= p**-R..(p)

olur.

ii. u>1 olmak lizere m= H( P, )ai olacak sekilde asal ¢arpanlarina ayrilmis olsun. Bu
i=1

durumda k > 2 igin PM(m) , Pk+l(( p, )i ) lerin en kiiciik ortak katina esittir.
lii. k>2 olmak iizere eger k bir ¢ift tam say1 ise, bu durumda her m pozitif tam

sayisl igin Pm(m) bir ¢ift sayidir [42].

spar: i. 1, (k+1)x(k+1) tipinde birim matris ve t, (G,.,)*" " =1 (mod p*)
olacak sekilde pozitif bir tam say1 ise (GM)Pk*l(pM) =1(mod p') dir. Bylece PM( pt)

mn B, (p") yi boldigi gorilmektedit. Ote yandan (G, etl™) = 1+(a. p)

iyl

yazilarak binom agilimi yardimiyla
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p

(G0 = (1o fel o) =3 7 )

i=0

I (mod p'**)

esitligi elde edilir ki, bu esitlik yardimiyla P,,(p')p nin P,(p') tarafindan
bolinebilir  oldugunu  gbsterir.  Boylece  R,(p™)=P.,(p') ya da
Pkﬂ(p”l): Pk+1(pt)- p oldugunu gosterir ki buradaki ikinci durum, ancak ve ancak p
tarafindan bolinemeyen bir aI(‘J) nin varligi ile miimkindiir. u, PM(p‘”l);t Pk+1(p”)

olacak sekilde en kiiciik pozitif tam say1 oldugundan p tarafindan bdliinemeyen bir

al(‘]) vardir. p tarafindan boliinemeyen bir al(‘J) oldugundan p tarafindan boliinemeyen
bir &l varligi da agiktir. Dolayisiyla P..(p"?)% P, (p**) sonucu elde edilir ve bu

durumu g6z 6niinde bulundurarak

R.a(p*?)=p-Pea(p®?)= p-(p-Rea(p®))= p?-Roa(p*)

esitligine ulasilir. Boylece U tizerinden tiimevarim yontemi kullanilarak her vV > U igin

Pa(P)=p"Pu(p) elde edili.  Ozellikle  P,(p?)=R.(p) ise
Pk+l( pv) = pv_l ) Pk+l( p) Olur-

i, {aiiil)ai (n)} dizisi sadece 4-R,

(p.)%), (4 eN)uzunlugundaki bloklarda tekrar

eder. Ayrica P, +1(m), {aﬂl(n)} dizisinin periyodu oldugundan, {aﬁ’i.l Fi (n)} dizisi tim

I degeri igin Pk+1(m) terimde bir tekrar eder. Boylece tim i degeri i¢in Pk+1(m) periyodu

/1-Pk+l((pi )“i) seklinde olup, bu say1 P,,;(m) nin periyodunu vermektedir. Dolayisiyla
R (m)= okek[Pkﬂ(( pl)”i),..., Pk+1(( D, )" )} elde edilmektedir.

iii. Her k c¢ift tam sayis1 i¢in detG,,, =-1 ve Pk+1(m):‘<Gk+1>m‘ oldugundan sonug

acik olarak goriiliir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. Arrowhead-Pell Dizileri

Genellestirilmis k -mertebeden Pell dizisi i¢in karakteristik polinom
P(x)=x—2x"=x“?—...—x-1
seklindedir.

P(x) polinomunun katsayilari yardimiyla tammlanan Az[aij :I(k+1)><(k+1) arrowhead

matrisi asagidaki gibidir:

(1 -2 -1 .. -1 1]
2 -2 0 - 0 0
-l -1 0 .—1 0 | 0
-1 0 -1 0
-1 0 - 0 0 -1]

A matrisi kullanilarak arrowhead-Pell dizisi asagidaki gibi tanimlanmistir:

Tamm 4.1.1: k>2 ve n>1 igin arrowhead-Pell dizisi
s (1= 8, (2) = =3, (K) =0, 3 (k+1) =1
baslangi¢ degerleri ile
a., (n+k+1)=a,(n+k)-2a,(n+k-1)-a, (n+k-2)---—a,(n) (411)

seklindeki indirgeme bagntisi ile tanimlanir [3].

lirete¢ matrisi:

1 -2 -1 PP -
1 O 0 0 0 O
o1 0 0 - 0 O
M,=0 0 1 0 O 0
0O 0 --- 0
_O o 0 - 0 J(k+1)(k+2)

seklinde belirlenmistir ve bu matris arrowhead-Pell matrisi olarak adlandirilmaktadir.
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a>k-1 igin
8, (k+1)| |a.(n+k+1)
ak+l(k) _ ak+l(n+k)

(M)
a'k+1 (1) a'k+1 (n + 1)
esitligi goriillir. @ >k —1 i¢in « flzerinden tiimevarim uygulanarak arrowhead-Pell

matrisinin o -inci kuvveti asagidaki gibi elde edilmistir:

i. k =2 icin
aéHS a§z+4 _ aga+3 _a§z+2
a a+2 a+3 a+2 a+l
(M) =| a5 af-ai? —a;
a§2+1 aé1+2 _ aéz+l _aéz
I. k>3 igin
[ 4 a+k+l a+k+2 a+k+1 a+k ]
A Ay 9y —A
a+k a+k+1 a+k a+k-1
Ayi1 A & —A
i a+k-1 a+k a+k-1 * a+k-2
(M k ) =1 & Q1 & M kT
a+l a+2 a+l a
L a‘k+l ak+l _ak+l _ak+1 J

dir. Burada (k +1)x(k —2) boyutlu M, matrisi asagidaki gibidir [3]:

a+2 a+3 a+k a+3 a+4 a+k a+k-1 a+k ]
Qe Ty T T Ry Qg TR T T Ay — T &y
a+l a+2 a+k-1 a+2 a+3 a+k-1 a+k-2 a+k-1
Qg T T T8y Ay T8y T T Ay T8 TRy
*_ a a+l a+k-2 a+l a+2 a+k-2 a+k-3 a+k-2
M k= T T8 T T & &g T8y T TRy A1 T
a+2-k a+3-k a a+3-k a+4-K a a-1 a
__ak+1 Sy T Ty TRy T8y TRy Qg —dy

Ornek 4.1.1: k = 4 igin arrowhead-Pell matrisinin o -inci kuvveti

a+d +47]

—

a+3

— a5

a+4

— 8

a+3

_a5

a+2

—a

+5 a5a+6 _ agHS
a+b a+4 a+l a+3 a+2 a+3 a+3

a " —4 —a5 a " —4 - —& —a5

a a
as —d5
ag

a a a+4 a+3 a a+l a+2 a+l a+2 a+2

(M4) =8 & —& & & & -8 —& —&5
asa _ aa+l
ag

a+2

a+3 a+2 a-1 a a+l a a+l
a5  —a —8 —8 —& —8 — 8 5
aa+2 _ aéHl _aéz—Z _ agz—l _ aa _aa—l _ aéx _aa
5 5 5 5

seklindedir [3].
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Lemma 4.1.1: Arrowhead-Pell dizisinin karakteristik denklemi
XX 22X X 4 1=0

olup bu denklemin ¢ok katli kokii yoktur [3].

Ispat: f(x)=x""—x*+2x*" +x“? +-..+1 polinomunu

xt -1

f(x)=x"=x +2x"+
x—1

olarak yazilabilir. Bu durumda k > 2 igin f (0)=0ve f (1)=0 oldugu agiktir.

6= (x=1) f (x
olarak alinirsa
g(x)=x"2—2x " 4+3x —x 1 -1

olur. z#0 ve z#1 olmak iizere z nin, g(x) in bir ¢ok katli kokii oldugunu kabul
edelim. Bu durumda z, g(x) in bir ok katl kokii oldugundan g(z)=0ve g (z)=0
olmaldir. g (z)=0 durumu goz oniine almirsa

g9 (2)=(k+2)z" -2(k+1) z* +3kz"* - (k-1) 2

=7 ((k+2)2°-2(k +1) 2 +3kz—k +1) =0

olmalidir. Buradan z # 0 oldugundan z*-2 ((k +2)z%—2(k+1)z? +3kz —k +1) =0 dir.

Bu ifadenin kokleri

1
2+2k —(6+3k)[23 (5K +10k —4)j
z = T+

(6+3k)° (—11k3 —33k2 — 60K — 92+ 3/3/23K® +138Kk° + 267k * +192k® + 216k + 480K +3o4)g

1

(—11k3 —33k? — 60K — 92+ 34/3+/23k® +138K® + 267k* +192k® + 216k + 480K +304)5

1
3x2%(2+k)

2+2k+(6+3k)((1+i\/§)(5k2 +10k—4))

&= 2 1
(6+3K)" x 2 (124 ~33K” ~60k ~92+ 3/3V/23K" + 138" + 267k +192° + 216k” + 480K +304 )’
1
((1—iJ§))(—11k3 —33K2 — 60k — 92 + 3/34/23k°® +138K° + 267k +192k°® + 216k + 480k +304)3
1
6x2%(2+k)
ve
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Z; =

242k +(6+3k)((1— iv/3)(5Kk” +10k —4))

2 =
(6+3K)°x2° (~11K° ~33K" ~60k ~92+ 3323k +138K" + 267k" +192K” + 216k” + 480k + 304 |

1

1

((1+ i«/§))(—11k3 —33k? — 60k — 92+ 34/31/23K® +138k° + 267k* +192k* + 216k? + 480k + 304)5

1

6x23(2+k)

oldugu goriilmektedir. Bu durumda k>2 igin g(z,)=0, g(z,)=0 ve g(z,)=0

oldugundan bir ¢eliski elde edilir ve bu ¢eliski ile Lemmanin ispat1 tamamlanir.

X xk 4 2% 4+ X2 +...41=0 denkleminin kokleri X Xoyoeny Xy

ise, Lemma 4.1.1

ile bu koklerin birbirinden farkli oldugu gériilmektedir. Ayrica M, arrowhead-Pell

matrisinin  karakteristik polinomunun ayn1 zamanda arrowhead-Pell

sayilarinin

karakteristik denklemi oldugundan X, X,,...,X., ler M, arrowhead-Pell matrisinin

ozdegerleri olup, bu Ozdegerler birbirinden farkli olur. Boylece M, matrisinin

kosegenlestirilebilir oldugu sdylenebilir.

(k+1)x(k+1) boyutlu V¥ Vandermonde matrisinin

Vk+1 —

seklinde ifade edildigini diisiinelim.

Wt matrisi:

seklinde gosterilsin ve V" matris

(%) (%)
(Xi)kfl (Xz)kfl .
X X,
1
B (Xi)a+k+lfi
W.k+l _ (X2 )a+k+l—|
_(Xk+l)a+k+lfi
i Vk+l

matrisiyle degistirilmesi sonucu elde edilsin [3].

46

(%) |

( Xk+l )k71

Xk +1

1

matrisinin ] -inci siitununun
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Teorem 4.1.1: o>k —1ve k >2 icin (M, )" =[ m¢ | olmak iizere

e _ detV"
mee = ’
" detv it

dir [3].

Ispat: X, X,,..., %, OzdeZerleri birbirinden farkli oldugu igin M, matrisi
kosegenlestirilebilirdir. G, =(X,%,,...X,,;) olsun. Bu durumda M, matrisi
kosegenlestirilebilir  oldugundan MkVk+l =Vk+1Gk+l esitligi elde edilir. Ayrica
detV** %0 oldugundan V¥ matrisi tersinir matristir. Boylece (VM)_1 MVt =G,
esitligi saglanir ki, bu da M, matrisinin G,,, matrisine benzer oldugunu
gostermektedir. Benzer matrislerin kuvvetleri de benzer oldugundan o>k -1 ve k>2

i¢in (M, )"Vt =v (G, ;)" elde edilir. Bu durumda

a+k+1-i

mikia (Xl)k + mik',za (Xl)k—l +"'+mik,f<i1 = (X1)
mik,ia (X2 )k + mik,éa (X2 )k—l deeey mik,lg-l — (X2 )a+k+17i

a+k+1-i

K, k K, k-1 ko —
m;;" (Xk+1) +my (Xk+1) +eetmyl; = (Xk+1)
lineer denklem sistemi yazilabilmektedir. Her i, j=1,2,...,k+1 i¢in lineer denklem
sisteminin ¢ozlimiinden

. _ detV"
mee = ’
" detv !

oldugu goriilmektedir.

Arrowhead-Pell sayilar1 i¢in Binet formiilii agsagidaki gibi elde edilmistir.

Sonu¢ 4.1.1: k>2 i¢in a, , (a), a -inci arrowhead-Pell sayis1 olmak {izere

k+1
dEth+l,k+l

(@)= TRtV

esitligi elde edilir [3].
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Dizinin companion matris formundaki iirete¢ matrisleri géz oniinde bulundurularak
asagidaki gibi bir siliper-kdsegen matris tanimlanmistir ve bu matrisin permanent

degerleri iizerinden de dizinin permanental temsili elde edilmistir.

Tamm 4.1.2: u>k+1 i¢in UxU boyutlu R(u,k)= [n?jk] stiper kosegen matrisi:

egeri=tvej=tisel<t<u
1 ve

i=t+lvej=tisel<t<u-1,
-2 egeri=tvej=t+lisel<t<u-1,
= egeri=tvej=t+2isel<t<u-2,
4 i=tvej=t+3isel<t<u-3,
i=tvej=t+kisel<t<u-Kk,
0 diger durumlarda

seklinde tanimlanmustir.
Yani R(u,k)= [rif'j'k] siiper kosegen matrisi:

(k+1)-inci

N
1T -2 -1 - -1 0 0 0O - O]
-2 -1 ... - 0 0 0
1 -2 -1 ... -1 0 0
R(UK) = 0 0 1 2 -1 -1 0
’ 0 0 1 -2 -1 -1
0 0 0 O 0 1 -2 -1
0 0 0 O 1 1 =2
00 0 0 0 0 1 1|

seklindedir [3].

Teorem4.1.2: u>k+1 igin
perR(u,k)=a,, (u+k+1)

esitligi elde edilir [3].
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Ispat: u>k+1 igin perR(u,k)=a,,, (u+k+1) esitliginin saglandigim kabul edelim.
Bu durumda, denklemin u+1 igin de saglandigi gosterilmelidir. R(u,k) matrisinin
birinci satirma gére Laplace agilimi uygulanarak perR(u,k) genisletilir ise

perR(u+1,k) = perR(u,k)—2perR(u—1,k)— perR(u—2,k)—---— perR(u—k,k)
esitligi elde edilir.

perR(u,k)=a,, (u+k+1), perR(u—-1,k)=a,, (u+k),
perR(u—2,k)=a,, (u+k-1),..., perR(u—k,k) =a,, (u+1)

oldugundan perR(u+1,k)=a,,(u+k+2) esitligi elde edilir. Boylece ispat

tamamlanmis olur.

Tamm 4.1.3: u>Kk+1 i¢in UxU boyutlu H (u,k)= [hi‘f’jk] matrisi:

egeri=tvej=tisel<t<u,
i=t+lvej=tisel<t<u—-k-1
ve
1 i=tvej=t+lisel<t<u-1,
I=tvej=t+2isel<t<u-2,

h' = i=tvej=t+k-lisel<t<u-k+1,

-2 egeri=tvej=t+lisel<t<u-k-1,

egeri=tvej=t+2isel<t<u-k-1,
i=tvej=t+3isel<t<u-k-1,

i=tvej=t+kisel<t<u-k-1,
0 diger durumlarda

seklinde tanimlanir.

Yani H (u,k) matrisi:
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(k+1)-inci

¢
1 2 1 .. -1 0 0 0 07
1 1 2 -1 10 0
01 1 -2 -1 1 0
HUkK)=lg .. 0 1 1 2 -1 .. 10 o
00 « 0 1 1 1 .. 1 1|c(u=k)-inci
0 0 0 0 0 1 1
00 0 0 0 0 0 1
00 0 0 0 O 0 |

seklindedir [3].

Tanm 4.1.4: u >k +2 olmak iizere UxU boyutlu P(u,k)=| py} | matrisi:

(u—kz-inci
1 0 . 0
i H(u-1k)

seklinde tanimlanir [3].

Teorem 4.1.3: k> 2 igin a,,, («), « -inci arrowhead-Pell say1s1 olmak iizere:
I. u>k+1 igin
perH (u,k)=a,,, (u+1)
esitligi elde edilir.
I. u>k+2 i¢in

perP (1.6) = 2. 1)

esitligi elde edilir [3].
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Ispat: 1. Teoremi ispatlamak i¢in U {izerinde tiimevarim ydntemini uygulayalim.
Denklemin u >k +1 i¢in saglandigi kabul edelim. Bu durumda denklemin u+1 igin de

saglandig1 gosterilmelidir. Eger H (u, k) matrisinin birinci satirina gére Laplace agilimi
uygulanarak perH (u,k) genisletilir ise
perH (u+1,k) = perH (u,k)—2perH (u—1,k)— perH (u—2,k)—---— perH (u—k,k)
esitligi elde edilir.
perH (u,k)=a, (u+1), perH (u-1,k)=a,,(u),
perH (u-2,k)=a,,(u-1),..., perH (u—k,k)=a,, (u—k+1)
oldugundan perH (u+1,k)=a,, (u+2) esitligi elde edilir. Béylece ispat tamamlanmig

olur.
ii. P(u,k) matrisinin birinci satirma goére Laplace agilimi uygulanarak perP (u,k)
genisletilir ise

perP (u,k) = perP(u—1,k)+ perH (u—1,k)
esitligi elde edilir. Teorem 4.1.3 i. den ve U {izerinde tiimevarim yonteminden ispat
goriiliir.
Arrowhead-Pell sayilari i¢in determinantal temsiller asagidaki gibi elde edilmistir.

u>k+2 icin UxU boyutlu bir T matrisi

1 01 1 ]
-1 1 1
1 -1 1
T={. . .
1 -1 1 1
I 1 1 -1 1]
seklinde tanimlansin. Bu durumda perR(u,k) = det ( R(u,k)-T ) ,

perH (u,k)=det(H (u,k)-T) ve perP(u,k)=det(P(u,k)-T) esitlikleri elde edilir.

Sonu¢ 4.1.2: u>Kk+2 igin
det(R(u,k)-T)=a,, (u+k+1)
det(H (u,k)-T)=a,,(u+1)

ve
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det(P(u,k)-T)= ZU:am(i)
i=1
esitlikleri elde edilir [3].

Asagidaki sonug ile arrowhead-Pell sayilari igin toplamsal temsil verilmistir.

Sonu¢ 4.1.3: a,,,(a), & -inc1 arrowhead-Pell say1s1 olsun. O halde

Ay (a) =_ Z b y (tl 4o +tk+1](_2)t2 (_1)t3+t4+-~-+tk+1

(tl,tz._,tkﬂ)ti"'tz ety bty

olup burada toplam negatif olmayan tam sayilar iizerinde t, +2t, +---+(k+1)t,,, =&
kosulunu saglamaktadir.

Ispat: Teorem 2.1.4 de i=k+1, j=k+1 ve k =1k, =-2, k; =---=k,,, =—1 olarak

segilirse (M, )" matrisinden sonug agik olarak goriiliir.
Arrowhead-Pell sayilar1 igin iirete¢ fonksiyonu goz Oniline alalim. Katsayilari
arrowhead-Pell sayilari olan
9 (X) =8, () +a,, (2)X+a., (3) X+ +a, (K+1) X +a ., (k+2) X+ +
+a,, (N+K+1)x™ +..
fonksiyonunu tanimlayalim. Buna gore,
(1=x+2x 43 4+ X ) g* (x)
=3, (1)+a, (2)X+a,, (3)X* +-+a, (K+1)X +a,,, (k+2) X +--+a,, (Nn+k+1)x"™  +.--
-8, ()x—a.,(2)x* —a,,(3)x° ——a, (k+1)x* —a, (k+2)x*? —.—a, (n+Kk+1) X" —...

+2a,,, (1)x* +2a,,,(2)x* +2a,,, (3)x* +---+2a,, (K+1)x*** +2a,, (k+2)X"° +---+ 23, (N +k +1) X" +...

k+1 k+2

A, (U)X +a, (2) X +a,, (3) X+ +a ., (k+1)x* ™ +a,,, (k+2)x* %+ +a,,, (N+Kk+1) X" 4

esitligi elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilarak ve arrowhead-Pell sayilar

tanimindan yararlanarak
(1-x+2x7 45+ x"”)gk (X)=ay,, (k+1)x =x"

oldugu goriiliir. Buradan arrowhead-Pell sayilar i¢in iirete¢ fonksiyonu;
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k

g () :

1= X+2X2 + X0 4+ 4 X

olarak elde edilir ve burada k > 2 dir.
Asagidaki Teorem ile iireteg fonksiyonu kullanilarak arrowhead-Pell sayilarinin istel

temsili verilmistir.

Teorem 4.1.4: Arrowhead-Pell sayilarinin iistel temsili asagidaki gibidir [3]:

g“(x)=x"exp i@(l_zx_xz_m_xk)i |

i=1

Ispat: In g“(x)=Inx" —In(l—x+2x2 +x3+---+xk*1)

ve
1 2
—In(l—x+2x2+x3+---+xk*1)=—[—x(l—2x—x2—---—xk)—§x2(1—2x—x2—---—xk) —
—lx”(l—Zx—xz—---—xk)n—---]
n
oldugundan

In

gkx(kx) :2@(1—2x—x2—---—xk)i

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

a>1ve k>2 igin
Sa = Zak+l(i)
i=1

olsun. (k+2)x(k+2) boyutlu G, matrisi asagidaki gibi gosterilsin:

1 0 - 0
1

Bu durumda (G, )* matrisi:
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1 0 (ﬂ

seklinde elde edilir [3].

4.2. M Modiiliine Gore Arrowhead-Pell dizileri

a; ler tam sayilar olmak Uzere verilen bir A:[aij] matrisi i¢in, A matrisinin her
elemanmnin modm ye gore indirgenmesi A(modm) seklinde ifade edilir. Yani,
A(modm)=a; (modm) dir. (A) ={A' (modm)|i>0} kiimesini gbz niine alalim.
Eger obeb(m,det A)=1 ise (A) bir devirli grup olur. ‘<A>m‘ ile (A)_ nin mertebesi
gosterilmigtir.

M, arrowhead-Pell matrisi i¢in det M, =(-1)"* oldugundan m nin tiim pozitif tam
say1 degeri i¢in (M, ) devirli bir gruptur.

(M,)_ icin asagidaki teoremleri verilebilir.

Teorem 4.2.1: r bir asal sayr ve <Mk>rm devirli bir grup olsun. Eger u,

|<Mk>r| =|<Mk>ru

v—u

esitligini saglayan en biiyiik pozitif tam say1 ise bu takdirde v>u

icin |<|\/|k>rv =r

<Mk>r| esitligi yazilir. Ozellikle |<Mk>r|¢|<Mk>r2| ise, her v>2

— r.vfl

1(;11'1 |<M k >rV

(M,),| olur [4].

Ispat: (M,).m devirli grubunu ele alalim. Farzedelim ki b pozitif bir tam say1 olsun ve

rb+l)

h(rm) ile  gosterilsin.  Eger (M, )h( =1 (mod rb+l) ise

(M),

(M, )h(rb+l)

=I(modr®) dir. Burada I, (k+2)x(k +1) tipinde birim matristir. Boylece
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h(r®) nin h(r*?) yi boldigi gorimektedir. Ayrica (M, V(") = 1 +(m®r) esitligi

]

yazilarak, binom ag¢ilimindan

7 (et =3[t = (e

i—o \ I
elde edilir ki, bu da h(rb+1) “nin h(rb)-l’ tarafindan boliinebilir oldugunu gosterir.
Boylece h(l‘b+l): h(l’b) ya da h(l‘bﬂ): h(rb)-r dir. Ancak h(l‘b”): h(rb)-r esitligin
saglanmasi, r tarafindan bolinemeyen bir mi(jb) nin var olmas: ile miimkiindiir. u,
h(r): h(r”) esitligi saglayan en biiyiik pozitif tam sayi1 oldugundan h(r”);t h(r“*l)
esitsizligi yazilir ve bu esitsizlik, r tarafindan bolinemeyen bir mi(j“”) nin mevcut
oldugunu gosterir. Dolayisiyla h(r“”);«t h(l’wz) sonucu elde edilir ve u iizerinden

tiimevarim yontemi kullanilarak ispat tamamlanir.

ak+l(n) arrowhead-Pell dizisi bir m modiiliine gore indirgenirse, tekrar eden,
{alinﬂ (n)} — {alinJrl (1)’ alin+l (2)1 g 00U alinJrl (I )’ - }
dizisi elde edilir ve burada &, (i) = a,, (i)(modm) dir. Bu bagint1 (4.1.1)’deki bagint:

ile aymdir.
Teorem 4.2.2: k >2 icin {aﬂl(n)} dizisi basit periyodik bir dizidir [4].

Ispat: Farzedelim ki Q={(q,,q,,...,q,.,) 0<q, <m-1} olsun bu durumda |Q|=m**!

k+1

dir. Z,, nin elemanlarmin m** tane farkli k +1-tiplisi mevcut oldugundan, bu k +1-

tiplilerden en az bir tanesi {aﬂl(n)} dizisinde iki kez ortaya ¢ikar. Bundan dolay: bu
k +1-lileri takip eden alt dizi tekrarlanir. Boylece dizi periyodiktir. 1> ] olmak iizere
al (i+1)=a",(j+1).a",(i+2)=a,(j+2)....a", (i+k+1)=a",(j+k+1)
Ise i = j(modk +1) oldugu sonucuna ulagilir. Arrowhead-Pell dizisi tammindan,
ay,()=a0,(i)al,(i-2)=ag,(j-1)...a%, (- j+1) =27, (1)
esitligi elde edilir ki bu da {a",(n)} dizisinin basit periyodik oldugunu gdsterir.

{am(n)} dizisinin periyodu L, ,(m) ile gosterilsin.
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Teorem 4.2.3: u>1 ve p; ler farkl asal sayilar olmak lizere m =H( p;)' olsun. Bu

i=1

takdirde L,,(m)= okek[LkH(( p.) ) Lea((2)7 ) Lea ()" )] dir [4].

Ispat: {aé‘fl)ri (n)} dizisinin periyodu L,,((p,)7) oldugundan bu dizi sadece

a-L, (( p; )ri ) , (2 eN) uzunlugundaki bloklarda tekrar eder. Ayrica Lk+1(m), {aﬂl(n)}

dizisinin periyodu oldugundan, her i degeri i¢in {aﬁﬁil)r‘ (n)} dizisi Lk+1(m) terimde bir

tekrar eder. Boylece, her i degeri i¢in Lk+l(m) periyodu « - Lk+1(( pi)ri ) seklinde olup bu

say1 {aﬂl(n)} dizisinin periyodu vermektedir. Dolayisiyla

Lk+l(m):okek[Lk+1(( pl)“), Lk+l(( pz)rz), Lk+1(( P )" )} elde edilmektedir.

4.3. Gruplarda Arrowhead-Pell Dizileri

Tamm 4.3.1: G grubu sonlu 2 -gerenli bir grup ve (x,y) ikilisi G nin geren ifti
olsun. n>1 i¢in ARkﬂ(G:x, y) arrowhead-Pell orbiti,

Xk+1(l) =X Xk+1(2) =Y, Xk+1(3) =&... Xk+1(k +1) =€
baslangig sartlari ile birlikte

X (MK +2) = (X0 (M) (Kea (N+1)) "X (MK =2)) " (Xea (N+k=1))* (%ea (n+K))

bagntisi ile tanimlanir [8].

Teorem 4.3.1: Sonlu bir G grubunun AR, ,(G:X,y) arrowhead-Pell orbiti basit

periyodiktir [8].

Ispat: G grubunun mertebesi p olsun. G grubunun elemanlarmin birbirinden farkh

stralt k +1-lilerin sayist p“"* oldugundan en az bir tanesi ARk+1(G:X, y) arrowhead-
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Pell orbitinde iki kez ortaya ¢ikar. Boylece bu tekrardan dolay: arrowhead-Pell orbiti

periyodiktir. Arrowhead-Pell orbiti periyodik oldugundan
Xk+1(g +1) = Xk+l(h +1)’ Xk+1(g + 2) = Xk+1<h + 2)’ cet Xk+l(g + k +l) = Xk+1(h + k +1)

olacak sekilde g=h(modk+1) sartim saglayan g ve h dogal sayilar vardir. Diger

taraftan arrowhead-Pell orbiti tanimindan

(X () = (e a (M+2) (s (14K =2)) (s (n+ K =D)) * (e (N + K6y (K +2)

yazilir. Bu nedenle Xk+1(9) = Xk+1(h) esitligi elde edilir. Boylece

Xk+1(g - h +1) = Xk+1(1)’ Xk+1(g - h + 2) = Xk+l(2)’ ten Xk+1(g - h + k +1) = Xk+1(k +l)
elde edilir ki bu da arrowhead-Pell orbitinin basit periyodik oldugu anlamina gelir.

LAR, ,(G:x,y) notasyonu ile AR, (G:x,y) arrowhead-Pell orbitinin periyot

uzunlugu gosterilsin.

Teorem 4.3.2: SD,, semidihedral grubunun arrowhead-Pell orbitinin periyot uzunlugu

2"2. L, (2) dir [8].

Ispat: ARM(SDzm X, y) orbitinin ilk k +1 elemam asagidaki gibidir:

Xk+1(l) =X Xk+1(2) = y’ Xk+1(3) = e’ ce Xk+1(k +1) =€

Boylece dizinin genel hali:
X1 (2 Lea (2)1+2) = X1 % 1 (2 Ly (2)i +2) = yx 27,
X1 (2 Lea (2)1 +3) = x5 %0 (2 Ly (2) 1+ k +1) = xet®
seklinde elde edilir. Burada 4, 4,,..., 4., ler obeb(4,4,,...,A4;)=1 olacak sekilde

pozitif tam sayilardir. Burada dizinin periyodunu belirlemek igin 4i =2""-k (keN)

olacak sekilde en kiigiik i dogal sayisinin belirlenmesi gerekmektedir. Bu durumda
j=2m3 secilirse,
) _ -2 _
Xk+1(2m ) Lk+1(2)+1) =X, Xk+1(2m ) Lk+1(2)+ 2) =Y,

X% (27 La(2)+3) =€ %, (277 Ly (2) +k+1) =€

57



elde edilir ve buradan arrowhead-Pell orbitinin (27 .1, ,(2))-inci elemandan sonra

tekrara basladigi agikca goriilmektedir. BoOylece arrowhead-Pell orbitinin periyot

uzunlugu 2" 2L, (2) olur.

Ornek 4.3.1: k=2 igin arrowhead-Pell orbitinin semidihedral grubundaki periyot

uzunlugunu goz oniine alalim. Bu durumda arrowhead-Pell orbitinin baslangig degerleri
X3 (1) = XX (2) =Y X% (3) =
seklindedir. Diger yandan {a32 (n)} dizisinin periyodu L,(2)=7 olup, arrowhead-Pell

orbiti asagidaki gibi ele edilir:

(0= x0(2)= 0, (3) =

X, (4)= X7, %,(5) = yx ', %, (6) = yx >,

X, (7) = yx*, %, (8) = x*™, %, (9) = yx°,

X, (10) = x°, (1):x( 7),x3(12):yx75(2 71),
(

X, (13) = yx*@" 1 x, (14) = yx 2, %, (15) = x°,
X, (16) = yx™*, %, (17) = €, %, (18) = x
Boylece arrowhead-Pell orbitinin genel hali asagidaki gibi ifade edilebilir:
X, (140 +1) = x5 %, (140 +2) = yx ', x,(14i +3) =
Burada i = 2™ secilirse,
X (2" 7+1) = %, %, (272 7+2) =y, %, (2777 +3) =
olup buradan da arrowhead-Pell orbitinin 2™%.7-inci elemandan sonra tekrara

basladigi acgikca goriilmektedir. Boylece k=2 oldugu durumda arrowhead-Pell

orbitinin periyot uzunlugunu 2™ -7 olur [8].

Ornek 4.3.2: k =3 igin arrowhead-Pell orbitinin SD,, semidihedral grubundaki periyot
uzunlugunu g6z oniine alalim.

SDy, = (X, y| X* =y* =e,yxy = x")
olmak iizere, k =3 igin, {af(n)} dizisinin periyodu L,(2)=6 olup, bu grupta k =3

icin arrowhead-Pell orbiti asagidaki gibi olur:
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(
X, (13) = x*, %, (14) = yx*, %, (15) = x*, %, (16) = X", ...,
X,(25)=x°,%,(26) = yx*, %, (27) = e,x,(28) = X°,...
X, (37)=x°,%,(38) = yx*,x,(39) = x*, %, (40) = x*,...,
X, (49) = x,%,(50) = y,x,(51) =e,x,(52) = e,....

Buradan  x,(1)=x,(49)=x,  x(2)=x(50)=y, x(3)=x(51)=e ve
X,(4)=x,(52)=e olup, k=3 igin arrowhead-Pell orbitinin SD,, semidihedral

grubundaki periyot uzunlugu 48 dir [8].

4.4. Arrowhead-Jacobsthal Dizileri

Genellestirilmis k -mertebeden Jacobsthal dizisi i¢in karakteristik polinom

J(X)=x =xF—2x 2 —xC.—x-1

seklindedir.
J (x) polinomunun katsayilar yardimiyla B = [bij :'(k+l)><(k+l) arrowhead matrisi:
1 -1 -2 -1 . -1 -1]
-1 -1 0 - 0 0 O
-2 0 -2 0 - 0 O
-1 0 0 -1 0 .- 0
-1 0 0 - 0 -1 0
1 0 0 0 0 -1

seklinde tanimlanir.

B matrisi kullanilarak arrowhead-Jacobsthal dizisi asagidaki gibi elde edilmistir.

Tamm 4.4.1: k >3 ve n>1 i¢in arrowhead-Jacobsthal dizisi
% (1) = %1 (2) = =%, (k) =0, X, (k+1)=1
baslangi¢ degerleri ile
X (NHK+1) =%, (N+K) =X, (N+k=1)=2%; (N+k=2) =X, (N+k=3)—--=X,, (n)  (4.4.1)

seklindeki indirgeme bagintisi ile tanimlanir [9].
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(4.4.1) bagintis1 yardimiyla arrowhead-Jacobsthal dizisi i¢in Companion matris

formundaki iirete¢ matrisi:

1 -1 -2 -1 . -1 -1]
1 O 0 0 0 0
0 1 0 O 0 0
J,={0 0 1 0 O 0
0O O 0 1 0
_0 0 0 - 1 O_(k+1)x(k+1)

seklinde Dbelirlenmistir ve bu matris arrowhead-Jacobsthal —matrisi olarak
adlandirilmaktadar.
a lzerinden tiimevarim uygulanarak « > k —2i¢in arrowhead-Jacobsthal matrisinin o

-inci kuvveti asagidaki gibi elde edilmistir:

I. kK =3 i¢in
XZ+4 XZ+5 r X;x+4 _2XZ+3 _ X;z+2 _ XZ+3
. X;Z+3 X;H4 il XZ+3 _ZXZHZ _ XZ{+1 - XZHZ
(J3 ) y a+2 a+3 a+2 a+l a a+l
X; X; =X, —2X; T =X, — X,
X OXET Xt 2 - X
ii. kK >4icin
[ a+k+l a+k+2 a+k+l a+k a+k-1 a+2 a+k
X1 Xar — X _2Xk+l X T Xea X
a+k a+k+1 a+k a+k-1 a+k-2 a+l a+k-1
X1 Xer ~ X _2Xk+1 X T T X — X1
a _ a+k-1 a+k a+k-1 a+k-2 a+k-3 a * a+k-2
(‘]k ) = X Xesr — X _2Xk+1 X T T X ‘]k — X
a+l a+2 a+l a a-1 a—-k+2 a
L Xk+1 Xk+1 - Xk+1 _2Xk+l - Xk+1 -t Xk+l - Xk+l a
. * .. - TICAT
seklinde olup burada (k +1)x (k —3) boyutlu J, matrisi asagidaki gibidir:
a+3 a+4 a+k a+4 a+5 a+k a+k-1 a+k
_Xk+1 - Xk+1 - Xk+1 _Xk+l - Xk+1 -t Xk+1 T _Xk+1 - Xk+1
a+2 a+3 a+k-1 a+3 a+4 a+k-1 a+k-2 a+k-1
3= Xt "X T T X X T X T T X X T X
kK — . . .
a—k+3 a—k+4 a a—k+4 a—k+5 a a-1 a
_Xk+1 - Xk+1 - Xk+1 _Xk+l - Xk+1 - Xk+1 T _Xk+l - Xk+1

Burada x’,notasyonu ile x,,, (o) gosterilmektedir [9].

Lemma 4.4.1: Arrowhead-Jacobsthal dizisinin karakteristik denklemi

XX X 2% X 4k 1=0
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olup, bu denklemin ¢ok katl1 kokii yoktur [9].

Ispat: f (x) = X" = x* +XF + 2% + x*° + ...+ 1olsun. Buradan

x2 -1
f(x)= X x4 xE T 4 oxK2 +—1
X_

seklinde yazilabilir. Bu durumda k >3 i¢in f(0)=0 ve f(1)=0 oldugu acik bir
sekilde goriilmektedir.
h(x)=(x-1) f (x)

olarak alinirsa

k+2

h(x)=x " —2x“"+2x“ +x T —x?-1
olur. ##0 ve B =1 olmak ilizere £ nin h(x) in bir ok katl kokii oldugunu kabul
edelim. Bu durumda £, h(x) in bir ¢ok kath kokii oldugundan h(£)=0 ve
h'(8)=0 olmaldir. h' () =0 durumu goz Gniine alimrsa
h(B)=(k+2)p" —2(k+1) B + 2k +(k-1) B % = (k-2) p*°

=B °((k+2)B* -2(k+1) 8°+ 2k f* +(k-1) —k+2) =0
elde edilir. Buradan S #0 oldugundan,

A ((k+2) B —2(k+1) B°+ 2k B* +(k—1) B~k +2)=0

olmahidir. Mathematica wolfram 10.0 [69] gibi uygun yazilimlar1 kullanarak, bu son

denklemin kokleri,

a=115k 3+\/13257k6 —86886Kk* + 62100k +178497k* —199260k — 223452 — 369K + 270

ve

b =323k +6k? +12k +8

olmak tizere
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P! [](a)%_ 2(21-Kk*)b +(k+1)2 o
' 2\ﬂ 3b 3(k+2)z(a)§ (k+2) 3(k+2)

. 8(k+1)° 16k(k+1) 8(k-1)
[ (ap | 2(21-K)b (k+2)  2(k+2) k+2 2(k+1) 8k (k+1)
® ) a2 (@p |, fap (21-K)o 2y 3(k+2) 2(k+2)

\l 3b 3(k+2)2(a)§+(k+1)2_ 4k

(cr2f 3(k+2)

N |-

—_

2

(k+1) 4k

[

S TP TSI (R
. 8(k+1) 16k(k+1) 8(k-1)
1| [@p] 2(-k)p (k+2)° (k+2) k=2 J2(k+1) sk (k+1)
2 1L® ) sper2r @y, o 2(21- k) (c+2) 3(k+2) 2(k+2)
N Lok 4K
\ V k(@) +(k+2)2 3(k+2)
I 21 k? b k+]_)2_ 4K

+ .
8 2\] 5 ske2f(a)p (k+2) 3(k+2)

) 8(k+1)° 16k(k+1) 8(k-1)
1| [(@r] 22k (k+2)  (k+2)°  k+2 J20D) ek (k+1)
210 ) s02f(ap | fap 2(21- k)b (k+2) 3(k+2) 2(k+2)
e " 2 b (k+1)" 4k
\ \] 3(k+2)(a) +(k+2)2_3(k+2)
ve

5L @y , 2(z1-K)p  (k+1)  ak

‘ 2\# B g2)p(ay (k2] 3(k+2)

. 8(k+1)’ 16k(k+1) 8(k-1)

_[(a)s]_ 221 (ko) 2(kr2)  k+2 2D s (k+)
(

® ] 3k+2)(a) 4I(a)§ (21-K)b (k+2) 3(k+2) 2(k+2)

\J P e (ape Y

(k+2)° 3(k+2)
oldugu goriilmektedir. Bu durumda k >3 igin h(,)=#0, h(B,)=0 h(S;)=0 ve

N
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h(B,)#0 oldugundan bir celiski elde edilir ve bu celiski ile Lemmanin ispati
tamamlanir.

X Xy Xy o, X=X X4 2x P 4 X P 4. 4+1=0 denkleminin kokleri ise
Lemma 4.4.1 ile bu koklerin birbirinden farkli oldugu goriilmektedir. Ayrica J,
arrowhead- Jacobsthal matrisinin karakteristik polinomunun, ayn1 zamanda arrowhead-
Jacobsthal sayilarinin  karakteristik denklemi oldugundan X, X,,..., X, ler J,
arrowhead- Jacobsthal matrisinin 6zdegerleri olup ve bu 6zdegerler birbirinden farkli
olur. Boylece J, arrowhead- Jacobsthal matrisinin kosegenlestirilebilir oldugu

sOylenebilir.

(k+1)x(k +1)boyutlu V*** Vandermonde matrisi:

() ()" o (%)
VKt = (xi)k_l (Xz)k_l (Xkﬂ)k_l
Xl X2 Xk+1
1 1
seklinde tanimlansin.
G\ matrisi:
(Xl)a+k+l—i
G-k+l _ (X2 )a+k+1—|
_(Xk+1 )a+k+1—i |

seklinde gbsterilsin ve V" matrisi, V" matrisinin j-inci sitununu G** siitun
matrisiyle degistirilmesi sonucu elde edilsin [9].

Teorem 4.4.1: o>k —-2ve k >3 igin (J,)* =( ") olmak iizere

“k,a

det V<™
i = '

 detv

dir [9].
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Ispat: X, %y,.., X, Ozdegerleri birbirinden farkli oldugu i¢in J, matrisi
kosegenlestirilebilirdir.  H,,, =(X,X,,...,X,,;) oOlsun. Bu durumda J, matrisi
kosegenlestirilebilir oldugundan J V" =V*'H,, esitligi elde edilir. Ote yandan
detV*** 0 oldugundan V" matrisi tersinir matristir. Boylece (V I‘*1)_lJKV “I=H,,

esitligi saglanir ki, bu da J, matrisinin H, , matrisine benzer oldugunu gostermektedir.
Benzer matrislerin kuvvetleri de benzer oldugundan a>k-2 ve k>3 igin

(3) V¥t =V (H, )" oldugu goriilmektedir. Bu durumda

)a+k+l—i

jik,ia (Xi)k + jilféa (Xi)kil +oeet ji&lﬁl = (X1

jik,ia (Xz )k + jilféa (Xz )kil teet jik,lfj-l P (Xz)

a+k+1-i

jiifia (Xk+1)k + jlkza (Xkﬂ)kfl T Jlkktj-l A (Xk+l)a+k+1fi

lineer denklem sistemi yazilabilmektedir. Her i, j =1,2,...,k +1i¢in lineer denklem
sisteminin ¢ozlimiinden
k+1
o detV
i~ ety
elde edilir.

Arrowhead-Jacobsthal sayilari i¢in Binet formiilii asagidaki gibi elde edilmistir.

Sonu¢ 4.4.1: k >3 i¢in x,, (), a -inci arrowhead-Jacobsthal say1s1 olmak {izere

k+1
_ detvk+l,k+1

Xk+1(a) = detV k+1

esitligi elde edilir [9].
Dizinin companion matris formundaki iirete¢ matrisleri goz oniinde bulundurularak
asagidaki gibi bir siiper-kdsegen matris tanimlanmistir ve bu matrisin permanent

degerleri tizerinden de dizinin permanental temsili elde edilmistir.

Tamm 4.4.2: v=>K+1 i¢in vxV boyutlu M (v,k)= [m{'jk] stiper kosegen matrisi:
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egeri=rvej=rise1<r<v
1 ve

i=r+ 1lvej=risel<r<v-1

egeri=rvej=r+lise I<r<v—l1,
ok — iI=rvej=r+3isel<r<v-3,
U1 i=rvej=r+4disel<r<v-4,

i=rvej=r+kisel<r<v-Kk,
-2 egeri=rvej=r+2ise1<r<v-2,

0 diger durumlarda

seklinde tanimlanmustir.

Yani M (v,k)=[ m'} | siiper kdsegen matrisi:

(k +1)-inci
4,
1 -1 -2 -2 - -2 0 - 0 0 O]
01 -1 2 -1 - -1 0 - 0 0
00 1 -1 -2 1 - -1 0 - 0
M(v.k)=lg ¢ 0 1 -1 -2 -1 100
00 0 0 1 -1 -2 -1 -1
00 0 0 0 0 1 -1 -2 -1
00 0 0 0 O 0 1 -1 -2
00 0 0 0 0 0 1 1]

seklindedir [9].

Teorem 4.4.2: v>k +1igin
perM (v,k) = X, (V+k+1)

esitligi elde edilir [9].

Ispat: v=k+1 igin perM (v,k)=x,,, (v+k+1)esitliginin saglandigim kabul edelim.
Bu durumda denklemin v+1 igin de saglandigi gosterilmelidir. M (v,k)matrisinin

birinci satirina gore Laplace agilimi uygulanarak perM (v,k) genisletilir ise
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perM (v+1,k)= perM (v,k)— perM (v—1,k)—2perM (v -2,k)
— perM (v—3,k)—---— perM (v—k,k)

esitligi elde edilir.
perM (v,k) = x, (v+k+1),
perM (v—1,k) = x,,, (v+k),
perM (v—2,k) = X, (v+k—-1),
perM (V—3,k) =X, (V+k—2)=---= perM (v—k,k) = X, (v+1)
oldugundan perM (v+1,k)=x.,(v+k+2) esitligi elde edilir. Boylece ispat

tamamlanmuis olur.

Tamm 4.4.3: v>k+1 igin VXV boyutlu N (v,k)=[ny | matrisi:

egeri=rvej=risel<r<yv,
i=r+ 1lvej=risel<r<v-3

ve
i=v-2vej=y,
egeri=rvej=r+lise 1<r<v-3,
n'y = i=rvej=r+3isel<r<v-3,

-1 i=rvej=r+4isel<r<v-4,

i=rvej=r+kisel<r<v-Kk,
-2 egeri=rvej=r+2ise1<r<v-3,

0 diger durumlarda
seklinde tanimlanmistir [9].

Tamm 44.4: v>K+1 igin VXV boyutlu R(v,k)=[ g | matrisi:

1 00

R(v.k)=[0 N(v-1k)

seklinde tanimlanir [9].
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Teorem4.4.3: k>3 igin x,, (a) , a -1nc1 arrowhead-Jacobsthal sayisi olmak tizere
i. v>k+1 i¢in
perN (v,k) = X, (v+k—1)
esitligi elde edilir.
ii. v>k+1 igin
v+k-2

perR(v,k)= D X, (i)

i=1

esitligi elde edilir [9].

Ispat: i. Teoremi ispatlamak i¢in V {izerinde tiimevarim ydntemini uygulayalim.
Denklemin v>k +1 icin saglandigi kabul edelim. Bu durumda denklemin v+1 i¢in de

saglandig1 gosterilmelidir. N (v,k) matrisinin birinci satirina goére Laplace agilim
uygulanarak perN (v,k) genisletilir ise

perN (v+1,k)= perN(v,k)— perN (v—1,k)—2perN (v-2,k)
—perN (v—3,k)—---— perN (v—k,k)

esitligi elde edilir.
perN (v,k) = %, (v+k—1),
perN (V—1k) =X, (v+k—2),
perN (v—-2,k) =%, (v+k—3),
perN (v—3,k) =X, (v+k—4)=---= perN (v—k,k) = X, (v-1)
oldugundan perN (v+1,k) = x,,, (v+k) esitligi elde edilir. Béylece ispat tamamlanmus

olur.
ii. R(v,k) matrisinin birinci satirma gére Laplace agilimi uygulanarak perR(v,k)
genisletilir ise

perR(v,k) = perR(v—1k)+ perN (v-1,k)
esitligi elde edilir. Teorem 4.4.3 i den ve V iizerinde tiimevarim yonteminden ispat
goriiliir.

v>k+1 i¢in VXV boyutlu H matrisi
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11 1 ]
-1 1 1
1 -11
H = o
1 -1 11
i 1 1 -1 1]
seklinde ~ tamimlansin. Bu  durumda perM (v,k) =det(M (v,k)<H),

perN (v,k)=det(N(v,k)H) ve perR(v,k)=det(R(v, k)~ H)esitlikleri elde edilir.

Arrowhead-Jacobsthal dizisi i¢in determinantal temsiller asagidaki gibi elde edilmistir.

Sonu¢ 4.4.2: v>Kk+1 igin
det(M (v,k)e H)=x, (v+k+1)

det(N (v,k)sH)=x, (v+k—1)

ve

det(R(v,k)oH):v:kZ;xM(i)

esitlikleri elde edilir [9].

Asagidaki sonug ile arrowhead-Jacobsthal sayilari i¢in toplamsal temsil verilmistir.

Sonu¢ 4.4.3: ., («), a -inc1 arrowhead-Jacobsthal sayisi olsun. O halde

X1 (a) =— Z Yo X(tl t “+tk+l](_2)t3 (_1)t2+t4+t5+-~-+tk+1

('112’-~-'tk+1)t1+t2 ety LTEEEn

olup, burada toplam negatif olmayan tam saylar iizerinde t, +2t, +---+(k +1)t,,, = o

kosulunu saglamaktadir [9].

Ispat: Teorem 2.1.4 de i=j=k+1 ve k =1 k,=-1 k,=-2, k,=k;=---=k ,=-1
olarak secilirse (J, )” matrisinden sonug agik olarak goriiliir.

k >3 i¢in arrowhead-Jacobsthal dizisinin iirete¢ fonksiyonu
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k
K(y) - y
S v v —

seklindedir [9].
Asagidaki Teorem ile iirete¢ fonksiyonu kullanilarak arrowhead-Jacobsthal sayilarimin

tistel temsili verilmistir.

Teorem 4.4.4: Arrowhead-Jacobsthal sayilarinin tistel temsili asagidaki gibidir [9]:

o0

g“(y) =y exp Z@(l—y—ZyZ_yt..._yk)‘J_

i=1

Ipat: Ing* (y)=Iny* —In(1—y+y* +2y° +y* +---+ y*?)
ve
2 3 4 k1) _ _r_ v _9ov2 B yk _E 21 _vy_ovy2_\3_..._ kz_,,,
—In(l—y+y +2Y + Y oty )— [ y(l y-2y° -y y) 2y(l y-2y* -y Y)
_%yn(l_y_Zyz_yg'_..._yk)n_...]

oldugundan

SIS C) PR

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmuis olur.

a>1ve k>3 igin
Sa :zxk+l(i)
i=1

olsun. (k +2)x(k +2) boyutlu B, matrisi asagidaki gibi gosterilsin:

1 0 - 0]
1
P=l0 J

Bu durumda( R, )" matrisi:
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seklinde elde edilir [9].

4.5. M Modiiliine Gore Arrowhead-Jacobsthal Dizileri

J, arrowhead-Jacobsthal matrisi igin detJ, =(—~1)"oldugundan m nin tiim pozitif
tam say1 degeri igin (J, ) devirli bir gruptur.

(), icin asagidaki teoremleri verebiliriz.

Teorem 4.5.1: p bir asal say1 ve <Jk>pm devirli bir grup olsun. Eger u,

<‘]k>p‘:‘<‘]k>pu

v-u

esitligini saglayan en biiyiik pozitif tam say1 ise bu takdirde v>u i¢in

[(30),| esittigi yaziie. Ozettikde |(3,),|#[(3,) 2

ise, her v>2 i¢in

v-1

=P

: (Jk>p‘olur [5].

Ispat: <Jk>pm devirli grubunu ele alalim. Farzedelim ki r pozitif bir tam say1 olsun ve

(34)

(Jk)L(”Hl) = I(mod pr) dir. Burada 1, (k+1)>< (k+1) tipinde birim matristir. Boylece

. L(p") ile  gosterilsin.  Eger (3, )L(pm) = I(mod p”l) ise

L(p") nin L(p"*) yi boldigi gorilmektedir. Ayrica (3, )L(pr) = +(ji(jr)pr) esitligi

yazilarak binom ag¢ilimindan

1= ) =3 ) =1 (o)

i=0
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elde edilir ki, bu da L(p™*)’nin L(p")-p tarafindan bolinebilir oldugunu gdsterir.
Boylece L(p™*)=L(p") yada L(p"*)=L(p") p dir. Ancak L(p"*)=L(p")-p
esitligin saglanmasi, p tarafindan bdliinemeyen bir jigr) nin var olmasi ile miimkiindiir.
u, L(p)= L( p“) esitligi saglayan en biiyiik pozitif tam sayr oldugundan
L(p”);t L(p“*l) esitsizligi yazilir ve bu esitsizlik, p tarafindan boliinemeyen bir
jé“”)nin mevcut oldugunu gosterir. Dolayisiyla L( p“*l) # L( p“*z) sonucu elde edilir

ve U iizerinden tiimevarim yontemi kullanilarak ispat tamamlanir.

X..; (n) arrowhead-Jacobsthal dizisi bir m modiiliine gére indirgenirse, tekrar eden,

e (M) = {30 (D)6 (2 X0 (),
dizisi elde edilir ve burada x,, (i) = X, (i)(modm) dir. Bu bagint1 (4.4.1)’deki bagint:

ile aynmidir [5].

Teorem 4.5.2: k>3 i¢in {xgl(n)} dizisi basit periyodik bir dizidir [5].

[spat: Farzedelim ki U ={(u,U,,....u,,,)| 0<u <m-1} olsun. Bu durumda

“*1 tane farkli k +1-tiplisi mevcut oldugundan,

U] =m"“* dir. Z nin elemanlarmm m
bu k +1-tiplilerden en az bir tanesi {xg‘ﬂ(n)} dizisinde iki kez ortaya ¢ikar. Bundan

dolayr bu k+1-lileri takip eden alt dizi tekrarlanir. Boylece dizi periyodiktir. 1> ]

olmak tizere
X (141) =x00 (1 +1), X0 (i+2)=x0, (1 +2), o x (1+k+1) =x0, (J+k+1)
ise i = j(modk +1) oldugu sonucuna ulasilir. Arrowhead-Jacobsthal dizisi tanimindan,
X1 (') = X:Ll(j)’ X1 (i _1) =X (J _1)1" o X (i -] +1) =X (1)
esitligi elde edilir ki bu da {x, (n)} dizisinin basit periyodik oldugunu gosterir.

{x7., (n)} dizisinin periyodu h, , (m) ile gosterilsin.
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Teorem 4.5.3: p, ler farkli asal sayilar olmak {izere m =H( pi)ri (u=1) olsun. Bu

i=1

takdirde h, , (m)=okek [hm (") B ((R2)7 ). s ()" )} dir [5].

Ispat: {x&)i (n)} dizisinin periyodu hk+1(( pi)ri) oldugundan bu dizi sadece
A.hkﬂ(( P )ri), (A4 e N)uzunlugundaki bloklarda tekrar eder. Ayrica h,(m),
{xﬂl(n)} dizisinin periyodu oldugundan, her i degeri igin {X&E‘l)l (n)} dizisi h,, (m)

terimde bir tekrar eder. Boylece, her i degeri i¢in h, ,(m) periyodu l-hm(( pi)r‘)

seklinde olup bu say: {xg‘ﬂ(n)} dizisinin periyodunu vermektedir. Dolayisiyla

he. (M) = okek [hk+l (( pl)rl), h., (( p,)" ) o he (( P )" )} elde edilmektedir.

4.6. Gruplarda Arrowhead-Jacobsthal Dizileri

Tanmim 4.6.1: G grubu X ={X1, Xyyenes Xj} tarafindan {iretilen bir grup olsun. n>1 igin

X geren kiimesine gore AJ,,, ={G:X,,X,,...,X;} arrowhead-Jacobsthal orbiti

]

{aile,a2 =Xp,.or@; = X;,8;,; =€,...,8,; =€ j<k+1 ise,
A =X, 8 =Xy 8y = Xgye s gy = Xy J=k+1 ise,

baslani¢ degerleri ile birlikte

B (14K 1) = (3 (1) (3 (1)) (3 (1K -3) (3 (1K -2)) 7 (8, (10K -1) (3, (1K)

seklinde tanimlanir [24].

Teorem 4.6.1: Sonlu bir G grubunun AJkH:{G:xl,xz,...,x.

J} arrowhead-Jacobsthal

orbiti basit periyodiktir [24].
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Ispat: G grubunun mertebesi r olsun. G grubunun elemanlarimin birbirinden farklh

siralt k+1-lilerin sayist r** oldugundan en az bir tanesi AJ,, ={G:X,%,,....x;}

arrowhead-Jacobsthal orbitinde iki kez ortaya g¢ikar. Bdylece bu tekrardan dolay
arrowhead-Jacobsthal orbiti periyodiktir. Arrowhead-Jacobsthal orbiti periyodik

oldugundan
a,(i+l)=a,,(i+1).a,(i+2)=a,(j+2),...a.,(i+k+1)=a. (j+k+1)
olacak sekilde i= j(modk+1) sartim saglayan i ve ] dogal sayilar vardir. Diger

taraftan arrowhead-Pell orbiti tanimindan

(a.1(n))=(a..(n +1))71 (e (n+k —3))7l (8, (n+k— 2))72 (8., (n+k —l))f1 (8, (n+k))a, (n+k+1)"

yazilir. Bu nedenle a,, (i)=a,,(j) esitligi elde edilir. Boylece

a(i—-i+)=a,(1).a,(i-j+2)=a.(2)....a.,(i-j+k+1)=a. (k+1)
elde edilir ki bu da arrowhead-Jacobsthal orbitinin basit periyodik oldugu anlamina

gelir.

HAJ,, ={G %, X,,...,x;} notasyonu ile Al ={G:x,X,...,x;} arrowhead-

R

Jacobsthal orbitinin periyot uzunlugu gosterilsin.

Teorem 4.6.2: Qm genellestirilmis quaternion grubunun arrowhead-Jacobsthal orbitinin

periyot uzunlugu 2™2-h, , (2) dir [24].

Ispat: AJ, ;(Q,. :x,y) orbitinin ilk k+1 eleman: asagidaki gibidir:

a..()=x2a.(2)=v.a.,(3)=¢...a.,(k+1)=e

Bdylece dizinin genel hali:
8.1 (2: 0 (2)i1+1)=x,8,,(2-h, (2)i+2) = yx*",
8.1 (20, (2)i+3)=x2" &, (2-h,, (2)i +k+1) = x*"
seklinde elde edilir. Burada u,,U,,...,u, ler obeb(u,,u,,...,u,)=1 olacak sekilde

pozitif tam sayilardir. Burada dizinin periyodunu belirlemek igin, 4i =2""-k (keN)
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olacak sekilde en kiiciik i dogal sayisimin belirlenmesi gerekmektedir. Bu durumda
i = 2" secilirse,
a.,(2"% h,,(2)+1) = x,8,,(2"%-h, (2)+2) =y,
3., (2"%-h..(2)+3)=e,....a.,(2" % h,, (2)+k+1)=
elde edilir ve buradan arrowhead-Pell orbitinin 2™2.h . (2)-inci elemandan sonra

tekrara basladig1 agikca goriilmektedir. Boylece arrowhead-Jacobsthal orbitinin periyot

uzunlugu 2™2-h,(2) olur.

Ornek 4.6.1: k=5 icin arrowhead-Jacobsthal orbitinin genellestirilmis quaternion
grubundaki periyot uzunlugunu goéz Oniine alalim. Bu durumda arrowhead-Jacobsthal
orbitinin baslangi¢ degerleri

8 (1) =%8,(2) = v,5,(3) =&,3,(4) =&,3,(5) = &,3,(6) =
seklindedir. Diger yandan {ag(n)} dizisinin periyodu h,(2)=12 olup, arrowhead-

Jacobsthal orbiti asagidaki gibi ele edilir:
8 (1)=x.8,(2) = ., (3) = &,3, (4) = .3 (5) = 0.3, (6) =,
8, (7)= v a,(8) = ¥, (9) =y .4, (10) = yx ¥ g, (11) = y,8,(12) =
B =5 (1) 2 T (192 (16)=x2,(17) = ¥, 18) =x°",
8, (19) = Y, 2, (20) = x* ", (21) = yx ¥ 3, (22) = 9,2, (23) =y 2y (24) =y %,
3,(25) = x,3,(26) = yx°. & (27):x8,a6(28):xﬂ,ae(zg):x4,a6(3o):

Boylece arrowhead-Jacobsthal orbitinin genel hali asagidaki gibi ifade edilebilir:
a;(24i+1) = x,8,(24i+2) = y,a,(24i+3) =
3, (24i+4)=e,a,(24i+5) = x",a,(24i+6) =
Burada i =2"®secilirse,
3,(2"* 12+1) = x,3, (2" 12+ 2) = y,a,(2"*-12+3) =
a,(2"712+4)=e,a,(2"* 12+5)=¢,a,(2"*12+6) =
olup buradan da arrowhead-Jacobsthal orbitinin 2™ -12-inci elemandan sonra tekrara

bagladig1 acikca goriilmektedir. Boylece k=5 oldugu durumda arrowhead-Jacobsthal

orbitinin periyot uzunlugunu 2™2-12 olur [24].
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Ornek 4.6.2: k =4 igin arrowhead-Jacobsthal orbitinin Q,, genellestirilmis quaternion
grubundaki periyot uzunlugunu géz 6niine alalim.
Q16 = <X’ y : X8 — e’ y2 — X4, yflxy — X*1>
2

olmak iizere, k =4 igin, {X5 (n)} dizisinin periyodu h;(2) =31 olup, bu grupta k =4

icin arrowhead-Jacobsthal orbiti asagidaki gibi olur:

as(1)=xa5(2)=y,a(3)=e,a;(4)=e,a;(5)=¢e,...,
a;(63) = x,a5(64) = yx*,a,(65) = e,a,(66) = ¢,a,(67) = e,...,
a;(125) = x,a,(126) = y,a;(127) = e,a, (128) = e, 3, (129) =, ...

Buradan ag(1)=a(125)=x, a5(2)=2a5(126)=y, a;(3)=2a5(127)=e, a;(4)=2a;(128)=e
ve a5(5)=a;(129)=e olup k=4 i¢in arrowhead-Jacobsthal orbitinin Q,

genellestirilmis quaternion grubundaki periyot uzunlugu 124 dir [24].
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu calismada, genellestirilmis k-mertebeden Pell ve genellestirilmis k-mertebeden
Jacobsthal dizilerinin karakteristik polinomlart yardimiyla arrowhead matrisleri elde
edildi. Elde edilen bu arrowhead matrisleri lizerinden arrowhead-Pell ve arrowhead
Jacobsthal dizileri tanimlandi. Tanimlanan dizilerin Binet formiilleri, permanental,
determinantal, {istel ve toplamsal temsilleri ve sonlu toplamlar1 gibi ¢esitli 6zellikleri

belirlendi.

indirgemeli bir dizinin m modiiliine gore periyodu aymi zamanda bu dizinin m.
mertebeden bir devirli gruptaki periyoduna karsilik gelmektedir. Bu anlamda,
tanimlanan dizilerin lirete¢ matrisleri m modiiliine gore indirgenmek suretiyle bu
matrislerin kuvvetleri yardimiyla devirli gruplar tretildi ve dizilerin m modiiliine goére
periyotlar1 belirlendi. Uretilen devirli gruplarin mertebeleri ve dizilerin periyotlar:
arasinda bagintilar elde edildi. Gerek devirli gruplarin mertebeleri gerekse dizilerin

periyotlari i¢in 6zel formiiller verildi.

Tanimlanan diziler gruplara genisletildi ve bu anlamda diziler, grup elemanlari
yardimiyla kendi yapisal ozellikleri de dikkate alinarak yeniden tanimlandi. Bdylece

tamimlanan arrowhead-Pell dizileri sD , semidihedral grubunda ve arrowhead-

Jacobsthal dizileri Q,, genellestirilmis quaternion grubunda incelendi. Bu gruplardaki

periyot uzunluklar1 hesaplandi.

Yukarida elde ettigimiz sonuglar g6z oOniinde bulundurularak tanimlanan bu diziler
Jacobsthal ve Pell diziler ile iligkilendirilebilir. Ayrica arrowhead-Pell ve arrowhead-
Jacobsthal dizilerin yapisal 6zellikleri de dikkate alinarak farkli sonlu grup ailelerinde

incelenebilir.
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