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ÖZET 

 

(Doktora Tezi) 

 

ARROWHEAD-PELL VE ARROWHEAD-JACOBSTHAL TİPLİ DİZİLER 

 

Yeşim AKÜZÜM 

 

Kafkas Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı 

 

Danışman: Prof. Dr. Ömür DEVECİ 

 

 

Bu tezde, arrowhead-Pell ve arrowhead-Jacobsthal dizileri tanımlanmıştır. Tanımlanan 

dizilerin Binet formülleri, permanental, determinantal, üstel ve toplamsal temsilleri ve 

sonlu toplamları gibi çeşitli özellikleri verilmiştir. Ayrıca, tanımlanan dizilerin üreteç 

matrisleri m  modülüne göre indirgenerek bu matrislerin kuvvetleri yardımıyla devirli 

gruplar üretilmiş ve dizilerin m  modülüne göre periyotları belirlenmiştir. Üretilen 

devirli grupların mertebeleri ve dizilerin periyotları arasında bağıntılar elde edilmiştir. 

Buna ek olarak, arrowhead-Pell dizileri mSD
2  

semidihedral grubunda ve arrowhead-

Jacobsthal dizileri de 
2mQ  genelleştirilmiş quaternion grubunda incelenmiştir. 

 

Anahtar Kelimeler: Arrowhead-Fibonacci Dizisi, Arrowhead-Pell Dizisi, Arrowhead-

Jacobsthal Dizisi, Arrowhead Matris, Grup, Periyot. 
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In this thesis, arrowhead-Pell and arrowhead-Jacobsthal sequences were identified. 

Miscellaneous properties of defined sequences such as Binet formulas, permanent, 

determinantal, exponential and additive representations and finite totals were given. 

Also, cyclic groups were produced with the help of the force of these matrices by 

reducing according to the m  modulo the generator matrices of the defined sequences 

and the periods of sequences were determined according to the m  modulo. The 

relations between the order of the cyclic groups produced and the periods of the 

sequences were obtained. In addition, the arrowhead-Pell sequences were examined in 

the mSD
2

 semidihedral group and the arrowhead-Jacobsthal sequences were also 

examined in the 
2mQ  generalized quaternion group. 

 

Key Words: Arrowhead-Fibonacci Sequence, Arrowhead-Pell Sequence, Arrowhead-

Jacobsthal Sequence, Arrowhead Matrix, Group, Period. 
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SEMBOLLER VE KISALTMALAR DİZİNİ 

 

H G  : H , G  nin alt grubu 

H G  : H , G  nin normal alt grubu 

det A  : A  matrisinin determinant 

 per A  : A  matrisinin permanenti 

 vcccC ,,, 21   : v v  tipli bir Companion matris 

A B  : A  ve B  matrislerinin Hadamard çarpımı 

mSD
2

 : Semidihedral grup 

2mQ  : Quaternion grup 

  k

nF  : k -basamak Fibonacci dizisi 

 k

nP  : Genelleştirilmiş k - mertebeden Pell sayıları 

 inJ  : Genelleştirilmiş k - mertebeden Jacobsthal sayıları 

 0 1; , , k jPerQ G x x  : Genelleştirilmiş k -mertebeden Pell dizisinin periyodu 

  kJP n  : Genelleştirilmiş k -mertebeden Jacobsthal-Padovan dizisi 

 k

AJ G  : Genelleştirilmiş k -mertebeden Jacobsthal orbiti 

 k

AJP G  : Genelleştirilmiş k -mertebeden Jacobsthal-Padovan orbiti 

kM  : Arrowhead-Pell matrisi 

 yxGARk ,:1  : Arrowhead-pell orbiti 

 yxGLARk ,:1  : Arrowhead-Pell orbitinin periyot uzunluğu 

kJ  : Arrowhead-Jacobsthal matrisi 

 1 1 2: , , ,k jAJ G x x x
 : Arrowhead-Jacobsthal orbiti 

 1 1 2: , , ,k jHAJ G x x x

 

: Arrowhead-Jacobsthal orbitinin periyot uzunluğu 
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1. GİRİŞ 

 

Bilindiği gibi disiplinler arası ilişki noktasında indirgemeli dizilere sıkça 

rastlanmaktadır [1, 12, 39, 41, 49, 52, 59, 61].  

 

Cebirsel anlamda indirgemeli dizilerin, üreteç matrisi, üreteç fonksiyonu, Binet 

formülü, üstel, permanental ve toplamsal temsilleri gibi çeşitli özellikleri birçok bilim 

insanı tarafından çalışılmış ve çalışılmaya devam edilmektedir. Bu çalışmalardan güncel 

olanlara örnek olarak [13, 21, 22, 31, 33, 34 40, 47, 55, 57, 58, 60, 66] çalışmaları 

verilebilir. Bu çalışmaların birçoğunda çeşitli sonuçlar elde edebilmek için indirgemeli 

dizilere karşılık gelen matrisler kullanılmıştır. 

 

İndirgemeli diziler, cebirsel yapılara ilk olarak Wall’ın [67]’deki çalışması ile 

taşınmıştır. Wall bu çalışmasında devirli gruplarda standart Fibonacci dizisini 

incelemiştir. Daha sonra Wilcox [68]’deki çalışmasıyla teoriyi abelyen (değişmeli) 

gruplara genişletmiştir. Sonraki süreçte, konsept farklı indirgemeli diziler ve farklı 

cebirsel yapılara taşınmıştır. Bu çalışmaların güncel olanlarından bazıları [7, 10, 11, 14,  

15, 17-19, 21, 25-29, 31, 35, 36, 44, 46, 50, 54, 62, 63 ]’deki çalışmalardır. 

 

[6, 7, 18-20, 23, 26, 28-32, 45, 51, 62, 63]’deki çalışmalarda ise özel tanımlı matrisler 

kullanılarak devirli gruplar üretilmiş ve bu grupların mertebeleri için çeşitli kurallara 

ulaşılmıştır. 

  

Önceki çalışmalarda indirgemeli diziler kullanılarak karesel matrisler üretilmişken, ilk 

olarak [7, 19, 20, 22, 23, 30, 31, 42] çalışmalarında, özel tanımlı karesel matrisler 

kullanılarak indirgemeli diziler elde edilmiştir. 

 

Bu tez çalışmasının 2. bölümünde, üzerinde çalışılacak gruplar ve lineer indirgemeli 

diziler hakkında temel bilgiler ve teoremler sunulmuştur.  

 

3. bölümünde arrowhead-Fibonacci dizileri ve gruplara taşınmış farklı lineer 

indirgemeli diziler hakkında geniş bilgi verilmiştir. 
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Bu çalışmanın 4. bölümünde ise genelleştirilmiş k-mertebeden Pell dizisi ve 

genelleştirilmiş k-mertebeden Jacobsthal dizisi kullanılarak sırasıyla arrowhead-Pell ve 

arrowhead-Jacobsthal dizileri tanımlanmış, çeşitli özellikleri belirlenmiş ve bu dizler 

gruplara taşınmıştır. Bu anlamda; 

 

Aküzüm ve Deveci [3]’deki çalışmalarında, genelleştirilmiş k-mertebeden Pell dizisinin 

karakteristik polinomu üzerinden arrowhead matrisi ve bu matris yardımıyla da 

arrowhead-Pell dizisini tanımlamışlardır. Ayrıca tanımlanan bu dizi için Binet formülü, 

permanental, determinantal, üstel ve toplamsal temsilleri ve sonlu toplam gibi çeşitli 

özellikleri belirlemişlerdir. [4]’deki çalışmalarında ise arrowhead-Pell dizilerinin üreteç 

matrisi olan arrowhead-Pell matirisini göz önüne almışlardır. Böylece bu matrisi m  

modülüne göre indirgenmesi suretiyle, üreteç matris olarak seçilip devirli gruplar elde 

etmişlerdir. Daha sonra arrowhead-Pell dizisinin m  modülüne göre periyotlarını 

belirlemişlerdir. Ayrıca üretilen devirli grupların mertebeleri ile dizinin periyotları 

arasında bağıntılar elde etmişlerdir. Buna ek olarak, Aküzüm, Doğan ve Deveci [8]’deki 

çalışmalarında ise arrowhead-Pell dizilerini 
mSD

2  
semidihedral grubunda incelemiş ve 

periyot uzunluklarını hesaplamışlardır. 

 

Aküzüm ve Deveci [9]’daki çalışmalarında, arrowhead-Jacobsthal dizilerini 

tanımlamışlardır ve  tanımlanan bu dizi için Binet formülü, permanental, determinantal, 

üstel ve toplamsal temsilleri ve sonlu toplamı gibi çeşitli özellikleri belirlemişlerdir. 

[5]’deki çalışmalarında ise arrowhead-Jacobsthal matirisini göz önüne almışlar ve bu 

matris m  modülüne göre indirgenmesi suretiyle, devirli gruplar elde etmişlerdir. Daha 

sonra arrowhead-Jacobsthal dizisinin m  modülüne göre periyotlarını elde etmişlerdir. 

Ayrıca, Deveci ve Aküzüm [24]’deki çalışmalarında ise arrowhead-Jacobsthal dizilerini 

2mQ  genelleştirilmiş quaternion grubunda incelemiş ve periyot uzunluklarını 

hesaplamışlardır.
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2. KURAMSAL TEMELLER 

 

 

2.1. Genel Kavramlar 

 

Tanım 2.1.1: G  bir grup ve H G   bir alt küme olsun. H , G  de tanımlanan ikili 

işleme göre bir grup ise H  ya, G  nin bir alt grubu denir ve H G  ile gösterilir. 

 

Tanım 2.1.2: G  bir grup ve A G   olsun. G  grubunun A  yı içeren bütün alt 

gruplarının ailesinin ara kesitini A   ile gösterelim. Bu takdirde A  , G  nin bir alt 

grubudur. Bu alt grup A  yı içeren en küçük alt gruptur ve A  tarafından üretilen alt grup 

olarak adlandırılır. 

 

Tanım 2.1.3: G  bir grup ve H G  olsun. Eğer her g G  için 
1gHg H   oluyorsa H  

ya, G  nin bir normal alt grubu denir ve H G  ile gösterilir. 

 

Tanım 2.1.4: G  bir grup olmak üzere  :nH a n 
 
alt grubuna G  nin a  elemanı 

tarafından üretilen devirli alt grubu denir ve a
 
ile gösterilir. 

Yani,  

 :na a n H  
 
 

dır. Buradan hareketle devirli grubu şu şekilde de tanımlayabiliriz: 

G  bir grup olmak üzere G  de  :nG a n 
 
olacak şekilde bir a  elamanı varsa, bu 

takdirde G  grubuna devirli grup denir. Böylece bir a  elamanına G  nin üreteci denir ve 

G a
 
şeklinde gösterilir [65]. 

 

Tanım 2.1.5: G  bir grup ve S  de G  nin bir alt kümesi olsun. Eğer G  nin her elemanı 

S  nin elemanlarının ve bu elemanların terslerinin sonlu bir çarpımı olarak 

yazılabiliyorsa S  kümesi, G  grubunun gerenlerinin bir kümesi olarak adlandırılır [37]. 
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Tanım 2.1.6: Bir gruptaki gerenlerin sağladıkları denklemlere bu gruptaki bağıntılar 

denir [37]. 

 

Tanım 2.1.7: G  bir grup ve S  de G  nin bir alt kümesi olsun. Eğer G  nin herhangi bir 

elemanı S  nin sonlu sayıdaki elemanlarının ve bu elemanların terslerinin bir çarpımı 

olarak tek türlü yazılabiliyorsa G  grubuna S  kümesi üzerinde serbesttir denir. 

 

Tanım 2.1.8: G  bir grup ve S  de G  nin bir alt kümesi olsun. G  nin S  alt kümesini 

kapsayan en küçük normal alt grubuna S  alt kümesinin normal kümesinin normal 

kapanışı denir. 

 

Tanım 2.1.9: X  bir küme;   ,F X X  üzerinde serbest grup ve  R F X  olmak üzere 

R ,  F X  deki R  kümesinin normal kapanışı olsun. Yani,  1 : ,g rg g F X r R    

kümesi ile  F X
 
in alt grubu verilmiş olsun. Bu durumda eğer   /G F X R  ise G  

grubu :X R   şeklindeki takdim ile tanımlanmıştır denilir [14]. 

 

Tanım 2.1.10: G , 
1 2 1 2, , , : , , ,n mp x x x r r r  takdimi ile tanımlanmış bir grup olsun. 

p  nin bağıntı matrisi m n  tipinde bir matris olup, bu matrisin herhangi bir ijb  elemanı 

ir  bağıntısındaki jx  gerenlerinin üstlerinin toplamıdır [14]. 

 

Tanım 2.1.11:  ,G   ve  ,H  iki grup olmak üzere, eğer :G H   dönüşümü 

,x y G   için 

     x y x y     

şartını sağlıyorsa   ye bir grup homomorfizmi ya da kısaca bir homomorfizm denir 

[65]. 

 

Tanım 2.1.12: :G H  , örten bir grup homomorfizmi ise   ye bir epimorfizm denir 

[65]. 
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Tanım 2.1.13: :G H  , 1 1  bir grup homomorfizmi ise   ye bir monomorfizm 

denir [65]. 

 

Tanım 2.1.14: :G H  , 1 1  ve örten bir grup homomorfizmi ise   ye bir grup 

izomorfizmi denir ve G H  şeklinde gösterilir [65]. 

İzomorf gruplar arasında bire bir eşleme olup grup yapıları da bu eşleme altında 

bozulmaz. 

 

Tanım 2.1.15: :G G   homomorfizmine endomorfizm denir. Eğer  , 1 1  ve örten 

bir grup homomorfizmi ise   ye bir grup otomorfizmi denir [65]. 

 

Tanım 2.1.16: G  bir grup ve a G  olmak üzere x G   için   1

a x axa 
 

ile 

tanımlanan :a G G   otomorfizmine G  grubunun iç otomorfizmi denir. G  grubunun 

bütün iç otomorfizmlerinin kümesi   ,I G  bütün otomorfizmlerinin kümeside  Aut G  

ile gösterilir [65]. 

 

Tanım 2.1.17: qC  devirli grubu bir tek 
qx e  bağıntısıyla tanımlanır ki bu bağıntı her 

elemanı kendisinin tersine götüren bir dış otomorfizm olarak kabul edilebilir. Bu dış 

otomorfizme göre qC
 
ya dönüşen ve 2

1r e  olan yeni bir 1r  elemanı ekleyerek; x , 1r  

elemanları tarafından gerilen ve  

 
22

1 1 1,  :  qx r x r xr e  
 

şeklinde takdim edilen 2q  mertebeden bir grup elde edilebilir. Bu gruba dihedral grup 

denir ve qD  ile gösterilir. Eğer 2 1r r x  denilirse bu grup 

 2 2

1 2 1 2 1 2,  :  
q

r r r r r r e  
 

şeklinde takdim edilebilir. Bu takdime göre, 2q m  ise bu gruba çift dihedral grup 

denir ve 2mD
 
ile gösterilir. 2mD

 
çift dihedral grup,  1 2

m
z r r  ile gerilmiş mertebesi 2  
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olan bir merkeze sahiptir. Eğer m  çift ise 1r  ve 2r r z  elemanları  2 2

1 1

m
r r r r e    

bağıntılarını sağlar. Bu bağıntılar yardımıyla 1r  ve r  elemanları tarafından gerilen ve 

 2 2

1 1 1,  :  
m

r r r r r r e    

şeklinde takdim edilen mD
 
dihedral grubu elde edilebilir ki bu grup ise 2 2m mD C D   

dir. Eğer 1m   ise 1r  ve 2r  elemanları ile üretilmiş mertebesi 4 olan ve 

 
22 2

1 2 1 2 1 2,  :  r r r r r r e    

şeklinde takdim edilen 2D
 

four-grubu elde edilebilir ki bu grup ise 

2 2 1 2 2D C D C C   
 
dir. 

 

Tanım 2.1.18: Her 4m   için 
2mSD  grubu 

1 22 2 1 1 2

2
, ,

m m

mSD a b a b e b ab a
        

şeklinde takdim edilirse 2m
 mertebeli bir semidihedral grubu olarak tanımlanır. Burada 

a  ve b  nin mertebeleri sırasıyla 
12m
 and 2  dir. 

 

Tanım 2.1.19: 3m   için 
2mQ

 
quaternion grubu 

1 22 2 2 1 1

2
, : , ,

m m

mQ x y x e y x y xy x
        

şeklinde takdim edilir. 

 

Tanım 2.1.20: 
ijA a    , n n  boyutlu bir kare matris ise 11 22 33, , , , nna a a a

elemanlarına A  nın esas köşegen elemanları denir. Bir kare matriste esas köşegen 

dışındaki elemanlar sıfırsa bu matrise köşegen matris denir [2]. 

 

Tanım 2.1.21: Eğer A , n n  boyutlu bir kare matris ve I , n n  boyutlu birim matris 

olmak üzere 

AB BA I   
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olacak şekilde bir n n  boyutlu B  matrisi varsa, bu takdirde B  matrisine A  matrisinin 

tersi denir ve 
1B A  ile gösterilir. Tersi olan matrislere de ters çevrilebilir (düzgün 

yada tekil olmayan) matrisler denir [64]. 

 

Tanım 2.1.22: 
ijA a    , n n  boyutlu bir kare matris olmak üzere, A  matrisinin 

determinantı,  

   

       

1

1 1 2 2

det sgn

        sgn

n

n

n

i i
S i

n n
S

A a

a a a




  






 







 


 

şeklinde ifade edilir. Burada nS , simetrik (permütasyon) grup ve  sgn  ;  

 
1;    çift ise

sgn
1;    tek ise







 


 

şeklinde tanımlanan işaret fonksiyonudur [64]. 

 

Teorem 2.1.1: Bir A  kare matrisinin ters çevrilebilir olması için gerek ve yeter şart 

det 0A  olmasıdır [64]. 

 

Tanım 2.1.23: Bir  nA M F  matrisinin permanenti  p A  veya  per A
 
ile gösterilir 

ve  

   
1n

n

i i
S i

per A a


 

   

şeklinde tanımlanır [64]. 

 

Tanım 2.1.24: 
ijA a    , n n  boyutlu bir kare matris olsun ve ijM , ija

 
elemanının 

bulunduğu satır ve sütunun silinmesiyle A  dan elde edilen    1 1n n    boyutlu 

matris olsun. ijM  matrisinin determinantına ija
 
elemanının minörü denir. Ayrıca  

 1
i j

ij ijA M


 
 

değerine ija
 
elemanının eşçarpanı ( kofaktörü) denir [2]. 
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Teorem 2.1.2: 2n   olmak üzere A , n n  boyutlu bir kare matris olsun. 1,2, ,i n
 

ve 1,2, ,j n
 
için 

  1 1 2 2 1 1 2 2det i i i i in in j j j j nj njA A a A a A a A a A a A a A        
 

dir. Determinantın bu şekilde hesaplanmasına Laplace açılımı denir [2]. 

 

Tanım 2.1.25: 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a

a a a
A

a a a

 
 
 
 
 
 

 ve 

1

2

n

x

x
X

x

 
 
 
 
 
 

 
olmak üzere, AX X  

denklemini sağlayan   ya A  matrisinin özdeğeri veya karakteristik değeri denir. 

AX X  denkleminden,   0AX X     0A I X   denklemi elde edilir. Bu 

denklem bir lineer homojen denklem sistemini verir. Bu sistemin sıfırdan farklı çözümü 

olması için katsayılar matrisinin determinantı sıfıra eşit olmalıdır. Yani  

11 12 1

21 22 2

1 2

0

n

n

n n nn

a a a

a a a
A I

a a a











  



 

olmalıdır. A I  ifadesi   ya göre .n  dereceden bir polinom olup bu polinoma A

matrisinin karakteristik polinomu denir. 0A I   denklemine de A
 

matrisinin 

karakteristik denklemi denir. Karakteristik polinom  

  1

1

n n

nP a a      
 

şeklinde bir polinomdur [2]. 

 

Tanım 2.1.26: A
 
bir kare matris ve  , A

 
nın bir özdeğeri olmak üzere  

AX X  

denklemini sağlayan X
 

vektörüne   özdeğerine karşılık gelen özvektör ya da 

karakteristik vektör denir [2]. 

 

Tanım 2.1.27: A
 
ve B , n n  boyutlu iki kare matris olmak üzere  

1B P AP
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olacak şekilde tekil olmayan (yani det 0P  ) bir P  matrisi varsa, bu takdirde A
 
ve B

 

matrislerine benzerdir denir [64]. 

 

Tanım 2.1.28: Eğer verilen bir n n  boyutlu A  matrisi bir D
 
köşegen matrisine benzer 

ise, o takdirde A
 
matrisine köşegenleştirilebilirdir denir.  Diğer bir deyimle D

 
köşegen 

bir matris olmak üzere  

1P AP D 
 

olacak şekilde tekil olmayan bir P  matrisi varsa, bu takdirde A
 

matrislerine 

köşegenleştirilebilirdir denir [64]. 

 

Teorem 2.1.3: Bir n n  boyutlu A
 
kare matrisinin köşegenleştirilebilir olması için yani 

1D P AP
 
olacak şekilde bir D

 
köşegen matrisine benzer olması için gerek ve yeter 

şart A
 

matrisinin lineer bağımsız özvektörlere sahip olması gerekir. Üstelik bu 

durumda D  nin köşegen elemanları A
 
nın özdeğerleridir [64].  

 

İspat:  : A
 
köşegenlneştirilebilir bir matris olsun. Yani 

1D P AP
 
olacak şekilde 

bir A
 
matrisi D

 
köşegen matrisine benzer olsun. O takdirde 

1D P AP
 
eşitliğinden 

AP PD
 
yazılır. Kabul edelim ki; P  ve D

 
matrisleri aşağıdaki gibi olsun: 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

p p p

p p p
P

p p p

 
 
 
 
 
 

 ve 

11

22

0 0

0 0

0 0 nn

d

d
D

d


 
 
 
 
 
 

 

O zaman  

11 11 22 12 1

11 21 22 22 2

11 1 22 2

nn n

nn n

n n nn nn

d p d p d p

d p d p d p
AP PD

d p d p d p

 
 
  
 
 
 

 

olur. P  matrisinin sütun vektörleri ip  ile gösterilsin. Bu durumda yukarıdaki matrisin 

denklemi
 

,   1,2, ,i ii iAp d p i n 
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şeklinde ifade edilebilir. P  ters çevrilebilir bir matris olduğundan ip
 
vektörlerinin 

hiçbiri sıfır vektörü olamaz. Böylece, i ii iAp d p
 
 1 i n   eşitliğinden ip

 
lerin iid

 

özdeğerlerine karşılık gelen A
 

nın özvektörleri olduğu görülür. Üstelik P
 

ters 

çevrilebilir bir matris olduğundan onun sütun vektörleri istenildiği gibi lineer bağımsız 

olmak zorundadır. 

 : A
 

matrisi 1 2, , , n  
 

özdeğerlerine karşılık gelen n -tane lineer bağımsız 

1 2, , , np p p
 

özvektörlerine sahip ise, o takdirde P
 

matrisini sütun vektörleri ip
 

 1 i n   ler olmak üzere  1 2, , , nP p p p 
 
şeklinde teşkil edilebilir. P  nin sütun 

vektörleri lineer bağımsız olduğundan P  matrisi ters çevrilebilir bir matris olur. 

Böylece 

 

 

1 2

1 1 2 2

1

2

, , ,

, , ,

0 0

0 0

0 0

n

n n

n

AP Ap Ap Ap

p p p

P

PD

  







 

 

 
 
 
 
 
 



 

olarak bulunur. Bu ise 
1D P AP  olduğunu gösterir. Dolayısıyla A  matrisinin esas 

köşegeni üzerindeki elemanları A
 
nın özdeğerleri olan bir D

 
köşegen matrisine benzer 

olduğunu yani A  matrisinin köşegenleştirilebilir olduğunu ifade eder.  

 

Tanım 2.1.29: İlk satır, ilk sütun ve ana köşegen hariç tüm elemanları sıfır olan bir kare 

matris arrowhead matris olarak adlandırılır. Başka bir deyişle,  

11 12 13 14 1

21 22

31 33

11 1 1

1

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

n

n n n

n nn

m m m m m

m m

m m
A

m m

m m
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formundaki bir karesel matrise arrowhead matrisi denir [53]. 

 

Tanım 2.1.30:   1

0 1 1

n n

nP x a a x a x x

      monik polinomuna karşılık gelen 

Companion matris aşağıdaki gibidir:  

0

1

2

1

0 0 0

1 0 0

0 1 0

0 0 1

ij n n

n

a

a

C c a

a



 

 
 


 
     
 
 
  

 

 

Teorem 2.1.4: vv  boyutlu
  

 1 2, , , vK k k k  Companion matrisi 

 

1 2

1 2

1 0 0
, , , =

0 1 0

v

v

k k k

K k k k

 
 
 
 
 
   

şeklinde ifade edilsin. Bu durumda,  1 2, , ,u

vK k k k
 

matrisinin .i  satır ve .j  

sütunundaki elamanı

 

         

   
 

1 1 1
, 1 2 1

11 2, , ,
1 2

, , , =
, ,

ttu j j v v v
i j v v

vvt t t
v

t t t t t
k k k k k k

t tt t t

     
 

    
                  

(2.1.1)
 

olup burada toplam, negatif olmayan tam sayılar üzerinden jiuvttt v  =2 21   

koşulunu sağlamaktadır ve 
 1 1

1 1

!
=

, , ! !

v v

v v

t t t t

t t t t

    
 
 

 çok katlı bir katsayıdır. Eğer 

jiu =  ise (2.1.1) denklemindeki katsayılar 1 olarak tanımlanır [16]. 

 

Tanım 2.1.31: 1 2, , , nx x x  sayıları için n n  boyutlu Vandermonde matrisi  

2 1
1 1 1

2 1
2 2 2

2 1

1

1

1

n

n

n

n
n n n

x x x

x x x
V

x x x







 
 
 
 
 
  

 

şeklinde tanımlanır [56]. 
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Tanım 2.1.32:    ijA a
 

ve    ijB b
 

matrisleri m n
 

boyutlu matrisler olsun.


   ij ij m n

A B a b
 
çarpımına A  ile B

 
matrislerinin Hadamard çarpımı denir. 

 

Tanım 2.1.33: Bir M
 
matrisi için  detperM M K

 
olacak şekilde bir n n

 
boyutlu  

(1, -1) K  matrisi var ise, o takdirde M
 
matrisi değiştirilebilir (convertible) bir matris 

olarak adlandırılır. Burada M K  notasyonu ile Hadamard çarpımı gösterilmektedir. 

 

Tanım 2.1.34: R  değişmeli ve birimli bir halka,  0 1ic R i k     sabit katsayılar ve 

n N  olsun. 0 1 1, , , ka a a   başlangıç değerleri olmak üzere 0n   için 

                              0 1 1 1 1n k n n k n ka c a c a c a       
                                            

(2.1.2) 

şeklindeki k-basamak homojen lineer indirgemeli bağıntı yardımıyla tanımlanan  na  

dizisine R  halkasının elemanlarının lineer indirgemeli dizisi denir [38]. 

 

Tanım 2.1.35:   1

1 1

k k

k kf x x c x c x c

    
 

şeklindeki k  dereceden polinoma, 

(2.1.2) denkleminde ifade edilen lineer indirgemeli bağıntı için karakteristik polinom 

denir. 

 

Sırayla 2 ve 3 mertebeli lineer indirgemeli diziler binary ve ternory lineer indirgemeli 

diziler diye adlandırılır. Ayrıca ,  , ,  üzerinde tanımlanan lineer indirgemeli 

diziler sırayla, tam sayı, rasyonel, reel ve kompleks lineer indirgemeli diziler olarak 

adlandırılır. 

kc , R  nin terslenebilir bir elemanı ise (2.1.2) de tanımlanan dizi 0 1 2, , ,a a a  , şeklinde 

devam eder [38]. 

Eğer R  sıfır bölene sahip değilse bu durumda  a  dizisi minimal uzunluktaki bir 

dizisinin minimal polinomudur. Minimal polinomun derecesine  a  dizisinin mertebesi 

denir. 
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Tanım 2.1.36: 1 2 1, , , ka a a   başlangıç değeri ve 0 1 1, , , kc c c   ler sabitler olmak üzere 

0 1 1 1 1n k n n k n ka c a c a c a         

şeklindeki k-basamak lineer indirgeme bağıntısıyla tanımlanan dizinin elemanları: 

0 1 2 2 1

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 1

k k

A

c c c c c 

 
 
 
 

  
 
 
 
  

 

olmak üzere 

1 1

2 2

n

nn

k n k

a a

a a
A

a a







   
   
   
   
   
   

 

şeklindeki denklem yardımıyla elde edilmiştir [43]. 

 

Tanım 2.1.37: 0n   ve 0 2 0k k

kF F     ve 1 1k

kF    başlangıç değerleri ile  

1 2

k k k k

n k n k n k nF F F F         şeklinde tanımlanan lineer indirgemeli diziye k-basamak 

Fibonacci dizisi denir. 

 

Tanım 2.1.38: 0n   ve 1 i k   için genelleştirilmiş k-mertebeden Pell sayılarının k 

dizileri  

1 1-  ise,

0 diğer durumlarda,

i

n

n i
P


 


 1 0k n     

başlangıç koşullarıyla  

1 22i i i i

n n n n kP P P P       

şeklinde tanımlanır. Burada i

nP , dizinin .n  terimidir. 2k   ve 1i   için genelleştirilmiş 

k-mertebeden  k

nP
 
Pell dizisi, Pell dizisine indirgenir [48]. 

 

Ayrıca Kılıç ve Taşçı [48]’de genelleştirilmiş k -mertebeden Pell matrisini 
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2 1 1 1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

ij k k
R r



 
 
 

     
 
 
  

 

şeklinde tanımlamışlardır.  

1 2

1 2

1 1 1

1 2

1 1 1

k

n n n

k

n n n

n ij k k

k

n k n k n k

P P P

P P P
E e

P P P

  



     

 
 
      
 
  

 

olmak üzere 

1n nE R E    

eşitliğini elde etmişlerdir [48]. 

 

Tanım 2.1.39: 0n   ve 1 i k   için genelleştirilmiş k-mertebeden Jacobsthal 

sayılarının k dizileri 

1 1 ise,

0  diğer durumlarda,

i

n

i n
J

 
 


 1 0k n     

başlangıç koşullarıyla 

1 22i i i i

n n n n kJ J J J       

şeklinde tanımlanır. Burada i

nJ , dizinin .n  terimidir. 2k   ve 1i   için genelleştirilmiş 

k-mertebeden  k

nJ
 
Jacobsthal dizisi, Jacobsthal dizisine indirgenir [70]. 

 

Tanım 2.1.40: Bir dizi belli bir noktadan sonra bir alt dizinin tekrarı şeklinde meydana 

geliyorsa bu diziye periyodiktir denir. Örneğin; , , , , , , , , , , ,x y z q w z q w z q w  dizisi 

periyodiktir ve periyodu 3 tür. 

 

Tanım 2.1.41: Bir dizideki ilk k eleman tekrar eden bir alt dizi şeklinde ise bu diziye k 

periyotlu basit periyodik dizi denir. Örneğin , , , , , , , , , ,x y z q w x y z q w  dizisi basit 

periyodik olup periyodu 5 dir. 
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3. MATERYAL VE YÖNTEM 

 

 

3.1. Sonlu Gruplarda Pell Dizileri 

 

3.1.1. m  Modülüne Göre Genelleştirilmiş k -mertebeden Pell Dizileri 

 

Genelleştirilmiş k -mertebeden Pell Dizisi m  modülüne göre indirgenirse, tekrar eden, 

   , , , , , , ,

1 2 0 1 2, , , , , , , ,k m k m k m k m k m k m k m

k k nP P P P P P P  , 

dizisi elde edilir ve burada  , mod k m k

n nP P m
 
dir [28]. 

 

Teorem 3.1.1.1:  ,k mP
 
dizisi periyodik bir dizidir [28]. 

 

İspat:   1 2, , , 0 1k k iU x x x x m    olsun. k

kU m  olup sonludur, yani her 0a 

için 
, , , ,

1 1 , ,k m k m k m k m

a b a k b kP P P P      olacak şekilde b a  sayısı vardır.  k

nP  

genelleştirilmiş k -mertebeden Pell dizisinin tanımından 1 22k k k k

n k n k n k nP P P P         

olur. Yani 1 2 12k k k k k

n n k n k n k nP P P P P           dir. Buradan , ,k m k m

a bP P , 

, , , ,

1 1 2 2, ,k m k m k m k m

a b b aP P P P      ve , ,

1 1

k m k m

b aP P    olduğu görülür. Böylece  ,k mP  dizisi 

periyodik bir dizidir. 

 khP m  ile  ,k mP  nin en küçük periyodu gösterilir ve m  modülüne göre 

genelleştirilmiş k -mertebeden Pell dizisinin periyodu olarak adlandırılır. 2k   olduğu 

durumda  2hP m , m  modülüne göre Pell dizisinin periyodunu göstermektedir [28]. 

 

Örnek 3.1.1.1:    3,3 1, 0, 0,1, 2, 2,1, 0, 0,1, 2,P   dizisi ele alınırsa, bu dizi her 6  

terimde bir başlangıç elemanlarıyla tekrar eder. Böylece  3 3 6hP   olur [28]. 

 

Teorem 3.1.1.2: u  için  2 2 2u uhP   dir [28]. 
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İspat:  nP  Pell dizisinin tanımından, u  için 
2 2 1 2 2

2 2u u u

uP P P 
 

       ve 

1

2 1 2 2 1
2 2 2 1u u u

u uP P P  

 
          elde edilir. Burada  

2
0 mod 2u

uP   ve 

 
2 1

1 mod 2u

uP

  olduğundan dizi,  2u -inci eleman ile tekrar başlar yani, 

   0 12 2 1
mod 2 , mod 2 ,


 u u

u uP P P P  olur. Böylece  2 2 2u uhP   olduğu görülür. 

 

Teorem 3.1.1.3:  2hP m  bir çift sayıdır [28]. 

 

İspat:  modP P m   ve  1 1 modP P m   olsun.  nP  Pell dizisinin tanımından: 

i. P  tek ise 1P  çifttir. 

ii. P  çift ise 1P  tektir. 

Bu durumda  2hP m , 2 ile bölünebilir. Böylece ispat tamamlanır.  

 

Verilen bir  ijA a  matrisi için, A  nın her elemanının m  modülüne göre indirgenmesi 

 modA m  şeklinde ifade edilir. Yani,     mod modijA m a m  dir. R  

genelleştirilmiş k -mertebeden Pell matrisi olmak üzere
 

  mod 0i

p
R R p i

 
 
bir 

devirli gruptur [28].  

 
p

R   ile 
p

R   nin mertebesi gösterilmiştir. 

 

Teorem 3.1.1.4:  k p
hP p R 

   dir [28]. 

 

İspat: 
p

R   nin  khP p

 
tarafından bölünebileceği açıktır. Bu durumda sadece 

 khP p  in 
p

R   tarafından bölünebileceğini kanıtlamak gerekir.  khP p n   olsun 

ve diğer taraftan 
1

1

n

n nE R R E

     olduğu bilinmektedir.  modnE I p
 
olduğundan 
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 1 modnR R p 
 

denkliği elde edilir. Burada I  birim matristir. Böylece 

 modnR I p  denkliği elde edilir ki bu da n  nin 
p

R   ye bölündüğünü gösterir.  

 

Teorem 3.1.1.5: ip  ler farklı asal sayılar olmak üzere  
1

, 1i

t
e

i

i

m p t


   ise 

   okek  
 

ie

k k ihP m hP p
 

olur. Burada  okek  
 

ie

k ihP p ,  ie

k ihP p  lerin en küçük 

ortak katını gösterir  [28]. 

 

İspat:  okek   
 

ie

k ihP p 
 

olsun.  0 mod ,k kP P m 
 

 1 1 mod , ,k kP P m  

 1 1 modk k

k kP P m   
 
olduğundan    okek  

 
ie

k k ihP m hP p  eşitliği elde edilir. 

 

Teorem 3.1.1.6: t ,    t

k khP p hP p  olacak şekilde en büyük pozitif tam sayı olsun. 

Bu takdirde her t   için,    t

k khP p p hP p   olur. Özellikle    2

k khP p hP p  

ise her 1   için,    1

k khP p p hP p  
 
dir [28]. 

 

İspat:   pozitif bir tam sayı olsun. 
   

1
1mod

khP p
R I p





  yani, 

   
1

mod
khP p

R I p






 

olduğundan dolayı  khP p  nin  1

khP p   yi böldüğü 

görülmektedir. Öte yandan 
    khP p

ijR I a p


    yazılarak 

          1

0

mod
k

pp ihP p p

ij ij

i

p
R I a p a p I p

i


    



 
    

 
  

eşitliği elde edilir ki, bu eşitlik yardımıyla  1

khP p   nin  khP p p  yi böldüğü 

sonucuna ulaşılmaktadır. Böylece ya    1

k khP p hP p    ya da 

   1

k khP p hP p p    olduğunu gösterir ki buradaki ikinci durum, ancak ve ancak p  

tarafından bölünemeyen bir  
ija
  nin varlığı ile mümkündür.    1t t

k khP p hP p   
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olduğundan p  tarafından bölünemeyen bir  
ija
  vardır. Böylece    1 2t t

k khP p hP p 

dir. t  üzerinde tümevarım yöntemiyle ispat tamamlanmış olur. 

 

Varsayım 3.1.1.1: p k  ise, bu takdirde
 

 khP p
 
nin  kp p

 
yi bölebilecek şekilde 

0 1k    aralığından bir   vardır [28]. 

 

 

3.1.2. Sonlu Gruplarda Genelleştirilmiş k -mertebeden Pell Dizileri 

 

Tanım 3.1.2.1: Sonlu bir gruptaki genelleştirilmiş k -mertebeden Pell dizisi, grubun  

0 1, , , ,nx x x  elemanlarının bir dizisidir. Burada dizinin her bir elemanı, verilen 

0 1, , jx x  başlangıç elemanları için 

 

 

2

0 1 1

2

1 1

,    için

,    için



   

  
 



n

n

n k n k n

x x x j n k
x

x x x n k
 

şeklinde tanımlanır [28]. 

0 1, , jx x  elemanları tarafından üretilen bir gruptaki genelleştirilmiş k -mertebeden 

Pell dizisi  0 1; , , k jQ G x x  şeklinde gösterilir. 

 

Teorem 3.1.2.1: Sonlu bir grupta bir genelleştirilmiş k -mertebeden Pell dizisi 

periyodiktir [28]. 

 

İspat: G  sonlu bir grup ve G  nin mertebesi G  olsun. G  nin elemanlarının 
k

G
 
tane 

farklı k -sıralısı olduğundan bu k -sıralılardan en az biri G  nin bir genelleştirilmiş k -

mertebeden Pell dizisinde iki kez görülür. Böylece, bu k -sıralıyı takip eden alt dizi 

tekrarlanır. Bu tekrardan dolayı genelleştirilmiş k -mertebeden Pell dizisi periyodiktir. 

Bir  0 1; , , k jQ G x x  genelleştirilmiş k -mertebeden Pell dizisinin periyodu 

 0 1; , , k jPerQ G x x  şeklinde gösterilir. 
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mC , m-mertebeden devirli grup olmak üzere bu grubun genelleştirilmiş k -mertebeden 

Pell dizisinin periyodu ( )khP m  ile gösterilir [28]. 

 

Tanım 3.1.2.2: G  bir grup olsun. Eğer G  nin her elemanın içinde bulunduğu bir 

genelleştirilmiş k -mertebeden Pell dizisi mevcut ise G  ye genelleştirilmiş k -

mertebeden Pell dizilenebilirdir denir [28]. 

Genelleştirilmiş k -mertebeden Pell dizilenebilir grupların direkt çarpımlarının 

genelleştirilmiş k -mertebeden Pell dizilenebilir olması gerekmez. 

Bunun için 2 2, ,x y x y e xy yx    şeklinde takdim edilen 2D  four-grubunu ele 

alalım. Bu grup x  ve y  devirli grupların direkt çarpımıdır. 

2D  four-grubunun Pell dizleri; 

 2 2; , , , , , ,Q D x y x y x y  

 2 2; , , , , , .Q D y x y x y x  

şeklinde olup her iki dizide de xy  eleman olmadığından 2D  four-grubu genelleştirilmiş 

k -mertebeden Pell dizilenebilir değildir, fakat; 

x  grubu için Pell dizisi, 

 2 ; , , , , , ,Q x e x e x e x  

ve y  grubu için Pell dizisi, 

 2 ; , , , , , ,Q y e y e y e y  

şeklinde olup böylece genelleştirilmiş 2-mertebeden Pell dizilenebilir olduğu açıktır 

[28]. 

 

 

3.1.3. nD  Dihedral Grupta Genelleştirilmiş k -mertebeden Pell Dizileri 

 

2D  four-grubunun genelleştirilmiş k -mertebeden Pell dizisinin periyodu  2khP  ile 

gösterilsin. 
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Teorem 3.1.3.1: 2n  için  2 2,
n

nD x y x y xy e     takdimini göz önüne alalım. 

i. 2,4k  için 2( ; , ) (2)n kPerQ D x y hP  dir. 

ii. 

 

 

 

3

3 3

3

(2) 0(mod 4),
2

( ; , ) (2) 2(mod 4),

2 (2) diğer durumlarda

n

n
hP n

PerQ D x y n hP n

n hP





 




 

dir. 

iii. 5k   için iki durum söz konusu olup, 

1. t , n  nin bir tek tam sayı çarpanı olmak üzere eğer t ,  3, 2k   aralığında değil ise 

periyot aşağıdaki gibidir: 

 

 

 

(2) 0(mod4),
2

( ; , ) (2) 2(mod4),

2 (2) diğer durumlarda.

k

k n k

k

n
hP n

PerQ D x y n hP n

n hP





 




 

2. Eğer  , n nin
 
 3, 2k   aralığındaki çarpanlarından olan en büyük tek tam sayı ise 

aşağıdaki gibi iki durum söz konusudur: 

(2.1) Eğer j N  için  3 3, 2i k     ise periyot aşağıdaki gibidir: 

 

 

 

(2) 0(mod 4),
2

( ; , ) (2) 2(mod 4),

2 (2) diğer durumlarda.

k

k n k

k

n
hP n

PerQ D x y n hP n

n hP











 




 

(2.2) Eğer  ,  3, 2k   aralığındaki en büyük tek sayı ve j N  için 3i    

ise periyot aşağıdaki gibidir [28]: 

 

 

 

(2) 0(mod 4),
2

( ; , ) (2) 2(mod 4),

2 (2) diğer durumlarda

k

k n k

k

n
hP n

PerQ D x y n hP n

n hP











 




.  
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İspat: 2k   için elde edilen dizi, 

, , , ,x y x y  

şeklindedir ve bu dizinin periyodu 2(2) 2hP   dir. 4k   için ise  

, , , , , , , , , ,x y x xy y e e x y xy  

şeklindedir ve bu dizinin periyodu 4(2) 7hP  dir. 

ii. 3(2) 7hP  olup, 3k   olursa dizi, 

     

     

     

0 1 2

8 7 4

14 15 16

16 15 8

28 29 30

8 8 1 4

2 7 2 7 1 2 7 2

, , , ,

, , , ,

, , , ,

, , ,
i i i

i i i

x x x y x x

x xy x x xy x x xy x

x xy x x xy x x xy x

x xy x x xy x x xy x


    

  

  

  

  

 

şeklindedir. Burada dizinin periyodunu belirlemek için 4i nv   v  olacak şekilde 

en küçük i  doğal sayısının belirlenmesi gerekir. 

0(mod 4)n   ise 
2

n
i   olup, 

3 3( ; , ) 2 7 7 ( (2))
4 2 2

n

n n n
PerQ D x y hP       

şeklindedir. 

2(mod 4)n  ise 
2

n
i   olup, 

3 3( ; , ) 2 7 7 ( (2))
4

n

n
PerQ D x y n n hP       

şeklindedir. 

1(mod 4)n  veya 3(mod 4)n   ise i n  olup, 

3 3( ; , ) 2 7 2 ( (2))nPerQ D x y n n hP     

şeklindedir. 

iii. 5k   ve 1 3, , k     olmak üzere aşağıdaki dizi elde edilir: 

           

           

1 2

3

0 1 2 3 4 5

4 4 4

2 2 2 2 2 3 2 2 3

4 1

2 2 1 2 2 2 2 1

, , , , , , ,

, , , ,

, , , .

k k k

k

k k k

i i i

i hP k i hP k i hP k

i

i hP i hP i hP

x x x y x x x xy x y x x

x yx x yx x yx

x yx x xy x x xy x
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Burada dizinin periyodunu belirlemek için 4i nw   w  olacak şekilde en küçük i  

doğal sayısının belirlenmesi gerekir. 

1. t , n  nin bir tek tam sayı çarpanı olmak üzere eğer t ,  3, 2k   aralığında 

değil ise aşağıdaki üç durum söz konusudur: 

(1.1) 1 2l k    için 0(mod 4)n   ve n   ise, 

2 (2) 1ki hPx e    

ve 
4

n
i   için, 

2 (2) 2 (2) 1  ve  
k ki hP i hPx x x y     

elde edilir. Buradan 

( ; , ) 2 (2) (2)
4 2

k n k k

n n
PerQ D x y hP hP     

olduğu görülür. 

(1.2) 1 2l k    için 2(mod 4)n   ve n   ise, 

 2 2 


ki hP l
x e  

ve 
2

n
i   için, 

2 (2)ki hPx x 
 
ve 2 (2) 1ki hPx y  

 

elde edilir. Buradan 

( ; , ) 2 (2) (2)
2

k n k k

n
PerQ D x y hP n hP     

olduğu görülür. 

(1.3) 1 2l k    için 1(mod 4)n   ya da 3mod(4)n   iken n   ise, 

 2 2ki hP l
x e

 
  

ve i n  için 

2 . (2) ki hPx x ve 2 . (2) 1 
ki hPx y

 

elde edilir. Buradan 

( ; , ) 2 (2)k n kPerQ D x y n hP   

olduğu görülür. 
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2. Eğer  , n nin
 
 3, 2k   aralığındaki çarpanlarından olan en büyük tek tam 

sayı ise aşağıdaki iki durum söz konusudur: 

 (2.1) j  için  3 3, 2
i

k    ise üç durum söz konusudur: 

(2.1.1) 1 2l k    için 0(mod 4)n   ve n   ise 

 2 2ki hP l
x e

 
  

ve 
4

n
i   için 

 2 2ki hP
x x


  ve

  2 2 1ki hP
x y

 
  

elde edilir. Buradan 

     ; , 2 2 2
4 2

k n k k

n n
PerQ D x y hP hP      

olduğu görülür. 

(2.1.2) 1 2l k    için 2(mod 4)n  ve n   ise 

 2 2ki hP l
x e

 
  

ve 
2

n
i   için 

 2 2ki hP
x x


  ve

  2 2 1ki hP
x y

 
  

elde edilir. Buradan 

     ; , 2 2 2
2

k n k k

n
PerQ D x y hP n hP      

olduğu görülür. 

(2.1.3) 1 2l k    için 1(mod 4)n   ya da 3mod(4)n   iken n   ise 

 2 2ki hP l
x e

 
  

ve i n  için 

 2 2ki hP
x x


  ve

  2 2 1ki hP
x y

 
  

elde edilir. Buradan 

   ; , 2 2k n kPerQ D x y n hP   

olduğu görülür.  
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(2.2) j  için  ,  3, 2k   aralığındaki en büyük tek sayı ve 3i    ise 

aşağıdaki üç durum söz konusudur: 

(2.2.1) 1 2l k    için 0(mod 4)n   ve n   ise 

 2 2ki hP l
x e

 
  

ve 
4

n
i   için 

 2 2ki hP
x x


  ve

  2 2 1ki hP
x y

 
  

elde edilir. Buradan 

     ; , 2 2 2
4 2

k n k k

n n
PerQ D x y hP hP      

olduğu görülür. 

(2.2.2) 1 2l k    için 2(mod 4)n   ve n   ise 

2 (2) 1ki hPx e    

ve 
2

n
i   için 

 2 2ki hP
x x


  ve

  2 2 1ki hP
x y

 
  

elde edilir. Buradan 

     ; , 2 2 2
2

k n k k

n
PerQ D x y hP n hP      

olduğu görülür. 

(2.2.3) 1 2l k    için  1 mod 4n   ya da 3mod(4)n   iken n   ise 

 2 2ki hP l
x e

 
  

ve i n  için 

 2 2ki hP
x x


  ve

  2 2 1ki hP
x y

 
  

elde edilir. Buradan 

   ; , 2 2k n kPerQ D x y n hP   

olduğu görülür.  

Böylece ispat tamamlanır. 
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3.2. Sonlu Gruplarda Jacobsthal Dizileri 

 

3.2.1. m  Modülüne Göre Genelleştirilmiş k -mertebeden Jacobsthal Dizileri ve m  

Modülüne Göre Genelleştirilmiş k -mertebeden Jacobsthal-Padovan Dizileri 

 

Tanım 3.2.1.1: 1 3   i k  ve 0n   için   0J i  ve    2 1 1   J k J k
 
olmak 

üzere   kJP n
 
genelleştirilmiş k -mertebeden Jacobsthal-Padovan dizisi  3k   

          
       2 2 3 1k k k kJP n k JP n k JP n k JP n                          (3.2.1.1)

 

şeklinde tanımlanır [32]. 

(3.2.1.1) den Jacobsthal-Padovan dizisi için 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

10 1 0 0 0 0

1 0 0 1 0 0 0

2 10 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 11 2

1 1 1 2 1 0 1

k k

k k

k k

k k

k k

JP n JP n

JP n JP n

JP n JP n

JP n k JP n k

JP n k JP n k

    
        
     
     
    
           
         

 

eşitliği yazılabilir. Burada 

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1

1 1 1 2 1 0

 
 
 
 

  
 
 
 
 

G  

şeklinde ifade edilen G  matrisi, genelleştirilmiş k -mertebeden Jacobsthal-Padovan 

matrisi olarak adlandırılır [32]. 

2k 
 
için genelleştirilmiş k -mertebeden Jacobsthal dizisi ve 3k 

 
için genelleştirilmiş 

k -mertebeden Jacobsthal-Padovan dizisi
 

m  modülüne göre indirgenirse, sırasıyla 

aşağıdaki tekrar eden diziler elde edilir:
 

   , , , , , ,

1 2 0 1, , , , , , ,k m k m k m k m k m k m

n k k iJ J J J J J   

             , , , , , ,1 , 0 , , 2 , 1 , , , ,k m k m k m k m k m k mJP n JP JP JP k JP k JP i     

Burada  , mod k m k

i iJ J m ve      , mod k m kJP i JP i m dır [32]. 
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Teorem 3.2.1.1: 2k 
 
için

 
 ,k m

nJ
 
ve 3k 

 
için

  
  ,k mJP n  dizileri periyodiktir [32]. 

2k 
 
için

 
 ,k m

nJ
 
ve 3k 

 
için

  
  ,k mJP n  dizilerinin en küçük periyotları sırasıyla 

,k mhJ  ve 
,k mhJP  ile gösterilsin. 

 

Örnek 3.2.1.1:    3,3 1,0,0,1,1,0,0,1,nJ 
 
şeklinde olup dizi her 4 terimde bir tekrar 

eder. Böylece 
3,3 4hJ   olur [32]. 

 

Örnek 3.2.1.2:     3,2 0,0,1,1,1,1,0,0,1,1,JP n 
 
şeklinde olup dizi her 6 terimde bir 

tekrar eder. Böylece 
3,2 6hJP   olur [32]. 

C
 

genelleştirilmiş k -mertebeden Jacobsthal matrisi olmak üzere 2p   için 

  mod 0a

i a

p
C C p i 

 
ve   mod 0a

i a

p
G G p i 

 
devirli gruplar olup bu 

grupların mertebeleri sırasıyla ap
C  ve ap

G  ile gösterilsin [32].
 

 

Teorem 3.2.1.2: 2p   ise 
, a

a

k p

p
hJ C  ve 

, a

a

k p

p
hJP G  dir [32]. 

 

Teorem 3.2.1.3: i. 2p   ve t , 
, , tk p k phJ hP olacak şekilde en büyük pozitif tam sayı 

olsun. Bu durumda her t   için ,k p t phJ p hJ
    dir. 

ii. 2p   ve t , 
, , tk p k phJP hJP olacak şekilde en büyük pozitif tam sayı olsun. Bu 

durumda her t   için , ,k p t k phJP p hJP
    dir [32]. 

 

Teorem 3.2.1.4: ip  ler farklı asal sayılar olmak üzere eğer,  
1

, 1i

t
e

i

i

m p t


 
 

ise 

,,  
 

ei
ik pk mhJ okek hJ  ve 

,,  
 

ei
ik pk mhJP okek hJP  

dır ( Burada 
, 

 

ei
ik p

okek hJ , 
1 2

1 2, , ,
, , ,

e e et
tk p k p k p

hJ hJ hJ lerin en küçük ortak katıdır) [32]. 
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3.2.2. Sonlu Gruplarda Genelleştirilmiş k -mertebeden Jacobsthal Dizileri ve 

Genelleştirilmiş k -mertebeden Jacobsthal-Padovan Dizileri 

 

Tanım 3.2.2.1: G  grubu  1 2, , , kA a a a
 
tarafından üretilen bir grup olsun. A  geren 

kümesine göre, 0 1i k    için  k

AJ G  genelleştirilmiş k -mertebeden Jacobsthal 

orbiti, 1i ix a   başlangıç değerleri ile 

   

     

2

1

2

2 1

,   2,

,   3

i i

i k

i i k i k

x x k
x

x x x k





   

 
 



 

şeklinde tanımlanır [32]. 

 

Tanım 3.2.2.2: G  grubu  1 2, , , kA a a a
 
tarafından üretilen bir grup olsun. A  geren 

kümesine göre, 3k   ve 0i   için  k

AJP G genelleştirilmiş k -mertebeden Jacobsthal-

Padovan orbiti, 0 1 1 2 1 1,  , ,  , ,k k k kx a x a x a x a      başlangıç değerleri olmak üzere 

      
2

1 1 2 1i k i i i k i kx x x x x        

şeklinde tanımlanır [32]. 

 

Teorem 3.2.2.1: Sonlu bir grupta genelleştirilmiş k -mertebeden Jacobsthal orbiti ve 

genelleştirilmiş k -mertebeden Jacobsthal-Padovan orbiti periyodiktir [32]. 

 k

AJ G  genelleştirilmiş k -mertebeden Jacobsthal orbitinin ve  k

AJP G  genelleştirilmiş 

k -mertebeden Jacobsthal-Padovan orbitinin periyot uzunlukları sırasıyla  k

ALJ G  ve 

 k

ALJP G  ile gösterilir.  k

ALJ G  ve  k

ALJP G sırasıyla genelleştirilmiş k -mertebeden 

Jacobsthal uzunluk ve genelleştirilmiş k -mertebeden Jacobsthal-Padovan uzunluk 

olarak adlandırılır [32]. 

Tanımlardan bir grubun genelleştirilmiş k -mertebeden Jacobsthal uzunluğu ve 

genelleştirilmiş k -mertebeden Jacobsthal-Padovan uzunluğu seçilen geren kümesine ve 

bu kümenin elemanlarının sıralamasına bağlı olduğu açıktır. 

, 3n m   için 

 
22

2 , : n

nD x y x y xy e     
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dihedral grup ile 2m  mertebeli 2m  
devirli grubun direkt çarpımı 

     
22 2

2 2 , , : , ,n m

n mD x y z x y xy z x z y z e         

şeklinde ifade edilir. 

1G
 
ve 2G  grupları için  2 1: AutG G   homomorfimi, bb  ve 1 1:b G G   

 1Aut G  nin elemanları olmak üzere 1G ve 2G  grupların yarı direkt çarpımı (semidirect 

product) 1 2G G  şeklinde gösterilir. 

, 3n m 
 
için 2nD  dihedral grup ile 2m  devirli grubun  yarı direkt çarpımı 

 
22 2 1 1

2 2 , , : , ,n m

n mD x y z x y xy z e z xzx e z yzy e

        
 

şeklinde ifade edilir. 

Burada 
2m z  ise  2 2: Autm nD   dönüşümü homomorfizmdir. Şöyle ki; 

2 2: :z z n nz D D     , zx x   ve 1

zy y   ile tanımlanır [32]. 

 

Teorem 3.2.2.2: i. 
   3 3,2

2 2, ,

m

n mx y z
LJ D hJ  , 

ii. 
   3 3,2

2 2, ,
12, m

n mx y z
LJP D okek hJP      dir[32]. 

 

İspat: i. 
   3

2 2, , n mx y z
J D   orbiti 

3 3 3
6 7 8

3 33
13 1514

3 3 3
7. 1 7. 7. 1

0 1 2

7 8 9

14 15 16

7. 7. 1 7. 2

, , , ,

, , , ,

, , , ,

, , ,i i i

J J J

J JJ

J J J

i i i

x x x y x z

x xz x yz x z

x xz x yz x z

x xz x yz x z 

 

  

  

  

  

 

şeklindedir. Yukarıdaki ifade kullanılarak 
   3

2 2, , n mx y z
J D   dizisi 

3 3 3
6 7 8

3 33
13 1514

3 3 3
7. 1 7. 7. 1

0 1 2

7 8 9

14 15 16

7. 7. 1 7. 2

, , , ,

, , , ,

, , , ,

, , ,i i i

J J J

J JJ

J J J

i i i

x x x y x z

x xz x yz x z

x xz x yz x z

x xz x yz x z 

 

  

  

  

  

 

şeklinde elde edilir. Bu koşulları sağlayan en küçük tam sayı, dizinin periyodu 

olacağından periyot 3,2 3,27, m mokek hJ hJ     dir. 
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ii. 
   3

2 2, , n mx y z
JP D   orbiti 

2 3 2 4 6 2 11 2 17

2 27 1 45 72 116 189 305

, , , , , , , , , ,

, , , , , , ,

x y z z xy z yz xy z yz y z y z

xy z y z xz yz z z




 

şeklindedir. Yukarıdaki ifade kullanılarak 
   3

2 2, , n mx y z
JP D   dizisi 

       

       

       

3 3 3 3

3 3 3 3

3 3 3 3

0 1 2 3

11 12 13 14

12 13 14 15

23 24 25 26

24 25 26 27

12. 1 12. 12. 1 12. 2

12. 12. 1 12. 2 12. 3

, , , , ,

, , , , ,

, , , , ,

, , , ,

JP JP JP JP

JP JP JP JP

JP i JP i JP i JP i

i i i i

x x x y x z x z

x xz x yz x z x z

x xz x yz x z x z

x xz x yz x z x z
  

  

   

   

   

   

 

şeklinde elde edilir. Bu koşulları sağlayan en küçük tam sayı dizinin periyodu 

olacağından periyot 3,212, mokek hJP    dir. 

 

Teorem 3.2.2.3: i.    

 

 

3,2

3 3,2

2 2, ,

3,2

n
7 ,     0 mod 4  ise,

4

n
7 ,     2 mod 4  ise,

2

7 ,       diğer durumlarda.

m

m

n mx y z

m

okek hJ n

LJ D okek hJ n

okek n hJ



  
   

 
  

     
 

   


 

ii.    
3,2

3

2 2, , 3,2

3 ,  çift ise,

6 ,  tek ise

m

n mx y z m

okek n hJP n
LJP D

okek n hJP n


    
  

                

                                                                                                                                    

[32].

  

İspat: i. 
   3

2 2, , n mx y z
J D   orbiti

 2 3 6 5 13 1 28 60 5 129 4, , , , , , , , , , ,x y z xy z z yx z y x z y z x z y z y
 

şeklindedir. Yukarıdaki ifade kullanılarak 
   3

2 2, , n mx y z
JP D   dizisi 

       

       

       

3 3 3 3

3 3 3 3

3 3 3 3

0 1 2 3

11 12 13 14

12 13 14 15

23 24 25 26

24 25 26 27

12. 1 12. 12. 1 12. 2

12. 12. 1 12. 2 12. 3

, , , , ,

, , , , ,

, , , , ,

, , , ,

JP JP JP JP

JP JP JP JP

JP i JP i JP i JP i

i i i i

x x x y x z x z

x xz x yz x z x z

x xz x yz x z x z

x xz x yz x z x z
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şeklinde elde edilir. Burada dizinin periyodunu belirlemek için, u  için 4 i n u    

ve  3

7. 1 0 mod 2iJ m  ,  3

7. 0 mod 2iJ m  ve  3

7. 1 1 mod 2iJ m   olacak şekilde en 

küçük i tam sayısının belirlenmesi gerekmektedir. i  tam sayısının durumuna göre üç 

durum söz konusudur: 

1.  0 mod 4n  ise 
4

n
i   olup buradan    3 3,2

2 2, ,

n
okek 7 ,

4

m

n mx y z
LJ D hJ

 
   

 
 elde 

edilir. 

2.  2 mod 4n  ise 
2

n
i   olup buradan    3 3,2

2 2, ,

n
okek 7 ,

2

m

n mx y z
LJ D hJ

 
   

 
 elde 

edilir. 

3.  1 mod 4n   veya  3 mod 4n  ise i n  olup buradan

   3 3,2

2 2, ,
7 , m

n mx y z
LJ D okek n hJ

      elde edilir. 

ii. 
   3

2 2, , n mx y z
JP D   orbiti 

 2 3 4 2 6 11 17 2, , , , , , , , , , ,x y z z xy z yz z y x z x z z y  

şeklindedir. Yukarıdaki ifade kullanılarak 
   3

2 2, , n mx y z
JP D   dizisi 

       

       

       

3 3 3 3

3 3 3 3

3 3 3 3

0 1 2 3

5 6 7 82 3 2

6 7 8 9

11 12 13 144 5 4

12 13 14 15

6. 1 6. 6. 1 6. 22. 2. 1 2.

6. 6. 1 6. 2 6. 3

, , , , ,

, , , , ,

, , , , ,

, , , ,

JP JP JP JP

JP JP JP JP

JP i JP i JP i JP ii i i

i i i i

x x x y x z x z

x z y x x z y x z x z y

x z y x x z y x z x z y

x z y x x z y x z x z y
  

  

   

   

   

   

 

şeklinde elde edilir. Burada dizinin periyodunu belirlemek için, u  için 2 i n v    ve 

   3 6 1 0 mod 2JP i m   ,    3 6 0 mod 2JP i m     3 6 1 0 mod 2JP i m    ve 

   3 6 2 1 mod 2JP i m    olacak şekilde en küçük i  tam sayısının belirlenmesi 

gerekmektedir. i  tam sayısının durumuna göre iki durum söz konusudur: 

1. n  çift ise 
2

n
i   olur. Böylece  

   3 3,2 3,2

2 2, ,

n
6 , 3 ,

2

m m

n mx y z
LJP D okek hJ okek n hJ

 
       

 
 

elde edilir. 

2. n  tek ise i n  olur. Böylece  
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   3 3,2

2 2, ,
6 , m

n mx y z
LJP D okek n hJ

      

elde edilir. 

 

 

3.3. Arrowhead-Fibonacci Sayıları 

 

Genelleştirilmiş k -basamak Fibonacci dizisi için karakteristik polinom 

  .1= 1   xxxxP kkF

k   

şeklindedir. 

k -basamak Fibonacci dizisinin karakteristik polinomunu kullanarak  
   11,=

 kkjinN
 

arrowhead matrisi aşağıdaki gibi tanımlanır: 

1 1 1 1 1

1 1 0 0 0

1 0 1 0 0

1 0 0 1 0

1 0 0 0 1

    
 
 
 
  
 
 
  
 
    

 

N  matrisi kullanılarak arrowhead-Fibonacci dizisi olarak adlandırılan  1k  -

basamaklı bir dizi aşağıdaki gibi tanımlanmıştır: 

 

Tanım 3.3.1: 2k  ve 1n  için arrowhead-Fibonacci dizisi    1 11 = = = 0k ka a k  , 

  1=11  kak  başlangıç değerleri ile 

              
       naknaknakna kkkk 1111 1=1   

                            
(3.3.1) 

şeklindeki indirgeme bağıntısı ile tanımlanır [42]. 

 

(3.3.1) bağıntısı yardımıyla, arrowhead-Fibonacci dizisi için üreteç matrisi:
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1

1 1

1 1 1 1 1

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0
=

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

k

k k

G 

  

    
 
 
 
 
 
 
 
   

şeklinde belirlenmiştir ve bu matris arrowhead-Fibonacci matrisi olarak 

adlandırılmaktadır. 

0n  için 

                                     

 

 

 

 

 

 

  







































 















1

1

=

1

1

1

1

1

1

1

1

1

na

kna

kna

a

ka

ka

G

k

k

k

k

k

k

n

k 

                                  

(3.3.2) 

eşitliği görülür.   üzerinden tümevarım uygulanarak k   için arrowhead-Fibonacci 

matrisinin  -inci kuvveti aşağıdaki gibi elde edilmiştir: 

 

1

1 1

1

1 1

1 2
1 1 1 1

1

1 1

=

n k n k

k k

n k n k

k k
n n k n k

k k k k

n n

k k

a a

a a

G a G a

a a



  

 

  

 

   
   



 

 
 

 
 
 
 
  

 

şeklinde olup burada    11  kk
 boyutlu 1kG



  matrisi aşağıdaki gibidir: 

     

     

 

1 1 1 2 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1 2 1 2 3 1 2

1 1 1 1 1 1 1 1

2 3 1
1 1 1 1 1

=

n k n k n n k n k n k n k n k

k k k k k k k k

n k n k n n k n k n k n k n k

k k k k k k k k

n k n k n n k
k k k k k

a a a a a a a a

a a a a a a a a

G a a a a


           

       

             

       

      
    

        

        

       

     

2 3 4 2 3

1 1 1 1

1 1 1 2 1

1 1 1 1 1 1 1 1

n k n k n k n k

k k k k

n n n k n n n n n

k k k k k k k k

a a a a

a a a a a a a a

       

   

     

       

 
 
 
 
    
 
 
 
           . 

Burada u

ka 1  
notasyonu ile  uak 1  gösterilmektedir [42]. 

Tekrarlı dizilerin Simpson formulü üreteç matrislerin determinatları yardımıyla 

belirlenebilmektedir.   1

1 1=det


 
k

kG  olduğundan her 2k  için arrowhead-

Fibonacci dizisinin Simpson formülleri kolayca elde edilebilir. 
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Örnek 3.3.1: 2n   ve 1=det 3 G  için  

 
 
 
  




























nnnn

nnnn

nnnn

n

aaaa

aaaa

aaaa

G

3

1

3

1

3

1

3

1
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1

3

2

3

2

3

1

3

2

3

3

3

3 =

 

olduğundan   na3  
dizisinin Simpson formülü aşağıdaki gibidir [42]: 

          
     

2 2 3
3 2 1 2 1 1 3 1 1

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 32 =1n n n n n n n n n n na a a a a a a a a a a            . 

 

Sonuç 3.3.1: 2k için
 

 1ka n  
, n -inci arrowhead-Fibonacci sayısı olsun. O halde

 

 
 

 
11 11

1

1 11 2 1, ,
1 2 1

= 1
, ,

kkk
k

kkt t t
k

t tt
a n

t tt t t







  
  

    
  

olup burada toplam negatif olmayan tam sayılar üzerinde  1 2 12 1 =kt t k t n   

koşulunu sağlamaktadır [42]. 

İspat: Teorem 2.1.4 de 1v k  , u n , 1i j k   , 
1 1k   ve 

2 1 1kk k    
 

olarak seçilirse  nkG 1  
matrisinden sonuç açık olarak görülür. 

 

Lemma 3.3.1: Arrowhead-Fibonacci dizisinin karakteristik denklemi 

1 1 2 1 0k k k kx x x x         

 
olup bu denklemin çok katlı kökü yoktur [42]. 

 

İspat:   1= 211   kkkk xxxxxf  olsun. Buradan 

 
  

1

111
=

1

1
=

2

1










x

xx

x

x
xxxf

kk
kk

 

yazılabilir. Bu durumda tüm 2k   değerleri için  0 1f   ve  1f k  olduğu açık bir 

şekilde görülmektedir. u ,  f x
 
in bir çok katlı kökü olsun. Bu durumda  0,1u  dır. 

Eğer u ,  f x
 
in bir çok katlı kökü ise, bu durumda   0=uf

 ve   0=uf '
 olmalıdır. 

  0=uf '

 
ve 0u  olduğundan

2

1
1=1






k

k
iu

 
ve 

2

1
1=1






k

k
iu

 
elde edilir. Fakat 

  0=uf
 olduğundan    1=11

2
uuk

 olur. Böylece  
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2
=

2

1




k

k
u

k
 ve 
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   22

2

2
21

2
=





kk

k
u

k

 
 sonucuna varılır. Bu durum ise bir çelişki teşkil eder ve bu 

çelişki ile ispat tamamlanmış olur. 

 

Eğer 
1 1 2 1 0k k k kx x x x         denkleminin kökleri 1 2 1, , , kx x x

 
ise, Lemma 

3.3.1 ile bu köklerin birbirinden farklı olduğu basit bir şekilde görülmektedir. 

   1 1k k    boyutlu 
1kV
 
Vandermonde matrisi 

 

     
     

.

111

=

121

1

1

1

2

1

1

121

1











































k

k

k

kk

k

k

kk

k

xxx

xxx

xxx

V

 

şeklinde ifade edilsin. 

1k

iU  matrisi: 

 

 

  





























ikn

k

ikn

ikn

k

i

x

x

x

U

1

1

1

2

1

1

1 =


 

şeklinde gösterilsin ve    1 1k k    boyutlu 1

,

k

jiV
 

matrisi, 
1kV matrisinin j -inci 

sütununu 
1k

iU 

 
sütun matrisiyle değiştirilmesi sonucu elde edilsin [42].

 

 

Teorem 3.3.1: 2 kn  için    )(

,1 = n

ji

n

k gG   
olmak üzere  

1

,( )

, 1

det
=

det

k

i jn

i j k

V
g

V





 

dir [42]. 

 

İspat: 1 2 1, , , kx x x , 1kG
 
matrisinin özdeğerleri olup

 
ve birbirinden farklı olduğu için 

1kG
 

matrisi köşegenleştirilebilirdir.  1211 ,,,=  kk xxxD 
 

olsun. Bu durumda 
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1

11

1 = 



 k

kk

k DVVG  eşitliği elde edilir. 0det 1 kV  olduğundan 
1kV  matrisi tersinir 

matristir. Böylece   1

1

1

11 = 







k

k

k

k DVGV
 
eşitliği sağlanır ki, bu da 1kG

 
matrisinin 

1kD   
matrisine benzer olduğunu göstermektedir. Dolayısıyla 2 kn  için

   nk

kkn

k DVVG 1

11

1 = 



  
olduğu görülmektedir. Bu durumda, 

     

     

     





































ikn

k

n

ki

k

k

n

i

k

k

n

i

iknn

ki

kn

i

kn

i

iknn

ki

kn

i

kn

i

xgxgxg

xgxgxg

xgxgxg

1

1

)(

1,

1

1

)(

,21

)(

,1

1

2

)(

1,

1

2

)(

,22

)(

,1

1

1

)(

1,

1

1

)(

,21

)(

,1

=

=

=









 

lineer denklem sistemi yazılabilmektedir. Her , 1,2, , 1i j k   için lineer denklem 

sisteminin çözümünden  

1

,( )

, 1

det
=

det

k

i jn

i j k

V
g

V




 

olduğu görülmektedir. 

Aşağıdaki sonuç ile arrowhead-Fibonacci sayıları için Binet formülü elde edilmiştir: 

 

Sonuç 3.3.2: 2k  için  nak 1 , n -inci arrowhead-Fibonacci sayısı olmak üzere 

 
1

1, 1

1 1

det
=

det

k

k k

k k

V
a n

V



 

 


 

eşitliği elde edilir [42]. 

 

Tanım 3.3.2: nn  boyutlu     n

jik mnM ,1 =  
süper köşegen matrisi:

  
 
,

eğer =  ise 1

  1 ve

= = 1 ve =  ise 1 1,

1 eğer =  ve =  ise u+1  ve 1 ,

  0 diğer durumlarda

n

i j

i j n

m i j n

i u j n u k

 

  

  

  



   
     



 

şeklinde tanımlanmıştır. 

Yani     n

jik mnM ,1 =  
süper köşegen matrisi: 
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1

1 -inci      

1 1 1 1 0 0 0 0

1 1 1 1 1 0 0 0

0 1 1 1 1 1 0 0

=
0 0 1 1 1 1 1 0

0 0 0 1 1 1 1 1

0 0 0 0 1 1 1 1

0 0 0 0 1 1 1

0 0 0 0 1 1

k

k

M n







   
 

  
 
   
 
 
   
 

   
  
 
 
 
 
  

 

şeklindedir [42]. 

Teorem 3.3.2: 1n   ve 2k için 

   1 1= 1k kperM n a n k   
 

eşitliği elde edilir ve burada   1=11kperM dir [42]. 

 

İspat: İlk olarak 4<n  durumu göz önüne alınsın. Bu durumda  21kM  ve  31kM  

matrisleri  

 1

1 1
2 =

1 1
kM 

 
 
   

ve 

 1

1 1 1

3 = 1 1 1

0 1 1

kM 

  
 


 
    

şeklindeki formlara indirgenir. Buradan   0=21kperM  ve   2=31 kperM  olduğu 

açıkça görülür ve arrowhead-Fibonacci dizisinin tanımından   1=21  kak , 

  1=31  kak  ve   2=41  kak  
eşitlikleri elde edilir. Böylece 4<n durumu için 

sonuca ulaşılır. Şimdi 4n   için    1 1= 1k kperM n a n k   
 
eşitliğinin sağlandığını 

kabul edelim. Bu durumda, denklemin 1n
 
için de sağlandığı gösterilmelidir. Eğer 

 1kM n  
matrisinin birinci satırına göre Laplace açılımı uygulanarak  1kperM n

genişletilir ise 
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       1 1 1 11 = 1k k k kperM n perM n perM n perM n k          

eşitliği elde edilir.    1= 11  knanperM kk ,    1 11 = , ,k kperM n a n k  

   1= 11   naknperM kk  
olduğundan,    2=1 11   knanperM kk  

eşitliği elde 

edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur. 

 

Tanım 3.3.3: 2k  ve 1n k   olmak üzere n n  boyutlu     n

jik rnR ,1 =
 matrisi: 

 
,

eğer =  ise 1 ,

= 1 ve =  ise 1 1
 1

=

=  ve  ise 1 1,

1 eğer =  ve =  ise 1  ve 1 ,

  0 diğer durumlarda

n

i j

i j n

i j n k

r ve

i n k n k j n n k

i j u n k u k

 

  

  

  

  

     



          

      




 

şeklinde tanımlanmıştır. 

Yani  1kR n
 matrisi: 

 

 
                               

1

1 -inci                     

1 1 1 0 0 0 0 0

1 1 1 1 0 0 0 0

0 1 1 1 1 0 0 0

= 0 0 1 1 1 1 1 0

0 0 0 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0 1

k

k

R n







  
 

 
 
  
 
 
   
 

  





 

  -incin k 








 

şeklindedir [42]. 

 

Tanım 3.3.4: 2k  ve 2> kn  olmak üzere n n  boyutlu     n

jik tnT ,1 =
 matrisi: 
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1

1

1 -inci                       

1 1 0 0

1

0 1

0

k

k

k

T n

R n









 
 

  
 
 
 
  

 

şeklinde tanımlanır [42]. 

 

Teorem 3.3.3: 2k   için  nak 1 , n -inci arrowhead-Fibonacci sayısı olmak üzere 

i. 1> kn  için 

   1 1= 1k kperR n a n    

eşitliği elde edilir. 

ii. 2> kn  için 

   1 1

=1

=
n

k k

i

perT n a i 
 

eşitliği elde edilir [42]. 

 

İspat: i. Denklemin 1> kn  için sağlandığı kabul edelim. Bu durumda, denklemin 

1v  için de sağlandığı gösterilmelidir.  1kR n  
matrisinin birinci satırına göre Laplace 

açılımı uygulanarak  nperRk 1  genişletilir ise 

 

       .1=1 1111 knperRnperRnperRnperR kkkk   
 

 

eşitliği elde edilir. Ayrıca  

 

           ,1=,,=1,1= 111111   knaknperRnanperRnanperR kkkkkk 
 

 

olduğundan    1 11 = 2k kperR n a n  
 
eşitliği elde edilir.  

ii.  1kT n  
matrisinin birinci satırına göre Laplace açılımı uygulanarak  nperTk 1  

genişletilir ise 
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     1 1 1= 1k k kperT n perT n perR n   
 

 

eşitliği elde edilir. Teorem 3.3.3 i den ve n
 
üzerinde tümevarım yönteminden ispat 

görülür. 

2k  için   nak 1  
arrowhead-Fibonacci dizisinin üreteç fonksiyonu 

  2 1
=

1

k

k

x
g x

x x x    
 

 

şeklindedir ve burada dir [42]. 

Aşağıdaki Teorem ile üreteç fonksiyonu yardımıyla arrowhead-Fibonacci sayılarının 

üstel temsili verilmiştir. 

 

Teorem 3.3.4: Arrowhead- Fibonacci sayılarının üstel temsili aşağıdaki gibidir [42]: 

   
=1

= exp 1 .
i

i
k k

i

x
g x x x x

i

 
  

 


 

 

İspat:    121lnln=ln  kk xxxxxg   

ve 

      2 1 2 1

=1

ln 1 = ln 1 = 1
i

i
k k k

i

x
x x x x x x x x

i


            

 

 

olduğundan 

 
 

 
=1

ln ln = ln = 1
i

i
k k

k
i

g x x
g x x x x

x i



  
 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur. 

1n  ve 2k  için 

 iaS k

n

i

n 1

1=

= 
 

olsun. 
   22  kk

 boyutlu 2kA
 
matrisi aşağıdaki gibi gösterilsin: 
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2 1

1 0 0

1

= 0

0

k k
A G 



 
 
 
 
 
 
  

 

Bu durumda  2

n

kA   
matrisi: 

   2 1 1

1 0 0

=

n k

n n

k n k k

n

S

A S G

S



   

 
 
 
 
 
 
 
   

 

şeklinde olur [42]. 

 

 

3.3.1. m  Modülüne Göre Arrowhead-Fibonacci Dizileri 

 

  nak 1  Arrowhead-Fibonacci dizisi bir m  modülüne göre indirgenirse, tekrar eden, 

          ,,,2,1= 1111 iaaana m

k

m

k

m

k

m

k   

indirgemeli dizi elde edilir ve burada  iam

k 1  
ile   1 modka i m  

gösterilir. Bu bağıntı 

(3.3.1)’deki bağıntı ile aynıdır. 

 

Teorem 3.3.1.1: 2k  için   nam

k 1  
dizisi basit periyodik bir dizidir. Yani dizi 

periyodiktir ve dizi başlangıç değerlerine dönerek tekrar eder [42]. 

 

İspat:   1 2 1= , , , 0 1k iX x x x x m   
 

olsun. mZ
 

nin elemanlarının 
1km  tane 

farklı 1-k  tiplisi mevcut olduğundan, bu 1-k  tiplilerden en az bir tanesi   nam

k 1  

dizisinde iki kez ortaya çıkar. Bundan dolayı bu 1-k  lileri takip eden alt dizi 

tekrarlanır, böylece dizi periyodiktir. vu >  olmak üzere  

           1 1 1 1 1 11 1 , 2 2 , , 1 1m m m m m m

k k k k k ka u a v a u a v a u k a v k                 
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ise  mod 1u v k   olduğu sonucuna ulaşılır. Arrowhead-Fibonacci dizisi tanımından  

         111= 11111   naknaknaknana m

k

m

k

m

k

m

k

m

k 
 

olacaktır. Böylece bu eşitlik kullanılarak 

           1 1 1 1 1 1, 1 1 , , 1 1m m m m m m

k k k k k ka u a v a u a v a u v a             

elde edilir ki bu da   nam

k 1  dizisinin basit periyodik olduğunu gösterir. 

 

  nam

k 1  
dizisinin periyodu  1kP m

ile gösterilsin. 

 

Örnek 3.3.1.1:     0,0,0,1,1,0,0,0,1,1,=2

4 na  dizisi ele alınırsa, bu dizi her 5 terimde 

bir başlangıç elemanlarıyla tekrar edip   5=24P  olur [42]. 

  1

1 1=det


 
k

kG  olduğundan m  nin tüm pozitif tam sayı değeri için 
mkG 1  

devirli bir 

gruptur. (3.3.2) den 2k için  
mkk GmP 11 =   

olduğu görülür. 

 

Teorem 3.3.1.2: i. p  bir asal sayı ve u ,    u

k

u

k pPpP 1

1

1 



   olacak şekilde en küçük 

pozitif tam sayı olsun. Bu takdirde her uv >  ve 2k  için    pPppP k

uvv

k 11 = 



   

olur. 

ii. 1u   olmak üzere  
=1

=
u

i
i

i

m p


  olacak şekilde asal çarpanlarına ayrılmış olsun. Bu 

durumda 2k  için  mPk 1  ,   i
ik pP


1
 lerin en küçük ortak katına eşittir. 

iii. 2k  olmak üzere eğer k  bir çift tam sayı ise, bu durumda her m  pozitif  tam 

sayısı için  mPk 1  bir çift sayıdır [42]. 

 

İspat: i. I ,    1 1k k    tipinde birim matris ve t ,      
1

11
1 mod

tP p tk
kG I p




   

olacak şekilde pozitif bir tam sayı ise      
1

1
1 mod

tP p tk
kG I p




   dır. Böylece  1

t

kP p

nın  1

1





t

k pP  yi böldüğü görülmektedir. Öte yandan     tt

ji

tp
k

P

k paIG 








 ,

1
1 =

yazılarak binom açılımı yardımıyla 
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            11
1 , ,

=0

= = mod
ppt iP p p t tt t tk

k i j i j

i

p
G I a p a p I p

i

 


 
    

 


 

eşitliği elde edilir ki, bu eşitlik yardımıyla   ppP t

k 1  nin  tk pP 1  
tarafından 

bölünebilir olduğunu gösterir. Böylece    tk

t

k pPpP 1

1

1 = 



  ya da 

    ppPpP t

k

t

k 



 1

1

1 =  olduğunu gösterir ki buradaki ikinci durum, ancak ve ancak p

 tarafından bölünemeyen bir  t
jia ,
  nin varlığı ile mümkündür. u ,    u

k

u

k pPpP 1

1

1 



 
 

olacak şekilde en küçük pozitif tam sayı olduğundan p  tarafından bölünemeyen bir 

 t
jia ,
 vardır. p  tarafından bölünemeyen bir  t

jia ,
 olduğundan p  tarafından bölünemeyen 

bir  1

,

u

jia  varlığı da açıktır. Dolayısıyla    1

1

2

1







  u

k

u

k pPpP
 
sonucu elde edilir ve bu 

durumu göz önünde bulundurarak  

        u

k

u

k

u

k

u

k pPppPpppPppP 1

2

1

1

1

2

1 === 







 
 

eşitliğine ulaşılır. Böylece u  üzerinden tümevarım yöntemi kullanılarak her uv > için 

   1 1=v v u

k kP p p P p

 
 

elde edilir. Özellikle    pPpP kk 1

2

1  
 

ise 

   1

1 1=v v

k kP p p P p

 
 
olur. 

ii. 
   









 na
ii

p

k



1

 
dizisi sadece   i

ik pP


 1 ,   uzunluğundaki bloklarda tekrar 

eder. Ayrıca  mPk 1 ,   1

m

ka n  
dizisinin periyodu olduğundan, 

   








 na
ii

p

k



1  dizisi tüm 

i  değeri için  mPk 1  terimde bir tekrar eder. Böylece tüm i  değeri için  mPk 1  periyodu 

  i
ik pP


 1  şeklinde olup, bu sayı  mPk 1  
nin periyodunu vermektedir. Dolayısıyla

       1
1 1 1 1= , , u

k k k uP m okek P p P p
 

  
 
 

 elde edilmektedir. 

iii. Her k  çift tam sayısı için 1=det 1 kG  ve  
mkk GmP 11 =   

olduğundan sonuç 

açık olarak görülür. 
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI 

 

 

4.1. Arrowhead-Pell Dizileri 

 

Genelleştirilmiş k -mertebeden Pell dizisi için karakteristik polinom 

  1 22 1k k kP x x x x x        

şeklindedir. 

 P x
 

polinomunun katsayıları yardımıyla tanımlanan 
   1 1ij k k

A a
  

   
 

arrowhead 

matrisi aşağıdaki gibidir:
 

1 2 1  1 1

2 2   0    0  0

1  0 1  0   0

    

1  0 0 1   0

1  0 0 0 1

A

    
 
 
 
  

  
 
  
 
  

 

A
 
matrisi kullanılarak arrowhead-Pell dizisi aşağıdaki gibi tanımlanmıştır: 

 

Tanım 4.1.1: 2k   ve 1n   için arrowhead-Pell dizisi  

     1 1 11 2 0k k ka a a k      ,  1 1 1ka k  
 
 

başlangıç değerleri ile  

 
         1 1 1 1 11 2 1 2k k k k ka n k a n k a n k a n k a n                     (4.1.1) 

şeklindeki indirgeme bağıntısı ile tanımlanır [3]. 

(4.1.1) bağıntısı yardımıyla, arrowhead-Pell dizisi için Companion matris formundaki 

üreteç matrisi:
 

   1 1

1 2 1 1 1

1 0  0   0 0  0

0 1 0 0  0   0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

k

k k

M

  

    
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 

 

şeklinde belirlenmiştir ve bu matris arrowhead-Pell matrisi olarak adlandırılmaktadır. 



44 

 

1k    için  

 

 

 

 

 

 

 

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

k k

k k

k

k k

a k a n k

a k a n k
M

a a n



 

 

 

     
   

   
   
   

      

 

eşitliği görülür. 1k    için   üzerinden tümevarım uygulanarak arrowhead-Pell 

matrisinin  -inci kuvveti aşağıdaki gibi elde edilmiştir: 

i. 2k   için 

 

3 4 3 2

3 3 3 3

2 3 2 1

2 3 3 3 3

1 2 1

3 3 3 3

a a a a

M a a a a

a a a a

   

    

   

   

   

  

  
 

   
     

ii. 3k   için
 

 

1 2 1

1 1 1 1

1 1

1 1 1 1

1 1 * 2

1 1 1 1

1 2 1

1 1 1 1

k k k k

k k k k

k k k k

k k k k

k k k k
k k k k k k

k k k k

a a a a

a a a a

M a a a M a

a a a a

   

   

    

   

      

   

     

   

      

   

  

   

  
 

  
   
 
 
   

 

dir. Burada    1 2k k  
 
boyutlu *

kM  matrisi aşağıdaki gibidir [3]:

 

2 3 3 4 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1 2 1 2 3 1 2 1

1 1 1 1 1 1 1 1

* 1 2 1 2

1 1 1 1 1

k k k k

k k k k k k k k

k k k k

k k k k k k k k

k
k k k k k k k

a a a a a a a a

a a a a a a a a

M a a a a a a

       

       

    

        

       

           

       

    

     

         

         

         2 3 2

1 1 1

2 3 3 4 1

1 1 1 1 1 1 1 1

k k k

k k

k k k k

k k k k k k k k

a a

a a a a a a a a

  

       

     

 

        

       

 
 
 
  
 
 
             

 

Örnek 4.1.1: 4k   için arrowhead-Pell matrisinin  -inci kuvveti 

 

5 6 5 2 3 4 3 4 4

5 5 5 5 5 5 5 5 5

4 5 4 1 2 3 2 3 3

5 5 5 5 5 5 5 5 5

3 4 3 1 2 1 2 2

4 5 5 5 5 5 5 5 5 5

2 3 2 1

5 5 5 5 5

1 2 1

5 5 5

a a a a a a a a a

a a a a a a a a a

M a a a a a a a a a

a a a a a

a a a

        

        

         

    

  

        

        

       

   

  

      

      

       

  



1 1 1

5 5 5 5

2 1 1

5 5 5 5 5 5

 a a a a

a a a a a a

   

     

  

  

 
 
 
 
 

    
       

 

şeklindedir [3]. 
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Lemma 4.1.1: Arrowhead-Pell dizisinin karakteristik denklemi 

1 1 22 1= 0k k k kx x x x        

olup bu denklemin çok katlı kökü yoktur [3]. 

 

İspat:   1 1 2= 2 1k k k kf x x x x x        polinomunu 

 
1

1 1 1
= 2

1

k
k k k x

f x x x x
x


  
  

  

olarak yazılabilir. Bu durumda 2k   için  0 0f ve  1 0f  olduğu açıktır. 

     1g x x f x   

olarak alınırsa  

  2 1 12 3 1k k k kg x x x x x        

olur. 0z   ve 1z   olmak üzere z
 
nin,  g x  in bir çok katlı kökü olduğunu kabul 

edelim. Bu durumda z ,  g x  in bir çok katlı kökü olduğundan   0g z  ve  ' 0g z   

olmalıdır.  ' 0g z 
 
durumu göz önüne alınırsa 

       

    

' 1 1 2

2 3 2

2 2 1 3 1

        2 2 1 3 1 0

k k k k

k

g z k z k z kz k z

z k z k z kz k

  



      

       
 

olmalıdır. Buradan 0z  olduğundan     2 3 22 2 1 3 1 0kz k z k z kz k         dir. 

Bu ifadenin kökleri 

   

   

 

 

1

23

1 1

2 33 2 6 5 4 3 2

1

33 2 6 5 4 3 2

1

3

2 2 6 3 2 5 10 4

=

6 3 11 33 60 92 3 3 23 138 267 192 216 480 304

11 33 60 92 3 3 23 138 267 192 216 480 304
     

3 2 2

k k k k

z

k k k k k k k k k k

k k k k k k k k k

k

 
     

 


           

          

 
 

     

   

   

 

2

2 12
2 33 2 6 5 4 3 23

1

33 2 6 5 4 3 2

1

3

2 2 6 3 1 3 5 10 4
=

6 3 2 11 33 60 92 3 3 23 138 267 192 216 480 304

1 3 11 33 60 92 3 3 23 138 267 192 216 480 304
      

6 2 2

k k i k k
z

k k k k k k k k k k

i k k k k k k k k k

k

     


            

           

 

ve 
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2

3 12
2 33 2 6 5 4 3 23

1

33 2 6 5 4 3 2

1

3

2 2 6 3 1 3 5 10 4
=

6 3 2 11 33 60 92 3 3 23 138 267 192 216 480 304

1 3 11 33 60 92 3 3 23 138 267 192 216 480 304
     

6 2 2

k k i k k
z

k k k k k k k k k k

i k k k k k k k k k

k

     


            

           

 

 

olduğu görülmektedir. Bu durumda 2k   için  1 0g z  ,  2 0g z   ve  3 0g z   

olduğundan bir çelişki elde edilir ve bu çelişki ile Lemmanın ispatı tamamlanır. 

 

1 1 22 1 0k k k kx x x x         denkleminin kökleri 1 2 1, , , kx x x   ise, Lemma 4.1.1 

ile bu köklerin birbirinden farklı olduğu görülmektedir. Ayrıca kM  arrowhead-Pell 

matrisinin karakteristik polinomunun aynı zamanda arrowhead-Pell sayılarının 

karakteristik denklemi olduğundan 1 2 1, , , kx x x   
ler kM  arrowhead-Pell matrisinin 

özdeğerleri olup, bu özdeğerler birbirinden farklı olur. Böylece kM  matrisinin 

köşegenleştirilebilir olduğu söylenebilir. 

   1 1k k    boyutlu 
1kV 
 Vandermonde matrisinin 

     

     

1 2 1

1 1 1

1 2 1
1

1 2 1

=

1 1 1

k k k

k

k k k

k
k

k

x x x

x x x

V

x x x



  






 
 
 
 
 
 
 
   

şeklinde ifade edildiğini düşünelim. 

1k

iW   matrisi: 

 

 

 

1

1

1

1 2

1

1

=

k i

k i

k

i

k i

k

x

x
W

x







  

  



  



 
 
 
 
 
 
   

şeklinde gösterilsin ve 1

,

k

i jV  matrisi, 
1kV 
 matrisinin j -inci sütununun 

1k

iW 
 sütun 

matrisiyle değiştirilmesi sonucu elde edilsin [3]. 
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Teorem 4.1.1: 1k    ve 2k   için   ,

,= k

k i jM m
     olmak üzere  

1

,,

, 1

det
=

det

k

i jk

i j k

V
m

V






 

dir [3]. 

 

İspat: 1 2 1, , , kx x x   özdeğerleri birbirinden farklı olduğu için kM  matrisi 

köşegenleştirilebilirdir.  1 1 2 1= , ,k kG x x x 
 olsun. Bu durumda kM  matrisi 

köşegenleştirilebilir olduğundan 1 1

1=k k

k kM V V G 

  eşitliği elde edilir. Ayrıca 

1det 0kV    olduğundan 
1kV 
 matrisi tersinir matristir. Böylece  

1
1 1

1=k k

k kV M V G


 


 

eşitliği sağlanır ki, bu da kM  matrisinin 1kG   matrisine benzer olduğunu 

göstermektedir. Benzer matrislerin kuvvetleri de benzer olduğundan  1k    ve 2k   

için    1 1

1=k k

k kM V V G
  


 elde edilir. Bu durumda 

     

     

     

1 1, , ,

,1 1 ,2 1 , 1 1

1 1, , ,

,1 2 ,2 2 , 1 2

1 1, , ,

,1 1 ,2 1 , 1 1

=

=

=

k k k ik k k

i i i k

k k k ik k k

i i i k

k k k ik k k

i k i k i k k

m x m x m x

m x m x m x

m x m x m x

  

  

  

   



   



   

   

   

   




    

lineer denklem sistemi yazılabilmektedir. Her , =1,2, , 1i j k   için lineer denklem 

sisteminin çözümünden  

1

,,

, 1

det
=

det

k

i jk

i j k

V
m

V






 

olduğu görülmektedir. 

Arrowhead-Pell sayıları için Binet formülü aşağıdaki gibi elde edilmiştir. 

 

Sonuç 4.1.1: 2k   için  1ka 
,  -inci arrowhead-Pell sayısı olmak üzere 

 
1

1, 1

1 1

det
=

det

k

k k

k k

V
a

V




 

 
  

eşitliği elde edilir [3]. 
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Dizinin companion matris formundaki üreteç matrisleri göz önünde bulundurularak 

aşağıdaki gibi bir süper-köşegen matris tanımlanmıştır ve bu matrisin permanent 

değerleri üzerinden de dizinin permanental temsili elde edilmiştir. 

 

Tanım 4.1.2: 1u k   için u u  boyutlu   ,

,, = u k

i jR u k r  
 süper köşegen matrisi: 

,

,

eger =  ve =  ise 1

1 ve

= 1 ve =  ise 1 1,

2 eger =  ve = 1 ise 1 1,

= eger =  ve = 2 ise 1 2,

=  ve = 3 ise 1 3,
1

=  ve =  ise 1 ,

0 diger durumlarda

u k

i j

i t j t t u

i t j t t u

i t j t t u

r i t j t t u

i t j t t u

i t j t k t u k

 


   

    

   

   


   














 

şeklinde tanımlanmıştır. 

Yani   ,

,, = u k

i jR u k r  
 süper köşegen matrisi: 

 

 1 -inci

1 2 1 1 0 0 0 0

1 1 2 1 1 0 0 0

0 1 1 2 1 1 0 0

0 0 1 1 2 1 1 0
, =

0 0 0 1 1 2 1 1

0 0 0 0 0 1 1 2 1

0 0 0 0 0 0 1 1 2

0 0 0 0 0 0 0 1 1

k

R u k





   
 

  
 
   
 
 
   
 

   
 
 

  
 
 
  

 

şeklindedir [3]. 

 

Teorem 4.1.2: 1u k   için  

   1, = 1kperR u k a u k    

eşitliği elde edilir [3]. 
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İspat: 1u k   için    1, = 1kperR u k a u k    eşitliğinin sağlandığını kabul edelim. 

Bu durumda, denklemin 1u   için de sağlandığı gösterilmelidir.  ,R u k  matrisinin 

birinci satırına göre Laplace açılımı uygulanarak  ,perR u k  genişletilir ise 

         1, = , 2 1, 2, ,perR u k perR u k perR u k perR u k perR u k k         

eşitliği elde edilir.  

       1 1, = 1 , 1, = ,k kperR u k a u k perR u k a u k    

       1 12, = 1 , , , = 1k kperR u k a u k perR u k k a u     
 

olduğundan    11, = 2kperR u k a u k  
 

eşitliği elde edilir. Böylece ispat 

tamamlanmış olur. 

 

Tanım 4.1.3: > 1u k   için u u  boyutlu   ,

,, = u k

i jH u k h  
 matrisi: 

,

,

eger =  ve =  ise 1 ,

= 1 ve =  ise 1 1

ve

1 =  ve = 1 ise 1 1,

=  ve = 2 ise 1 2,

= =  ve = 1 ise 1 1,

2 eger =  ve = 1 ise 1 1,

eger =  ve = 2 

1

u k

i j

i t j t t u

i t j t t u k

i t j t t u

i t j t t u

h i t j t k t u k

i t j t t u k

i t j t

 

    

   

   

     

     





ise 1 1,

=  ve = 3 ise 1 1,

=  ve =  ise 1 1,

0 diger durumlarda

t u k

i t j t t u k

i t j t k t u k















   


    



    


 

şeklinde tanımlanır. 

 

Yani  ,H u k  matrisi: 
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                     1 -inci                     

1 2 1 1 0 0 0 0

1 1 2 1 1 0 0 0

0 1 1 2 1 1 0 0

, =
0 0 1 1 2 1 1 0

0 0 0 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0 1

k

H u k





  


  

  

  



  -inciu k




 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 

 

şeklindedir [3]. 

 

Tanım 4.1.4: > 2u k   olmak üzere u u  boyutlu   ,

,, = u k

i jP u k p  
 matrisi: 

 

 

 

                                

-inci                       

1 1 0 0

1,

0 1,

0

u k

P u k

H u k





 
 

  
 
 
 
  

 

şeklinde tanımlanır [3]. 

 

Teorem 4.1.3: 2k   için  1ka 
,  -inci arrowhead-Pell sayısı olmak üzere: 

i. > 1u k   için  

   1, = 1kperH u k a u   

eşitliği elde edilir. 

ii. > 2u k   için  

   1

=1

, =
u

k

i

perP u k a i  

eşitliği elde edilir [3]. 
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İspat: i. Teoremi ispatlamak için u  üzerinde tümevarım yöntemini uygulayalım. 

Denklemin > 1u k   için sağlandığı kabul edelim. Bu durumda denklemin 1u   için de 

sağlandığı gösterilmelidir. Eğer  ,H u k  matrisinin birinci satırına göre Laplace açılımı 

uygulanarak  ,perH u k  genişletilir ise 

         1, = , 2 1, 2, ,perH u k perH u k perH u k perH u k perH u k k         

eşitliği elde edilir. 

       

       

1 1

1 1

, = 1 , 1, = ,

2, = 1 , , , = 1

k k

k k

perH u k a u perH u k a u

perH u k a u perH u k k a u k

 

 

 

    
  

olduğundan    11, = 2kperH u k a u   eşitliği elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış 

olur. 

ii.  ,P u k  matrisinin birinci satırına göre Laplace açılımı uygulanarak  ,perP u k  

genişletilir ise 

     , = 1, 1,perP u k perP u k perH u k    

eşitliği elde edilir. Teorem 4.1.3 i. den ve u  üzerinde tümevarım yönteminden ispat 

görülür. 

Arrowhead-Pell sayıları için determinantal temsiller aşağıdaki gibi elde edilmiştir. 

> 2u k   için u u  boyutlu bir T  matrisi 

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1
=

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

T

 
 

 
 
 
 
 
 

 

 

şeklinde tanımlansın. Bu durumda     , = det , ,perR u k R u k T  

    , = det ,perH u k H u k T  ve     , = det ,perP u k P u k T  eşitlikleri elde edilir. 

 

Sonuç 4.1.2: > 2u k   için 

    1det , = 1kR u k T a u k    

    1det , = 1kH u k T a u   

ve 
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    1

=1

det , =
u

k

i

P u k T a i  

eşitlikleri elde edilir [3]. 

Aşağıdaki sonuç ile arrowhead-Pell sayıları için toplamsal temsil verilmiştir. 

 

Sonuç 4.1.3:  1ka 
,  -ıncı arrowhead-Pell sayısı olsun. O halde  

 
 

   1 11 2 3 4 1
1

1 11 2 1, ,
1 2 1

= 2 1
, ,

t t t tkk k
k

kkt t t
k

t tt
a

t tt t t


   





  
    

    
  

olup burada toplam negatif olmayan tam sayılar üzerinde  1 2 12 1 =kt t k t      

koşulunu sağlamaktadır. 

 

İspat: Teorem 2.1.4 de = 1,i k   = 1j k   ve 1 2=1, = 2,k k  3 1= = = 1kk k    olarak 

seçilirse  kM


 matrisinden sonuç açık olarak görülür.
 

Arrowhead-Pell sayıları için üreteç fonksiyonu göz önüne alalım. Katsayıları 

arrowhead-Pell sayıları olan  

           

 

2 1

1 1 1 1 1

1

1 2 3 1 2

            1

k k k

k k k k k

n k

k

g x a a x a x a k x a k x

a n k x



    





         

     

fonksiyonunu tanımlayalım. Buna göre,  

   2 3 11 2 k kx x x x g x      

           2 1

1 1 1 1 1 11 2 3 1 2 1k k n k

k k k k k ka a x a x a k x a k x a n k x 

                   

           2 3 1 2 1

1 1 1 1 1 11 2 3 1 2 1k k n k

k k k k k ka x a x a x a k x a k x a n k x   

                   

           2 3 4 2 3 2

1 1 1 1 1 1+2 1 2 2 2 3 2 1 2 2 2 1k k n k

k k k k k ka x a x a x a k x a k x a n k x   

                

 

           1 2 3 2 1 2 2 2 1

1 1 1 1 1 1  1 2 3 1 2 1k k k k k n k

k k k k k ka x a x a x a k x a k x a n k x      

                

 

eşitliği elde edilir. Gerekli düzenlemeler yapılarak ve arrowhead-Pell sayıları 

tanımından yararlanarak 

     2 3 1

11 2 1k k k k

kx x x x g x a k x x

         

olduğu görülür. Buradan arrowhead-Pell sayıları için üreteç fonksiyonu;
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  2 3 1
=

1 2

k
k

k

x
g x

x x x x       

olarak elde edilir ve burada 2k   dir. 

Aşağıdaki Teorem ile üreteç fonksiyonu kullanılarak arrowhead-Pell sayılarının üstel 

temsili verilmiştir. 

 

Teorem 4.1.4: Arrowhead-Pell sayılarının üstel temsili aşağıdaki gibidir [3]: 

 
 

 2

=1

= exp 1 2 .

i
i

k k k

i

x
g x x x x x

i

 
    

 
 
  

 

İspat:    2 3 1ln = ln ln 1 2k k kg x x x x x x        

ve  

     
2

2 3 1 2 2 21
ln 1 2 = [ 1 2 1 2

2

k k kx x x x x x x x x x x x                   

 21
1 2 ]

n
n kx x x x

n
       

olduğundan 

   
 2

1

ln = 1 2

ik
i

k

k
i

g x x
x x x

x i





     

elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur.  

1   ve 2k   için  

  1

=1

= k

i

S a i


   

olsun.    2 2k k    boyutlu kG  matrisi aşağıdaki gibi gösterilsin: 

1 0 0

1

= 0

0

k k
G M

 
 
 
 
 
 
  

 

Bu durumda  kG


 matrisi: 
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   1

1 0 0

=

k

k k k

S

G S M

S



 







 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

şeklinde elde edilir [3]. 

 

 

4.2. m  Modülüne Göre Arrowhead-Pell dizileri 

 

ija  ler tam sayılar olmak üzere verilen bir 
ijA a     matrisi için, A  matrisinin her 

elemanının modm  ye göre indirgenmesi  modA m  şeklinde ifade edilir. Yani, 

   mod modijA m a m  dir.   = mod | 0i

m
A A m i   kümesini göz önüne alalım. 

Eğer  ,det 1obeb m A   ise 
m

A  bir devirli grup olur. 
m

A  ile 
m

A  nin mertebesi 

gösterilmiştir. 

kM  arrowhead-Pell matrisi için   1
1=det




k

kM  olduğundan m  nin tüm pozitif tam 

sayı değeri için 
mkM devirli bir gruptur. 

mkM
 
için aşağıdaki teoremleri verilebilir. 

 

Teorem 4.2.1: r  bir asal sayı ve mrkM  devirli bir grup olsun. Eğer u , 

urkrk MM =  eşitliğini sağlayan en büyük pozitif tam sayı ise bu takdirde uv   

için 
rk

uv
vrk MrM .=   eşitliği yazılır. Özellikle 2rkrk MM   ise, her 2v  

için 
rk

v
vrk MrM .= 1  olur [4]. 

 

İspat: mrkM  devirli grubunu ele alalım. Farzedelim ki b  pozitif bir tam sayı olsun ve 

mrkM ,  mrh  ile gösterilsin. Eğer      
1

1mod
bh r b

kM I r


  ise 

     
1

mod
bh r b

kM I r


   dir. Burada I ,    11  kk  tipinde birim matristir. Böylece 
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 brh  nin  1brh  yi böldüğü görülmektedir. Ayrıca     bb

ij

brh

k rmIM 







=  eşitliği 

yazılarak, binom açılımından 

            1

=0

= = mod
rrb ih r r b bb b b

k ij ij

i

r
M I m r m r I r

i

  
  

 
  

elde edilir ki, bu da  1brh  ’nin   rrh b   tarafından bölünebilir olduğunu gösterir. 

Böylece    bb rhrh =1
 ya da  =1brh    rrh b   dir. Ancak  =1brh    rrh b   eşitliğin 

sağlanması, r  tarafından bölünemeyen bir  b

ijm  nin var olması ile mümkündür. u , 

   urhrh =  eşitliği sağlayan en büyük pozitif tam sayı olduğundan    1 uu rhrh  

eşitsizliği yazılır ve bu eşitsizlik, r  tarafından bölünemeyen bir  1u

ijm  nin mevcut 

olduğunu gösterir. Dolayısıyla    21   uu rhrh  sonucu elde edilir ve u  üzerinden 

tümevarım yöntemi kullanılarak ispat tamamlanır. 

 nak 1  arrowhead-Pell dizisi bir m  modülüne göre indirgenirse, tekrar eden, 

          ,,,2,1= 1111 iaaana m

k

m

k

m

k

m

k   

dizisi elde edilir ve burada     1 1= modm

k ka i a i m 
 dir. Bu bağıntı (4.1.1)’deki bağıntı 

ile aynıdır. 

 

Teorem 4.2.2: 2k   için   nam

k 1  dizisi basit periyodik bir dizidir [4]. 

 

İspat: Farzedelim ki   10,,,= 121  mqqqqQ ik  olsun bu durumda 1= kmQ
 

dir. mZ  nin elemanlarının 1km   tane farklı 1k -tiplisi mevcut olduğundan, bu 1k -

tiplilerden en az bir tanesi   nam

k 1  dizisinde iki kez ortaya çıkar. Bundan dolayı bu 

1k -lileri takip eden alt dizi tekrarlanır. Böylece dizi periyodiktir. ji >  olmak üzere  

           11,,22,11 111111   kjakiajaiajaia m

k

m

k

m

k

m

k

m

k

m

k   

İse  mod 1i j k   olduğu sonucuna ulaşılır. Arrowhead-Pell dizisi tanımından,  

           11,,11, 111111

m

k

m

k

m

k

m

k

m

k

m

k ajiajaiajaia     

eşitliği elde edilir ki bu da   nam

k 1  dizisinin basit periyodik olduğunu gösterir. 

  nam

k 1  dizisinin periyodu  mLk 1  ile gösterilsin. 
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Teorem 4.2.3: 1u   ve ip  ler farklı asal sayılar olmak üzere  
1

i

u
r

i

i

m p


  olsun. Bu 

takdirde           1 2

1 1 1 1 2 1, , , ur r r

k k k k uL m okek L p L p L p   
 
 

 dır [4]. 

 

İspat: 
   









 na
i

r
i

p

k 1  dizisinin periyodu   i
r

ik pL 1
 olduğundan bu dizi sadece 

  1

r
i

k iL p  ,    uzunluğundaki bloklarda tekrar eder. Ayrıca  mLk 1 ,   nam

k 1  

dizisinin periyodu olduğundan, her i  değeri için 
   









 na
i

r
i

p

k 1  dizisi  mLk 1  terimde bir 

tekrar eder. Böylece, her i  değeri için  mLk 1  periyodu   1

r
i

k iL p   şeklinde olup bu 

sayı   nam

k 1  dizisinin periyodu vermektedir. Dolayısıyla 

          1 2

1 1 1 1 2 1, , , ur r r

k k k k uL m okek L p L p L p   
 
 

 elde edilmektedir. 

 

 

4.3. Gruplarda Arrowhead-Pell Dizileri 

 

Tanım 4.3.1: G  grubu sonlu 2 -gerenli bir grup ve  ,x y  ikilisi G  nin geren çifti 

olsun. 1n   için
 

 yxGARk ,:1  arrowhead-Pell orbiti, 

        ekxexyxxx kkkk =1,,=3,=2,=1 1111    

başlangıç şartları ile birlikte  

                
1 1 1 2

1 1 1 1 1 11 = 1 2 1k k k k k kx n k x n x n x n k x n k x n k
   

              

bağıntısı ile tanımlanır [8]. 

 

Teorem 4.3.1: Sonlu bir G  grubunun  yxGARk ,:1  arrowhead-Pell orbiti basit 

periyodiktir [8]. 

 

İspat: G  grubunun mertebesi p  olsun. G  grubunun elemanlarının birbirinden farklı 

sıralı 1k -lilerin sayısı 
1kp  olduğundan en az bir tanesi  yxGARk ,:1  arrowhead-
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Pell orbitinde iki kez ortaya çıkar. Böylece bu tekrardan dolayı arrowhead-Pell orbiti 

periyodiktir. Arrowhead-Pell orbiti periyodik olduğundan 

           1=1,,2=2,1=1 111111   khxkgxhxgxhxgx kkkkkk   

olacak şekilde  mod 1g h k   şartını sağlayan g  ve h  doğal sayılar vardır. Diğer 

taraftan arrowhead-Pell orbiti tanımından 

                 1

11

2

1

1

1

1

11 1121=














  knxknxknxknxnxnx kkkkkk   

yazılır. Bu nedenle    hxgx kk 11 =   eşitliği elde edilir. Böylece 

           1=1,,2=2,1=1 111111   kxkhgxxhgxxhgx kkkkkk   

elde edilir ki bu da arrowhead-Pell orbitinin basit periyodik olduğu anlamına gelir.  

 yxGLARk ,:1  notasyonu ile  1 : ,kAR G x y
 arrowhead-Pell orbitinin periyot 

uzunluğu gösterilsin. 

 

Teorem 4.3.2: 
mSD

2
 semidihedral grubunun arrowhead-Pell orbitinin periyot uzunluğu 

 2

12 2m

kL

  dır [8]. 

 

İspat:  1 2
: ,k mAR SD x y

 orbitinin ilk 1k  elemanı aşağıdaki gibidir: 

        .=1,,=3,=2,=1 1111 ekxexyxxx kkkk    

Böylece dizinin genel hali: 

     
4 1 4

1 2
1 1 1 12 2 1 = , 2 2 2 = ,

i i

k k k kx L i x x L i yx
 

        

     
4 4

3 1
1 1 1 12 2 3 = , , 2 2 1 =

i i
k

k k k kx L i x x L i k x
 


         

şeklinde elde edilir. Burada 121 ,,, k   ler   1=,,, 121 kobeb    olacak şekilde 

pozitif tam sayılardır. Burada dizinin periyodunu belirlemek için 
14 2mi k    k  

olacak şekilde en küçük i  doğal sayısının belirlenmesi gerekmektedir. Bu durumda 

32= mi  seçilirse,  

     2 2

1 1 1 12 2 1 = , 2 2 2 = ,m m

k k k kx L x x L y 

        

     2 2

1 1 1 12 2 3 = , , 2 2 1 =m m

k k k kx L e x L k e 
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elde edilir ve buradan arrowhead-Pell orbitinin   2

12 2m

kL

 -inci elemandan sonra 

tekrara başladığı açıkca görülmektedir. Böylece arrowhead-Pell orbitinin periyot 

uzunluğu  2

12 2m

kL

  olur. 

  

Örnek 4.3.1: 2k   için arrowhead-Pell orbitinin semidihedral grubundaki periyot 

uzunluğunu göz önüne alalım. Bu durumda arrowhead-Pell orbitinin başlangıç değerleri  

      exyxxx =3,=2,=1 333  

şeklindedir. Diğer yandan   na2

3  dizisinin periyodu  3 2 7L   olup, arrowhead-Pell 

orbiti aşağıdaki gibi ele edilir: 

     

     

     

   
 

 
 

     

     

2 2

2

3 3 3

1 1 3

3 3 3

4 2 1 6

3 3 3

5 2 1 5 2 18

3 3 3

5.2 19 2 9

3 3 3

4 9

3 3 3

1 = , 2 = , 3 = ,

4 = , 5 = , 6 = ,

7 = , 8 = , 9 = ,

10 = , 11 = , 12 = ,

13 = , 14 = , 15 = ,

16 = , 17 = , 18 = , .

m m

m

m

x x x y x e

x x x yx x yx

x yx x x x yx

x x x x x yx

x yx x yx x x

x yx x e x x

 



  

  

  

 

 

 

Böylece arrowhead-Pell orbitinin genel hali aşağıdaki gibi ifade edilebilir: 

      eixyxixxix ii =314,=214,=114 3

4

3

18

3  
 

Burada =i  
32 m
 seçilirse, 

     2 2 2

3 3 32 7 1 = , 2 7 2 = , 2 7 3 =m m mx x x y x e         

olup buradan da arrowhead-Pell orbitinin 22 7m  -inci elemandan sonra tekrara 

başladığı açıkca görülmektedir. Böylece 2k   olduğu durumda arrowhead-Pell 

orbitinin periyot uzunluğunu 22 7m   olur [8]. 

 

Örnek 4.3.2: 3k   için arrowhead-Pell orbitinin 32SD
 
semidihedral grubundaki periyot 

uzunluğunu göz önüne alalım.  

16 2 7

32 = ,  = = , =SD x y x y e yxy x  

olmak üzere, 3k   için,   na2

4  dizisinin periyodu  4 2 6L   olup, bu grupta 3k 
 

için arrowhead-Pell orbiti aşağıdaki gibi olur: 
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4 4 4 4

13 4 8 12

4 4 4 4

9 8 8

4 4 4 4

5 4 8 4

4 4 4 4

4 4 4 4

1 = , 2 = , 3 = , 4 = , ,

13 = , 14 = , 15 = , 16 = , ,

25 = , 26 = , 27 = , 28 = , ,

37 = , 38 = , 39 = , 40 = , ,

49 = , 50 = , 51 = , 52 = , .

x x x y x e x e

x x x yx x x x x

x x x yx x e x x

x x x yx x x x x

x x x y x e x e



 

Buradan    4 41 = 49 =x x x ,    4 42 = 50 =x x y ,    4 43 = 51 =x x e  ve

   4 44 = 52 =x x e  olup, 3k   için arrowhead-Pell orbitinin 32SD  semidihedral 

grubundaki periyot uzunluğu 48  dir [8]. 

 

 

4.4. Arrowhead-Jacobsthal Dizileri 

 

Genelleştirilmiş k -mertebeden Jacobsthal dizisi için karakteristik polinom 

  1 2 32 1       k k k kJ x x x x x x  

şeklindedir. 

 J x
 
polinomunun katsayıları yardımıyla 

   1 1  
   ij k k

B b
 
arrowhead matrisi:

 

  1 1 2 1 1 1

1 1   0  0   0   0

2   0 2   0   0   0

1   0   0 1 0    0

          

1   0   0  0 1   0

1   0   0  0   0 1

     
 
 
 
  
 
  
 
 
  
     

şeklinde tanımlanır. 

B  matrisi kullanılarak arrowhead-Jacobsthal dizisi aşağıdaki gibi elde edilmiştir. 

 

Tanım 4.4.1: 3k  ve 1n  için arrowhead-Jacobsthal dizisi 

     1 1 11 2 0     k k kx x x k ,  1 1 1  kx k  

başlangıç değerleri ile  

           1 1 1 1 1 11 1 2 2 3                   k k k k k kx n k x n k x n k x n k x n k x n      (4.4.1) 

şeklindeki indirgeme bağıntısı ile tanımlanır [9]. 
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(4.4.1) bağıntısı yardımıyla arrowhead-Jacobsthal dizisi için Companion matris 

formundaki üreteç matrisi: 

   1 1

1 1 2 1 1 1

1   0   0 0  0  0

0   1   0 0  0  0

= 0   0  1 0 0   0

     

0   0  0 1  0  0

0   0   0 0  1  0

k

k k

J

  

     
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   

şeklinde belirlenmiştir ve bu matris arrowhead-Jacobsthal matrisi olarak 

adlandırılmaktadır. 

  üzerinden tümevarım uygulanarak 2 k için arrowhead-Jacobsthal matrisinin 

-inci kuvveti aşağıdaki gibi elde edilmiştir: 

i. 3k  için 

 

4 5 4 3 2 3

4 4 4 4 4 4

3 4 3 2 1 2

4 4 4 4 4 4

3 2 3 2 1 1

4 4 4 4 4 4

1 2 1 1

4 4 4 4 4 4

2  

2  
=

2  

2

     

     

    

   

    
 

    
    
 

     

x x x x x x

x x x x x x
J

x x x x x x

x x x x x x

     

     


     

     
 

ii. 4k için 

 

1 2 1 1 2

1 1 1 1 1 1 1

1 1 2 1 1

1 1 1 1 1 1 1

1 1 2 3 *

1 1 1 1 1 1 1

2

2  

= 2  

          

      

          

      

        

      

     

     

     

k k k k k k

k k k k k k k

k k k k k k

k k k k k k k

k k k k k
k k k k k k k k k

x x x x x x x

x x x x x x x

J x x x x x x J x

      

      

        2

1 2 1 1 2

1 1 1 1 1 1 12  

 

     

      

 
 
 
 
 
 
       

k

k

k k k k k k kx x x x x x x      
 

şeklinde olup burada    1 3  k k boyutlu *

kJ  matrisi aşağıdaki gibidir: 

3 4 4 5 1

1 1 1 1 1 1 1 1

2 3 1 3 4 1 2 1

* 1 1 1 1 1 1 1 1

3 4 4

1 1 1 1 1

=

        

       

           

       

      

    

         

         

     

k k k k

k k k k k k k k

k k k k

k k k k k k k k

k

k k k

k k k k k

x x x x x x x x

x x x x x x x x
J

x x x x x

       

       

     5 1

1 1 1

 

  

 
 
 
 
 

     
k

k k kx x x  
.

 

Burada 1kx notasyonu ile  1kx   gösterilmektedir [9]. 

 

Lemma 4.4.1: Arrowhead-Jacobsthal dizisinin karakteristik denklemi 

1 1 2 32 1 0         k k k k kx x x x x
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olup, bu denklemin çok katlı kökü yoktur [9]. 

 

İspat:   1 1 2 32 1         k k k k kf x x x x x x olsun. Buradan
 

 
2

1 1 2 1
2

1

k
k k k k x

f x x x x x
x


   

    


 

şeklinde yazılabilir. Bu durumda 3k  için  0 0f
 
ve  1 0f  olduğu açık bir 

şekilde görülmektedir.  

     1h x x f x   

olarak alınırsa 

 
2 1 1 22 2 1

k k k k kh x x x x x x
          

olur. 0   ve 1   olmak üzere 
 
nin  h x  in bir çok katlı kökü olduğunu kabul 

edelim. Bu durumda  ,   h x  in bir çok katlı kökü olduğundan   0h  
 

ve 

 ' 0h    olmalıdır.  ' 0h  
 
durumu göz önüne alınırsa 

         

      

' 1 1 2 3

3 4 3 2

2 2 1 2 1 2

        2 2 1 2 1 2 0

k k k k k

k

h k k k k k

k k k k k

     

    

   



        

         
 

elde edilir. Buradan 0   olduğundan,  

      3 4 3 22 2 1 2 1 2 0k k k k k k               

olmalıdır. Mathematica wolfram 10.0 [69] gibi uygun yazılımları kullanarak, bu son 

denklemin kökleri,  

3 6 4 3 2115 13257 86886 62100 178497 199260 223452 369 270a k k k k k k k          

ve  

3 3 23 2 6 12 8b k k k     

olmak üzere  
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1
22

3

1 1 2
2

3

3

1
3 2 22

3

1 212 23 3

2
1

2
3

2

2 21 11 4

2 3 3 223 2

8 1 16 1 8 1

2 21 22 2 2 2 1 11 8
      

2 3 3 2 2 223 2 21
4.

3 1 4
3 2

3 22

k ba k k

b kkk a

k k k k

k b ka k k k kk

b k kkk a k ba

b k k
k a

kk


 

     


  
             

       



  



 

   

   

 

   

   

   

 

 

 

 

 

   

   
 

   

 

   

 

 

1
22

3

2 1 2
2

3

3

1
3 2 22

3

1 212 23 3

2
1

2
3

2

2 21 11 4

2 3 3 223 2

8 1 16 1 8 1

2 21 22 2 2 1 11 8
      

2 3 3 2 2 223 2 2 21
4.

3 1 4
3 2

3 22

k ba k k

b kkk a

k k k k

k b ka k k k kk

b k kkk a k ba

b k k
k a

kk


 

     


  
             

       



  



 

   

   

 

   

   

   

 

 

 

 

 

   

   
 

   

 

   

 

 

1
22

3

3 1 2
2

3

3

1
3 2 22

3

1 212 23 3

2
1

2
3

2

2 21 11 4

2 3 3 223 2

8 1 16 1 8 1

2 21 22 2 2 1 11 8
      

2 3 3 2 2 223 2 2 21
4.

3 1 4
3 2

3 22

k ba k k

b kkk a

k k k k

k b ka k k k kk

b k kkk a k ba

b k k
k a

kk


 

    


  
             

       



  



 

ve  

 

   

   

 

   

   

   

 

 

 

 

 

   

   
 

   

 

   

 

 

1
22

3

4 1 2
2

3

3

1
3 2 22

3

1 212 23 3

2
1

2
3

2

2 21 11 4

2 3 3 223 2

8 1 16 1 8 1

2 21 22 2 2 2 1 11 8
      

2 3 3 2 2 223 2 21
4.

3 1 4
3 2

3 22

k ba k k

b kkk a

k k k k

k b ka k k k kk

b k kkk a k ba

b k k
k a

kk


 

    


  
             

       



  



olduğu görülmektedir. Bu durumda 3k   için  1 0h   ,  2 0h     3 0h  
 
ve 
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 4 0h    olduğundan bir çelişki elde edilir ve bu çelişki ile Lemmanın ispatı 

tamamlanır.

 

1 2 1, , , kx x x   ler, 
1 1 2 32 1 0k k k k kx x x x x           denkleminin kökleri ise 

Lemma 4.4.1 ile bu köklerin birbirinden farklı olduğu görülmektedir. Ayrıca kJ  

arrowhead- Jacobsthal matrisinin karakteristik polinomunun, aynı zamanda arrowhead- 

Jacobsthal sayılarının karakteristik denklemi olduğundan 1 2 1, , , kx x x   ler kJ  

arrowhead- Jacobsthal matrisinin özdeğerleri olup ve bu özdeğerler birbirinden farklı 

olur. Böylece kJ  arrowhead- Jacobsthal matrisinin köşegenleştirilebilir olduğu 

söylenebilir.
 

   1 1  k k boyutlu 
1kV
 
Vandermonde matrisi: 

     

     

1 2 1

1 1 1

1 2 1
1

1 2 1

=

1 1 1



  






 
 
 
 
 
 
 
 

k k k

k

k k k

k
k

k

x x x

x x x

V

x x x

 

şeklinde tanımlansın. 

1k

iG matrisi: 

 

 

 

1

1

1

1 2

1

1

=

  

  



  



 
 
 
 
 
 
 

k i

k i

k

i

k i

k

x

x
G

x







 

şeklinde gösterilsin ve 1

,

k

i jV
 

matrisi, 
1kV  matrisinin j -inci sütununu 1k

iG
 

sütun 

matrisiyle değiştirilmesi sonucu elde edilsin [9].
 

Teorem 4.4.1: 2 k ve 3k  için    ,

, k

k i jJ j
 

 
olmak üzere  

1

,,

, 1

det
=

det





k

i jk

i j k

V
j

V



 

dir [9]. 
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İspat: 1 2 1, , , kx x x  özdeğerleri birbirinden farklı olduğu için kJ
 

matrisi 

köşegenleştirilebilirdir.  1 1 2 1= , , , k kH x x x
 

olsun. Bu durumda kJ
 

matrisi 

köşegenleştirilebilir olduğundan 1 1

1= 



k k

k kJ V V H
 

eşitliği elde edilir. Öte yandan 

1det 0 kV  olduğundan 
1kV matrisi tersinir matristir. Böylece  

1
1 1

1=


 



k k

k kV J V H
 

eşitliği sağlanır ki, bu da kJ
 
matrisinin 1kH

 
matrisine benzer olduğunu göstermektedir. 

Benzer matrislerin kuvvetleri de benzer olduğundan 2 k  ve 3k  için

   1 1

1= 



k k

k kJ V V H
 

 
olduğu görülmektedir. Bu durumda 

     

     

     

1 1, , ,

,1 1 ,2 1 , 1 1

1 1, , ,

,1 2 ,2 2 , 1 2

1 1, , ,

,1 1 ,2 1 , 1 1

=

=

=

   



   



   

   

   

   




  

k k k ik k k

i i i k

k k k ik k k

i i i k

k k k ik k k

i k i k i k k

j x j x j x

j x j x j x

j x j x j x

  

  

  

 

lineer denklem sistemi yazılabilmektedir. Her , 1,2, , 1 i j k için lineer denklem 

sisteminin çözümünden  

1

,,

, 1

det
=

det





k

i jk

i j k

V
j

V


 

elde edilir. 

Arrowhead-Jacobsthal sayıları için Binet formülü aşağıdaki gibi elde edilmiştir. 

 

Sonuç 4.4.1: 3k  için  1kx  ,  -inci arrowhead-Jacobsthal sayısı olmak üzere 

 
1

1, 1

1 1

det
=

det



 

 


k

k k

k k

V
x

V


 

eşitliği elde edilir [9]. 

 

Dizinin companion matris formundaki üreteç matrisleri göz önünde bulundurularak 

aşağıdaki gibi bir süper-köşegen matris tanımlanmıştır ve bu matrisin permanent 

değerleri üzerinden de dizinin permanental temsili elde edilmiştir. 

 

Tanım 4.4.2: 1 v k  için v v  boyutlu   ,

,,    
v k

i jM v k m
 
süper köşegen matrisi:
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,

,

eğer =  ve =  ise 1

  1                         ve

=  1 ve =  ise 1 1,

eğer =  ve = 1 ise 1 1,

=  ve = 3 ise 1 3,
=

1 =  ve = 4 ise 1 4,

                         

=  

 

   

   

   

    

v k

i j

i r j r r v

i r j r r v

i r j r r v

i r j r r v
m

i r j r r v

i r ve =  ise 1 ,

2 eğer =  ve = 2 ise 1 2,

  0 diğer durumlarda













   
    



j r k r v k

i r j r r v

 

şeklinde tanımlanmıştır. 

Yani   ,

,,    
v k

i jM v k m
 
süper köşegen matrisi: 

 

  1 -inci

1 1 2 1 1 0 0 0 0

0 1 1 2 1 1 0 0 0

0 0 1 1 2 1 1 0 0

, = 0 0 0 1 1 2 1 1 0

0 0 0 0 1 1 2 1 1

0 0 0 0 0 0 1 1 2 1

0 0 0 0 0 0 0 1 1 2

0 0 0 0 0 0 0 0 1 1





    
 

   
 
    
 
 
    
 

    
 
 

   
 

 
 
  

k

M v k  

şeklindedir [9]. 

 

Teorem 4.4.2: 1 v k için 

   1, = 1  kperM v k x v k
 

eşitliği elde edilir [9]. 

 

İspat: 1 v k  için    1, = 1  kperM v k x v k eşitliğinin sağlandığını kabul edelim. 

Bu durumda denklemin 1v
 

için de sağlandığı gösterilmelidir.  ,M v k matrisinin 

birinci satırına göre Laplace açılımı uygulanarak  ,perM v k
 
genişletilir ise 
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1, = , 1, 2 2,

3, ,

perM v k perM v k perM v k perM v k

perM v k perM v k k

    

    
 

eşitliği elde edilir. 

   1, = 1kperM v k x v k   ,
 

   11, = kperM v k x v k  ,
 

   12, = 1kperM v k x v k   ,
 

       1 13, = 2 , = 1k kperM v k x v k perM v k k x v       
 

olduğundan    11, = 2  kperM v k x v k
 

eşitliği elde edilir. Böylece ispat 

tamamlanmış olur.  

 

Tanım 4.4.3: 1 v k  için v v  boyutlu   ,

,,    
v k

i jN v k n  matrisi: 

,

,

eğer =  ve =  ise 1 ,

=  1 ve =  ise 1 3
  1

                        ve

          = 2 ve = ,

eğer =  ve = 1 ise 1 3,

= =  ve = 3 ise 1 3,

1 =  ve = 4 ise 1 4,

       

 

   



   

   

    

v k

i j

i r j r r v

i r j r r v

i v j v

i r j r r v

n i r j r r v

i r j r r v

                  

=  ve =  ise 1 ,

2 eğer =  ve = 2 ise 1 3,

  0 diğer durumlarda















   
    



i r j r k r v k

i r j r r v

 

 

şeklinde tanımlanmıştır [9]. 

 

Tanım 4.4.4: 1 v k  için v v  boyutlu   ,

,,    
v k

i jR v k r  matrisi: 

   

1    1 0 0

1

, 0 1,

0

 
 
 
  
 
 
  

R v k N v k

 

şeklinde tanımlanır [9]. 
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Teorem 4.4.3: 3k  için  1kx  ,  -ıncı arrowhead-Jacobsthal sayısı olmak üzere 

i. 1 v k  için 

   1, = 1  kperN v k x v k  

eşitliği elde edilir. 

ii. 1 v k  için 

   
2

1

1

, =
 






v k

k

i

perR v k x i
 

eşitliği elde edilir [9]. 

 

İspat: i. Teoremi ispatlamak için v
 

üzerinde tümevarım yöntemini uygulayalım. 

Denklemin 1 v k  için sağlandığı kabul edelim. Bu durumda denklemin 1v  için de 

sağlandığı gösterilmelidir.  ,N v k
 

matrisinin birinci satırına göre Laplace açılımı 

uygulanarak  ,perN v k  genişletilir ise 

       

   

1, = , 1, 2 2,

3, ,

perN v k perN v k perN v k perN v k

perN v k perN v k k

    

      

eşitliği elde edilir. 

   1, = 1  kperN v k x v k , 

   11, = 2  kperN v k x v k , 

   12, = 3  kperN v k x v k ,
 

       1 13, = 4 , = 1       k kperN v k x v k perN v k k x v
 

olduğundan    11, =  kperN v k x v k
 
eşitliği elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış 

olur. 

ii.  ,R v k
 

matrisinin birinci satırına göre Laplace açılımı uygulanarak  ,perR v k  

genişletilir ise 

     , = 1, 1,  perR v k perR v k perN v k  

eşitliği elde edilir. Teorem 4.4.3 i den ve v
 
üzerinde tümevarım yönteminden ispat 

görülür. 

1 v k  için v v  boyutlu H  matrisi 
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1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1
=

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

 
 

 
 
 
 
 
 

 

H

 

 

şeklinde tanımlansın. Bu durumda     , = det ,perM v k M v k H , 

    , det ,perN v k N v k H  ve     , det ,perR v k R v k H eşitlikleri elde edilir. 

Arrowhead-Jacobsthal dizisi için determinantal temsiller aşağıdaki gibi elde edilmiştir. 

 

Sonuç 4.4.2: 1 v k  için 

    1det , 1  kM v k H x v k
 

    1det , = 1  kN v k H x v k
 

ve 

    
2

1

1

det ,
 





 
v k

k

i

R v k H x i
 

eşitlikleri elde edilir [9]. 

Aşağıdaki sonuç ile arrowhead-Jacobsthal sayıları için toplamsal temsil verilmiştir. 

 

Sonuç 4.4.3:  1kx  ,  -ıncı arrowhead-Jacobsthal sayısı olsun. O halde 

 
 

   3 2 4 5 11 11
1

1 11 2 1, , ,
1 2 1

= 2 1
, ,

kt t t t tkk
k

kkt t t
k

t tt
x

t tt t t
    






  
    

    


 

olup, burada toplam negatif olmayan tam sayılar üzerinde  1 2 12 1 =    kt t k t 

koşulunu sağlamaktadır [9]. 

 

İspat: Teorem 2.1.4 de 1  i j k  ve 1 2 3 4 5 11,  1,  2,  1         kk k k k k k

olarak seçilirse  kJ


 
matrisinden sonuç açık olarak görülür.  

3k   için arrowhead-Jacobsthal dizisinin üreteç fonksiyonu 
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  2 3 4 1
=

1 2      

k
k

k

y
g y

y y y y y
 

 

şeklindedir [9]. 

Aşağıdaki Teorem ile üreteç fonksiyonu kullanılarak arrowhead-Jacobsthal sayılarının 

üstel temsili verilmiştir. 

 

Teorem 4.4.4: Arrowhead-Jacobsthal sayılarının üstel temsili aşağıdaki gibidir [9]: 

 
 

 2 3

=1

= exp 1 2 .
 

     
 
 


i
i

k k k

i

y
g y y y y y y

i
 

 

İspat:    2 3 4 1ln = ln ln 1 2       k k kg y y y y y y y  

ve 

     

 

2
2 3 4 1 2 3 2 2 3

2 3

1
ln 1 2 [ 1 2 1 2

2

1
                                                             1 2 ]

                     

      

k k k

n
n k

y y y y y y y y y y y y y y y

y y y y y
n

 

olduğundan 

   
 2 3

=1

ln = 1 2


    
ik

i
k

k
i

g y y
y y y y

y i
 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur. 

1  ve 3k  için 

 1

=1

=  k

i

S x i


  

olsun.    2 2  k k
 
boyutlu kP

 
matrisi aşağıdaki gibi gösterilsin: 

1 0 0

1

0

0

 
 
 
 
 
 
  

k k
P J

 

Bu durumda  kP


matrisi: 
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   1

1 0 0



 

 
 
 
 
 
 
 
 

k

k k k

S

P S J

S



 





 

şeklinde elde edilir [9]. 

 

 

4.5. m  Modülüne Göre Arrowhead-Jacobsthal Dizileri 

            
 

kJ
 
arrowhead-Jacobsthal matrisi için  

1
det 1


 

k

kJ olduğundan m  nin tüm pozitif 

tam sayı değeri için 
k m

J
 
devirli bir gruptur. 

k m
J

 
için aşağıdaki teoremleri verebiliriz. 

 

Teorem 4.5.1: p  bir asal sayı ve 
mk p

J  devirli bir grup olsun. Eğer u , 

= uk kp p
J J

 
eşitliğini sağlayan en büyük pozitif tam sayı ise bu takdirde uv   için 

= .v u
vk kp p

J p J
 
eşitliği yazılır. Özellikle 2k kp p

J J
 
ise, her 2v  için

1= .v
vk kp p

J p J olur [5]. 

 

İspat: mk p
J

 
devirli grubunu ele alalım. Farzedelim ki r

 
pozitif bir tam sayı olsun ve

mk p
J ,  mL p

 
ile gösterilsin. Eğer      

1
1I mod

rL p r

kJ p


  ise  

     
1

I mod
rL p r

kJ p


  dir. Burada I ,    11  kk  tipinde birim matristir. Böylece 

 rL p  nin  1rL p  yi böldüğü görülmektedir. Ayrıca       = 
rL p r r

k ijJ I j p  eşitliği 

yazılarak binom açılımından 

            1

=0

= = mod
ppr iL p p r rr r r

k ij ij

i

p
J I j p j p I p

i
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elde edilir ki, bu da  1rL p ’nin   rL p p
 
tarafından bölünebilir olduğunu gösterir. 

Böylece    1 r rL p L p  ya da    1  r rL p L p p  dir. Ancak    1  r rL p L p p  

eşitliğin sağlanması, p  tarafından bölünemeyen bir  r

ijj  nin var olması ile mümkündür. 

u ,     uL p L p  eşitliği sağlayan en büyük pozitif tam sayı olduğundan  

   1u uL p L p
 

eşitsizliği yazılır ve bu eşitsizlik, p  tarafından bölünemeyen bir 

 1u

ijj nin mevcut olduğunu gösterir. Dolayısıyla    1 2 u uL p L p
 
sonucu elde edilir 

ve u  üzerinden tümevarım yöntemi kullanılarak ispat tamamlanır. 

 1kx n
 
arrowhead-Jacobsthal dizisi bir m  modülüne göre indirgenirse, tekrar eden, 

         1 1 1 1= 1 , 2 , , ,   

m m m m

k k k kx n x x x i  

dizisi elde edilir ve burada     1 1= modm

k kx i x i m 
 dir. Bu bağıntı (4.4.1)’deki bağıntı 

ile aynıdır [5]. 

 

Teorem 4.5.2: 3k   için   1

m

kx n
 
dizisi basit periyodik bir dizidir [5]. 

 

İspat: Farzedelim ki   1 2 1= , , , 0 1   k iU u u u u m
 

olsun. Bu durumda 

1= kU m  dir. mZ
 
nin elemanlarının 

1km  tane farklı 1k -tiplisi mevcut olduğundan, 

bu 1k -tiplilerden en az bir tanesi   1

m

kx n  dizisinde iki kez ortaya çıkar. Bundan 

dolayı bu 1k -lileri takip eden alt dizi tekrarlanır. Böylece dizi periyodiktir. i j  

olmak üzere  

           1 1 1 1 1 11 1 , 2 2 , , 1 1m m m m m m

k k k k k kx i x j x i x j x i k x j k                 

ise  mod 1i j k   olduğu sonucuna ulaşılır. Arrowhead-Jacobsthal dizisi tanımından, 

           1 1 1 1 1 1, 1 1 , , 1 1m m m m m m

k k k k k kx i x j x i x j x i j x             

eşitliği elde edilir ki bu da   1

m

kx n  dizisinin basit periyodik olduğunu gösterir. 

  1

m

kx n dizisinin periyodu
 

 1kh m  
ile gösterilsin. 
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Teorem 4.5.3: 
ip  ler farklı asal sayılar olmak üzere  

1

i

u
r

i

i

m p


   1u   olsun. Bu 

takdirde           1 2

1 1 1 1 2 1, , , ur r r

k k k k uh m okek h p h p h p   
 
 

 dir [5]. 

 

İspat: 
 

 1

r
ip

i
kx n

 
 
   

dizisinin periyodu   1

r
i

k ih p  
olduğundan bu dizi sadece 

  1

r
i

k ih p  ,   uzunluğundaki bloklarda tekrar eder. Ayrıca  1kh m
, 

  1

m

kx n
 
dizisinin periyodu olduğundan, her i  değeri için 

 
 1

r
ip

i
kx n

 
 
 

 dizisi  1kh m
 

terimde bir tekrar eder. Böylece, her i  değeri için  1kh m
 periyodu   1

r
i

k ih p   

şeklinde olup bu sayı   1

m

kx n  dizisinin periyodunu vermektedir. Dolayısıyla

          1 2

1 1 1 1 2 1, , , ur r r

k k k k uh m okek h p h p h p   
 
 

 elde edilmektedir. 

 

 

4.6. Gruplarda Arrowhead-Jacobsthal Dizileri 

 

Tanım 4.6.1: G  grubu  1 2, , , jX x x x
 
tarafından üretilen bir grup olsun. 1n   için 

X  geren kümesine göre  1 1 2: , , ,k jAJ G x x x 
 
arrowhead-Jacobsthal orbiti 

1 1 2 2 1 1

1 1 2 2 3 3 1 1

, , , , , ,          1  ise,

, , , ,                        1  ise,

j j j k

k k

a x a x a x a e a e j k

a x a x a x a x j k

 

 

      


     
 

başlanıç değerleri ile birlikte 

                   
1 1 1 2 1

1 1 1 1 1 1 11 = 1 3 2 1k k k k k k ka n k a n a n a n k a n k a n k a n k
    

               

 

şeklinde tanımlanır [24]. 

 

Teorem 4.6.1: Sonlu bir G  grubunun  1 1 2: , , ,k jAJ G x x x 
 
arrowhead-Jacobsthal 

orbiti basit periyodiktir [24]. 
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İspat: G  grubunun mertebesi r  olsun. G  grubunun elemanlarının birbirinden farklı 

sıralı 1k -lilerin sayısı 1kr   olduğundan en az bir tanesi  1 1 2: , , ,k jAJ G x x x 
 

arrowhead-Jacobsthal orbitinde iki kez ortaya çıkar. Böylece bu tekrardan dolay 

arrowhead-Jacobsthal orbiti periyodiktir. Arrowhead-Jacobsthal orbiti periyodik 

olduğundan 

           1 1 1 1 1 11 = 1 , 2 = 2 , , 1 = 1k k k k k ka i a j a i a j a i k a j k              

olacak şekilde  mod 1i j k   şartını sağlayan i  ve j  doğal sayılar vardır. Diğer 

taraftan arrowhead-Pell orbiti tanımından 

                   
1 1 2 1 1

1 1 1 1 1 1 1= 1 3 2 1 1k k k k k k ka n a n a n k a n k a n k a n k a n k
    

               

 

yazılır. Bu nedenle    1 1=k ka i a j   eşitliği elde edilir. Böylece 

           1 1 1 1 1 11 = 1 , 2 = 2 , , 1 = 1k k k k k ka i j a a i j a a i j k a k              

elde edilir ki bu da arrowhead-Jacobsthal orbitinin basit periyodik olduğu anlamına 

gelir. 

 1 1 2: , , ,k jHAJ G x x x   notasyonu ile  1 1 2: , , ,k jAJ G x x x 
 

arrowhead-

Jacobsthal orbitinin periyot uzunluğu gösterilsin. 

 

Teorem 4.6.2: 
2mQ  genelleştirilmiş quaternion grubunun arrowhead-Jacobsthal orbitinin 

periyot uzunluğu  2

12 2m

kh


 
dır [24]. 

 

İspat:  1 2
: ,mkAJ Q x y  

orbitinin ilk 1k  elemanı aşağıdaki gibidir: 

       1 1 1 11 = , 2 = , 3 = , , 1 = .k k k ka x a y a e a k e      

Böylece dizinin genel hali: 

     
4

1
1 1 1 12 2 1 = , 2 2 2 = ,

u i

k k k ka h i x a h i yx        

     
44

2
1 1 1 12 2 3 = , , 2 2 1 =

u iu i k
k k k ka h i x a h i k x       

 

şeklinde elde edilir. Burada 1 2, , , ku u u  ler   1 2, , , =1kobeb u u u
 

olacak şekilde 

pozitif tam sayılardır. Burada dizinin periyodunu belirlemek için, 
14 2mi k    k
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olacak şekilde en küçük i  doğal sayısının belirlenmesi gerekmektedir. Bu durumda

32= mi seçilirse,  

     2 2

1 1 1 12 2 1 = , 2 2 2 = ,m m

k k k ka h x a h y 

        

     2 2

1 1 1 12 2 3 = , , 2 2 1 =m m

k k k ka h e a h k e 

         

elde edilir ve buradan arrowhead-Pell orbitinin  2

12 2m

kh

 -inci elemandan sonra 

tekrara başladığı açıkca görülmektedir. Böylece arrowhead-Jacobsthal orbitinin periyot 

uzunluğu  2

12 2m

kh

  olur. 

 

Örnek 4.6.1:
 

5k   için arrowhead-Jacobsthal orbitinin genelleştirilmiş quaternion 

grubundaki periyot uzunluğunu göz önüne alalım. Bu durumda arrowhead-Jacobsthal 

orbitinin başlangıç değerleri  

           6 6 6 6 6 61 = , 2 = , 3 = , 4 = , 5 = , 6 = ,a x a y a e a e a e a e  

şeklindedir. Diğer yandan   2

6a n  dizisinin periyodu  6 2 12h   olup, arrowhead-

Jacobsthal orbiti aşağıdaki gibi ele edilir: 

           

           

           

   

2 2 2 2 2

32 2 2

2

6 6 6 6 6 6

2 1 2 1 2 2 2 3 2 3

6 6 6 6 6 6

1 2 8 20 2 4 6 8 2

6 6 6 6 6 6

3 2 1

6 6

1 = , 2 = , 3 = , 4 = , 5 = , 6 = ,

7 = , 8 = , 9 = , 10 = , 11 = , 12 = ,

13 = , 14 = , 15 = , 16 = , 17 = , 18 = ,

19 = , 20 =

m m m m m

mm m

m

m

a x a y a e a e a e a e

a yx a x a yx a yx a y a yx

a x a yx a x a x a x a x

a yx a x

    

 



    

     

        

           

3 32 2 22 2 5 2 2 5

6 6 6 6

8 8 8 4 8

6 6 6 6 6 6

, 21 = , 22 = , 23 = , 24 = ,

25 = , 26 = , 27 = , 28 = , 29 = , 30 = , .

m mm

a yx a yx a yx a yx

a x a yx a x a x a x a x

   

 

Böylece arrowhead-Jacobsthal orbitinin genel hali aşağıdaki gibi ifade edilebilir: 

     

     

6 6 6

4

6 6 6

24 1 = , 24 2 = , 24 3 = ,

24 4 = , 24 5 = , 24 6 = .i

a i x a i y a i e

a i e a i x a i e

  

  
 

Burada 32mi  seçilirse, 

     

     

2 2 2

6 6 6

2 2 2

6 6 6

2 12 1 = , 2 12 2 = , 2 12 3 = ,

2 12 4 = , 2 12 5 = , 2 12 6 =

m m m

m m m

a x a y a e

a e a e a e

  

  

     

     
 

olup buradan da arrowhead-Jacobsthal orbitinin 
22 12m  -inci elemandan sonra tekrara 

başladığı açıkca görülmektedir. Böylece 5k   olduğu durumda arrowhead-Jacobsthal 

orbitinin periyot uzunluğunu 
22 12m   olur [24]. 
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Örnek 4.6.2: 4k 
 
için arrowhead-Jacobsthal orbitinin 

16Q  genelleştirilmiş quaternion 

grubundaki periyot uzunluğunu göz önüne alalım.  

8 2 4 1 1

16 , : , ,Q x y x e y x y xy x      

olmak üzere, 4k   için,   2

5x n  dizisinin periyodu  5 2 31h   olup, bu grupta  4k   

için arrowhead-Jacobsthal orbiti aşağıdaki gibi olur: 

         

         

         

5 5 5 5 5

4

5 5 5 5 5

5 5 5 5 5

1 = , 2 = , 3 = , 4 = , 5 = , ,

63 = , 64 = , 65 = , 66 = , 67 = , ,

125 = , 126 = , 127 = , 128 = , 129 = , .

a x a y a e a e a e

a x a yx a e a e a e

a x a y a e a e a e

 

Buradan    5 51 = 125a a x ,    5 52 = 126a a y ,    5 53 = 127a a e ,    5 54 = 128a a e
 

ve    5 55 = 129a a e  olup 4k   için arrowhead-Jacobsthal orbitinin 
16Q  

genelleştirilmiş quaternion grubundaki periyot uzunluğu 124 dir [24]. 
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ 

 

Bu çalışmada, genelleştirilmiş k-mertebeden Pell ve genelleştirilmiş k-mertebeden 

Jacobsthal dizilerinin karakteristik polinomları yardımıyla arrowhead matrisleri elde 

edildi. Elde edilen bu arrowhead matrisleri üzerinden arrowhead-Pell ve arrowhead 

Jacobsthal dizileri tanımlandı. Tanımlanan dizilerin Binet formülleri, permanental, 

determinantal, üstel ve toplamsal temsilleri ve sonlu toplamları gibi çeşitli özellikleri 

belirlendi. 

 

İndirgemeli bir dizinin m  modülüne göre periyodu aynı zamanda bu dizinin m . 

mertebeden bir devirli gruptaki periyoduna karşılık gelmektedir. Bu anlamda, 

tanımlanan dizilerin üreteç matrisleri m  modülüne göre indirgenmek suretiyle bu 

matrislerin kuvvetleri yardımıyla devirli gruplar üretildi ve dizilerin m  modülüne göre 

periyotları belirlendi. Üretilen devirli grupların mertebeleri ve dizilerin periyotları 

arasında bağıntılar elde edildi. Gerek devirli grupların mertebeleri gerekse dizilerin 

periyotları için özel formüller verildi. 

 

Tanımlanan diziler gruplara genişletildi ve bu anlamda diziler, grup elemanları 

yardımıyla kendi yapısal özellikleri de dikkate alınarak yeniden tanımlandı.  Böylece 

tanımlanan arrowhead-Pell dizileri 
mSD

2  
semidihedral grubunda ve arrowhead-

Jacobsthal dizileri 
2mQ  genelleştirilmiş quaternion grubunda incelendi. Bu gruplardaki 

periyot uzunlukları hesaplandı.  

 

Yukarıda elde ettiğimiz sonuçlar göz önünde bulundurularak tanımlanan bu diziler 

Jacobsthal ve Pell diziler ile ilişkilendirilebilir. Ayrıca arrowhead-Pell ve arrowhead-

Jacobsthal dizilerin yapısal özellikleri de dikkate alınarak farklı sonlu grup ailelerinde 

incelenebilir. 
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