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Bu tezde üç boyutlu özel gradient terim içeren Schrödinger denklemi için başlangıç 

sınır değer problemleri ele alınmıştır. Bu çalışmada yer alan 3.1. bölümünde üç 

boyutlu özel gradient terim içeren Schrödinger denklemi için 1. çeşit başlangıç sınır 

değer problemi konulup galerkin yöntemi uygulanarak çözümün varlığı ve tekliği 

ispatlanmıştır. 3.2. bölümünde yer alan üç boyutlu özel gradient terim içeren 

Schrödinger denklemi için 2. çeşit başlangıç sınır değer problemi konulup galerkin 

yöntemi uygulanarak çözümün varlığı ve tekliği kısaca ispatlanmıştır. Tezde yer alan 

4. bölümünde bu çalışmaya ait araştırma ve sonuç bulguları değerlendirilmiştir. 
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1.GENEL BĠLGĠLER 

1.1. GĠRĠġ 

Bu tez çalışması, özel gradient terim içeren üç boyutlu Schrödinger denklemi için 

başlangıç sınır değer problemlerinin çözümünü araştırmak ve bu çözümü (çözümleri) 

incelemeye yönelik hazırlanmıştır. Üç boyutlu Schrödinger denklemi için başlangıç 

sınır değer problemleri büyük ölçüde kuantum mekaniğinde, nükleer fizikte ve lineer 

olmayan optikte ortaya çıkar.  13 . Daha önceden lineer ve lineer olmayan Schördinger 

denklemi için başlangıç sınır değer problemleri  9,17,22,23  çalışmalarında 

incelenmiştir. Fakat lineer ve lineer olmayan Schördinger denklemi için başlangıç sınır 

değer problemleri bir ve iki boyutlu olarak çok az sayıda incelenmiştir. 9,17 . Bu 

çalışma diğerlerinden ayrılarak özel gradient terim içeren üç boyutlu lineer 

Schröedinger denklemi için başlangıç sınır değer problemlerinin Galerkin yönteminin 

yardımıyla varlığı ve tekliği ispatlanmıştır. Bu nedenle bu çalışmada incelenen 

başlangıç sınır değer probleminin incelenmesi bilimsel açıdan büyük önem arz 

etmektedir. 

 

Tezin 1.2. bölümünde, tez çalışmasında ve formülize edilmesinde temel oluşturacak 

lemmalar ve bazı kavramların tanımları yer almaktadır. 

 

Çalışmada yer alan bulgular bölümünde 3.1. ve 3.2. bölümleri yer almaktadır. 3.1. 

bölümünde üç boyutlu lineer Schrödinger denklemi için birinci çeşit başlangıç sınır 

değer problemi incelenmiş olup çözümün varlığı ve tekliği ispatlanmıştır. 3.2. 

bölümünde üç boyutlu lineer Schrödinger denklemi için ikinci çeşit başlangıç sınır 

değer problemi incelenmiş olup çözümün varlığı ve tekliği ispatlanmıştır. 

Tez çalışmasına ait 4. bölümde bu çalışmanın öneminden bahsedilmiş olup diğer 

çalışmalardan farklı olduğu açıklanmıştır.  
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1.2.Kuramsal Temeller 

Çalışma içerisinde kullanacağımız teoremler, lemmalar ile bazı uzayların ve kavramları 

bu bölümde inceleyip tanımlayacağız. 

 

Tanım 1.2.1.  2
L   Hilbert uzayı olup elemanları    0,D T   bölgesinde 

ölçülebilir ve mutlak değerini karesiyle integrallenebilir fonksiyonların Lebesque 

uzayıdır. Bu uzayda iç çarpım ve norm aşağıdaki gibidir.” 

 

                                                  
 

   
2

, , , ,
L

x t x t dxdt   




   

                                                   
   2 2

,
L L

  
 
  

 

Tanım 1.2.2.  L D
  Banach uzayı olup D  bölgesinde ölçülebilir sınırlı ve sonlu  

                               
 

 
      sup , sup :

L D
x D

vrai x t ess u x x D 




    

                                             
0

inf 0 :c x D için u x c                                                                             

normuna sahip  ,x t   fonksiyonlarının uzayıdır. 

 

Tanım 1.2.3.   0
0, ,C T B  Banach uzayıdır ve elemanları  0,T  aralığında sürekli olan 

ve değerlerini B  Banach uzayından alan fonksiyonlar uzayı olup bu norm aşağıdaki 

şekilde tanımlanır.” 

                                             
    

 0
0, , 0,

max
C T B Bt T

u u t


  

Burada B R  alınırsa     0
0, 0, ,C T C T R elde edilir. 
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Tanım 1.2.4.   2
0, , ,L T B  Banach uzayı olup  0,T  aralığında ölçülebilir, karesel 

integrallebenilir ve değerlerini B  Banach uzayından alan fonksiyon uzayıdır. Bu 

uzayda norm aşağıdaki şekilde tanımlanır.” 

 

                                          
    

2

2

0, ,

0

.,

T

L T B B
u u t dt

 
   
 
  

 

Tanım 1.2.5.  1

2
W D  Hilbert uzayı olup bu uzayın elemanları ve bu elemanların birinci 

mertebeden genelleştirilmiş türevleri  2
L D  uzayından olup Sobolev uzayıdır. Bu 

uzayda norm ve iç çarpım aşağıdaki şekilde tanımlanır: 

 

                                            
   

   
1
2

3

1

,
W D

j j jD

x x
x x dx

x x

 
   



  
  

   
  

                                                         
   1 1

2 2

,
W D W D

           

Tanım 1.2.6.  
0

1

2
W D uzayı  1

2
W D ’nin bir alt uzayıdır. Bu uzayda D ’nin sınırında 

sıfıra dönüşen düzgün fonksiyonlar her yerde yoğundur. 

 

Tanım 1.2.7.  2

2
W D  Hilbert uzayı olup bu uzayın elemanları ve bu elemanların ikinci 

mertebeye kadar genelleştirilmiş türevleri  2
L D  uzayından olan Sobolev uzayıdır. Bu 

uzayda iç çarpım ve norm aşağıdaki şekilde tanımlanmaktadır: 

                
 

   
       

2
2

2 23 3

1 , 1

,
W D J j kj j j k j kD

x x x x
x x dx

x x x x x x

   
   

 

    
   

       
   

                                              
   2 2

2 2

,
W D W D
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10 0

2 2
22 2

W D W D W D   

Tanım 1.2.8. “  1,0

2
W  uzayı Hilbert uzayıdır. Bu uzayın elemanları ve bu elemanların 

x değişkenine göre genelleştirilmiş türevleri  2
L   uzayından olan Sobolev uzayıdır. 

 1,0

2
W  Hilbert uzayında iç çarpım ve norm aşağıdaki şekilde tanımlanmaktadır:” 

 

                              
   

   
1,0
2

3

1

, ,
, , ,

W
j j j

x t x t
x t x t dxdt

x x

 
   




  
  

   
  

                                                    
   1,0 1,0

2 2

,
W W

  
 
  

Tanım 1.2.9.  
1,00

2W  uzayı  1,0

2
W   uzayının alt uzayıdır. Bu uzayda  ’nın sınırında 

sıfıra dönüşen düzgün fonksiyonlar her yerde yoğundur.” 

 

Tanım 1.2.10.  2,1

2
W   Hilbert uzayı olup bu uzayın elemanları ve x değişkenine göre 

1. ve 2. mertebeden, t değişkenine göre 1. mertebeden genelleştirilmiş türevleri  2
L   

uzayından olan Sobolev uzayıdır. Bu uzayda iç çarpım ve norm aşağıdaki şekildedir:” 

  
 2,1

2

,
W

 


    
       2 23 3

1 , 1

, , , ,
, ,

t
j j kj j j k j k

x t x t x t x t
x t x t dxdt

x x x x x x

   
 

 

    
  

       
    

                                                
   , ,

t

x t x t
dxdt

t t

 



  
  

   
  

                                                   
   2,1 2,1

2 2

, ,
W W

  
 

     

                                                  
2,1 1,00 0

2,1
2 22

W W W      

dır. 
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Lemma 1.2.11. (Gronwall lemması): Eğer g(t) fonksiyonu 0 1t t t   üzerinde sürekli bir 

fonksiyon ve  

                                                       
0

0

t

t

g t K L g s ds     

eşitsizliğini sağlarsa  0 1t t t    üzerinde  

                                                        0
0 expg t K L t t    

dir. Burada K  ve L   negatif olmayan sabitlerdir.” 

 

Lemma 1.2.12. (Cauchy-Bunjakovski eşitsizliği):  2
,u v L  elemanları için  

                                                   

1/2 1/2

2 2
uvdxdt u dxdt v dxdt

  

   
    
   

    

eşitsizliği geçerlidir.” 
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2.MATERYAL VE YÖNTEM 

2.1. “Özel Gradient Terim Ġçeren Üç Boyutlu Schrödinger Denklemi Ġçin Birinci 

ÇeĢit BaĢlangıç Sınır Değer Problemi” 

Bu bölümde özel gradient terim içeren üç boyutlu Schrödinger denklemi için birinci 

çeşit başlangıç sınır değer problemini tanımlayalım. Bu problem aşağıdaki biçimdedir: 

              0 1 0 1 , , ,i a ia x a x v x iv x f x t x t
t


    


        


        (2.1.1)   

                                                     ,0 , , 0
s

x x x D                                      (2.1.2) 

 

Burada   1i    sanal birim,  0 t T  ,  1 2 3
, ,x x x x D  , 

2 2 2

2 2 2

1 2 3x x x

  
   

  
  - 

laplace operatörü, 
1 2 3

x x x

   
    

   

  -nabla operatörü 0 0a   verilen sayı, 

3
D R  verilen konveks sınırlı bölge,   0, ,D T   0, ,S T D    bölgesinin 

sınırı,      0 1
, ,a x v x v x  verilen reel değerli ölçülebilir fonksiyonlar olup 

                                     
0

0
0 ,a x x D     0   sabit 0                                 (2.1.3) 

                      0 0
,v x b     1 1

v x b  
0

,x D   0, 1
b b  sabit                                    (2.1.4) 

         1 11 12 13
, ,a x a x a x a x   reel değerli ölçülebilir sınırlı fonksiyonlar olup 

               
  0

1

1 1 2 1 2
, , , 1,3, ,

j

j

k

a x
a x x D j k

x
   


     


sabit 0                  (2.1.5)     

“    , ,x f x t  kompleks değerli ölçülebilir fonksiyonlar olup                     

                                           
20

0,1
2 2
( ), ( )W D f W                                                   (2.1.6) 

şartlarını sağlar. 
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(2.1.1) - (2.1.2) şartlarından  ,x t   fonksiyonunun bulunması problemi üç boyutlu 

lineer Schrödinger denklemi için birinci çeşit başlangıç sınır değer problemidir. 
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3.BULGULAR 

3.1. Özel Gradient Terim Ġçeren Üç Boyutlu Schrödinger Denklemi Ġçin Birinci 

Tip BaĢlangıç Sınır Değer Probleminin Galerkin Yöntemiyle Çözümü 

Tanım 3.1.1:       
20

0 1
20 2

0, , ( ) 0, ,B C T W D C T L D
 

  
 

 Banach uzayından olan 

hemen hemen x D  ve hemen hemen  ,t S   için (2.1.1) - (2.1.2) şartlarını sağlayan 

 ,x t   fonksiyonunu  (2.1.1) - (2.1.2) başlangıç sınır değer probleminin çözümü 

olarak anlayacağız. 

 (2.1.1) - (2.1.2) başlangıç sınır değer problemi için aşağıdaki teorem geçerlidir: 

 

Teorem 3.1.2.“Farz edelim ki;            1 0 1
, , , , , ,a x a x v x v x x f x t fonksiyonları 

(2.1.3) - (2.1.6) şartlarını sağlasın. Bu takdirde  (2.1.1) - (2.1.2) sınır değer problemini 

0B  uzayına ait olan çözümü vardır ve tektir. Bu çözüm için aşağıdaki kestirim 

geçerlidir: 

 

           

 
 

 
    22 00

0,1
22 2

2

0 ( )( )

.,
., , 0,

W D WW D

L D

t
t c f t T

t


 




    


.             (3.1.1) 

Burada 0 0c   bilinen sabittir ve , f  ve t ’den bağımsızdır. 

İspat: Teoremin ispatı için Galerkin yöntemini kullanalım. Bu amaçla  
0

2

2
W D

uzayından olan  2
L D  de ortonormal olan  , 1,2,...

k k
u u x k   fonksiyonlar sistemini 

temel fonksiyonlar olarak  

                        
2

0 2
, , 0

d X
LX x a a x X X x x D X

dx



                               (3.1.2) 
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özdeğer probleminin  , 1, 2,...k k    değerlerine karşılık gelen öz fonksiyonlarını 

alalım. Burada L  operatörü aşağıdaki biçimde tanımlanır: 

                                                0 ( )L a a x    .                                                       (3.1.3) 

Bilindiği gibi L operatörünün katsayısı olan   0a x   olduğundan , 1, 2,...k k    

özdeğerleri reeldir ve  

                   1 2 30 ...... ......k k            , k                                (3.1.4) 

eşitsizliği sağlanır. 

Burada  , 1,2,...
k k

u u x k   öz fonksiyonları reeldir ve  
0

1

2
W D ,  

0
2

2
W D  uzayında 

ortogonallik şartını sağlar. Burada   , 1,2,...
k k

u u x k   öz fonksiyonlarının ’de 

ortonormal olduğunu kabul edelim. Yani  

                                        
2 ( )

, ( )
m

k m k m kL D

D

u u u x u x dx                                       (3.1.5)                 

olsun. Burada   

                                  
1,

0, , , 1, 2,...

m

k

k m

k m k m



 

 
                                                   (3.1.6)     

Kronocker sabitleridir.   
0

1

2
W D  ve  

0
2

2
W D ’de ortoganallik aşağıdai gibi tanımlanır: 

      10

2

3

0( )
1

, , k m
k m k m k mW D

j j jD

u u
u u u u a a x u u dx

x x

  
      

 ,
m

k k  , 1,2,...k m      (3.1.7)       

                  
 

 
 

0
2

2 2

2
, , , ,

m

k m k m k m k kL D W D
u u Lu Lu u u      , 1,2,...k m                  (3.1.8)                                                               

Bu şartların yanı sıra farz edelim ki 

                                      
20

( )2

, 1, 2,...

W D

k k
u d k                                                   (3.1.9)                 

şartıda sağlansın. Burada  0, 1, 2,...kd k   sabitlerdir.” 
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Galerkin yöntemine göre (2.1.1) - (2.1.2) başlangıç sınır değer probleminin çözümünün 

Galerkin yaklaşımlarını aşağıdaki biçimde yazabiliriz:”                 

                                                        

                                                 ( , ) ( ) ( )
N

N N

k k

k

x t C t u x  .                                      (3.1.10)                   

Burada 
2 ( )

( ) ( (., ), ) ,
N N

k k L D
C t t u  1,k N  katsayıları aşağıdaki Cauchy probleminin 

çözümüdür: 

               
2

( ) ( )2 2

( ) 1( (., ), ) ., , . ., ,
L D L D

N N N

k L D k k

d
i t u L t u i a t u
dt

           

    
 

    
 2 2

0 1
. ., , . ., , ( )

N N

k k kL D L D
v t u i v t u f t   ,  1,2..... , 0,k N t T    (3.1.11) 

                                     
2 ( )

( ) ( (., ), )
N N

k k L D
C t t u 1,2.......k N .                            (3.1.12) 

Burada  
( )2

( ) (., ),
L D

k k
f t f t u ’dir.“Burada  (3.1.11) denklemler sistemi homojen 

olmayıp sabit katsayılı lineer adi diferansiyel denklemler sistemidir. Denklemlerin sağ 

tarafları karesiyle integrallenebilir fonksiyonlardır.  19  çalışmasından bilindiği üzere 

verilen şartlar altında (3.1.11) - (3.1.12) Cauchy probleminin çözümü vardır ve tektir.  

 

(3.1.11) - (3.1.12) Cauchy probleminin N ’e bağlı çözümleri için kestirimler elde 

edelim.  

Lemma 3.1.3: (3.1.11) - (3.1.12) Cauchy probleminin çözümü için aşağıdaki kestirim 

geçerlidir: 

                       20

2

2

22

( )
1 1 ( )

( ) (., )
( ) (., )

N NN N
N Nk
k W D

k k L D

dC t t
C t t

dt t




 


  


   

                                         
 2 0,10

2
2

2 2

1
( )

W
W D

c f


 
  

 
 0,t T  , 1,2...N   .          (3.1.13) 
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İspat:  (3.1.11) sisteminin k.  denklemini ( )
N

kC t  ile çarpıp 1,k N  kadar toplayıp  0, t  

aralığında integralleyelim.  Ayrıca 0, 1,2,3...
k

u k

    şartlarını kullanırsak  

2 2 2 2

0 1 0 1
( ) ( ) ( ) ( )

t

N
N N

N N N N N
i a ia x a x v x iv x

t


      




      

  

                                                    
t

N

f dxdt


    0,t T   

eşitliğini elde ederiz. Bu eşitlikten onun kompleks eşleniğini çıkarırsak 

                1 1
( )

t t

N
N

N N N
N N N

i dxdt i a x a x dxdt
t t

 
     

 

  
      
  
 
   

                                         
2

1
2 2 Im

t t

N
N

i v x dxdt f dxdt 
 

     0,t T   

eşitliğini elde ederiz. 

Burada  1,
, 1,3

j
a x j   fonksiyonunun diferansiyellenebilir olduğundan yararlanırsak 

sonuncu eşitliği aşağıdaki gibi yazabiliriz: 

 

                
3

2 2 2

1, 1

1

2 ( )

t t t

N N N

j

j

dxdt a x dxdt v x dxdt
t x
  

  

 
   

 
    

                            
 

 
3

21,

1

2 Im

t t

Nj N

j j

a x
dxdt f dxdt

x
 

 





   0,t T  .          (3.1.14)        

 Burada  , 1,2,...
k k

u u x k   fonksiyonları için 0, 1,2,3...
k

u k

   şartını kullanırsak 

(3.1.10) formülünden aşağıdaki bağıntıyı yazabiliriz: 

                                     , 0, 0, , 1, 2,...
N

x t t T N

                                         (3.1.15)             

Bu şartları ve denklemin katsayıları üzerine konulan şartları dikkate alırsak (3.1.14) 

eşitliğinden aşağıdaki eşitsizliği yazabiliriz:  0,t T  için 
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0,1
22 2 2

2 2 22

2 1

0

., .,0 2 2 1 .,

t

N N N

WL D L D L D
t f b d     


      .        (3.1.16)    

 (3.1.10) formülünden yararlanarak aşağıdaki bağıntıyı yazabiliriz: 

                   
 

  20
2

2

2 2
2 2

( )1 1

., 0 0 .
N

N N

k kL D
W Dk k

c  


 

                                      (3.1.17)                                             

Bu bağıntının yardımıyla (3.1.16) eşitsizliğinden aşağıdaki eşitsizliği yazabiliriz: 

 

      
   

   
 

2 0,10
22 2

2

2 22 2

2 1
( )

0

., 2 2 1 .,

t

N N

WL D L D
W D

t f b d     


        0,t T  .       

Bu eşitsizlikten ve Gronwall lemmasından yararlanarak aşağıdaki kestirimi elde ederiz: 

                      
   2 0,10

22
2

2 2 2

2
( )

.,
N

WL D
W D

t c f 


 
  

 
  0,t T  .                        (3.1.18)  

Burada 2 0c   sabiti , f  ve N  den bağımsızdır.  

Şimdi  

N

t




 türevini değerlendirelim. Bu amaçla (3.1.11) sistemini aşağıdaki şekilde 

yazalım:” 

                        
2

2 2
( ) 0 ( ) ( )

( (., ), ) ., , . (., ),
N N N

k L D k kL D L D

d
i t u a t u a t u
dt

        

             +         
2 2 2

0 1 1( ) ( ) ( )
(., ) (., ), . ., , (., ) (., ),

N N N

k k kL D L D L D
v t t u i a t u v t t u      

                                                    , 1,2,..,
k

f t k N  .                                            (3.1.19)                            

Bu sistemin her iki tarafının t’ye göre türevini alıp elde edilen sistemin” 
 

N

kdC t

dt
 ile 

çarpıp bulunan denklemleri k  üzerinden 1 den N ’ye kadar toplayalım. Sonra elde 

edilen eşitliği  0,t  aralığı üzerinde integralliyelim. Bu takdirde aşağıdaki eşitliği elde 

ederiz: 
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2 2
2 2 23 3

0 1,2
1 1

t

N N
N N N N

j

j jj j

i a i a x a x
t t t x x t t t

     

 

      
    
        


   

               
   

2 2

0 1

, ,

t

N
N N f x x

v x iv x dxdt dxdt
t t t t

   



   
  
   


  0,t T  . 

Yukarıdaki eşitlikten kompleks eşleniğini çıkarırsak aşağıdaki eşitliği elde ederiz: 

 

                  
2 2 2

3

1 1,

1

2

t t t

N N N

j

j j

dxdt v x dxdt a x dxdt
t t t x t

  

  

     
   
     
 

      

               
2

3

1,

1

2 Im

t t

N
N

j

j

f
a x dxdt dxdt

t t t

 

 

   
 
   
 

    0,t T   .                 (3.1.20) 

Diğer taraftan (3.1.10) formülünün ve   , 1,2,...
k k

u u x k   için 0, 1,2,3...
k

u k

   

şartını kullanırsak aşağıdaki şartı yazabiliriz: 

                                                 0, 1,2,3...
N

S

N
t


 


 .                                        (3.1.21)                      

(3.1.21) şartını, Cauchy-Bunyakowski eşitsizliğini ve (3.1.18) kestirimini kullanarak 

(3.1.20)’den aşağıdaki eşitsizliği yazabiliriz: 

 

                          
   

   

0
0,12
22

( ) ( )2 2

2 2

2 2

3

., .,0

W

L D L D

N N

W D

t
c f

t t

 




   
     

   
 

                               
 

 
( )2

2

2 1

.,
2 2 1 , 0, .

t L D

N

b d t T
t

 
 




   

                         (3.1.22)       

Burada 3 0c   sabittir.  
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Şimdi (3.1.22) deki  
 

( )2

2

., 0

L D

N

t




 terimini değerlendirelim. Bunun için (3.1.11) 

sistemini 0t   için yazarak aşağıdaki eşitsizliği yazabiliriz: 

                   

           
 

     
( )2 ( )2 2

( )2

2

2 22 2

1( )

.,0
5 .,0 5 .,0 20 .,0

L D L D

L D

N

N N

L D
L f

t


  


    


 

                           
( ) ( )2 2

2 22 2

0 1( ) ( )
5 0 .,0 5 0 .,0

L D L D

N N

L D L D
v v 



                     (3.1.23) 

 0,1

2
f W   olduğundan aşağıdaki eşitsizliği yazabiliriz: 

                                       
 0,1

22

2

4( )
.,

WL D
f t c f


  0, .t T                                 (3.1.24)     

  Ayrıca (3.1.10) formülünden yaralanarak aşağıdaki bağıntıyı yazabiliriz: 

                                           
2 ( )

1 1

,0 0 , .
N N

N N

k k k kL D
k k

L x C u x L u u x 
 

    

Buradan aşağıdaki eşitsizliği elde ederiz: 

                                      
( ) ( )2 22

2
2 2

( )
1

., 0 , .
L D L D

N
N

k kL D
k

L L u u x L  


   

Bu eşitsizlikten   
0

2

2
W D  şartını ve denklemin üzerine konulan şartları kullanarak 

aşağıdaki kestirimim kolaylıkla elde edebiliriz:  

                                              20
2

2

2 2

5( )
( )

., 0 .
N

L D
W D

L c                                       (3.1.25) 

Aynı biçimde aşağıdaki eşitsizliği de elde edebiliriz: 

                                              20
2

2

2 2

6( )
( )

., 0 .
N

L D
W D

c                                        (3.1.26)                 

(3.1.24) - (3.1.25) eşitsizliklerini dikkate alarak (3.1.23)’den aşağıdaki kestirimin 

geçerli olduğunu elde ederiz:  
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 2 0,10
2

2

( )2

2

2 2

7
( )

.,
.

L D

N

W
W D

t
c f

t






  
  

  
                           (3.1.27)                    

“Bu kestirimin yardımıyla (3.1.22) den aşağıdaki eşitsizliği elde ederiz:” 

                                 
 

 2 0,10
2

2

( )2

2

2 2

8
( )

.,

L D

N

W
W D

t
c f

t






  
  

  
+ 

                               
 

2

2

2 1

0 ( )

.,
2 2 1

Nt

L D

b d
t

 
 


 

  0, .t T                          (3.1.28)                    

Buradan Gronwall lemmasının yardımıyla kolaylıkla aşağıdaki kestirimi elde ederiz: 

 

                 
 

 2 0,10
2

2

( )2

2

2 2

9
( )

.,

L D

N

W
W D

t
c f

t






  
  

  
 0,t T  .                         (3.1.29)                

 

Şimdi  ,
N

x t  terimini  2
L D  uzayının normunda değerlendirelim. Bu amaçla  

(3.1.19) sistemindeki k. denklemi  
 

N

kdC t

dt
 ile çarptıktan sonra elde edilen eşitlikleri k  

üzerinden 1’den N ’ye toplayalım. ”Elde edilen denklemi  0,t  aralığı üzerinden 

integralleyerek aşağıdaki eşitliği yazabiliriz: 

      

                 
2

0 1

t

N N
N

N
N N N

i a ia x a x
t t t t

  
   



    
       
    

  

              0 1

N N

N N
v x iv x dxdt

t t

 
 

 
 
 
 t

N

f dxdt
t








   0,t T  . 
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Bu eşitliği onun kompleks eşleniği ile toplayalım. Sonra da elde edilen eşitlikte Cauchy-

Bunyakowski eşitsizliğini uygulayıp denklemin katsayıları üzerine konulan şartları ve 

(3.1.18), (3.1.29) kestirimlerini kullanarak aşağıdaki eşitsizliği yazabiliriz. 

               

                     
 2 0,10

22 2
2

2 2 2 2

10( ) ( )
( )

., ., 0
N N

WL D L D
W D

t c f  


 
     

 
  0,t T  . 

10 0c   sabiti , f  ve N  den bağımsızdır. 

Buradan (3.1.26) eşitsizliğinin yardımıyla aşağıdaki kestirimi yazabiliriz: 

              
 2 0,10

22
2

2 2 2

11( )
( )

.,
N

WL D
W D

t c f 


 
   

 
 0,t T  .                             (3.1.30)                    

11 0c   sabiti , f  ve N  den bağımsızdır. 

Şimdi  ,
N

x t  fonksiyonunu 

20

2 ( )W D  uzayının normunda değerlendirelim. Bunu için 

(3.1.11) in  .k denklemi   
N

kk
C t  ile çarptıktan sonra elde edilen eşitlikleri k  üzerinden 

1 den N ’ ye toplayalım.” Bu takdirde aşağıdaki eşitliği yazabiliriz: 

         
 

       
2

1 0

,
, , ,

N

N N N

D D

x t
L x t dx i ia x x t v x x t

t


  

 
    


   

                              1
, , ,

N
N

iv x x t f x t L x t dx    0,t T   .                       (3.1.31)         

Bu eşitlikten yaralanarak Cauchy-Bunyakowski eşitsizliğinin yardımıyla aşağıdaki 

eşitsizliği yazabiliriz: 

         

 
 

 

 

 
   

 
 2 2 2

2

2

2 2 2
2

2 0

.,
., 5 5 ., 5 .,

N

N N N

L DL D L D L D

L D

t
L t t v t

t


   




    


 

                    
 

 
 

 
 22

2 2

1
5 ., 5 .,

N

L D L DL D
v t f t



   0,t T  .                        (3.1.32) 
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Burada (3.1.24) eşitsizliğinin ve (3.1.18), (3.1.29) - (3.1.30)kestirimlerinin yardımıyla 

sonuncu eşitsizlikten aşağıdaki kestirimleri yazabiliriz: 

                      
   2 0,10

22
2

2 2 2

12
( )

.,
N

WL D
W D

L t c f 


 
  

 
 0,t T  .                       (3.1.33)                       

Burada 12 0c   sabiti , f  ve N  den bağımsızdır. Laplace operatörü için olan formülü 

dikkate alırsak aşağıdaki eşitsizliği yazabiliriz: 

 

 
 

     
 

 
 

 
 2 2 2 2

0 0 0
., ., . ., ., .,

N N N N N

L D L D L D L D
L t a t a t a t t           

 

“Buradan aşağıdaki eşitsizliği elde ederiz: 

                 
 

 
 

 
 2 2 2

2
0

0 0

1
., ., .,

N N N

L D L D L D
t L t t

a a


                             (3.1.34)                 

Bu eşitsizlikte (3.1.18) kestirimini ve (3.1.33) kestirimini kullanırsak aşağıdaki kestirimi 

buluruz: 

                               
   2 0,10

22
2

2 2 2

13
( )

.,
N

WL D
W D

t c f 


 
   

 
.                              (3.1.35)                       

Burada 13 0c   sabiti , f  ve N  den bağımsızdır.  

 13  çalışmasında yer alan konveks D  bölgesi için bilinen eşitsizliği kullanırsak 

aşağıdaki eşitsizliği yazabiliriz: 

                        20 2 0,10
22

2

2 2 2

14 ( )( )
( )

.,
N

WW D
W D

t c f 


 
  

 
 0,t T  .                      (3.1.36)  

Bu takdirde bu eşitsizliğin yardımıyla (3.1.29) ve (3.1.36) den aşağıdaki kestirimin 

geçerli olduğunu elde ederiz. 

         
 

20 2 0,10
22

2

2 2 2

15 ( )( )
( )

.,
.,

N

N

WW D
W D

t
t c f

t


 



  
   

  
 0,t T  .                 (3.1.37)  
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Burada 15 0c   sabiti , f  ve N  den bağımsızdır.   

Böylelikle (3.1.29) ve (3.1.37) kestirimlerinin yardımıyla aşağıdaki eşitsizliği elde 

ederiz.  

         
 

 
 

 

20

2

2

2 22
2

( )
1 1

.,
.,

N NN N
kN N

k W D
k k

L D

dC t t
C t t

dt t




 


  


    0,t T   . 

Eşitsizliği kullanarak ve  1 15c c  işaretleyerek lemmanın hükmünün geçerli olduğunu 

kabul ederiz. 

Teoremin ispatının devamı için öncelikle     
 2

,
., , , , 1, 2.....

N

N k k L D
l t t u N k   

biçiminde  ,N k
l t  fonksiyonlar ailesini tanımlayalım. (3.1.13) kestiriminden ve 

 , 1,2,...
k k

u u x k   fonksiyonlarının ortonormalliği şartından yararlanırsak 

gösterebiliriz ki  ,N k
l t  ve 

 ,N k
dl t

dt
 fonksiyonlar ailesini  0,T  aralığında düzgün 

sınırlıdır. Yani  

                     , 16
,

N k
l t c

 ,

17
,

N k
dl t

c
dt

  , 1,2..., 0,N k t T                            (3.1.38) 

dır.                        

Şimdi tespit edilmiş her k  ve keyfi N k  için  ,N k
l t  , ; 1,2....N k   fonksiyonlar 

ailesinin  0,T  aralığında aynı dereceden sürekli olduğunu gösterelim. Bunu göstermek 

için (3.1.11) sisteminin k. denklemini  ,t t t  aralığında integrallersek aşağıdaki 

eşitsizlik elde edilir: 

                                , , 0
,

t t

N

N k N k k

t D

l t t l t a x u x dxd  


        

                        1
, ,

t t t t

N N

k k

t D t D

ia x x u x dxd a x x u x dxd     
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                        0 1
, ,

t t t t

N N

k k

t D t D

v x x u x dxd v x x u x dxd     
 

       

                                                                     ,

t t

k

t D

f x t u x dxd


    

eşitsizliği elde edilir. Bu eşitsizliğin sağ tarafında Caucyh-Bunyakowski eşitsizliği 

uygulanırsa 

                               
 

 2

2

, , 0
.,

t t

N

N k N k k L D

t L D

l t t l t a u d  


       

 
 

 
   

 
 2 2

2 2

1 0 0 1
3 ., .,

t t t t

N N

k kL D L D

t tL D L D

u d b b u d       
 

                                                                                

                                                    
 

 2

2

.,

t t

k L D

t L D

f u d 


   

eşitsizliği elde edilir. (3.1.13) kestiriminden ve ku ’lar için varsayılan (3.1.9) şartı 

kullanılırsa  

                               , , 18N k N k k
l t t l t c d t    , 1,2,...N k                                 (3.1.39)                          

eşitsizliği elde edilir. Burada 18 0c   sabiti ,N k  ve t ’den bağımsızdır. 

(3.1.11) sistemindeki k . Denklemin t ’ye göre türevini alıp sonra   ,t t t  aralığında 

integralleyip toplayalım. Bu durumda  

                          
     

 , ,

0

,
Nt t

N k N k

k

t

dl t t dl t x
a u x dxd

dt dt

 




  
   

  

            
 

      
 

 1

, ,
N Nt t t t

k k

t D t D

x x
i a x u x dxd a x u x d
   

 
 

  
   

      

                
 

        0 1

,
,

Nt t t t

N

k k

t D t D

x
v x u x d iv x x u x dxd

 
   

 

  
  

      



20 
 

                                                                    
 

 
,t t

k

t D

f x
i u x dxd






 


   

eşitsizliği elde edilir. Cauchy-Bunyakowski eşitsizliğinin yardımıyla aşağıdaki 

eşitsizliği yazabiliriz: 

 

                   
     

 

 2

2

, ,

0

.,
Nt t

N k N k

k L D

t L D

dl t t dl t
a d u

dt dt

 




  
   

  

               
 

 

 

 
2

2 2

1 1

,
., 3

Nt t t t

N

k kL D

t tL D L D

x
b d u d u

 
    



  
    

   

                     

 
 

 

 

 
 2

22

0 0 1 2

., .,
3

Nt t t t

k k L D

t t L DL D

f
b b d u d u

  
   

 

  
    

   .   (3.1.40)     

(3.1.40) eşitsizliğinde (3.1.13) - (3.1.29)  kestirimlerini ve (3.1.9) şartını kullanırsak 

aşağıdaki eşitsizliği elde ederiz: 

 

                         
   

 
1/2, ,

19
, , 1,2,...

N k N k

k

dl t t dl t
c d t N k

dt dt

 
    .                   (3.1.41) 

                                

Burada 19 0c   sabiti ,N k  ve t ’den bağımsızdır.“(3.1.39) ve (3.1.41) eşitsizliklerinden 

k  tespit edildiğinde N k   için   ,N k
l t , 

 ,
,

N k
dl t

dt

 
 
 

 , 1,2...N k   fonksiyonlar 

ailesinin  0,T  aralığında düzgün sınırlı ve eş sürekli olduğu anlaşılır. Bu takdirde 

köşegen sürecin yardımıyla öyle , 1,2,...mN m   sayısı seçebiliriz ki   
,m kNl t  alt dizisi 

 0,T  aralığında her bir 1,2,...k   için  k
l t fonksiyonuna yakınsar.  k

l t  

fonksiyonlarını kullanarak aşağıdaki  ,x t  fonksiyonunu tanımlayalım: 
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1

, ,
k k

k

x t l t u x




                                            (3.1.42) 

                                           
   

 
1

, k

k

k

x t dl t
u x

t dt

 







 ,                                         (3.1.43)                   

 8  çalışmasında olduğu gibi hareket ederek   
 ,

, ,
m

m

N

N x t
x t

t




  
 

  
 dizilerinin 

 
0

2

2
,W D   2

L D  uzaylarında  ,x t , 
 ,x t

t




 fonksiyonlarına t ’ye göre düzgün 

olarak zayıf yakınsadığını elde edebiliriz ve  ,x t  fonksiyonunun 0B  uzayının 

elamanı olduğunu elde edebiliriz. 

 

Şimdi  ,x t  limit fonksiyonun Tanım (3.1.1)  anlamında (2.1.1) - (2.1.2) başlangıç 

sınır değer probleminin çözümü olduğunu gösterelim. Bu amaçla ilk önce gösterelim ki 

bu limit fonksiyonu hemen hemen x D  herhangi  0,t T  için (2.1.1) denklemini 

sağlıyordur.“ Bu nedenle mN N  olduğunda (3.1.11)’nin .k  denklemini  k t  sürekli 

fonksiyonlarını çarpıp elde edilen denklemleri k  üzerinden 1k  ’den mN N ’ ye kadar 

toplarsak aşağıdaki özdeşliği elde ederiz: 

                

 
             0 1 0

,
, , , , ,

m

m m m m

N

N N N N

D

x t
i a x t ia x x t a x x t v x t x t

t


   

 
       



                             
'

1 , , , 0
N

N
iv x x t f x t x t dx     0,t T  .                      (3.1.44) 

        Burada        
'

'

1

, ,
N

N

k k

k

x t t u x 


   mN N ’dir.                                         

  ,mN
x t  dizisinin   ,x t  fonksiyonuna 

                                   
 2

., ., 0mN

L D
t t    0,t T  .                                 (3.1.45) 
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 yakınsama özelliklerini dikkate alıp m  için sonuncu integral özdeşliğinde limite 

geçersek aşağıdaki integral özdeşliğini elde ederiz: 

             
 

             0 1 0

,
, , , ,

D

x t
i a x t ia x x t a x x t v x x t

t


   


      


  

                               
'

1 , , , 0,
N

iv x x t f x t x t dx     0,t T                       (3.1.46)                                     

Burada     2
,x t L   ’dır.” 

     
'

'

1

, ,
N

N

k k

k

x t t u x 


 mN N  biçiminde olan test fonksiyonu     0

2
0, , ,C T L D  

uzayında yoğun olduğundan (3.1.46) özdeşliğinden  ,x t  limit fonksiyonun (2.1.1) 

denklemini hemen hemen x D  ve herhangi  0,t T  için sağladığını elde ederiz. 

Başlangıç sınır değer şartlarının sağlanması   ,x t  limit fonksiyonu için 0t   

olduğunda (3.1.45) bağıntısının geçerli olmasından ve 0B  uzayının  2
L S ’ye kompakt 

gömülmesinden çıkar. 

 

Böylelikle  ,x t  limit fonksiyonunun (2.1.1) - (2.1.2) başlangıç sınır değer 

probleminin çözümü olduğu ve 0B  uzayının elemanı olduğu ispatlandı. Bu çözüm için 

(3.1.1) kestiriminin geçerli olduğunu (3.1.13) kestiriminden aşağı limite geçerek elde 

edebiliriz. 

 

Şimdi teoremin ispatını devam ettirerek (2.1.1) - (2.1.2) başlangıç sınır değer 

probleminin çözümünün bir tek olduğunu gösterelim. Farz edelim ki  ,x t  ve  ,x t

fonksiyonları (2.1.1) - (2.1.2) problemini herhangi iki çözümü olsun.  

     , , ,w x t x t x t  ’dir. Bu takdirde (2.1.1) - (2.1.2) şartlarından  ,w w x t  

fonksiyonunun aşağıdaki sınır değer probleminin çözümü olduğu çıkar: 

               0 1 0 1 0
w

i a w a x w a x v x w iv x w
t


       


,  ,x t                  (3.1.47)                  
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                                             ,0 0,w x   x D , 0
S

w                                          (3.1.48)                     

Bu sınır değer probleminin çözümü için kestirim elde etmeye çalışalım. Bu amaçla 

(3.1.47) denkleminin her iki tarafını  ,w x t  ile çarpıp t  üzerinden integralleyelim. 

Sınır değer şartlarını ve kısmi integrasyon formülünü kullanırsak aşağıdaki eşitliği elde 

ederiz:”  0,t T   için 

             
2 2 2 2

0 1 0 1
0

t

w
i w a w ia x ww a x w v x w iv x w dxdt

t


 
        

 
 .                                                                                                                                                                                                                                            

Bu eşitlikten onun kompleks eşleniğini çıkartalım. Bu takdirde (3.1.48) sınır değer 

şartlarını yeniden kullanırsak kolaylıkla aşağıdaki eşitliğin geçerli olduğunu elde ederiz: 

 

  
 2

2 21,

1

1

2

t t t

j

j j

a xw w
i w dxd i v x w dxd i w dxd

x
  

    

  
    

   
     0,t T  . 

                                                                                                     

Buradan da (3.1.48) yer alan başlangıç sınır değer şartını kullanarak aşağıdaki eşitsizliği 

buluruz: 

                                     
 2

22

2 1
., 2 2

t

L D
w t w dxd b 



   0,t T  .                                      

“Sonuncu eşitsizliğe Gronwall lemmasını uygularsak aşağıdaki bağıntıyı elde ederiz: 

                                                      
 2

2

., 0
L D

w t      0,t T  . 

Buradan  

                                                      
0

, 0,w x t x D     0,t T   

bağıntısı elde ediyoruz ki bu da  (2.1.1) - (2.1.2) başlangıç sınır değer probleminin 

çözümü tektir. Teorem (3.1.2) ispatlandı. 
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3.2. “Özel Gradient Terim Ġçeren Üç Boyutlu Schrödinger Denklemi Ġçin Ġkinci 

Tip BaĢlangıç Sınır Değer Probleminin Galerkin Yöntemiyle Çözümü” 

Bu bölümde ikinci çeşit başlangıç sınır değer probleminin çözümüne Galerkin 

yöntemini uygulayıp çözümün varlığı ve tekliğinin inceleyeceğiz. Bunun için aşağıdaki 

problemi göz önüne alalım: 

            0 1 0 1 , , ,i a ia x a x v x iv x f x t x t
t


    


        


          (3.2.1)          

                                               ,0 ,x x  ,x D  0
Sv





                              (3.2.2)                

Burada  1i    sanal birim, 0 10, 0a a  verilen sayı, v  vektörü    sınırının dış 

normali, 
2 2 2

2 2 2

1 2 3x x x

  
   

  
,  - laplace operatörü, 

1 2 3
x x x

   
    

   

, -nabla 

operatörü, 3
D R  verilen konveks sınırlı bölge,   0, ,D T   0,S T   ve 

D   bölgesinin sınırı,      0 1
, ,a x v x v x  verilen reel değere sahip ölçülebilir 

fonksiyonlar olup 

                             0
0 a x    

0

,x D     0   sabit 0 ,                                      (3.2.3) 

                           0 0
,v x b  1 1

v x b  
0

, ,x t  0, 1
b b   sabit 0 .                    (3.2.4)  

         1 11 12 13
, ,a x a x a x a x   reel değerli ölçülebilir sınırlı fonksiyonlar olup     

                1 2
,

j
a x   

 1

3

j

k

a x

x






 

0

, , 1,3,x D j k    2 3,   sabit 0 ,       

                                                       1 0, 1,3ja x j

  .                                            (3.2.5) 

Burada    , ,x f x t - kompleks değerli ölçülebilir fonksiyonlar olup 

                                 2

2
,W D 0,

v









 0,1

2
f W                                         (3.2.6) 

dır.           
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Görüldüğü üzere (3.2.1) - (3.2.2) şartlarından   ,x t   fonksiyonunun bulunması 

problemi (3.2.1) denklemi için ikinci çeşit başlangıç sınır değer problemidir.” 

 

Tanım 3.2.1.        0 2 1

1 2 2
0, , ( ) 0, ,B C T W D C T L D  , Banach uzayından olan 

hemen hemen x D  ve hemen hemen  ,t S   için (3.2.1) - (3.2.2) şartlarını sağlayan 

 ,x t   fonksiyonunu  (3.2.1) - (3.2.2) başlangıç sınır değer problemine ait çözüm 

olarak anlayacağız. 

 

Teorem 3.2.2. Farz edelim ki;            1 0 1
, , , , , ,a x a x v x v x x f x t fonksiyonları  

(3.2.3) - (3.2.6)  şartlarını sağlasın. Bu takdirde  (3.2.1) - (3.2.2) sınır değer probleminin 

1B   uzayına ait olan çözümü tek olup bu çözüm için aşağıdaki kestirim geçerlidir:” 

            
 

 

 
    2 0,12

2 22

2

20

.,
., ,

W D WW D

L D

t
t c f

t


 




  


 0,t T  .             (3.2.7)            

Burada 20 0c   sabiti , t  ve f den bağımsızdır.  

İspat: Bu teoremin ispatı teorem (3.1.2) de olduğu gibi Galerkin yöntemini kullanalım. 

Bu amaçla  2

2
W D  uzayından olan  2

L D ’de ortonormal olan   , 1,2,...
k k

u u x k   

fonksiyonlar sistemini temel fonksiyonlar sistemi olarak  

                        
2

0 2
, , 0

d X X
LX x a a x X X x x D

dx v





     


                       (3.2.8)                 

Özdeğer problemlerinin ,k   1,2,...k   değerlerine karşılık gelen öz fonksiyonlar 

sistemini alalım. Burada L operatörü aşağıdaki biçimde tanımlanır: 

                                                    0 ( )L a a x                                                        (3.2.9)                             

Bilindiği gibi L  operatörünün katsayısı olan   0
0a x    olduğundan 

, 1, 2,...k k    özdeğerleri reeldir ve 
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                      1 2 30 ...... ......k k            , k                           (3.2.10)   

eşitsizliği sağlanır. 

Burada  , 1,2,...
k k

u u x k   öz fonksiyonları reeldir ve  1

2
W D ,  2

2
W D  uzayında 

ortogonallik şartını sağlar. Burada   , 1,2,...
k k

u u x k   öz fonksiyonlarının 2 ( )L D ’de 

ortonormal olduğunu kabul edelim.  

                                 
2 ( )

, ( )
m

k m k m kL D

D

u u u x u x dx                                             (3.2.11)     

olsun. Burada (3.2.10) ün geçerli olduğunu varsayalım.  

                              
1,

0, , , 1, 2,...

m

k

k m

k m k m



 

 
                                                     (3.2.12)      

Kronocker sabitleridir. 

 1

2
W D  ve  2

2
W D  de ortogonallik aşağıdaki gibi anlaşılır: 

     
 

 1
2

3

0

1

, , ,
mk m

k m k m k m k kW D
j j jD

u u
u u u u a a x u u dx

x x
 



  
       

 , 1,2,...k m   (3.2.13) 

          
 

 
 2

2 2

2
, , , ,

m

k m k m k m k kL D W D
u u Lu Lu u u     , 1,2,...k m                         (3.2.14)                                                                                                    

Bu şartların yanı sıra farz edelim ki 

                                        
 2

2

,
k kW D

u d   1,2,...k                                           (3.2.15)                 

şartıda sağlansın. Burada  0, 1, 2,...kd k   sabitlerdir.” 

Galerkin yöntemine göre (3.2.1) - (3.2.2) başlangıç sınır değer probleminin çözümünün 

Galerkin yaklaşımlarını aşağıdaki biçimde yazabiliriz:”  

                                                                

                                                    ( , ) ( ) ( )
N

N N

k k

k

x t C t u x  .                                   (3.2.16)                   
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Burada 
2 ( )

( ) ( (., ), ) ,
N N

k k L D
C t t u  1,k N  katsayıları aşağıdaki Cauchy probleminin 

çözümüdür: 

                    
2

2 2
( ) 1( ) ( )

( (., ), ) ., , . ., ,
N N N

k L D k kL D L D

d
i t u L t u i a t u
dt

       

     
 

    
 2 2

0 1
. ., , . ., , ( )

N N

k k kL D L D
v t u i v t u f t   ,  1,2..... , 0,k N t T   (3.2.17) 

                                       
2 ( )

( ) ( (., ), ) , 1,
N N

k k L D
C t t u k N                                    (3.2.18) 

Burada  
( )2

( ) (., ),
L D

k k
f t f t u ’dir. Burada  (3.2.17) denklemler sistemi homojen 

olmayıp sabit katsayılı lineer adi diferansiyel denklemler sistemidir. Denklemlerin sağ 

tarafları karesiyle integrallenebilir fonksiyonlardır.  19  çalışmasından bilindiği üzere 

verilen şartlar altında (3.2.16) - (3.2.17) Cauchy probleminin çözümü vardır ve tektir.  

(3.2.17) - (3.2.18)  Cauchy probleminin N ’e bağlı çözümleri için kestirimler elde 

edelim.  

 

Lemma 3.2.3 :“(3.2.17) - (3.2.18) Cauchy probleminin çözümü için aşağıdaki kestirim 

geçerlidir: 

                          
 2

2

2

22

1 1 ( )

( ) (., )
( ) (., )

N NN N
N Nk
k W D

k k L D

dC t t
C t t

dt t




 


  


   

                                   
    2 0,1

2 2

2 2

21 W D W
c f


   0,t T  , 1,2,...N  .                 (3.2.19)                     

İspat: (3.2.17) sisteminin k.  denklemini ( )
N

kC t  ile çarpıp 1,k N  kadar toplayıp  0,t  

aralığında integralleyelim. Ayrıca 0, 1,2,3...
k

u k

   şartlarını kullanırsak  

  
2 2 2 2

0 1 0 1
( ) ( ) ( ) ( )

t

N
N N

N N N N N
i a ia x a x v x iv x

t


      




      

  

                                                    
t

N

f dxdt


     0,t T   
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eşitliğini elde ederiz. Bu eşitlikten onun kompleks eşleniğini çıkarırsak 

                1 1
( )

t t

N
N

N N N
N N N

i dxdt i a x a x dxdt
t t

 
     

 

  
      
  
 
   

                                         
2

1
2 2 Im

t t

N
N

i v x dxdt f dxdt 
 

     0,t T   

eşitliğini elde ederiz.” 

Burada  1,
, 1,3

j
a x j   fonksiyonunun diferansiyellenebilir olduğundan yararlanırsak 

sonuncu eşitliği aşağıdaki gibi yazabiliriz: 

 

                
3

2 2 2

1, 1

1

2 ( )

t t t

N N N

j

j

dxdt a x dxdt v x dxdt
t x
  

  

 
   

 
    

                     
 

   
3

21,

1

2 Im , 0,

t t

Nj N

j j

a x
dxdt f dxdt t T

x
 

 


  


  .                  (3.2.20)        

Burada  , 1,2,...
k k

u u x k   fonksiyonları için 0, 1,2,3...
k

u k

   şartını kullanırsak 

(3.2.16) formülünden aşağıdaki bağıntıyı yazabiliriz: 

                                      , 0, 0, , 1, 2,...
N

x t t T N

    .                                   (3.2.21)             

Bu şartları ve denklemin katsayıları üzerine konulan şartları dikkate alırsak (3.2.20) 

eşitliğinden aşağıdaki eşitsizliği yazabiliriz: 

                               
 

 
   0,1

22 2

2 2 2
., .,0

N N

WL D L D
t f 


   

                               
 2

2

2 1

0

2 2 1 .,

t

N

L D
b d       ,  0,t T  .                          (3.2.22)                                                                                                                                                                                                      

(3.2.16) formülünden yararlanarak aşağıdaki bağıntıyı yazabiliriz: 

                    
 

 
 2

22

2 2
2 2

1 1

., 0 0
N

N N

k k W DL D
k k

c  


 

    .                                (3.2.23)                                              
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Bu bağıntının yardımıyla (3.2.22) eşitsizliğinden aşağıdaki eşitsizliği yazabiliriz: 

       
     

   
 

2 0,1
2 22 2

2 22 2

2 1

0

., 2 2 1 .,

t

N N

W D WL D L D
t f b d     


         0,t T  .       

Bu eşitsizlikten ve Gronwall lemmasından yararlanarak aşağıdaki kestirimi elde ederiz. 

                     
      2 0,1

2 22

2 2 2

22
.,

N

W D WL D
t c f 


   0,t T  .                         (3.2.24)  

Burada 22 0c   sabiti f , ve N  den bağımsızdır.  

Şimdi  

N

t




türevini değerlendirelim. Bu amaçla (3.2.17) sistemini aşağıdaki şekilde 

yazalım: 

                          
2

2 2
( ) 0 ( ) ( )

( (., ), ) ., , . (., ),
N N N

k L D k kL D L D

d
i t u a t u a t u
dt

        

                     
2 2 2

0 1 1( ) ( ) ( )
(., ) (., ), . ., , (., ) (., ),

N N N

k k kL D L D L D
v t t u i a t u v t t u       

                                                   ,k
f t 1,2,..,k N .                                            (3.2.25)                            

Bu sistemin her iki tarafının t’ye göre türevini alıp elde edilen sistemin  
N

kk
C t ile 

çarpıp bulunan denklemleri k  üzerinden 1 den N  ye kadar toplayalım. Sonra elde 

edilen eşitliği  0,t  aralığı üzerinde integralliyelim. Bu takdirde aşağıdaki eşitliği elde 

ederiz: 

                 

2 2
2 2 23 3

0 1,2
1 1

t

N N
N N N N

j

j jj j

i a i a x a x
t t t x x t t t

     

 

      
    
        


   

          
2 2

0 1

N N

v x iv x dxdt
t t

   
 
 



   , ,

t

N

f x x
dxdt

t t

  



 

     0,t T  .                                         

Yukarıdaki eşitlikten kompleks eşleniğini çıkarırsak aşağıdaki eşitliği elde ederiz: 
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2 2 2

3

1 1,

1

2

t t t

N N N

j

j j

dxdt v x dxdt a x dxdt
t t t x t

  

  

     
   
     
 

      

                                    
2

3

1,

1

2 Im

t t

N
N

j

j

f
a x dxdt dxdt

t t t

 

 

   
 
   
 

   

                                    
 ,

2 Im

t

N

N
v x

dxdt
t t

 




  
 
  
 

   0,t T  .                     (3.2.26) 

                                                                                                                             

Diğer taraftan (2.1.16) formülünün ve   , 1,2,...
k k

u u x k   için 0, 1,2,3...
k

u k

   

şartını kullanırsak aşağıdaki şartı yazabiliriz: 

                                                 0, 1,2,3...
N

S

N
t


 


.                                         (3.2.27)                      

(3.2.27) şartını ve Cauchy-Bunyakowski eşitsizliğini bunların yanı sıra (3.2.24) 

kestirimini kullanarak (3.2.26)’dan aşağıdaki eşitsizliği yazabiliriz: 

 

                          
   

 
 

2
2 0,1

2
( ) ( )2 2

2 2

2 2

23

., .,0

W

L D L D

N N

W D

t
c f

t t

 




   
     

   
 

                             
 

 
( )2

2

2 1

.,
2 2 1 , 0,

t L D

N

b d t T
t

 
 




   

 .                        (3.2.28)       

Burada 23 0c   sabiti ,f   ve N den bağımsızdır. 

Şimdi (3.2.28) deki  
 

( )2

2

., 0

L D

N

t




 terimini değerlendirelim. Bunun için (3.2.17) 

sistemini 0t   için yazarak aşağıdaki eşitsizliği yazabiliriz: 
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22 2

( )2

2

2 22 2

1( )( ) ( )

.,0
5 .,0 5 .,0 20 .,0

L D

N

N N

L DL D L D
L f

t


  


    


 

                           
( ) ( )2 2

2 22 2

0 1( ) ( )
5 0 .,0 5 0 .,0

L D L D

N N

L D L D
v v 

 

                     (3.2.29) 

 0,1

2
f W   olduğundan aşağıdaki eşitsizliği yazabiliriz: 

                                       
 0,1

22

2

24( )
.,

WL D
f t c f


  0,t T  .                             (3.2.30)       

Ayrıca (3.2.16) formülünden yaralanarak aşağıdaki bağıntıyı yazabiliriz: 

                                           
2 ( )

1 1

,0 0 ,
N N

N N

k k k kL D
k k

L x c u x L u u x 
 

   . 

Buradan aşağıdaki eşitsizliği elde ederiz: 

                                      
( ) ( )2 22

2
2 2

( )
1

., 0 ,
L D L D

N
N

k kL D
k

L L u u x L  


  . 

Bu eşitsizlikten   2

2
W D  şartını ve denklemin üzerine konulan şartları kullanarak 

aşağıdaki kestirimi kolaylıkla elde edebiliriz:  

                                             
 2

22

2 2

25( )
.,0

N

W DL D
L c   .                                     (3.2.31) 

Aynı biçimde aşağıdaki eşitsizliği de elde edebiliriz: 

                                            
 2

22

2 2

26( )
.,0

N

W DL D
c   .                                     (3.2.32)                 

(3.2.30) - (3.2.31) eşitsizliklerini dikkate alarak (3.2.29)’dan aşağıdaki kestirim geçerli 

olduğunu elde ederiz: 

                                  
 

    2 0,1
2 2

( )2

2

2 2

27

.,0

L D

N

W D W
c f

t







 


.                        (3.2.33)                    

Bu kestirimin yardımıyla (3.2.28) den aşağıdaki eşitsizliği elde ederiz: 
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    2 0,1
2 2

( )2

2

2 2

28

.,0

L D

N

W D W
c f

t







 


+ 

                                
 

2

2

2 1

0 ( )

.,
2 2 1

Nt

L D

b d
t

 
 


 

  0,t T  .                       (3.2.34)                    

Buradan Gronwall lemmasının yardımıyla kolaylıkla aşağıdaki kestirimi elde ederiz: 

 

                      
 

    2 0,1
2 2

( )2

2

2 2

29

.,

L D

N

W D W

t
c f

t







 


 0,t T  .                     (3.2.35)                

Şimdi  ,
N

x t  terimini  2
L D  uzayının normunda değerlendirelim. Bu amaçla  

(2.1.17) sistemindeki k. denklemi  
 

N

kdC t

dt
 ile çarptıktan sonra elde edilen eşitlikleri k  

üzerinden 1 den N ye toplayalım. Elde edilen denklemi  0,t  aralığı üzerinden 

integralleyerek aşağıdaki eşitliği yazabiliriz:” 

      

                 
2

0 1

t

N N
N

N
N N N

i a ia x a x
t t t t

  
   



    
       
    

  

                 0 1

N N

N N
v x iv x dxdt

t t

 
 

 
 
 
 t

N

f dxdt
t








  0,t T  . 

                                                                                               

Bu eşitliği onun kompleks eşleniği ile toplayalım. Sonra da elde edilen eşitlikte Cauchy-

Bunyakowski eşitsizliği uygulayıp denklemin katsayıları üzerine konulan şartları ve 

(3.2.24), (3.2.35) kestirimlerini kullanarak aşağıdaki eşitsizliği yazabiliriz. 

               

                     
  2 0,1

2 22 2

2 2 2 2

30 ( )( ) ( )
., .,0

N N

W D WL D L D
t c f  


        0,t T  . 
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30 0c   sabiti ,f   ve N den bağımsızdır.  

Buradan (2.1.32) eşitsizliğinin yardımıyla aşağıdaki kestirimi yazabiliriz: 

                  
    2 0,1

2 22

2 2 2

31( )
.,

N

W D WL D
t c f 


    0,t T                             (3.2.36)                              

31 0c   sabiti ,f   ve  N den bağımsızdır. 

 Şimdi  ,
N

x t  fonksiyonunu 2

2
( )W D  uzayının normunda değerlendirelim. Bunu için 

(3.2.17)  .k denklemi  
 

N

kdC t

dt
 ile çarptıktan sonra elde edilen eşitlikleri k  üzerinden 1 

den N  ye toplayalım.  Bu takdir de aşağıdaki eşitliği yazabiliriz: 

         
 

       
2

1

,
, , ,

N

N N N

D D

x t
L x t dx i ia x x t v x x t

t


  

 
    


   

                              1
, , ,

N
N

iv x x t f x t L x t dx    0,t T  .                       (3.2.37)         

Bu eşitlikten yaralanarak Cauchy-Bunyakowski eşitsizliğinin yardımıyla aşağıdaki 

eşitsizliği yazabiliriz: 

         

 
 

 

 

 
   

 
 2 2 2

2

2

2 2 2
2

2 0

.,
., 5 5 ., 5 .,

N

N N N

L DL D L D L D

L D

t
L t t v t

t


   




     


 

                    
 

 
 

 
 22

2 2

1
5 ., 5 .,

N

L D L DL D
v t f t



    0,t T  .                       (3.2.38) 

Burada (3.2.30) eşitsizliğinin ve (3.2.24), (3.2.35) - (3.2.36) kestirimlerinin yardımıyla 

sonuncu eşitsizlikten aşağıdaki kestirimleri yazabiliriz: 

                  
      2 0,1

2 22

2 2 2

32
.,

N

W D WL D
L t c f 


   0,t T  .                          (3.2.39)                       

Burada 32 0c   sabiti ,f   ve N den bağımsızdır. Laplace operatörü için olan formülü 

dikkate alırsak aşağıdaki eşitsizliği yazabiliriz: 
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 2 2 2 2

0 0 0
., ., . ., ., .,

N N N N N

L D L D L D L D
L t a t a t a t t           

Buradan aşağıdaki eşitsizliği elde ederiz: 

                  
 

 
 

 
 2 2 2

2
0

0 0

1
., ., .,

N N N

L D L D L D
t L t t

a a


     .                      (3.2.40)                 

Bu eşitsizlikte (3.2.24) kestirimini ve (3.2.39) kestirimini kullanırsak aşağıdaki kestirimi 

buluruz: 

                               
      2 0,1

2 22

2 2 2

33
.,

N

W D WL D
t c f 


   .                              (3.2.41)                       

Burada 33 0c   sabiti  ,f   ve N den bağımsızdır. 

 13  çalışmasında yer alan konveks D  bölgesi için bilinen eşitsizliği kullanırsak 

aşağıdaki eşitsizliği yazabiliriz: 

                             
  2 0,12

2 22

2 2 2

34 ( )( )
.,

N

W D WW D
t c f 


     0,t T  .             (3.2.42)               

Bu takdirde bu eşitsizliğin yardımıyla (3.2.35) - (3.2.42) den aşağıdaki kestirimin 

geçerli olduğunu elde ederiz. 

               
 

  2 0,12
2 22

2 2 2

35 ( )( )

.,
.,

N

N

W D WW D

t
t c f

t


 




  


  0,t T  .      (3.2.43)         

Böylelikle (3.2.35) ve (3.2.42) kestirimlerinin yardımıyla aşağıdaki kestirimi elde 

ederiz. Burada 35 0c   sabittir ve N  den bağımsızdır.  

           
 

 
 

 

2
2

2

2 22
2

( )
1 1

.,
.,

N NN N
kN N

k W D
k k

L D

dC t t
C t t

dt t




 


  


   0,t T  . 

Eşitsizliği kullanarak ve  21 35c c  işaretleyerek lemmanın hükmünün geçerli olduğunu 

kabul ederiz. 

Teoremin ispatının devamı için öncelikle     
 2

,
., , ,

N

N k k L D
l t t u  , 1,2,...N k   

biçiminde  ,N k
l t  fonksiyonlar ailesini tanımlayalım. (3.2.19) kestiriminden ve 

 , 1,2,...
k k

u u x k   fonksiyonlarının ortonormalliği şartından yararlanırsak 
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gösterebiliriz ki  ,N k
l t  ve 

 ,N k
dl t

dt
 fonksiyonlar ailesini  0,T  aralığında düzgün 

sınırlıdır. Yani 

                      
 ,

, 36 37
, , , 1,2,...

N k

N k

dl t
l t c c N k

dt
    0,t T  .                      (3.2.44)                            

Şimdi tespit edilmiş her k  ve keyfi N k  için  ,N k
l t , , 1,2,...N k   fonksiyonlar 

ailesinin  0,T  aralığında aynı dereceden sürekli olduğunu gösterelim. Bunu göstermek 

için (3.2.11) sisteminin k. denklemi  ,t t t aralığı üzerinden integralini alırsak 

aşağıdaki eşitsizlik elde edilir: 

                                , , 0
,

t t

N

N k N k k

t D

l t t l t a x u x dxd  


        

                        1
, ,

t t t t

N N

k k

t D t D

ia x x u x dxd a x x u x dxd     
 

        

                        0 1
, ,

t t t t

N N

k k

t D t D

v x x u x dxd v x x u x dxd     
 

       

                                                                         ,

t t

k

t D

f x t u x dxd


   . 

Bu eşitsizliğin sağ tarafında Caucyh-Bunyakowski eşitsizliği uygulanırsa  
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eşitsizliği elde edilir. (3.2.19) kestiriminden ve ku ’lar için varsayılan (3.2.15) şartı 

kullanılırsa 

                               , , 38N k N k k
l t t l t c d t    , 1,2,...N k                               (3.2.45)                          

eşitsizliği elde edilir. Burada 38 0c   sabiti ,N k  ve t ’den bağımsızdır. 

(3.2.17) sistemindeki .k  denkleminin t ’ye göre türevini alıp sonra  ,t t t  

aralığında integralleyip toplayalım. 

                          
     

 , ,
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        0 1
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t D t D
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v x u x d iv x x u x dxd

 
   

 

  
  

      

                                                                      
 

 
,t t

k

t D

f x
i u x dxd






 


   

eşitsizliği elde edilir. Cauchy-Bunyakowski eşitsizliğinin yardımıyla aşağıdaki 

eşitsizliği yazabiliriz: 
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   .  (3.2.46)     
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(3.2.46) eşitsizliğinde (3.2.19) - (3.2.35) kestirimlerini ve (3.2.15) şartını kullanırsak 

aşağıdaki eşitsizliği elde ederiz: 

 

                      
   

 
1/2, ,

39
, , 1,2,...

N k N k

k

dl t t dl t
c d t N k

dt dt

 
      .                    (3.2.47)                                

Burada 39 0c   sabittir ve ,N k  ve t ’den bağımsızdır. 

(3.2.45) ve (3.2.46) eşitsizliklerinden k  tespit edildiğinde N k   için   ,N k
l t , 

 ,
,

N k
dl t

dt

 
 
 

, 1,2,...N k   fonksiyonlar ailesinin  0,T  aralığında düzgün sınırlı ve eş 

sürekli olduğu anlaşılır. Bu takdirde köşegen sürecin yardımıyla öyle , 1,2,...mN m   

sayısı seçebiliriz ki  
,m kNl t  alt dizisi  0,T  aralığında her bir 1,2,...k   için  k

l t

fonksiyonuna yakınsar.  k
l t  fonksiyonlarını kullanarak aşağıdaki  ,x t  

fonksiyonunu tanımlayalım: 

 

                                                  
1

, ,
k k

k

x t l t u x




                                              (3.2.48) 

                                          
   

 
1

, k

k

k

x t dl t
u x

t dt

 







 .                                          (3.2.49)                   

 8  çalışmasında olduğu gibi hareket ederek   
 ,

, ,
m

m

N

N x t
x t

t




  
 

  
 dizilerinin  

 2
L D  uzaylarında    ,x t , 

 ,x t

t




 fonksiyonlarına t ’ye göre düzgün olarak zayıf 

yakınsadığını ve  ,x t  fonksiyonunun 1B  uzayının elamanı olduğunu elde edebiliriz. 

Şimdi  ,x t  limit fonksiyonun Tanım (3.2.7)  anlamında (3.2.1) - (3.2.2) başlangıç 

sınır değer probleminin çözümü olduğunu gösterelim. Bu amaçla ilk önce gösterelim ki 
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bu limit fonksiyonu hemen hemen x D  herhangi  0,t T  için (3.2.1) denklemini 

sağlıyordur. Bu nedenle mN N  olduğunda (3.2.17)’nin .k denklemini  k t  sürekli 

fonksiyonlarını çarpıp elde edilen denklemleri k  üzerinden 1k  ’den  mN N ’ye 

kadar toplarsak aşağıdaki özdeşliği elde ederiz:” 
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,
, , , , ,

m

m m m m

N

N N N N

D

x t
i a x t ia x x t a x x t v x t x t

t


   

 
       



 

                              
'

1 , , , 0,m
NN

iv x x t f x t x t dx     0,t T  .                 (3.2.50) 

        Burada        
'

'

1

, ,
N

N

k k

k

x t t u x 


   mN N ’ dir.                                        

  ,mN
x t  dizisinin  ,x t  fonksiyonuna  

                                       
 2

., ., 0mN

L D
t t    0,t T  .                             (3.2.51) 

yakınsama özelliklerini dikkate alıp m  için sonuncu integral özdeşliğinde limite 

geçersek aşağıdaki integral özdeşliğini elde ederiz: 

                
 

           0 1 0

,
, , , ,

D

x t
i a x t ia x t a x x t v x x t

t


   


      


  

                             
'

1 , , , 0
N

iv x x t f x t x t dx       0,t T  .           (3.2.52)                                     

Burada      2
,x t L   ’dır.  

     
'

'

1

, ,
N

N

k k

k

x t t u x 


  mN N  biçiminde olan test fonksiyonu     0

2
0, , ,C T L D  

uzayında yoğun olduğundan (3.2.52) özdeşliğinden  ,x t  limit fonksiyonun (3.2.1) 

denklemini hemen hemen x D  ve herhangi  0,t T  için sağladığını elde ederiz. 

Başlangıç sınır değer şartlarının sağlanması   ,x t  limit fonksiyonu için 0t   
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olduğunda 
mN

S
v




 dizilerinin 

Sv




ye  2

L S ’de zayıf yakınsamasından çıkar. 

Böylelikle  ,x t  limit fonksiyonunun (3.2.1) - (3.2.2) başlangıç sınır değer 

probleminin çözümü olduğu ve 1B  uzayının elemanı olduğu ispatlandı. Bu çözüm için 

(3.1.1) kestiriminin geçerli olduğu (3.1.13) kestiriminden aşağı limite geçerek elde 

edebiliriz. 

 

Şimdi teoremin ispatını devam ettirerek (3.2.1) - (3.2.2) başlangıç sınır değer 

probleminin çözümünün bir tek olduğunu gösterelim. Farz edelim ki  ,x t  ve  ,x t

fonksiyonları (3.2.1) - (3.2.2)  problemini herhangi iki çözümü olsun.  

     , , ,w x t x t x t  ’dir. Bu takdirde (3.2.1) - (3.2.2) şartlarından  ,w w x t

fonksiyonunun aşağıdaki sınır değer probleminin çözümü olduğu çıkar.” 

                0 1 0 1 0, ,
w

i a w a x w a x v x w iv x w x t
t


        


                 (3.2.53)                  

                                             ,0 0w x  , x D , 0
Sv





                                    (3.2.54)                     

Bu sınır değer probleminin çözümü için kestirim elde etmeye çalışalım. Bu amaçla 

(3.2.53) denkleminin her iki tarafını  ,w x t  ile çarpıp t  üzerinden integralleyelim. 

Sınır değer şartlarını ve kısmi integrasyon formülünü kullanırsak aşağıdaki eşitliği elde 

ederiz:”  0,t T   için 

               
2 2 2 2

0 1 0 1
0

t

w
i w a w ia x ww a x w v x w iv x w dxdt

t


 
        

 
 .                                                                                                                                                                                                                                                   

Son eşitlikten kendisinin kompleks eşleniğini çıkartalım. Bu takdirde (3.2.53) sınır 

değer şartlarını yeniden kullanırsak kolaylıkla aşağıdaki eşitliğin geçerli olduğunu elde 

ederiz: 
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 2

2 21,

1

1

2

t t t

j

j j

a xw w
i w dxd ia v x w dxd i w dxd

x
  

    

  
    

   
    0,t T  . 

                                                                                                     

Buradan da (3.2.54) yer alan başlangıç sınır değer şartını kullanarak aşağıdaki eşitsizliği 

buluruz: 

                                        
 2

22

2 1
., 2 2

t

L D
w t w dxd b 



   0,t T  .                                    

Sonuncu eşitsizliğe Gronwall lemmasını uygularsak aşağıdaki bağıntıyı elde ederiz: 

                                                      
 2

2

., 0
L D

w t     0,t T  . 

Buradan  

                                                      
0

, 0,w x t x D     0,t T   

bağıntısı elde ediyoruz ki bu da (3.2.1) – (3.2.2) başlangıç sınır değer problemininin bir 

tek çözüme sahip olduğunu elde ederiz. Teorem (3.2.2) ispatlandı. 
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4. SONUÇLAR VE TARTIġMA 

Bu çalışmada incelenen başlangıç sınır değer problemleri formülize ve dizaynı 

açısından önceki çalışmalardan önemli ölçüde farklılaşmaktadır. Tezde incelediğimiz 

problemler üzerine yapılan çalışmalar az sayıda incelendiğinden gerek teorik, gerekse 

pratik açıdan önem taşımaktadır. 

Bu tezde özel gradient terim üç boyutlu Schröedinger denklemi için 1. ve 2. başlangıç 

sınır değer problemlerine Galerkin methodunu uygulayıp çözümün varlığını ve tekliğini 

ispatladık. Tezde elde edilen araştırma bulguları ve sonuçları güncel olup önceki 

çalışmalardan ayrılıp farklılık göstermektedir ve diğer çalışmalarla örtüşmez. 
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Doğum Tarihi: 30.06.1988 

Yabancı Dili: İngilizce  

İletişim (e-posta ):  pltonarss@gmail.com 

Eğitim Durumu (Kurum ve Yıl) 

 Lise                             :  Esenyurt Lisesi (2002-2006) 

Lisans                          :  Kafkas Üniversitesi Fen Edebiyat Fakültesi (2010-2014) 

Yüksek Lisans             :  Kafkas Üniversitesi Fen Bilimleri Enstitüsü (2015-2019) 

Çalıştığı Kurum/Kurumlar ve Yıl 

           Özel Yıldız Anadolu Lisesi (2016-…) 
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