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Onur ARAS
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Matematik Ana Bilim Dah

Damisman: Prof. Dr. Gabil YAGUB

Bu tezde ii¢ boyutlu 6zel gradient terim igeren Schrodinger denklemi i¢in baslangig
sinir deger problemleri ele alinmistir. Bu ¢aligmada yer alan 3.1. boliimiinde {i¢
boyutlu 6zel gradient terim igeren Schrodinger denklemi igin 1. ¢esit baslangi¢ siir
deger problemi konulup galerkin yontemi uygulanarak ¢6ziimiin varligr ve tekligi
ispatlanmistir. 3.2. bolimiinde yer alan li¢ boyutlu 6zel gradient terim igeren
Schrédinger denklemi igin 2. gesit baslangic sinir deger problemi konulup galerkin
yontemi uygulanarak ¢6ziimiin varlig1 ve tekligi kisaca ispatlanmistir. Tezde yer alan

4. boliimiinde bu ¢alismaya ait arastirma ve sonug¢ bulgular1 degerlendirilmistir.

Anahtar Kelimeler: Schrodinger Denklemi, Baslangig Sinir Deger Problemi,
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ABSTRACT

(Master Thesis)

SOLUTION WITH GALERKIN METHOD OF INITIAL BOUNDARY
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In this thesis, the inital boundary value problems are considered for three
dimensional Schrodinger equation. In section 3.1. of the study, applying Galerkin’s
method to 1* type initial baundary value problem for three dimensional Schrodinger
equation the existence and the uniqueness of the solution have been proven. In
section 3.2. of the study, applying Galerkin’s method to 2" type initial baundary
value problem for three dimensional Schrédinger equation the existence and the
uniqueness of the solution have been proven. In the 4 th part of the thesis, the

research and the results of this study were evaluated.
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SIMGELER DiZiNi

v : Herhangi

0

\Y : Hemen hemen her yerde

>0 : Verilen say1

T>0 : Verilen say1

i=+/-1 : Sanal birim

X e [0, I] : Bagimsiz degisken

te [O,T] : Bagimsiz degisken

a(x) : Olgiilebilir reel degerli stirli fonksiyon
Vo (X) : Olgiilebilir reel degerli sinirli fonksiyon
A (X) : Olgiilebilir reel degerli simirli fonksiyon
Q = Dx(O,t),Q:QT : Verilen bolge

r : Verilen D bolgesinin sinirt
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1.GENEL BILGILER

1.1. GIRIS

Bu tez calismasi, 6zel gradient terim iceren lic boyutlu Schrédinger denklemi icin
baslangi¢ sinir deger problemlerinin ¢oéziimiinli aragtirmak ve bu ¢ozliimil (¢coziimleri)
incelemeye yonelik hazirlanmistir. Ug boyutlu Schrédinger denklemi igin baslangig

sinir deger problemleri biiyiik 6l¢lide kuantum mekaniginde, niikleer fizikte ve lineer

olmayan optikte ortaya ¢ikar. [13] . Daha 6nceden lineer ve lineer olmayan Schordinger

denklemi igin baslangi¢ siir deger problemleri [9,17,22,23] calismalarinda
incelenmistir. Fakat lineer ve lineer olmayan Schordinger denklemi i¢in baglangi¢ sinir
deger problemleri bir ve iki boyutlu olarak cok az sayida incelenmistir.[9,17]. Bu

calisma digerlerinden ayrilarak O6zel gradient terim igeren ii¢ boyutlu lineer
Schréedinger denklemi i¢in baslangi¢ sinir deger problemlerinin Galerkin yonteminin
yardimiyla varhigr ve tekligi ispatlanmistir. Bu nedenle bu calismada incelenen
baslangi¢ smir deger probleminin incelenmesi bilimsel agidan biiylik 6nem arz

etmektedir.

Tezin 1.2. boliimiinde, tez ¢alismasinda ve formiilize edilmesinde temel olusturacak

lemmalar ve bazi kavramlarin tanimlar1 yer almaktadir.

Calismada yer alan bulgular boliimiinde 3.1. ve 3.2. bolimleri yer almaktadir. 3.1.
boliimiinde ti¢ boyutlu lineer Schrodinger denklemi igin birinci gesit baslangi¢ sinir
deger problemi incelenmis olup c¢oziimiin varligt ve tekligi ispatlanmistir. 3.2.
boliimiinde ii¢ boyutlu lineer Schrodinger denklemi i¢in ikinci ¢esit baslangic sinir

deger problemi incelenmis olup ¢oziimiin varlig1 ve tekligi ispatlanmastir.

Tez g¢alismasina ait 4. bolimde bu calismanin 6neminden bahsedilmis olup diger

calismalardan farkli oldugu aciklanmustir.



1.2.Kuramsal Temeller

Calisma icerisinde kullanacagimiz teoremler, lemmalar ile bazi1 uzaylarin ve kavramlar

bu boliimde inceleyip tanimlayacagiz.

Tanim 1.2.1. LZ(Q) Hilbert uzayr olup elemanlari Qz(D)X(O,T) bolgesinde

Olctilebilir ve mutlak degerini karesiyle integrallenebilir fonksiyonlarin Lebesque

uzayidir. Bu uzayda i¢ carpim ve norm asagidaki gibidir.

<W’¢>L2(Q) : J.'/’(X’t)fz(x’t)d)(dt’

Q

||W||L2(Q) = <(//’ l//>|_2(o)

Tanim 1.2.2. L, (D) Banach uzayi olup D bolgesinde 6lgiilebilir sinirl ve sonlu

[l o, = vrai XSl(JE[)))|l//(X,t)| = esssup{|u (x):xe (D)}
=inf{c> OZQXG(D)iQin‘U(X)‘ SC}

normuna sahip v = I,V(X, t) fonksiyonlariin uzayidir.

Tanim 1.2.3. C° ([O,T], B) Banach uzayidir ve elemanlari [O,T] araliginda siirekli olan

ve degerlerini B Banach uzayindan alan fonksiyonlar uzay: olup bu norm asagidaki

sekilde tanimlanir.

||u||c°([o,T],B) - 2?% HU (t)HB

Burada B=R alimrsa C[0,T]=C°([0,T],R)elde edilir.



Tanim 1.2.4. L, ([O,T],B), Banach uzay1 olup [O,T] araliginda olgiilebilir, karesel

integrallebenilir ve degerlerini B Banach uzayindan alan fonksiyon uzayidir. Bu

uzayda norm asagidaki sekilde tanimlanir.

Ju

| 0Lt

Tanim 1.2.5. WZI(D) Hilbert uzay1 olup bu uzayin elemanlar1 ve bu elemanlarin birinci

mertebeden genellestirilmis tiirevleri LZ(D) uzaymndan olup Sobolev uzayidir. Bu

uzayda norm ve i¢ ¢carpim asagidaki sekilde tanimlanir:

(W’¢>w;<o>:£ V()90 2 =2 =

w3 (D) = <V/’ l//>W21(D)

0
Tanim 1.2.6. Wzl(D)uzayl Wzl(D)’nin bir alt uzayidir. Bu uzayda D ’nin smirinda

sifira doniisen diizgiin fonksiyonlar her yerde yogundur.

Tanim 1.2.7. W22 (D) Hilbert uzay1 olup bu uzayin elemanlari ve bu elemanlarin ikinci

mertebeye kadar genellestirilmis tiirevleri L, (D) uzayindan olan Sobolev uzayidir. Bu

uzayda i¢ carpim ve norm asagidaki sekilde tanimlanmaktadir:

O O D oaaukl iz )Z90),

wio) %) = OX, i jka OX[0X, OX;0X,

197z o) = (¥ ¥ Dz



0 ol

W, (D)=W; (D)W, (D)

Tanim 1.2.8. Wzl'0 (Q) uzay1 Hilbert uzayidir. Bu uzayin elemanlar1 ve bu elemanlarin
x degiskenine gore genellestirilmis tiirevleri L, (Q) uzayindan olan Sobolev uzayidir.

Wzl’0 (Q) Hilbert uzayinda i¢ ¢arpim ve norm asagidaki sekilde tanimlanmaktadir:

(v/,¢)wzl,o(9)=j (xt)g(xt +ia"”( W) by

o OX; X,

”l// W, 0 () = <l//’l//>wzlv°(g)

0 10
Tanim 1.2.9. W (Q)uzay1 Wzl‘0 (Q) uzayinin alt uzayidir. Bu uzayda € ’nin simirinda

sifira dontisen diizgiin fonksiyonlar her yerde yogundur.

Tanimm 1.2.10. sz’l (Q) Hilbert uzay1 olup bu uzayin elemanlar1 ve x degiskenine gore

1. ve 2. mertebeden, t degiskenine gore 1. mertebeden genellestirilmis tiirevleri L, (Q)

uzayindan olan Sobolev uzayidir. Bu uzayda i¢ ¢carpim ve norm asagidaki sekildedir:

30w (xt) 6¢ (xt) & 8w (xt)d%p(xt)
_ t t dxdt
W B = | ( (D)% +JZ ox. . Jzk: ox %, xoK, )

dir.



Lemma 1.2.11. (Gronwall lemmas1): Eger g(t) fonksiyonu t; <t <t iizerinde siirekli bir

fonksiyon ve

0< g(t)sK+ng(s)ds

to

esitsizligini saglarsa t, <t <t iizerinde

0<g(t)<Kexp(L(t—t,))

dir. Burada K ve L negatif olmayan sabitlerdir.

Lemma 1.2.12. (Cauchy-Bunjakovski esitsizligi): u,v € L, (Q)elemanlar: igin

1/2 1/2
< (“uf dxdtJ (.|.|v|2 dxdt}
Q Q

j uvdxdt
Q

esitsizligi gecerlidir.



2.MATERYAL VE YONTEM

2.1. Ozel Gradient Terim iceren U¢ Boyutlu Schrodinger Denklemi i¢in Birinci
Cesit Baslangi¢c Simir Deger Problemi

Bu boliimde 6zel gradient terim igeren ii¢c boyutlu Schrodinger denklemi igin birinci

cesit baslangic sinir deger problemini tanimlayalim. Bu problem asagidaki bigimdedir:

iaa—l/tj+a0Al//+iai(X)Vl//—a(x)z// +Vo (X)w +iv, (X)) = f (x,1),(x,t)eQ (2.1.1)

v (x,0)=¢p(x),xeD,y|,=0 (2.1.2)
o* o° o
Burada i=+/-1 sanal birim, 0<t<T,6 X=(X,X,,%)eD, A= +—+ -
=y (6% %) o okl ox
- 0 0 0 b, .. .
laplace operatérii, V=] —+—+— | V -nabla operatorii a, >0 verilen sayi,
OX, OX, OX,

D eR?® verilen konveks sinirli bolge, Q=Dx(0,T), S=I'x(0,T),[—D bélgesinin

siniri, a(x) WV (X) A (X) verilen reel degerli Ol¢iilebilir fonksiyonlar olup
0
OSa(X)SyO‘v’Xe D, u,= sabit >0 (2.1.3)
Vo (%) <by, vy (x)[<by VxeD, byb, =sabit (2.1.4)

a (X) = (a11 (X) ,ay, (X) A4 (X)) reel degerli Ol¢iilebilir sinirli fonksiyonlar olup

day; ()

OX,

‘aij(x)‘ﬁ,ul, Suz‘g’XeD,j,kzl,_fﬂ,,ul,yz=sabit>0 (2.1.5)

@(x), f (x,t) kompleks degerli 6lgiilebilir fonksiyonlar olup

02

peW2(D), f eW ) (Q) (2.1.6)

sartlarini saglar.



(2.1.1) - (2.1.2) sartlarindan y =y (x,t) fonksiyonunun bulunmasi problemi ii¢ boyutlu

lineer Schrodinger denklemi igin birinci gesit baglangi¢ sinir deger problemidir.



3.BULGULAR

3.1. Ozel Gradient Terim Iceren U¢ Boyutlu Schrodinger Denklemi icin Birinci

Tip Baslangic Simir Deger Probleminin Galerkin Yontemiyle Coziimii

2
Tanim 3.1.1: BOECO([O,T],V(\)/Z(D)jmcl([O,T],LZ(D)) Banach uzaymdan olan

hemen hemen xe D ve hemen hemen (&,t)€S$ icin (2.1.1) - (2.1.2) sartlarini saglayan

7 :(//(X,t) fonksiyonunu (2.1.1) - (2.1.2) baslangi¢ sinir deger probleminin ¢6ziimii

olarak anlayacagiz.

(2.1.1) - (2.1.2) baslangig sinir deger problemi i¢in asagidaki teorem gegerlidir:

Teorem 3.1.2. Farz edelim ki; a(x),a (x),V,(x),v;(x),@(x), f (x,t)fonksiyonlar:

(2.1.3) - (2.1.6) sartlarin1 saglasin. Bu takdirde (2.1.1) - (2.1.2) sinir deger problemini

B, uzayma ait olan ¢oziimii vardir ve tektir. Bu ¢oziim i¢in asagidaki kestirim

gecerlidir:

oy (1)

ot

02
W, (D)

()

o o) I f

,vte[0,T]. (3.1.1)

<G (”¢ W2°’1(Q))

L,(D)

Burada c, >0 bilinen sabittir ve ¢, f ve t’den bagimsizdir.

0
Ispat: Teoremin ispat: igin Galerkin yontemini kullanalim. Bu amagla WZZ(D)
uzayindan olan L, (D) de ortonormal olan u, =u, (x),k =12,... fonksiyonlar sistemini

temel fonksiyonlar olarak

d?X
dx?

LX (x)=-8,—5+a(x) X = AX(x),xe D, X|.=0 (3.1.2)



0zdeger probleminin A=A4,,k=12,... degerlerine karsilik gelen 6z fonksiyonlarim

alalim. Burada L operatorii asagidaki bigimde tanimlanir:

L=-a,A+a(x). (3.1.3)

Bilindigi gibi L operatoriiniin katsayist olan a(x)>0 oldugundan A=21,k=12,..

Ozdegerleri reeldir ve

0<SA <A <A <<l S S A >0, k-0 (3.1.4)

esitsizligi saglanir.

0

0
Burada u, =u,(x),k=12,... 6z fonksiyonlar reeldir ve W, (D), W, (D) uzaymnda
ortogonallik sartin1 saglar. Burada u, =u, (X),k =1,2,... 6z fonksiyonlarmm ’de

ortonormal oldugunu kabul edelim. Yani

(uk,um)Lz(D) = Iuk (X, (X)dx = & (3.1.5)
D
olsun. Burada
Lk=m
o, = (3.1.6)
0,kzmk,m=12,..

0 0
Kronocker sabitleridir. W, (D) ve W, (D) ’de ortoganallik asagidai gibi tanimlanir:

ou, ou,, m
(U Uy ] = (u,, u, J( ozax x ol =287 km=12... (3.1.7)
{uou, ) =(Lu,, Lu,), L) (uk,um) =A28", k,m=12,.. (3.1.8)

Bu sartlarin yani sira farz edelim ki

ol <d <o k=12.. (3.1.9)

W2(D)

sartida saglansin. Burada d, >0,k =1,2,... sabitlerdir.



Galerkin yontemine gore (2.1.1) - (2.1.2) baslangi¢ sinir deger probleminin ¢éziimiiniin

Galerkin yaklasimlarin1 asagidaki bicimde yazabiliriz:

o (0 =3 C 0, (9, (3110)

Burada C(t)=(y"(.t),U), ) k=1LN katsaylar asagidaki Cauchy probleminin

¢Ozliimiidiir:

i%(V/N(ut)aUk)Lz(D)—(Ll//N (+t)u)  +i(a,()Ve" (b)) +

L2(D) L2(D)

Co =" (.0).U) oy k=12...N. (3.1.12)

Burada f, (t)=(f(.t),u,) ()’dir. Burada  (3.1.11) denklemler sistemi homojen

olmayip sabit katsayili lineer adi diferansiyel denklemler sistemidir. Denklemlerin sag
taraflar1 karesiyle integrallenebilir fonksiyonlardir. [19] calismasindan bilindigi iizere

verilen sartlar altinda (3.1.11) - (3.1.12) Cauchy probleminin ¢éziimii vardir ve tektir.

(3.1.11) - (3.1.12) Cauchy probleminin N ’e bagl ¢oziimleri igin kestirimler elde

edelim.

Lemma 3.1.3: (3.1.11) - (3.1.12) Cauchy probleminin ¢oziimii i¢in asagidaki kestirim

gecerlidir:
N 2 N dCN(t)Z 61//N( t)
Cl@) +) === <lw" (D)2 +|[—"~
2l o) ;‘ i | Wl L)
Scl(llco j‘&&m +| f fvzo,l(QJ vte[0T], N=12...  (3.1.13)

10



ispat: (3.1.11) sisteminin k. denklemini C (t) ile carpip k =L N kadar toplayip [0,t]

araliginda integralleyelim. Ayrica U, |r =0,k =12,3... sartlarin1 kullanirsak

Ii%;ﬂ _ao‘vl//““z +ia1(x)Vt//Nl/_/N —a(X)‘l//N‘z +Vo(X)‘l//N‘2 +iV1(X)"//N‘2

QI
= [(fv" Joxat vte[oT]
Qt

esitligini elde ederiz. Bu esitlikten onun kompleks eslenigini ¢ikarirsak

N —N _ B
ij[aawt '//N +8Zt WNJdthHJ‘(al(x)VWNV,N +a1(X)V!//NwN)dxdt+
Ql

+2i [, ()" [ axdt =2 1m( fy" foxat vt e[0T
Q Q

esitligini elde ederiz.

Burada a, ; (X), j =13 fonksiyonunun diferansiyellenebilir oldugundan yararlanirsak

sonuncu esitligi asagidaki gibi yazabiliriz:

O nI2 3.0 N2 N2
_[a‘z// ‘ dxdt+.|.za(a1’j(x)‘z// ‘ )dxdt:—z.[vl(x)‘z// ‘ dxdt +
Q, = Q

&

OX.

Q, j=1 j

| ZS:M\WN [ dxdt +2 Im( fy )dxdt vte[0,T].  (3.114)

Burada u, =u, (x),k=12,... fonksiyonlari i¢in u, |r =0,k =1,2,3... sart1 kullanirsak

(3.1.10) formiiliinden asagidaki bagintiy1 yazabiliriz:
w" (xt) =0te(0T),N=12,., (3.1.15)

Bu sartlar1 ve denklemin katsayilari {izerine konulan sartlar1 dikkate alirsak (3.1.14)

esitliginden asagidaki esitsizligi yazabiliriz: Vt e [O,T] icin

11



t
o Ol o) =" GO o+ sy + (22 + 20+ [ (7)o 07 (3.1.26)
0

(3.1.10) formiiliinden yararlanarak agagidaki bagintiy1 yazabiliriz:

N 2, 2
O =220 O <X lenl =l
:(0) k=1 W2 (D)

(3.1.17)

o

Bu bagintinin yardimiyla (3.1.16) esitsizliginden asagidaki esitsizligi yazabiliriz:

02

t
HWN("tmlm)S”¢ ooy + (204 + 20, 1) [ ( Tﬂ‘ dr vte[0T].
0

Bu esitsizlikten ve Gronwall lemmasindan yararlanarak asagidaki kestirimi elde ederiz:

b O, = I

Burada c, >0 sabiti ¢, f ve N den bagimsizdir.

+||f

ijvmm:y (3.1.18)

02

—N

Simdi Otgt tiirevini degerlendirelim. Bu amagla (3.1.11) sistemini asagidaki sekilde

yazalim:

i%(WN(.,t),uk)LZ(D)—(aovl/,N(.,t),Vuk)L(D (a()l// (,t),u )L(D)

+(vo (" ("t)'uk)Lz(D) +i (al(.)Vy/N (.,t),uk)Lz(D) +(v GO ),y )LZ(D)

= f, (t),k:l,Z,..,N . (3.1.19)
C (t
Bu sistemin her iki tarafinin t’ye gore tlirevini alip elde edilen sistemin < (1) ile

carpip bulunan denklemleri k iizerinden 1 den N ’ye kadar toplayalim. Sonra elde
edilen esitligi (0,11) aralig1 iizerinde integralliyelim. Bu takdirde asagidaki esitligi elde

ederiz;
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2 —N
o*y" 61// e o’y ow o™
J[ o ot aﬂz atax +'§al”'(x) oxot ot 2T
ow™ i oy ’ of (x,7) oy (x,7)
+V (X)|—=—| +iv,(X) dxdtz.[ ’ —~dxdt vte[0,T].
ot ot 5 ot ot

Yukaridaki esitlikten kompleks eslenigini ¢ikarirsak asagidaki esitligi elde ederiz:

N |12
[< v dxdt+2j dxdt+jz )| 2| |dvdlt =
Q Q J—1
j a,(x et + Zjlm[g: a‘g’t Jd xdt vte[0,T]. (3.1.20)
o, =l

Diger taraftan (3.1.10) formiilinin ve u, =u, (x),k=12,... i¢in U, |r =0,k=12,3...
sartin1 kullanirsak asagidaki sart1 yazabiliriz:

N

oy

=0,N=12,3... . (3.1.21)
ot

S

(3.1.21) sartim, Cauchy-Bunyakowski esitsizligini ve (3.1.18) kestirimini kullanarak
(3.1.20)’den asagidaki esitsizligi yazabiliriz:

o™ (.t o™ (,0)|
LI 2O o, e, s
8t 6’[ W, (D) wy Q)
Lo (D) Lo(D)
op" ()
(20, + 25, +1) | '/’at"f dr,vte[0,T] (3.1.22)
QI

L2(D)

Burada c, >0 sabittir.
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Simdi (3.1.22) deki

N 2
81,//6—(,) terimini degerlendirelim. Bunun i¢in (3.1.11)

L2(D)

sistemini t =0 i¢in yazarak asagidaki esitsizligi yazabiliriz:

oy (L0 2
— <5|Ly " (..0) LZ(D)+5||f( 0) L(D)+20yfuvw(.,o) ot
L2(D)
2 2 2
5[v, (0)]° At L2(D)+5Hv1(0) ol GO (3.1.23)
f eW? (Q) oldugundan asagidaki esitsizligi yazabiliriz:
2
[ £, oy =l Fhyssey VE[OT] (3.1.24)

Ayrica (3.1.10) formiiliinden yaralanarak asagidaki bagintiy1 yazabiliriz:

N N
Ly ™ (%,0)=2_C (0)u (¥) =2 (Lo Uy ), ) (X)-
k=1 k=1
Buradan asagidaki esitsizligi elde ederiz:
N 2
HLV/N HL (D) kzz; L(D’ L (D) = ”L L2(D)

0
Bu esitsizlikten ¢ EWZZ(D) sartin1 ve denklemin iizerine konulan sartlar1 kullanarak

asagidaki kestirimim kolaylikla elde edebiliriz:

Ly (.,o)ul(m < (3.1.25)
Ayni bigimde asagidaki esitsizligi de elde edebiliriz:
N 2
va/ ("O)HL (D) Ce ”(D 02 2(0) (3126)

(3.1.24) - (3.1.25) esitsizliklerini dikkate alarak (3.1.23)’den asagidaki kestirimin

gecerli oldugunu elde ederiz:

14



oy (1)
ot

<c (o

e | @121)
W2 (D)

L2(D)

Bu kestirimin yardimiyla (3.1.22) den asagidaki esitsizligi elde ederiz:

2

oy (.,t) 2 2
T <G ”(D”V?/i(D) +||f||w2°‘1(§2) +
L2(D)
tlow™ (.,7) ’
(20, + 20, +1) [|——="—| dr Vte[0O,T]. (3.1.28)
0 L,(D)

Buradan Gronwall lemmasinin yardimiyla kolaylikla asagidaki kestirimi elde ederiz:

oy (L.t)
ot

2
<c, (||¢

L2(D)

j vte[0,T]. (3.1.29)

2 2
v?/z(D) p- ” f ”wzovl(g)

Simdi V" (X,t) terimini LZ(D) uzaymin normunda degerlendirelim. Bu amagcla

—N
(3.1.19) sistemindeki k. denklemi dcdkt(t) ile ¢arptiktan sonra elde edilen esitlikleri k

tizerinden 1’den N ’ye toplayalim. Elde edilen denklemi (O,t) aralig1 lizerinden

integralleyerek asagidaki esitligi yazabiliriz:

2 —N —N

O (—NY . oy oy
—a Vv “—(v ) oy Y _a(x)y" Y
a,Vy pa +a, (X) oy (X)w p

|ow™
e
—N

—N —N
0
+V, (X) " %Hvl(x)t//’“ 6%dedt = _[ f %dxdt vte[0,T].

Q
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Bu esitligi onun kompleks eslenigi ile toplayalim. Sonra da elde edilen esitlikte Cauchy-
Bunyakowski esitsizligini uygulayip denklemin katsayilari iizerine konulan sartlari ve

(3.1.18), (3.1.29) kestirimlerini kullanarak asagidaki esitsizligi yazabiliriz.

2
W, (Q)

vy () J vte[0,T].

iZ(D) < HV a (.,O)Hl(m +Cyy (”(0 5 +|f

2
W
C,, >0 sabiti ¢, f ve N den bagimsizdir.

Buradan (3.1.26) esitsizliginin yardimiyla asagidaki kestirimi yazabiliriz:

2 2

% (_,t)HLZ o = (”(0”:32(0) +||f ”wz“(o)] vte[0,T]. (3.1.30)

C, >0 sabiti ¢, f ve N den bagimsizdir.

0 2
Simdi " (X,t) fonksiyonunu W:(D) uzayinin normunda degerlendirelim. Bunu igin

(3.1.11) in k. denklemi ﬂka“ (t) ile garptiktan sonra elde edilen esitlikleri k tizerinden
1den N’ ye toplayalim. Bu takdirde asagidaki esitligi yazabiliriz:

J{;‘Ly/“‘ (x,t)‘zdx:'! i%ﬂal(x)vwN (X, ) +v, (X)p" (x,t)+

iv, )y (x.t)— f (x.t)] Ly (x.t)dx Vte[0,T]. (3.1.31)

Bu esitlikten yaralanarak Cauchy-Bunyakowski esitsizliginin yardimiyla asagidaki

esitsizligi yazabiliriz:

2

oy (1)

ot

2

L(D)

2
<5

L2(D)

+5u; HV w" (1)

L,(D)

HLWN (.,t)

2
L,(D) +5”V0||'-w(D) HVWN ("t)

2

5[, o [V 4" (.,t)HLZ(D) +5[ f (..t)

2

Lo(D)

vte[0,T]. (3.1.32)
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Burada (3.1.24) esitsizliginin ve (3.1.18), (3.1.29) - (3.1.30)kestirimlerinin yardimiyla

sonuncu esitsizlikten asagidaki kestirimleri yazabiliriz:

2

L™ (-’I)HLZ@) <c, [||¢||V232(D) +||f ||jvzm(9)j vte[0,T]. (3.1.33)

Burada c,, >0 sabiti ¢, f ve N den bagimsizdir. Laplace operatorii i¢in olan formiili

dikkate alirsak asagidaki esitsizligi yazabiliriz:

||Ll//N (.,t)”LZ(D) =||—aoAl//N (.,t)+a(.)1//N (.,t)

L(D) = a, ”At//N (.,t)

oy~ Holv™ (0)

L2(D)

Buradan asagidaki esitsizligi elde ederiz:
0 (O = 0+ 22 6130

Bu esitsizlikte (3.1.18) kestirimini ve (3.1.33) kestirimini kullanirsak asagidaki kestirimi

buluruz:

2
HAWN (',t)HLZ(D) < C13 (”(DH;E(D) + ” f ||\7vzo*1(Q)j ' (3135)

Burada c,, >0 sabiti ¢, f ve N den bagimsizdir.

[13] caligmasinda yer alan konveks D bélgesi igin bilinen esitsizligi kullanirsak

asagidaki esitsizligi yazabiliriz:

2

o < I

2
WZO‘l(Q)

(.0

+|f j vte[0,T]. (3.1.36)
D)

2
W
Bu takdirde bu esitsizligin yardimiyla (3.1.29) ve (3.1.36) den asagidaki kestirimin
gecerli oldugunu elde ederiz.

2

02
W (D)

N
.\ oy’ (1)
ot

b

<y [||¢||V23§(D) +| f |jvzo,1(mj vte[0,T]. (3.1.37)
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Burada c,, >0 sabiti ¢, f ve N den bagimsizdur.

Boylelikle (3.1.29) ve (3.1.37) kestirimlerinin yardimiyla asagidaki esitsizligi elde

ederiz.

2 2

dc;' (1
dt

oy (1)
ot

+

Vte[O,T] .

(D)

SHWN (..1)

2
02
W2 (D)

N 2N
2 ‘CkN (t)‘ +2
k=1 k=1

Esitsizligi kullanarak ve C; =Cj isaretleyerek lemmanin hiikkmiiniin gegerli oldugunu

kabul ederiz.
Teoremin ispatmn devami i¢in oncelikle |, (t):(l//N (.,'[),uk)L S N, k=12.....

bigiminde | (t) fonksiyonlar ailesini tanimlayalim. (3.1.13) kestiriminden ve

U, :uk(x),k =1,2,... fonksiyonlarmmin ortonormalligi sartindan yararlanirsak
e dly, (t) i, N,
gosterebiliriz ki |, (t) ve > 4 fonksiyonlar ailesini [O,T] araliginda diizgiin

sinirlidir. Yani
dl (1) _
[l (1) <o <o, N, k=12.,vte[0,T] (3.1.38)

dir.

Simdi tespit edilmis her k ve keyfi N >k icin Iy, (t) ,N;k=12... fonksiyonlar
ailesinin [O,T] aralifinda ayni dereceden siirekli oldugunu gosterelim. Bunu gostermek
icin (3.1.11) sisteminin k. denklemini (t,t+At) araliginda integrallersek asagidaki
esitsizlik elde edilir:

t+At

s (E+A) =1, () < |

t

dz +

.l'aOAz//N (x,7)u, (x)dx

t+At

+ .! JD.iai(x)Vz//N (x,7)u, (x)dx

t+At

dr+I
t

ja(x)z//N (x,7)u, (x)dx}dr+

D

18



t+At

+J. JD.vO(x)z,//N (x,7)u, (x)dx

t+At

dr+I
t

Jl;vl(x)n//N (x,7)u, (x)dx}dr+

t+At

|

t

dr

_[[ f(xt)u,(x)dx

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizligin sag tarafinda Caucyh-Bunyakowski esitsizligi
uygulanirsa
t+At
|IN,k (t +At)—|N’k (t)| <a, J. ”Az//N (,r)” ||uk||L2(D) dr+
t

L(D)

t+At

w3 [ [V (o)

t+At
”uk”Lz(D) dz+ (4 +5 +by) I H‘//N (T)H ”uk”LZ(D) dz+
t L,(D)

L,(D)
t+At

L [ LECES I T
t

(D)

esitsizligi elde edilir. (3.1.13) kestiriminden ve u,’lar i¢in varsayilan (3.1.9) sarti

kullanilirsa

e (£ AL =1y, (1) < Ced AL Nk =1,2,... (3.1.39)
esitsizligi elde edilir. Burada c,; >0 sabiti N,k ve t’den bagimsizdur.

(3.1.11) sistemindeki k. Denklemin t’ye gore tiirevini alip sonra (t,t+At) araliginda

integralleyip toplayalim. Bu durumda

ﬁt//N X, T
ao #Auk (X)dX

dr+

[dly, (t+A8) dly, (1)) <t+ft
|t dt |

dr+

ia(x)muk(x)

or
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t+At

B

esitsizligi elde edilir. Cauchy-Bunyakowski esitsizliginin yardimiyla asagidaki

dr

u (x)dx

J-iéf(x,r)

0

D

esitsizligi yazabiliriz:

oy (.,7)
ot

<

dt dt

dT”Auk”LZ(D) +

L(D)

dl,  (t+At) dl, (t)% aouft

t

t+At t+AL

b [ oy (o) deflau, o +3u |
t )

t

oy (x,7)

- de|vu, |+

L(D L,(D)

t+At

dru,[+ J'

L2(D) t

t+At

+(ﬂo+bo+b1+\/§ﬂ2) J.

t

oy (.7)
or

of (.,r)

or

drfu, - (3.1.40)

L,(D)

(3.1.40) esitsizliginde (3.1.13) - (3.1.29) kestirimlerini ve (3.1.9) sartin1 kullanirsak

asagidaki esitsizligi elde ederiz:

dly, (t+At) dly, (1)
dt dt |

12

<cod, (A)* N k=1,2,.... (3.1.41)

Burada c,, >0 sabiti N,k ve t’den bagimsizdir. (3.1.39) ve (3.1.41) esitsizliklerinden

k tespit edildiginde VN >k igin {lN'k(t)}, {dINd—kt(t)}, N,k =1,2... fonksiyonlar

ailesinin [O,T] araliginda diizglin smirli ve es siirekli oldugu anlasilir. Bu takdirde
kosegen siirecin yardimiyla 6yle N, ,m=12,... sayisi secebiliriz ki |Nmk (t) alt dizisi
[O,T] araliginda her bir k=1,2,.. igin | (t)fonksiyonuna yakmsar. |, (t)

fonksiyonlarini kullanarak asagidaki ¥ ( X, t) fonksiyonunu tanimlayalim:
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v (%)=, (1), (x) (3.1.42)

al//(x’t)_ S dlk(t)
p ‘é—‘dt 1 (X)), (3.1.43)

dizilerinin

[8] calismasinda oldugu gibi hareket ederek {l//Nm(X,t)},{

0 ow (x,t) '
W, (D), LZ(D) uzaylarinda l//(X,t), T fonksiyonlarina {’ye gore diizgiin

olarak zayif yakinsadigini elde edebiliriz ve w (X,t) fonksiyonunun B, uzaymnmn

elamani oldugunu elde edebiliriz.

Simdi l,//(X,t) limit fonksiyonun Tanim (3.1.1) anlaminda (2.1.1) - (2.1.2) baslangi¢
siir deger probleminin ¢oziimii oldugunu gosterelim. Bu amagla ilk 6nce gosterelim ki

bu limit fonksiyonu hemen hemen xeD herhangi t€[0,T] icin (2.1.1) denklemini

sagliyordur. Bu nedenle N =N_ oldugunda (3.1.11)’nin K. denklemini 7_7k (t) stirekli

fonksiyonlarmni garpip elde edilen denklemleri k tizerindenk =1’denN <N’ ye kadar

toplarsak asagidaki 6zdesligi elde ederiz:

i[i%—%mﬂm (x,t)+ia (X) V" (x,t)—a(x)y " (xt)+v, (X, t)y" (x,t)+

+iv, ()" (x,t)—f (X,t))?]NI (x,t)dx =0Vt e[O,T]. (3.1.44)
Burada ENI(X,t)zif_yk (t)u, (x), N <N, dir.

{w"" (x.t)} dizisinin y(xt) fonksiyonuna

o™ (-'t)—‘/’(-'t)||L2(D) 0 Vte[0,T]. (3.1.45)
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yakinsama 6zelliklerini dikkate alip m — oo i¢in sonuncu integral 6zdesliginde limite

gecersek asagidaki integral 6zdesligini elde ederiz:

—a Ay (x,t)+ia, (X) Vi (x,t)—a(x)w (x,t)+v, (X)w (x,t)+

I@M

ot

D

v, () (1) = F (x1))7" (xt)dx =0, Vt[0,T] (3.1.46)

Burada V7(xt)eL,(Q) dir.

N

7 (xt)=> .7 (t)u (x), N<N,_ biciminde olan test fonksiyonu C°([0,T],L, (D)),

k=1

uzayinda yogun oldugundan (3.1.46) 6zdesliginden w(X,t) limit fonksiyonun (2.1.1)
denklemini hemen hemen xeD ve herhangi te[O,T] icin sagladigini elde ederiz.
Baslangic smir deger sartlarimin saglanmasi l//(X,t) limit fonksiyonu i¢in t=0

oldugunda (3.1.45) bagmtisinin gegerli olmasindan ve B, uzaymnin L, (S) ’ye kompakt

gomiilmesinden ¢ikar.

Boylelikle l//(X,t) limit fonksiyonunun (2.1.1) - (2.1.2) baslangi¢ sinir deger

probleminin ¢6ziimii oldugu ve B, uzayinin elemani oldugu ispatlandi. Bu ¢6ziim i¢in

(3.1.1) kestiriminin gegerli oldugunu (3.1.13) kestiriminden asag1 limite gecerek elde

edebiliriz.

Simdi teoremin ispatini devam ettirerek (2.1.1) - (2.1.2) baslangic smir deger
probleminin ¢6ziimiiniin bir tek oldugunu gosterelim. Farz edelim ki l//(X,t) ve @(X,t)
fonksiyonlart  (2.1.1) - (2.1.2) problemini herhangi iki ¢6ziimii olsun.
W(X,t)=W(X,t)—CD(X,t)’dir. Bu takdirde (2.1.1) - (2.1.2) sartlarindan W=W(X,t)

fonksiyonunun asagidaki sinir deger probleminin ¢éziimii oldugu cikar:

ii—\:v+ a,AW+a, (X) Vw—a(x)+V, (X)W+iv, (x)w=0,(xt) eQ (3.1.47)
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w(x,0)=0, xeD, W|S =0 (3.1.48)

Bu smir deger probleminin ¢oziimii icin kestirim elde etmeye calisalim. Bu amacla
(3.1.47) denkleminin her iki tarafini V_V(X,t) ile carpip Q, lizerinden integralleyelim.

Sinir deger sartlarini ve kismi integrasyon formiiliinii kullanirsak asagidaki esitligi elde

ederizz Vte[0,T] icin

I (i %V_V—ao (V| +iay (x) Vww—a (x) W] + v, (x)|w|* + ivl(x)|w|2jdxdt =0.
Qt
Bu esitlikten onun kompleks eslenigini c¢ikartalim. Bu takdirde (3.1.48) sinir deger

sartlarin1 yeniden kullanirsak kolaylikla asagidaki esitligin gegerli oldugunu elde ederiz:

— o 2 i
[ i(a—ww+ a—W]dxdr+2i v ()W dxdz =i | MW dxdr Vte[0T].
2, or or & 1§ OX

SEES

t

Buradan da (3.1.48) yer alan baslangi¢ sinir deger sartin1 kullanarak agagidaki esitsizligi
buluruz:

HW(.,t)HiZ(D) <2u, _[ |W|2dXdz'+ 2b, vt e[0,T].
Q

t

Sonuncu esitsizlige Gronwall lemmasini uygularsak asagidaki bagintiy1 elde ederiz:

Jw(..t)

2

La(

o) =0 Wt e[O,T].
Buradan

W(X,t)zo,\&XE D Vte[0,T]

bagintis1 elde ediyoruz ki bu da (2.1.1) - (2.1.2) baslangi¢ sinir deger probleminin

¢Oziimii tektir. Teorem (3.1.2) ispatlandi.
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3.2. Ozel Gradient Terim Iceren U¢ Boyutlu Schrodinger Denklemi i¢in ikinci

Tip Baslangi¢ Sinir Deger Probleminin Galerkin Yontemiyle Coziimii

Bu boliimde ikinci ¢esit baslangic smir deger probleminin ¢oziimiine Galerkin
yontemini uygulayip ¢6zlimiin varlig1 ve tekliginin inceleyecegiz. Bunun i¢in asagidaki

problemi gz Oniine alalim:

i%—";/+aoAl//+ia1(x)Vl//—a(x)z//+v0(x)z//+ivl(x)1// = f(xt),(xt)eQ (3.2.1)

v (x,0)=0(x), xe D, %

=0 (3.2.2)

S

Burada i=+~1 sanal birim, a,>0,a >0verilen sayr, v vektori T smrmin dis

o> o° &
normali, A=—+—+—,
OX, OX;, OX,

A - laplace operatorii, V = i+£+i , V -nabla
OX, OX, OX,

operatdrii, DeR® verilen konveks smirli bolge, Q= Dx(O,T), S :Fx(O,T) ve
I'-D bolgesinin sinirt, a(X),VO(X),Vl(X) verilen reel degere sahip Olciilebilir

fonksiyonlar olup

O<a(x)<uy ¥xeD, = sabit>0), (3.2.3)

‘vo (x)‘ <h,, ‘vl(x)‘ <b ‘g’(x,t) eQ, b b, = sabit >0. (3.2.4)

a (X) = (a11 (X) Ay, (X) , Ay, (X)) reel degerli Ol¢iilebilir sinirl fonksiyonlar olup

%, (x)

0 -
x Sly VxeD,j k=13, i, u, sabit>0,
k

‘aij (X)‘Sﬂz’

a,; (x) =0,j=13. (3.2.5)

Burada ¢(x), f (x,t)- kompleks degerli 6lgiilebilir fonksiyonlar olup

@ W, (D), 2—¢’ =0, f eW,*(Q) (3.2.6)

T

dir.
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Goriildiigii tizere (3.2.1) - (3.2.2) sartlarindan =l//(X,t) fonksiyonunun bulunmasi

problemi (3.2.1) denklemi i¢in ikinci ¢esit baslangi¢ sinir deger problemidir.

Tanim 3.2.1. B EC°([O,T],WZZ(D))mcl([O,T], LZ(D)), Banach uzayindan olan
hemen hemen xe D ve hemen hemen (&,t)€S igin (3.2.1) - (3.2.2) sartlarini saglayan

W= (//(X,t) fonksiyonunu (3.2.1) - (3.2.2) baslangi¢ sinir deger problemine ait ¢6ziim

olarak anlayacagiz.

Teorem 3.2.2. Farz edelim ki; a(x),a (x),V,(x),v;(x),@(x), f (x,t)fonksiyonlar:

(3.2.3) - (3.2.6) sartlarin1 saglasin. Bu takdirde (3.2.1) - (3.2.2) sinir deger probleminin

B, uzaymna ait olan ¢6ziimii tek olup bu ¢6ziim i¢in agsagidaki kestirim gegerlidir:

oy (.1)

ot

I (- Olhzor +

Burada c,, >0 sabiti ¢,t ve f den bagimsizdir.

<Gy (”(o LNZM(Q)), vte[0,T]. (3.2.7)

L,(D)

W2 (D) +||]c

Ispat: Bu teoremin ispat: teorem (3.1.2) de oldugu gibi Galerkin ydntemini kullanalim.
Bu amagla W,’ (D) uzaymdan olan L, (D) de ortonormal olan u, =u, (x),k=12,...

fonksiyonlar sistemini temel fonksiyonlar sistemi olarak

2
de+a(x)x Z/IX(X),XED,% =0 (3.2.8)

LX (x)=-a, =
r

Ozdeger problemlerinin 1 =1, k=1,2,... degerlerine karsilhk gelen 6z fonksiyonlar

sistemini alalim. Burada L operat6rii asagidaki bigimde tanimlanir:

L=-a,A+a(x) (3.2.9)

Bilindigi gibi L  operatoriiniin  katsayisi  olan a(x)> H, >0 oldugundan

A=4,k=12,.. dzdegerleri reeldir ve
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I/\

v AL S A Do, K0

0<A <A, <A

esitsizligi saglanir.

(3.2.10)

Burada u, =uk(X),k=1, 2,... 6z fonksiyonlar1 reeldir ve W;(D), WZZ(D) uzayinda

ortogonallik sartim saglar. Burada u, =u, (x),k =1,2,... 6z fonksiyonlarmnmn L,(D) de

ortonormal oldugunu kabul edelim.

(U, u, )LZ(D) = J.uk (X, (x)dx = &

olsun. Burada (3.2.10) iin gegerli oldugunu varsayalim.

o |Lk=m
o, =
0, kzmk,m=12,..

Kronocker sabitleridir.

W, ( D) ve W, ( D) de ortogonallik asagidaki gibi anlagilir:

ou, ou, m
[uk’ m] (k’m J( oz . dx=40,", k,m=12,..

{uk’ } (Lukvl—u )L ,(D) =(uy,u, )W;(D) =26, km=12,...
Bu sartlarin yani sira farz edelim ki

sartida saglansin. Burada d, >0,k =1,2,... sabitlerdir.

<d, <o, k=12,..

W7 (D)

(3.2.11)

(3.2.12)

. (3.2.13)

(3.2.14)

(3.2.15)

Galerkin yontemine gore (3.2.1) - (3.2.2) baslangi¢ siir deger probleminin ¢6ziimiiniin

Galerkin yaklasimlarin1 asagidaki bigimde yazabiliriz:

" (x,1) = Cg (D (%).
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Burada C'(t)=(y" (-1 U), o k=LN Kkatsayilar1 asagidaki Cauchy probleminin

¢Ozliimiidiir:

i%(l//N (1), U)o _(Ll//N (.,t)’uk)uo) +i(a1(_)vz//N ("t)’uk)Lz(D) *

Co (1) =" (DU oy k=1 (3.2.18)

Burada f,(t) =(f(.t),u,) y ’dir. Burada (3.2.17) denklemler sistemi homojen

La(

olmay1p sabit katsayili lineer adi diferansiyel denklemler sistemidir. Denklemlerin sag

taraflar1 karesiyle integrallenebilir fonksiyonlardir. [19] calismasindan bilindigi iizere

verilen sartlar altinda (3.2.16) - (3.2.17) Cauchy probleminin ¢6ztiimii vardir ve tektir.

(3.2.17) - (3.2.18) Cauchy probleminin N ’e¢ bagli ¢6ziimleri igin kestirimler elde

edelim.

Lemma 3.2.3 : (3.2.17) - (3.2.18) Cauchy probleminin ¢6ziimii i¢in asagidaki kestirim

gecerlidir:
N 2 N dCN(t)z 81//N( t)
N k N '
Sjerof + SO <o, L
<¢, (II(DIIVZV;(D) +||f IIVZVZO,I(Q)) vte[0,T],N=12,... (3.2.19)

ispat: (3.2.17) sisteminin k. denklemini Cy (t) ile arpip k =1 N kadar toplayip (0,t)

araliginda integralleyelim. Ayrica uk|r =0,k =1,2,3... sartlarmni kullanirsak

N_ J—
[y —a, v +ia 0oV —aely [ +v 0o +ineoly "
@

= (v foxat vie[oT]
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esitligini elde ederiz. Bu esitlikten onun kompleks eslenigini ¢ikarirsak

—N
ol oy —n oy
i + xdt +1i ( V +a,(X)V )dxdt+
I[&w atl//}j I vy +a, (VY "

+2i [y, ([ axdt =2 1m( fy" foxat vte[oT]

QI
esitligini elde ederiz.

Burada a, ; (%), ] =13 fonksiyonunun diferansiyellenebilir oldugundan yararlanirsak

sonuncu esitligi asagidaki gibi yazabiliriz:

0 2 2.0 2 2
J <l dxdt+_[z&(au(x)‘y/”‘ )dxdtz—zjvl(x)\w\ dxdt +
a el o

Iiaag%(x)h,ﬂr dxdt +2 [ Im(fc/_/N)dxdt,Vte[O,T]- (3.2.20)
X o

o, i=1 j

Burada u, =u, (x),k =1,2,... fonksiyonlar: i¢in uk|r =0,k =1,2,3... sartim1 kullanirsak

(3.2.16) formiiliinden asagidaki bagintiy1 yazabiliriz:

p" (%) =0te(0T),N=12,... (3.2.21)

Bu sartlart ve denklemin katsayilari {izerine konulan sartlar1 dikkate alirsak (3.2.20)

esitliginden asagidaki esitsizligi yazabiliriz:

I O o <" GO, 1

WOl )
+(2y2+2bl+1)juy/ T)H dz, vte[0,T]. (3.2.22)
0

(3.2.16) formiiliinden yararlanarak asagidaki bagintiy1 yazabiliriz:

[ee]

N 2 2
Iy O o, = 2let (0 <Xl <ok

W2 (D
& £(0)

(3.2.23)
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Bu bagintinin yardimiyla (3.2.22) esitsizliginden asagidaki esitsizligi yazabiliriz:

t
o™ (Ol oy =10l +1 T lgsey + (20 + 20,4 2) [l (o)L i WEe[0T].
0

Bu esitsizlikten ve Gronwall lemmasindan yararlanarak asagidaki kestirimi elde ederiz.

o ek

" (-J)H;D) < sz( ) vte[0T]. (3.2.24)

WOI )

Burada c,, >0 sabiti f,¢ ve N den bagimsizdur.

—N

Simdi a%tﬁrevini degerlendirelim. Bu amagla (3.2.17) sistemini asagidaki sekilde

yazalim:
d
IE(I//N("t)’Uk)Lz(D)_(aOVWN ("t)’vuk)Lz(D) (a()l’” ¢.Hu k)L ©® "

+ (Vo (- D" (.,t),uk)Lz(D) +i(a, () V" (.,t),uk)Lz(D) +(v, G Ow " (),

L, (D)
=f (), k=12.,N. (3.2.25)
Bu sistemin her iki tarafinin t’ye gore tiirevini alip elde edilen sistemin ﬂkat‘ (t)ile

carpip bulunan denklemleri k iizerinden 1 den N ye kadar toplayalim. Sonra elde

edilen esitligi (0,t) arahg iizerinde integralliyelim. Bu takdirde asagidaki esitligi elde

ederiz:
oy 61// . 3 R AR AN G
ﬂ ot? OZ ata ;ai"'(x)axjat a 20
o™ [ o™ [ of (xz) oy (x.1)
+V, (X) +iv, (X) dxdt:J. dxdt Vte[0,T].
at 5 ot ot

Yukaridaki esitlikten kompleks eslenigini ¢ikarirsak asagidaki esitligi elde ederiz:
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oy
ot

2 3 N
0 oy
dxdt — a . —

Q =

_2J‘|mav(x’f)[z//“‘ agt jdxdt Vte[O,T]. (3.2.26)

Diger taraftan (2.1.16) formiiliniin ve U, =u, (X),k =1,2,... i¢in uk|r =0,k=123..

sartin1 kullanirsak asagidaki sart1 yazabiliriz:

N

oy
ot

=0,N=123... (3.2.27)

S

(3.2.27) sartim ve Cauchy-Bunyakowski esitsizligini bunlarin yani sira (3.2.24)
kestirimini kullanarak (3.2.26)’dan asagidaki esitsizligi yazabiliriz:

op" (L) oy (L0’
WL 2O (ol I, )
L2(D) L2(D)
ov" (o)
(20, + 20, +1) | %"7) dz,vte[0,T]. (3.2.28)
Ql

L2(D)
Burada c,; >0 sabiti f,p ve N den bagimsizdir.

2

Simdi (3.2.28) deki

N
awa—f,) terimini degerlendirelim. Bunun i¢in (3.2.17)

L2(D)

sistemini t =0 i¢in yazarak asagidaki esitsizligi yazabiliriz:
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oy (,0) . . 2
= SﬂﬂwNQOLﬂm+ﬂU(0 um+2QqWVWN@o)um
L2(D)
2 2
SHV ‘LL(D) l//N (.’O) L, (D) +5H ‘ Le (D) l//N ('10) L (D) (3.2.29)
f eW,"(Q) oldugundan asagidaki esitsizligi yazabiliriz:
2
[ COI o) S Coell ey YE[OT]. (3.2.30)

Ayrica (3.2.16) formiiliinden yaralanarak asagidaki bagintiy1 yazabiliriz:

N N
LWN(X,O)zé ;Lgo, Loyt (%)

Buradan asagidaki esitsizligi elde ederiz:

2

<|Lol;

N
o O =3

Lo, u, L(D)uk( )

'—z(D)

Bu esitsizlikten (1)€W22 (D) sartin1 ve denklemin iizerine konulan sartlar1 kullanarak

asagidaki kestirimi kolaylikla elde edebiliriz:

L (L) <oyl

b (O, <Cslilhsio, (3.2.31)
Ayn1 bicimde asagidaki esitsizligi de elde edebiliriz:

HVWN ("O)Hl(D) < Gy ||go 2 ;

W, (D)

(3.2.32)

(3.2.30) - (3.2.31) esitsizliklerini dikkate alarak (3.2.29)’dan asagidaki kestirim gecerli

oldugunu elde ederiz:

oy (LO)[
ot

o 1l

(3.2.33)

<cy (ol o)

Wz

L2(D)

Bu kestirimin yardimiyla (3.2.28) den asagidaki esitsizligi elde ederiz:
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oy (LO)[
ot

<l o) 1 o) *

L2(D)

2
ol

dr Vte [O,T] . (3.2.34)

L, (D)

t
(21, +2b +1 I
0

Buradan Gronwall lemmasinin yardimiyla kolaylikla asagidaki kestirimi elde ederiz:

oy (L[

f
= o * I

) vte[o.T]. (3.2.35)

<o ok

L2(D)

w2 (D W, ()

Simdi Vy" (X,t) terimini LZ(D) uzaymin normunda degerlendirelim. Bu amagla

—N
(2.1.17) sistemindeki k. denklemi dcdkt(t) ile ¢arptiktan sonra elde edilen esitlikleri k

tizerinden 1 den N ye toplayalim. Elde edilen denklemi (O,t) araligr {izerinden

integralleyerek asagidaki esitligi yazabiliriz:

N 0 —N . N 0 N 0
—a,Vy a(vw )+'a1(x)al// L—a(x)w Y.

—N _N

—N
+v0(x)1//N%+ivl(x)y/ aa dedt—.[f p" ——dxdt vte[0,T].

Bu esitligi onun kompleks eslenigi ile toplayalim. Sonra da elde edilen esitlikte Cauchy-
Bunyakowski esitsizligi uygulayip denklemin katsayilar1 {izerine konulan sartlart ve

(3.2.24), (3.2.35) kestirimlerini kullanarak asagidaki esitsizligi yazabiliriz.

2 2

HVWN ("t)HLZ(D) < HVWN ("O)HLZ(D) +Ca (”qon\ilzz(D)

) vte[oT].

2
Wy Q)
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Cy > 0 sabiti f,p ve N den bagimsizdir.
Buradan (2.1.32) esitsizliginin yardimiyla agagidaki kestirimi yazabiliriz:
N 2 2 2
[0 (O], oy < Carlgior + oy ) ¥t <[0.T] (3.2.36)
C;, >0 sabiti f,p ve N den bagimsizdir.

Simdi y" (X,t) fonksiyonunu W, (D) uzayinin normunda degerlendirelim. Bunu igin

N

d Ek (t)
dt

(3.2.17) K.denklemi ile ¢arptiktan sonra elde edilen esitlikleri k {izerinden 1

den N ye toplayalim. Bu takdir de asagidaki esitligi yazabiliriz:

H'—V/N (x,t)rdx:j i%ﬂal(x)vwN (x.t)+v(x)p" (x,t)+

D D
iv, )y (x.t)— f (x,t)] Ly (x.t)dx Vte[0,T]. (3.2.37)
Bu esitlikten yaralanarak Cauchy-Bunyakowski esitsizliginin yardimiyla asagidaki

esitsizligi yazabiliriz:

2
2

L(D)

2

L,(D)

5 81//N (.,t)

HLWN (.,1) "

+5‘u22 HVWN ("t)Hiz(D) Jr5||V0”Lw(D) HVWN (’t)H

5]l o) [V (O, + 8l () ) VEE[O.T]. (3.2.38)

Burada (3.2.30) esitsizliginin ve (3.2.24), (3.2.35) - (3.2.36) kestirimlerinin yardimiyla

sonuncu esitsizlikten asagidaki kestirimleri yazabiliriz:
2
" (O o, <l +11 ey FtEl0T]: 3239)

Burada c,, >0 sabiti f,p ve N den bagimsizdir. Laplace operatdrii i¢in olan formiili

dikkate alirsak asagidaki esitsizligi yazabiliriz:
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”LWN ("t)”LZ(D) :”_aOAl//N ("t)+a(')l//N ("t)”LZ(D) = & ”AWN ("t)||L2(D) el ”‘//N ("t) L,(D)
Buradan asagidaki esitsizligi elde ederiz:
2 1 U
HAV/N ("t)HLZ(D) < a_OHLI//N ("t)HLZ(D) +§?HV/N ("t) L(D)’ (3.2.40)

Bu esitsizlikte (3.2.24) kestirimini ve (3.2.39) kestirimini kullanirsak asagidaki kestirimi

buluruz:

A" () o,

<Cy (”(p \i/;(o) +|f ||5\,Zo,1(9) ) (3.2.41)

Burada c,; >0 sabiti f,p ve N den bagimsizdir.

[13] calismasinda yer alan konveks D bélgesi igin bilinen esitsizligi kullanirsak

asagidaki esitsizligi yazabiliriz:
2

o (D0, <ol 1T hhesey) wEelOT] (32.42)

Bu takdirde bu esitsizligin yardimiyla (3.2.35) - (3.2.42) den asagidaki kestirimin

gecerli oldugunu elde ederiz.

2

N
N " (.t)
ot

Hl//N (1)

SCgs(II(p VZVZZ(D)+||f||fVZO,1(Q)) vte[0T].  (3.2.43)

W (D)

Boylelikle (3.2.35) ve (3.2.42) kestirimlerinin yardimiyla asagidaki kestirimi elde

ederiz. Burada c,; >0 sabittir ve N den bagimsizdir.

2

< ()

2
2

oy (1)
ot

Vte[O,T].

(D)

w7 (D)

N 2 N deN(t
Sler o] + 3|2
k=1 k= dt

1

Esitsizligi kullanarak ve C,; = Cy; isaretleyerek lemmanin hiikmiiniin gegerli oldugunu

kabul ederiz.

Teoremin ispatinin devamu igin Oncelikle 1, (t)=(l//N (_,t),uk)L(D), N,k=12,..

biciminde |N’k (t) fonksiyonlar ailesini tanimlayalim. (3.2.19) kestiriminden ve

U, =U, (X), k=12,.. fonksiyonlarmin ortonormalligi  sartindan yararlamrsak
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dly . (t)

dt

gosterebiliriz ki 1, (t) ve fonksiyonlar ailesini [0,T] arahgmda diizgiin

siirlidir. Yani

|
b 0 =e 2Ol cc sz, efoT] (244

Simdi tespit edilmis her k ve keyfi N >k igin I, (t), N,k =1,2,... fonksiyonlar
ailesinin [O,T] araliginda ayni dereceden siirekli oldugunu gosterelim. Bunu gostermek
igin (3.2.11) sisteminin k. denklemi (t,t+A'[)arahg1 iizerinden integralini alirsak
asagidaki esitsizlik elde edilir:

t+At

s (E+a) =1, (1)< |

t

J.aOAl//N(X,T)Uk(X)dXdT-F
D

t+At

+ [ (Jia (x) V" (x.7)u, (x)dxdz + |

t [D

Ia(x)l//N (x,7)u, (x)dx}dr+

D

t+At

dz’+j
t

+J. J[;vo(x)z//N (x,7)u, (x)dx

JD.Vl(X)l/IN (X, 7)u, (x)dx}dr+

t+At

|

t

dr.

‘[[ f(x,t)u, (x)dx

Bu esitsizligin sag tarafinda Caucyh-Bunyakowski esitsizligi uygulanirsa

t+At

o (t+AD =1y (D] <ay [ A" ()] Ju

L(D)

L2(D)dr+

t+At

B [y (o)

L,(D)

L2(D)dr+

t+At
L2(D)dr+(yo+bo+bl) I ”(,//N (,r)” ||uk
t L,(D)

t+At

+ J' £ (o) Ul o) 97
t L2(D)
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esitsizligi elde edilir. (3.2.19) kestiriminden ve u,’lar igin varsayilan (3.2.15) sarti

kullanilirsa

[l (A =1, (1) < cid At Nk =12,... (3.2.45)
esitsizligi elde edilir. Burada c,; >0 sabiti N,k ve t’den bagimsizdir.

(3.2.17) sistemindeki k. denkleminin t’ye gore tiirevini alip sonra (t,t+At)

araliginda integralleyip toplayalim.

dly  (t+At) dl, ()] " oy (x7)
% - S %_ ! aOWTAuk(x)dxdr+
+t+ft£.a"’a(r )5 (a,()u ))dxdﬂwftla(x)wuk(x)dﬂ

0

jivl(x)—(y/“‘ (x,7))u, (x)dx

ot

dr +

t+At

|

dz

Ji

esitsizligi elde edilir. Cauchy-Bunyakowski esitsizliginin yardimiyla asagidaki

(x)dx

esitsizligi yazabiliriz:

dly , (t+At) | bt )
——| dr|A
‘ dt t | I o 7fAu, o)+
t+At a \ d A \/_ t+At (X,T) d v
N I B e IR

t L,(D) t L(D)

t+At a N T t+At af W7
+O%+Q+Q+J@5)I-j%£—l drfu+ | —é;l defu, ], - (3-2.46)

t L+(0) t L4(D)

36



(3.2.46) esitsizliginde (3.2.19) - (3.2.35) kestirimlerini ve (3.2.15) sartiz1 kullanirsak

asagidaki esitsizligi elde ederiz:

dly, (t+At) i, (1)]
dt dt |

<cydy (ALY N k=12,... . (3.2.47)

Burada c,, >0 sabittir ve N,k ve t’den bagimsizdir.
(3.2.45) ve (3.2.46) esitsizliklerinden k tespit edildiginde VN >k icin {l, (t)},

{dINd—"t(t)} N,k =1,2,... fonksiyonlar ailesinin [O,T] araliginda diizgiin sinirh ve es

stirekli oldugu anlasilir. Bu takdirde kosegen siirecin yardimiyla 6yle N, ,m=12,...
sayist segebiliriz ki I, (t) alt dizisi [0,T] araliginda her bir k =12,... igin I, (t)

fonksiyonuna yakmsar. |, (t) fonksiyonlarim1  kullanarak asagidaki l//(X,t)

fonksiyonunu tanimlayalim:

y/(x,t)zglk (t)u, (x), (3.2.48)
6"’;:(’0 =§dlgft)uk (x). (3.2.49)

oy (x.t)

p } dizilerinin

[8] caligmasinda oldugu gibi hareket ederek {WNm(X,t)},{

oy (x,t)

L, ( D) uzaylarinda W (X,t), fonksiyonlarma {’ye gore diizgiin olarak zayif
yakinsadigini ve ¥/ (X,t) fonksiyonunun B, uzaymin elamani oldugunu elde edebiliriz.

Simdi l//(X,t) limit fonksiyonun Tanim (3.2.7) anlaminda (3.2.1) - (3.2.2) baslangi¢

sinir deger probleminin ¢6ziimii oldugunu gosterelim. Bu amagla ilk dnce gosterelim ki
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bu limit fonksiyonu hemen hemen xeD herhangi te[0,T] icin (3.2.1) denklemini

sagliyordur. Bu nedenle N =N, oldugunda (3.2.17)’nin K. denklemini 7_7k (t) stirekli

fonksiyonlarmi ¢arpip elde edilen denklemleri k tizerinden k =1’den N <N_’ye

kadar toplarsak asagidaki 6zdesligi elde ederiz:

i[i%—a@yx’“m (x,t)+ia (X) V" (x,t)—a(x)p " (x,t)+v, (%, t)y" (x,t)+

_N‘

+iv, (X)y " (x, 1) = (x,t))7 (xt)dx=0, Vte[0,T]. (3.2.50)

. N’ _
Burada 7' (xt)=Y 7, (t)u, (x), N<N, " dir.
k=1

{w"" (x.t)} dizisinin y(xt) fonksiyonuna

[ () =w (1)

—0 Vte[0,T]. (3.2.51)

(D)
yakinsama ozelliklerini dikkate alip m — oo i¢in sonuncu integral 6zdesliginde limite

gecersek asagidaki integral 6zdesligini elde ederiz:

—a, Ay (X t)+ia Vi (x,t)—a(x)y (x,t)+v, (X)w(xt)+

i

D
Hiv, () (x,1)= f (x,1)7" (xt)dx=0 vte[0T]. (3.2.52)
Burada V7(x,t)eL,(Q) dr.
N N _
77N (x,t)=>m(t)u, (x), N <N, bigiminde olan test fonksiyonu CO([O,T], LZ(D)),
k=1

uzaymda yogun oldugundan (3.2.52) 6zdesliginden l//(X,t) limit fonksiyonun (3.2.1)
denklemini hemen hemen xeD ve herhangi te[0,T] i¢in sagladigmi elde ederiz.

Baglangi¢ smir deger sartlarinin saglanmasi l//(X,t) limit fonksiyonu igin t=0
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Boylelikle l//(X,t) limit fonksiyonunun (3.2.1) - (3.2.2) baslangi¢ smir deger
probleminin ¢6ziimii oldugu ve B, uzaymin eleman: oldugu ispatlandi. Bu ¢dziim icin

(3.1.1) kestiriminin gegerli oldugu (3.1.13) kestiriminden asagi limite gegerek elde

edebiliriz.

Simdi teoremin ispatimt devam ettirerek (3.2.1) - (3.2.2) baslangig¢ smir deger
probleminin ¢éziimiiniin bir tek oldugunu gosterelim. Farz edelim ki y (X,t) ve CD(X,’[)
fonksiyonlart (3.2.1) - (3.2.2) problemini herhangi iki ¢oziimi olsun.
w(x,t) =y (xt)—®(x,t) dir. Bu takdirde (3.2.1) - (3.2.2) sartlarmdan W=w(X,t)

fonksiyonunun asagidaki sinir deger probleminin ¢6ziimii oldugu c¢ikar.

i%+ako+ai(x)Vw—a(x)+v0(x)W+iv1(x)W: 0,(xt)eQ (3.2.53)
oy
oV |g

Bu sinir deger probleminin ¢oziimii i¢in kestirim elde etmeye calisalim. Bu amagcla
(3.2.53) denkleminin her iki tarafini V_V(X,t) ile ¢arpip €, lizerinden integralleyelim.
Sinir deger sartlarini ve kismi integrasyon formiiliinii kullanirsak asagidaki esitligi elde
ederizz Vte[0,T] icin
j (i %V_V—a0 IV +ia, (%) Vww—a(x)[w|* +v, (x) [ + ivl(x)|w|2}ixdt =0.
Q

Son esitlikten kendisinin kompleks eslenigini ¢ikartalim. Bu takdirde (3.2.53) sinir
deger sartlarin1 yeniden kullanirsak kolaylikla asagidaki esitligin gegerli oldugunu elde

ederiz;
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ji[g—avrijtg—vrvjdxdﬂﬁag{ v, (x)|w[ dxdz :—ig{;aainx)Mf dxdr Vte[0,T].

t

Buradan da (3.2.54) yer alan baslangi¢ sinir deger sartin1 kullanarak asagidaki esitsizligi

buluruz:

[w( O o, <26, W] dxdz +2, vt e[0T,

Q

Sonuncu esitsizlige Gronwall lemmasini uygularsak asagidaki bagintiy1 elde ederiz:

2

Ly(

[w(. 1), 5 =0 vte[oT].
Buradan

W(X,t)=0,\;'X€ D vte[0,T]

bagintisi elde ediyoruz ki bu da (3.2.1) — (3.2.2) baslangi¢ sinir deger problemininin bir

tek ¢cozlime sahip oldugunu elde ederiz. Teorem (3.2.2) ispatlandi.
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4. SONUCLAR VE TARTISMA

Bu calismada incelenen baslangic smir deger problemleri formiilize ve dizayni
acisindan onceki c¢alismalardan 6nemli Ol¢iide farklilasmaktadir. Tezde inceledigimiz
problemler iizerine yapilan ¢alismalar az sayida incelendiginden gerek teorik, gerekse

pratik acidan dnem tagimaktadir.

Bu tezde 6zel gradient terim {i¢ boyutlu Schréedinger denklemi i¢in 1. ve 2. baslangi¢
sinir deger problemlerine Galerkin methodunu uygulayip ¢6ziimiin varligini ve tekligini
ispatladik. Tezde elde edilen arastirma bulgular1 ve sonuglar1 giincel olup 6nceki

caligmalardan ayrilip farklilik gostermektedir ve diger ¢aligmalarla ortiismez.
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