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OZET
(Yiiksek Lisans Tezi)
KOTANJANT DEMETTE AFIN KONNEKSIYONUN G-LIFTIi
Esen KEMER
Kafkas Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Danisman: Dr. Ogr. Uyesi Rabia CAKAN AKPINAR

Sunulan bu tezde Riemann manifoldu iizerindeki Tanjant ve Kotanjant demetler
arasinda olusturulan miizikal izomorfizmden bahsedildi. Miizikal izomorfizm araciligla
kotanjant demette olusturulan g —lift tanimlandi. Miizikal izomorfizm araciligiyla
kotanjant demette g —lift ©V afin konneksiyonu ve g—lift °R egrilik tensorii elde

edildi. i1k olarak eger V bir Riemann konneksiyonu ise g —lift ©V afin konneksiyonu

ve tam lift ©V burulmasiz afin konneksiyonun cakistig1 ispatlandi. Ikinci olarak eger

V bir Riemann konneksiyonu ise g—lift © R egrilik tensorii ve tam lift R egrilik

tensoriiniin ¢cakistigi ispatlandi.

Anahtar Kelimeler: Riemann Manifold, Miizikal Izomorfizm, Tam Lift, g —lift , Afin

Konneksiyon, Egrilik Tensorii.

2019, 70 Sayfa
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ABSTRACT
(M. Sc. Thesis)
THE G-LIFT OF AFFINE CONNECTION IN THE COTANGENT BUNDLE
Esen KEMER
Kafkas University
Graduate School of Applied and Natural Sciences
Department of Mathemetics

Supervisor: Assist. Prof . Dr. Rabia CAKAN AKPINAR

In this thesis, it is mentioned that the musical isomorphisms are constituted between the

tangent and cotangent bundles on the Riemannian manifold. The g —Iift is defined in
the cotangent bundle via the musical isomorphism. The g —lift © % affine connection
and the g —Iift GI; curvature tensor are obtaiened in the cotangent bundle via the
musical isomorphism. Firstly, it is proved that the g —Iift G%affine connection

coincide with the complete lift ©V torsion free affine connection if V is a Riemannian

connection. Secondly, it is proved that the g —lift © R curvature tensor coincide with

the complete lift © R curvature tensor if V is a Riemannian connection.

Key Words: Riemannian Manifold, Musical Isomorphism, Complete Lift, g—lift,

Affine Connection, Curvature Tensor.

2019, 70 pages
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1. GENEL BILGILER
1.1. Giris

Diferansiyel geometri, sonsuz kiiglikler analizin yontemlerini kullanarak oncelikle
egriler ve yilizeyler olmak tizere, geometrik formlar1 arastiran matemetigin bir alt dalidir.
Herseyden once egrilerin ve ylizeylerin keyfi kiiciik pargalarinin 6zeliklerini incelemek

diferansiyel geometrinin ayirt edici 6zelligidir.

Diferansiyel geometrinin kdkeni 18. yiizyilin ilk yarisina dayanmaktadir ve Euler ile
Monge’un adlariyla iliskilidir. Yiizeylerin teorisi tizerine ilk kapsamli calisma 1807
yilinda Monge’in Analizin Geometriye Uygulamalari1 ¢alismasinda yapilmistir. 1827
yilinda Gauss yiizey teorisin temellerini olusturan ‘‘General Investigations Concerning
Curved Surfaces’’ adli ¢alismayr modern haliyle yaymlamistir. O zamandan beri,
diferansiyel geometri yanlizca bir analiz uygulamasi olmaktan ¢ikmis ve matematikte

bagimsiz bir rol listlenmistir.

Oklid dis1 geometrinin Lobachevsky tarafindan kesfi, diferansiyel geometride dahil
olmak tiizere tiim geometrilerin gelisiminde biiyiik rol oynamistir. Boylece 1854 yilinda
Riemann, “The Hypotheses which lie at the Foundations of Geometry” (Geometrinin
Temelinde Yatan Hipotezler) ¢alismasi {izerine olan dersleriyle Riemannian

geometrisinin temellerini kurmustur (Pogorelov, 1959).

Diferansiyel geometrinin tanjant demet galigmalar1 1960 yilinda Davies (Davies, 1966;
Davies, 1969), Yano ve Davies (Yano ve Davies, 1963; Yano ve Davies,1971),
Dombrowski (Dombrowski, 1962), Ledger (Ledger ve Yano, 1965; Ledger ve Yano
1967), Tachibana ve Okumura (Tachibana ve Okumura, 1962), Sasaki (Sasaki, 1958),
ve Yano (Yano, 1967a) tarafindan baglatilmustir.
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Kobayashi ve Yano tanjant demette tensor alanlarinin ve konneksiyonlarin dikey ve tam

lift teorilerini gelistirmistir (Yano ve Kobayashi,1966).

Kotanjant demette tensor alanlarinin ve konneksiyonlarmin dikey, tam ve yatay teorisi

Patterson ve Yano tarafindan gelistirilmistir (Yano ve Patterson, 1967; Yano, 1967D).

Riemannian Manifoldu iizerindeki tanjant ve kotanjant demetler arasinda miizikal
izomorfizm saglanir. Miizikal izomorfizm teriminin tam kokeni bilinmemektedir.
Ancak Marcel Berger ‘in 1971 yilinda yapmis oldugu ‘‘Lespectred’une Variate
Riemannienne’” calismasinda ilk defa miizikal izomorfizm terimi goriilmektedir

(Berger ve ark., 1971). g metrik tensore gore tanimlanan miizikal izomorfizm Poor’un

“Differential Geometric Structures” adli kitabinda bahsedilmektedir (Poor, 1981).

Boucetta ve Saassai yaptig1 calismada miizikal izomofizm araciligiyla tanjant demetteki
Poisson tensoriiniin kotanjant demete gerigekimiyle elde edilen Poisson tensorler
lizerinde arastrmalari olmustur. Calismalarinda Kotanjant demetteki Poisson
tensoriiniin kotanjant demetteki yapilarla uyumlulugu ve M manifoldu {izerinde

Poisson tensoriiniin g nin Levi-Civita konneksiyonuna gore paralelligi arastirilmistir

(Boucetta ve Saassai, 2011).

Cakan, Akbulut ve Salimov 2016 yilinda yaptig1 calismada tanjant demetteki tam liftleri
kullanarak miizikal izomorfizm aracilifiyla kotanjant demetteki tensor alanlarmin tam

liftlerini olusturmustur (Cakan ve ark., 2016).
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Salimov ve Cakan 2017 yilinda tensor alanlarinin g —lift ini tanimlamis ve kotanjant

demette bazi tensor alanlarinin g —lift leri tizerine arastirmalar yapmigtir (Salimov ve

Cakan, 2017).

Cakan 2017 yilinda kotanjant demette gh—lifti tanimlamis ve miizikal izomorfizm

araciligi ile tanjant demetten kotanjant demete bazi tensor alanlarinin yatay liftlerinin

taginmasiyla elde edilen tensor alanlarinin gh—lift leri {izerine ¢alisma yapmistir

(Cakan, 2018).

Sunulan bu tezde kotanjant demette afin konneksiyonun g — lift i arastirilmustir. Bunun
akabinde kotanjant demette egrilik tensériiniin g —lift i incelenmistir. Bu sebeple

calismanin anlasilabilmesi i¢in birinci boliimde ilgili 6zelikler ve tanimlar kuramsal

temeller ad1 altinda verilmistir.

Ikinci boliimde ise tanjant demet, tanjant demette fonksiyonlarin ve vektor alanlarmin
dikey lifti, tanjant temette vektor alanlarmin, afin konneksiyonlarm ve egrilik

tensoriliniin tam lifti, kotanjant demet, kotanjant demette fonksiyonlarmn ve (0,1) tipli

tensor alanlarinin dikey lifti, kotanjant demette temel 1-form, kotanjant demette
Riemannian genislemesi, kotanjant demette vektor alanlarmnin, burulmasiz afin

konneksiyonun ve egrilik tensdriiniin tam lifti hakkinda bilgi verilmistir.

Ugiincii boliimde ise g-lift ©V konneksiyonun katsayilart miizikal izomorfizm
araciligiyla elde edilerek kotanjant demette tam lift ©V konneksiyonun katsayilarryla

kiyaslanmustir. Bunun ardindan miizikal izomorfizm araciliyla g-lift °R egrilik
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tensoriiniin bilesenleri hesaplanmis ve kotanjant demetteki tam lift R egrilik

tensoriliniin bilesenleri ile kiyaslanmistir.
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1.2. Kuramsal Temeller

1.2.1. Diferansiyellenebilir Manifoldlar

Tanim 1.2.1.1: M Hausdorff uzay1 olsun. Herhangi bir U <M agik kiimesinden

¢(U)<R" kiimesine tanimlanan

9:U—>pU)cR"

homeomorfizmine M ’de n— boyutlu harita veya koordinat sistemi denir. U agik

kiimesine ise ¢ haritasinin koordinat komsulugu veya koordinat bolgesi ad1 verilir ve

(U,p) seklinde ifade edilir. Herhangi x eU igin,

o(x) = (X", x?,...,.x") eR"

olur. Buradaki x',...,x" reel sayilar1 X noktasinin koordinatlaridir (Salimov ve Magden,

2008).

Tanim 1.2.1.2: M Hausdorff uzay1 olsun. n— boyutlu ¢, haritalarinin U bdlgeleri

bu uzay1 orterse, yani

M=UU,, (A-indislerkiimesi )

aehA
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ise M ye n— boyutlu topolojik manifold veya sadece n— boyutlu manifold denir
(Salimov ve Magden, 2008).

Tanim 1.2.1.3: M, n-— boyutlu manifold olsun. Eger M iizerindeki haritalarin bir

ailesi olan A:{(U,(D),(V ,¢),} kiimesi icin asagidaki sartlar saglamiyorsa A

koleksiyonuna M {izerinde r. mertebeden diferansiyellenebilir yap1 (veya atlas ) adi
verilir (Sahin, 2012) :

1) {U VW, } a¢ik kiimelerinin kolleksiyonu M manifoldunun bir agik értiisiidiir.

(2) A daki herhangi iki harita r. mertebeden uyumludur.

(3) A maksimaldir, yani eger bir (,U) haritas1 A daki biitiin koordinat atlaslari ile

uyumlu ise bu durumda (p,U) € A dir.

Tanim 1.2.1.4: Eger bir M manifoldu tizerinde r. mertebeden diferansiyellebilir bir

atlas varsa M manifolduna r. mertebeden diferansiyellenebilir manifold denir (Sahin,
2012).

Tamim 1.2.1.5: Diferansiyellenebilir yapinin her bir atlasina M manifoldunun uyumlu

haritas1 ad1 verilir. Eger atlas her mertebeden diferansiyellenebiliyorsa M manifolduna

C” — manifold (veya kisaca diferansiyellenebilir manifold) ad1 verilir (Sahin, 2012).
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1.2.2. Diferansiyellenebilir Manifold Uzerinde Afin Konneksiyon

Tanim 1.2.2.1: M_, n—boyutlu C* smifindan bir manifold olsun. T(M ) cebirinin

D=V, :TM)—>TM,), XeIM,)

diferansiyelleme islemi V f,g eC*(M,R), VX,Y e3(M,), VteT(M,) i¢in

i) Vo ot= fV,E+gV,t

i) Vi (ft)=X[f]t+fV,t

sartlar1 saglaniyorsa V, ’e X vektor alan1 yoniinde kovaryant tiirev ad1 verilir.

Vi3 (M )x3(M,) = 3;(M,) seklinde tanimlanan ddniisiime afin konneksiyon,

(M, V) ciftine afin konneksiyonlu uzay adi verilir. (Salimov ve Magden, 2008).

XY eF(M,), eI (M,) olmak lizere V.Y e3L(M,) olur.

(VY)(X, @) =(V4Y)(@) olup VY €T (M,) dir.

Eger we3)(M,) ise V,weI)(M,)) olur. (Vao)(X,Y)=(V,w)Y) olup

VweJ)(M,) dir.
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Daha da genellemek gerekirse te3J(M,) ise V,te3(M,) dir.

(Vt)(x,é,é,...,é, X, xsjz(vxt)(é,é,...,é, xl,...,xsj olup Ve (M) dir

Buradan goriiliir ki kovaryant tiirev, uygulanan tensorlerin kovaryantlik mertebesini bir

artirir.

Tamm 1.2.2.2: M, manifoldu iizerinde U koordinat komsulugundaki x' lokal

koordinatlar1 ve bu komsuluktaki 0, = % dogal vektor alanlar1 goz Oniine alinsin.
X

V.0, :Fikj@k olarak tanimlanan n® sayilda U komsulugunda tayin edilmis C*

smifindaki F:} fonksiyonlarma V konneksiyonunun katsayilar1 adi verilir.

U koordinat komsulugunda lokal koordinatlar1 x" = x"(x') olan yeni bir koordinat

sistemi tanimlansm. Bu takdirde

V0, =T};0, (1.1)

olur. 0, = ai' oldugundan (1.1) esitligi ve V nin Vt= fV, t 6zelliginden
X

F:fjf,ﬁk, :V i .0-, =—.,Vﬂi6-, =§Vi0j, (12)

17



bulunur. V nin v, f = Xf 0zelligine gore

i 2y i’ i
v, =v (X o)=0X Ko X o
' Coxt !

o o T
ox'oxV ox' ax) K Toaxt ox ¢

oxl ox“ %) ox" ox~

= — F =+ — - — - a '
(6xJ ox“ 1 axax!” axt 6xJ) K

(1.3)

esitligi yazilir. (1.2) ve (1.3) esitliklerinden [6_} ve [a—IJ matrislerinin birbirinin

tersi oldugu ve 9,, vektorlerinin ¢ati oldugu dikkate alinirsa,

e oxbox) ox o ox¢ 9°x]

i i j’ k ijJr j i Ay’
oxX' ox! ox ox! ox' ox

esitligi yazilir. Elde edilen bu esitlige yeni koordinat sistemine gore konneksiyon

doniisiim kurali adi1 verilir.

1.2.3. Tensor Alanlar:

Tanim 1.2.3.1: V bostan farkli bir kiime ve F de bir cisim olsun. V iizerinde

+:VxV -5V, +(X,¥y)=x+y ve -:FxV 5V, -(4,X)=Ax islemlerini tanimlansin.

Eger her X,y,zeV ve A, ueF icin,

18



(i) (x+y)+z=x+(y+2),

(i) x+y=y+Xx,

(i) x+o=x olacak sekilde V kiimesinin sifir elemani diye adlandirilan bir - €V

elemani vardr,

(iv) Her bir x eV elemani i¢in X elemaninin + islemine gore tersi diye adlandirilan

ve X+ (—x)=c esitligini saglayan bir —x €V elemani vardir,

(V) A(X+Yy)=Ax+ A1y,

(Vi) (A+p)X=AX+ ux ,

(vii) A(ux) = (Au)x

(viii) ex =X olacak sekilde ® € F vardur,

sartlar1 saglaniyorsa V kiimesine F cismi {izerinde vektdr uzay: adi verilir (Sahin,

2012).

Tanmim 1.2.3.2: V ve W, aym F cismi lizerinde iki vektor uzayive T :V —W bir

19



doniisiim olsun. Eger asagidaki sartlar saglaniyorsa T doniisiimiine bir lineer doniisim

denir (Sahin, 2012):

(1) Herhangi v,w eV i¢in T(v+w) =T () +T(w).

(i) Herhangi AeF ve veV igin T(Av) = AT (v).

Tanim 1.2.3.3: V bir F cismi lizerinde vektor uzayi olsun. Bir f :V — F doniisiimii

her u,veV ve 4,4, € F igin

FAU+40) =4 T (u)+4,f(v)

ise f doniisiimiine lincer fonksiyonel adi verilir. Boylece bir lineer fonksiyonel V
vektor uzaymim elemanlarina skalerler karsilik getiren bir lineer doniisiimdiir. Lineer
fonksiyonellerin kiimesi (f, + f,)(v) = f,(v)+ f,(v) ve (4, T)(V) =4 T () islemleriile
birlikte F cismi tizerinde bir vektdr uzayidir. Bu vektor uzaymna V uzaymin dual uzayi

denir ve V™ ile gosterilir. V™ dual uzaym elemanlarina dual vektdr (kovektor) ad1 verilir

(Sahin, 2012).

Tamm 1.2.3.4: V bir vektdr uzayr ve V™ da V vektor uzaymin dual uzayi olsun. Bu

m tane ntane

/_/% * * * .
durumdag:V xV..xV xV ' xV .xV" >R ile tanimlanan ve
A eR, v,0,,...,0, €V ve U, Uy,..., U, €V olmak lizere
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#(v, ..., Lo, + L0,,.) = 4o, .0, ) + 4P, 0 ) sartin1  saglayan ¢
dontigiimiine m. mertebeden kovaryant ve n. mertebeden kontravaryant tensor adi

verilir (Sahin, 2012).

Tamim 1.2.3.5. V bir vektor uzayt ve V',V uzaymm dual vektdr uzayi olsun.

T/(V),V lizerindeki r. metebeden kovaryant ve s. mertebeden Kkontravaryant

tensorlerin uzay1 olmak tizere

C,: T/ »>T
A= (CIA) Xy Xy gy @ty @) =CLA Xy Xy, @0 077 |

ve

CIA=D AXy, Xy Xy, 0", 0y @)

ile tamimlanan operatére daraltma operatori denir. Burada X, X,,..,X,; ve
o",@',...,0 ", V iizerindeki sirasiyla baz vektorler ve dual baz vektorleridir (Sahin,

2012).

Tanim 1.2.3.6: S,(B,), 35(V,) uzaymin biitiin simetrik tensrlerinin alt uzay: olsun.

Herhangi bir g € S,(V,) tensoriinii igin ve X =0 sart1 saglansin. O halde
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g(x,y)=0, VyeB,

yazilir. Burada ¢ tensoriine regiiler tensor adi verilir (Salimov ve Magden, 2008).

Tanim 1.2.3.7: g (;(), ;) =0, v§ eV, esitligini koordinatlarla yazilacak olursa

gijxiyj =0

bigiminde olur. Her y' i¢in bu esitlik saglanacagindan

bulunur. Yazilan bu denklem sisteminin x' =0 ¢6ziimiine sahip olmasi igin

Det(g.)#0

ij

olmalidir. Burada (gij), g tensoriine karsilik gelen matristir. 9 €S,(V.) tensorii

regiiler tensor oldugu takdirde g tensoriine V, uzaymnda esas tensor denir.
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Esas tensore karsilik gelen (gij) matrisinin tersi (g ij) ile ifade edilsin. O halde

ékjgji =5

yazilir. V, ve V| uzaylar1 arasindaki

&= gikxk’ (. = gikyk)

doniisimi g ¥g, =5 esitligine gore yazilirsa
ji i

X< = é kifi ’(yk = é ki77i)

olur. §€S,(V.) tensoriine karsilik gelen invaryant bilineer formu

o=9(x,y)=g;x'y’

seklinde ifade edilsin. Burada & = gika, (77i = giky") ve x“= (E] kifi (Y = (E,] kini)

esitlikleri goz Oniine alinirsa
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o=g(Xy)= gijxiyj = Xi’7i =g ijﬂiﬁj

olur. Yani, g tensori verildiginde kovektor degiskenlerinin @ = é "n&  invaryant

]

bilineer formu bulunmus olur. Burada ! , (2,0) tipli tensoriin koordinatlaridir. Bu

tensore karsilik g tensoriiniin ters tensorii adi verilir. Dikkat edilirse

é(nvéj) — é ijnigj :nixi = gikykxi’
é(fvﬂ):é ji§j77i :ngyj = gjkxkyj
=g XY =0,y X' = é(?%f)

oldugundan gij tensorli simetriktir.

Béylelikle V, uzayinda g tensorii verildiginde V, den Vn* a bir izomorfizm bulunur.

Bu ifadeye gore vektor ve kovektor aynilastirilir ve ayn1 X sembolii ile ifade edilir.

Yani
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yazilir. Bu sekilde yapilan islemlere indisin indirilmesi (Xi —>Xk) ve yiikseltmesi

(Xk — Xi) islemleri ad1 verilir.

Tanim 1.2.3.8; M h, C smifindan bir manifold ve Tp, her Pe Mn noktasmdaki

tanjant vektdr uzayi olsun. M, manifoldunun her P €M, noktasina Tp uzayindan bir

Xp vektorii kargilik getiren X vektoér degerli fonksiyonuna vektor alani denir

(Salimov ve Magden, 2008).

f , M, manifoldunda bir doniisiim ise o halde Xf ‘de M, manifoldunda

(Xf)(p) =X, T

ile tanimlanan bir doniisiimdiir. Herhangi bir UcM n koordinat komsulugu alinsin. Bu

komsuluktaki bir vektor alan1

X =&,

olarak yazilabilir. ¢ "ler komsuluktaki lokal koordinatlara baghdir. Yani

E=F(..,x"), i=L..n

25



yazilir.

Tamm 1.2.3.9: M, | C* smifindan bir manifold ve 35(m) |, her meM,

noktasindaki (p,q) tipli tensor uzayi olsun. M, manifoldunun her me M, noktasina

35 (M) tensdr uzayindan bir t; (M) tensdrii karsilik getiren T fonksiyonuna (p, q) tipli

tensor alan1 denir (Bishop and Goldberg, 1968).

Eger p=1, q=0 olursa vektor alani elde edilir. Yani, (1,0) tipli tensor alani bir

vektor alanidir.

Eger p=q =0 olursa her me M. noktasma bir skaler deger karsilik gelir. O halde

(0,0) tipli tensor alani reel degerli bir fonksiyondur.

Tanim 1.2.3.10: Herhangi bir m noktasindaki T, tensorii alinsin. Eger bu tensor

simetrik tensor ise T tensor alanina simetrik tensor alani denir. Herhangi bir m
noktasindaki T, tensorii alinsin. Eger bu tensor antisimetrik tensor ise T  tensor

alanina antisimetrik tensor alani denir (Bishop and Goldberg, 1968).

1.2.4. Egrilik ve Burulma Tensorleri

M o uzerinde V =V (Xl, e, X") skaler alan1 géz oniine alinsin. Bu fonksiyonun

dV =aVdx
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tam diferansiyelinin koordinat doniisiimiinde invaryant kaldigi, yani korundugu agiktir.

Buna gore de dV ye koordinatlar

olan kovektor karsilik gelir.

Tanim 1.2.4.1: Vi - 8iV olmak tizere Vi ye V skaler alaninin gradient kovektorii ve

ya 1- formu denir. V; gradient kovektor ise

oV, =0 (L4)

oldugu aciktir. Burada [ , ] sembolii antisimetriklesme islemini gostermektedir

(Salimov ve Magden, 2008).

(M,,V) afin konneksiyonlu uzay olsun. Vi gradient kovektdriiniin kovaryant tiirevi

alinirsa,

V.V, =0V, -TY, (1.5)
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bulunur. (1.5) esitliginde j ve i indislerine gore antisimetriklesme islemi uygulanirsa,

(1.4) esitligi gbz Oniine alinarak

ViV, =TV =SV, (1.6)

] [ii] 7k

bulunur.

Tamm 1.2.4.2: VV; =0}V, —FIEin esitliginin sol tarafi tensor, sag tarafindaki V, da

(0,2) tipli tensor oldugundan

1
5y =2 (5 1) (L.7)

ifadesindeki S; da (1,2) tipli tensor olur. Si:-( tensoriine V' konneksiyonunun burulma

tensorii denir. Si'j( =S¢ oldugu agiktir. Burulma tensdriiniin invaryant formdaki

ji

yazilisi ise

25(X,Y)=V,Y -V, X -[X,Y], V¥X)Ye3J(M,) (1.8)
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bicimindedir. (1.8) esitliginde X =0;, Y 2(31- alinirsa (1.7) kolayca bulunur (Salimov
ve Magden, 2008).

Tanim 1.2.4.3:
R(X,Y,Z)=V,V,Z-V,V,Z-V

Z, VXY, ZeTJ(M,) (1.9)

[X.v]

bi¢imde tanimlanan tensore konneksiyonun egrilik tensorii denir.

Bazen R(X,Y,Z) gosterimi yerine R(X,Y)Z de kullanilir.

R(X,Y,Z)=-R(Y,Z, X) (1.10)

oldugu (1.9) esitliginden goriilir. R nin X, Y ve Z degiskenlerine gore lineerlik
sartt sagladigi kolayca gosterilebilir. Bu takdirde, R(X,Y,Z)eJ;(M,) oldugundan
dolayr Re J;(M,) olur. (1.9) esitliginde X =0,,Y =0, , Z =0, alnarak R nin dogal

catidaki koordinatlarini

RijkS :airik _ajrisk + 5 L =5l (1.11)

im™ jk jm=~ ik

bi¢imde yazilir (Salimov ve Magden, 2008).
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S =0 olmasi durumunda V lineer konneksiyonu torsiyonsuzdur (burulmasidir) denir.

Eger R=0 ise M manifoldu flattir (diizlemsel) denir (Sahin, 2012).

1.2.5. Riemann Manifoldu

Tamim 1.2.5.1: M bir diferansiyellenebilir manifold ve manifold {izerindeki

diferansiyellenebilir vektdr alanlarmin kiimesi 3¢(M) olsun. Bu durumda

9:35(M)x3;(M) >C" (M)

ile tanimli g bilineer formu simetrik ve pozitif taniml ise, yani VX,Y € 34(M) icin

(@) g(X,Y)=g(Y,X),

(b) g(X,X)=0 vX i¢in g(X,X)=0= X =0

sartlar1 saglantyorsa { bilineer formuna Riemann metrigi veya metrik tensor adi

verilir. Bu durumda (M, g) ikilisine Riemann manifoldu denir (Sahin, 2012).

Yukaridaki tanimda (b) pozitif tamimlilik sarti yerine, ondan daha zayif olan “ VY i¢in

g (X ,Y) =0 olmas1 X =0olmasmi gerektirir” sart1 ile degistirilirse (M . g) ikilisine
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pseudo Riemann (yari-Riemann) manifoldu denir. Bu sarta metrigin yozlasmama (non-

dejenere olma) sart1 denir (Kiihnel, 2005).

Tamim 1.2.5.2: Riemannian manifoldu iizerinde V, g; = O sartmi saglayan burulmasiz

lineer konneksiyona Riemannian konneksiyonu adi verilir.

R.. = RijkI 0, olmak tizere Riemannian konneksiyonun egrilik tensort,

ijks

Rij(k.s) =0
R(ij)ks. =0
R. =R.’

ijks ksij

R.:+R,‘+R.°=0

ijks jkis ki js

sartlarini saglar (Salimov ve Magden, 2008)
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2. MATERYAL VE YONTEM
2.1. Tanjant Demet

M, , C* smifindan n- boyutlu diferansiyellenebilir bir manifold ve M, manifoldunun

P noktasindaki tanjant uzay T (M,) olsun.

TM)=JT.(M,) (2.1)

peM,

ile tanimlanan T (M,,) kiimesine tanjant demet denir.

T(M,) nin herhangi bir p noktasi, yani peT (M,) icin M, manifold tizerindeki
T(M,) tabii demet yapisini tanimlayan z:T(M,) — M demet projeksiyonu p p
ifadesine karsilik gelir. Yani 7(p)=p olur. z*(p)=T(M,) kiimesine M, temel
uzaymin P noktasindaki fibresi denir ve M ye taban uzay1 denir. Dogal olarak bir
capraz kesit f :M — T (M) ortaya ¢ikar. f (P), M nin herhangi bir P noktasi i¢in

T,(M) nin sifir vektoridir. Bu f capraz kesite ya da f(M) goriintiisiine ¢apraz

kesit ad1 verilir. Sifir ¢apraz kesit f(M), M taban uzayi ile tanimlanir. Bu nedenle

M, T(M) de diferansiyellenebilen bir alt manifoldudur. Varsayilsm ki M taban uzay
{U;Xh} bu koordinat komsuluklar1 sistemi tarafindan Ortiilsiin. Burada {Xh}

komsulukta tamimlanan yerel lokal koordinatlardir. 7 *(U)cT(M,) agik kiimesi

U xR" direk ¢carpimina diferansiyellenebilir homeomorfdur. Burada R", R reel sayilar
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alam Gizerindeki n— boyutlu vektor uzayidir. peT (M,) (peU) noktast (p,X)

siralt gifti ile gosterilir ve X € R" vektdriiniin bilesenleri T (M) tanjant uzaynda

{0,} (@, :ﬁ) dogal bazma gore p(y")=(x") h=n+1....2n kartezyen
koordinatlari ile verilir. U komsulugunda p =z (p) nin koordinatlar1 (x") h=1,...,n
ile gosterilirse, P noktast uygun (x",x")> pext(U) ile verilir. Boylece,
7 U)<T(M,) agik kiimesinde (x",x") lokal koordinatlar sistemi elde edilmis olur.

Burada (x",x") ya (x") dan indirgenmis z*(U) da koordinatlar denir.

M, manifoldunun p=7z(p) noktasmi ihtiva eden diger bir koordinat komsulugu
{U " Xh'} ise 77'(U") koordinat komsulugu p ihtiva eder ve 7z*(U’) ya gore P nin

indirgenmis koordinatlar1 (x",y") ile verilir .Burada

X" =x"(x)
ooy @2
ox"

olarak verilir. x"(x), P noktasindaki x*,x?,...,x" degiskenlerinin C* smifindan olan

diferansiyellenebilir fonksiyonlaridir. X" = y", x™ = y" ile yazilirsa (2.2) denklemi

x” =x"(x), p'=1,...,2n (2.3)
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olarak yazilir. (2.2) denkleminin Jakobiani

ox” ] oox"
oo o

matrisi ile verilir. (2.2) denklemin tersi ise

Xh _ Xh (X!)
ox"
yh=__7r h
OX
veya
xP =xP(x"), p=1...,2n
olarak yazilir. (2.5) denkleminin Jakobian1
h
0 0
)| o
ox”™ o2xh . ox"

ox"ox" y ox"
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Matrisleri ile verilir. (2.4) ve (2.7) denklemleri T(M,) tanjant demetin daima

yonlendirilebilir oldugunu gosterir.

M, manifoldu iizerindeki C* smifinda (r,S) tipli tiim tensor alanlarinin kiimesi

T,/(M,) ve M, deki tim tensor alanlarmmn kiimesini ise T(M,)= > T/(M,) ile

r,s=0

gosterilir. T(M ) ‘e tiim tensor alanlarmnin tensor cebiri denir.Ayni sekilde T(M,)
tanjant demetindeki tensor alanlarinin kiimeleri ise swrasiyla T (T(M,)) veT(T(M,))

olarak gosterilir (Yano ve Ishihara, 1973).

2.2. Tanjant Demette Fonksiyonlarin Dikey Lifti

Eger f, M manifoldu {izerinde tanimhi bir fonksiyon ise ' f fonksiyonu
7:T(M)— M Ve f:M — R nin birleskesiyle elde edilen T(M) tanjant demetteki

bir fonksiyondur ve

'f=for (2.8)

seklinde yazilir. Eger bir P ez’ (U) noktasi (Xh, yh) indirgenmis koordinatlara sahipse
o halde

F(P)="f(x,y)=fox(P)=f(P)=f(x) (2.9)
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ifadesi yazilr.

Bu nedenle " f(P) degeri her bir fibre T,(M) boyunca sabittir ve P=z(P)eM

noktasinda f nin f(P) degerine esittir. ' f ifadesine f fonksiyonunun dikey lifti

denir.

(2.9) esitliginden herhangi f,g e 3, (M) igin

“(of) =" (9)"(f) (2.10)

ifadesi yazilir. (2.9) den goriiliir ki f+— 'f eslemesi sabit katsayilara gore 3;(M) den

~0

3,(T(M)) ye bir lineer izomorfizm belirler.

Eger @, M manifoldu tizerinde bir 1-form ise, (@ ifadesi T(M) tanjant demette bir

fonksiyon olarak kabul edilir. Eger », M manifoldunun bir U Kkoordinat

komsulugunda Ct)=COIdXi lokal ifadesine sahipse, o halde (@, ﬁ_l(U) da indirgenmis

koordinatlara gore

1= yi (2.11)
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lokal ifadesine sahip olur. Boylece f, M manifoldu iizerinde bir fonksiyon ise

((df), 77(U) deki indirgenmis koordinatlara gdre
((df)= (5, )y’ (2.12)

lokal ifadesine sahiptir.

2.3. Tanjant Demette Vektor Alanlarin Dikey Lifti

Tim f eSg(M) icin X'f=0 esitligini saglayacak sekilde X ESB(T(M)) olsun. Bu

)'(“h

durumda X e dikey vektdr alani denir. [)Zh] , indirgenen koordinatlara gére X in

bilesenleri olsun. Sonra X 'f=0 esitlikten tim f € (M) igin )Zhﬁhf =0 elde edilir.

Burada X" =0 oldugu goriiliir. O halde

X" (0
o |7 g (2.13)

yazilir.

X nm dikey olmasi igin gerek ve yeter sart 7 “(U) daki X nm bilesenlerinin (2.13)

esitligini saglamasidir.
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Varsayilsin ki X € SE(M) olsun. Boylece X, M manifoldu iizerinde bir vektor alani
olur. @ , M manifoldu iizerinde keyfi bir 1- form olmak iizere T(M) tanjant demetteki

V' X vektor alani
"X (1) =" (0(X)) (2.14)
olarak tanimlanir.

VX ye Xin T(M) tanjant demet iizerindeki dikey lifti denir. Eger X" ve @; sirasiyla

)'('h

U daki lokal koordinatlara gore X in ve @ nin bilesenleri ve [)Zh] da 7 (U) daki

indirgenmis koordinatlara gére ¥ X nin bilesenleri ise (2.14) esitliginden

)Zj(aja),)yi +)2ij =X

esitligi elde edilir. Burada herhangi bir @; icin X"=0 , X"=X" olur. Boylece

T(M) tanjant demette ¥ X dikey lifti indirgenmis koordinatlara gore

VX =(0 ] (2.15)
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bilesenine sahiptir. Dolayisiyla X in T(M) tanjant demetteki ¥ X dikey lifti T (M)

tanjant demette bir dikey vektor alanidir.

Sonug olarak, herhangi X € J,(M) ve f e SS(M) icin ¥ X nin tanimimdan,

XVt =0 (2.16)

elde edilir.

Herhangi X,Y € 3,(M) ve f €3 (M) igin (2.15) ve ya (2.16) y1kullanarak ve (2.9) u

hesaba katarak kolayca asagidaki ifade yazilabilir.

"X +Y)="X+"Y (2.17)

(X)="f "X

2.4. Tanjant Demette Vektor Alanlarimin Tam Lifti

X € 3(M) olsun. f, M manifoldunda keyfi bir fonksiyon olmak iizere T (M) tanjant

demette ©X vektor alam

CX Cf =C(Xf) (2.18)
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esitligiyle tanimlanir. “X ye T (M) tanjant demette X vektor alaninin tam lifti denir.

X~ h
Eger 7 *(U) da indirgenmis koordinatlara gére X" , U da X in bilesenleri ve [ _ “J
X

, ©X *nin bilegenleri ise herhangi bir f e JJ(M) igin CXCf =C(Xf) esitliginden

X1(0,6,f)y' +X'o,f =0,(X "9, 1)y
=X1(00,f)y +(y'6,X")o,

esitligi elde edilir. Burada X" =X", X" =y'6.X" di.

Boylece M manifoldundaki X" bilesenli X vektor alaninm ©X tam lifti T(M)

tanjant demetteki indirgenmis koordinatlara gore,

°X :(Xh J (2.19)
axX"

bilesenlere sahiptir.
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2.5. Tanjant Demette Afin Konneksiyonlarin ve Egrilik Tensoriiniin Tam Lifti

Varsayilsin ki M, V afin konneksiyonlu bir manifold olsun. Herhangi bir

X,Y €3, (M)igin

Ve, Y =5 (V,Y) (2.20)

esitligini saglayan T(M) tanjant demette tek bir ©V afin konneksiyonu vardir. M
manifoldunda (Xh) lokal koordinatlara gére V afin konneksiyonunun bilesenleri F'}i
ve T (M) tanjant demette (Xh, yh) indirgenmis koordinatlara gére °V afin

konneksiyonunun bilesenleri CFSB olsun. M manifoldunda (x“) lokal koordinatlara
gore X ve Y , srastyla bilesenleri X" ve Y" olan keyfi vektor alanlari olsun. T(M)

. h ohy . . : .
tanjant demette (x", y") indirgenmis koordinatlara gore “X ve °Y sirasiyla

bilesenlerine sahiptir. Bu bilesenler kullanilarak (2.20) esitligi

XI@Y"+T0Y +T0Y )+ X (0;Y" +T5Y' +1:'JJTY~T)
j h h i
=XI@Y"+TIY)
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ve

YD)+ XT@Y +TT Y YY)
=y, {XI(@Y"+I Y}

formlarinda yazilir. Bu esitliklerden

(2.21)

elde edilir.

(2.21) deki esitlikler aracihgiyla tanimlanan ‘T, , T(M) tanjant demette global
olarak bir afin konneksiyon belirtir. Bu afin konneksiyona T(M) tanjant demette V

afin konneksiyonun tam lifti denir ve ©v ile gosterilir.

Onerme 2.5.1: Eger R egrilik tensorii ise “R, ©V nin egrilik tensériidiir ( Yano ve

Kobayashi, 1966).

ispat: Herhangi X,Y € 3,(M) igin 6nerme asagidaki formiilden yazilir.
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“REEX,°Y)°Z=%(R(X,Y)Z)=(V,V,Z-V,V, Z-V
C C C C C o o
=V, V., 2V, V. Z-°V

Z)
°z

[X.¥]

[oxEv)

olur. Boylece 6nerme 2.5.1 ispatlanmis olur.

Asagida T(M) tanjant demette iizerinde R egrilik tensoriiniin tam liftinin bilesenleri

verilecektir. R:ji , R egrilik tensoriiniin bileseni olmak tizere

R:ji = akrrj] i_éjFE i+rE trtj i_r? tFL i

esitligi ile verilir.

T(M) tanjant demette indirgenmis koordinatlara gore °R egrilik tensoriiniin tam

liftinin ©RA-; bilesenleri

Ry =Ri, °Ry =Yy°0Rj, Rl =0

Kji

C ph Cph Cph Cph
Rk]i:O’ Rkji:O’ Rﬂizo’ Rk]izo

h h h h

°Ri; =0, °RL =0, R =0, R =0 (2.22)
h h h h h h

¢ RR]E = O, CRE]E = O CRkJ-Ir = Rkji’ ¢ RkTI = Rkji’

CRiji = Rlz'i

olarak verilir.
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2.6. Kotanjant Demet

M diferansiyellenebilir n boyutlu bir manifold ve T;(Mn) ise PeM noktasindaki

kotanjant uzay yani P noktasindaki Tp(Mn) tanjant uzaymin dual uzay1 olsun.

T*(Mn) = pek,\J/lnT;(Mn)

kiimesine kotanjant demet denir.

M, baz uzaymin {U;Xh}koordinat komsuluklar sistemiyle ortiildiigii kabul edilsin.

Burada (Xh), U komsulugunda tanimli lokal koordinatlardir. R", R iizerinde n- boyutlu
bir vektdr uzayi olmak iizere 7~ (U) CT*(Mn) acik kiimesi U x R" direk ¢arpimina
diferansiyellenebilir homeomoftur. Gergekten de P eT;(Mn) (PeU) noktas: (P, p)
siral ¢ifti ile gosterilir ve P € R" vektoriiniin bilesenleri T; (M,) kotanjant uzaymda
dx" dogal catiya gore P nmn (pi) bilesenleri ile verilir. U komsulugunda P =7 (|S)
noktasmin koordinatlar1 (Xh) h=1..n il gosterilirse, P noktas1 uygun
(x", p)— Pex'(U) ile verilmis olur. Dolayisiyla () CT*(Mn) acik kiimesinde
(Xh, pi) lokal koordinatlar sistemi elde edilmis olur. Burada (Xh, pi) lokal koordinatlar

sistemine (Xh) dan indirgenmis 7 (U) koordinat komsulugunda koordinatlar denir.

Eger (V] ’, Xh’), P=x (|5) noktasini ihtiva eden M . deki bir bagka koordinat komsulugu

ise 7 (U) koordinat komsulugu P noktasini ihtiva eder ve z U ya gére P nin

indirgenmis koordinatlar1 (Xh’, pi,) ile verilecektir. Burada
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OX' | (2.23)

ile verilir. x"(x), C* smifindan diferansiyellenebilir fonksiyonun X',y X" olmak

tizere n tane degiskeni vardir. Bu degiskenlerin tiirevleri p noktasinda deger alur.

x" = P, ve X" = P, ile gosterilirse (2.23) denklemi

X" =x*(x) (2.24)

olarak yazilir. (2.23) nin Jakobian matrisi

ox" 0
N v
x| o | (2.25)
o) | ax ot o
X oxox” ox™
olarak verilir. (2.23) denkleminin tersi,
X" = x"(x)
o yada X" =x"(x) (2.26)
Py = YL
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seklinde yazilir. Ters Jakobian matrisi

ox" 0
A ~ n
o |t | (2.27)
oo ox
ox" oxiox" " ox"

olarak elde edilir. Jakobian matrisi ve ters Jakobian matrisi daima T"(M) kotanjant

demetin yonlendirilebilir oldugunu gosterir.

2.7. Kotanjant Demette Temel 1-form

771 (U) eT"(M) kotanjnat demette bilesenleri (p,,0) olan p 1-formunu ele almsmn.
Burada (x",p,) indirgenmis koordinatlara gére p=pdx' dir. (2.23) den
7' U)nz(U’) da pdx' = p,dx" oldugu gosterilir. Burada p = p,dx' bir global bir
1-formu belirler. p 1-formuna T"(M) Kotanjant demette temel 1-form denir. p temel

1-formun dp dis diferansiyeli z*(U) da

dp =dp, Adx'

olarak verilen 2-formdur.

Eger
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dp = %QZCdeC Adx®

yazilirsa

-0, 0

J

0 o
(:CB){ . ] (2.28)

elde edilir. (2.28) deki (. ) matrisi tekil olmadig1 iin tersi vardir. (§BA) ile tersi ifade

edilirse £¥¢E =072 oldugu icin

BA) _ 0 _é‘ih

elde edilir.

2.8. Kotanjant Demette Fonksiyonun ve (0,1) Tipli Tensor Alaninin Dikey Lifti

f,M  manifoldu iizerinde bir fonksiyon olsun. T*(M) kotanjant demetteki 'f

fonksiyonu f:M — R ve 7 :T(M)>M lerin bileskesiyle elde edilir. Yani
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Yf=for (2.30)

olur. Béylece eger P eT;(M) ise,

"£(P)=f(P) (2.31)

yazilir.

Herhangi f,g e 3 (M) icin,

“(fg)="f"g,  “(f+g)="f+"g (2.32)

olur. Boylece 'f nin degeri her bir fibre boyunca sabittir. O halde 'f ye f

fonksiyonunun dikey lifti denir.

Her f €3 (M) icin X'f=0 esitligini saglayan bir X € 3, (T"(M)) olsun. Béylece

X ye T*(M ) kotanjant demette dikey vektor alam denir. X in dikey olmasi i¢in gerek

ve yeter sart
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(X% =(O iJ (2.33)

formda bilesenlere sahip olmasidir. Yani, 7' (U) da her (Xh, pi) indirgenmis

koordinatlara gore X' =0 dur.

Varsayalimki M manifoldunda o, lokal bilesenli bir @ € 3 (M) olsun. Boylece lokal
ifadesi w=ewdx' olan bir 1-formdur. Sonra, 7z:T"(M)—>M izdiisiimiiniin
diferansiyelinin dual doniisiimiinii =~ ile gostererek T"(M) kotanjant demette 7"w 1-
formu elde edilir. Burada (Xh, pi) indirgenmis koordinatlara gore 7 @ nin lokal ifadesi

7'w=wndx' dir. 7°o=a@,d® koyarak T (M) kotanjant demette

~A o~ gBA (2.34)

lokal bilesenli bir vektdr alani elde edilir. Burada & oA (2.29) da tanimlanmistir. Bu
sekilde tanimlanan vektor alanina M manifoldundaki @ 1-formun dikey lifti denir.

Y ile gosterilir. T'(M) kotanjant demette indirgenmis koordinatlara gore ¥ @

Vw:[o j (2.35)

formunda bilesenlere sahiptir. Herhangi f € SS(M) icin,
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Yo('f)=0 (2.36)

yazilir. Boylece ¥ bir dikey vektor alanidir.

Herhangi f € 3;(M) ve ®,0¢3](M) igin

"(w+0)="0+'0 (2.37)
"fo)="1'0 (2.38)
[Vo,"0]=0 (2.39)

ifadeleri yazilir.

Her U’ daki dx" dogal kogati i¢in (Xh, pi) indirgenmis koordinatlarina gore 7 _1(U) da

(") -2 (2.40)

esitligi vardur.
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2.9. Kotanjant Demette Vektor Alanlarinin Tam Lifti

Varsayilsin ki X € 3,(T"(M)) olsun. T*(M) kotanjant demette X = p.X' seklinde

tanimlanan ;X bir fonksiyondur. Her 7z '(U) da (Xh, p.) indirgenmis koordinatlara

gore lokal ifadesi

d(iX) = p,(8,X")dx* + X dp,

olan d(X) dis diferansiyeli bir 1-formdur. Burada X", U daki X in lokal

bilesenleridir. d (zX ) in bilesenlerini Xj ile gostererek T*(M) kotanjant demette bir

°X vektdr alani tanimlanir. T*(M) kotanjant demette bir vektdr alant X" = )ZBfBA

1esenlere sa 1pt1r. ani nin bilesenierr 7 aKl y M Indirgenmis
bilesenl hipti. Yani X nin bilesenleri 7 *(U) daki (X',p) indi i

koordinatlara gore

°X -[Xh ] (2.41)
. _pi(ahxi) .

olur. Burada X", X in M manifoldu iizerindeki lokal bilesenleridir. °X *ye T*(M)

kotanjant demetteki X vektor alanmnin tam lifti denir.

Herhangi f € J;(M) ve X €3,(M) icin (2.41) ten,
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°XYf=Y(Xf) (2.42)

yazilir.

2.10. Kotanjant Demette Riemann Genislemesi
V, M manifoldu iizerinde burulmasiz afin konneksiyon olsun ve {U,x"}, M

manifoldunda bir koordinat komsulugu olsun. (U, X") koordinat komsuluguna gore V

nin bilesenleri i¢in F?i yazilir. T"(M) kotanjant demetteki (0,2) tipli g tensér alam

7 (U) dabilesenleri §cg olmak iizere indirgenmis koordinatlara gdre

Gy =—2p.I5 g~Ti:5ij’
’ : (2.43)

olarak yazilir. § Pseudo-Riemann metrigin satir elemani
ds® = 2dx'Sp,

olarak verilir. Burada op, =dp, — pal“j.‘ ide dir. Bu tensor alanma V burulmasiz afin

konneksiyonun Riemann genislemesi denir ve *V ile gosterilir.
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X,Y €3, (M) ve ®,0€3; (M) igin,

"V('w,"0) =0,
"V(w, “X) =" (o(X)), (2.44)
"V(EX,Y)=—y(V,Y +V,X)

yazilir. (§cg) matrisinin ters matrisi (§°)

olarak verilir.

2.11. Kotanjant Demette Burulmasiz Afin Konneksiyonun ve Egrilik Tensoriiniin

Tam Lifti

©Vv, RV Riemann genislemesi tarafindan belirlenen Levi-Civita konneksiyonu olsun.

°V ye T"(M) kotanjant demette burulmasiz afin konneksiyonun tam lifti denir.

*

T'(M) kotanjant demette indirgenmis koordinatlara gére vV nin I’ é\ g bilesenleri,
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——

‘r'=ri ‘ri;=0, °ri=0, °ri=0

jio
°r"=p,@,%-0,IF,~a%,+202 T, (2.45)

=
| =

CF?T:_Fijh’ Cr'i:_rdi CF'T:O

—
—

olarak verilir. (2.45) kullanilarak asagidakileri 6nerme yazilir.

Onerme 2.11.1. Herhangi X,Y €3, (M) ve w,@eSf(M); FeJ(M) icin M

manifoldundaki V burulmasiz afin konneksiyonun T*(M) kotanjant demette ©V tam

liftine gore kovaryant tlirevi asagidaki ozelliklere sahiptir:

‘v, '0=0, °V, Y =—p(w-(VY)), V. 0="(V,0),

VY =2 (VYD) 47 {(VX)VY) +(VY)(VX)+R( L, X)Y +R(,Y)X Y, (2.46)
“VvoyF =y(@F), “Vex yF = y(VF = (VX)F).

Ze3;(M) i¢in

Burada R,V nin egrilik tensoriidir ve herhangi

R(( ,X)Y)Z =R(Z,X)Y dir.

(2.46) ii kullanarak T (M) kotanjant demette ©V nin ©R egrilik tensdriiniin R pg

bilesenleri, 7 (U) da indirgenmis koordinatlara gore
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* h

c h
Rbi =Ry,

h

¢ Rii = pa(vthjia _viRkjha
+Fhat Rkjit +rkat Rihjt +Fjat Rhikt +Fiat Rkjht)

(2.47)

* h * h * H
Cp,.. _ i Cp . _ j Cp-. _— k
Rkjl = _Rkjh Rkjl = _Rhik y Rkjl = Rhij

dir. T'(M) kotanjant demette © R egrilik tensoriiniin diger bilesenleri sifira esittir.

h

Burada R;', U daki V burulmasiz afin konneksiyonun R egrilik tensdriiniin

bilesenleridir.
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3. BULGULAR

3.1. Kotanjant Demette g —Ilift

(M,g), boyutu n olan diizgiin pseudo-Riemann manifold olsun.

T(M)=U,y T(M), M manifoldu iizerinde bir tanjant demet belirtir. T (M) tanjant
. . i 0 o i T iy i
demetin lokal koordinati Y, =Y o €T, (M) olmak iizere (x',x')=(x',y') dir.

T'(M)= UXEMHTX*(M), M manifoldu iizerinde bir kotanjant demet belirtir. T (M)

kotanjant demetin lokal koordinatt  p = pdx' €T, (M), vxeM olmak iizere

(X, %)=(x, p) dir. i indisi {1,...,n} araliginda ve i indisi {n+1,...,2n} arahgmmdadir.

g herhangi bir pseudo Riemann metrigi olsun. g pseudo-Riemann metriginin 6nemli
bir 6zelligi T(M) tanjantve T"(M) kotanjant demetleri arasinda g*: T(M) — T (M)

ve g":T"(M) —>T(M) olarak tanimlanan miizikal izomorfizmleri saglamasidir.

Miizik notasyonunda P bemol sembolii notayr yarim ses asagi indirir. Bu miizik

notasyonu dikkate alinarak g¢"miizikal izomorfizmi
0" X = (x,x) = (x],y) > & = (X", &) = (37, p, = Gy ')

olarak ifade edilir. Bir bagka miizik notasyonunda : diyez sembolii notay1 yarim ses

yukari ¢ikarir. Bu miizik notasyonu dikkate alinarak 9" miizikal izomorfizmi
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g' X" = (X", X") = (X", p,) > X = (¢, X)) = (8", y = g "p,)

olarak ifade edilir.

g" ve g'miizikal izomorfizmlerinin Jakobi matrisleri

i oM r 5jm 0 (3.2)
(92) = (A )_[Wj_{ysﬁjgm ng
ve
N s (X [ &) 0
(g*)—(Aw)—(aiMj—(psamgjs gjmj (3.2)

olarak elde edilir (Cakan ve ark., 2016).

SS(M), M manifoldu tizerinde (p,q) tipli biitiin diferensiyellenebilir tensor

alanlarmm kiimesidir. V, M manifoldu {izerinde afin konneksiyon ve °V , T(M)
tanjant demet tizerinde V afin konneksiyonun tam lifti olsun. M manifoldu tizerinde

(Xh) lokal koordinatlara gore V afin konneksiyonun bilesenleri F:} ve T(M) tanjant

demet {izerinde (Xh,yh) indirgenmis koordinata gore °V afin konneksiyonun
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bilesenleri Crik,. olur. Salimov ve Cakan g¢alismasinda bazi tensor alanlarinin tam

liftlerini tanjant demetten kotanjant demete miizikal izomorfizm araciligla transfer

ederek kotanjant demette yeni bir lift olan tensor alanlarmin g —lift leri elde etmistir.
Bu c¢alismada miizikal izomorfizmler araciligla Vafin konneksiyonun kotanjant

demette g —Ilifti °V elde edilmistir.

R, M manifoldu iizerinde bilesenleri Ri}i olan V afin konneksiyonunun egrilik tensori

olsun. Yine bu ¢alismada miizikal izomorfizmler araciligla R egrilik tensoriiniin
kotanjant demette g—lifti °R elde edilmistir. g—lift °V ve g-lift °Relde

edilmesinin ardindan ¢esitli sonuglara ulasilmistir.

3.2. Kotanjant Demette Afin Konneksiyonun g —lift i

M , iizerinde Vafin konneksiyon olan bir manifold olsun. T(M) tanjant demet

herhangi X,Y € 3;(M) icin

V. YO=T(V,Y) (3.3)

h

esitligini saglayan tek bir °V afin konneksiyon vardir. I’ ii» M manifoldu iizerinde

(Xh) lokal koordinatlara gore V afin konneksiyonun bilesenleri olsun. CF:(J- , T(M)

tanjant demet iizerinde (Xh, yh) indirgenmis koordinata gére ©V afin konneksiyonun

bilesenleri olsun. T(M) tanjant demette tam lift “V nin bilesenleri (Xh,yh)

indirgenmis koordinata gore (2.21) esitliklerinde verilmistir (Yano ve Ishihara, 1973).
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Teorem 3.2.1: (M, g) bir pseudo-Riemann manifold olsun. °V ve °V sirasiyla V

afin konneksiyonun T(M) tanjant demet ve T (M) kotanjant demetteki tam liftleri

olsun. Eger V bir Riemann konneksiyon ise miizikal izomorfizmler araciligiyla elde

edilen T"(M) kotanjant demetteki g —lift ¢V ile T'(M) kotanjant demetteki tam lift

°V ¢akisir.
. K o?x" ..
Ispat: Ay = o olmak iizere
Aji=0, A =0, Aj=0, Aji=0
koopoig€e ok i AK o K
Aji=————, Aji=0,0", Aji=009", Aji=0.
T axiox J 9 A J
H,I,..=1,...,2n olmak iizere (3.1), (3.2) ve (2.21) esitlikleri kullanilarak elde edilen

T[T |- RURAL T A

esitliginden T (M) kotanjant demette g-—lift °V i konneksiyon katsayilari

hesaplanir.

59



ST = AR OTh, 4 APR A O+ ADAA) OT, 4 APACA) O,
+ATATA T + ATASAN °TE + AT AT AN T+ ATAT A °TE
+ATA + ATA
= 5T, =T

Tt AR TS+ AR T + ARA T + AR °TY,
PRA TS« AR A T AR A T, + AR TS
+A{‘A}}+A§Aﬁ

=0

oThm AR AL OT + APRA TS, 4 AR °T), + ARAA T,
RRRT ¢ ARA T R T R A T
+A&“A§ +A§AJE,

=0

T = RRAS T AR TS, 4 AR T A AT,
+ATAA TS + ATASAT °T + APAS AT T+ ATAS A °TE

h Ak h Ak
+AA ACAR
:5ngSIghkrﬁws+ghkajgkl

si 1 i
=g E(ajgsh +8sghj _ahgjs)_ gkéjghk

1 si
:Eg (_6jgsh _ahgjs +asghj)

B _% g° (6jgsh +0,,0; _asghj)

= _rijh
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T AR T AR T ARA T AR A T

CRORAL T+ AR TS AR A T, + AR AL T
AR,

= gmjé‘isghkrrns + ghkaigkj

= 9" gn L — 90,9,

=99, — 99,0y

1 .
= gkj E(akghi +aighk _ahgki)_gkjaighk

1 )
:_Egkl (ahgki +aighk _Gkghi)
:_rrjﬂ

*h AMAS AD k AM AS Ah k AM AS AD k AM AS aAh k
]zATA'Ak Crms+ATA*AYCrms+ATArAk Crrﬁs—i_ATA*Ak Crm§
AR T - AR A T+ APAA T+ A A T,
h Ak h Ak
+A(A$+AVA$
=0

G*ﬁ_"’m"s h Cpk Am As Ah Ck Am As Ah C1k m xS aAh Cyk
l"f.:—ArAAk I +AAA? | AJAI | +AAA< I
+A’“A5Akh°1"" +/¥“ASA;Crk +ATA A N AA“CFEB

+AkAfk g
=0
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T KAA T+ AR A T« AR AT - A AT,
+ATA§A? °TE + Ajm,&fﬂé e A}“ﬂfﬁ{l °rk+ Ajmﬁfﬁé ‘Tl
+AEA; n AQAE

= 87'6°Y'0, 9yl + 676 90y YO e + P08 9 Ui

2 otk

+67 00,9 Ul ns + Ui PO

g
= V' (8,90 )T + 90 Y'Y + P8;9™ G i + P0G 9 T
+0, P,059"

=¥ (8,85 )T + 0 YO+, (8;,0™ ) G Tl + £ (8,9%) 9 T
—p (8T} )~ 9 P10, 0% — Gy Py (8,75 ) 9° — 0y PO, 0°
=—p, (ajFEh ) + Y (0,80 )T + GueY' O + £ (8,0%) 9 T,

~0, PL2;9% — gy P (0,75 ) 0°

=—p (8,75 )+ ¥ (89 )T + 9 YOI — P (0,75 ) 0°
+p,(8,9%) 9u L — 9n DT (8;9%)

==, (9,15 )+ Y (890 )T + 0 (9°P.OT — P,g°0, T

0, (-T50™ — T30 ) 9y T = 9y P (-T5,0™ T ™)
=—p, (8,75 )+ ¥ (890 ) T + 9 0 p, (1% -0, )

=0y Py (Tl T5 9™ + 5,14 9™ ) + 9y o, (5T, 0™ + T3, 0™ )
=—p, (0,5 )+ 9°P, (TR Gy + 1o Gin ) T + 94, 9°p, (8% -0, )
=0y Py (Tl TH 9™ + 15,14 9™ ) + 9y P, (5T, 0™ + T3, 0™ )
=—p, (0, )+ P TY + 950, PR + 94, 0° P, (T -0 T )
= P, (T3 L5 0™ + 5% 9™ )+ Gy P, (T3, 0™ + T30 ™)
+PRei = PRy

= p, (0,05 -0, — 0,5, + 255 )+ 9, 0°p, (T —8,T% ) - PRy,
~On 0" Pl = 0 @™ P + 9 8™ P + 900 P

= p, (8,05 —0,T, — 0,15 + 205 T8 ) = PRy + 9y 9™ p, (T T T, T )

+05 8™ P, (T3 — T3l )+ 95 9™ P8, — 9, 9™ PO, T

im™ jt m= ji j&im
=P, (ahrisj _airsjh _ajrish +2r;kr;)_ pthtﬂj +0,9™ P, (8 I -or; +r‘r<ntrtji

m~ ji J5im

im™ jt

+0u 0™ P (IR, )
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S

0 rs airih _ajrlsh +2I7 rk) hu +9™p,R mjih
y'

= . (0,

=, (8,I =05, 0,05, + 203 I ) - ¥' 0, RSy + ¥ Ry,
=D, (8,15 =0T, = 0,05, + 205 I )+ y' (—Ryy + Ry )
=, (8,15 =0T, — 0,05, + 205, )+ ¥ (—Ryy + Ry )
= p,(8,I -85, 0,5, + 23, )

Vnin bir Riemann konneksiyonu olmasi1 durumunda miizikal izomorfizm araciligla

T7(M) kotanjant demette elde edilen g —lift °V afin konneksiyonun T (M) kotanjant

demetteki tam lift ©V burulmasiz afin konneksiyonuyla cakistig1 goriiliir.

3.3. Kotanjant Demette Egrilik Tensoriiniin g —lift i

R

R, M manifoldu iizerinde V afin konneksiyonunun egrilik tensorii olsun. RkJI :

egrilik tensoriiniin bileseni olmak iizere

Rl?ji = akrTi _ajrrk]i +F2trtji _F?trtd

esitligi ile verilir. °R, T(M) tanjant demet iizerinde tam lift ©V afin konneksiyonun

egrilik tensori olur.

T(M) tanjant demet iizerinde (Xh, yh) indirgenmis koordinatlara gore tam lift “R

egrilik tensdriiniin “R Y, bilesenleri (2.47) esitliklerinde verilmistir.
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Teorem 3.3.1: (M,g) bir pseudo-Riemannian manifoldu olsun. °R ve°R sirastyla

egrilik tensoriiniin T(M) tanjant demet ve T (M) kotanjant demetteki tam liftleri

olsun. Eger V bir Riemann konneksiyon ise miizikal izomorfizmler araciligiyla elde

*

edilen T"(M) kotanjant demetteki g—lift °R egrilik tenséri T (M) kotanjant

demetteki tam lift °R egrilik tensoriiyle cakisir.

Ispat: ° R, T(M) tanjant demet iizerinde R egrilik tensériiniin tam lifti olsun.

Elde edilen
Gt R=[ “R 1 | ~(ALLAATAY R

esitliginde  (2.47), (3.1) ve (3.2) esitlikleri kullamlarak T (M)Kkotanjant demette

g-lift °R egrilik tensériiniin bilesenleri hesaplanir.

“Rj= ALAATAT ORI, + AL ALATAT ORE, + A AATAT ORT + A AATAT ORY,
+ B AAAT CR, + A AATAT CRD, + AL ALATAT R, + AL AATAT R,
 RAAA RE + ALAAAT CRY, + IAAAT RE + LA AAT °RE,
+ RAA AT OR, + ALAATAT ORT, + ALALATAT SRE, + ALALATAT R,
= 51515161R]

_Rh

kji
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“RI= AL ALAAT ORI, + ALALATAT ORI, + ALALATAT CRY, + ALAATAT °RY,
AR SR + AT SR + LAY SR, + AL AAA CR,
+AnA<ASAnCRt5n+AnA<ASAnC +AnA<ASAnCR[3n+AnA<ASAnCRtsn

+ ALAASAT CRT + ADALASAT ORI+ ARALASAT CRT 1 AR ALASAT CRT
=0

“Riy= AAAAT CRE + ALAA AT RE, + A AA AT ORY, + AL A ATAT R,
+AAAA R+ AAAA CRD + ALAAATCRT + ALAACAT CRt':n
+ AAATATCRE + ALAAAT CRE + ALAATAT CRE -+ ALAATAT CRE
+ATAAAT RG, + ATAATAT RE -+ ATAATAT REG + ATAATAT R
= Y*0091c0007 Ray + 900707 Y 04 Ret + G PO 8“0 07 R,

+ O a0, 970 R, + 0157 90,9 R,

=, (V4R — ViR, + Th Ry + TRy + TRy, +ThRy, )

GR :JI_ H'AYtA§Ain CRtgnn +'&gA§A§ ) CRtrSnn +A?1A§A'S { Cth]n +AHHA§A§ i CRtns]n
+ AVAAAT RE + ALAAAT ORE + ALAATAT R + ATAAAT R
+An'%ASAnCR[3n+AT1AEASAnC +ATIAEASAinCRtsn+Am'%ASA‘TnC
+AFAZA? “CRt“S"n+AFAYAS "CRtTn+AFAEAS ”CRt';‘n+AFAEAS "CRI”S“n
= ghm tk5 é‘nRtsn

_ Rk

hji

*

*Ry=Rk °Ri=Ry . °Rp.=0, °RN _q,

kjh 1 kJi
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ki BLAAA CRE + AR RE + RLAAA CRE - AN R,
RN R R, + A A R, + RARK R, AR R,

+A2A§A$A“ ‘R, + AzpttAigAin ‘R, +A2A¥E'A$Ain ‘R +A2A§A$A1” ‘R,
+A2A§A;A1“ ‘R, + A%AttAj-sAin ‘R +'&mhA?tA$Ain ‘R +'5\%A§AJ-SA“ ‘R,

=0
G*h G*h G*ﬁ G*H
Rk]i: 0, RE;F 0, Rﬂi=0’ Rk]iz 0,
G*E G*h G*ﬁ
Rkjiz 0, Rrji= 0, RE]EZO

Vnin bir Riemann konneksiyonu olmasi durumunda miizikal izomorfizm araciligla

T"(M) kotanjant demette elde edilen g —lift ®R egrilik tensériiniin T (M) kotanjant

demetteki tam lift “R egrilik tensoriiyle cakistig: goriiliir.
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4. SONUCLAR VE TARTISMA

Sunulan bu tezde miizikal izomorfizm aracihigryla T~ (M) kotanjant demette tanimlanan

g—lift in elde edilmesi hakkinda bilgi verilmistir. Daha sonra T (M) kotanjant
demette afin konneksiyonun katsayilar1 elde edilip V nin bir Riemann konneksiyonu

olmasi durumunda

T'(M) kotanjant demette afin konneksiyonun g-—lifti ile burulmasiz afin

konneksiyonun tam liftinin c¢akistigi sonucuna varidmistir. Ardindan  miizikal

izomorfizm aracihigla T (M) kotanjant demette g—lift °R egrilik tensoriiniin

katsayilar1 elde edilip V nin bir Riemann konneksiyonu olmas1 durumunda

T"(M) kotanjant demette egrilik tensoriiniin g —lift ile tam liftinin ¢akistig1 sonucuna

varilmistir.
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