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kotanjant demette oluşturulan g lift  tanımlandı. Müzikal izomorfizm aracılığıyla 

kotanjant demette g lift  
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G afin konneksiyonu ve g lift  
*

G R  eğrilik tensörü elde 

edildi. İlk olarak eğer   bir Riemann konneksiyonu ise g lift   
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G afin konneksiyonu 

ve tam lift 
*

C  burulmasız afin konneksiyonun çakıştığı ispatlandı.  İkinci olarak eğer 

  bir Riemann konneksiyonu ise g lift   
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G R eğrilik tensörü ve tam lift 
*

C R  eğrilik 

tensörünün çakıştığı ispatlandı. 
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1. GENEL BİLGİLER 

1.1. Giriş 

Diferansiyel geometri, sonsuz küçükler analizin yöntemlerini kullanarak öncelikle 

eğriler ve yüzeyler olmak üzere, geometrik formları araştıran matemetiğin bir alt dalıdır. 

Herşeyden önce eğrilerin ve yüzeylerin keyfi küçük parçalarının özeliklerini incelemek 

diferansiyel geometrinin ayırt edici özelliğidir. 

 

Diferansiyel geometrinin kökeni 18. yüzyılın ilk yarısına dayanmaktadır ve Euler ile 

Monge’un adlarıyla ilişkilidir. Yüzeylerin teorisi üzerine ilk kapsamlı çalışma 1807 

yılında Monge’in Analizin Geometriye Uygulamaları çalışmasında yapılmıştır. 1827 

yılında Gauss yüzey teorisin temellerini oluşturan ‘‘General Investigations Concerning 

Curved Surfaces’’ adlı çalışmayı modern haliyle yayınlamıştır. O zamandan beri, 

diferansiyel geometri yanlızca bir analiz uygulaması olmaktan çıkmış ve matematikte 

bağımsız bir rol üstlenmiştir. 

 

Öklid dışı geometrinin Lobachevsky tarafından keşfi, diferansiyel geometride dahil 

olmak üzere tüm geometrilerin gelişiminde büyük rol oynamıştır. Böylece 1854 yılında 

Riemann, “The Hypotheses which lie at the Foundations of Geometry” (Geometrinin 

Temelinde Yatan Hipotezler) çalışması üzerine olan dersleriyle Riemannian 

geometrisinin temellerini kurmuştur (Pogorelov, 1959). 

 

Diferansiyel geometrinin tanjant demet çalışmaları 1960 yılında Davies (Davies, 1966; 

Davies, 1969), Yano ve Davies (Yano ve Davies,1963; Yano ve Davies,1971), 

Dombrowski (Dombrowski, 1962), Ledger (Ledger ve Yano, 1965; Ledger ve Yano 

1967), Tachibana ve Okumura (Tachibana ve Okumura, 1962), Sasaki (Sasaki, 1958), 

ve Yano (Yano, 1967a) tarafından başlatılmıştır.  
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Kobayashi ve Yano tanjant demette tensor alanlarının ve konneksiyonların dikey ve tam 

lift teorilerini geliştirmiştir (Yano ve Kobayashi,1966). 

 

Kotanjant demette tensor alanlarının ve konneksiyonlarının dikey, tam ve yatay teorisi 

Patterson ve Yano tarafından geliştirilmiştir (Yano ve Patterson, 1967; Yano, 1967b). 

 

Riemannian Manifoldu üzerindeki tanjant ve kotanjant demetler arasında müzikal 

izomorfizm sağlanır. Müzikal izomorfizm teriminin tam kökeni bilinmemektedir. 

Ancak Marcel Berger ‘in 1971 yılında yapmış olduğu ‘‘Lespectred’une Variate 

Riemannienne’’ çalışmasında ilk defa müzikal izomorfizm terimi görülmektedir 

(Berger ve ark., 1971). g  metrik tensöre göre tanımlanan müzikal izomorfizm Poor’un 

“Differential Geometric Structures” adlı kitabında bahsedilmektedir (Poor, 1981).  

 

Boucetta ve Saassai yaptığı çalışmada müzikal izomofizm aracılığıyla tanjant demetteki 

Poisson tensörünün kotanjant demete geriçekimiyle elde edilen Poisson tensörler 

üzerinde araştırmaları olmuştur. Çalışmalarında Kotanjant demetteki Poisson 

tensörünün kotanjant demetteki yapılarla uyumluluğu ve M  manifoldu üzerinde 

Poisson tensörünün g  nin Levi-Civita konneksiyonuna göre paralelliği araştırılmıştır 

(Boucetta ve Saassai, 2011). 

 

Cakan, Akbulut ve Salimov 2016 yılında yaptığı çalışmada tanjant demetteki tam liftleri 

kullanarak müzikal izomorfizm aracılığıyla kotanjant demetteki tensör alanlarının tam 

liftlerini oluşturmuştur (Cakan ve ark., 2016). 
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Salimov ve Cakan 2017 yılında tensör alanlarının g lift ini tanımlamış ve kotanjant 

demette bazı tensör alanlarının g lift leri üzerine araştırmalar yapmıştır (Salimov ve 

Cakan, 2017). 

 

Cakan 2017 yılında kotanjant demette gh lift i tanımlamış ve müzikal izomorfizm 

aracılığı ile tanjant demetten kotanjant demete bazı tensör alanlarının yatay liftlerinin 

taşınmasıyla elde edilen tensör alanlarının gh lift leri üzerine çalışma yapmıştır 

(Cakan, 2018).  

 

Sunulan bu tezde kotanjant demette afin konneksiyonun g lift i araştırılmıştır. Bunun 

akabinde kotanjant demette eğrilik tensörünün g lift i incelenmiştir. Bu sebeple 

çalışmanın anlaşılabilmesi için birinci bölümde ilgili özelikler ve tanımlar kuramsal 

temeller adı altında verilmiştir. 

 

İkinci bölümde ise tanjant demet, tanjant demette fonksiyonların ve vektör alanlarının 

dikey lifti, tanjant temette vektör alanlarının, afin konneksiyonların ve eğrilik 

tensörünün tam lifti, kotanjant demet, kotanjant demette fonksiyonların ve (0,1)  tipli 

tensör alanlarının dikey lifti, kotanjant demette temel 1-form, kotanjant demette 

Riemannian genişlemesi, kotanjant demette vektör alanlarının, burulmasız afin 

konneksiyonun ve eğrilik tensörünün tam lifti hakkında bilgi verilmiştir. 

 

Üçüncü bölümde ise g lift  
*

G  konneksiyonun katsayıları müzikal izomorfizm 

aracılığıyla elde edilerek kotanjant demette tam lift 
*

C  konneksiyonun katsayılarıyla 

kıyaslanmıştır. Bunun ardından müzikal izomorfizm aracılıyla g lift  
*

G R  eğrilik 
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tensörünün bileşenleri hesaplanmış ve kotanjant demetteki tam lift 
*

C R  eğrilik 

tensörünün bileşenleri ile kıyaslanmıştır.  
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1.2. Kuramsal Temeller 

1.2.1. Diferansiyellenebilir Manifoldlar  

Tanım 1.2.1.1: M  Hausdorff uzayı olsun. Herhangi bir U M  açık kümesinden 

  nU R   kümesine tanımlanan 

 

 : nU U R    

 

homeomorfizmine M ’de  n   boyutlu harita veya koordinat sistemi denir. U  açık 

kümesine ise   haritasının koordinat komşuluğu veya koordinat bölgesi adı verilir ve 

( , )U   şeklinde ifade edilir. Herhangi x U  için, 

 

1 2( ) ( , ,..., )m nx x x x R    

 

olur. Buradaki 1,..., nx x  reel sayıları x  noktasının koordinatlarıdır (Salimov ve Mağden, 

2008). 

 

Tanım 1.2.1.2: M  Hausdorff uzayı olsun. n   boyutlu 
  haritalarının U

 bölgeleri 

bu uzayı örterse, yani 

 

 ,
A

M U A indisler kümesi
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ise M  ye n   boyutlu topolojik manifold veya sadece n   boyutlu manifold denir 

(Salimov ve Mağden, 2008). 

 

Tanım 1.2.1.3: ,M n   boyutlu manifold olsun. Eğer M  üzerindeki haritaların bir 

ailesi olan   , , ( , ),...U V    kümesi için aşağıdaki şartlar sağlanıyorsa A  

koleksiyonuna M  üzerinde .r   mertebeden diferansiyellenebilir yapı (veya atlas ) adı 

verilir (Şahin, 2012) : 

 

(1)  , , ,...U V W  açık kümelerinin kolleksiyonu M  manifoldunun bir açık örtüsüdür. 

 

(2) A  daki herhangi iki harita .r   mertebeden uyumludur. 

 

(3) A  maksimaldir, yani eğer bir ( , )U  haritası A  daki bütün koordinat atlasları ile 

uyumlu ise bu durumda ( , )U A   dır. 

 

Tanım 1.2.1.4: Eğer bir M  manifoldu üzerinde .r  mertebeden diferansiyellebilir bir 

atlas varsa M  manifolduna .r  mertebeden diferansiyellenebilir manifold denir (Şahin, 

2012). 

  

Tanım 1.2.1.5:  Diferansiyellenebilir yapının her bir atlasına M   manifoldunun uyumlu 

haritası adı verilir. Eğer atlas her mertebeden diferansiyellenebiliyorsa M  manifolduna 

C   manifold (veya kısaca diferansiyellenebilir manifold) adı verilir (Şahin, 2012). 
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1.2.2. Diferansiyellenebilir Manifold Üzerinde Afin Konneksiyon  

Tanım 1.2.2.1: 
nM , n  boyutlu C  sınıfından bir manifold olsun. ( )nT M   cebirinin  

 

1

0: ( ) ( ) , ( )X n n nD T M T M X M    

 

diferansiyelleme işlemi 1

0, ( , ), , ( ), ( )n n nf g C M X Y M t T M        için 

 

i) 
fX gY x Yt f t g t       

ii)  ( )X Xft X f t f t      

 

şartları sağlanıyorsa 
X ’e X  vektör alanı yönünde kovaryant türev adı verilir. 

 1 1 1

0 0 0: ( ) ( ) ( )n n nM M M     şeklinde tanımlanan dönüşüme afin konneksiyon, 

( , )M   çiftine afin konneksiyonlu uzay adı verilir. (Salimov ve Mağden, 2008). 

1 0

0 1, ( ), ( )n nX Y M M   olmak üzere 1

0( )X nY M   olur. 

( )( , ) ( )( )XY X Y      olup 1

1( )nY M   dir. 

Eğer 0

1 ( )nM   ise 0

1 ( )X nM    olur. ( )( , ) ( )( )XX Y Y     olup 

0

2( )nM   dir. 
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Daha da genellemek gerekirse ( )r

s nt M  ise ( )r

X s nt M   dir.

1 2 1 2

1,..., 1( ) , , ,..., , ( ) , ,..., , ,...,
r r

s X st X X X t X X     
   

     
   

 olup 
1( )r

s nt M   dir. 

Buradan görülür ki kovaryant türev, uygulanan tensörlerin kovaryantlık mertebesini bir 

artırır. 

 

Tanım 1.2.2.2: 
nM  manifoldu üzerinde U  koordinat komşuluğundaki  ix  lokal 

koordinatları ve bu komşuluktaki i ix


 


  doğal vektör alanları göz önüne alınsın. 

i

k

j ij k      olarak tanımlanan 3n  sayıda U  komşuluğunda tayin edilmiş C  

sınıfındaki 
k

ij  fonksiyonlarına   konneksiyonunun katsayıları adı verilir. 

  

U  koordinat komşuluğunda lokal koordinatları ( )i i ix x x
 
  olan yeni bir koordinat 

sistemi tanımlansın. Bu takdirde 

 

                            
k

i j i j k



                                                         (1.1) 

 

olur. i ix
 


 


 olduğundan (1.1) eşitliği ve   nın 

fX xt f t    özelliğinden  

 

                   i
i

ii

i i
k

i j k j j i ji ix

x

x x

x x




      




 
         

 
                                     (1.2) 
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 bulunur.   nın  
X f Xf    özelliğine göre     

 

        

2

2

2

( )

( )

j j i j
k

i j i j j ij kj i j i j

j i k j k
k

k ij ki j i j j k

j k j i k
k

ij kj k i j i j

x x x x

x x x x x

x x x x x

x x x x x x

x x x x x

x x x x x x



    

  

   

  

  

   
        

    

    
    
     

    
   

     

                                (1.3) 

 

eşitliği yazılır. (1.2) ve (1.3) eşitliklerinden  
i

i

x

x

 
 
 

 ve 
i

i

x

x


 
 
 

 matrislerinin birbirinin 

tersi olduğu ve 
k   vektörlerinin çatı olduğu dikkate alınırsa, 

 

2i j k k j
k k

i j iji j k j i j

x x x x x

x x x x x x

 


     

    
   

     
 

  

eşitliği yazılır. Elde edilen bu eşitliğe yeni koordinat sistemine göre konneksiyon 

dönüşüm kuralı adı verilir. 

 

1.2.3. Tensör Alanları 

Tanım 1.2.3.1: V  boştan farklı bir küme ve F  de bir cisim olsun. V  üzerinde

: , ( , )V V V x y x y       ve : , ( , )F V V x x       işlemlerini tanımlansın. 

Eğer her , ,x y z V  ve , F    için, 
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 (i) ( ) ( )x y z x y z     , 

 

 (ii)  ,x y y x     

  

   (iii)  x x     olacak şekilde V  kümesinin sıfır elemanı diye adlandırılan bir V  

elemanı vardır, 

   (iv)  Her bir x V  elemanı için x  elemanının   işlemine göre tersi diye adlandırılan 

ve ( )x x    eşitliğini sağlayan bir x V   elemanı vardır, 

 

   (v) ( )x y x y     , 

 

   (vi) ( )x x x       , 

 

   (vii) ( ) ( )x x    , 

 

   (viii) x x   olacak şekilde F  vardır, 

 

şartları sağlanıyorsa V  kümesine F  cismi üzerinde vektör uzayı adı verilir (Şahin, 

2012). 

 

Tanım 1.2.3.2: V  ve W , aynı F  cismi üzerinde iki vektör uzayı ve :T V W  bir  



 

20 

 

dönüşüm olsun. Eğer aşağıdaki şartlar sağlanıyorsa T  dönüşümüne bir lineer dönüşüm 

denir (Şahin, 2012): 

 

(i) Herhangi , V   için ( ) ( ) ( ).T T T        

 

(ii) Herhangi F  ve V  için ( ) ( ).T T     

 

Tanım 1.2.3.3: V  bir F  cismi üzerinde vektör uzayı olsun. Bir :f V F  dönüşümü 

her ,u V   ve 1 2, F    için  

 

1 2 1 2( ) ( ) ( )f u f u f         

 

ise f  dönüşümüne lineer fonksiyonel adı verilir. Böylece bir lineer fonksiyonel V  

vektör uzayının elemanlarına skalerler karşılık getiren bir lineer dönüşümdür. Lineer 

fonksiyonellerin kümesi 1 2 1 2( )( ) ( ) ( )f f f f      ve 1 1( )( ) ( )f f      işlemleri ile 

birlikte F  cismi üzerinde bir vektör uzayıdır. Bu vektör uzayına V  uzayının dual uzayı 

denir ve *V  ile gösterilir. *V  dual uzayın elemanlarına dual vektör (kovektör) adı verilir 

(Şahin, 2012). 

 

Tanım 1.2.3.4: V  bir vektör uzayı ve *V  da V  vektör uzayının dual uzayı olsun. Bu 

durumda

tantan

* * *: ... ...

n em e

V V V V V V         ile tanımlanan ve 

1 2 1 2, , , ,..., n V       ve * * * *

1 2, ,..., m V    olmak üzere 
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1 1 2 1 1 2 1( ,..., ,...) ( ,.. ,...) ( ,..., ,...)k k k k                 şartını sağlayan   

dönüşümüne .m  mertebeden kovaryant ve .n  mertebeden kontravaryant tensör adı 

verilir (Şahin, 2012). 

 

Tanım 1.2.3.5: V  bir vektör uzayı ve 
*,V V  uzayının dual vektör uzayı olsun. 

( ),r

sT V V  üzerindeki .r  metebeden kovaryant ve .s  mertebeden kontravaryant 

tensörlerin uzayı olmak üzere  

 

 

1

1

1 1 1 1

1 1 1 1

:

( )( ,..., , ,..., ) (., ..., ,., ,..., )

i r r

j s s

i s s

j r r

C T T

A C A X X C A X X   





 

 



 
 

 

ve 

 

1 1

1 1( , ,..., , , ,..., )i m s

j m r

m

C A A X X X    

  

 

 ile tanımlanan operatöre daraltma operatörü denir. Burada 1 1, ,...,m rX X X   ve 

1 1, ,..., ,m s V   
 üzerindeki sırasıyla baz vektörler ve dual baz vektörleridir (Şahin, 

2012). 

 

Tanım 1.2.3.6: 0

2 2( ), ( )n nS B V  uzayının bütün simetrik tensörlerinin alt uzayı olsun. 

Herhangi bir 
2 ( )ng S V   tensörünü için ve 0x



   şartı sağlansın. O halde 
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( , ) 0, ng x y y B
  

    

                                                    

yazılır. Burada g   tensörüne regüler tensör adı verilir (Salimov ve Mağden, 2008). 

 

Tanım 1.2.3.7: ( , ) 0, ng x y y V
  

    eşitliğini koordinatlarla yazılacak olursa  

 

0i j

ijg x y   

 

biçiminde olur. Her  jy  için bu eşitlik sağlanacağından  

 

0, 1,...,i

ijg x j n   

 

bulunur. Yazılan bu denklem sisteminin 0ix   çözümüne sahip olması için  

 

( ) 0
ij

Det g   

 

olmalıdır. Burada ( ),ijg g  tensörüne karşılık gelen matristir. 2
( )

n
g S V  tensörü 

regüler tensör olduğu takdirde g  tensörüne n
V  uzayında esas tensör denir. 
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Esas tensöre karşılık gelen ( )ijg  matrisinin tersi ( )ijg   ile ifade edilsin. O halde  

 

 
kj k

ji ig g   

 

yazılır. nV  ve 
*

nV  uzayları arasındaki  

 

, ( )k k

i ik i ikg x g y    

 

dönüşümü  
kj k

ji ig g   eşitliğine göre yazılırsa  

 

, ( )k ki k ki

i ix g y g    

 

olur. 2
( )

n
g S V  tensörüne karşılık gelen invaryant bilineer formu  

 

( , ) i j

ijg x y g x y
 

   

 

şeklinde ifade edilsin. Burada , ( )k k

i ik i ikg x g y     ve , ( )k ki k ki

i ix g y g    

eşitlikleri göz önüne alınırsa  
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( , ) i j i ij

ij i i jg x y g x y x g   
 

     

 

olur. Yani , g  tensörü verildiğinde kovektör değişkenlerinin 
ij

i jg     invaryant 

bilineer formu bulunmuş olur. Burada 
ijg , (2,0)  tipli tensörün koordinatlarıdır. Bu 

tensöre karşılık g  tensörünün ters tensörü adı verilir. Dikkat edilirse 

 

( , ) ,

( , )

( , )

ij i k i

i j i ik

ji j k j

j i j jk

i k k i

ki ki

g g x g y x

g g y g x y

g x y g y x g

    

    

 

  

  

  

 

 

olduğundan  
ijg   tensörü simetriktir. 

 

Böylelikle nV  uzayında g  tensörü verildiğinde nV   den 
*

nV  a bir izomorfizm bulunur. 

Bu ifadeye göre vektör ve kovektör aynılaştırılır ve aynı x


 sembolü ile ifade edilir. 

Yani 

 

 ,j i ik

k ki kx g x x g x   
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yazılır. Bu şekilde yapılan işlemlere indisin indirilmesi ( )i

kx x  ve yükseltmesi 

( )i

kx x  işlemleri adı verilir.   

 

Tanım 1.2.3.8: nM , C   sınıfından bir manifold ve pT , her n
p M  noktasındaki 

tanjant vektör uzayı olsun. nM  manifoldunun her np M  noktasına pT  uzayından bir 

pX  vektörü karşılık getiren X  vektör değerli fonksiyonuna vektör alanı denir 

(Salimov ve Mağden, 2008). 

 

f ,  nM  manifoldunda bir dönüşüm ise o halde  Xf  ‘de nM  manifoldunda  

 

( )( )
p

Xf p X f  

 

ile tanımlanan bir dönüşümdür. Herhangi bir nU M  koordinat komşuluğu alınsın. Bu 

komşuluktaki bir vektör alanı 

 

i

iX    

 

olarak yazılabilir. 
i  ler komşuluktaki lokal koordinatlara bağlıdır. Yani 

  

( ,..., ), 1,...,i i i nx x i n    
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yazılır. 

 

Tanım 1.2.3.9: nM  , C  sınıfından bir manifold ve ( )p

q m  , her nm M   

noktasındaki ( , )p q  tipli tensör uzayı olsun. nM  manifoldunun her nm M   noktasına 

( )p

q m  tensör uzayından bir ( )p

qt m  tensörü karşılık getiren T  fonksiyonuna ( , )p q  tipli 

tensör alanı denir (Bishop and Goldberg, 1968). 

Eğer 1 , 0p q   olursa vektör alanı elde edilir. Yani, (1,0)  tipli tensör alanı bir 

vektör alanıdır.  

Eğer 0p q   olursa her nm M   noktasına bir skaler değer karşılık gelir. O halde 

(0,0)  tipli tensör alanı reel değerli bir fonksiyondur. 

 

Tanım 1.2.3.10: Herhangi bir m   noktasındaki mT   tensörü alınsın. Eğer bu tensör 

simetrik tensör ise T  tensör alanına simetrik tensör alanı denir. Herhangi bir m   

noktasındaki  mT   tensörü alınsın. Eğer bu tensör antisimetrik tensör ise T   tensör 

alanına antisimetrik tensör alanı denir (Bishop and Goldberg, 1968). 

 

1.2.4. Eğrilik ve Burulma Tensörleri 

nM  üzerinde  1, , nV V x x  skaler alanı göz önüne alınsın. Bu fonksiyonun  

 

i

idV Vdx   
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tam diferansiyelinin koordinat dönüşümünde invaryant kaldığı, yani korunduğu açıktır. 

Buna göre de dV  ye koordinatları 

  

i iV V   

 

olan kovektör karşılık gelir.  

 

Tanım 1.2.4.1: i iV V   olmak üzere iV  ye V  skaler alanının gradient kovektörü ve 

ya 1- formu denir. iV  gradient kovektör ise  

 

                         0
i j
V                                                         (1.4) 

 

olduğu açıktır. Burada  . , .  sembolü antisimetrikleşme işlemini göstermektedir 

(Salimov ve Mağden, 2008). 

 

( , )nM   afin konneksiyonlu uzay olsun. iV
 gradient kovektörünün kovaryant türevi 

alınırsa, 

 

                               
k

j i j i ji kV V V                                                  (1.5) 
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bulunur. (1.5) eşitliğinde j  ve i  indislerine göre antisimetrikleşme işlemi uygulanırsa, 

(1.4) eşitliği göz önüne alınarak  

 

                                                 
k k

k ij kj i ji
V V S V                                               (1.6) 

 

bulunur. 

 

Tanım 1.2.4.2:  
k

j i j i ji kV V V    eşitliğinin sol tarafı tensör, sağ tarafındaki kV  da 

(0,1)  tipli tensör olduğundan  

 

           
1

( )
2

k k k

ij ij jiS                                                     (1.7) 

 

ifadesindeki 
k

ijS  da (1, 2)  tipli tensör olur. 
k

ijS  tensörüne   konneksiyonunun burulma 

tensörü denir. 
k k

ij jiS S   olduğu açıktır. Burulma tensörünün invaryant formdaki 

yazılışı ise        

 

  1

02 ( , ) , , , ( )X Y nS X Y Y X X Y X Y M                          (1.8) 
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 biçimindedir. (1.8) eşitliğinde ,i jX Y     alınırsa (1.7) kolayca bulunur (Salimov 

ve Mağden, 2008). 

 

Tanım 1.2.4.3: 

 

 
1

0,
( , , ) , , , ( )X Y Y X nX Y

R X Y Z Z Z Z X Y Z M                             (1.9) 

 

biçimde tanımlanan tensöre konneksiyonun eğrilik tensörü denir. 

 

Bazen ( , , )R X Y Z  gösterimi yerine ( , )R X Y Z  de kullanılır.  

 

                           ( , , ) ( , , )R X Y Z R Y Z X                                         (1.10) 

 

olduğu  (1.9) eşitliğinden görülür. R  nin X , Y  ve Z   değişkenlerine göre lineerlik 

şartı sağladığı kolayca gösterilebilir. Bu takdirde, 
1

0( , , ) ( )nR X Y Z M  olduğundan 

dolayı 
1

3( )nR M  olur. (1.9) eşitliğinde , ,i j kX Y Z        alınarak R  nin doğal 

çatıdaki koordinatlarını  

 

                        
s s s s m s m

ijk i jk j ik im jk jm ikR                                          (1.11) 

 

biçimde yazılır (Salimov ve Mağden, 2008). 
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0S   olması durumunda   lineer konneksiyonu torsiyonsuzdur (burulmasıdır) denir. 

Eğer 0R   ise M  manifoldu flattır (düzlemsel) denir (Şahin, 2012). 

 

1.2.5. Riemann Manifoldu 

Tanım 1.2.5.1: M  bir diferansiyellenebilir manifold ve manifold üzerindeki 

diferansiyellenebilir vektör alanlarının kümesi 1

0( )M   olsun. Bu durumda  

 

1 1

0 0: ( ) ( ) ( )g M M C M    

 

ile tanımlı g   bilineer formu simetrik ve pozitif tanımlı ise, yani 
1

0, ( )X Y M   için  

 

(a) ( , ) ( , ),g X Y g Y X  

(b) ( , ) 0g X X X   için ( , ) 0 0g X X X     

 

şartları sağlanıyorsa g  bilineer formuna Riemann metriği veya metrik tensör adı 

verilir. Bu durumda ( , )M g  ikilisine Riemann manifoldu denir (Şahin, 2012). 

 

Yukarıdaki tanımda (b) pozitif tanımlılık şartı yerine, ondan daha zayıf olan “ Y  için 

 , 0g X Y   olması 0X  olmasını gerektirir” şartı ile değiştirilirse  ,M g  ikilisine 
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pseudo Riemann (yarı-Riemann) manifoldu denir. Bu şarta metriğin yozlaşmama (non-

dejenere olma) şartı denir (Kühnel, 2005). 

 

Tanım 1.2.5.2: Riemannian manifoldu üzerinde 0k ijg   şartını sağlayan burulmasız 

lineer konneksiyona Riemannian konneksiyonu adı verilir. 

l

ijks ijk lsR R g   olmak üzere Riemannian konneksiyonun eğrilik tensörü, 

 

 

( ) 0

0

0

ij ks

ksij

ij ks ksij

ij ks jk is ki js

R

R

R R

R R R





 

  







  

 

 

şartlarını sağlar (Salimov ve Mağden, 2008) 
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2. MATERYAL VE YÖNTEM 

2.1. Tanjant Demet 

,nM C  sınıfından n - boyutlu diferansiyellenebilir bir manifold ve 
nM  manifoldunun 

p  noktasındaki tanjant uzay  ( )p nT M  olsun.    

 

                           ( ) ( )
n

n P n

p M

T M T M


                                             (2.1) 

 

ile tanımlanan ( )nT M  kümesine tanjant demet denir. 

 

( )nT M nin herhangi bir p  noktası, yani ( )p np T M  için 
nM  manifold üzerindeki 

( )nT M  tabii demet yapısını tanımlayan : ( )n nT M M   demet projeksiyonu p p  

ifadesine karşılık gelir. Yani ( )p p   olur. 1( ) ( )np T M    kümesine 
nM  temel 

uzayının p  noktasındaki fibresi denir ve M  ye taban uzayı denir. Doğal olarak bir 

çapraz kesit : ( )f M T M  ortaya çıkar. ( )f P , M  nin herhangi bir P   noktası için  

( )pT M  nin sıfır vektörüdür.  Bu  f   çapraz kesite ya da ( )f M  görüntüsüne çapraz 

kesit adı verilir. Sıfır çapraz kesit ( )f M , M  taban uzayı ile tanımlanır. Bu nedenle 

, ( )M T M  de diferansiyellenebilen bir alt manifoldudur. Varsayılsın ki M  taban uzay 

 ; hU x  bu koordinat komşulukları sistemi tarafından örtülsün. Burada  hx  

komşulukta tanımlanan yerel lokal koordinatlardır. 1( ) ( )nU T M    açık kümesi 

nU R  direk çarpımına diferansiyellenebilir homeomorfdur.  Burada ,nR R  reel sayılar 
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alanı üzerindeki n   boyutlu vektor uzayıdır. ( ) ( )p np T M p U   noktası ( , )p X  

sıralı çifti ile gösterilir ve nX R  vektörünün bileşenleri ( )p nT M  tanjant uzayında 

  ( )h h hx


  


 doğal bazına göre ( ) ( ) 1, ,2h hp y x h n n    kartezyen 

koordinatları ile verilir. U  komşuluğunda ( )p p  nin koordinatları ( ) 1, ,hx h n  

ile gösterilirse, p  noktası uygun 1( , ) ( )h hx x p U   ile verilir. Böylece,

1( ) ( )nU T M    açık kümesinde ( , )h hx x  lokal koordinatlar sistemi elde edilmiş olur. 

Burada ( , )h hx x  ya ( )hx  dan indirgenmiş 1( )U   da koordinatlar denir. 

 

nM  manifoldunun ( )p p  noktasını ihtiva eden diğer bir koordinat komşuluğu  

 , hU x
  ise 1( )U    koordinat komşuluğu p  ihtiva eder ve 1( )U    ya göre p  nın 

indirgenmiş koordinatları ( , )h hx y
   ile verilir .Burada  

                  

( )h h

h
h h

h

x x x

x
y y

x

 




 

 




                                                       (2.2) 

 

olarak verilir. ( ),hx x
  p  noktasındaki 1 2, , , nx x x  değişkenlerinin C  sınıfından olan 

diferansiyellenebilir fonksiyonlarıdır. ,h h h hx y x y
 

   ile yazılırsa (2.2) denklemi  

 

                      ( ), 1, , 2p px x x p n
                                              (2.3) 
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olarak yazılır.  (2.2) denkleminin Jakobianı 

 

                      
2

0
h

p h

p h h
i

h i h

x

x x

x x x
y

x x x





 

 
     

    
 
   

                                            (2.4) 

 

matrisi ile verilir. (2.2) denklemin tersi ise  

 

                          

( )h h

h
h h

h

x x x

x
y y

x





 

 




                                                       (2.5) 

 

veya 

 

                      ( ), 1, ,2p px x x p n                                        (2.6) 

 

olarak yazılır. (2.5) denkleminin Jakobianı  

 

                        
2

0
h

p h

p h h
i

h i h

x

x x

x x x
y

x x x







  

 
     

    
 
   

                                      (2.7) 
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Matrisleri ile verilir. (2.4) ve (2.7) denklemleri ( )nT M  tanjant demetin daima 

yönlendirilebilir olduğunu gösterir. 

 

nM  manifoldu üzerindeki C  sınıfında ( , )r s  tipli tüm tensor alanlarının kümesi 

( )r
s nT M  ve nM   deki tüm tensor alanlarının kümesini ise 

, 0

( ) ( )r

n s n

r s

T M T M




   ile 

gösterilir. ( )nT M  ‘e tüm tensör alanlarının tensör cebiri denir.Aynı şekilde ( )nT M  

tanjant demetindeki tensör alanlarının kümeleri ise sırasıyla ( ( ))r

s nT T M  ve ( ( ))nT T M  

olarak gösterilir (Yano ve Ishihara, 1973). 

 

2.2. Tanjant Demette Fonksiyonların Dikey Lifti 

Eğer  ,f M  manifoldu üzerinde tanımlı bir fonksiyon ise 
V f  fonksiyonu 

: ( )T M M   ve :f M R  nin birleşkesiyle elde edilen ( )T M  tanjant demetteki 

bir fonksiyondur ve 

                              

V f f                                                         (2.8) 

 

şeklinde yazılır. Eğer bir 
1
( )P U


  noktası ( , )h hx y  indirgenmiş koordinatlara sahipse 

o halde  

 

              ( ) ( , ) ( ) ( ) ( )
V V

f P f x y f P f P f x                                   (2.9) 
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ifadesi yazılır. 

 

Bu nedenle ( )
V

f P  değeri her bir fibre ( )
p

T M  boyunca sabittir ve ( )P P M   

noktasında f  nin  ( )f P  değerine eşittir. 
V f  ifadesine f   fonksiyonunun dikey lifti 

denir. 

 

 (2.9) eşitliğinden herhangi 
0

0
, ( )f g M  için 

 

                   ( )V V Vgf g f                                            (2.10) 

 

ifadesi yazılır. (2.9) den görülür ki 
V

f f  eşlemesi sabit katsayılara göre 
0

0
( )M den  

0

0
( ( ))T M  ye bir lineer izomorfizm belirler. 

 

Eğer , M manifoldu üzerinde bir 1-form ise,    ifadesi   ( )T M  tanjant demette bir 

fonksiyon olarak kabul edilir. Eğer , M  manifoldunun bir U  koordinat 

komşuluğunda 
i

idx   lokal ifadesine sahipse, o halde 
1

, ( )U 


  da indirgenmiş 

koordinatlara göre  

 

                                 
i

i y                                                    (2.11) 
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lokal ifadesine sahip olur. Böylece f , M  manifoldu üzerinde bir fonksiyon ise 

1
( ) , ( )df U 



 deki indirgenmiş koordinatlara göre 

  

                          ( ) ( )
i

i
df f y                                                     (2.12) 

 

lokal ifadesine sahiptir. 

 

2.3. Tanjant Demette Vektör Alanların Dikey Lifti 

 Tüm 
0

0
( )f M  için 0VX f   eşitliğini sağlayacak şekilde 

1

0
( ( ))X T M olsun. Bu 

durumda  X e dikey vektör alanı denir. 

h

h

X

X

 
  
 

 , indirgenen koordinatlara göre X in 

bileşenleri olsun. Sonra 
V

X f =0 eşitlikten tüm 
0

0
( )f M   için 0

h

h
X f   elde edilir. 

Burada 0hX   olduğu görülür. O halde  

 

0h

hh

X

XX

   
    
  

                                              (2.13) 

 

yazılır. 

  

X nın dikey olması için gerek ve yeter şart  
1
( )U



 daki X  nın bileşenlerinin (2.13) 

eşitliğini sağlamasıdır. 
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Varsayılsın ki 
1

0
( )X M  olsun. Böylece  , MX  manifoldu üzerinde bir vektör alanı 

olur. , M  manifoldu üzerinde keyfi bir 1- form olmak üzere ( )T M  tanjant demetteki 

V X  vektör alanı 

 

           ( ) ( ( ))
V V
X X                                               (2.14) 

 

olarak tanımlanır. 

  

V X  ye X in  ( )T M  tanjant demet üzerindeki dikey lifti denir. Eğer hX  ve i  sırasıyla 

U  daki lokal koordinatlara göre X  in ve  nın bileşenleri ve 

h

h

X

X

 
  
 

 da 
1
( )U



 daki 

indirgenmiş koordinatlara göre V X  nin bileşenleri ise   (2.14) eşitliğinden 

 

( )j i j i

j i j iX y X X      

 

eşitliği elde edilir. Burada herhangi bir i  için  0 ,
h h h

X X X    olur. Böylece 

( )T M  tanjant demette V X  dikey lifti indirgenmiş koordinatlara göre 

 

                 
0

V

h
X

X

 
  
 

                                                   (2.15) 
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bileşenine sahiptir. Dolayısıyla X   in ( )T M  tanjant demetteki V X  dikey lifti ( )T M

tanjant demette bir dikey vektör alanıdır.  

 

Sonuç olarak,  herhangi 
1

0
( )X M  ve 

0

0
( )f M  için V X nin tanımından, 

 

                     0V VX f                                                         (2.16) 

 

elde edilir. 

 

Herhangi 
1

0
, ( )X Y M  ve 

0

0
( )f M  için (2.15) ve ya (2.16)  yı kullanarak ve (2.9) u 

hesaba katarak kolayca aşağıdaki ifade yazılabilir. 

 

               ( )
V V V

X Y X Y                                                  (2.17) 

( )
V V V

fX f X  

 

2.4. Tanjant Demette Vektör Alanlarının Tam Lifti 

1

0( )X M  olsun. ,f M manifoldunda keyfi bir fonksiyon olmak üzere ( )T M tanjant 

demette 
C X  vektör alanı  

 

                ( )C C CX f Xf                                           (2.18) 
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eşitliğiyle tanımlanır. C X  ye ( )T M tanjant demette X vektör alanının tam lifti denir. 

 

   Eğer 1( )U   da indirgenmiş koordinatlara göre 
hX  , U  da X  in bileşenleri ve 

h

h

X

X

 
  
 

, 
C X ’nin bileşenleri ise herhangi bir 0

0( )f M  için  ( )C C CX f Xf    eşitliğinden  

 

( ) ( )

( ) ( )

j i j j i

j i j i j

j i i j

i j i j

X f y X f X f y

X f y y X f

      

     
 

  

eşitliği elde edilir. Burada ,h h h i h

iX X X y X    dır. 

 

Böylece M  manifoldundaki 
hX  bileşenli  X vektör alanının 

C X  tam lifti ( )T M  

tanjant demetteki indirgenmiş koordinatlara göre, 

 

                
h

C

h

X
X

X

 
    

                                                   (2.19) 

 

bileşenlere sahiptir.  
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2.5. Tanjant Demette Afin Konneksiyonların ve Eğrilik Tensörünün Tam Lifti  

Varsayılsın ki  M ,   afin konneksiyonlu bir manifold olsun. Herhangi bir 

1

0
, ( )X Y M için  

 

               ( )C

C C C

XX
Y Y                                               (2.20) 

 

eşitliğini sağlayan ( )T M  tanjant demette tek bir C  afin konneksiyonu vardır. M  

manifoldunda ( )hx   lokal koordinatlara göre  afin konneksiyonunun bileşenleri  
h

ji  

ve  T M  tanjant demette ( , )h hx y  indirgenmiş koordinatlara göre C  afin 

konneksiyonunun bileşenleri  
C A

DB  olsun. M  manifoldunda  hx   lokal koordinatlara 

göre X  ve Y , sırasıyla bileşenleri 
hX   ve 

hY  olan keyfi vektör alanları olsun. ( )T M  

tanjant demette ( , )h hx y  indirgenmiş koordinatlara göre 
C X   ve 

CY  sırasıyla  

 

: , :

h hh h

C C

h hh h

X YX Y
X Y

X YX Y

      
                    

 

 

bileşenlerine sahiptir. Bu bileşenler kullanılarak (2.20) eşitliği  

 

( ) ( )

( )

j i

j h h i h i j h h i h i

j ji ji j ji

j h h i

j j i

X Y Y Y X Y Y Y

X Y Y
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ve 

 

 

( ) ( )

( )

j h h i h i j h h i h i

j j i j j ii j j i

k j h h i

k j j i

X Y Y Y X Y Y Y

y X Y Y

      

   
 

 

formlarında yazılır. Bu eşitliklerden 

 

, 0, 0 , 0

, , , 0

C h h C h C h C h

j i j i j ii j j i

C h s h C h h C h h C h

j i s j i j j i i j ii j j i
y

        

           
                (2.21) 

 

elde edilir. 

 

(2.21) deki eşitlikler aracılığıyla tanımlanan 
C A

D B  ,  ( )T M  tanjant demette global 

olarak bir afin konneksiyon belirtir. Bu afin konneksiyona ( )T M  tanjant demette   

afin konneksiyonun tam lifti denir ve C  ile gösterilir. 

 

Önerme 2.5.1: Eğer R  eğrilik tensörü ise 
CR , C  nin eğrilik tensörüdür ( Yano ve 

Kobayashi, 1966). 

 

İspat:   Herhangi 
1

0
, ( )X Y M  için önerme aşağıdaki formülden yazılır. 
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 ,

,

( , ) ( ( , ) ) ( )

C C C C C C

C C C C C C

X Y Y X X Y

C C C C C C C C

X Y Y X X Y

R X Y Z R X Y Z Z Z Z

Z Z Z
 
 

      

       
 

 

olur. Böylece önerme 2.5.1 ispatlanmış olur. 

 

Aşağıda ( )T M   tanjant demette üzerinde 
CR   eğrilik tensörünün tam liftinin bileşenleri 

verilecektir. 
h

kjiR  , R   eğrilik tensörünün bileşeni olmak üzere  

 

h h h h t h t

kji k j i j k i k t j i j t k iR           

 

eşitliği ile verilir. 

 

( )T M  tanjant demette indirgenmiş koordinatlara göre 
CR  eğrilik tensörünün tam 

liftinin 
C A

DEBR  bileşenleri 

 

, , 0

0, 0, 0, 0

0, 0, 0, 0

0, 0 , ,

C h h C h s h C h

kji kji kij s kji k ji

C h C h C h C h

k ji kji k ji k ji

C h C h C h C h

k ji k ji k ji k ji

C h C h C h h C h h

kji kjikji kjik ji k ji

C h h

kjikji

R R R y R R

R R R R

R R R R

R R R R R R

R R

   

   

   

   



                           (2.22) 

olarak verilir. 
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 2.6. Kotanjant Demet 

nM  diferansiyellenebilir n  boyutlu bir manifold ve 
*( )p nT M  ise P M   noktasındaki 

kotanjant uzay yani P   noktasındaki ( )p nT M  tanjant uzayının dual uzayı olsun. 

 

                                        * *( ) ( )
n

n nPP M
T M T M


                  

 

kümesine kotanjant demet denir. 

nM  baz uzayının  ; hU x koordinat komşuluklar sistemiyle örtüldüğü kabul edilsin. 

Burada ( )hx , U komşuluğunda tanımlı lokal koordinatlardır. ,nR R  üzerinde n- boyutlu 

bir vektör uzayı olmak üzere 
1 *
( ) ( )

n
U T M


  açık kümesi nU R  direk çarpımına 

diferansiyellenebilir homeomoftur. Gerçekten de 
*
( ) ( )

p n
P T M P U    noktası ( , )P p  

sıralı çifti ile gösterilir ve 
n

p R  vektörünün bileşenleri 
*( )p nT M  kotanjant uzayında 

hdx  doğal çatıya göre P  nın ( )ip  bileşenleri ile verilir. U  komşuluğunda ( )P P  

noktasının koordinatları ( ) 1,...,hx h n  ile gösterilirse, P  noktası uygun 

1
( , ) ( )

h

i
x p P U


   ile verilmiş olur. Dolayısıyla 

1 *
( ) ( )

n
U T M


   açık kümesinde 

( , )h

ix p  lokal koordinatlar sistemi elde edilmiş olur. Burada ( , )h

ix p  lokal koordinatlar 

sistemine ( )hx  dan indirgenmiş 
1( )U 

 koordinat komşuluğunda koordinatlar denir. 

 

Eğer ( , ), ( )
h

U x P P


    noktasını ihtiva eden n
M  deki bir başka koordinat komşuluğu 

ise 
1
( )U



 koordinat komşuluğu P  noktasını ihtiva eder ve 
1
( )U

   ya göre P  nın 

indirgenmiş koordinatları ( , )h

ix p


  ile verilecektir. Burada  
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( )h h

i

i ii

x x x

x
p p

x

 

 

 

 




                                                       (2.23) 

 

ile verilir. ( ),hx x C
 

 sınıfından diferansiyellenebilir fonksiyonun 
1,..., nx x  olmak 

üzere n   tane değişkeni vardır.  Bu değişkenlerin türevleri p  noktasında değer alır. 

h

hx p  ve  
h

hx p


  ile gösterilirse (2.23) denklemi  

 

                            ( )A Ax x x
 
                                                  (2.24) 

 

olarak yazılır.  (2.23) nin Jakobian matrisi 

 

          
2

0
h

A i

A i h i

hi i h h

x

x x

x x x x
p

x x x x







  

 
     

     
 
    

                                 (2.25) 

 

olarak verilir. (2.23) denkleminin tersi, 

 

                    

( )h h

h

h hh

x x x

x
p p

x





 

 




  ya da ( )A Ax x x                            (2.26) 
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şeklinde yazılır. Ters Jakobian matrisi   

 

                   
2

0
h

A h

A i h h

hi i h h

x

x x

x x x x
p

x x x x



  



 
   

    
 
    

                                   (2.27) 

 

olarak elde edilir. Jakobian matrisi ve ters Jakobian matrisi daima  ( )T M
   kotanjant 

demetin yönlendirilebilir olduğunu gösterir. 

 

2.7. Kotanjant Demette Temel 1-form 

1 *( ) ( )U T M    kotanjnat demette bileşenleri ( ,0)ip   olan p   1-formunu ele alınsın. 

Burada ( , )h

ix p  indirgenmiş koordinatlara göre i

ip p dx  dir. (2.23) den 

1 1( ) ( )U U     da i i

i ip dx p dx


  olduğu gösterilir. Burada i

ip p dx  bir global bir 

1-formu belirler. p 1-formuna *( )T M  kotanjant demette temel 1-form denir. p  temel 

1-formun dp  dış diferansiyeli 1( )U   da  

 

i

idp dp dx   

 

olarak verilen 2-formdur. 

 

Eğer  
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1

2

C B

CBdp dx dx   

 

yazılırsa  

 

                                 
0

0

i

j

CB i

j






 
 
  

                                    (2.28) 

 

elde edilir. (2.28) deki  CB matrisi tekil olmadığı için tersi vardır.  BA  ile tersi ifade 

edilirse 
BA A

CB C    olduğu için 

 

                                  
0

0

h

iBA

i

h






 
   
 

                                   (2.29) 

 

elde edilir.  

 

2.8. Kotanjant Demette Fonksiyonun ve (0,1) Tipli Tensör Alanının Dikey Lifti 

 ,f M   manifoldu üzerinde bir fonksiyon olsun. ( )T M
 kotanjant demetteki 

V f  

fonksiyonu :f M R  ve 
*

: ( )T M M   lerin bileşkesiyle elde edilir. Yani  
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V f f                                                         (2.30)  

 

olur. Böylece eğer 
*
( )

p
P T M  ise, 

 

                   ( ) ( )
V

f P f P                                                          (2.31) 

 

yazılır. 

 

Herhangi 
0

0
, ( )f g M  için, 

 

                   ( ) , ( )
V V V V V V

fg f g f g f g                                    (2.32) 

  

olur. Böylece  
V f  nin değeri her bir fibre boyunca sabittir. O halde 

V f  ye f  

fonksiyonunun dikey lifti denir. 

 

Her 
0

0
( )f M  için 0

V
X f   eşitliğini sağlayan bir

1 *

0
( ( ))X T M  olsun.  Böylece 

X ye  
*
( )T M  kotanjant demette dikey vektör alanı denir. X  in dikey olması için gerek 

ve yeter şart  
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0

( )A

i
X

X

 
  
 

                                                    (2.33) 

 

formda bileşenlere sahip olmasıdır. Yani, 
1
( )U



 da her ( , )h

ix p  indirgenmiş  

koordinatlara göre 0iX    dır. 

 

Varsayalım ki M  manifoldunda i   lokal bileşenli bir 0

1 ( )M   olsun. Böylece lokal 

ifadesi i

idx   olan bir 1-formdur. Sonra, : ( )T M M    izdüşümünün 

diferansiyelinin dual dönüşümünü *  ile göstererek ( )T M
  kotanjant demette *   1- 

formu elde edilir. Burada  ( , )h

ix p  indirgenmiş koordinatlara göre *   nın lokal ifadesi 

i

idx     dir.  B

Bd      koyarak  
*( )T M   kotanjant demette  

 

                          
A BA

B                                                    (2.34) 

 

lokal bileşenli bir vektör alanı elde edilir. Burada 
BA   (2.29)  da tanımlanmıştır. Bu 

şekilde tanımlanan vektör alanına M  manifoldundaki    1-formun dikey lifti denir.  

V  ile gösterilir. 
*( )T M  kotanjant demette indirgenmiş koordinatlara göre 

V   

  

                                  
0

:V

i




 
 
 

                                                     (2.35) 

 

formunda bileşenlere sahiptir. Herhangi 
0

0
( )f M  için, 
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                         ( ) 0V V f                                               (2.36) 

 

yazılır. Böylece V  bir dikey vektör alanıdır. 

 

Herhangi 
0

0
( )f M  ve 

0

1
, ( )M    için  

 

                ( )V V V                                                        (2.37)    

                 ( )V V Vf f                                                        (2.38) 

                  , 0V V                                                            (2.39) 

 

ifadeleri yazılır. 

 

Her  U ’ daki hdx  doğal koçatı için ( , )h

ix p  indirgenmiş koordinatlarına göre 
1
( )U


 da 

 

                             
V

h

h

dx
p





                                                     (2.40) 

 

eşitliği vardır.  
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2.9. Kotanjant Demette Vektör Alanlarının Tam Lifti 

Varsayılsın ki 
1 *

0
( ( ))X T M  olsun. ( )T M

 kotanjant demette 
i

i
X p X   şeklinde 

tanımlanan X  bir fonksiyondur. Her 
1( )U 

  da  ( , )h

ix p  indirgenmiş koordinatlara 

göre lokal ifadesi  

 

( ) ( )i a i

i a id X p X dx X dp     

 

olan ( )d X  dış diferansiyeli bir 1-formdur. Burada ,
h

X U  daki X  in lokal 

bileşenleridir. ( )d X in bileşenlerini  BX  ile göstererek ( )T M
  kotanjant demette bir 

C X  vektör alanı tanımlanır. ( )T M
 kotanjant demette bir vektör alanı 

A BA

B
X X   

bileşenlere sahiptir. Yani 
C X   nin bileşenleri 

1( )U 
 daki ( , )h

ix p  indirgenmiş 

koordinatlara göre 

  

                          :
( )

h

C

i

i h

X
X

p X 

 
 
 

                                                   (2.41) 

 

olur. Burada ,
h

X X  in M  manifoldu üzerindeki lokal bileşenleridir.
C X  ’ye ( )T M

 

kotanjant demetteki X  vektör alanının tam lifti denir.  

 

Herhangi 
0

0
( )f M  ve 

1

0
( )X M  için (2.41) ten, 
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                               ( )C V VX f Xf                                                (2.42) 

 

yazılır. 

 

2.10. Kotanjant Demette Riemann Genişlemesi  

, M manifoldu üzerinde burulmasız afin konneksiyon olsun ve  , ,hU x M

manifoldunda bir koordinat komşuluğu olsun. ( , )
h

U X  koordinat komşuluğuna göre 

nın bileşenleri için 
h

j i  yazılır. ( )T M
   kotanjant demetteki (0, 2)  tipli g  tensör alanı 

1
( )U



 da bileşenleri  CBg  olmak üzere indirgenmiş koordinatlara göre 

 

                
2 , ,

0

a j

ij a j i iji

i

jji ji

g p g

g g





   

 
                                          (2.43) 

 

olarak yazılır. g  Pseudo-Riemann metriğin satır elemanı  

 

2 2 i

ids dx p  

 

olarak verilir. Burada 
a j

i i a j ip dp p dx      dir. Bu tensör alanına  burulmasız afin 

konneksiyonun Riemann genişlemesi denir ve 
R   ile gösterilir.  
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1

0
, ( )X Y M   ve 

0

1
, ( )M    için, 

 

     

( , ) 0,

( , ) ( ( )),

( , ) ( )

R V V

R V C V

R C C

X Y

X X

X Y Y X

 

 



 

 

    

                                  (2.44) 

 

yazılır. ( )CBg  matrisinin ters matrisi  ( )CBg  

 

0
( )

2

i

jCB

j a

i a j i

g
p





 
 
  

 

 

olarak verilir. 

 

2.11. Kotanjant Demette Burulmasız Afin Konneksiyonun ve Eğrilik Tensörünün 

Tam Lifti 

*
C , 

R   Riemann genişlemesi tarafından belirlenen Levi-Civita konneksiyonu olsun. 

*
C  ye ( )T M

   kotanjant demette burulmasız afin konneksiyonun tam lifti denir. 

*( )T M    kotanjant demette indirgenmiş koordinatlara göre
*

C  nin 

*
A

C B   bileşenleri,  
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* * * *

*

* * *

, 0, 0 , 0,

( 2 ),

, 0

C h h C h C h C h

j i j i j ii j j i

C h a a a a t

j i a h j i j i h i j h h t j i

C h i C h j C h

j j h i h ii j j i

p

        

          

       

                     (2.45) 

 

olarak verilir. (2.45) kullanılarak aşağıdakileri önerme yazılır. 

 

Önerme 2.11.1.  Herhangi 
1

0
, ( )X Y M  ve 

0

1
, ( )M   ; 

1

1
( )F M  için M  

manifoldundaki   burulmasız afin konneksiyonun ( )T M
  kotanjant demette 

*
C tam 

liftine göre kovaryant türevi aşağıdaki özelliklere sahiptir:        

 

* * *

*

* *

0, ( ( )) , ( ),

( ) ( )( ) ( )( ) ( , ) ( , ) ,

( ), ( ( ) ).

V V C

C

V C

C V C C C V V

XX

C C C

XX

C C
X X

Y Y

Y Y X Y Y X R X Y R Y X

F F F F X F

 



    



    

        

          

      

             (2.46) 

 

Burada ,R   nin eğrilik tensörüdür ve herhangi 1

0( )Z M   için

(( , ) ) ( , )R X Y Z R Z X Y  dir.    

   

(2.46) ü kullanarak 
*
( )T M  kotanjant demette 

*
C  nin 

*
C R eğrilik tensörünün 

*
C A

DBER  

bileşenleri,  1
U



 da indirgenmiş koordinatlara göre 
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*

*

* * *

,

(

)

, ,

h
C h

kji kji

h
C a a

kji a h kji i kjh

a t a t a t a t

h t kji k t ihj j t hik i t kjh

h h h

C i C j C k
kji kji kjikjh hik hij

R R

R p R R

R R R R

R R R R R R



  

   

    

                          (2.47) 

 

dir. 
*
( )T M  kotanjant demette 

*
C R eğrilik tensörünün diğer bileşenleri sıfıra eşittir. 

Burada 
h

kjiR , U  daki   burulmasız afin konneksiyonun R  eğrilik tensörünün 

bileşenleridir. 
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3. BULGULAR 

3.1. Kotanjant Demette g lift   

( , )M g , boyutu n   olan düzgün pseudo-Riemann manifold olsun. 

(( ) )
n xx MT M T M , M  manifoldu üzerinde bir tanjant demet belirtir. ( )T M tanjant 

demetin lokal koordinatı ( )i

x xi
y y T M

x


 


 olmak üzere ( , ) ( , )i i i ix x x y  dir. 

* *( ) ( )
nx M xT M T M , M  manifoldu üzerinde bir kotanjant demet belirtir.  

*( )T M  

kotanjant demetin lokal koordinatı  *( ),i

x i xp p dx T M x M     olmak üzere  

( , ) ( , )i i i

ix x x p  dir. i  indisi  1,...,n  aralığında ve i  indisi  1,..., 2n n  aralığındadır.  

 

g   herhangi bir pseudo Riemann metriği olsun. g   pseudo-Riemann metriğinin önemli 

bir özelliği  ( )T M  tanjant ve 
*( )T M  kotanjant demetleri arasında *: ( ) ( )g T M T M  

ve *: ( ) ( )g T M T M  olarak tanımlanan müzikal izomorfizmleri sağlamasıdır.  

 

Müzik notasyonunda  bemol sembolü notayı yarım ses aşağı indirir. Bu müzik 

notasyonu dikkate alınarak g müzikal izomorfizmi  

 

: ( , ) ( , ) ( , ) ( , )J j j j j M m m m j j

j m mjg x x x x y x x x x p g y     
 

 

olarak ifade edilir. Bir başka müzik notasyonunda  diyez sembolü notayı yarım ses 

yukarı çıkarır. Bu müzik notasyonu dikkate alınarak g    müzikal izomorfizmi  
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: ( , ) ( , ) ( , ) ( , )M m m m J j j j m j jm

m m mg x x x x p x x x x y g p       

 

olarak ifade edilir.  

 

g  ve g müzikal izomorfizmlerinin Jakobi matrisleri 

 

 (3.1) 

 

 

ve 

 

                                      *

0
( ) ( )

jJ
J m

M M js jm

s m

x
g A

x p g g

  
     

    
                           (3.2) 

 

olarak elde edilir (Cakan ve ark., 2016). 

      

( )p

q M , M  manifoldu üzerinde ( , )p q  tipli bütün diferensiyellenebilir tensör 

alanlarının kümesidir.  , M  manifoldu üzerinde afin konneksiyon ve C  , ( )T M  

tanjant demet üzerinde  afin konneksiyonun tam lifti olsun. M  manifoldu üzerinde 

 hx  lokal koordinatlara göre  afin konneksiyonun bileşenleri 
k

ij  ve ( )T M  tanjant 

demet üzerinde  ,h hx y  indirgenmiş koordinata göre C afin konneksiyonun 

*

0
( ) ( )

mM
jM

J sJ

j ms mj

x
g A

y g gx
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bileşenleri 
C k

ij  olur. Salimov ve Cakan çalışmasında bazı tensör alanlarının tam 

liftlerini tanjant demetten kotanjant demete müzikal izomorfizm aracılığla transfer 

ederek kotanjant demette yeni bir lift olan tensör alanlarının g lift leri elde etmiştir. 

Bu çalışmada müzikal izomorfizmler aracılığla  afin konneksiyonun kotanjant 

demette g lift i  G  elde edilmiştir.  

  

R , M  manifoldu üzerinde bileşenleri 
h

kjiR  olan   afin konneksiyonunun eğrilik tensörü 

olsun. Yine bu çalışmada müzikal izomorfizmler aracılığla R  eğrilik tensörünün 

kotanjant demette g lift i  
G R  elde edilmiştir. g lift   G  ve g lift

G R elde 

edilmesinin ardından çeşitli sonuçlara ulaşılmıştır. 

 

3.2. Kotanjant Demette Afin Konneksiyonun g lift i 

M  , üzerinde  afin konneksiyon olan bir manifold olsun. ( )T M  tanjant demet 

herhangi  1

0,X Y M  için  

 

 C

C C C

XX
Y Y                                                 (3.3) 

 

eşitliğini sağlayan tek bir C afin konneksiyon vardır. 
h

ji , M  manifoldu üzerinde 

 hx  lokal koordinatlara göre  afin konneksiyonun bileşenleri olsun.
 

C k

ij  , ( )T M  

tanjant demet üzerinde  ,h hx y  indirgenmiş koordinata göre C afin konneksiyonun 

bileşenleri olsun. ( )T M  tanjant demette tam lift C  nin bileşenleri  ,h hx y  

indirgenmiş koordinata göre (2.21) eşitliklerinde verilmiştir (Yano ve Ishihara, 1973).
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Teorem 3.2.1:  ,M g  bir pseudo-Riemann manifold olsun. 
C  ve 

*
C   sırasıyla   

afin konneksiyonun ( )T M  tanjant demet ve 
*( )T M  kotanjant demetteki tam liftleri 

olsun. Eğer   bir Riemann konneksiyon ise müzikal izomorfizmler aracılığıyla elde 

edilen 
*( )T M  kotanjant demetteki g lift   

*
G  ile 

*( )T M  kotanjant demetteki tam lift 

*
C çakışır.  

 

İspat:    
2 K

K

JI
J I

x
A

x x



 

 olmak üzere  

 

2

0, 0, 0, 0

, , , 0 .

k k k k

ji ji j ij i

ks
k k k kki kjs
ji j i ji j il ij i

A A A A

p g
A A g A g A

x x

   


     

 

 

 

, ,... 1,..., 2H I n  olmak üzere (3.1), (3.2) ve (2.21) eşitlikleri kullanılarak elde edilen 

 

*

*

C G H M S H C K H K

JI J I K MS K JIg A A A A A
 

      
 

 

 

eşitliğinden 
*( )T M  kotanjant demette g lift

*
G   ın konneksiyon katsayıları 

hesaplanır. 
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*
G h m s h C k m s h C k m s h C k m s h C k

ji j i k ms j i ms j i k ms j i k msk

m s h C k m s h C k m s h C k m s h C k

j i k j i ms j i ms j ik k kms ms

h k h k

k ji jik

s s h k h

m i k ms ji

A A A A A A A A A A A A

A A A A A A A A A A A A

A A A A

  

        

       

 

   

  

 

    

*

0

G h m s h C k m s h C k m s h C k m s h C k

j k ms j ms j k ms j k msji i i i ik

m s h C k m s h C k m s h C k m s h C k

j k j ms j ms ji i i ik k kms ms

h k h k

k ji jik

A A A A A A A A A A A A

A A A A A A A A A A A A

A A A A

        

       

 



 

 

 

*

0

G h m s h C k m s h C k m s h C k m s h C k

i k ms i ms i k ms i k msji j j j jk

m s h C k m s h C k m s h C k m s h C k

i k i ms i ms ij j j jk k kms ms

h k h k

k ji jik

A A A A A A A A A A A A

A A A A A A A A A A A A

A A A A

        

       

 



 

 

 

*

1

2

G h m s h C k m s h C k m s h C k m s h C k

j k ms j ms j k ms j k msji i i i ik

m s h C k m s h C k m s h C k m s h C k

j k j ms j ms ji i i ik k kms ms

h k h k

k ji jik

m si k ki

j hk ms hk j

si

j sh s hj

A A A A A A A A A A A A

A A A A A A A A A A A A

A A A A

g g g g

g g g



        

       

 

   

    

 

 

1

2

1

2

ki

h js j hk

si

j sh h js s hj

si

j sh h js s hj

i

jh

g g g

g g g g

g g g g
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*
G h m s h C k m s h C k m s h C k m s h C k

i k ms i ms i k ms i k msji j j j jk

m s h C k m s h C k m s h C k m s h C k

i k i i ms ij j j jk k kms ms ms

h k h k

k ji jik

mj s k kj

i hk ms hk i

mj k kj

hk mi i

A A A A A A A A A A A A

A A A A A A A A A A A A

A A A A

g g g g

g g g



        

       

 

   

   

 

 

1

2

1

2

hk

kj m kj

hm ki i hk

kj kj

k hi i hk h ki i hk

kj

h ki i hk k hi

j

hi

g

g g g g

g g g g g g

g g g g

   

      

     

 

 

 

  

*

0

G h m s h C k m s h C k m s h C k m s h C k

k ms ms k ms k msj i j i j i j ikji

m s h C k m s h C k m s h C k m s h C k

k ms msj i j i j i j ik k kms ms

h k h k

k kji ji

A A A A A A A A A A A A

A A A A A A A A A A A A

A A A A

        

       

 



 

 

*

0

G h m s h C k m s h C k m s h C k m s h C k

k ms ms k ms k mskji j i j i j i j i

m s h C k m s h C k m s h C k m s h C k

k ms msk k kj i ms j i j i j i ms

h k h k

k kji j i

A A A A A A A A A A A A

A A A A A A A A A A A A

A A A A
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*
G h m s h C k m s h C k m s h C k m s h C k

ji s i k ms j i ms j i k ms j i k msk

m s h C k m s h C k m s h C k m s h C k

j i k j i ms j i ms j ik k kms ms

h k h k

k ji jik

m s t k m s t k

j i k th ms j i hk t ms t

A A A A A A A A A A A A

A A A A A A A A A A A A

A A A A

y g g y p   

        

       

 

       

 

     

 

2

2

mt s k

j i hk ms

m st k tk

j t i hk ms hk t ji

t k t k mt k st k

k th ji hk t ji t j hk mi t i hk js

tk

hk t ji

t k t k mt k st k

k th ji hk t ji t j mk mi t i hk js

t t sk

t j ih hk t is j hk t j i

g g

p g g g p g

y g g y p g g p g g

g p g

y g g y p g g p g g

p g p g g p







    

           

 

           

         

     

 

     

   

   

k ts k ts

s hk t is j

t t k t k st k

t j ih k th ji hk t ji t i hk js

t sk k ts

hk t is j hk t j is

t t k t k k ts

t j ih k th ji hk t ji hk t j is

st k t sk

t i hk js hk t is j

t t k

t j ih k th ji

g g p g

p y g g y p g g

g p g g p g

p y g g y g p g

p g g g p g

p y g

  

            

     

            

     

        

   

     

   

 

ts k ts k

hk s t ji t j is

s mt t sm k t s mk k ms

t im im hk js hk t is jm jm

t t k ts k k

t j ih k th ji hk s t ji j it

t k ms s k tm s t mk s k mt

hk s im jt im jt hk s it jm it jm

t ts

t j ih s kt

g g p p g

p g g g g p g g

p y g g g p

g p g g g p g g

p g p

     

       

           

         

        

   

   

 

m m k ts k k

mh kh tm ji hk s t ji j it

t k ms s k tm s t mk s k mt

hk s im jt im jt hk s it jm it jm

t s k ts m k ts k k

t j ih s hk ji mh s kt ji hk s t ji j it

t k ms s k tm s t

hk s im jt im jt hk s it jm

g g g g p

g p g g g p g g

p p g g p g g p

g p g g g p g

      

         

              

        

   

 

2

2

mk s k mt

it jm

t t

t hij t hij

s s s s k ts k k t

s h ij i jh j ih hk ij hk s t ji j it t hij

ms t k mt s k mt s t ts m k

hk s im jt hk s im jt hk s it jm mh s kt ji

s s s s k

s h ij i jh j ih hk ij t hi

g

p R p R

p g g p p R

g g p g g p g g p g g p

p p R

 

 

               

           

            

 

   

 

2

t ms k t t k

j hk s mt ji im jt

mt s k s k ms k ms k

hk s it jm im jt hk s m ji hk s j im

s s s s k t ms k k k t t k

s h ij i jh j ih hk ij t hij hk s m ji j im mt ji im jt

mt s k s k

hk s it jm im jt

g g p

g g p g g p g g p

p p R g g p

g g p

    

          

                   

    



 

63 

 

 

 

   

   

2

2

2

2

s s s s k t ms

s h ij i jh j ih hk ij t hij s mjih

s s s s k t s t

s h ij i jh j ih hk ij ts hij tjih

s s s s k t

s h ij i jh j ih hk ij hijt tjih

s s s s k t

s h ij i jh j ih hk ij hijt hijt

p p R g p R

p y g R y R

p y R R

p y R R

           

           

            

            

 2s s s s k

s h ij i jh j ih hk ijp         

 

 

 nın bir Riemann konneksiyonu olması durumunda müzikal izomorfizm aracılığla 

*( )T M  kotanjant demette elde edilen g lift  
*

G  afin konneksiyonun 
*( )T M  kotanjant 

demetteki tam lift 
*

C  burulmasız afin konneksiyonuyla çakıştığı görülür. 

 

 3.3. Kotanjant Demette Eğrilik Tensörünün g lift i 

R , M  manifoldu üzerinde    afin konneksiyonunun eğrilik tensörü olsun. 
h

kjiR  , R  

eğrilik tensörünün bileşeni olmak üzere  

 

h h h h t h t

kji k ji j ki kt ji jt kiR           

 

eşitliği ile verilir. 
C R , ( )T M  tanjant demet üzerinde tam lift C  afin konneksiyonun 

eğrilik tensörü olur.   

 

( )T M  tanjant demet üzerinde  ,h hx y
 
indirgenmiş koordinatlara göre tam lift

 
C R

 

eğrilik tensörünün C M

TSNR  bileşenleri (2.47) eşitliklerinde verilmiştir. 
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Teorem 3.3.1:  ,M g  bir pseudo-Riemannian manifoldu olsun. C R  ve
*

C R  sırasıyla 

eğrilik tensörünün ( )T M  tanjant demet ve 
*( )T M  kotanjant demetteki tam liftleri 

olsun. Eğer   bir Riemann konneksiyon ise müzikal izomorfizmler aracılığıyla elde 

edilen 
*( )T M  kotanjant demetteki g lift  

*
G R  eğrilik tensörü 

*( )T M  kotanjant 

demetteki tam lift 
*

C R  eğrilik tensörüyle çakışır.  

 

İspat: 
C R , ( )T M  tanjant demet üzerinde R  eğrilik tensörünün tam lifti olsun.  

Elde edilen 

 

 
*

*

C G H

KJI

H T S N C M
M K J I TSNg R R A A A A R

 
  
 

 

 

eşitliğinde  (2.47), (3.1) ve (3.2) eşitlikleri kullanılarak 
*( )T M kotanjant demette 

g lift  
*

G R   eğrilik tensörünün bileşenleri hesaplanır. 

 

*
G h h t s n C m h t s n C m h t s n C m h t s n C m

m j i tsn j i tsn m j i m j ikji k k k km tsn t sn

h t s n C m h t s n C m h t s n C m h t s n C m
m j i j i j i j ik k k ktsn m tsn m t sn m tsn

h t s n C m h t s
m j i m j ik kt sn

R A A A A R A A A A R A A A A R A A A A R

A A A A R A A A A R A A A A R A A A A R

A A A A R A A A A

   

   

 

h t s n m

m k j i tsn

h

kji

n C m h t s n C m h t s n C m
m j i m j ik kt sn tsn t sn

h t s n C m h t s n C m h t s n C m h t s n C m
j i j i j i j ik k k km t sn m tsn m t sn m t sn

R

R

R A A A A R A A A A R

A A A A R A A A A R A A A A R A A A A R
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*
G

i i i i i

i i i i

i i

h h t s n C m h t s n C m h t s n C m h t s n C m
m j tsn j tsn m j m jk k k kkj m tsn t sn

h t s n C m h t s n C m h t s n C m h t s n C m
m j j j jk k k ktsn m tsn m t sn m tsn

h t s n C m h t s
m j m jk kt sn

R A A A A R A A A A R A A A A R A A A A R

A A A A R A A A A R A A A A R A A A A R

A A A A R A A A A

   

   

 

0

i i

i i i i

n C m h t s n C m h t s n C m
m j m jk kt sn tsn t sn

h t s n C m h t s n C m h t s n C m h t s n C m
j j j jk k k km t sn m tsn m t sn m t sn

R A A A A R A A A A R

A A A A R A A A A R A A A A R A A A A R



 

   

 

*
G h h h h h

h h h h

h h

t s n C m t s n C m t s n C m t s n C m
m j i tsn j i tsn m j i m j ikji k k k km tsn t sn

t s n C m t s n C m t s n C m t s n C m
m j i j i j i j ik k k ktsn m tsn m t sn m tsn

t s n C m t s
m j i m j ik kt sn

R A A A A R A A A A R A A A A R A A A A R

A A A A R A A A A R A A A A R A A A A R

A A A A R A A A A

   

   

  h h

h h h h

c t t n m t s n d m te s n m

m hc k j i tsn hm k j i d tsn hm e k j i tsn

t

hm k

n C m t s n C m t s n C m
m j i m j ik kt sn tsn t sn

t s n C m t s n C m t s n C m t s n C m
j i j i j i j ik k k km t sn m tsn m t sn m t sn

y g R g y R g p g R

g

R A A A A R A A A A R

A A A A R A A A A R A A A A R A A A A R

       



     



 

   

 

sa n m t s nb m

a j i tsn hm k j b i tsn

s s s t s t s t s t

s h kji i kjh ht kji kt ihj jt hik it kjh

p g R g p g R

p R R R R R R

    

      

*
G h h h h h

k k k k k

h h h h

k k k k

h h

k k

t s n C m t s n C m t s n C m t s n C m
m j i tsn j i tsn m j i m j iji m tsn t sn

t s n C m t s n C m t s n C m t s n C m
m j i j i j i j itsn m tsn m t sn m tsn

t s n C m t s
m j i m j it sn

R A A A A R A A A A R A A A A R A A A A R

A A A A R A A A A R A A A A R A A A A R

A A A A R A A A A

   

   

  h h

k k

h h h h

k k k k

tk s n m

hm j i tsn

k

hji

n C m t s n C m t s n C m
m j i m j it sn tsn t sn

t s n C m t s n C m t s n C m t s n C m
j i j i j i j im t sn m tsn m t sn m t sn

g g R

R

R A A A A R A A A A R

A A A A R A A A A R A A A A R A A A A R

 



 

   

 

* *

,G h j G h i

khi kjhj ik i kj
R R R R   ,  

* *

0, 0,G G

ji k i

h h

k j
R R   
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*
G

k j k j k j k j k j

k j k j k j k j

k j k j

h h t s n C m h t s n C m h t s n C m h t s n C m
m i tsn i tsn m i m ii m tsn t sn

h t s n C m h t s n C m h t s n C m h t s n C m
m i i i itsn m tsn m t sn m tsn

h t s n C m h t s
m i m it sn

R A A A A R A A A A R A A A A R A A A A R

A A A A R A A A A R A A A A R A A A A R

A A A A R A A A A

   

   

 

0

k j k j

k j k j k j k j

n C m h t s n C m h t s n C m
m i m it sn tsn t sn

h t s n C m h t s n C m h t s n C m h t s n C m
i i i im t sn m tsn m t sn m t sn

R A A A A R A A A A R

A A A A R A A A A R A A A A R A A A A R



 

   

* * * *

* * *

0, 0, 0, 0,

0, 0, 0

G G G h G h

ji k ji k j ji

G h G G h

k ji k ji k ji

h h

k i k

h

R R R R

R R R

   

  

 

 

 nın bir Riemann konneksiyonu olması durumunda müzikal izomorfizm aracılığla 

*( )T M  kotanjant demette elde edilen g lift   
*

G R   eğrilik tensörünün 
*( )T M  kotanjant 

demetteki tam lift 
*

C R  eğrilik tensörüyle çakıştığı görülür. 
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4. SONUÇLAR VE TARTIŞMA 

Sunulan bu tezde müzikal izomorfizm aracılığıyla 
*( )T M kotanjant demette tanımlanan 

g lift  in elde edilmesi hakkında bilgi verilmiştir. Daha sonra 
*( )T M  kotanjant 

demette afin konneksiyonun katsayıları elde edilip  nın bir Riemann konneksiyonu 

olması durumunda 

 

* *
G C     

 

*( )T M  kotanjant demette afin konneksiyonun g lift i  ile burulmasız afin 

konneksiyonun tam liftinin çakıştığı sonucuna varılmıştır. Ardından  müzikal 

izomorfizm aracılığla 
*( )T M  kotanjant demette g lift  

*
G R  eğrilik tensörünün 

katsayıları elde edilip  nın bir Riemann konneksiyonu olması durumunda  

 

* *
G CR R  

 

*( )T M  kotanjant demette eğrilik tensörünün g lift  ile tam liftinin çakıştığı sonucuna 

varılmıştır. 
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