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SEMBOLLER VE KISALTMALAR DIiZiINi

C

R

Kompleks diizlem
Reel sayilar kiimesi

Dogal sayilar kiimesi

U= {z eC:lz< 1} merkezil agik birim disk
U agik birim diskinin f fonksiyonu altinda goriintiisii

U *da analitik ve f(0)= f"(0)—1=0 kosulunu saglayan

f(:) =z +Zan:”, a, € C,n=2,3,... fonksiyonlarinin smifi

A ’'min {inivalent fonksiyonlarindan olusan alt sinifi
U *da konveks fonksiyonlarin sinifi
U *da yildiz1l (Starlike) fonksiyonlarin sinifi

z, noktasinin ¢ komsulugu

S*(a)={feS:Re{zfr(z)}>a, zeU}

/(z)
C(a)={fES:Re{1+z§"((zz))}>a, :EU}
fes:

R{ zf'(:)+yzzf"(z) }>a
e[ £ (2)+ Bzf (2) |+ (1-7)[ Bz (2)+(1-B8)f (2)] |

zel
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fes:

o Js zf’(z)+7zzf (:)
vz £ (2)+ Bzf (2) |+ (1-7) BzF (2)+(1- B) £ (2) ]
zelU

N(B.7) >0,
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1. GENEL BILGILER
1.1. GIRIS

Bilinmektedir ki, katsayi (fonksiyonun katsayilarinin modiillerinin bir {ist sinirmnin
bulunmasi) problemi fonksiyonlar teorisinin 6nemli konularindandir. Bu konuda
analitik fonksiyonlarin farkli alt siniflari igin ¢ok sayida ¢alisma mevcuttur (6rnek igin

bakiniz [1 - 16]).

Analitik ve iinivalent fonksiyonlarin belli bir sinifina ait olan fonksiyonlarin tersinin

katsay1 problemi de ilgi ¢ekici problemlerdendir.

Analitik fonksiyonlar teorisinin bir ilging konusu da logaritmik katsay1 problemi denilen
problemdir. Belli bir smiftan olan fonksiyonun degiskene oranmin logaritmasinin
katsayilarinin modiiliiniin ist sinirinin bulunmasina analitik fonksiyonlar teorisinde

logaritmik katsay1 problemi denmektedir (bakiniz [1]).

Bu tez ¢alismasinda asagidaki konular ele alindi:

1. Analitik ve iinivalent fonksiyonlarin belli bir alt sinifi i¢in katsay1 problemi
caligildi. Tez galismasinda analitik ve tinivalent fonksiyonlarin belli bir alt

sinifinin ilk ii¢ katsayilari i¢in degerlendirmeler elde edildi.

2. Analitik ve tinivalent fonksiyonlarin belli bir alt sinifinin ters fonksiyonlarinin
katsay1 problemi ¢alisildi. Tez ¢alismasinda ters fonksiyonlarin ilk {i¢ katsayilari

i¢in degerlendirmeler elde edildi.

3. f(z) tez ¢aligmasinda tanimlanan smiftan olmak lizere log(

fonksiyonunun katsay1 problemi incelendi.



Ele alinan yiiksek lisans tezi, birinci bélimii kuramsal temeller, ikinci bdliimii materyal
ve yontemleri ve liglincii boliim ise aragtirma bulgulari olmak iizere, ii¢ boliimden

olusur.

1.2. KURAMSAL TEMELLER

1.2.1. Genel Kavramlar
Tezin bu kisminda temel bilgilere yer verilmistir.

Tamim 1.2.1.1 (Komsuluk): & >0 bir say1 olmak lizere
U(zy,6)={zeC:|z—-z|< £
kiimesine z, € C noktasinin & — komsulugu denir.

Tanim 1.2.1.2: Karmasik diizlemde, verilen bir kiimeye ait noktanin belli bir komsulugu
tamamen bu kiime iginde kaliyor ise bu noktaya bu kiimenin bir i¢ nokta’si denir.

Sadece i¢ noktalardan olusan kiimeye agik kiime denir.

Tanim 1.2.1.3: Kiimeye ait olmayan noktalardan olusan kiimeye kiimenin timleyeni ve

tiimleyeni agik olan kiimeye de kapali kiime denir.

Tanim 1.2.1.4 (Baglantihh Kiime): Herhangi iki noktasim birlestiren dogru pargasi

kiimeye ait ise kiimeye (dogrusal) baglantili kiime denir.

Tanim 1.2.1.5: Karmasik diizlemin agik ve baglantili kiimesine bir bd/ge denir.



1.2.2. Analitik Fonksiyonlar ve Baz1 Alt Siniflar
Tanim 1.2.2.1: f(z) karmasik degiskenli ve karmasik degerli fonksiyonu z,eC

noktasinin bir komsulugunda tanimli olsun.

Eger, sonlu

limiti varsa bu fonksiyona z, noktasinda tiirevlenebilir (veya diferansiyellenebilir)
denir. Eger, bir fonksiyon tanimli oldugu bir noktanin belli bir komsulugunda

tiirevlenebilirse bu fonksiyona bu noktada analitik fonksiyon denir [18].

Tamm 1.2.2.2: f(0)=f'(0)-1=0 kosulunu saglayan ve U={zeC:|z|<l} birim

diskinde analitik olan f'(z) fonksiyonuna normalize edilmis fonksiyon denir [19].

U birim diskinde normalize edilmis analitik ve

f(z)=z+ia”z”, a eCn=23,. (1.2.2.1)
n=2

sekilli seri agilimina sahip olan f(z) fonksiyonlarinin smift 4 ile gosterilir ve

asagidaki sekilde yazilir

A= { f:VzeUiginf(z)=z+Y a,z" seklindeki analitik fonksiyonlar} ;
n=2



Tamim 1.2.2.3: Kompleks diizlemin bir D altkiimesi iizerinde tanimlanmig bir f(z)

analitik fonksiyonu, kendi f (D) resmi iizerine birebir oluyorsa bu fonksiyona D

bolgesinde iinivalent fonksiyon denir.

Bir bagka deyisle z,,z, € D olmak tizere f(z)=f(z,) oldugunda z, =z, yada z #z,

oldugunda f(z)#f(z,) oluyorsa f(z) fonksiyonuna D bolgesinde inivalent
fonksiyon denir [19].

U bolgesinde analitik ve tinivalent olan (1.2.2.1) sekilli fonksiyonlarin sinifi § olsun.

Yani, S={f e A: f—tnivalenttir} [20].

Tanim 1.2.2.4 : Karmasik diizlemde bir bolgenin belli bir noktasini keyfi noktasiyla
birlestiren dogru pargasi bu bilgeye ait ise bu bolgeye bu noktaya gore yildizil (starlike)
bélge denir. Karmasik diizlemin orijine gore yildizil bélgesine (kisaca) yildizil bolge

denir [20].

Tanim 1.2.2.5 : Karmagik diizlemde tanimli goriintii kiimesi yildizil olan bir analitik

tinivalent fonksiyona yildizil fonksiyon denir [20].

Not: Biz bu tez g¢alismamizda agik birim diskte yildizil fonksiyonlar sinifini

arastiracagiz.

Teorem 1.2.2.1: f €8 fonksiyonunun U *da yildizil olabilmesi igin gerek ve yeter sart

her z €U igin

sartinin saglanmasidir.



Normalize edilmis yildizil fonksiyonlarin sinifi S” ile gdsterilir. Yani,

5 = {f es: Re{zj:((zz))} >0, ze U}

olarak tanimlanir [20].

Tamm 1.2.2.6 : f €S8 olsun. Eger, U kiimesinde « e[O,l) olmak tizere

oluyorsa f (z) fonksiyonuna a mertebeden yildizil fonksiyon denir ve a mertebeden

yildizil fonksiyonlarin sinifi S (&) ile gosterilir.

Yani,

S‘(a):{feS:Re{%}m,zeU}

[21].

Tamim 1.2.2.7 : B karmasik diizlemde bir bélge olmak iizere B ’deki her nokta ¢iftini
birlestiren dogru pargasi yine B bolgesinde kaliyorsa B ’ye konveks bolge denir [20].

Tanim 1.2.2.8 : feA olmak iizere f(U) bolgesi bir konveks bdlge ise, f(z)

fonksiyonuna konveks fonksiyon denir [20].

Teorem 1.2.2.2 : f €S fonksiyonunun U *da konveks olmasi i¢in gerekli ve yeterli sart

her zeU igin



saglanmasidir.

Normalize edilmis konveks fonksiyonlarm smifi C ile gosterilir. Yani,

C={feS:Re{1+%(zz—))}>0,zeU}

[20].

Tanim 1.2.2.9: f €S olsun. Eger, U diskinde @ =0 olmak lizere

oluyorsa f(z) fonksiyonu a mertebeden konvekstir denir ve « mertebeden konveks

fonksiyonlarin smifi C(@) ile gosterilir.

Yani,

[22].

Konveks ve yildizil fonksiyonlar arasindaki iliski asagida teoremde verilmistir.

Teorem 1.2.2.3 (Alexander teoremi): feC < zf'eS [19].



2. MATERYAL VE YONTEM

2.1. Materyaller

Tezin bu béliimiinde kullanilacak olan bazi 6n bilgiler verilecektir.

Her f €S fonksiyonu igin D ={w:|w<r, ()}, (f)=1/4 diskinde tanimlanan ve
(W) =w+ 4w + AW + 4w+, weD, (@113

burada 4, =—a,, 4, =2a} —a,, A, =—-5a, +5a,a,—a,, sekilli seri agilimma sahip

analitik /™' (w) ters fonksiyonu vardir (6rnegin bakiniz [17]).

Bilindigi iizere, (1.2.2.1) sekilli analitik fonksiyonlarin bazi ilk Kkatsayilarinin

degerlendirilmesine geometrik fonksiyonlar teorisinde katsay1 problemi denir.
Buna gore, (2.1.1) sekilli analitik fonksiyonlarin bazi ilk Kkatsayilarinin

degerlendirilmesine de geometrik fonksiyonlar teorisinde ters fonksiyonun katsayi

problemi denir (8rnegin bakiniz [1]).

Bununla beraber, feS olmak tizere log( I (z)/z) fonksiyonunun katsayilari igin

sinir degerlendirmelerin bulunmasi énemli problemlerdendir (6rnegin bakiniz [1]).

Biz tez ¢alismamizda analitik ve iinivalent fonksiyonlarin asagida tanimlanan bazi alt

siniflarint inceledik.

Tanim 2.1.1: (1.2.2.1) formiilii ile tanimlanan /" € S fonksiyonlarinmn

Re zf'(z)+y2° f (2)
v £ (2)+ Bzf (2) ]+ (1=7) Bzf (2)+(1-B) £ (2)]

>a, zeU



kosulunu saglayan alt smifina N(a,8,7).B<[0,1), a€[0,1) y 20 simfidiyecegiz.

Hatirlatma 2.1.1: Ozel durumda Tanim 2.1.1°de y=0 ve B=0 alinrsa iyi bilinen

§" (o) =R(a,0,0),a €[0,1) smifim ve y=1 ve =0 yazilirsa C(a)=N(a,0,1),

a €[0,1) sinifini elde ederiz.

Tanim 2.1.2: (1.2.2.1) formiilii ile tanimlanan f S fonksiyonlarinin

" #'(2)+y2 1 (2)
rf () B2 (2) ]+ (=021 (2)+ (1-9) £ (2)]

>0,

kosulunu saglayan alt sinifina N(f,7), f€[0,1), y 20 smfi diyecegiz.

Hatirlatma 2.1.2: Ozel durumda Tanim 2.1.2°de =0 ve B =0 yazilirsa iyi bilinen

S"=N(0,0) smifinive y=1 ve =0 yazilirsa C =N(0,1) sinifini elde ederiz.

2.2. Yontemler

Tezin bu alt béliimiide tezde kullanilacak bazi yardimei lemmalar verilecektir.

P ile U agik birim diskte analitik, p(0)=1, Re p(z)>0 kosullarini saglayan,

p(z)=l+pz+pz’+-,zeU, (2.2.1)

seri agilimh p(z) foksiyonlarmin sinifint gésterelim.



Lemma 2.2.1 ([22]): peP fonksiyonunun katsayilari igin |p"|S2,n=l,2,3,...

esitsizlikleri kesindir ve MSI ve |w|£1 olmak iizere bazi z ve w karmasik degerleri

icin
2p,=pi+(4-pf)z, 2.22)

4p,=p} +2(4-pt) pz- (4= pi) 2 +2(4=p} ) (12 )w (2.2.3)

esitlikleri dogrudur.

Lemma 2.2.2 ([2, 23]): Eger, peP ise

1 1 eger pe[0,2],

, == p?| < 2-max{l,
P3P {

#—ll}ﬂ{

| H— 1| ,diger durumlarda.



3. ARASTIRMA BULGULARI

3.1. Baz1 Analitik Fonksiyon Smiflari I¢in Katsay: Problemi

3.1.1 X(a, B.7), B[0,1),y 20,a €[0,1) Altsimfi I¢in Katsay: Problemi

Tezimizin bu béliimiinde, s*(a,ﬁ,y), ﬁe[O,l), y20, ae[O,l) altsinifina ait olan

fonksiyonlarin bazi ilk katsayilarinin modiilleri i¢in kesin esitsizlikler verilir.

Teorem 3.1.1.1: (1.2.2.1) formiilii ile verilen f fonksiyonu N(a,ﬁ,}/), ﬂe[O,l),

a€[0,1), =0 altsinifina ait ise bu fonksiyonun seri agihmindaki ilk ii¢ katsays igin

asagidaki kesin esitsizlikler gecerlidir

2(1-a) PR L 2(-a) (1+5)
(1-A)(1+r)" 77 (1=A)(1+27)  (1-B)

2=

Ve

(1_a){2(1_ﬁ)2+z(1_a)(1_ﬁ)(3+4ﬁ)+4(1_a)2(1+ﬁ)(1+zﬁ)}
3(1-4) (1+3y) '

|| <

ispat : feN(a,ﬂ,}/), ﬁe[O,l), aE[O,l), 720  olsun. Bu demek olur ki, peP

Lemma 2.2.1°de tanimlanan fonksiyon olmak tizere,

zf' (z)+ ;/:zf" (z)
rz[f (=) B=f (2) ]+ (1=7) B2 (2)+ (1= B) £ (2)

]=a+(1—af)p(z), zelf. (3.1.d.1)

Eger,

10



i o 7 =3 4,
Z)=z+) a2 =z+az +az +azt +o,

n=2

(1-5)f(2)=2-pz+ 3 (1-

n=2

=z-fBz+(1-B)a,z* +(1- B a2’ +(1- B z* +...,

f'(z)=1+ > na z" =1+2a,z+3a,z* +4a,z> +---,
n 2 3 4

n=2

zf'(z)=z+ Znanz” =z+2a,2" +3a,2° +4a,zt +

n=2

Bzf'(z)= ﬁz—i—Zn[)’an.;" = fz+2Ba,z* +3Ba,z* +4Pazt + -

=2

(z)= Znn )a,z"? =2a, +6ayz+12a,2* +--,

n=2

ﬁzf”(z)=i n(n-1)fa,z"" =2pa,z+6pa,z* +12pa,z* +--,

n=2

esitliklerini dikkate alirsak basit hesaplamalarla (3.1.1.1) esitligini asagidaki sekilde

yazariz:

i (n=1)(1=B)[1+(n-1)y ]a,z" _{ +2[1+ n—=1)y |[1+(n-1)8]a,z }”](1 a)p

El—ﬁ)(l+7/)a222+2(1—ﬂ)(1+2y)a3: :3( 1-8)(1+3y)a,z" +--
=[(1-a)p |2 +[(1-a) p, +(1-a)(1+7)(1+ B)ayp, |’
+{(1-a)p, +(1=a)(1+7) (1+ B) a,p, + (1= ) (1+2¢)(1+28) a, p, |=*.

(3.1.1.2)

(3.1.1.2)’de z degiskeninin ayn1 kuvvetlerinin katsayilarini esitlersek
(1-p)(1+y)a,=(1-a) p, (3.1.1.3)
2(1-B)(1+27)a, =(1-a) p, +(1-a)(1+7)(1+ B)a;p;. (3.1.1.4)

11



3(1-8)(1+3y)a, =(1-a) py+(1-a)(1+y)(1+ B)a, p,

3.1.1.5
+(1=a)(1+27)(1+28) asp, 3-1.15)
elde ederiz.
(3.1.1.3) = (3.1.1.4) esitliklerinden
- (1-a)p,
* A+
(I-a) p, +(]—a)(l+}/)(1+ﬂ)a2pl ’ (3.1.16)

CTA-A ) 20-A)(+2)

Y (1-a) p, +(1—0:)(1+}f)(1v+~,[5’).azp2

3(1-8)(1+3y) 3(1-4)(1+3y)

+(1—a)(1+2y)(1+2ﬁ)(1+2ﬁ)a3p,
3(1-8)(1+37)

yazar, a,’nin ifadesini ikinci esitlikte, @, ve a,’lin ifadelerini de ti¢iincii esitlikte yerine

koyarsak a, ve a, katsayilari i¢in buluruz

(1-a)p, +(1—a)2(1+,8)p12

CTAI-p)(1+27) 2(1-p) (1427) o
a, = (1-a)p, +(1~—a)2(3+4/3)plpz
CO3(-p)(143r) 6(1-p) (1+37) (3.1.1.8)

L(1-a) (14 p)(1+26)
6(1-4) (1+3y)

Goriildiigi tizere, her y>0, f<[0.1), ae[0,1) igin (3.1.1.6), (3.1.1.7) ve (3.1.1.8)
esitliklerinde p,, p,. p;. p,p,,» pi Ve p; parametrelerinin katsayilari pozitiftir. Buna

gore, bu esitliklere tiggen esitsizligini uygularsak |a2| 5 |a3| ve |a4| icin elde ederiz

(-a)
A7)

|a2|S

2
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(1-a) |9, + (il )(l""ﬁ) P
2(1-8)(1+2y) i 2(1-8) (1+2y)

|‘9'3|S

3+45
ol sl p e Gl
3(1-8)(1+3y) ) B) (1+3y)
6(1—ﬁ)3(1+3y) '
Ayrica, Lemma 2.2.1 geregince |pn|s2, n=1,23,.. oldugundan sonuncu

esitsizliklerden

< (1-a) +2(1—a)2(1+ﬁ),
TT(=-p)(1+2y)  (1-8) (1+27)
(1—0:){2(1—,8)2+2(1—a)(l—ﬁ)(3+4ﬁ)+(1—a)2(1+ﬁ’)(1+2ﬂ)}
3(1-8Y (1+3y)

ja,| <

elde edilir.

Bununla teoremde verilen esitsizliklerin dogrulugu ispatlandi.

Simdi esitsizliklerin kesin oldugunu gorelim. Dogrudan da p, = p, = p, =2 alinirsa
(3.1.1.6) — (3.1.1.8) esitliklerinden goriildiigli tizere esitsizliklerin tigi de esitlik olarak

gergeklesir.

Ote yandan

p(z) =]+‘—1+2Z

=1

13



dolayisiyla bu fonksiyon i¢in p =2, n=1,2,3,... oldugundan (3.1.1.1) kosulunda

p(z)= 2 alirve bu kosulu yeniden diizenlersek

1=p-[(1-20) p 1]z} +{(1-8)(1-7)-[(1-20) 8+ (1= A7) <1 ]2}
~(1-B)(1-7)[1+(1-2a)z]y=0

diferansiyel denkleminin bir ozel ¢oziimii igin teoremde elde edilen esitsizlikler

kesindir.
Bununla Teorem 3.1.1.17in ispati tamamdir.

Teorem 3.1.1.1°den asagidaki sonuglar1 $zel durum olarak elde ederiz.

Teorem 3.1.1.2: [5] (1.2.2.1) formiilii ile tammlanan f fonksiyonu N(f,7). #<[0,1),

y =0 altsinifindan ise bu fonksiyonun ilk ti¢ katsaysi i¢in asagidaki kesin esitsizlikler

gecerlidir

ve

3 2(8+5B+6)
C3(1-8) (1+3y)

|a,]

Sonug 3.1.1.1: (1.2.2.1) formiilii ile verilen f fonksiyonu N(a,s,0), Be[0.1),

a E[O,l) altsina ait ise bu fonksiyonun seri agilmindaki ilk li¢ katsaysi i¢in asagidaki

kesin esitsizlikler gegerlidir

14



Ve

(1—0:){2(1—;;’)2 +2(1—a)(1Hﬂ)(3+4ﬂ)+4(1—a)2(1+ﬁ)(1+2[)’)}
3(1-5) |

ja,| <

Sonug 3.1.1.2: (1.2.2.1) formiili ile verilen f* fonksiyonu N(,0,y), ae[O,]), y=0

altsina ait ise bu fonksiyonun seri agilimindaki ilk ti¢ katsaysi i¢in asagidaki kesin

esitsizlikler gecerlidir

2(l-a l-a)(3-2a
o) <208) 1 (=32
+y 1+2y
veE
| <2(1—a)(2a2—7a+6)
als 3(1+37)

Sonug 3.1.3 : (1.2.2.1) formiilii ile verilen f fonksiyonu N(a,0,0)=S*(a) a E[O,l)

altsina ait ise bu fonksiyonun seri agilimindaki ilk ii¢ katsaysi i¢in agagidaki kesin

esitsizlikler gecerlidir

la,|<2(1-a), |as|<(1-a)(3-2a)

Ve

2(1-a) (20 - Ta+6)

|a,| < g

15



Sonug 3.1.1.4: (1.2.2.1) formiilii ile tanimlanan f fonksiyonu S° altsinifindan ise bu

fonksiyonun ilk ii¢ katsaysi i¢in asagidaki kesin esitsizlikler gegerlidir
|aH|Sn, n=2734.

Sonug 3.1.1.5: (1.2.2.1) formiilii ile tanimlanan f fonksiyonu C, altsinifindan ise bu

fonksiyonun ilk ii¢ katsays1 i¢in asagidaki kesin esitsizlikler gecerlidir

|a”|SI, n=23,4.

Sonug 3.1.1.6: (1.2.2.1) formiilti ile verilen f fonksiyonu N(a,O,l) = C(o_’), o E[O,l),
y >0 altsina ait ise bu fonksiyonun seri agilimindaki ilk {i¢ katsaysi i¢in asagidaki

kesin esitsizlikler gegerlidir

(1-a)(3-2a)

3

|a2|sl—a ; a3|S

ve

(1-a)(2* -7a+6)

Jay] < 6

Sonug 3.1.1.7: (1.2.2.1) formiilii ile tanimlanan f fonksiyonu N(e,B.1), Be[0,1)

a€[0,1)  altsinifindan ise bu fonksiyonun ilk ii¢ katsaysi igin asagidaki kesin

esitsizlikler gecerlidir

PR +20—af0+ﬁ)
TT3(1-p) 3(1-p)

|-
|a2|5g,

Ve

16



(1-a){2(1-A) +2(1-a)(1- B)(3+48) +4(1-a) (1+ B)(1+25)]
12(1-4Y

|a,| <

312 N(a,B,7), B<[0.1),y20,2€[0,1) Altsimfina Ait olan Fonksiyonun Tersi

Icin Katsay1 Problemi

Bu bolimde, biz (1.2.2.1) formiilii ile tammlanan feN(a,/B,7), ﬁe[O,l),yEO,

aE [0,1) fonksiyonunun £~ tersinin ilk katsayilar igin degerlendirmeler verilir.

Teorem 3.1.2.1: (1.2.2.1) formiilii ile tanimlanan f fonksiyonu N(e,f,7), B€[0,1),

y20,a€[0,1) altsinifindan ise bu fonksiyonun f~' tersinin ilk ii¢ katsaysi igin

asagidaki kesin esitsizlikler gegerlidir

2(1-a)

Als——2 o,
ey 7
ye[0,1+\/§] icin
(-a)lu=l] oo
O [ B
. 1_—Oce“eraze[ac 1)
(1-p)(1+27) * )
burada

} 2[2(1+27)-(1-8)(1+7)'] 5 2(1-a)|4(1+29)-(1+ B)(1+7)' |
VT ae )Py T (1-B)(1+y) '

y21+42 icin

1/



-
(1-8)(1+2y)
(1—a)|u—1|
(1-8)(1+2y)

eger a E[D, a,)ve B2 B,
|4 <
efer a €[ay,1) ve f€[0,5,],

4(1+2y)
(1+}/)2

ispat:  feN(a,B,7), fe[0.1),y20,a€[0,1) olsun. Bu durumda, N(e,B,7)cS$

burada, £, =1-

oldugundan f fonksiyonunun D={w:|wl<r(/)}. #(f)= % agik birim diskinde

tanimli ve
f(w)=w+ 4L,w° + 4w + 4w+
sekilli bir f" tersi vardir, burada
A, =-a,, A, =2a; —a,, A, =-5a, +5a,a,—a,. (3.1.2.1}
Boylece, (3.1.2.1)’in birinci esitliginden ve Teorem 3.1.1.1°den 4, i¢in yazariz:

(1-a)p,

AR )

(3.1.2.2)

Sonuncu esitlikten

2(1-a)
C(1=8)(1+7)

[

elde ederiz.

18



Simdi, |A3‘ i¢in bir degerlendirme bulalim. (3.1.2.1)’in ikinci esitliginden ve (3.1.1.6),

(3.1.1.7)’den asagidaki esitlik yazilir:

 l-a A2 =) (r)
4= 2(1—ﬂ)(1+2?’){p2 Ay )“"}' 2

Buradan
_ 4(1+27)-(1+ ) (1+7)’ 2
T e | T S L
ya da :2(1—0:)[4(1+2;/)~(1+,6’)(1+}/)2} olmak tizere
: (1=A)(1+7) |
\A3|:2(1 )(1+2}/) —%pf
yazilir.

Simdi sonuncu esitlige Lemma 2.2.2"yi uygulayalim.

yE [0, 1 +\5) olsun. Bu durumda,

U<2 & aelal)

Ve

u>2 < ael0,q,),

burada
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) 2[2(1+27)-(1-p)(1+7)’ ]
C4(1+29)=(1-8)(14y)

Buna gore, Lemma 2.2.2 geregince }/E|:0,1+\/§) durumunda asagidaki esitsizlikleri

elde ederiz
(-a)lu-1
— 1 0
e iRy E sl
o M—Le'erae[a 1)
(l—ﬁ)(l+2}f) g 0° [
burada

2[2(1+2y)—(1—,6’)(l+y)2}
4(1+2y)-(1-B)(1+y)

Simdi y = 1++/2 olsun. Bu durumda,

|-«
————— egerac[0a)ve 24,
e (1—ﬂ)(]+2}f)
T (=a)lu-])

m eger a e[a,,1) ve [0, 4,].

2[2(1+2y)—(1—ﬁ)(1+y)2]
4(1+29)-(1-8)(1+y)’

burada, «, =

Bununla ‘A3| i¢in teoremde verilen esitsizlik ispatlandi.

Bununla teoremde istenen esitsizlikler ispatlandi.

Simdi bulunan sonuglarin kesin oldugunu gosterelim.

20



Dogrudan da p, =2 alinirsa her >0 i¢in ‘A2| icin buldugumuz esitsizligin kesin

oldugu (3.1.2.2) esitliginden goriiliir.

V€ [0,1+\/§J iken e [o:o,l) durumunda p,=p,-2=0ve a e [0, ao] durumunda da

2p,=2=p, segilirse (3.1.2.3) esitliginden ‘AB[ icin buldugumuz esitsizligin kesin

oldugu goriliir.

y21+2 iken ae[0,0,] ve B=p, durumunda p =p,-2=0 ve ac[q,l) ve

pe[0,8] durumunda da 2p =2=p, sesilise (3.1.2.3) esitliginden |4,| icin

buldugumuz esitsizligin kesin oldugu goriiliir.
Bununla Teorem 3.1.2.1in ispati tamamdir.

Teorem 3.1.2.1°den asagidaki sonuglar 6zel durum olarak elde edilir.

Teorem 3.1.2.2: [5] (1.2.2.1) formiilii ile tanimlanan f* fonksiyonu X(4,y), f<[0,1),

> () altsinifindan ise bu fonksiyonun f~' tersinin ilk i¢ katsaysi i¢in asagidaki kesin
4 Y

esitsizlikler gecerlidir

w—_]_!_y egerye[0,1+~/§],

eger;fZH\E,

burada
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#:2[4U+2y}{1+ﬁ)0+ny

(1-5)(1+7)

Sonug 3.1.2.1: (1.2.2.1) formiilii ile tanimlanan [ fonksiyonu N(a,[;’,O), ﬁe[O,]),

ae[O,I) altsinifindan ise bu fonksiyonun f~' tersinin ilk {i¢ katsaysi icin asagidaki

kesin esitsizlikler gegerlidir

4, S2(] a)’
2 -7
(l_f[_)[g_” egerae[O,aO),
A <
[4l<q, '
-1_— egerae[ao,l),

burada

2(1+8) 2(1-a)(3-8)

oy =——-+ve y=——42_ 1
T =3
Sonu¢ 3.1.2.2: (1.2.2.1) formiilii ile tanimlanan f fonksiyonu N(cx,ﬁ,l), ﬁe[O,l),

ae[O,l) altsmifindan ise bu fonksiyonun f~' tersinin ilk {i¢ katsaysi igin asagidaki

kesin esitsizlikler gecerlidir

[a—

—
Tz

<

A'.’.

2

h=

(L-a)lu—1]
3(1-8)
l-x

3(1-5)

efer o € [O,ao),
| 4] <

eger a €[a,,1),

burada
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o 128, 21-a)2-F)

" 248 1-8 '

Sonu¢ 3.1.2.3: (1.2.2.1) formiili ile tanimlanan [ fonksiyonu N(a,O,y),

gt aG[O,I) altsinifindan ise bu fonksiyonun /' tersinin ilk {i¢ katsaysi igin

asagidaki kesin esitsizlikler gegerlidir

2(1-a)
A< s =>0.
1 2‘ 1+y 4
ye[O,H«ﬁ] icin
Q-H]a%ﬁf_ll eger a €[0,a,),
A<
|4 - v
T+2, eger a € a,,1),
burada
) =2(}/2—2;/—-1) v #=2(l—a)(3+6;f—y2)
" y-6y-3 (14 '
y21+-\/5 igin
|A |<(1_a)|/‘_1"
T 142y

Sonug 3.1.2.4 : (1.2.2.1) formillii ile tanimlanan f fonksiyonu N(e,0,0)=5"(a),

a €[0,1) altsinifindan ise bu fonksiyonun f~' tersinin ilk ti¢ katsays igin asagidaki

kesin esitsizlikler gegerlidir
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|4, <2(1-a),

(1-a)(5-6a) egerae[O,%J,

4] <
5 2

- egerae[g,l}

Sonu¢ 3.1.2.5 : 1.2.2.1) formilii ile tanimlanan f fonksiyonu N(@,0,1)=C(a),

ae[O,l) altsifindan ise bu fonksiyonun f~' tersinin ilk {i¢ katsaysi i¢in asagidaki

kesin esitsizlikler gegerlidir

|A2‘S(l—a),
W‘_). eger o€ |:0’%j’
A, <
| 3| Ltk e“erae{l 1)
3 s 2 )

Teorem 3.1.2.2°den asagidaki sonuglar yazariz.

Sonu¢ 3.1.2.6 : (1.2.2.1) formili ile tanimlanan f fonksiyonu R(,0), f<[0,1)

altsinifindan ise bu fonksiyonun f~' tersinin ilk ii¢ katsaysi igin asagidaki kesin

esitsizlikler gegerlidir
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Sonug 3.1.2.7 : (1.2.2.1) formiilii ile tanimlanan f fonksiyonu N(A,1), #<[0,1)

altsinifindan ise bu fonksiyonun f tersinin ilk ti¢ katsaysi icin asagidaki kesin

esitsizlikler gecerlidir

1
[ B
4155

4] <

Sonug 3.1.2.8 : (1.2.2.1) formiili ile tamimlanan [ fonksiyonu N(0,0)zS*

altsinifindan ise bu fonksiyonun f~' tersinin ilk ii¢ katsaysi igin asagidaki kesin

esitsizlikler gegerlidir

4)s2,

4;]<5.

Sonug 3.1.2.9 : (1.2.2.1) formiilii ile tanimlanan f fonksiyonu 8(0,1)=C altsinifindan

ise bu fonksiyonun f' tersinin ilk {i¢ katsaysi i¢in asagidaki kesin esitsizlikler

gecerlidir

|4,| <1,

4] <1.

3.1.3, N(a.B.7), B€[0.1),y20,ae[0,]) Altsimfi I¢in Logaritmik Katsayi

Problemi

Bu bolimde, (1.2.2.1) formiilii ile tammlanan fet\‘(a,ﬁ,y) fonksiyonu igin

/(2)

“

g(z):log[

J fonksiyonunun katsayis1 problemi inceleniyor.
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Bilindigi tizere, [ fonksiyonu yardimiyla asagidaki esitlikten tanimlanan &

n?

n=1,273,4,. .. parametrelerine f 'nin logaritmik katsayilar: denir [1]

n=l

g(z)= 10g( J 225-”. B.1.3.1)

Asagidaki teoremde feN(a‘,ﬂ,y),ﬁe[O,l), ae[O,l), y 20 fonksiyonunun ilk

birkag¢ logaritmik katsavilari icin degerlendirmeler verildi.

Teorem 3.1.3.1: (1.2.2.1) formiilii ile tanimlanan f fonksiyonu N(a,[)’,}/), Bel0,1),

o E[O,l) , ¥ =0 altsinifindan ise (3.1.3.1) esitligi ile tanimlanan g fonksiyonunun ilk

iki katsayisi i¢in asagidaki kesin esitsizlikler gegerlidir

s
B ae)
5= 1, (=a)[(Lep)(1+r) - (1+27) |
(1-p)(1+27) | 2 (1-p)(1+7)

Ispat : feN(a,B,7), Be[0,1), ac[0,1), y20 olsun. (3.1.3.1) esitliginden &, ,
n=12,3,4,... katsayilarini bulalim. Bunun igin (3.1.3.1) esitliginin her iki tarafinin

tiirevini alirsak asagidaki esitligi yazariz:

f() f 2_ 22]152"1 (c$]+2§2:+3§322+4(5423+"')-

z (:) n=1
Ayrica,

f(z)=z+a" +a, 2’ +a,z* +--

veE
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zf'(z) =z +Znaa,z” = z+2a!?_z2 +3.:1z333 +4a4z4 Fee

oldugunu dikkate alirsak sonuncu esitlil soyle yazilir
@,z +2a,7 +3a,z" +-- =262 + (46, +28,a,) 2 +(65, +46,a, + 25,0, )z +-+
Buradan,
20, =a,, 40, +20,a, =2a,,

dolayisiyla,

elde edilir.

Eger, (3.1.1.6) — (3.1.1.8) esitliklerinden a, ve a,’lin ifadeleri sonuncu esitliklerde

dikkate alinirsa

_ (1-a)p,
s 0B 1+7)’ (3.1.3.2)
5 - (1-a) N (1+8)(1+7) =(1+27) (1-a) p? (3.13.3)

a(1-p) 20 a(- g 1+ (1+27)

bulunur.

(3.1.3.2) ve (3.1.3.3) esitliklerinde iiggen esitsizliklerini ve |p,| <2, n=1,2,3 oldugunu

goz dniinde bulundurursak |5” . n=1,273 ic¢in asagidaki esitsizlikler elde edilir:

-

Al ey
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e l=e 1, (=) (1+8)(1+7)-(1+27)]
1 -B)(1+2) |2 (1-B)(1+7)

Bununla teoremde verilen esitsizliklerin dogrulugu ispatlandi.

Simdi elde edilen esitsizliklerin kesin oldugunu gosterelim.

Dogrudan da (3.1.3.2) ve (3.1.3.3) esitliklerinde p, = p, =2 segilirse |§,| ve |J,

icin
bulunan esitsizliklerin kesin oldugu goriiliir.

Bununla Teorem 3.1.3.17in ispat1 tamamdir.

Teorem 3.1.3.1°den asagidaki sonuglar 6zel durum olarak elde edilir.

Teorem 3.1.3.2: [5] (1.2.2.1) formiilii ile tamimlanan f fonksiyonu N(ﬁ,}/), ﬂe[O,l)

y20 altsimifindan ise (3.1.3.1) esitligi ile tanimlanan g fonksiyonunun ilk iki

katsayisi igin asagidaki kesin esitsizlikler gegerlidir

R

Ve

l+(1+ﬂ)(1+y)2_(1+2}/) .
(1-B)(1+27)| 2 (1-8)(1+7)

8| <

16,

Sonug 3.1.3.1: (1.2.2.1) formiilii ile tanimlanan f fonksiyonu N(a,ﬂ,O), ﬂe[O,l),

ae[O,l) altsmifindan ise (3.1.3.1) esitligi ile tanimlanan g fonksiyonunun ilk iki

katsayisi i¢in asagidaki kesin esitsizlikler gegerlidir
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- }_(1 )( ( 2“)/8)_

|f5|< 65| <
e 2(1-p)

Sonug 3.1.3.2: (1.2.2.1) formiilti ile tanimlanan f fonksiyonu N(a,ﬁ,l), ﬁe[O,l),

o €[0,1) altsinifindan ise (3.1.3.1) esitligi ile tanimlanan g fonksiyonunun ilk iki

katsayisi i¢in agagidaki kesin esitsizlikler gecerlidir

o= 20p)

_ L (-a)(1+4p)
'@“su—ﬂ{z A1) }

Sonug 3.1.3.3: (1.2.2.1) formiilii ile tanimlanan £ fonksiyonu N(a,0,7), a<[0,1),

y20 altsimifindan ise (3.1.3.1) esitligi ile tanimlanan g fonksiyonunun ilk iki

katsayisi i¢in asagidaki kesin esitsizlikler gegerlidir

-«
lallsm=
l—a |1 (=a)| (47) -(1+27)]
| 2|—1+2}/ E‘f‘ (1+}’)3 .

Sonug 3.1.3.4: (1.2.2.1) formiilii ile tanimlanan f fonksiyonu N(,0,0)=S"(a),

ae[O,l) altsinifindan ise (3.1.3.1) esitligi ile tanimlanan g fonksiyonunun ilk iki

katsay1si i¢in asagidaki kesin esitsizlikler gecerlidir

I6|<1-a,
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Sonu¢ 3.1.3.5: (1.2.2.1) formiilii ile tanimlanan f fonksiyonu N(e,0,1)=C(a)

aE[O,l) altsinifindan ise (3.1.3.1) esitligi ile tanimlanan g fonksiyonunun ilk iki

katsayisi i¢in asagidaki kesin esitsizlikler gegerlidir

|§1|51__a_’ |52|5w_
2 12

Teorem 3.1.3.2"den asagidaki sonuclari elde ederiz.

Sonu¢ 3.1.3.6: (1.2.2.1) formiilii ile tanimlanan f fonksiyonu t\‘(ﬂ,O), ﬁe[O,l)

altsinifindan ise (3.1.3.1) esitligi ile tanimlanan g fonksiyonunun ilk iki katsayisi i¢in

asagidaki kesin esitsizlikler gecerlidir

6] <——
-4

ve

o) s =
2(1-5)

Sonu¢ 3.1.3.7: (1.2.2.1) formili ile tanimlanan f fonksiyonu N(A,1), Be[0,1)

altsinifindan ise (3.1.3.1) esitligi ile tanimlanan g fonksiyonunun ilk iki katsayisi i¢in

asagidaki kesin esitsizlikler gegerlidir

gl< 2| S—— =
Al<aa-p) 12(1-4)
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Sonug 3.1.3.8: (1.2.2.1) formiilii ile tanimlanan f fonksiyonu §(0,0)=S" altsinifindan

ise (3.1.3.1) esitligi ile tanimlanan g fonksiyonunun ilk birkag¢ katsayilar i¢in asagidaki

kesin esitsizlikler gegerlidir

)< 0=

Sonug 3.1.3.9: (1.2.2.1) formiilii ile tanimlanan f fonksiyonu N(O,l) = (' altsinifindan

ise (3.1.3.1) esitligi ile tamimlanan g fonksiyonunun ilk birkac katsayilar i¢in asagidaki

kesin esitsizlikler gecerlidir
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4. SONUCLAR VE TARTISMA

Calisilan bu yiiksek lisans tezinde analitik ve tinivalent fonksiyonlarin N(ea,f,7),
a,Be[0,1), =0, altsinifi tanitildi. Bu siiftan olan f e€N(a,5,7) fonksiyonu, [~

ve g(z)=log(f(z)/z) fonksiyonlari icin katsayr problemleri incelendi.

Parametrelerin 6zel degerleri i¢in sonuglar elde edildi.

Tezde ele alinan sinif i¢in a,a, —a; ikinci Hankel determinantinin modiiliiniin bir st

sinir degerlendirmesi de verilebilir.

Ayrica, f~' fonksiyonu igin 4,4, —A; ikinci Hankel determinantinin modiiliiniin bir

iist sinir degerlendirmesi verilebilir.
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