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OZET

(Yiiksek Lisans Tezi)
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Matematik Anabilim Dali

Danisman: Prof. Dr. Nizami MUSTAFA

Bu tez ¢alismasi “Singiiler Integral Denklemlerin Yaklasik Coziimiine kollokasyon

yonteminin uygulanmasi” konusu tizerine hazirlanmistir.

Tez dért boliimden ibarettir. Birinci bélimde genel bilgiler, ikinci bélimde tezde
kullanilan ydntemler, tiglincti bdliimde Cauchy ¢ekirdegi ile dogrusal olmayan bir
singiiler integral denklemin ¢dziimii ve dogrusal olmayan operator denklemin yaklasik

¢Oziimii, dordiincii boliimde sonuglarin tartismasi verilmistir.

Tezde, singiiler integral denklemler, kapali aralikta ve diizlemde kapali egri

lizerinde incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Singiiler Integral, Dogrusal Olmayan Operator
Denklemleri, Kollokasyon Metodu
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ABSTRACT

(M. Sc. Thesis)

Application of the Collocation Method to the Approximate Solution of Singular
Integral Equations
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Supervisor: Prof. Dr. Nizami MUSTAFA

This thesis work has been prepared on the subject “Application of the
Collocation Method to the Approximate Solution of Singular Integral Equations™

The thesis includes four main sections. In the first section, general definations,
in the second section, methods used the thesis, in the third section the solution of
nonlinear singular integral equation with the Cauchy Kernel and the approximate
solution of the nonlinear operator eqation and finally in the fourth section, discussion of

results are given.

In this thesis, singular integral equations are investigated in closed intervals and

on closed curves of the plane as well.
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1. GENEL BILGILER
1.1 GIRiS

Esneklik teorisi, aerodinamik, hidrodinamik, termodinamik, mekanik ve
matematiksel fizigin birgok problemi dogrusal olmayan singiiler integral denkleminin

¢oziimiine doniistiiriilebilir [6.8,21,23,24].

Ayrica, analitik fonksiyonlar teorisinde, dogrusal olmayan siir deger
problemlerinin ¢oziimleri, dogrusal olmayan singiiler integral denkleminin ¢dzlimiine
indirgenebilir [6,24]. Lineer olmayan singiiler integral denkleminin ¢&ziimii bu nedenle

¢ok onemlidir.

Ayrica, singiiler integral denklemlerinin ¢oztimiine indirgenen bir¢ok problem i¢in bu
singiiler integral denklemlerin yaklasik ¢dziimiinii bilmek yeterlidir. Buna gére singtiler
integral denklemlerin yaklasik ¢oziimli 6nem tasir. Bu konuda bir¢ok ¢alisma vardir.

Bununla ilgili genis bilgiyi [16,25,26,27,33,34,35,36] den gorebiliriz.

Bilindigi gibi [34] klasik Dirichlet probleminin ¢dziimii, Cauchy ¢ekirdekli singiiler

integral denklemin ¢éztimiine indirgenir.

Sonlu basit baglantili bdlgeler olmasi durumunda modifiye Dirichlet problemi Dirichlet
klasik problemi ile gakisir. Unutmamak gerekir ki eger D™ diizgiin L egrisi tarafindan

sinirlanan bir bolge ise sinir integral denklemi

olto) + Re = [ £2dt = f(2,)(t, € 1) 1.1.1)

t—tn

seklinde singiiler integral denklem yardimi ile yazilabilir. Burada, f{t,) L sinir lizerinde

verilen reel bir fonksiyondur.



@(t) reel fonksiyonu (1.1.1) denklemi i¢in ¢dziim olmak {izere istenen harmonik

fonksiyon
u(xy) = Re> [ Z9dt (z =x +iy € D¥) (1.1.2)
seklinde olup bir Cauchy integralidir.

D~ sonlu bir bdlge olmasi durumunda modifiye Dirichlet problemi igin u(x,v)

¢Oziimii, € 6nceden verilmeyen bir sabit olmak lizere

&(ty) — Re> [ £ 4t = £(2) + C(tm (1) = 0) (1.1.3)

t—tp

seklinde yazilabilir. ¢(t) ve € bulunduktan sonra Dirichlet klasik problemi i¢in ¢6ziimii

u(x,v) — C formunda elde edebiliriz.

Ayrica, matematiksel fizikte sinir deger problemlerin genis bir sinifinin ¢dziimii

f(te) = alty)d(te) + =2

ki

[ E2de + 2 [ k(tto)p(Ddt (A4

It

seklindeki singiiler integral denklemlere indirgenebilir. Burada, y, herhangi parcah
diizgiin bir egri [31], t, ve t noktalari y egrisi iizerinde noktalar, a(t), b(t) ve k(ty, t)
fonksiyonlart H (y),0 < o < 1 Hélder sartini saglayan y iizerinde tanimlanabilinen

fonksiyonlardir. Ayrica, y iizerindeki her yerde a® () — b*(¢t) # 0 dur.

Dogrusal olmayan singiiler integral denklemin ¢oztimiinde, bir denklemin ¢oziimii iki
yonii ile ele almir. ilk sorun denklemin ¢oziimiiniin varh@mi ve tekligini belirlemektir.

Ikinci sorun eger ¢dziim varsa denklemin ¢oziimiinii bulmaktir.



Bazen, dogrusal olmayan singiiler integral denklemin c¢oziimiiniin varligim
kanitlamak ¢oziimii bulmak kadar zor ve onemlidir. Ayrica, bu denklemin ¢ozimii

mutlaka analitik olarak elde edilmeyebilir. Bu durumda yaklasik ¢céztimler arastirilir.

Lineer olmayan singiiler integral denklemlerin ¢oziimleri ile ilgili son ¢alismalar
temelde sayisal ¢oziimlerle ilgilidir (bakiniz [1,2,10,11,15,37]). Tek ¢6ziimiin varligi
varsayilir ve daha sonra denklemin ¢&ziimii igin sayisal yontemler uygulanir. Bunun
icin singiiler integral denklemlere karsilik gelen sayisal denklem sistemi
olusturulmalidir. Bu cebirsel denklemleri olusturabilmek igin singiiler integral
denklemlerin kapsadigi singiiler integralin yaklasimi 6nem tasir.

Bu tez calismasinda (bakiniz[10,11,37]) incelenen denklemler, reel sayi ekseni
tizerindeki kapali araliklar tizerinde tanimli ve bazilar1 logaritmik singiileritesi olan [37]
ve bazilar1 dogrusal Cauchy integral ¢ekirdekli olan Hilbert ¢ekirdegine [10] sahip olan

dogrusal olmayan singiiler integral denklemler seklinde tanimlanmigtir [11].

Buna karsilik, bu tezde genel dogrusal olmayan singiiler integral denklemin

F(to(®,5,k(,0())®) =Bt €y (1.1.5)
¢oztimii incelenmistir. Buradaki y bir kapali diizgiin egridir.
Burada, D, ve D, kiimeleri asagida gosterildigi gibidir
De={(t.o):it €y, pEC}=y X C
D ={(t,p,s):t € y,0,5 € C} =y X C*,

k: Dy —» CF:D — G, f: y — Chbilinen fonksiyonlar,



sr.o0)0= 3 [ XD ey

Cauchy ¢ekirdegi ile bir lineer olmayan singiiler integral denklem,

ve @ : ¥ — Cbilinmeyen fonksiyondur.

Calismamizda, denklem (1.1.5) fonksiyonel analiz y&ntemleri kullanilarak
arastirllmis ve ( H, K il ) Holder uzayinda (1.1.5) denkleminin tek ¢dziimiiniin

varligi i¢in kosullar bulunmustur.
Ek olarak, sayisal ¢ozlim igin bir iterasyon yapildi ve yakinsak oldugu gosterildi.

Bu galismada

tipli operatér denklemlerin varligi igin yeterli kosullari bulmaya calistik ve bu
denklemin yaklasik ¢oziimii i¢in bir iterasyon verdik. Burada, F: X — V¥ bir lineer
olmayan bir operatér X ve Y Banach uzayidir. Ik yaklasim keyfi olarak segildiginde,

verilen iterasyonun denklem ¢oziimiine yakinsadigr gosterilmistir.
F: X — Y operatorii X"te Frechet diferansiyelidir. Bazi xy € X ve r > 0 igin
D{xyr) ={x € X:lixy— xll <71}
dir

[k yaklagim olarak x; € X alirsak,

Xp=Xp g — [F{x, ™ n=12.. (.7



denklem (1.1.6) i¢in tanimlariz.

Bilindigi gibi, eger operator [F']™:¥ = X her x,,n= 0,1,2,... [12,13] igin
bulunabilir ise denklem (1.1.7) cinsinden verilen iterasyon elde edilebilir. Bununla
birlikte, uygulamalarda bu ters operatérleri bulmak igin harcanan biiyiik zorluklar

nedeniyle, ¢ogu zaman

xn=xn—1 - {Ff{xu}]_j.?(xu—l}' n= 1:2:--- (1]8)

[F'(xg)]™%: ¥ = X ters operatorii tek bir x; noktasinda bulundugunda iterasyonun

(1.1.7) ye gore tekrarlamasi tercih edilir.

Literatiirde, (1.1.6) denkleminin yaklasik ¢6ziimi igin kullanilan iterasyon
(1.1.7), (1.1.8) denkleminde verilen iterasyonun degistirilmis Newton Kantorowich
iterasyonu olarak adlandirilan esas veya prensip iterasyonu olarak bilinir [13].

Denklemin bu iterasyon yontemleriyle ¢oziilmesi Newton-Kantorowich metodu olarak

da bilinir.

Newton Kantorowich metodunun dogrusal olmayan fonksiyonel denklemlerin

yaklasik ¢oztimiinii bulmak i¢in kullanildig: ¢esitli ¢alismalar vardir [7].

Birgok dogrusal olmayan sinir deger problemi iterasyon (yinelemeli) ydntem ile
dogrusal olmayan operatdér denklemlerine [4,12,13,19,32] indirgenerek ¢oziilebilir.
Iterasyon yontemleri sinir defer problemlerinin [18,24] asagi, yukari ve pozitif
¢oziimlerini bulmak ic¢in yaklasitk yontem olarak uygulanmaktadir. Newton-
Kantorowich yontemi ayrica, lineer olmayan singiiler integral denklemin ¢dziimiiniin

bulunmasinda kullanilir [1,11,38,39].



Iterasyon (1.1.7) ve (1.1.8) in yakinsamas: lizerine yapilan ¢alismalardan ilk
yaklasim denklem (1.1.6)nin ¢dziimiine yakin segildiginde iterasyonun yakinsadigi
bilinmektedir [38]. Buna gire bu ¢alismalarda ilk yaklasimin iterasyonun yakinsamasi
icin denklem ¢oziimiine yakin secilmesi gerekir. Ama ¢ozlime yakin ilk yaklagimi
se¢mek icin ¢ozlimiin var oldugu aralik bilinmelidir. Bununla birlikte, ¢oztimiin varolus

araligini bulmak bazen zor veya imkansiz olabilir.

Bu zorluklardan dolayi, denklemin ¢oziimiine yakin ilk yaklagimi segmekten kagindik.
Dolayisiyla, ilerleyen kisimlarda denklem (1.1.6)' da formu verilen denklemin yaklasik
¢oziimii i¢in (1.1.7) ve (1.1.8) iterasyonlarindan farkli bir iterasyon verecegiz. Verilen

iterasyonlar i¢in (1.1.6) denkleminin yaklasik ¢oziimiine yakin segmek zorunda degiliz.

1.2 KURAMSAL TEMELLER
1.2.1 Genel Kavramlar
Tezin bu boliimiinde tezde kullanilan temel bilgiler verildi.

Tamim 1.2.1.1: z, € € noktasi verilsin. £ = 0 i¢in

U(z,,e)={z€C:lz—z,| < £}

kiimesine z, noktasinin & —komgsulugu denir.

Tanim 1.2.1.2: A cC herhangi bir kiime olmak lizere, z, € 4 noktast igin
U (z,,¢) © A olacak sekilde £ > 0 sayis1 varsa z, noktasina 4 kiimesinin bir i¢ noktas:

denir.



Tanim 1.2.1.3: Bir 4 © C kiimesi verilsin. Eger, 4 kiimesinin her noktasi A’nin bir i¢

noktas ise, yani A kiimesi kendi igine esitse, A kiimesine ag¢ik kiime denir.

Tamim 1.2.1.4: A < Colsun. 4 kiimesinin tiimleyeni agik kiime ise, A kiimesine kapal:

kiime denir.

Tamim 1.2.1.5: [a, b] © R olmak iizere siirekli bir y : [a,b] = € fonksiyonuna g&re ©
diizleminde egri denir. y(a) ve y(b) noktalarina da sirasi ile egrinin baslangi¢ noktasi

ve bitim noktas: denir.

Tanim 1.2.1.6: ¥ : [a,b] = C bir olmak iizere y(a) = y (&) ise ¥ ya kapali egri denir.

Tamm 1.2.1.7: y:[a,b]—=C bir egri ve t;,t, € [ab]olsun. t; =t, igin
y(t,) = y(t,) ise ¥ ya basit kapali egri ya da Jordan egrisi denir. Eger, y basit bir egri
ve y(a) = y(b) ise y’ya basit kapali egri denir. Bir y egrisi verildiginde y' tiirevi var
ve siirekli ise y’ya diferansiyellenebilir egri denir. Diferansiyellenebilir bir ¥ egrisi ve

y'(t) # 0 ise y’ya diizgiin egri denir.

Tanim 1.2.1.8: Eger, Ac A, UA,, ANA; #@veAnA; NA, # 0 olacak sekilde 4,
ve A, gibi bos olmayan iki actk ve ayrik kiime bulunamaz ise A € € kiimesine

baglantilidir denir. Aksi halde A’ya baglantisiz kiime denir.

Tanim 1.2.1.9: Kompleks diizlemde agik ve baglantil olan kiimeye ©’de bir bdlge

denir.



2. MATERYAL VE YONTEM

Tez boyunca, y € egrisinin kapali, diizgiin basit bir egri oldugunu ve mes(y) = £

degerinin, uzunlugunu ifade ettigini varsayiyoruz
Tanim 2.1: [6,24]. Eger her t,,t, € yigin

I(P{ti - tz:)* =c: “‘1" tzia
kosulunu saglayacak sekilde ¢ >0 ve @ € (0,1] varsag : y — € fonksiyonunun «
tissii ile ¥ egrisi Uzerinde Holder kosulunu sagladigi soylenir. a lssiiyle Holder
kosulunu saglayan tiim ¢ : y — C fonksiyonlarin kiimesini H,(y) ile gisterecegiz.

@ € H, (y) i¢in a € (0,1} vektdr uzayi, burada norm olan (H,(¥); II-ll,) bir Banach

uzayidir. Ayrica
lelle = ll@llygy) = llell.+ H (g0 )
olup, burada
el = max{le(t)|: t € v},

|§0(t1) = @(tgﬂ
|t1 - tz[“

H(p, a; }’)*S’uﬂ{ Pt Lt E Nt #F L }

olarak verilmistir. H{g, a; y) sayis1 fonksiyonun Holder sabiti olarak tanimlanir. Bu

durumda
oeL,t)={o:y> [ le@Fldr] < +0}, p>1

@ € L,(¥) icin (L, Ill,) vektsr uzaymm



: hif
lell, = llell, o = ([, le@IP [dx]) " (bakmiz [11])
» LY ¥
normuna sahip bir Banach alani olmasina izin verelim.

Teorem 2.1: Verilen iki metrik uzay (X ,p,) ve (X ,p,), asagidaki kosullar1 saglar:
(1) (X ,py) kompakt metrik uzaydir;
(2) Mp, Metrige gore X teki her bir yakinsak dizi, ayn1 zamanda bagka bir metrik g,
ye gore de yakinsaktir.
(3) A : X — X operatdril p, dlgiistine gore bir biiziilme dontistimiidiir. Yani

Her x ,v icin € X icin
py(Ax ,Ay) < q * po(x,¥)
kosulunu saglayan 0 < g, < 1 sayisi vardir.

Bu durumda, operatér denklemi

x = Ax

x, € X tek bir ¢oziime sahip ve herhangi bir baslangi¢ yaklasimi x, € X i¢in dizisinde

(x,) € X,n=1,2,..olarak tanimlanan
X, =Ax,_4 . n=12.u

dizisi x,’a yakimsar ve

7

py (%, ) < 1—gq " pa(Xg,%y)
dir.
(1.1.5) deki denklemi soyle ifade edelim
o(®) = @ (to(®).f(£).5,k(.0()®), tey @1



® (t, 00, F(1). 5, k(. e(1)()

= ¢(t) — (&) +F(t o). f(0).5,k(L@())(®). t €

(1.1.5) ve (2.1) denklemleri denktir. Dolayisiyla bundan sonra (1.1.5) yerine (2.1)

denklemini arastiracagiz.

Tanim 2 Eger t; stz € pve (t,..¢,) € D, ,{tk,qak,fky Ek) €D,
k=1,2,a €(0,1) igin asagidaki

Lk (ty, @) —k(ty, @) | € mylty — 61" + myl oy — o | (2.2)
ve
[#(ty, @1, f1, 1) — 2(ty00 f3.52)]
<y lty— BIF+mle— o l+nlfi— fil+ nylsy— s, (2.3)
esitsizliklerini saglayan m,, m,, n,, n,, ny,n, pozitif sayilar1 varsa

D=Dxc={(tefs):t €yepfse Cl=yx C?,

k(t,¢) ve P(t,@.f,5) fonksiyonlarin  sirasiyla H,,(m4, my; D) ve

H,111( 1y, Ny, ny,ny ;D) simiflarindan oldugunu séyleyecegiz.

Tanim 2.3 (Fréchet Tirevi): X ve Y Banach uzaylari ve lineer olmayan F:D c X = ¥

operatorii verilmis olsun. Eger, ¥x € D igin

F(x) = F(xy) + Alx — x5) + w(x — x3)

10



kosulunu saglayan A € L(X,Y) operatorii ve

llw(x —x0ll

lim =if)

Lt |§x = xnls

olacak sekilde w:D — Y operatdrii varsa, F(x) operatoriine x, € D noktasindaki

Fréchet tiirevi denir [22].

Teorem 2.2 (Arzela-Ascoli Teoremi): Bir K © €[0,1] kilmesinin 6n kompakt olmasi

i¢in gerek ve yeter sart her x(t) € K fonksiyonunun diizgiin sinirhi ve ayn1 dereceden

siirekli olmasidir.[20].

Teorem 2.3 (Schauder Sabit Nokta Teoremi): F operatorii X normlu uzaymin digbiikey

kapali D alt kiimesini kendisine doniistiiriir, yani F(D) € D. Eger F operatdrii D

{izerinde tamamen siirekli ise onun D {izerinde sabit noktasi vardir [22].
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3. ARASTIRMA BULGULARI

3.1 Cauchy Cekirdegi ile Lineer Olmayan Singiiler Integral Denklemlerin

Coziimii
Bu béliim, (2.1) denkleminin ¢dziimiinii ele almaktadir. [29]

Lemma 3.1.1: Eger ¢ € H,(y), @« €(0,1), iseozamanp > 1veV e € (0,£] igin

o 5_1‘!?
lell. < & lloll, + B lell, (3.1.1)
esitsizligi dogrudur :

Ispat: ¢ € H (y), a € (0,1), fonksiyonu verilmis olsun. t,7 € y igin p (t,7) ile ¥
egrisindeki t ve T noktalar1 arasindaki en kisa uzunlugu goéstersin. Bu durumda; ¥ ,
tizerindeki herhangi bir ¢ noktasi i¢in basit bir egri oldugundan

U(t; e)={rey: pltr)< e} c vy
olacak sekilde £ = O vardir.

Dolayisiyla,

(O = — [y 0 @@dr+ [, [0®) — oD dr, t €y

seklinde yazilabilir.
Buna gore, eger Holder esitsizligini yukaridaki esitsizliklerin sag tarafindaki ilk

integrallere uygulanirsa, y lizerinde herhangi bir nokta olan t i¢in

o] < = [, ole@lldtl + - Hlg.a; v) [, 1t~ 71 ldz]

2e

1y -
iy

<2 (Jyn le@Plad) 7 - ([l ) 7+ & - Hoa )

12



1
£ — - llell, +&% - llell,, tey
2 /9

ve sonug olarak,

le(Dl < &% - lloll, + — - llell,
2 /P

elde edilir.

Son esitsizlikten (3.1.1) esitsizliginin ispati yapilmis olur.

Lemma3.l.2: ¢ e H (y),a €(0,1) vep > 1igin

EH oy

lell. <M(a,p)- o™ - lloll (3.1.2)

esitsizligi dogrudur.

Burada,
M(a,p) = max{M; (a,p), M,(ap)}
M, (a,p) = (n(@p)* + (2n(ap)) /7
My(a,p) = @;"—im(a;w
n(ap) = (a-p- VD)
dir [29]

Ispat: Kolaylik saglamak icin eger A = [loll.. . B = lloll, . € = ll¢ll, alirsak, o zaman
Lemma 3.1.1 den ¥e € (0,£],

I (3.1.3)

yazilabilir.
a €(0,1) iginp =1,8 =28(e),8:(0,+») - (0,+c0) fonksiyonunu asagidaki gibi

tanimlansin:

13



c -1y

6(s) =B.&* + T iy

2P

Fonksiyonunu 8 = (<) noktasinda en kii¢iik degerini aldigini géstermek kolaydir

R
&, =n(a,p)- (C/B)H"‘p

o
n(a,p) = (a-p- V2)i*e
Dolayisiyla,

- TR, .
min{B(e): ¢ € (0,4+0)} = 6(s,) = M,(a,p) - B+ - C++or

degerlendirmesi dogrudur.

Burada,

. . . ~1y
A’!‘! (a:p) = (ﬂ-(ﬂ, ??)-)a _§_ {2 : (n(a, p)) £
Eger, £, € (0,£], sonra (3.1.3) ve (3.1.4) deki denklemlerden,

s op

ol < My(ap): lQlE - lipli=

elde edilir.

Eger £, = { oldugu dikkate alinirsa

1 1
¢ =llgl, < |§q9l§m_'(f eyl 1o = £ 4
L

14
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(3.1.3) denkleminden,

;'{-3_1 -1
ASB- 8 +——-4 /»
V2
elde edilir.
Sonug olarak,
P
2
AZ3 L B £
V21
elde edilir.
Oy]eyse, £ < g_ic¢in
F F
/2 2
Aip,_vi_ -S-s;“:p,_‘i{_
v2—1 2 —

dogrudur.

Yani, son olarak,

E] ap

H‘}”tim = Mz(asp) . “@“: ap | E;@li;+mp

esitsizligi elde edilir.

Burada,

v

\.f

My(@0) = 7= ()"

(3.1.5) ve (3.1.6) esitsizliklerinden, Lemma 3.1.2 kanitlanmis olur.

Lemma 3.1.3:

15

1

- (n(a, p))* - BT e -

it ap

(3.1.6)



Dy, ={(t, @) EDgtEylpl <1}, r>0,
By(oir) ={p e H. (M: ol =7}, a€(01)
ve
ky(t) = k(t,0(®), t €y

olmak iizere, eger ¢ € B,(0;r) ve k € H_,(my,m,; D) ise, k,(t) fonksiyonu
asagidaki

k,(DI <mg+m, r, tey,

e () — k(B S (my +my 1) |ty — 5%, t,t, Ey (3.1.7)

esitsizlikleri saglar. Burada, m, = max{|k(t, 0)|:t € y} dir.

Ispat: t,t,,t, €y ve @ € B,(0;r) i¢in 0 < @ < 1, v > 0 igin denklem (2.2)’ye uygun

olarak
Ik (D] < |k(t @ (®) — k(£,0)| + |k(t, 0)]
Smyle@) +my S myg+my-r
oldugu goriilebilir. Dolayisiyla
ey (81) — kg (t2) [ = Tk(ty, @(2)) — (t5 @(22))]
Smy -ty — 6%+ my - le(ty) — e(t,)]
< (my+m, -H{g,a:v)) - lt; — ;|
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= (m-g_ +my - E@[ga : !tl - tzlm

sS{m+myr) g —tl"
dir.

Boylece (3.1.7) esitsizligi ispatlanmistir.

Sonu¢ 3.1.1: Eger Lemma 3.1.3° iin kosullar1 saglanirsa, o zaman k; € H_(y) ve

degerlendirmeyi takip eden [l k, |l , normu igin

Heslly S mg+my +2 -myr (3.1.8)

dogrudur.

Simdi, k € H_ ;(my,my; Dy} ve ¢ EH, (¥) igin 0 < a < 1, ky :y = € fonksiyonunu

actklanmistir:

k(8 = S, k(0 (O)®, tey (3.1.9)

smrli S+ H (y) = H,(y),a € (0,1) [2],[33] operatorii igin asagidaki norm verilsin.

Is, I, =lIs, I, =svp {50 Il : @ € H ) lloll < 1} (3.1.10)

Lemma 3.1.4: Eger k € H,,(m,,m,; Dy, ) ve @ €B,(0;r), 0 <a <1 ise, (3.1.9)

formiilti ile bulunmus E(t} fonksiyonu H_(y) sinifinda ve degerlendirmeyi takip eden
ik, |l . normu igin

likylly < (mp +my+2-mpr)- IS, || =1, (3.1.11)

dogrudur.
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ispat: (3.1.1) sonucundan, k,(f) tammindan ve 5, H(y) > H,(y),a € (0,1)
[6], [24] 6zelliklerinden, k; € H_(y), @ € (0,1) oldugu agiktir.
(2.1.9) tanimindan ve S, : H,(y) = H,(y), a € (0,1) simrhlik operatdriinden,

el < 1eCoe O, - IS, I,

elde edilir.

Bu esitsizlikten ve (3.1.8) esitsizliginden bu baslik (lemma) kanitlanmis olur.
Lemma3.1.5: 7 > Q0 ve t € ¥ igin

D.={(t,p,f.s):tE€plpl <rIfl <rlsl <1}

Ve

(&) =2 (6 0(0).f(0),(5, k;)())
olmak iizere, eger k €H,,(mym;; Dy ), ® € Hyyqqi(ny,myng,n5D,) ve

@, f € B,(0;r), @ € (0,1) iseozamant,t,,t, € y igin
|8(0)| <ng+my r+my-L,
[B(t,) — F(t)| Sy + (ny +15) v+ my - Lylty — 1,1

esitsizlikleri elde edilir.

Burada, n, = |[2(-,0,0,0ll,, dir.

Ispat: @, f €B,(0;7),a € (0,1) vet,ty,t, € y igin (1.2.3) esitsizlii ve Lemma 3.1.4°
iin gerektirdigi gibi

0] < | (& 0. £, (5,2 k)(®) - 2(£,0,00)| + 122,000
18



<y 9@+ 15 IF O]+, - [(S, 0 k) O] +mg
sSu,Hlm g iortac Ly

veE

I's(ti} - g(tz)l <ny -ty — 617 Fngle(ty) — o) +ng - () — F ()

tny I(S,, ° kl){tl) - (Sy ° ki)(tz}
S+ (ng+ng)rtng L)t —6l°

oldugu kolayca goriilebilir.

Lemma 3.1.5 ten asagidaki sonug ¢ikarilabilir.

Sonug 3.1.2: Eger Lemma 3.1.5 in kosullari saglanirsa, ¢ € H, (y) ve |[$|ER normu igin

asagidaki esitsizlik gecerli olur:
18]l =2 {max(ng,n) +(ny+n3) r+mny-Li}=1L
Sonug 3.1.3: Eger Lemma 3.1.5%in kosullari saglanirsa, asagidaki sekilde tanimlanan
A(@)(®) = 2 (t,0(8), £, (5,0 ky)(®)), tEY (3.1.12)
A operatorii B, (0;r) yi B,(0; L) ye doniistiirir.

Sonug 3.1.4: Eger Lemma 3.1.5%in kosullar saglamyorsa, L < r ise, (3.1.12) formiilt

ile tanimlanan A operatorii B, (0;r) kiiresini doniistiiriir.
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Lemma 3.1.6: B_{0;7)}, a € (0,1) kiiresi (H_{y);: llell..) vzayinda kompakttir.

Ispat: B,(0;r) kiiresinin tanimindan, « € (0,1) ve @eB.(0;7) i¢in llgll,<r
oldugundan ve béylece |[@|l.. < r elde edilmistir.
Sonug olarak, B_(0;r) kiiresinin uzayda diizgiin sekilde bagli oldugu kiime

((H.(v); llell.. ) aciktir.

1fa

Ayrica, € > 0 igin alimirsa 8 = (g/r)* %, o zaman t,,t, € y ve @ € B (0;r)

igin
[ty —tl <le(t) -l <r |ty —t,]" <¢
elde edilir.

Buradan B_(0;r) kiiresinin elemanlarinin ayni dereceden siirekli oldugu goriilmiistiir.
Dolayisiyla, Arzela-Ascoli kompakthik teoremine gore B,(0;7) kiimesi (H,(y); llell..
) burada kompakttir.

Lemma 3.1.6"ya gore asagidaki sonug belirtilmistir:
Sonug 3.1.5: @ € (0,1) igin B, (0;7), (H,(¥); llell.. )’ nin bir alt uzayidir.

Simdi, uzayda H,(y) iki déniistimii tanimlanmistir,
w, ¢ € (H,(v),a €(01),p =1 iginve

d. (0. @) = llg — @l ved,(p.9) = llo — &I,

verilir.

d..: H(¥v) X H,(y) = [0,+00) ved,: H, (¥} X H,(y¥) = [0,+)

déniistimiintin H_(y), a € (0,1) uzayindaki metrikler oldugu ag¢iktir ve dolayisiyla
(H,(y); d..) ve (H (¥); d,) nin metrik alanidur.
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Lemma 3.1.7: @ € (0,1) i¢in ve p > 1 icin d, ve d, metriklerine gore yakinsama

B_(0;r) alt uzayina denktir.

Ispat: ¢y, ¢, € B,(0;7) ,a € (0,1),n = 1,2, .... bu durumda

1 1
d-;;(:p(}f (pn) = ”mf} - (pnﬁm S ,f;-‘ : “@0 - ‘cpnﬂm . 'EF ' dw (‘pl}f {&an)

verildigi gibi,
b d (Po @) =0= i3 dy(Po, Pn) =0

oldugu agiktir.
Bunun tersinin dogru olduguna bakilmistir. (3.1.2) esitsizliginde @,, @, € B,(0;r) igin

1 1
1+ 1+
oo — @ullce = M(a,p) - llgg — @ull, ™ - llog — @l

veya

1 _ap_
d,. (@5, @,) < (2r)iter - M(a,p) - (d,(@q @,)) 2

yazilabilir.

Buradan,
lim d,(@y, ¢,) =0= limd_ (¢, ¢,) =0
n—roo n—>oc

kabul edilmistir.

Dolayisiyla, lemma kanitlanmis olur.

Simdi, sinirli operatdr §.: L (y) = L (y), p € (1,+0) (bakimiz [6],[24]) igin

= sup {Iisyqallﬂ: I, <1
21
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olsun.

Lemma 3.1.8: Eger k € H, ;(my,m,; Dy, ) Ve P € H,y44(ny,Mg,13, 045D, ) @ € (0,1)
i¢in operator A, yeni formiil (3.1.12) ile agiklanmus,

@, @ € B,(0;r) igin

d,(A(@),A(@)) € My(p) - d..(0,¢), p> 1 (3.1.13)

esitsizligini saglar

Burada,

Mi(p)=(n, +ny,-m,-

3
Is,[l_yez
Ispat: t €y ve g, @ € B,(0;7) igin lemma varsayimindan,

l4(e)(®) — A@) (D)
= [‘P (E, (p(t‘): f(t))-sy k(‘, (P() (t))) . q‘b(t} (ﬁ(t)r f(t},S},k(-, @(}(‘t))} E
<y lo() - GO +ny |5,k (2 0() = 5,k(.6()) ©))|

yazilabilir.

Son esitsizlikten, Minkowski esitsizligine ve lemmanin kosullarina gére,
(5, 14(a((8) - A@) (DPlael) ™
2 . N Lip
(1, [ 1008 = GO +7y - |5, k(0 ()) — k(- SON (O] 14kt

< (my +mymy- |5, || ) llo - &l
22



dir. Bu ylizden

4,(A(P),AB)) < (1 + mymy - |15, ]) - e = G,

Ea

=

kabul edilebilir.
p > ligin

e —@ll, <77 -llo— éll..

dir. Son esitsizlikten

d,p(A(qa},A(@) < (‘nz +n, m,- [!S’r“p)‘ -{’; -d (@, @)
elde edilir.
Lemma 3.1.9: Eger k€ H_ (my,myDg) ve € Hyy,q(ng,ngng,ngD),
o € (0,1} ise
A:B_(0;7) = B (0;7),a € (0,1)
operatoril d.. metrigine gore stirekli bir operatordiir.

Ispat: @,, @, € B,(0;r), @ € (0,1), n = 1,2, ..., i¢in Lemma 3.1.2 geregince (esitsizlik
(2.2)) , yazilabilir

HA(Q%) - A{‘F‘ﬂ) I =

H el

< M(a,p) - |1 A(@y) — Ale)IE™ - 1A(@y) — A(e)IE™.

Buradan, (3.1.13) esitsizligine gore
23



ap

14(e) — A(@u) e < ¢ (due (@0 @) TF

elde edilir.

Burada, ¢ sabiti:

1
¢ = clap) = M(a,p) - (Ma ()55 - (2- 1)

seklinde tanimlanir.

Son esitsizlikten, eger
limd.. (¢ ¢,) =0
ise
lim d.. (A(#o), A(@n)) =0

oldugu anlasiimistir.
Simdi lineer olmayan (2.1) Cauchy singiiler integral denklemlerinin ¢dztimii ile ilgili

asagidaki sonuglari sunalim.

Teorem 3.1.1: Eger k € H, 1 (my,m4; Dy,), € Hyy44(ny, 103,05 D,), @ €(0,1)
ve L < r ise Cauchy singiiler integral denklemi B,(0;r) kiiresinde en az bir ¢éziime

sahiptir.

Ispat: Lemma 3.1.6 uyarinca B (0;r), H,(¥),« € (0,1) alammnin bir kompakt
kiimesidir. Dahasi eger L < r ise formiil (3.1.12) ile tanimlanan Sonu¢ 3.1.4 ’ten A
operatorii dis biikey, kapali ve kompakt B,(0;7) kiiresini kendisine doniistiiriir.
Dolayisiyla, A operatérii H, (y), @ € (0,1) i¢inde kompakttir. Diger perspektiften
Lemma 3.1.9 uyarinca, operatér A B_(0;r) kiiresinde siirekli oldugu igin B,(0;r)

kiiresinde tamamen siireklidir. Bdylece, Schouder sabit nokta prensibi gerefinceA
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oeratdrii B,(0;r) kiiresinde bir daralma doniigiimiidiir. Sonug olarak (2.1) denklemi

H, (¥),a € (0,1) uzayinda bir ¢dziime sahiptir.

3.1.1 teoremi, (2.1) Cauchy singiiler integral denkleminin ¢dztimiine iliskindir.
Simdi (2.1) denklemi ¢dziimiintin tekligi arastiriimistir ve bu ¢oziime bir yaklagimin

nasil bulunabilecegi sorunu ¢oziilebilir. Siradaki teorem bununla alakalidir.

Teorem 2.1.2: Eger k € H, {m,,my; Dy, ), € H,y4 (04, n5,n5,14:D,), @ €(0,1)
veL £ rve

A=mny+n,my s, | <1
ise 0o zaman (2.1) lineer olmayan Cauchy singiiler integral denklemi sadece bir
@, € B,(0;r) ¢oziime sahiptir. Herhangi bir baslangi¢ ¢, € B, (0;r) igin bu ¢dziim

terimi
a(®) = 2 (£, 0 s (D, F(O,5,k( 0, )®), €y (B.114)

olarak tanimlanan (¢, ), n = 1,2, ... dizisinin limiti olarak bulunabilir.

Ayrica, @, yaklasimi i¢in asagidaki degerlendirme dogrudur:

dy (@0 @) < 7 dy(@p01), n=12,... (3.1.15)

Ispat: (2.1) denkleminin Teorem 2.1 ile tek bir ¢dziimiiniin oldugu kanitlanmistir. (2.1)

denkleminin Teorem 2.1 ’in kosullarini sagladigi gosterilmistir.

Teorem 2.1 varsayimlarini degistirmeden, eger B (0;v) =X, d,. =p; ve
d, = p, alinirsa Lemma 3.1.6 "ya gore, Sonug 3.1.5 ve Lemma 3.1.7 ’nin birinci ve

ikinci kosullarinin Teorem 2.1° de saglandigi goriiliir.

Simdi, A< 1 iken formiil (3.1.12) ile tanimlanan A operatdriintin,

25



B, (0;r),« € (0,1) uzayinda daralma doniisiimii oldugunu d,,p > 1 uyarinca
sdylenebilir.

@,, 0, €B.(0;r),a € (0,1) i¢cin Lemma 3.1.8 ile birlikte

14(p0) — A, < (ny + g -my - [[5,] ) -l — @2l

esitsizligi kamitlanir.
Burada, ¢,, 9, € B,(0;r), & € (0,1) igin

d,(Al@,), A(@,)) < A-d, (91, 0;) (3.1.16)
elde edilmistir.

Boylece A< 1 oldugunda, A operatérii, d,,p > 1 metrigine gére B (0;7),« € (0,1)
tizerinde bir buiziiliime doéntisimiidiir. Bu ytizden Teorem 2.1%e gore

P =4,

operatdr denklemi ve sonug olarak (2.1) denklemi tek bir ¢, € B, (0;7) ¢dziimiine

sahiptir.

Simdi, @, € B,_(0;r) ¢dzlimiiniin herhangi bir ¢, € B,(0;r) yaklasimi icin terimleri
@, () =A@, (), t€y, n=12.. (p )n=12,. olan dizinin limiti
oldugunu gosterelim.

n = 1,2, ... i¢in (3.1.16) esitsizliginden

d:: (@n-&l* wn} £ A- d,_,((;t?w (F?‘i—l}
yazilabilir.

Bu esitsizlikten,

dﬁ{@n-ﬂ«' @-n) - d’v (QDQ, ‘391)
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elde edilir.

Benzer sekilde m, n{m,n € N) i¢in

dv(‘f”n%v Pn) S AT dz:(??u: ©)

yazilabilir.
Ayrica,
Ay (@0, @) S (A7 4+ A2+ + A+ 1) d, (@0, 01)
elde edilir.
d e A g 3.1.17
p(qg-n-'mn-?m}— 1-a ' p((al}!fpl} (3.1.17)

(3.1.17) esitsizliginden, ( @,), n = 1,2, ... dizisinin d,,p > 1 metrigine gbre bir
Cauchy dizisi oldugu goriilebilir. Ciinkii (B,(0;7); d,,) alani, Sonug 2.1.5 ve Lemma
3.1.7 ¢ ye gore tam bir metrik uzaydir, burada bir ¢ € B_(0;r) elemani vardir dyle ki

limg, = @ veya limd,(¢,, @ =0.
n-=os n—e

Simdi, @ = ¢, oldugunu gosterelim.
n -

L@ s 1IN

Ay (@n+1,A(@)) = d,(A(0,), A(@)) =4+ d (¢, &)

ve
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iﬁdiﬂ(‘?w ¢)=0

oldugundan

limd, (9,1, A(9)) = 0
elde edilir.
Boylece

d (3, A(3)) € d, (G @ps) + do(@n 21, AD))

esitsizliginden ¢ = A oldugu elde edilir.
Buradan, ¢ = ¢, oldugu goriilmektedir.

Bu nedenle,

o(t) = Alp)(1), tey

operatdr denkleminin tek ¢dziimii terimleri (¢,,) € B, (0;7), @ € (0,1} n =12, ...

olarak tanimlanan dizinin limitidir:

@0, (t) =Ap,_,(t), tEY,n=12,...

Boylece,
lim@,.,. () =@ (t), UimA™=0

oldugundan (3.1.17) esitsizligi geregince (3.1.15) sagladigr goriilmektedir.
Boylece teorem ispatlanmustir,

Teorem 3.1.2 ve Lemma 3.1.7 *den asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.1.6: Terimleri
e, (t) =Ag, ,(t), teyn=12,..
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seklinde tanimlanan (g,) € B (0;r), a €(0,1) n=12,.. dizisi, keyfi
@, € B,(0;7), @ € (0,1) i¢in nonlineer (2.1) Cauchy singiiler integral denkleminin tek

¢oziimiine yakinsiyor.

3.2 Lineer Olmayan Operator Denklemlerin Coziimii
Bu béliimde
F(x}=0

sekilli bir operatdr denklemin g¢ziimiiniin varligi i¢in yeterli sartlar verilir ve bu

denklemin yaklasik ¢éziimii i¢in bir iterasyon 6nerilir [30].
Aksi belirtilmedikge, Fi: X = YV ve F: X = Y
F(x) = F(x) + K (x)
kosulunu saglayan dogrusal olmayan operatorler olsun.

Burada, F, operatorii her x € X igin [F) (x)]"*:¥ — X ters operatdrii kolayca

bulunacak sekilde Fy- Fréchet tiirevine sahiptir ve F, normu gok kiigiik bir operatordiir.

Bu durumda, (1.1.6) denklemi

F(x)+E() =0 (3.2.1)

olarak yazilabilir.

Bu tez ¢alismasinda (3.2.1) operatér denkleminin yaklagik ¢oziimiinii bulmak

icin asagidaki iterasyon tercih edilir

x, =%,y — [B @ HAG—D) + Blx, )L n=12, .. (3.2.2)
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%, burada X uzayinin keyfi elemanidir.

Eger F| tiirevi her x,, n=0,12,.. i¢in kolayca bulunabilseydi (3.2.2)

iterasyonu asagidaki sekilde kullanilabilirdi

xn = xﬂ'—l - [Flr {xn—ij]_i[Fl(xﬂ—:l] + FE(.xn—:l}}f n= 1,2, Bk (323)

(3.2.2) iterasyonu uygulamalarda daha kullanishdir. (3.2.2) denkleminin ¢dziimii
icin  (3.2.2) iterasyonun yaklasimi tizerine asagidaki teorem verilir. (1.1.6)

iterasyonunun ¢6ziimii i¢in iterasyon (3.2.3)’ e benzer bir teorem verilebilir.

Teorem 3.2.1: X Banach uzayr ve dogrusal olmayan F:X =X ve F: X=X

operatorleri i¢in asagidaki kosullar saglansin.

(1) Herhangi bir x, € X i¢in lincer olmayan F,: X — X operatdrii D{(xy;7) € X

kiiresinde Fréchet tiirevlenebilirdir ve her x, v € D(x4;7) igin

NF () — FE DIl < &llx—wll (3.2.4)

olacak gekilde I, = 0 sayisi vardir.

(2) Dogrusal operatdr Fy (x,) : X = X [Fy (x,)]™" ters operatériine sahiptir ve

NF ()17 = my, HHFY (xp)] T Ry (x )l = my (3.2.5)

kosullarini saglayan m, > 0,m, > O sayilari vardir
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(3 [F/ (xp)]™1) ters operatdrii ve Fy: X — X operatdri

NF ()] R () € my, x € D(xy7) (3.2.6)

IE, (x) — B3I < £, llx — v, ¥x,v € D(xgir) (3.2.7)

olacak sekilde my > 0,€, > 0 sayilar1 vardir.

Eger,

myfy < f1—2m 8 (m; + m3) (3.2.8)

_1-y1-2m. ¥, (m, +m;)

5, <r (3.2.9)

m, £,

Kosullar1 ayn1 anda saglanirsa, (3.2.1) denkleminin tek bir x, € D(x,;8,) ¢6zimil
vardir ve terimleri (3.2.2) formiilii ile tanimlanan x,,,n = 1,2, .., dizisi x, ¢dzlimiine

yakinsar.

Ayrica,

g=1—41—2m €, (my+my) +m¥,

g sayist i¢in asagidaki degerlendirme dogrudur

n
fx, —x 0l < 1%{; (m,+my), n=1,2,.. (3.2.10)

[30].
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Ispat: Teoremin varsayimlari saglansin. Her x € D (x,;r) ve r > 0 igin

Py (x) = x — [F (xg)] ' Fy ()

?; (1) = —[F{ (x)] R (x)

#(x) = 2, (x) + 2, (x)

olsun. Béylece, (3.2.1) denklemi asagidaki gibi yazilir

x = #(x). (3.2.11)

Dogrusal olmayan ¢ : D(x,;7) = X operatorii D{(x,;8,),8,€ (0,7) kapah

kiirede bir daralma doniisiimii olsun.

x € D(xq; 6,) igin

P(x) — xo = [F (xo)] ™"+ [F (x) (x — x0) — Fy (x) + Fy ()]

—[F (o)) TR () — [ ()] 71 By ()

yazilabilir.

Bu esitlikten ve (3.2.4), (3.2.5) ve (3.2.6) esitsizliklerden
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1) — xoll < 3my#,62 +my +my (3.2.12)

elde edilir.

Son esitsizlikten ve (3.2.9)’ dan
”‘?(x) - x@lSE = 5@
yazilir.
Boylece, x € D(x,; 8,) icin @ (x) € D(x,;8,) elde edilir.
Sonug olarak, @(D{x,;8,))c D(x,; 8,) elde edilir.
x,¥ € D(xn;8,) igin
2(x) — () =x —y—[F ()] - [F(x) - R3]
_[F;(xo}}_l [R(x) - BRG]

esitligi aciktir.

Bu esitsizlikten ve (3.2.4), (3.2.5) ve (3.2.7) esitsizliklerinden

fe(x) — (W)l € (m£,8, + m &) Mlx— ¥l (3.2.13)
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oldugu goriilebilir.

Diger yandan Teorem 3.2.1°in, (3.2.8) ve (3.2.9) kosullarindan,
my£,8,+ my¥€, < 1 oldugundan, (3.2.13) esitsizliginden operatér € ‘nin D(x,;8,)

kiiresi iginde biiziilme donlistimii oldugu anlasilir.

Ayrica, (3.2.12) ve (3.2.13) esitsizliklerinden

fe(xy) — x,ll < (1 —q)8,

oldugu goriliir.

Bu nedenle, Banach sabit nokta ilkesinin bir sonucu olarak lineer olmayan

@ 1 X — X operatorii tek bir x, € D(x,; 8,) sabit noktaya sahiptir.
Sonug olarak, (3.2.11) denklemi tek bir x, € D(x,;8,) ¢ozlimiine sahiptir.

Newton-Kantorovich iterasyonuna gore, asagida tanimlanan {xn),n =1,2,..

dizisi

x, = P(x,_4), n=12,..

x, ¢Oziimiine yaklasir ve

e, — x| < Iy — x4l

degerlendirmesi dogrudur.
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Sonug olarak,

ngi - xﬁlg c_:. m2 'é"mg

oldugundan, (3.2.10) degerlendirmesi dogrudur.

& operatoriiniin tanimindan ve yukaridaki bilgilerden teoremin ippati

tamamlanmistir.
Simdi, Teorem 3.2.1°in bazi uygulamalari {izerine bazi &rnekler verelim.

D={(t,s,x) ER¥:t,s€[abl x| <r} bodlgesinde siirekli f(t,s x)

fonksiyonu igin

x(®) = [] f(t,5.2(5))ds, t € [a,b] (3.2.14)
dogrusal olmayan Fredholm integral denklemi verilsin.
Burada, x(t), t € [a, b] bilinmeyen fonksiyondur.
(3.2.14) denklemi (1.1.6) denkleminin bir 6zel durumudur.
X =Y =(Cla,b], "Il .) olsun.

Burada, x € X i¢in

x|l = max{|x(t)l:t € [a, b]}.

H(t,s,x) fonksiyonu D bolgesinde x degiskenine gore birinci mertebeden

stirekli kismi tiireve sahip olsun.
(t,s,x) € D i¢in
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Q(t,s,x) = f(t,s,x) — H(t,s,x)

olsun. Bu durumda, asagidaki

F, (x)(t) = x(t) —f H(t,s,x(s))ds

R@® =~ | ol x()ds

denklemler i¢in (3.2.14)'li
Fi(x)+FE(x)=0 (3.2.15)

lineer olmayan operatdr denklem seklinde yazabiliriz.

(3.2.15) denkleminin yaklasik ¢éziimii igin (3.2.2) iterasyonu asagida belirtildigi
gibi ayarlanabilir. (3.2.2) iterasyonunun baslangi¢ yaklasimi olarak [a,b] araliginda
siirekli keyfi —x,(t) fonksiyonu alinabilir. (3.2.2) iterasyonunun x,(t),n=12,..

terimleri
x,(t) = h, (1) + x,_,(t) (3.2.16)
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olarak tanimlanmistir.

Burada, h,(t) terimleri asagidaki denklemden bulunabilir:

Frix g, = —F e, ) ~E e 5 m=12 w. (3.2.17)

Varsayim geregince, her x, € X i¢in

Fy (x)h(2) = h(t) — [ H,(t,5,%(s))h(s)ds (3.2.18)

sahibiz.

Buradan, (3.2.17) denklemi gekirdegi X (t,5) = H,(t, s, x(s)) olan asagidaki gibi

h () = [ K (t,5) - h,(s)ds = q,_,(2) (3.2.19)
lineer Fredholm integral denklemi seklinde yazilabilir,

Burada,

gp_q1lt) = —x,_,(t) + f: H(t,s,x,_,(s))ds + f: Q(t,s.x,_4(s))ds, n=1,2,....

(3.2.19) Fredholm integral denklemini ¢6zdiikten sonra, eger h,(t) fonksiyonlari
(3.2.6) formiilii ile degistirilirse (3.2.15) denkleminin yaklasik ¢oziimii i¢in (3.2.2)

iterasyonu elde edilir.

Simdi, (3.2.19) denklemini ¢6zmek i¢in A, = —1 sayisinin K (t, s) c¢ekirdeginin

bir 6zdegeri olsun. Bu durumda, bilindigi tizere (3.2.19) Fredholm integral denklemi
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¢oziilebilirdir [7]. Dolayisiyla, (3.2.19) denkleminin ¢oziimii

ho(8) = gy (D) + j R(t, 5)q,_.()ds

w

olacaktir.
Burada, ®(¢, s), (¢,5) € [a,b] X [a,b] K(t,5) ¢ekirdeginin ¢dziicii gekirdegidir.

Béylece, (3.2.14) denkleminin yaklasik ¢oztimii igin (3.2.2) iterasyonu asagidaki

gibi bulunur:

x,(t) = f: H(t,s,%,_,(s))ds + f: Q(t,s,x,_4(s))ds
+ PR, 5) [2,m1(5) + [7 H(s,§,x,-1(8))lE

+ 2 Q(s. 6 % (D))dE] ds, n=12, .... (3.2.20)

Boylece, (3.2.14) denkleminin tek bir ¢dziimiin varlig1 ve iterasyonun yaklasimi

iizerine asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.2.2: x,4(t) € C[a,b] olsun ve H(t,s,x), Q(t,s x) fonksiyonlar asagidaki

kosullart saglasin :
(1) H(t, s,x) ve onun kismi tiirevi H,. (¢, 5, x)

D={(t,s,x)ER®:t,s€[a bl |lx—x;] =7}, r>0
o

bolgesinde siireklidir. (¢, s) € [a,b] X [a, b] ve x,x, € [—r,r] igin
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|H (52,3 = H lt8%: ) & Lle, =2,
olacak sekilde €, = 0 sayis1 vardir.

(2) R(t,s) goziicii gekirdegi i¢in

b
f IR (- 5)lds

< my,
[==

olacak sekilde bir tane m, = 0 sayis1 vardur.

)
F (xp) oo = max{|F, (x,) (D) : t €[a,b]} <P,
olacak sekilde P, > 0 sayisi vardir.

(4) x € D(xy;r) ={x €Cla,b]: llx — xyll <7}icin

=g

b
f lQ{r S,X} ldS

[==3

olacak sekilde dyle bir ny = 0 sayisi vardir.

(5) (t,s) € [a,b] X [a,b] ve xy,x, € [—7,r]igin

EQ{tJ s.kxl) - Q(t? 5, XZ)! g Lﬁtxi - XE

olacak sekilde L, = 0 sayisi vardir.

Eger

o =2 (1+my)? (b —a)by(Py+ny) < 1—[(1+my)[b— a)L,]? (3.2.21)
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_ 1-J1-g,
G (1+m )i (b-alé,

<r (3.2.22)

ise, (3.2.14) denklemi x, € D(x,;8,) tek bir ¢dziime sahiptir ve bu ¢dzlim terimleri

(3.2.20) ile tanimlanan {xn(t)), n = 1,2, ... fonksiyon dizinin limitidir. Ayrica,
q; =1~ m +(1+mg)(b—a)L,
icin
Ix, —x,ll.. < f_—q (1 + mg)(By + 1) (3.2.23)
esitsizligi dogrudur.
Ispat: Teoremin varsayimlarindan (3.2.18) esitligi geregi her x, ¥ € D(x4; 1) i¢in
IF () — Ff (Ml < (b—a)fyllx— vyl

yazilir.

Tekrar, teoremin varsayimlarindan,

[F (o)1 7w () = +y(D) + f R(t,s)y(s)ds

operatdriiniin normu i¢in
N[E ()] Ml = 1+ my,

HF (x )] R (xp) e = (1 4+ my) P,
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elde edilir.

Dahasi, her x, ¥ € D(x,;7) icin asagidaki esitsizlikler dogrudur:
NE I R < (2 + medmg
15, (x) — K, (M. = (5 — a)Lglix — yll...

Boylece, denklem (3.2.15) i¢in Teorem 3.2.1° in tiim kosullar1 saglanir. Bu
ylizden, eger (3.2.21) ve (3.2.22) kosullari da saglanirsa, Teorem 3.2.1°den (3.2.14)
denklemi bir tek x, € D{x,;8,) ¢ozlime sahiptir. Ayrica, (3.2.23) esitsizligi bu ¢dziim
icin saglanir ve (.xﬂ (t]), n = 1,2, ... ve fonksiyon dizisi (3.2.20) formiilti ile tanimlanir.
Sonug olarak, (3.2.20) iterasyonu, (3.2.14) denkleminin ¢ézlimiine yakinsar.

Bununla bu teorem ispatlanmistir.

Not 3.2.1: Eger, Teorem 3.2.2°de bahsi gecen H (t,s,x) fonksiyonu norma gore

f(t,s, x) fonksiyonuna yeterince yakinsa

My = J- H(t,s,x{s})ds

denklemin ¢6ziimii (3.2.14) iterasyonu i¢in birinci yaklasim alinabilir.

Ornek: Teorem 3.2.2°yi kullanarak asagidaki dogrusal olmayan integral denklem

arastirilmistir,
x(f) = [ ee™ Wds + T - ?i? (ef™1 —1), t € [0,1] (3.2.24)
Denklem (3.2.24)te, eger x(t) = v(t) ++/t alinirsa,

y(t) = J'Gi o=lt—1) [e—:{?yis}w': (£) _ 1]ds, t € [0,1] (3.2.25)
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elde edilir.
Eger (3.2.25) denklemi ¢oziiliirse (3.2.24) denklemi de ¢oziiliir.

Eger,

H(s,y) = e~ 2VE—y _ g
Qt,s,y) = [1— et D] [e~ 20" _ 1] (3.2.26)
alinirsa (3.2.15) deklemi
FEy)+RG)=0 (3.2.27)

dogrusal olmayan operatdr denklemi seklinde yazilir.

Burada,

F()(@® =y — [, H(s, ¥(s))ds,

EW® = [ e(t5y(s))ds.
r€ (0,1)ve D(0,r/2) ={y € [0,1] .. lI¥ll. £r/2}olsunve y, € D(0,7/2),
D{(t,s,v) e R¥*:t,s € [0,1],lly — vl . € 7/2}
alinsin.
H (s,y¥)ve @ (t,s,v) fonksiyonlarmm Teorem 3.2.2°nin kosullarini sagladig:
gosterilir.

. B i—— — o ®
H (5}}.‘ =g 2Vsy—w" _ 1 ve HS,(_S,}' — —Z(V!S‘é‘}’ e 2Vey—y

fonksiyonlariin D bolgesi tizerinde siirekli oldugu agiktir.
Ayrica, s € [0,1] ve ¥y, ¥, € [¥p — E,yﬁ + ’;} i¢in v, ve v, arasinda bir & noktasi vardir
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ki

| H,(s3) = Hy(s3)| = 2@(5+8) —1)- ey — 3| (32.28)

(3.2.28) esitsizliginden, £, = 2(2(1 +r*) — 1) igin
| Hy(s,30) = Hy(s,32)| = &olyy — 3l
elde edilir.

Sonug olarak, Teorem 3.2.2°nin ilk kosulu saglanir.

v € D(0;7/2) igin
K(s) =H,(s5,5,(s)) = -2 (wﬁ + ¥ (5)) g™ (s)=5e ()
cekirdeginin coziicii cekirdegi R(s)'yi bulmak igin [F(y,)]™* ters operatdriiniin

Frechet tiirevini bulmak gerekir.

Fy: X = X(X = (c[0,1]; |l .)) operatdriiniin y, € [0,1] noktasindaki Frechet tiirevi

Fy (y)h(®) = h(t) +2 j (V5 +30(s)) 2 @E@h(5)ds

seklindedir.
Herhangi bir a(t) € €[0,1] i¢in

h +2 [ (\,E + v, (5’)} e~ D% D p(5)ds = a(t) (3.2.29)

olsun.
Simdi, (3.2.29) dogrusal integral denklemi ¢oztilmustiir.
Eger,
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c=2f (Vs+ (s)) e =2V (-5 (I p(5)ds (3.2.30)
alinir ve h{t) = a(t) — c ifadesi (3.2.30)’da dikkate alinirsa,
T(v) = 1+ 2 [} (V5 + y5(8) ) e @80 ds 20 (3231)

igin

_5_}, (s} o~ 2V {s}-ygfs}a(s)ds
T( o) Jn

elde edilir.
Boylece, eger (3.2.31) kosulu v, (t) fonksiyonu igin saglanir ise, (3.2.29) denkleminin

¢oziimii agagidaki gibi bulunur:
R(e) = a(®) — 175 Jy (V5 +30(9)) e 208D a(s)ds.

Son esitsizlikten

R(s) = — (\js + % (5))9. 3y, () (2D

2
T(¥n)

oldugu goriilir.

Buna gore,

(F )] a(d) = a(d) + f R(s)als)ds

elde edilir.

Buradan, Teorem 2.2’nin ikinci kosulunun

44



1
mg J Vs + v (s) | e 2¥eve -5 (s g
1]

TGl
i¢in saglandigi goriiliir.

Eger,

P, = max{ it € {0,1]}

1
O
¢

1
Mg = max {f |(1 - esfz_ﬂ)(eﬂﬁ-"’Oiﬂ—y‘g —1)|ds:t € [‘3,1]}
0

alinirsa; Teorem 3.2.2°nin iiglincii ve doérdiincii kosulunun (3.2.27) denklemi igin
saglandig1 goriliir.
Simdi @(t,s,v) fonksiyonu Teorem 3.2.2°nin besinci kosulunu saglasin.

t,s €[0,1]veyy, ¥, € [¥g — =, ¥ + %] i¢in 3, ve y, arasinda

1Q(t,5,31) = @t5,37)| = 2[5 +¢] [1 — e 0 [y, —y| (3.232)
kosulunu saglayacak sekilde bir tane & sayisi vardir.
(3.2.32) denkleminden Ly = 2{e — 1}(1 + 7} igin
1Q(2,5.71) — Q@(t.5, )| = Lolyy — 2
elde edilir.
Bu durumda, eger kosul (3.2.31) ve asagidaki

go =2 (1+mg)*£,(Py+1) <1—[(14+my)L,])*
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kosullar v, € D(0;r/2) baslangi¢ yaklasimi igin saglanirsa, Teorem 3.2.2°ye gire,
dogrusal olmayan (3.2.27) operatér denkleminin ve sonug olarak dogrusal olmayan
(3.2.25) integral denkleminin v, € D(0;8,) tek bir ¢dzimi vardir ve bu ¢bziim

asagidaki sekilde tanimlanan (y,(£)),n = 1,2, ... dizinin limitidir

1
v, () = f e (t=1) [~ 2®n-1 (D =37-2(9) _ 1]ds

+ iR [~rpea(s) + [ 50 [V @t ® _dlag]. (3233

Ayrica, (}:n{t))‘n =1,2,.. dizisi ve vy, (t) ¢bzlimi i¢in asagidaki degerlendirme

dogrudur:

Ny, —v.ll. < -:—q (1 +my)(Py + 1)

burada, ¢, =1 — /1 —q4+ (1 +my)L,

Baylece, (3.2.24) denklemi de

x,(t) =v,() +4/t

tek ¢ozlimiine sahiptir.

x,(8) = y.(O) + 4t
seklinde tanimlanan iterasyon bu ¢dziime yakinsar. Dahasi, asagidaki dogrudur
Hx, — 2.l < ;%(i +m)(Py+1my), n=12,...
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Simdi eger, (3.2.33) iterasyonunun baslangi¢ yaklasimi olarak

R =0

denkleminin ¢dziimii almirsa her n =12, .. igin ¥,(t) =0 olur. Yani (3.2.25)
denkleminin ¢6ziimii v_(£) = 0 olarak elde edilir ki bu da (y,(t)) n = 1,2, ... dizisinin

limitidir.

Buna gore, (3.2.25) dogrusal olmayan integral denkleminin ¢6ziimii

x (B) =+t

olur.
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4.

SONUCLAR VE TARTISMA

Bu tez calismasinda (3.1basliktan) Newton-Kantorovich yonteminin lineer olmayan
singiiler integral denklemlere uygulamasi yapilmistir.

Denklemin ¢6ztimiiniin varligi ve tekligi ispatlanmis ve ¢oziime yakinsayan iterasyon
(yineleme) kurulmusgtur. Kurulan iterasyonun ¢oziimiine yakinsama hizi verilmistir.

Tezin 3.2 alt bashiginda lineer olmayan operatdr denklemlere degistirilmis Newton-
Kantorowich yontemi uygulanmis ve iterasyon kurulmustur. Iterasyonun hizi da

belirtilmistir.
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