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1. GENEL BILGILER

1.1  Giris

Kuantum mekanigin temel denklemi olan Schrédinger denklemi, bir kuvvet alanindaki
bir parcacigin (veya pargaciklar sisteminin) davranigini tanimlayan ve goreceli olmayan
bir dalga denklemidir. Bu denklemin ¢dziimii, pargacigin davranislarinin uzay ve zaman
degiskeninde nasil degistigi hakkinda bize bilgi verir. Schrodinger denklemi, Newton
denklemine kabaca c¢ok benzemektedir. Klasik bir pargacik i¢in Newton’un ikinci
kanununun yaptigi seyi bir kuantum pargacik i¢in Schrédinger denklemi yapar. Klasik
mekanikte, Newton denklemini ¢6zdiigiimiizde biz zamana bagl olarak bir parcacigin
konumunu bulabiliriz. Ancak Schrédinger denklemini ¢ozdigiimiizde bir dalga
fonksiyonu elde ederiz ki bu dalga fonksiyonunun karesi, uzayda verilen bir bolgede

parcacigin bulunma olasiligini belirtir.

Lineer olmayan Schrodinger denklemi lineer olmayan optikte, su dalgalarinin
degisiminde, hidromanyetik ve plazma dalgalarinda, bir katidaki 1s1 pulsunun (1s1 atimi)
yayiliminda, (bir siv1 ile dolu) viskoelastik tiipteki lineer olmayan dalgalarda, lineer

olmayan kararsizlik problemlerinde ortaya ¢ikar [12, 25, 30-31, 33-34]. Bu ¢alismada

oy k% oy
gEJr I’Z(X,t,l/l)y'i‘ q(X,t,y/)&Jr L (X, t,w)y =0,

(1.1)

denkleminin bir 6zel durumu ile verilen lineer olmayan bir Schrodinger denklemi i¢in

bir ters problemi géz oniine alacagiz. Burada & =sbt bir say1 y(x,t) fonksiyonu dalga
fonksiyonudur.  j=0,1,2 icin (1.1) denklemindeki r,(x,t,y) katsayilar1 ortamin
varyasyonunu tanimlar. Eger r; katsayilart y(X,t) fonksiyonuna bagli ise bu, ortamin

lineer olmayan 6zelliklere sahip oldugunu gosterir [42]. (1.1) denkleminde £ =i olarak

alimrsa  j=0,1,2 i¢in r(x,t,) katsayillarnin &zelliklerine bagh olarak (1.1)

denkleminden lineer ve lineer olmayan Schrodinger denklemleri elde edilir.



Bilindigi gibi lineer olmayan Schrodinger denklemi icin ters problemler genelde lineer
olmayan ortamlarda 151k demetlerinin dagiliminda ortaya g¢ikar [36]. Her ters problemi
direkt olarak ¢oziip ¢ozemeyecegimizi disinmek gayet dogaldir. Tabi ki her ters
problemi direkt olarak ¢6zemeyiz. Bu yiizden biz ters problemlerin ¢dziimlerini, verilen

problemi bir varyasyonel probleme doniistiirerek arastiririz.

Schrédinger denklemi igin ters problemlerin varyasyonel metotlarla ¢6ziimii daha
onceden [3-5, 8-9, 16-23, 29, 37] ¢alismalarinda incelenmistir. Ancak [3, 5, 19-20, 22-
23, 29, 37] g¢ahsmalarmda ry(X,t,w)=r,(Xt,y), L(Xt,¥)=0,r(X,t,¥)=r,(X1)
oldugunda (1.1) denkleminden elde edilen lineer olmayan Schrédinger denklemi igin bir
ters problemin ¢6ziimii varyasyonel metotlarla incelenmistir. [4] ¢aligmasinda ise (1.1)
denkleminde r; katsayilari I, (X,t,y) =1, (%t w), L(X,ty) =L(%1), LX) =r(Xt)
bi¢iminde oldugunda (1.1) den elde edilen bir boyutlu lineer olmayan Schrédinger

denklemi i¢in bir ters problemin ¢éziimii varyasyonel metot ile ¢alisiimistir.

Yukarida bahsedilen ¢alismalardan farkli olarak bu ¢alismada biz, (1.1) denkleminde r;
katsayilar1 LOGLY) =Xt y), L(Xty) =6(Xt), L(Xty) =n(Xt) bigiminde

oldugunda farkli katsayilarla (1.1) denkleminden elde edilen lineer olmayan
Schrédinger denklemi i¢in bir ters problemin ¢6ziimiinii varyasyonel metotlarla

inceleyecegiz.
Bu calisma 4 boliimden olusmaktadir.

[k béliimde, bu calismada kullanacagimiz genel bilgiler ve bazi kavramlarin tanimlar1

ifade edilmis olup, teorem ve lemmalar verilmistir.

Tezin 2. boliimii, 2.1 ve 2.2 boliimlerinden olugsmaktadir. 2.1. bdliimiinde ters problem
ifade edilmis olup 2.2. boliimiinde ise ters problem bir varyasyonel probleme

doniistiirilmiistiir.



Tezin 3. bolimii 3 alt bolimden, yani 3.1, 3.2 ve 3.3 boliimlerinden olusmaktadir. 3.1.
bolimde varyasyonel problemin ¢oziimiiniin varligi ve tekligi ispatlandi. 3.2 boliimde
gozlem fonksiyonelinin diferansiyellenebilirligi ispatlandi. 3.3 bolimiinde ise

varyasyonel problemin ¢éziimii igin bir gerek sart verildi.

Tezin 4. boliimii tartisma ve sonug¢ boliimiinden olusmaktadir. Bu boliimde, elde edilen

sonuglar verilmis olup, bu sonug¢larin 6nceki ¢alismalardan farklilig1 vurgulanmustir.

1.2 Kuramsal Temeller

Bu ¢aligmada kullanacagimiz lemma, teorem ve tanimlar1 bu béliimde agiklayacagiz.
Tanim 1.2.1. Tam lineer normlu X uzayina Banach uzay: denir [10].

Tanim 1.2.2. X uzayi, lizerindeki i¢ ¢carpimin iirettigi norma gore Banach uzayi ise X e

Hilbert uzay: denir [1].
Tanim 1.2.3. |, R" de bir bolge ve p >1 gercel say1 olmak iizere, | iizerinde

[l dx<o0, xel
|

kosulunu saglayan U fonksiyonlar simifina L (1) uzay: denir. Bu uzay iizerindeki norm

1

bl =(J G dxj

bigiminde tanimlanir [1].



Tanmim 1.2.4. Q fizerinde hemen hemen sinirh fonksiyonlarin uzayma L () uzayi

denir ve bu uzay iizerindeki norm asagidaki gibi tanimlanir:

Jul,_ o, ~esssup uC0)

=inf (C >0: hemen hemen x| igin |u(x)|<C)

[1].

Tanim 1.2.5. L,(QQ) uzay

j|u(x,t)|2dxdt <o
Q

olacak sekilde Q iizerinde Olgiilebilir u fonksiyonlarinin Hilbert uzayidir.

Tanim 1.2.6. | < R" de bir bolge, m >0 bir tamsay1 ve 1< p<co olsun
W,"(1)={ueL,(l): DueL,(l), 0<|a|<m}

biciminde tanimlanan uzaya Sobolev uzay: denir. Burada o

|a|:al+a2+...+an (aieN)
ve
Dau(x) = M
030 ..0"

dir. Bu lineer uzay iizerindeki norm, 1< p < oo igin;



1

> o, |
mpy = u
Wp M OS‘a‘ém Lp(l)

Ju

ve p=oo igin;

= max |[D%u

”U W' (1) ogaj<m

L.(1)

seklindedir. Sobolev wuzaylar1 Banach wuzaylaridi. m=0 icin Wpo(l)sz(I) dir.

p=2 ise W,'(I) uzay: Hilbert uzayidr. Bu uzay iizerindeki i¢ ¢arpim

(uv)_ =J. > DU D*v(x)dx

1 ‘a‘sm

bigiminde tanimlanir [10].

0
Tamim 1.2.7. 1 < R" de bir bolge ve W '(1) uzayi, D(I) uzaymin W]'(l) uzaymndaki

normuna gore kapamisidir. Burada D(l) uzayr | bdolgesinde kompakt supporta sahip

her mertebeden siirekli diferansiyellenebilir fonksiyonlarin uzayidir.

Tanim 1.2.8. Bir X metrik uzay1 tizerindeki bir f: X — R fonksiyonunun supportu,

f ’ nin sifirdan farkli oldugu noktalarin kiimesinin kapanigidir. Yani

supp f ={xe X : f(x) =0}

dir. Eger supp f kiimesi X in kompakt bir alt kiimesi ise f ye kompakt supporta

sahiptir denir.

Tanim 1.2.9. W)*(Q) uzayi, elemanlarinin kendisi ve onlarin t degiskenine gore 1.

mertebeden genellestirilmis tiirevleri L,(Q) uzayindan olan fonksiyonlarn Sobolev

uzayidir. Bu uzaydaki i¢ ¢arpim



_ ouov
<u,v>W20,1(Q) = I(uv +EHJdth

Q

bi¢imindedir.

Tanim 1.2.10. Ck([a,b];X) uzayi u:[a,b]—>X biciminde k kez sirekli

diferansiyellenebilir fonksiyonlarm Banach uzayidir. Bu uzayda norm

d'u(t)
dt’

k
”u”Ck([a,b],X) - ;Q% x

olarak tanimlanir.

Tanim 1.2.11. (a,b)cR ve L,(a,b) i¢inden alinmis f,(x), f,(X),..., fonksiyon dizisi
Vv g(x) eL,(a,b) icin

im 909 , 000 = [ 90 £ ()

esitligini saglarsa f(X)eL,(a,b) fonksiyonuna zayif yakinsaktir denir [38].

Tamm 1.2.12. {f (x)} fonksiyon dizisinin f(x)eL,(a,b) ye normda (kuvvetli)

yakinsamast

b
!imf|fn(x)— f(x)°dx=0



olarak tanimlanir. Bu formdaki yakinsamaya p. mertebeden kuvvetli yakinsama denir

[38].

Tanim 1.2.13. (a,b) =R, A L,(a,b) uzayinda bir kiime olsun. Eger L,(a,b) uzaymnin

her noktast A’ ya ait bir dizinin limiti ise, A kimesine L,(a,b) de her yerde yogundur

denir [38].

Tanim 1.2.14. X bir reel normlu uzay olmak iizere F:M < X —» R fonksiyoneli

verilsin. Eger, her bir ue M ve M deki her bir {u } dizisi igin

u, —2 su oldugunda F(u,)—> F(u)

oluyorsa F ye zayif (dizisel) siireklidir denir [40].

Tanim 1.2.15. X bir reel normlu uzay olmak iizere F:M < X —» R fonksiyoneli
verilsin. Eger n— oo igin u,—*“—>u oldugunda M deki her bir {u,} dizisi ve her

bir ueM igin

F(u)<limF(u,)

nN—o0

oluyorsa F e alttan zayif(dizisel) yar: siireklidir denir [40].

Tanmim 1.2.16. X bir reel normlu uzay olsun ve F:M < X — R fonksiyoneli verilsin.

Eger N— oo i¢in U, —U odugunda M deki her bir {u,} dizisi i¢in

F(u)<limF(u,)

nN—o0

oluyorsa F fonksiyoneline u e M noktasinda alttan (dizisel) yar: siireklidir denir [40].



Tanim 1.2.17. U bir vektor uzay1 olsun. Bu uzaymn bir vektoriine bir skaler say1 karsilik

getiren lineer bir f:U — R fonksiyonu lineer fonksiyonel olarak adlandirilir. U

tizerindeki sinirlt lineer fonsiyonellerin uzayma U nun duali denir ve U™ ile gosterilir.

Tanim 1.2.18. X bir Banach uzay;, X* da X in dual uzay1 ve ¢ (x) € X" olsun. Eger

her xe X ve n— oo igin
¢, (X) > ¢(x)

oluyorsa {¢,} dizisi ¢ fonksiyonuna *—zayif" yakinstyordur denir ve ¢, (X)——2L—¢

olarak gosterilir [13].

Tamim 1.2.19. V, X lineer uzaymin bir alt kiimesi olsun. Eger u,veV ve a € [0,1] icin

au+(—a)veV oluyorsa V kiimesine X de konveks (disbiikey) kiime denir [2].

Tanim 1.2.20. (U,” ||) bir normlu uzay olsun. 0<¢& <2 sartin1 saglayan her & sayisi

u+v

igin, u,veU icin |u|=|v|=1 ve |u-v|>¢ iken <1-6(¢) olacak sekilde bir

0(e)>0 sayis1 varsa (U,” ||) uzayma diizgiin konveks uzay denir. 1< p<oo igin

L, (€2) uzay: diizgiin konveks uzaydir [2].

Tanim 1.2.21. X ve Y normlu uzaylar olsun. Eger

i) X, Y nin bir alt vektor uzay1
i) Her xeX igin Ix=x olarak tanimlanan |: X —>Y 0zdeslik operatorii

stirekliyse,

X uzay1 Y uzayma (siirekli) gomiiliir denir. Yani, X cY veher xe X igin
||Ix||Y £||X||X olacak sekilde bir M sabiti vardir. Eger | operatorii kompakt ise

X uzayr Y uzayma kompakt gomiiliir denir [2].



Tanim 1.2.22. V,W bir Banach uzayi, U cV bir a¢ik kiime ve F:U —W bir

doniisiim olsun. Eger F doniisiimiinii
F(x+h)=F(x)+ DF(x)h+ RF(x, h),

biciminde yazabiliyorsak bu doniisime XxeU noktasinda Frechet anlaminda

diferansiyellenebilirdir denir. Burada DF(X)’ e, X noktasinda F nin Frechet tiirevi

denir. DF(x), V —> W’ a smirl bir dontisimdiir. RF(x,h) ise

RE() _

I

esitligini saglar.

0
Teorem 1.2.1. DcR" herhangi bir bdlge olsun. Herhangi u(x) eW:(D) fonksiyonu

-1
ve m>1 r>1 sayilar i¢gin a=(1—£J(l—l+1j olmak tizere
r- g)\n mr
Jull. oy < Al oy Ul o,

esitsizligi gecerlidir. Ayrica,

1.m=n=1 igin qe[r,»] ve ﬁ:(1+(mr;1)rj dur.

(n=m

2.n>1lvem<n igin ,B:( j ve eger, I < nm

. nm
ise ge|r, ve
n—m

nm . nm .
r> ise ge ,r | dir.
n—m n—-m

3.m>n>1icin qe[r,«) ve f= max{@,u(m—l)mr}

dir [28].



Teorem 1.2.2. ( Weierstrass Teoremi ) U, B Banach uzayinda zayif kompakt bir kiime

olsun. J(u) ise bu kiimede tanimlanan sonlu degerlere sahip ve alttan zayif yar1 siirekli

bir fonksiyonel olsun. Bu takdirde J, =inf J(u)>-o, U, ={ueU:Ju)=J,}=J

zayif kompakttir ve U dan alinan herhangi minimallestirici dizi, minimum noktalar1

kiimesine zayif yakinsar [35].

Teorem 1.2.3. (Goebel Teoremi) Kabul edelim ki, X diizgiin konveks uzay, U kiimesi

X uzaymm kapali smirh kiimesi, 1(v) fonksiyoneli U kiimesi iizerinde tanimlanan

alttan smirli ve alttan yari siirekli fonksiyonel ve >0, f>1 verilen sayilar olsun.

Bu takdirde X uzayinda her yerde olan 6yle bir G altkiimesi vardir ki, Ywe G igin
s
J, () = 1(v) +a|v-w,
fonksiyoneli U kiimesi tizerinde en kiiciik degerini alir. Eger A>1 ise J (V)

fonksiyoneli en kiigiik degerini U kiimesi {izerinde bir tek noktada alir [11].

Teorem 1.2.4. U, B Banach uzayinin konveks bos olmayan bir alt kiimesi, J(u)

fonksiyoneli bu kiimede birinci mertebeden siirekli tiirevlenebilir bir fonksiyonel ve

U, ={u eU:Ju)=J, = iﬂf J(u)} kiimesi ~ J(u)  fonksiyonelinin  minimum

noktalarmmn kiimesi olsun. Bu takdirde WVu, eU, ve Yueu igin (J'(u),u —u*)B >0

sart1 saglanir [35].

Teorem 1.2.5. ( Cauchy-Bunjakovskii Esitsizligi) Eger, f(X)eL,(a,b) ve ise

ﬁ. f(x)g (x)dx} < ﬁ f? (x)dx} ﬁ. g° (x)dx}

a

esitsizligi saglanir [38].

10



Lemma 1.2.1. (T.H. Gronwall ) Farzedelim ki f(x) ve g(x) fonksiyonlar1 bir [a,b]

kapali araligi iizerinde f(x) >0, g(x) >0 olmak iizere siirekli reel degerli fonksiyonlar

olsun. Eger
f(x) se+kjg(s) f(s)ds, c,k=>0
ise
.X[kg(s)ds
f(x)<ce®
dir [15].

Lemma 1.2.2. f(x,t,u) fonksiyonu {(x,t)eQ, ue(-w,x)} kimesinde tammh

Olciileblir bir fonksiyon ve hemen hemen (x,t) €Q igin u gore siirekli bir fonksiyon
olsun. Eger L (Q) dan olan {u,(x,t)} dizisi L (€2) olan u(x,t) fonksiyonuna hemen

hemen yakinsiyorsa ve (q>1ve || f (.,.,uk(.,.)” ise bu durumda

L(©) <cC
q°<q icin f(xtu.(x,t)) fonksiyonlar dizisi L. (Q) normunda f (x,t,u,(x,t))
fonksiyonuna yakmsar; L, () da ise zayif yakmsar. Eger {u, (x,t)} dizisi L,(2) da u

fonksiyonuna kuvvetli yakisiyorsa ve >1 i¢in ||uk||Lq(Q) <c ise bu takdirde {uk(x,t)}

dizisi uyaq’ <q icin L. (©) da kuvvetli yakmsar [27].

Lemma 1.2.3. (& - Cauchy Esitsizligi) Keyfi a,b ve herhangi ¢ >0 i¢in
ab|< 2 faf +[of
2 2¢&

esitsizligi gegerlidir [28].

Lemma 1.2.4. ( Young Esitsizligi) a ve b reel sayilar ve p>1 olsun. Bu durumda
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dir [14].

12



2. MATERYAL VE YONTEM

2.1 Ters Problem

Bu boliimde, Schrodinger denklemi ile verilen 1. ve 2. gesit sinir deger problemleri goz
Oniline alinir. Bu problemlerin ¢dziimleri tanimlanir ve ¢dziimlerin varlik ve tekligini
ifade eden teorem verilir. Ayrica, bu smir deger problemleri kullanilarak olusturulan

ters problem ifade edilir.

Schrodinger denklemi ile ifade edilen 1. gesit ve 2. ¢esit smir deger problemleri
asagidaki gibi olsun:

+ao +na1(x) Wl—a?(X)t//ﬁV(X)l//lHaslwll v, =

(2.1)
pi(x,0) =@ (x), xel, y,(0,t) =y, (l,t) =0, te(O,T) 2.2)
ve
+ao 2 tia(x) % —a, (N, +V(, +ia |y, | v, = 2.3)
v, (0 =, xel, Y2 t)=2Y2 (1) =0 te(0,T).
2y 2T X T x ' (2.4)
Burada xel, te(O,T), (x,t) € Q, a,,a, verilen pozitif reel sayilar,

a(x), a,(x), ¢ X), @, ), f, k1 ),f, kKt fonksiyonlari ise verilen fonksiyonlar olup

sirasiyla

hemen hemen x e | igin [a,(x)| <

day (x)
# ‘ dx

< M

a(0)=a,(l), w4, s, =sbt >0, (2.5)

13



hemen hemen x e | igin 0 < 2, <a,(X) < 1, 44, 14, =Sbt >0 (2.6)

0
o, eW2(1), @, eW2(1), dg"(j}fo) :d‘/ézx(') =0, k=12icin f, eW Q) 2.7)

sartlarini saglar. v(X) € L,(I) fonksiyonu
hemen hemen x e I icin |v(x)| <h, (2.8)

olacak sekilde bir reel degerli fonksiyondur.

Simdi (2.1)-(2.2), (2.3)-(2.4) smir deger problemlerinin ¢dziimlerini tanimlayalim.

0
Tanim 2.1.1. BlZCO([O,T],WZZU))F\Cl([O,T],L2(|)) uzaymdan olan bir ;(X,t)

fonksiyonu eger hemen hemen xel ve herhangi te[0,T] igin (2.1) denklemini,

hemen hemen x | ve hemen hemen te(0,T) igin sirasiyla (2.2) sartlarim sagliyorsa

bu fonksiyona (2.1)-(2.2) stnir deger probleminin ¢éziimii denir.

Tanim 2.1.2. 82=C°([O,T],WZZ(I))mcl([O,T],Lz(l)) uzayindan olan bir ,(X,t)
fonksiyonu eger hemen hemen xe | ve herhangi te[0,T] i¢in (2.3) denklemini,

hemen hemen xel ve hemen hemen te(0,T) igin srasiyla (2.4) sartlarmi

sagliyorsa bu fonksiyona (2.3)-(2.4) sinr deger problemlerinin ¢oziimii denir.

[6] calismasinda kullanilan metodu kullanarak ve [24, 41] ¢alismalarindaki sonuglari

g0z Oniine alirsak agagidaki teoremin gegerli oldugunu kolaylikla sdyleyebilirz:

Teorem 2.1.1. Farz edelim ki a&/(x), a,(x), k=L2icin ¢ (X), f,(x,t) ve v(x)

fonksiyonlar1 sirasiyla (2.5), (2.6), (2.7) ve (2.8) sartlarini saglasm. Bu durumda (2.1)-
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(2.2), (2.3)-(2.4) problemlerinin sirasiyla B, ve B, uzaylarmna ait olan tek v, ve y,

¢Oziimleri vardir ve bu ¢oziimler V t[0,T] icin

o, ? 2 2 6

.,t 20 1 > 0 f 01 0

I )”sz<') " L (1) =4 (”(plnwzz(l) N l”Wf ) +”(pl”w21(l)j (2.9)
oy. ?

”l//z(-,t) 5\,22(,) + 8t2 o <C, (||§02 Lfv;(l) +|| f, \f\/f'l(ﬁ) +||(P2 621“)) (2.10)

degerlendirmelerini saglar. Burada c;,c, >0 sabitleri ¢, f, ¢,, f, ve t den

bagimsizdir.
Simdi ters problemi ifade edelim:

Ters problemimiz

p (%) =, (x1), (x,t)eQ (2.11)

ek sart1 altinda swrastyla (2.1)-(2.2), (2.3)-(2.4) problemlerinde bilinmeyen v, ,y, ve

v(x) katsayisinin bulunmasi problemidir. Burada v(x) katsayisi
V ={v:v(x) € L,(1), hemen hemen x e I igin [v(x)|<b, |

kiimesinde arastirilir.

2.2 Ters Problemin Varyasyonel Formiilii

Bu boliimde 2.1. boliimde ifade ettigimiz ters problemi bir varyasyonel problem olarak
formiile edecegiz. Bunun i¢in [21] ¢alismasindaki metodu kullanarak ters problemi bir

varyasyonel problem olarak asagidaki gibi ifade ederiz:
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(2.12)

iz(g)+a||v—w

2
L (1)

Ja (V) = ||l//l _l//Z

fonksiyonelinin 'V  kiimesi {izerinde (2.1)-(2.2), (2.3)-(2.4) sartlar1 altinda

minimumunun bulunmasi problemidir. Burada we L, (1) verilen bir fonksiyondur.

Islem kolayligi icin (2.1)-(2.2), (2.3)—(2.4) problemlerini asagidaki sekilde tek bir
problem olarak ifade edelim :

0 Py, B .
|%+a0%+la1(x)%_az(x)l//k+V(X)l//k+lag|l//k|2|l//k|: f, k=12 (2.13)

v, (X,0)=¢.(x), xel, k=12 (2.14)
v, (0.0 =y (1) =0, Y200 _we(LY 4 4 g1y (2.15)
OX OX

Boylece varyasyonel problemimiz (2.13)—(2.15) sartlar1 altinda V kiimesi tizerinde

(2.12) fonksiyonelinin minimumunun bulunmasi problemi olur.
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3. BULGULAR

3.1 Varyasyonel Problemin Coziimiiniin Varhg: ve Tekligi

Bu boliimde oncelikle Goebel Teoremini kullanarak varyasyonel problemin « >0 igin
tek ¢oziime sahip oldugu ve sonra « >0 i¢in en az bir ¢éziime sahip oldugu gosterilir.

Bunun i¢in ilk olarak asagidaki Lemma ispatlanir:

Lemma 3.1.1.  Jy(v)=|y;,— 1//2||i2(9) , 'V kiimesi izerinde siirekli bir fonksiyoneldir.

Ispat : (2.13)—(2.15) probleminin herhangi veV ve v+d&veV elemanlarma karsilik

gelen ¢ozimleri srasiyla y, =y, (X,t;v) ve ., =(Xt;v+ov) olsun. Burada
ovel (1), herhangi veV elemanmna verilen bir artistir. Bu durumda k=1,2 i¢in

oy, =0y, (X,1) =y, (X,t;v+ov) -y, (X,t;v) fonksiyonu

2
9%y, SO0 i () S, (X0, + (V(X)+ V() +
X OX (31)
ia, [(|Wk5|2 +|‘//k |2 )5l//k TV (5l/7k):| ==oV(X)y,, (x1)eQ, k=12
S (%,0)=0, xel, k=12 (3.2)
5w, (0.0) = Sy, (1,1) =0, 22O _ 0y, (LY ¢4 g 1y (3.3)

OX OX

sinir deger problemlerinin ¢ézliimii olur.

Simdi bu smir deger probleminin ¢dziimii i¢in bir degerlendirme elde etmeye c¢aligalim.

Bunun igin (3.1) denkleminin her iki tarafini Sy, fonksiyonu ile ¢arpalim ve elde

edilen esitligi Q, bolgesi lizerinde integralleyelim. Bu durumda
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0 0’6 0 _
J‘|: (;//ké‘ +ta, V/k5 +|a1(x)%5l//k_az(x)|5l//k|2+

Q

(00 + 8V i (o +lo ) v+, (67,)° | oeae

= j ~SV(X)y, 57, dxdr
Q

esitligi yazilir. Bu esitligin sol tarafindaki 2. terime kismi integrasyon formiilii

uygulayip, (3.3) sartimt kullandiktan sonra elde edilen esitlikten kompleks eslenigini

cikarirsak,

ooy,
OX

aaWk

oy, +

I(a(sy/k 57, +

Q

2a3_[(|‘//k§| +|‘//k| )|5l//k| dXdT+233_[Re WkﬁWk(5V7k) )dXdT
Q Q

a?tyk Sy, ]dxdr +| ai(x)( 5wk]dxdr +

=2 Im(Svy, 57, Jixdz
Q,

esitligi elde edilir. Burada

05y, 5 00V
k

ot 5‘//k:§(|5‘//k|2)

ve

oSy, . 05y, A
[—8x S +— 5‘//kj_ax(|5‘//k|)

oldugunu goz 6niine alarak

| §(|51//k|2)dxdr

Q

integralinde (3.2) sartin1 kullanirsak
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0
v (O o+ [ ai(x)(&(|§y/k|2)dedr+2a3 (o -+l o axar+
Q Q
: : (3.4)
ZaSI Re (w04 (67, ) Jdxdr = —ZI Im (S, 57, Jdxdz
Q

2

oa, (X N
esitligi yazilir. (3.4) denkleminin her iki tarafina j aé( )|5l//k|2 dxdz  terimini
X
Q

eklersek

0
[ O o + j &(al(x)|5y/k|2)dxdr+ 2a, j (Wil + " )low [ iz +

(3.5)

_ _ 1%
ZaSI RE(!//kgl//k (51//k)2)dxdr = —2_[ Im(Svy, Sy, Joxdz + j aé)((x) 6y, dxdz
Q Q

TN

esitligi yazilir. (3.5) de (3.3) sarti kullanilirsa ve her iki tarafin mutlak degeri alinirsa

2

||5‘//k ("t)”Lz“) +2a, J- (|l//|<5|2 +|l//k |2 )|5Wk|2 dxdz <
) da, (x) (3.6)
2a, I (|l//k,;||l//k ||5!//k|2)dXdr + ZI (|5v||l//k ||6w, |)dXdz' + I ( aéx Sy, |2jdxdz'
Q & &

esitsizligi elde edilir. (3.6) esitsizliginde (2.5) sartim kullanarak esitsizligin sag

tarafindaki 1.ve 2. terimlere Young esitsizligini uygularsak

2

+8 j (|‘//k,5|2 +|w |2)|§:,//k|2 dxdr <

2

I(|5v|2 |l//k|2)dXdT+ I(|5v/k|2)dxdr+ﬂ2j(|§wk|2)dxdr
& Q

Q

|8y (0]

Loy

T

olup
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||5l//k (.'t)”izu) T8, I (|‘//ka‘|2 +|l//k |2 )|5‘//k |2 dxdz < 1+ ) J‘ |5‘//k|2dXdT +

[oR Q

[16v[ [ axdl (3.7

Q

esitsizligi yazilir. Bu esitsizlikte a, >0 oldugundan esitsizligin sol tarafindaki ikinci

terimin pozitif oldugunu gozoniine alirsak

L <) f|oyfardr + [[ov] [ axde

& Q

||5l//k (1)

esitsizligi yazilir. Burada

i
I 16V[* |y, |“dxd 7 < H|5v|2 Iy, | dxdz
o 01
. 2 2
sj'esssup|5v| J.|l//k| dxdz
xel
0 2 ] | 2
=[ovil ! v GO 0

oldugunu dikkate alarak, V t€[0,T] icin (2,9), (2.10) degerlendirmelerini kullanirsak

.
=2 (-’t)”im = (1+“2)I||5Wk("7)||iz<l) +6 o,
0

esitsizligini elde ederiz. Burada Gronwall lemmasini uygularsak
2 2
”&//k ("t)|||_2(|) < Cy ||5V|||,m(|) (3'8)

esitsizligini elde ederiz.
J |6v[* |y, |"dxd 7 <c, ||5v||i(|)

oldugunu goz oniine alarak (3.8) esitsizligini (3.7) de kullanirsak Vv t [0, T] igin
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v GO a4 (4o o ot < v, 29
0N

degerlendirmesini elde ederiz.. Burada c;, c,, ¢, >0 sabitleri 6v den bagimsizdir.

a =0 i¢in (2.12) formiiliinii kullanirsak
0J,(V)=J,(v+ov)—J,(v)
:“‘//15 _l//25|2 dxdz - “Wl _'//2|2dXdT
Q Q

:(_[[(‘//15 _‘//25)(‘/715 _‘/725)_(‘//1 _‘//2)(‘/71 -V, ):'dde

:I{[(‘/’l +0y,)— (v, +0w,) [ (7, + 60, (7, + 07, ) | -

)
(|'//1|2 —YW, — VL + |V/2 |2 )} dxdz

= ([0 =v.)(67,=67.) (6w ~ov,) (7.~ 7)+
|§%|z +|5l//2|2 -2 Re(5W1 — oy, )} dxdz
=[{2Re[ (v, —v,) (617, ~617,) |- 2Re(Sy,677,) +

Q

Sy + ([ | axde

esitligini elde ederiz. Buradan

(63,0 <2l =y, ||y, — Sy faxde + 2 |5y |8y [dxdr + |5y , +[ows |
Q Q

< 2!(|‘r”1| +|V/2|)(|5'//1|+|5l//2|)dXdT+J.|5l,//1|2 dXdz’+J.|§y/2|2 dxdz +
Q o 2

A NP 7
< 2[||l//1”|_2 () ||5l//1”|_2 (Q) +||l//1||L2(Q) ||5V/2|||_2 (Q) + ||l//2|||_2(g) ”5'//1|||_2 (Q) +

”'/’2 ||L2 ©) ”5‘//2 ||L2(Q) } +2 ”5‘//1"i2 @ 2 ”5‘//2 ”i )
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esitsizligi yazilir. Yukaridaki esitsizlikte (2.9), (2.10), (3.9) degerlendirmelerini

kullanirsak V v eV igin
153,(v)] < ¢, (||5v||L®(I) +||5v||i(|)) (3.10)
esitsizligi elde edilir. Burada c;>0, 6v den bagimsizdir. Béylece (3.10) dan
|ovl_,, =0 oldugunda  |53,(v)|—0

limit bagmtis1 yazilir. Dolayisiyla ¥V veV igin J,(v) fonksiyonelinin V kiimesi

iizerinde siirekli oldugunu kolaylikla sdyleyebiliriz.

Teorem 3.1.1. Farzedelim ki Teorem 2.1.1 in sartlar1 saglansm ve We L,(I) verilen bir

eleman olsun. Bu durumda « >0 ve VweG igin varyasyonel problem tek ¢oziime

sahip olacak sekilde L,(l) uzayinda yogun bir G alt kiimesi vardr.

Ispat: J,(v) fonksiyoneli siirekli oldugundan bu fonksiyonel alttan yari siireklidir.
Ayrica VveV igin J;(v) >0 oldugundan alttan smirhidir. V kiimesi, L, (1) uzayinda
kapali, sinirli ve konveks bir kiimedir ve L_(l) uzay1 diizgiin konveks uzaydir [39]. V

kiimesinin, L,(l) uzayinda da kapali, sinirh ve konveks bir kiime oldugu kolaylikla

gosterilebilr. Boylece Goebel teoreminin sartlar1 saglanmis olur. Dolayisiyla Teorem

3.1.1 ispatlanmis olur.

Teorem 3.1.2. «>0 ve W verilen bir fonksiyon olsun. Ayrica Teorem 2.1.1 in

saglandigini kabul edelim. Bu durumda varyasyonel problem en az bir ¢6ziime sahiptir.

Ispat: J (V) fonksiyoneli i¢in herhangi bir {vm} —V minimallestirici dizisini goz 6niine
alalim. Yani

lim J,(v,,) =inf J, (1) =3,.
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olsun.

v, €V elemanina karsilik (2.1)-(2.2) ve (2.3)-(2.4) simir deger problemlerinin ¢éziimii
sirastyla v, =y, (X, ) =, (X, t;v,) ve v, =w,. (X, t)=w,(X,t;v,) olsun. m=12,...
icin vV, €V oldugu i¢in Teorem 2.1.1 den her bir m=1,2... i¢in (2.1)-(2.2), (2.3)-(2.4)
sinir deger problemlerinin sirasiyla B;, B, uzaylarinda tek v, w,, ¢Oziimleri vardir
Ve Vte [O,T], m=1,2... i¢in bu ¢éziimler asagidaki degerlendirmeleri saglar:

2

OWin
Wl <a(Jol,, o ol ) @11

Wi GO+
W (1) Lo (1)

2

alr//2m
ot

6
W;(.))- (3.12)

<G, (||¢’z||v2v;<.> +| f2|ﬁv2°:1(g) +[,
L (1)

”l//Zm ("t)||5v§(|) U

V kiimesi L (I) Banach uzayinda sinirli bir kiime oldugundan L_(I) uzayinda

m—o icin L (1) da vmp%v

olacak sekilde {v,,} dizisinden bir {vmp} alt dizisi secebiliriz. Islem kolaylig1 igin bu alt

diziyi yine {v,} ile gosterelim. Yani
m-—o0 igin L (1) da v, —— sy (3.13)

yazilir. V kiimesi L, (I) da kapali, sinirli ve konveks bir kiime oldugundan [26]
caligmasindaki bilinen teoereme gére V kiimesi L, (l) da *—zayi/ kapal bir

kiimedir. Yani veV dir. Budurumda V q e L (1) igin

lim j v_(X)q(x)dx = j v(x)q(x)dx (3.14)
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limit bagntis1 yazilir.

(3.11)-(3.12) kestirimlerinden k =1,2 i¢in {y,,} dizilerinin sirasiyla B, ve B, uzaymin
normunda diizgiin smirl oldugu elde edilir. Dolayisiyla k =1,2 i¢in {y,, } dizilerinden

Vte [O,T] ve m—o  i¢in  y,€B , y,eB, elemanlarina zayif yakinsayan
{'//1mp} , {%mp} alt dizilerini segmek miimkiindiir. Islem kolaylig1 igin bu alt dizileri

yine k=12 igin {y,,} ile gosterelim. Bu durumda bu alt dizi i¢in asagidaki limit

bagintilarini kolaylikla yazabiliriz:

Vte[0,T] vek =12, m— o icin

0
W, (1) uzayinda w, (.,t) —2L >y, (1) (3.15)
L, (1) uzayinda a‘gtkm (L0 —2 aa”’:k (,0). (3.16)

Simdi k =1,2 igin y, limit fonksiyonlarmmn (2.13) denklemini v te[0,T] ve hemen
hemen xel igin sagladigini gosterelim. k=1,2 ve her bir m=12 i¢in v, ,(X1)

fonksiyonlarmn v te[0,T] ve V g, e L,(I) i¢in

[ [i a‘kam(x,o +a, %(x,t) +iay(x) a‘g—xm— 8, (X)W (%) Vi (X)W (X, 1) +

(3.17)
12, W0 OO i () = F (X,1)) G, () =0

integral 6zdesligini sagladig1 agiktir.

[7, 32] ¢ahsmalarindan bilindigi gibi B, uzayr C° ([O,T],LZ(I)) uzayma kompakt

gomiildiigiinden k=1,2 , m— o ve Vte[0,T] igin

[V (D= (D), — 9050 (3.18)
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limit bagntilar1 yazilir.

Simdi her bir t[0,T] ve V g, e L,(I) icin m— oo oldugunda

[V (009 (6D, () = [V (x,)T, (9, k=12 (3.19)
ve

(1800 6,0 Wi 060G ()X = [, 06 ) 1 (x,1) T, ()l (3.20)

limit bagintilarinin gegerli oldugunu gosterelim. Bunun igin

IVm (), (X, 1) g, (X)dx = J.Vm (x) (V/km (X,1) =y, (X:t)) g, dx +

(3.22)
[ (v 00 =v0) Wi (0 G 8¢+ [V (x, 1) G, O
| |
esitligini kullanalim. (3.21) esitliginin sag tarafindaki 1. terim igin
_[Vm (x) (V/km —Yy ) g, dx < jvm (X)(V/km —Yy ) g, dx
| [
= J-|Vm(x)||vlkm — Y ||gk |dX
|
< es55Up v, (9 [ 1.1 0
|
< esssup|vm (X)|||'//km () -y, ("t)”Lz(l) ”gk ”LZ(I) —0
oldugunu g6z Oniine alarak, burada (3.18) limit bagntis1 kullanilirsa M — o0 i¢in
[V 00 (Vien =) G 0X >0 (3.22)
|
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bagintisi elde edilir. (3.21) in sag tarafindaki 2. terim i¢in, g, €L,(l) ve w, e L,(1)

oldugundan w,(X) 0,(X)eL,(I) oldugunu dikkate alarak (3.14) limit bagintisini

kullanirsak m — oo i¢in

[ (v (0 =v() i ()G dx >0 (3.23)

|
oldugunu elde ederiz.

Boylece (3.21) bagintisinda (3.22) ve (3.23) limit bagntilarini kullanirsak (3.19) limit

bagintisinin gegerli oldugunu gdstermis oluruz.

Simdi (3.20) limit bagintisiin gegerli oldugunu gosterelim. k =1,2 igin

e O i 0] =lin GO
olup burada Kuramsal Temeller Teorem 1.2.1. deki esitsizligi kullanirsak

GO vin 0] =i DI,
[Hawkm

yazilir. (3.24) de (3.11), (3.12) degerlendirmelerini kullanirsak

(3.24)

J ”‘//km ”iz(l)

Ly(1)

Wi COF v 0], =Iwn O, =

esitsizligi elde edilir. Boylece (3.18) limit bagintisin1 ve Kuramsal Temellerdeki Lemma

1.2.2 yi kullanirsak her bir t e [O,T] icin
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L(1) da [t (O] Wion () =25y (O] w7, (%, 1)

yakimsamasi elde edilir. Bu da (3.20) limit bagintisinin gegerli oldugunu gosterir.

Boylece (3.17) integral 6zdesliginde m— oo igin (3.15), (3.16), (3.19), (3.20) limit
bagntilarmi kullanirsak, her bir t€[0,T] ve V g, e L,(I), k=12 icin

J'{al’”k a0 +|a1(x) Wk—a(x)z//k+v(x)z//k |a3|z//k| W, — }gk(x)dx=0

integral Ozdesligini elde ederiz. Bu integral ozdesliginden de w,(Xt) limit
fonksiyonunun hemen hemen xel ve Vte[0,T] igin (2.13) denklemini sagladigmni

kolaylikla sdyleyebiliriz.

Simdi k=12 i¢in y,(X,t) limit fonksiyonunun baslangic sartini sagladigmi

gosterelim:

v, (. 0) =

o = [0 0) = 90 dx
= [ 7 (%, 0) =40 (%, 0) + ¥, (%, 0) = (x) ‘¥
! ) (3.25)
< (¥4 (%, 0) = Y (X, 0) +[Wen (x,0) = ()] ) lx

<2[ |y (%,0) =1 (X, O)f A+ 2[5, (%, 0) = ()] ¥

yazilir. Hemen hemen Xe | igin w, (X,0) =@(X) oldugundan (3.25) esitsizliginde bu

esitligi ve t =0 i¢in (3.18) limit bagintisini kullanirsak

0 <y (.,0)—¢||i2(,) <0 olup |y, (.,0)—(p||ﬁ2(|) -0
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yazilir. Yani, k=1,2 ve hemen hemen xel igin y,(X,0) =¢(X) esitligi elde edilir.
Dolayisiyla y, (X,t) limit fonksiyonlarmmn (2.14) sartlarini sagladigini géstermis olduk.

Benzer sekilde  ,(X,t) limit fonksiyonlarmin (2.15) sinrr sartlarini sagladigi

kolaylikla gosterilir.

Boylece {v,} dizisinin limit fonksiyonu olan v(x) fonksiyonuna karsilik gelen ve

sirasiyla (2.1)-(2.2), (2.3)-(2.4) sinir deger problemlerinin ¢oziimii olan fonsiyonlarin,
(Wi (X 1)} Ve {w,, (x,t)} dizilerinin limiti olan y,(x,t), w,(x,t) fonksiyonlar: oldugu
elde edildi.

Ayrica (3.11)-(3.12) degerlendirmelerinde alt limite gegilirse ve normun alttan zayif
yart siirekli oldugu dikkate alinirsa w;(X,t), y,(X,t) fonksiyonlarmmn (2.9)-(2.10)
degerlendirmelerini sagladigr elde edilir. Teorem 2.1.1 den ¢Oziimiin tekliginden

v, €B,, v, €B, yazil.

B, ve B, uzaylari L,(€2) uzayma kompakt gémiildiigiinden

k=12vem—ooicin |y~ o =0

limit bagmtist yazilir. Bu limit bagintisim kullanarak, >0 oldugunu ve L,(Q)

uzaymda normun alttan yar1 siirekliligini dikkate alarak

J, <3, M<limJ, (v,) =infJ, (V) =1,

esitsizliginin gecerli oldugu elde edilir. Yani veV elemam J_(v) fonksiyonelinin

minimum noktasidir. Boylece teorem ispatlanmis olur.
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3.2 Gozlem Fonksiyonelinin Diferansiyellenebilirligi

Bu boliimde, bir eslenik problem yardimiyla J_ (V) fonksiyonelinin Frechet anlaminda

diferansiyellenebilir oldugu gosterilir ve fonksiyonelin gradyenti i¢in bir formiil elde

edilir.
Ik olarak Lagrange carpanlar1 metodunu kullanarak varyasyonel problemi
L(V, ‘//1"//2’771’772) — inf

bi¢ciminde bir problem olarak yeniden formiile edelim. Burada

L(Va‘//1'V/2’771!772)= 3. (V)

1¢(.0p . _
+—I +a0 +|a1(X) Wl_az(x)‘//1+v(x)l//1+|a3|‘//1|2 i~ f ppdxdt
2;\ ot OX
1¢f .ow, 821,/7 o
+ i I — i3, 00 = = 2,007 + V(97 ia |y | g7, — , e
1¢(.0 &
- f|12 2, S B2 +ig (0 L2 % =3, (), V(X)W + iy |y, | v, — £, 0t
20 ot ox
1 . OY, & oY, o,
+5£ S ey i (0 3, (07, +V()7, —ias |y 7, - T, e,

olup k=12igin 7,

=7,(X,t;v) fonksiyonlar1 Lagrange ¢arpanlari, y, fonksiyonlari

ise (2.13)—(2.15) smur deger problemlerinin ¢6ziimleridir. Boylece L(v,y,,w,,7.7,)

Lagrange fonksiyonelinin stasyonerlik sartindan asagidaki eslenik problemi elde ederiz:

877k
ot

+iay (1) 7, =2(—1)k (vi—v2)
n(xT)=0, k=12 ,xe(0,1)

m0,t)=n(,t)=0, te(0,T)

0 .
+ao '&(ai(X)m)—az(X)m +V(X)17, ~2idg || 7, +
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on, _% _
g(o,t)— x (I,t)=0, te(0,T) (3.29)

Goriildiigl gibi eslenik problem 7, fonksiyonuna gore 1. ¢esit, 77, fonksiyonuna gore 2.
cesit olmak tizere iki sinir deger problemini igermektedir. (3.26)—(3.29) problemine
7=T—t degisken doniisimi yapildiginda elde edilen problemin (2.13)—(2.15)
problemi bi¢iminde oldugu kolaylikla goriiliir. Dolayisiyla eslenik problemin ¢oziimii
ile srrastyla B, ve B, uzaylarna ait olan 7, ve 77, fonksiyonlar1 g6z dniine alinir ki bu
fonksiyonlar hemen hemen xe(0,1) ve Vte(0,T) igin (3.26) denklemini, hemen
hemen xe(0,1) i¢in (3.27) sartim1 ve hemen hemen t e (0,T)igin sirasiyla (3.28) ve

(3.29) sartmi saglarlar. Bu yiizden eslenik problemin ¢oziimii i¢in asagidaki teoremin

gegerli oldugunu kolaylikla sdyleyebiliriz:

Teorem 3.2.1 Teorem 2.1.1. saglansin. Bu durumda eslenik problemin

VVveV icin n,€B, n,€B, olacak sekilde tek ¢6ziimii vardr ve bu ¢dziimler

vV te[0,T] igin

2

on,(.,t
AT T T A (3:30)
w5 (1) L(1)
on, (DI
”772 ("t)”\i/;u) + % < Gy ”'//1_1//2”5\/201(9) (3.31)
L (1)

degerlendirmelerini saglar. Burada Cy, C,, >0 sabitleri t den bagimsizdur.

Bu teorem, Teorem 2.1.1 in ispatina benzer olarak Galerkin metoduyla kolaylikla

ispatlanabilir.

Fonksiyonelin  diferansiyellenebilir  olup  olmadigmi  gostermek igin  J_(V)

fonksiyonelinin ¥ veV elemani iizerindeki artisini hesaplayalim. Bunun igin (2.12)

formiliini kullanirsak
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0J,(v)=J,(v+ov)-J,(v)
2
L (@)

'”Wl(X’ tv) —w, (Xt V)”iz(g) —a ”V - W”iz(l)

2
L)

=l (Xt v+ V) =, (Xt v+ V)| e v+ Sv—w|

:I|w15 —1//25|2dxdt+oz.[|v+5v—w|2 dx
|

Q
—I|l//1 —z//2|2dxdt —aJ.|V—W|2dX
Q |
=_[(1,u15 ~¥,5) (Vs —gizé)dxdt+aj(v+§v—w)(\7+5\7—v_v)dx
Q |

-i(wl—wz)(v?l—zﬁz)dxdt—a!(v—W)(V—W)dx

olup gerekli islemler yapilirsa

53, (v) = j SV(X) Re(Sy, 77, )dxdt + j SV(X) Re(Sy,i7, )dxdt +
Q Q
[ 8v(x) Re(y 7, )axdt + [ 5v(x) Re(y,77, )xdlt -
asj(|V/15|2 - |l//1|2) Im(Sy,77,)dxdt — asj.(|W25|2 _|‘//2 |2 ) Im(dy,77,)dxdt —
Q Q

asj.|(3“//1|2 Im(y/,77,)dxdt — aej|5W2|2 Im(y,77,)dxdt +
) )

20 [ (v(X) ~W(x))ov(x)dx — 2 j Re(Sy,0w, )dxdt +

0

L s A e T

esitligi elde edilir. Burada

S = [ 6vRe(Sy7,)dxdlt + [ 5 Re(Sy,7,)dxdlt — a, | (|l//15|2 —|W1|2) Im(Sy,77,)dxdt
Q Q Q

- a3j(|W25|2 _|W2|2) Im(Sy,77,)dx — a3j|5W1|2 Im(y,77,) dxdt
) )

2
L) +a||5v

—a [ [0y, Im(y, ;) dxclt - 2[ Re(Sy, Sy, axdt + |5y ., +[ow, o
Q Q

olarak gosterirsek
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8J,(v)= j[U Re(y,77, +y,17,)dt + 2 (V(X) - W(X))J §v(x)}dx +S (3.32)

bi¢iminde yazilir.

5] [l m viaxat + [y, | [6vieeat + ag f (s — ) s et
Q Q Q

44 [ (W =Wl ) 0wl s it + g |6 o ettt + [, [ it
Q Q Q

2
L(1)

+ 2|6y, dxdlt + |5y,
Q

2
L(©) +a||5v

2
L, (Q) + ”51//2

5
= 5”5'/’1

5
+E”5‘//2

2
w +a||5v

1 1
Lty j AR j I, |6V dxalt

2
L (Q)

a1y (Iwas|” +lwal” Jxt+ 2 |8, (wraal” +lwaf” et + | [ et
Q Q Q

1 1
+ agj|5w2|2 I, dxalt +Eagj|wl|2 |6y, dxdt +Ea3~“%|2 |6, |” dxdt +
Q Q Q
olup

5 5
R R A SN Y SRR | (PN A
Q

2

.
a (|6 (sl + | Jixt +_(max L2m)+
Q

2 \ost<T

nCO o

2|
— | MmaxX
2 \o<t<T

T

O 10+ 2O, g Jovall 0+ (333
. 2 2 1 7 2 2

aﬁ_([”nZ ("t)|||_m(|) ||5‘//2|||_2(|)dt +Ea3.([||l//1("t)”Lﬁ(l) ||5l//l||L2(l) dt+

1 T
gaslllwz COIC g v

esitsizligi elde edilir. (3.33) de Kuramsal Temeller Teorem 1.2.1 deki esitsizligi ve
(3.30), (3.31), (2.9), (2.10) degerlendirmelerini ve (3.9) esitsizligini kullanirsak
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SECA R

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlikten de S teriminin ||5v|| elemanina gore sonsuz

L.(D)

kiiciik oldugunu soyleyebiliriz. Yani,

lim
[V, 1y >0 ||5V||Lw(l)

oldugundan

S :0(||5V||L,J(|))

yazilir. Béylece (3.32) den
53, (v) = j K j Re(y77, +w,77,)dt + 2a (V(X) —w(x))J §v(x)}dx +0 (||5v||Lx (.,)

esitligi yazilir. Bu esitlikte fonksiyonelin Frechet anlaminda diferansiyellenebilirliginin
tanimmi goz Oniine alwrsak, J_(v)  fonksiyonelinin V kiimesi {izerinde Frechet

diferansiyellenebilir oldugunu ve onun gradyenti i¢in
T
3.(v) = [ Re(wyir, +v,77,)d + 2 (v(x) (X)) (3.34)
0

formiiliiniin gegerli oldugunu kolaylikla sdyleyebiliriz.
Boylece asagidaki teoeremi ispat etmis olduk:

Teorem 3.2.2. Teorem 3.2.1 in sartlar1 saglansin ve W verilen bir fonksiyon olsun. Bu
durumda J_(v) fonksiyoneli V kiimesi iizerinde Frechet diferansiyellenebilirdir ve

onun gradyenti (3.34) formiili ile verilir.
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3.3 Varyasyonel Problemin Cé6ziimii i¢in Gerek Sart

Bu boliimde gozlem fonksiyonelinin gradyentinin V kiimesi lizerinde siirekli oldugu
gosterilerek, varyasyonel problemin ¢ozliimii i¢in bir gerek sart verilir. Bu amagla, ilk

olarak asagidaki lemmay1 ispatlayalim:

Lemma 3.3.1. J/(v) gradyenti V kiimesi iizerinde siireklidir.

ispat:  [6V]_, —>0 oldugunda WveV igin [J}(v+6v)-J;, (V)] —0  oldugunu

gosterelim. (3.34) formiiliinii kullanirsak

.
JL(V+0V) = 3., (v) = [ Re(W,775 + W55 it + 201 (V(X) + SV(X) (X)) -
0
.
[ Re(yt, + i, )t — 2 (v(x) — W(x))
0
.
= I Re (‘//157715 =Wl W o515 — Vol )dt +2a0V+
0
.
J. Re(‘//la‘ (s =) W, (s —10) = Wy + W s +Wos (5 —11,)
0
W, (s —11,) = hs¥, +772‘//25)dt +2a6v
T
= I Re(‘//155771 + Y101, + 501, +Y,01, — sy )dt +
0

.
J. Re(7Y s —11,5¥ > + 1155 Jt + 206V
0

T

:.[ Re (%55771 + 501, + Y01, +w,01, — (77, + om)y, ) dt

0

.

f Re(—(i7, + 67, )W, + W5 + 11,0 55 )t + 206V

0

olup
.
34, (v +6V) = 3., (V) = [ Re(y3,07, + 7,07, + 7,0y + 71,007, ) dt + 200V

0

esitligini elde ederiz. Buradan
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T T T
3, +0v) = 3L ()| < [lyas || dt+ [y 02, |t + [ |5 | ot
° 0 0 (3.35)

.
+I|§w2||772|dt+2a|5v(x)|
0

esitsizligi yazilir.

3. (v+6v)—J.(v)| ifadesini degerlendirebilmek i¢in 67, ve &n, fonksiyonlar: igin
bir degerlendirme elde etmeye calisgalim. Bunun igin (3.26)-(3.29) probleminde
n.(X,t;v) yerine énce 7, (X, t;v+0V) =17,; yazilarak elde edilen problemden (3.26)-

(3.29) problemi taraf tarafa ¢ikarilirsa

.00 0%0 .0
i a?k +a, 6x27k +|&(a1(x)577k)—a2(x)577k +(V+6v)ny,
=—ia, (2|‘//k5|2 Ms _lr//k2§77k5)+ia3(2|lr//k|2 Uy _szﬁk)_ (3.36)
v, +2(=1)" (51//1 _5'//2)
51,(T) =0 (3.37)
on,(0,t) =om,(1,1) =0 (3.38)
oon, oon,
—L20,t)=—=(,t)=0 3.39
ax 0,1) Y (1,t) (3.39)

problemi elde edilir. (3.36) denkleminin her iki tarafin1 07, ile carpip, €, = (0,1)x(t,T)
bdlgesi lizerinden integralleyelim ve esitligin sol tarafindaki 2. terime kismi integrasyon

uygulayalim. Boylece (3.38), (3.39) sinrr sartlar1 kullanilirsa
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(120 g5 ao‘aémz
5l ot OX

0 _
+i &(ai(x)&yk )67, — 8, (X)o7, [ + (v+5v)|577k|2dedr
= J. 2ia, (77k577k5‘7k§”k5 + 1,019\, +|‘//k5|2 |577k|2)dXdT
O,
_.[ ia (Wk (V) (570) + SV ST W s + Wies) (570)° )dXdT
o

+ j (8v(X)n,577, )dxdz + j 2(-1)* (5w, — Sw,)d7,dxd T

& Q

esitligi elde edilir. Bu esitlikten onun kompleks eslenigini ¢ikarrr ve (3.37) sartmi
kullanirsak asagidaki esitlik elde edilir:

2
||5’7k(-’t)||i2(|) +4a€J|Wk5|2 ‘57%‘ dxdz = 4||5‘//k("T)”2L2(|)

—j( a, (X)377, 577k+—( (X)577k)5nk]dxdf 4a3fRe 1OV W Jixdz

t

—4a, j Re (1,67, 6,7, )axdz + 2a, j Re (8, 77,677, )dxdz (3.40)

Q Q

123, j Re (S 7707y, )iXd T + 23, j Re (y(o77,)° Jixdz

t I

+2 j Im(Sva, 677, )dxd 7 +4 j (D" Im((Sw, — S,) 57, Jdxd .

Q Q

Yukaridaki esitlikte

0 _ 0 _ 0 d
2 (8.000m) 57, + (@)%, )on, = (@ )lon[* )+ - lom,

oldugunu dikkate alarak

j (al(x)|577k(xt)| Jixdz = [ai(x)|577k(xt)|‘ }

T

esitliginde (2.5) sartin1 kullanirsak
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J %(%(X)Wﬂk (x,t)|2)dxdr =0

t

olur. Boylece yukaridaki ifadeleri (3.40) da goz oniine alarak (3.40) m her iki tarafinin

mutlak degerini alalim. Bu durumda

“dxdz < 4]0y, (. T)

i(l) +y2”577k‘2dxdr

o

||577k (- t)”i(n +4a, J |l//ka‘|2 ‘577k
Q

42, [ | [|6m[|5v lwisdxd e + 42, [ [ |07 [y, v foxd 2

Q Q

28, [ |y /18w ||| |6 xd 7 + 22, [ |6, [l [ |67, [l dxdlz

Q Q

+2a, [y o, dxdz+2[ |5v]n, |6, oxdz +4 [ |5y, ~ 5, |6, Jdxd .
Q Q 9

Q

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlikte & —Cauchy ile Young esitsizliklerini uygularsak,

||577k (49

2 2 2
dxdz <45y (T )+ [ |on, [ dxdz

o

i2(|) + 2a3 J |l//k5|2 ‘577k
Q
+68, [ [ ]S, ||, v, xdz + 62, [ | ] [Sw, ||, [lw v 2
Q Q

+_[ |5V|2 |77k |2dxdz' + I ‘577k ‘dedr + ZI |51//l - 5(//2|2dxdr + 2_[ ‘577k ‘dedr
&, Q Q o
< 4|5y, (.,T)||i2 o+ 3+ ﬂz)J \5% (x,t)rdxdr +6a, g j ‘5% ‘2 v, Fxdz
Q Q

+6a, Z_:Lgi‘n“ ‘2 |§l//k|2dxdf+3a35|:‘77k ‘2 |§l//k|2dxdr+3a35£‘577k‘2|1//k|2dxdr

+'[ |6V[” || dxd 7 + ZJ‘ |6, — 5, dxdz

Q Q

olup burada & :% alirsak

[ (O 2 [ i o, [z < oy, (T ) + @+ ) o, [oxde
Q O

+123, [|n, \2 |8y, [‘dxdz +3a [ |on, “ly,[fdxdz ++ [ 16V | dxdz +2 [ |5y, — S, [ dxd
(o} (oN Q ()

Q
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esitsizligi bulunur. Boylece yukaridaki esitsizlikten

|7 (.1) dxdr < &[Sy, (. T)

2 2 5 2
L2(|)+a3J-|l//ké‘| ‘ 1, L2(|>+
Qt

T T
3+ 11,) { o D, d7 +12a, ! I DI o, 6w d7 +
(3.41)

T T
3aGJ-||Wk ("T)”iou) ”577k ("T) iz(l) dT+||5V||i(|) ,“|77k ("T) iz(l) dz+
t t

T T
4 j ||51//1(.,t)||i2 o dt+4 j |6, (1) i ot
0 0

esitsizligi yazilir. (3.41) esitsizliginde Kuramsal Temeller Teorem 1.2.1 deki esitsizligi,
(3.30), (3.31),(2.9), (2.10) ve (3.9) degerlendirmeleri kullanilirsa

]
2
Lot j wis| |on, [ dxdz <c,[ov]; , +csflom D), d7 (3.42)
Q t

olup burada a, >0 oldugunu dikkate alirsak

T
"577k ("t)”izu) < Ci2 ||5V||i(.) + C13_[||5nk (" T)”iz(l) dz (3'43)
t

esitsizligi yazilir. (3.43) de Gronwall lemmasmi uygularsak Vv t e [O,T], k=12 igin

”5771( (9]

Lo <Galovl; (3.44)

esitsizligi elde edilir. (3.44) i (3.42) de dikkate alirsak asagidaki esitsizlik yazilir:

||577k (.t

2
dxdz <cgov]; -

i“) +aej|‘//k5|2 ‘577k
&

(3.35) esitsizligini dikkate alirsak
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T 2 T 2 T 2
J;<v+5v)—J;(v)|2s5[j Il//15||5f71|dt] +5[J|w25||6nzldtJ +5(I I(SwlllmldtJ
0 0 0

T 2
+5( | |51//2||772|dtJ +20a2|6v(x)|"
0

olup

|

1T 1T
3L+ V) =3, | <5T [ [y, | o] dxdt+5T [ [y, o, | cxat
00 00

1T I T
+5TII|§W1|2 |771|2 dxdt +5TII|5W2|2 |772|2 dxdt
00 00

|
+ 20azj|5v(x)|2dx
0

(3.45)
T
0

.
2 2 2
Lz(l))dt +51 ”Vlzé‘nmﬂ) .!||§’72("t) Lz(l))dt

T T
+5T ”771”1 Q) I||§Wl("t)||i2(|))dt +5T ”772”1(9) I”éWZ (" t)”izu))dt
0 0

+2002||6v|

L(1)

esitsizligi elde edilir. (3.45) de (2.9), (2.10) degerlendirmeleri ve (3.44) esitsizligi,
Kuramsal temeller Teorem 1.2.1 esitsizligi ile (3.30), (3.31) degerlendirmelerini
V v eV i¢in kullanirsak asagidaki esitsizlik elde edilir:

2

9. (v+v)—J.(v) Loy <G lov]|

2
L.(1)

Burada ¢, >0 sabiti Sv den bagimsizdir. Bu esitsizlikten de

||5v||i(|) —0 oldugunda

! ! 2
Ja(v+5v)—Ja(v)||L2(l) -0
olup

||5v||i(|)—>0 oldugunda |J)(v+6v)—J.(v)| >0

bagmtist yazilir. Yani J/ (v) fonksiyoneli V kiimesi iizerinde siireklidir.
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Teorem 3.3.1. Teorem 3.2.2 ve Lemma 3.3.1 saglansm ve V' =V'(x) fonksiyonu

varyasyonel problemin bir ¢dziimii olsun. Bu durumda V veV igin

If m Re(y, 77, +v; (x,1)77; (x,1)dt + 2 (V' () —w(x))ﬂ(v(x) —v'(x))dx <0

esitsizligi gecerlidir. Burada k =1,2 icin w, (X, t) =y, (X,t;v") ve 7, (X t)=7,(Xt;V")

fonksiyonlar1 sirasiyla (2.13)—(2.15) ve (3.26), (3.29) problemlerinin v* eV

elemanina karsilik gelen ¢oziimleridir.

Ispat: (2.12) formiiliinden goriildiigii gibi J_(v) fonksiyoneli J,(v) fonksiyoneli ile
2 0 o s
a|v—wi|, o, fonksiyonelinin toplammdan olusmaktadir. Lemma 3.1.1 den J, (V)

2

0 fonksiyonelinin siirekli bir
2

fonksiyonelinin siirekli oldugu agiktir. Ayrica o |v—w|

fonksiyonel oldugunu dikkate alirsak J_ (V) fonksiyonelinin V kiimesi tizerinde siirekli

bir fonksiyonel oldugunu kolaylikla sdyleyebiliriz.

Ayrica Lemma 3.3.1 den J_(v) fonksiyonelinin gradyenti olan J/ (v) fonksiyonelinin

de konveks V kiimesi lizerinde siirekli oldugu goriiliir. Dolayisiyla Kuramsal

Temellerdeki Teorem 1.2.4 gbz 6niinde bulundurularak J_(v) fonksiyoneli V

kiimesindeki v* elemaninda minimum degere sahipse, V veV igin

If m Re(y, 77, +v; (x,1)i7; (x,1)dt + 2 (v () —w(x))ﬂ(v(x) —v'(x))dx <0

esitsizligi yazilir.
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4. TARTISMA VE SONUC

Schrédinger denklemi igin ters problemlerin varyasyonel metotlarla ¢6ziimii daha 6nce
[3-5, 8-9, 16-23, 29, 37] ¢alismalarinda incelenmistir. Bu ¢alismalarda genellikle lineer
Schrodinger denklemleri g6z Oniine alinmistir. Ancak [3-5, 19-20, 22-23, 29, 37]
caligmalarinda lineer olmayan Schrodinger denklemleri igin ters problemler
incelenmistir. [3, 5, 19-20, 22-23, 29, 37] c¢alismalarinda, (1.1) deki
r, j=0,12 katsayilari Lxty)=rn(xt), n(xty)=0 ve r(xty)=r(xty)

oldugunda denklem (1.1) den elde edilen lineer olmayan Schrodinger denkleminin farkli
sartlar altinda ¢6zlimii varyasyonel metotlarla arastirilmistir. Ancak [4] ¢alismasinda,

(1.2) deki r, =012 katsayilari 1,(Xt,p) =r,(Xt), r(xty)=r(xt) ve
L(Xty)=r(Xty) biciminde oldugunda (1.1) den elde edilen bir boyutlu lineer

olmayan bir Schrodinger denklemi i¢in ters problemin ¢oziimii varyasyonel olarak

caligilmustir.

Bu calismada ise biz, yukarida bahsedilen caligmalardan daha genel olarak farkl
katsayilar ve farkli sartlar altinda lineer olmayan Schrodinger denklemi i¢in bir ters
problemin ¢oziimiinii varyasyonel olarak arastirdik. Bu amacla ters problem Oncelikle
bir gozlem fonksiyoneli kullanilarak varyasyonel probleme doniistiiriilmiistiir.
Varyasyonel problemin ¢6ziimiiniin var ve tek oldugu ispatlanmistir. Varyasyonel
problem icin Lagrange fonksiyoneli yardimiyla bir eslenik problem olusturularak
gbzlem fonksiyonelinin Frechet anlaminda diferansiyellenebilir oldugu gosterilmistir ve
fonksiyonelin gradyenti elde edilmistir. Son olarak, go6zlem fonksiyonelinin
gradyentinin stirekli bir fonksiyonel oldugu gosterilerek ¢6ziim igin varyasyonel

esitsizlik formunda bir gerek sart verilmistir.
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