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1. GENEL BİLGİLER 

 

1.1 Giriş 

 

Kuantum mekaniğin temel denklemi olan Schrödinger denklemi, bir kuvvet alanındaki 

bir parçacığın (veya parçacıklar sisteminin) davranışını tanımlayan ve göreceli olmayan 

bir dalga denklemidir. Bu denklemin çözümü, parçacığın davranışlarının uzay ve zaman 

değişkeninde nasıl değiştiği hakkında bize bilgi verir. Schrödinger denklemi, Newton 

denklemine kabaca çok benzemektedir. Klasik bir parçacık için Newton’un ikinci 

kanununun yaptığı şeyi bir kuantum parçacık için Schrödinger denklemi yapar. Klasik 

mekanikte, Newton denklemini çözdüğümüzde biz zamana bağlı olarak bir parçacığın 

konumunu bulabiliriz. Ancak Schrödinger denklemini çözdüğümüzde bir dalga 

fonksiyonu elde ederiz ki bu dalga fonksiyonunun karesi, uzayda verilen bir bölgede 

parçacığın bulunma olasılığını belirtir. 

 

Lineer olmayan Schrödinger denklemi lineer olmayan optikte, su dalgalarının 

değişiminde, hidromanyetik ve plazma dalgalarında, bir katıdaki ısı pulsunun (ısı atımı) 

yayılımında, (bir sıvı ile dolu) viskoelastik tüpteki lineer olmayan dalgalarda, lineer 

olmayan kararsızlık problemlerinde ortaya çıkar [12, 25, 30-31, 33-34]. Bu çalışmada 

 

 

2

2 1 02
( , , ) ( , , ) ( , , ) 0,r x t r x t r x t

t x x

  
    
  

   
     (1.1) 

 

 

denkleminin bir özel durumu ile verilen lineer olmayan bir Schrödinger denklemi için 

bir ters problemi göz önüne alacağız. Burada sbt    bir sayı ( , )x t  fonksiyonu dalga 

fonksiyonudur. 0,1,2j   için (1.1) denklemindeki ( , , )jr x t   katsayıları ortamın 

varyasyonunu tanımlar. Eğer 
jr  katsayıları ( , )x t  fonksiyonuna bağlı ise bu, ortamın 

lineer olmayan özelliklere sahip olduğunu gösterir [42]. (1.1) denkleminde i   olarak 

alınırsa 0,1,2j   için ( , , )jr x t 
 

katsayılarının özelliklerine bağlı olarak (1.1) 

denkleminden lineer ve lineer olmayan Schrödinger denklemleri elde edilir. 
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Bilindiği gibi lineer olmayan Schrödinger denklemi için ters problemler genelde lineer 

olmayan ortamlarda ışık demetlerinin dağılımında ortaya çıkar [36]. Her ters problemi 

direkt olarak çözüp çözemeyeceğimizi düşünmek gayet doğaldır. Tabi ki her ters 

problemi direkt olarak çözemeyiz. Bu yüzden biz ters problemlerin çözümlerini, verilen 

problemi bir varyasyonel probleme dönüştürerek araştırırız. 

 

Schrödinger denklemi için ters problemlerin varyasyonel metotlarla çözümü daha 

önceden [3-5, 8-9, 16-23, 29, 37] çalışmalarında incelenmiştir. Ancak [3, 5, 19-20, 22-

23, 29, 37] çalışmalarında 0 0( , , ) ( , , ),r x t r x t  1 2 2( , , ) 0, ( , , ) ( , )r x t r x t r x t     

olduğunda (1.1) denkleminden elde edilen lineer olmayan Schrödinger denklemi için bir 

ters problemin çözümü varyasyonel metotlarla incelenmiştir. [4] çalışmasında ise (1.1) 

denkleminde 
jr  katsayıları 0 0 1 1 2 2( , , ) ( , , ), ( , , ) ( , ), ( , , ) ( , )r x t r x t r x t r x t r x t r x t       

biçiminde olduğunda (1.1) den  elde edilen bir boyutlu lineer olmayan Schrödinger 

denklemi için bir ters problemin çözümü varyasyonel metot ile çalışılmıştır. 

 

Yukarıda bahsedilen çalışmalardan farklı olarak bu çalışmada biz, (1.1) denkleminde 
jr  

katsayıları 0 0 1 1 2 2( , , ) ( , , ), ( , , ) ( , ), ( , , ) ( , )r x t r x t r x t r x t r x t r x t       biçiminde 

olduğunda farklı katsayılarla (1.1) denkleminden elde edilen lineer olmayan 

Schrödinger denklemi için bir ters problemin çözümünü varyasyonel metotlarla 

inceleyeceğiz.  

 

Bu çalışma 4 bölümden oluşmaktadır. 

 

İlk bölümde, bu çalışmada kullanacağımız genel bilgiler ve bazı kavramların tanımları 

ifade edilmiş olup, teorem ve lemmalar verilmiştir. 

 

Tezin 2. bölümü, 2.1 ve 2.2 bölümlerinden oluşmaktadır. 2.1. bölümünde ters problem 

ifade edilmiş olup 2.2. bölümünde ise ters problem bir varyasyonel probleme 

dönüştürülmüştür. 
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Tezin 3. bölümü 3 alt bölümden, yani 3.1, 3.2 ve 3.3 bölümlerinden oluşmaktadır. 3.1. 

bölümde varyasyonel problemin çözümünün varlığı ve tekliği ispatlandı. 3.2 bölümde 

gözlem fonksiyonelinin diferansiyellenebilirliği ispatlandı. 3.3 bölümünde ise 

varyasyonel problemin çözümü için bir gerek şart verildi.  

 

Tezin 4. bölümü tartışma ve sonuç bölümünden oluşmaktadır. Bu bölümde, elde edilen  

sonuçlar verilmiş olup, bu sonuçların önceki çalışmalardan farklılığı vurgulanmıştır. 

 

1.2  Kuramsal  Temeller 

 

Bu çalışmada kullanacağımız lemma, teorem ve tanımları bu bölümde açıklayacağız. 

 

Tanım 1.2.1.  Tam lineer normlu X  uzayına Banach uzayı denir [10]. 

 

Tanım  1.2.2.   X uzayı, üzerindeki iç çarpımın ürettiği norma göre Banach uzayı ise X e 

Hilbert uzayı denir [1]. 

 

Tanım   1.2.3.  ,  nI  de bir bölge ve 1p   gerçel sayı olmak üzere, I  üzerinde 

 

 

( ) ,    
p

I

u x dx x I    

 

koşulunu sağlayan u  fonksiyonlar sınıfına ( )pL I  uzayı denir. Bu uzay üzerindeki norm 

 

1

( )
( )

p

p
p

L I

I

u u x dx
 

  
 
  

 

biçiminde tanımlanır [1]. 
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Tanım  1.2.4.    üzerinde hemen hemen sınırlı fonksiyonların uzayına ( )L   uzayı 

denir ve bu uzay üzerindeki norm aşağıdaki gibi tanımlanır: 

 

 

( )
sup ( )

           inf 0 :      için ( )

L
x I

u ess u x

C hemen hemen x I u x C

 




   

 

[1]. 

 

Tanım  1.2.5.  2 ( )L   uzayı 

 

2
( , )u x t dxdt



   

 

olacak şekilde   üzerinde ölçülebilir u  fonksiyonlarının Hilbert uzayıdır. 

 

 

Tanım  1.2.6.  
nI   de bir bölge, 0m   bir tamsayı ve 1 p   olsun 

 

 ( ) ( ) :  ( ),  0m

p p pW I u L I D u L I m       

 

biçiminde tanımlanan uzaya Sobolev uzayı denir.  Burada    

 

 

1 2

1 2

1 2                                   ...          

ve

( )
                                   ( )

... n

n

n i

x x x

u x
D u x




 

        



  

  

 

dir. Bu lineer uzay üzerindeki norm, 1 p   için; 
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1

( ) ( )
0

( ) ( )0

                                       

    için;

                                       max

m
p p

m

p
p

W I L I
m

W I L Im

u D u

ve p

u D u







 

 

 

 
   
 

 





  

 

şeklindedir. Sobolev uzayları Banach uzaylarıdır. 00  için  ( ) ( )p pm W I L I   dır. 

22  ise  W ( )mp I  uzayı Hilbert uzayıdr. Bu uzay üzerindeki iç çarpım 

 

, ( ) ( )
m

mI

u v D u x D v x dx 

 

   

 

biçiminde tanımlanır [10]. 

 

Tanım 1.2.7. 
nI   de bir bölge ve 

0

( )  uzayı,  ( )  uzayının  W ( )m m

p pW I D I I  uzayındaki 

normuna göre kapanışıdır. Burada ( )  uzayı  D I I  bölgesinde kompakt supporta sahip 

her mertebeden sürekli diferansiyellenebilir fonksiyonların uzayıdır. 

 

Tanım 1.2.8. Bir X  metrik uzayı üzerindeki bir :f X   fonksiyonunun supportu, 

f ’ nin sıfırdan farklı olduğu noktaların kümesinin kapanışıdır. Yani  

 

 supp :  ( ) 0f x X f x    

 

dır. Eğer supp f  kümesi X  in kompakt bir alt kümesi ise f  ye kompakt supporta 

sahiptir denir.  

 

Tanım 1.2.9. 0,1

2 ( )W   uzayı, elemanlarının kendisi ve onların t  değişkenine gore 1. 

mertebeden genelleştirilmiş türevleri 2 ( )L   uzayından olan fonksiyonların Sobolev 

uzayıdır. Bu uzaydaki iç çarpım  
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0,1
2 ( )

,
W

u v
u v uv dxdt

t dt



  
  

 
  

 

biçimindedir. 

 

Tanım 1.2.10.     , ;   uzayı  : ,kC a b X u a b X  biçiminde k  kez sürekli 

diferansiyellenebilir fonksiyonların Banach uzayıdır. Bu uzayda norm  

 

    , , ,
0

( )
maxk

ik

iC a b X t a b
i X

d u t
u

dt


  

 

olarak tanımlanır. 

 

Tanım 1.2.11. 2( , )   ve   ( , )a b L a b  içinden alınmış 1 2( ), ( ),...,f x f x  fonksiyon dizisi 

2 ( ) ( , )  içing x L a b    

 

lim ( ) ( ) ( ) ( )

b b

n
n

a a

g x f x dx g x f x dx


   

 

eşitliğini sağlarsa 2( ) ( , )f x L a b  fonksiyonuna zayıf yakınsaktır denir [38].  

 

Tanım 1.2.12.   ( )nf x  fonksiyon dizisinin ( ) ( , )pf x L a b  ye normda (kuvvetli) 

yakınsaması 

 

lim ( ) ( ) 0

b
p

n
n

a

f x f x dx
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olarak tanımlanır. Bu formdaki yakınsamaya .p  mertebeden kuvvetli yakınsama denir 

[38]. 

 

Tanım 1.2.13. 2( , ) ,   ,   ( , )a b A L a b  uzayında bir küme olsun. Eğer 2 ( , )L a b  uzayının 

her noktası A ’ ya ait bir dizinin limiti ise, 2  kümesine  ( , )A L a b  de her yerde yoğundur 

denir [38]. 

 

Tanım 1.2.14. X  bir reel normlu uzay olmak üzere :F M X   fonksiyoneli 

verilsin. Eğer, her bir   ve  u M M  deki her bir  nu  dizisi için  

 

   olduğunda   ( ) ( )zayıf

n nu u F u F u   

 

oluyorsa F  ye zayıf (dizisel) süreklidir denir [40].        

 

Tanım 1.2.15. X  bir reel normlu uzay olmak üzere :F M X   fonksiyoneli 

verilsin. Eğer   için  zayıf

nn u u    olduğunda M  deki her bir  nu  dizisi ve her 

bir u M  için 

 

( ) lim ( )n
n

F u F u


  

 

oluyorsa F  ye alttan zayıf(dizisel) yarı süreklidir denir [40]. 

 

Tanım 1.2.16. X  bir reel normlu uzay olsun ve :F M X   fonksiyoneli verilsin. 

Eğer   için  nn u u   oduğunda M  deki her bir  nu  dizisi için 

 

( ) lim ( )n
n

F u F u


  

 

oluyorsa F  fonksiyoneline u M  noktasında alttan (dizisel) yarı süreklidir denir [40]. 
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Tanım 1.2.17.  U  bir vektör uzayı olsun. Bu uzayın bir vektörüne bir skaler sayı karşılık 

getiren lineer bir :f U   fonksiyonu lineer fonksiyonel olarak adlandırılır. U  

üzerindeki sınırlı lineer fonsiyonellerin uzayına U  nun duali denir ve U   ile gösterilir. 

 

Tanım 1.2.18.  X  bir Banach uzayı, X   da X  in dual uzayı ve ( )n x X   olsun. Eğer 

her   ve  x X n   için 

 

( ) ( )n x x   

 

oluyorsa  n  dizisi   fonksiyonuna zayıf  yakınsıyordur denir ve ( ) zayıf

n x     

olarak gösterilir [13]. 

 

Tanım 1.2.19.  ,  V X  lineer uzayının bir alt kümesi olsun. Eğer  ,  ve 0,1u v V    için 

(1 )u v V     oluyorsa  V  kümesine X  de konveks (dışbükey) küme denir [2].  

 

Tanım 1.2.20.   ,U  bir normlu uzay olsun. 0 2   şartını sağlayan her   sayısı 

için, ,   için  1  ve    iken  1 ( )
2

u v
u v U u v u v   


        olacak şekilde bir

( ) 0    sayısı varsa  ,U  uzayına düzgün konveks uzay denir. 1 p   için 

( )pL   uzayı düzgün konveks uzaydır [2]. 

 

Tanım 1.2.21.   ve  X Y  normlu uzaylar olsun. Eğer  

       i)  ,  X Y  nin bir alt vektör uzayı 

      ii)  Her   için  x X Ix x   olarak tanımlanan :  I X Y  özdeşlik operatörü 

sürekliyse, 

  uzayı  X Y  uzayına (sürekli) gömülür denir. Yani,   ve her  X Y x X   için 

Y X
Ix x  olacak şekilde bir M  sabiti vardır. Eğer I  operatörü kompakt ise 

  uzayı  X Y  uzayına kompakt gömülür denir [2]. 
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Tanım 1.2.22.  ,V W  bir Banach uzayı, U V  bir açık küme ve :F U W  bir 

dönüşüm olsun. Eğer F  dönüşümünü 

( ) ( ) ( ) ( , ),F x h F x DF x h RF x h     

biçiminde yazabiliyorsak bu dönüşüme x U  noktasında Frechet anlamında 

diferansiyellenebilirdir denir. Burada ( )DF x ’ e, x  noktasında F  nin Frechet türevi 

denir. ( ),     V WDF x  ’  a  sınırlı bir dönüşümdür. ( , )RF x h  ise 

 

0

( , )
lim 0
h

RF x h

h
  

 

eşitliğini sağlar. 

 

Teorem 1.2.1. 
nD   herhangi bir bölge olsun. Herhangi 

0
1( ) ( )mu x W D  fonksiyonu 

ve 1,  1m r    sayıları için 

1
1 1 1 1 1

r q n m r



  

     
  

  olmak üzere  

1

( ) ( ) ( )q m r
xL D L D L D

u u u
 




  

eşitsizliği geçerlidir. Ayrıca, 

 



( 1)
1. 1  için  ,  ve  1   dır.

( 1)
2. 1 ve   için   ve  eğer,  ise  ,   ve 

 ise  ,   dir.

3. 1  için  q ,  ve max

m r
m n q r

m

n m nm nm
n m n r q r

n m n m n m

nm nm
r q r

n m n m

q
m n r











 
      

 

   
            

 
    

    
( 1)

,1 ( 1)  
n

m mr
n


 

  
 

 

dır [28]. 
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Teorem 1.2.2. ( Weierstrass Teoremi ) ,  U B  Banach uzayında zayıf kompakt bir küme 

olsun. ( )J u  ise bu kümede tanımlanan sonlu değerlere sahip ve alttan zayıf yarı sürekli 

bir fonksiyonel olsun. Bu takdirde   inf ( ) ,    :  ( )
U

J J u U u U J u J          

zayıf kompakttır ve U  dan alınan herhangi minimalleştirici dizi, minimum noktaları 

kümesine zayıf yakınsar [35]. 

 

Teorem 1.2.3. (Goebel Teoremi) Kabul edelim ki, X  düzgün konveks uzay, U  kümesi 

X  uzayının kapalı sınırlı kümesi, ( )I v  fonksiyoneli U  kümesi üzerinde tanımlanan 

alttan sınırlı ve alttan yarı sürekli fonksiyonel ve  0,   1     verilen sayılar olsun. 

Bu takdirde X  uzayında her yerde olan öyle bir G  altkümesi vardır ki, w G   için  

( ) ( )
X

J v I v v w


     

fonksiyoneli  U  kümesi üzerinde en küçük değerini alır. Eğer 1  ise  J ( )v   

fonksiyoneli en küçük değerini  U  kümesi üzerinde bir tek noktada alır [11]. 

 

Teorem 1.2.4. ,  U B   Banach uzayının konveks boş olmayan bir alt kümesi, ( )J u  

fonksiyoneli bu kümede birinci mertebeden sürekli türevlenebilir bir fonksiyonel ve 

 :  ( ) inf ( )
U

U u U J u J J u      kümesi ( )J u  fonksiyonelinin minimum 

noktalarının kümesi olsun. Bu takdirde  ' ve   için  ( ), 0
B

u U u u J u u u         

şartı sağlanır [35]. 

 

Teorem 1.2.5. ( Cauchy-Bunjakovskii Eşitsizliği )  Eğer, 2( ) ( , )f x L a b  ve 
 
  ise  

 

2

2 2( ) ( ) ( ) ( )

b b b

a a a

f x g x dx f x dx g x dx
     

     
     
    

 

 eşitsizliği sağlanır [38]. 
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Lemma 1.2.1. ( T.H. Gronwall )   Farzedelim ki ( )  ve  ( )f x g x  fonksiyonları bir  ,a b  

kapalı aralığı üzerinde ( ) 0,   ( ) 0f x g x   olmak üzere sürekli reel değerli fonksiyonlar 

olsun. Eğer  

 
                                ( ) ( ) ( ) ,        , 0

x

a

f x c k g s f s ds c k  
  

ise  

 

( )

                    ( )

x

a

kg s ds

f x ce



   

dir [15]. 

 

Lemma 1.2.2. ( , , )f x t u  fonksiyonu  ( , ) ,  ( , )x t u     kümesinde tanımlı 

ölçüleblir bir fonksiyon ve hemen hemen ( , )   için  x t u  göre sürekli bir fonksiyon 

olsun. Eğer 1( )L   dan olan   1( , )   dizisi  ( )ku x t L   olan ( , )u x t  fonksiyonuna hemen 

hemen yakınsıyorsa ve 
( )

1 ve (.,., (.,.)
q

k L
q f u c


   ise bu durumda 

   için  , , ( , )kq q f x t u x t   fonksiyonlar dizisi ( )
q

L    normunda  , , ( , )kf x t u x t  

fonksiyonuna yakınsar; ( )qL   da ise zayıf yakınsar. Eğer  ( , )ku x t  dizisi 1( )L   da u  

fonksiyonuna kuvvetli yakınsıyorsa ve 
( )

1  için  
q

k L
q u c


   ise bu takdirde  ( , )ku x t

dizisi  ya   için  ( )
q

u q q L 

    da kuvvetli yakınsar [27]. 

 

Lemma 1.2.3. ( - Cauchy Eşitsizliği) Keyfi ,a b  ve herhangi 0   için 

 

2 21

2 2
ab a b




   

 

eşitsizliği geçerlidir [28].  

 

Lemma 1.2.4. ( Young Eşitsizliği )    ve  a b   reel sayılar ve  1p    olsun. Bu durumda  
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11 1
p

ppp
ab a b

p p


   

dir [14]. 
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2. MATERYAL VE YÖNTEM 

 

2.1 Ters Problem 

 

Bu bölümde, Schrödinger denklemi ile verilen 1. ve 2. çeşit sınır değer problemleri göz 

önüne alınır. Bu problemlerin çözümleri tanımlanır ve çözümlerin varlık ve tekliğini 

ifade eden teorem verilir. Ayrıca, bu sınır değer problemleri kullanılarak oluşturulan 

ters problem ifade edilir. 

 

Schrödinger denklemi ile ifade edilen 1. çeşit ve 2. çeşit sınır değer problemleri 

aşağıdaki gibi olsun: 

 

 

2
21 1 1

0 1 2 1 1 3 1 1 12
( ) ( ) ( )i a ia x a x v x ia f

t x x

  
   

  
     

     (2.1) 

 
 1 1 1 1( ,0) ( ),  ,  (0, ) ( , ) 0,  0,x x x I t l t t T       

  (2.2) 

ve 

 

 

2
22 2 2

0 1 2 2 2 3 2 2 22
( ) ( ) ( )i a ia x a x v x ia f

t x x

  
   

  
     

     (2.3) 

 
 2 2

2 2( ,0) ( ),  ,  (0, ) ( , ) 0,  0, .x x x I t l t t T
x x

 
 

 
    

    (2.4) 

 

Burada  ,  0, ,  ( , ) ,x I t T x t  
 0 3,a a   verilen pozitif reel sayılar, 

1 2 1 2 1 2( ),  ( ),  ( ),  ( ),   ( , ),  ( , )a x a x x x f x t f x t   fonksiyonları ise verilen fonksiyonlar olup 

sırasıyla  

 

1
1 1, 2

1 1 1 2

( )
    ( )   

 (0) ( ),  , 0,

da x
hemen hemen x I için a x

dx

a a l sbt

 

 

  

  
  (2.5) 
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3 2 4 3 4    0 ( ) ,  , 0hemen hemen x I için a x sbt        

 (2.6) 

 

0
2 2 0,12 2

1 2 2 2 2

(0) ( )
( ),  ( ),  0,  1,2 için (  )k

d d l
W I W I k f W

dx dx

 
                         (2.7) 

 

şartlarını sağlar. 2( ) ( )v x L I   fonksiyonu 

 

                         
0     ( )hemen hemen x I için v x b                                                       (2.8) 

 

olacak şekilde bir reel değerli fonksiyondur. 

 

Şimdi   (2.1)-(2.2), (2.3)-(2.4) sınır değer problemlerinin çözümlerini tanımlayalım. 

 

Tanım 2.1.1.     
0

0 2 1

1 2 20, , ( ) 0, , ( )B C T W I C T L I
 

  
 

  uzayından olan bir 1( , )x t  

fonksiyonu eğer hemen hemen  x I   ve herhangi  0,t T  için (2.1) denklemini, 

hemen hemen x I ve hemen hemen  0,t T  için sırasıyla (2.2) şartlarını sağlıyorsa 

bu fonksiyona  (2.1)-(2.2) sınır değer probleminin çözümü denir. 

 

Tanım  2.1.2.      0 2 1

2 2 20, , ( ) 0, , ( )B C T W I C T L I    uzayından olan bir 2 ( , )x t  

fonksiyonu eğer hemen hemen x I  ve  herhangi   0,t T   için  (2.3)  denklemini, 

hemen hemen  x I   ve   hemen hemen   0,t T  için sırasıyla (2.4) şartlarını 

sağlıyorsa bu fonksiyona (2.3)-(2.4) sınır değer problemlerinin çözümü denir. 

 

[6] çalışmasında kullanılan metodu kullanarak ve [24, 41] çalışmalarındaki sonuçları 

göz önüne alırsak aşağıdaki teoremin geçerli olduğunu kolaylıkla söyleyebilirz: 

  

Teorem 2.1.1. Farz edelim ki 1 2( ),  ( ),  1,2 için ( ),  ( , )k ka x a x k x f x t  ve ( )v x  

fonksiyonları sırasıyla (2.5), (2.6), (2.7) ve (2.8) şartlarını sağlasın. Bu durumda (2.1)-
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(2.2), (2.3)-(2.4) problemlerinin sırasıyla  1B
  

ve 2B   uzaylarına ait olan tek 1  ve 2  

çözümleri vardır ve bu çözümler    0,  içint T 
 

 
 

                   
0 0 00,1

2 2 12
2 2 2

2

2
2 2 2 61

1 1 1 1 1( )
( ) ( ) ( )( )

(., )
W

W I W I W IL I

t c f
t


  



  
    

                    (2.9)                                                                       

                
 2 2 0,1 1

2 2 22

2

2
2 2 2 62

2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( )
( )

(., )
W I W I W W I

L I

t c f
t


  




   

               
(2.10) 

       
                                                                                                                                                

değerlendirmelerini sağlar. Burada 1 2, 0c c   sabitleri 1 1 2 2,  ,  ,  f f   ve t  den 

bağımsızdır. 

 

Şimdi ters problemi ifade edelim: 

 

Ters problemimiz  

 
1 2( , ) ( , ),  ( , )x t x t x t  

  (2.11) 

                                 

ek şartı altında sırasıyla (2.1)-(2.2), (2.3)-(2.4) problemlerinde bilinmeyen  1  , 2  ve 

( )v x  katsayısının bulunması problemidir. Burada ( )v x  katsayısı 

 

 2 0: ( ) ( ),      ( )V v v x L I hemen hemen x I için v x b   
 

 

kümesinde araştırılır. 

 

2.2  Ters Problemin Varyasyonel Formülü 

 

Bu bölümde  2.1. bölümde ifade ettiğimiz ters problemi bir varyasyonel problem olarak 

formüle edeceğiz. Bunun için [21] çalışmasındaki metodu kullanarak ters problemi bir 

varyasyonel problem olarak aşağıdaki gibi ifade ederiz:  
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2 2

2 2

1 2 ( ) ( )
( )

L L I
J v v w   


                                          (2.12) 

 

fonksiyonelinin V kümesi üzerinde  (2.1)-(2.2), (2.3)-(2.4) şartları altında 

minimumunun bulunması problemidir. Burada 2( )w L I   verilen bir fonksiyondur. 

   
                   

İşlem kolaylığı için (2.1)–(2.2), (2.3)–(2.4) problemlerini aşağıdaki şekilde tek bir 

problem olarak ifade edelim : 

 

    

2
2

0 1 2 32
( ) ( ) ( ) ,  1,2k k k

k k k k ki a ia x a x v x ia f k
t x x

  
   

  
      

  
      (2.13)  

                                    ( ,0) ( ),  ,  1,2k kx x x I k                                                 (2.14) 

                 2 2
1 1

(0, ) ( , )
(0, ) ( , ) 0,  0,  (0, )

t l t
t l t t T

x x

 
 

 
    

 
                       (2.15) 

 

Böylece varyasyonel problemimiz  (2.13)–(2.15) şartları altında V kümesi üzerinde  

(2.12) fonksiyonelinin minimumunun bulunması problemi olur.  
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3. BULGULAR 

 

3.1 Varyasyonel Problemin Çözümünün Varlığı ve Tekliği   

 

Bu bölümde öncelikle Goebel Teoremini kullanarak varyasyonel problemin 0   için 

tek çözüme sahip olduğu ve sonra 0   için en az bir çözüme sahip olduğu gösterilir. 

Bunun için ilk olarak aşağıdaki Lemma ispatlanır: 

 

Lemma  3.1.1.    
2

2

0 1 2 ( )
( )

L
J v  


  ,   V  kümesi üzerinde sürekli bir fonksiyoneldir. 

 

İspat :  (2.13)–(2.15) probleminin herhangi v V   ve  v v V    elemanlarına karşılık 

gelen çözümleri sırasıyla ( , ; )k k x t v    ve  ( , ; )k x t v v     olsun. Burada 

( )v L I  , herhangi v V  elemanına verilen bir artıştır. Bu durumda 1,2k    için 

( , ) ( , ; ) ( , ; )k k k kx t x t v v x t v          fonksiyonu 

 

        

 

2

0 1 22

2 2

3

( ) ( ) ( ( ) ( ))

( ) ( ) ,  ( , ) ,  1,2

k k k
k k

k k k k k k k

i a ia x a x v x v x
t x x

ia v x x t k 

  
  

       

  
     

  

      
  

             (3.1) 

 

                                         ( ,0) 0,  ,  1,2k x x I k                                                   (3.2) 

 

                       2 2
1 1

(0, ) ( , )
(0, ) ( , ) 0,  0,  (0, )

t l t
t l t t T

x x

 
 

 
    

 
           (3.3) 

 

sınır değer problemlerinin çözümü olur. 

 

Şimdi bu sınır değer probleminin çözümü için bir değerlendirme elde etmeye çalışalım.  

Bunun için  (3.1)  denkleminin her iki tarafını k  fonksiyonu ile çarpalım ve elde 

edilen eşitliği t  bölgesi üzerinde integralleyelim. Bu durumda 
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2
2

0 1 22

2 2 2 2 2

3 3

( ) ( )

( ( ) ( ) ( )

( )

t

k

t

k k k
k k k k

k k k k k k

k k

i a ia x a x
t x x

v x v x ia ia dxd

v x dxd

 

  
   

        

   





  
      

   


 



  

eşitliği yazılır. Bu eşitliğin sol tarafındaki 2. terime kısmi integrasyon formülü 

uygulayıp, (3.3) şartını kullandıktan sonra elde edilen eşitlikten kompleks eşleniğini 

çıkarırsak, 

 

   

 

1

2 2 2 2

3 3

( )

2 2 Re ( )

2 Im

k k

t t

k

t t

t

k k k k
k k

k k k k k

k k

dxd a x dxd
t t x x

a dxd a dxd

v dxd

 

   
     

       

   

 

 



      
      

      

 

 

 

 


 

 

eşitliği elde edilir.   Burada  

   
 

 2k k
k k k

t t t

 
  

  
 

    

ve 

 
 2

k

k k
k k

x x x

 
  

   
  

      

olduğunu göz önüne alarak  

 2

t

k dxd
t
 





  

integralinde  (3.2) şartını kullanırsak 
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2

2 2 2 2 2

1 3( )

2

3

(., ) ( ) 2

2 Re ( ) 2 Im

t t

tt

k k k k kL I

k k k k k

t a x dxd a dxd
x

a dxd v dxd





      

       



 



 
    

 

 

 

 
          (3.4) 

eşitliği yazılır. (3.4) denkleminin her iki tarafına  
21( )

t

k

a x
dxd

x
 





   terimini 

eklersek 

 

   

   

2

2 2 2 2 2

1 3( )

22 1
3

(., ) ( ) 2

( )
2 Re ( ) 2 Im

t t

t tt

k k k k kL

k k k k k k

t a x dxd a dxd
x

a x
a dxd v dxd dxd

x





      

         





 

 


   




  



 

  
         (3.5) 

 

eşitliği yazılır. (3.5)  de  (3.3)  şartı kullanılırsa ve her iki tarafın mutlak değeri alınırsa  

 

 

   

2( )

2 2 2 2

3

2 21
3

(., ) 2

( )
2 2

I

t

t t t

k k k kL

k k k k k k

t a dxd

da x
a dxd v dxd dxd

dx





    

         



  

  

 
   

 



  

         (3.6) 

 

eşitsizliği elde edilir. (3.6) eşitsizliğinde (2.5) şartını kullanarak eşitsizliğin sağ 

tarafındaki 1.ve 2. terimlere Young eşitsizliğini uygularsak  

 

 

     

2( )

2 2 2 2

3

2 2 2 2

2

(., )
I

t

t t t

k k k kL

k k k

t a dxd

v dxd dxd dxd

    

       



  

  

 



  
 

olup 
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2( )

2 2 2 2 2

3 2

2 2

(., ) (1 )
I

tt

t

k k k k kL

k

t a dxd dxd

v dxd

       

  

 



     


  (3.7) 

 

eşitsizliği yazılır. Bu eşitsizlikte 
3 0a   olduğundan eşitsizliğin sol tarafındaki ikinci 

terimin pozitif olduğunu gözönüne alırsak  

 

2( )

22 2 2

2(., ) (1 )
I

t t

k k kL
t dxd v dxd      

 

   
 

eşitsizliği yazılır. Burada  

 

2

2 2 2 2

0

2 2

0

2 2

( ) ( )

0

                          sup

                           = (., )

t

T

k k

I

T

k
x I

I

T

kL I L I

v dxd v dxd

ess v dxd

v t dt

     

  

 










  

 



 

olduğunu dikkate alarak,   0,  içint T   (2,9), (2.10)  değerlendirmelerini kullanırsak 

 

2 2

2 2 2

2 3( ) ( ) ( )

0

(., ) (1 ) (., )

T

k kL I L I L I
t c v    



    

eşitsizliğini elde ederiz. Burada Gronwall lemmasını uygularsak 

    

                                                2

2 2

4( ) ( )
(., )k L I L I

t c v 



  
                                         (3.8)  

 

 

eşitsizliğini elde ederiz.  

 

2 2 2

3 ( )

t

k L I
v dxd c v   






  

olduğunu göz önüne alarak (3.8) eşitsizliğini (3.7) de kullanırsak   0,  içint T    
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2

2 2 2 2 2

3 5( ) ( )
(., )

t

k k k kL I L I
t a dxd c v     





  
  

                                 (3.9)
  

 

değerlendirmesini elde ederiz.. Burada 3 4 5,  ,  0  sabitleri  c c c v   den bağımsızdır. 

  

0   için (2.12) formülünü kullanırsak  

     

       

 

0 0 0

2 2

1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 2 2 1 1 2 2

2 2

1 1 2 2 1 2

( ) ( ) ( )

            =

            =

            =

                 

   

J v J v v J v

dxd dxd

dxd

dxd

 

   

 

     

        

       

      

 





  

  

      

            

  

 





     

 

    



1 2 1 2 1 2 1 2

2 2

1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

2 2

1 2

         =

                 2Re

            = 2Re 2Re

                 

dxd

dxd

       

    

     

  





      

  


     







 

                  

eşitliğini elde ederiz. Buradan 

 

  

2 2

2 2

2 2 22

2 2

0 1 2 1 2 1 2 1 2

2 2

1 2 1 2 1 2

2 2

1 2( ) ( )

1 1 1 2( ) ( ) ( )( )

( ) 2 2

            2

                     

            2

L L

L L

L L LL

J v dxd dxd

dxd dxd dxd

          

        

 

    

 

 

  

 

  

     

     



  

 

  

2 2

2 2 2 2

2 1( ) ( )

2 2

2 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )
                    +2 2

L L

L L L L
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eşitsizliği yazılır. Yukarıdaki eşitsizlikte (2.9), (2.10), (3.9) değerlendirmelerini 

kullanırsak  v V   için  

 

                                  2

0 6 ( ) ( )
( )

L I L I
J v c v v  

 

                                               (3.10) 

 

eşitsizliği elde edilir. Burada 6 >0 , c v  den bağımsızdır. Böylece (3.10) dan 

 

                          
( )

0
L I

v


     olduğunda      
0( ) 0J v    

 

limit bağıntısı yazılır. Dolayısıyla 0    için  ( )v V J v    fonksiyonelinin V  kümesi 

üzerinde sürekli olduğunu kolaylıkla söyleyebiliriz. 

 

Teorem 3.1.1. Farzedelim ki Teorem 2.1.1 in şartları sağlansın ve 2( )w L I  verilen bir 

eleman olsun. Bu durumda 0   ve  w G   için varyasyonel problem tek çözüme 

sahip olacak şekilde 2 ( )L I  uzayında yoğun bir G  alt kümesi vardır. 

 

İspat: 0 ( )J v  fonksiyoneli sürekli olduğundan bu fonksiyonel alttan yarı süreklidir. 

Ayrıca  v V   için 0 ( ) 0J v   olduğundan alttan sınırlıdır. V  kümesi, ( )L I  uzayında 

kapalı, sınırlı ve konveks bir kümedir ve ( )L I  uzayı düzgün konveks uzaydır [39]. V  

kümesinin, 2 ( )L I  uzayında da kapalı, sınırlı ve konveks bir küme olduğu kolaylıkla 

gösterilebilr. Böylece Goebel teoreminin şartları sağlanmış olur. Dolayısıyla Teorem 

3.1.1 ispatlanmış olur. 

  

Teorem 3.1.2. 0   ve  w  verilen bir fonksiyon olsun. Ayrıca Teorem 2.1.1 in 

sağlandığını kabul edelim. Bu durumda varyasyonel problem en az bir çözüme sahiptir. 

 

İspat: ( )J v  fonksiyoneli için herhangi bir  mv V  minimalleştirici dizisini göz önüne 

alalım. Yani    

                                  lim ( ) inf ( )m
m v V

J v J v J  
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olsun. 

 

mv V   elemanına karşılık (2.1)-(2.2) ve (2.3)-(2.4) sınır değer problemlerinin çözümü 

sırasıyla 1 1 1( , ) ( , ; )m m mx t x t v     ve 2 2 2( , ) ( , ; )m m mx t x t v     olsun. 1,2,...m    

için mv V  olduğu için Teorem 2.1.1 den her bir 1,2...m   için (2.1)-(2.2), (2.3)-(2.4) 

sınır değer problemlerinin sırasıyla 1 2,  B B  uzaylarında tek 1 2,  m m   çözümleri vardır 

ve   0, ,   1,2...t T m    için bu çözümler aşağıdaki değerlendirmeleri sağlar: 

 

         
0 0 00,1

2 2 12
2 2 2

2

2
2 2 2 61

1 1 1 1 1( )
( ) ( ) ( )( )

(., ) ,m
m W

W I W I W IL I

t c f
t


  



  
    

  
    

           
     (3.11) 

         
 2 2 0,1 1

2 2 22

2

2
2 2 2 62

2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( )
( )

(., ) .m
m W I W I W W I

L I

t c f
t


  




   

    
                (3.12) 

 

V  kümesi ( )L I  Banach uzayında sınırlı bir küme olduğundan ( )L I  uzayında  

 

                      
      ( )  da   

p

zayıf

mm için L I v v

 
  

olacak şekilde  mv  dizisinden bir  
pmv  alt dizisi seçebiliriz. İşlem kolaylığı için bu alt 

diziyi yine   mv  ile gösterelim. Yani 

 

                            ( )  da   zayıf

mm için L I v v

                                              (3.13)  

 

yazılır. V  kümesi   ( )L I   da kapalı, sınırlı ve konveks bir küme olduğundan [26] 

çalışmasındaki bilinen teoereme göre   V  kümesi   ( )L I   da zayıf  kapalı bir 

kümedir. Yani v V  dir. Bu durumda 1 ( )q L I   için 

 

                         lim ( ) ( ) ( ) ( )m
m

I I

v x q x dx v x q x dx


                                                        (3.14)    
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limit bağıntısı yazılır. 

 

(3.11)-(3.12) kestirimlerinden 1,2k   için  km  dizilerinin sırasıyla 1B  ve 2B  uzayının 

normunda düzgün sınırlı olduğu elde edilir. Dolayısıyla 1,2k   için  km dizilerinden 

  0,   ve  t T m     için  1 1 2 2 , B B    elemanlarına zayıf yakınsayan 

   1 2 , 
p pm m   alt dizilerini seçmek mümkündür. İşlem kolaylığı için bu alt dizileri 

yine  1,2k   için  km  ile gösterelim. Bu durumda bu alt dizi için aşağıdaki limit 

bağıntılarını kolaylıkla yazabiliriz: 

 

                 0,  ve 1,2,   için  t T k m     

                             
0

2

2 ( ) uzayında (., ) (., )zayıf

km kW I t t                                       (3.15) 

                               
2 ( ) uzayında (., ) (., ).

zayıfkm kL I t t
t t

  


 
                            (3.16) 

 

Şimdi 1,2k   için k  limit fonksiyonlarının (2.13) denklemini   0,  t T   ve hemen 

hemen x I  için sağladığını gösterelim. 1,2k   ve her bir 1,2m   için ( , )km x t  

fonksiyonlarının    0,  t T  ve 2 ( )kg L I   için 

 



2

0 1 22

2

3

( , ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( , )

      ( , ) ( , ) ( , ) ( ) 0

km km km
km m km

I

km km k k

i x t a x t ia x a x x t v x x t
t x x

ia x t x t f x t g x dx

  
 

 

  
    

  

 


      (3.17) 

 

integral özdeşliğini sağladığı açıktır. 

 

[7, 32] çalışmalarından bilindiği gibi 1B  uzayı   0

20, , ( )C T L I  uzayına kompakt 

gömüldüğünden  1,2  ,   ve  0,  içink m t T      

 

                       
2

 ye göre düzgün

( )
(., ) (., ) 0t

km k L I
t t                                                (3.18) 
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limit bağıntıları yazılır. 

 

Şimdi her bir   20,  ve  ( )  için    olduğundakt T g L I m      

 

           ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ,   1,2m km k k k

I I

v x x t g x dx v x x t g x dx k                               (3.19) 

ve 

           
2 2

( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( )km km k k k k

I I

x t x t g x dx x t x t g x dx                                (3.20) 

 

limit bağıntılarının geçerli olduğunu gösterelim. Bunun için 

 

               

 

 

( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( , )

( ) ( ) ( ) ( ) ( , )

m km k m km k k

I I

m k k k k

I I

v x x t g x dx v x x t x t g dx

v x v x x g dx v x x t g dx

  

 

  

 

 

 
                   (3.21) 

 

eşitliğini kullanalım. (3.21) eşitliğinin sağ tarafındaki 1. terim için  

 

   ( ) ( )

                                     ( )

                                     sup ( )

                                      sup (

m km k k m km k k

I I

m km k k

I

m km k k

I

m

v x g dx v x g dx

v x g dx

ess v x g dx

ess v x

   

 

 

  

 

 



 





2 2( ) ( )
) (., ) (., ) 0km k kL I L I

t t g  

 

 

olduğunu göz önüne alarak, burada (3.18) limit bağıntısı kullanılırsa m  için 

 

                              ( ) 0m km k k

I

v x g dx                                                            (3.22) 
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bağıntısı elde edilir. (3.21) in sağ tarafındaki 2. terim için, 2 2( )  ve ( )k kg L I L I   

olduğundan 1( ) ( ) ( )k kx g x L I   olduğunu dikkate alarak  (3.14) limit bağıntısını 

kullanırsak m  için 

 

                              ( ) ( ) ( ) 0m k k

I

v x v x x g dx                                                       (3.23) 

 

olduğunu elde ederiz. 

 

Böylece (3.21) bağıntısında (3.22) ve (3.23) limit bağıntılarını kullanırsak (3.19) limit 

bağıntısının geçerli olduğunu göstermiş oluruz. 

 

Şimdi  (3.20) limit bağıntısının geçerli olduğunu gösterelim. 1,2  içink    

 

                               
6

2

2 3

( )
( )

(., ) (., ) (., )     km km km L I
L I

t t t       

      

olup burada Kuramsal Temeller Teorem 1.2.1. deki  eşitsizliği kullanırsak  

 

                               

6
2

2

2

2 3

( )
( )

2
2

2

7 ( )
( )

(., ) (., ) (., )

                                       

km km km L I
L I

km
km L I

L I

t t t

c
x

  






  
   
     

       (3.24) 

 

yazılır. (3.24) de (3.11), (3.12) değerlendirmelerini kullanırsak  

 

                                  
6

2

2 3

8( )
( )

(., ) (., ) (., ) c     km km km L I
L I

t t t   
 

 

eşitsizliği elde edilir. Böylece (3.18) limit bağıntısını ve Kuramsal Temellerdeki Lemma 

1.2.2 yi kullanırsak her bir  0,   içint T  
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2 2

2 ( )  da  (., ) (., ) ( , ) ( , )zayıf

km km k kL I t t x t x t     

yakınsaması elde edilir. Bu da  (3.20)  limit bağıntısının  geçerli olduğunu gösterir. 

 

Böylece  (3.17) integral özdeşliğinde m  için (3.15), (3.16), (3.19), (3.20) limit 

bağıntılarını kullanırsak, her bir   20,   ve   ( ),  1,2  içinkt T g L I k      

 

2
2

0 1 2 32
( ) ( ) ( ) ( ) 0k k k

k k k k k k

I

a ia x a x v x ia f g x dx
t x x

  
   

   
       

   
   

 

integral özdeşliğini elde ederiz. Bu integral özdeşliğinden de ( , )k x t  limit 

fonksiyonunun hemen hemen   ve  0,  içinx I t T    (2.13)  denklemini sağladığını 

kolaylıkla söyleyebiliriz. 

 

Şimdi 1,2  için ( , )kk x t  limit fonksiyonunun başlangıç şartını sağladığını 

gösterelim: 

 

      

 

2

22

( )

2

2

(.,0) ( ,0) ( )

                           = ( ,0) ( ,0) ( ,0) ( )

                         ( ,0) ( ,0) ( ,0) ( )

                         2 ( ,0) ( ,0)

k kL I

I

k km km

I

k km km

I

k km

x x dx

x x x x dx

x x x x dx

x x

   

   

   

 

  

  

   

 






2 2

2 ( ,0) ( )km

I I

dx x x dx   

            (3.25) 

 

yazılır. Hemen hemen    için  ( ,0) ( )kmx I x x    olduğundan (3.25) eşitsizliğinde bu 

eşitliği ve 0t   için (3.18) limit bağıntısını kullanırsak  

 

2 2

2 2

( ) ( )
0 (.,0) 0   olup  (.,0) 0k kL I L I
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yazılır. Yani,    1,2k   ve hemen hemen   için  ( ,0) ( )kx I x x    eşitliği elde edilir. 

Dolayısıyla ( , )k x t  limit fonksiyonlarının (2.14) şartlarını sağladığını göstermiş olduk. 

Benzer şekilde  ( , )k x t  limit fonksiyonlarının  (2.15) sınır şartlarını sağladığı 

kolaylıkla gösterilir. 

 

Böylece  mv  dizisinin limit fonksiyonu olan ( )v x  fonksiyonuna karşılık gelen ve 

sırasıyla (2.1)-(2.2), (2.3)-(2.4) sınır değer problemlerinin çözümü olan fonsiyonların, 

   1 2( , )  ve ( , )m mx t x t   dizilerinin limiti olan 1 2( , ),  ( , )x t x t   fonksiyonları olduğu 

elde edildi. 

 

Ayrıca (3.11)-(3.12) değerlendirmelerinde alt limite geçilirse ve normun alttan zayıf 

yarı sürekli olduğu dikkate alınırsa 1 2( , ),  ( , )x t x t   fonksiyonlarının (2.9)-(2.10) 

değerlendirmelerini sağladığı elde edilir. Teorem 2.1.1 den çözümün tekliğinden 

1 1 2 2,  B B    yazılır. 

 

1 2 2 ve  uzayları ( )B B L   uzayına kompakt gömüldüğünden  

 

2 ( )
1,2 ve  için 0km k L

k m  


   
 

 

limit bağıntısı yazılır. Bu limit bağıntısını kullanarak, 0   olduğunu ve 2 ( )L   

uzayında normun alttan yarı sürekliliğini dikkate alarak 

 

( ) lim ( ) inf ( )m
m v V

J J v J v J v J    
 

     

 

eşitsizliğinin geçerli olduğu elde edilir. Yani   elemanı  ( )v V J v   fonksiyonelinin 

minimum noktasıdır. Böylece teorem ispatlanmış olur. 
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3.2  Gözlem Fonksiyonelinin Diferansiyellenebilirliği 

 

Bu bölümde, bir eşlenik problem yardımıyla ( )J v  fonksiyonelinin Frechet anlamında 

diferansiyellenebilir olduğu gösterilir ve fonksiyonelin gradyenti için bir formül elde 

edilir. 

 

İlk olarak Lagrange çarpanları metodunu kullanarak varyasyonel problemi  

 

 1 2 1 2, , , , infL v      

 

biçiminde bir problem olarak yeniden formüle edelim. Burada 

                  

 1 2 1 2

2
21 1 1

0 1 2 1 1 3 1 1 1 12

2
21 1 1

0 1 2 1 1 3 1 1 1 12

2

2 2 2
0 1 22

, , , , ( )

1
( ) ( ) ( )

2

1
( ) ( ) ( )

2

1
( ) (

2

L v J v

i a ia x a x v x ia f dxdt
t x x

i a ia x a x v x ia f dxdt
t x x

i a ia x a
t x x

   

  
    

  
    

  







   
       

   

   
        

   

  
   

  





2

2 2 3 2 2 2 2

2
22 2 2

0 1 2 2 2 3 2 2 2 22

) ( )

1
( ) ( ) ( ) ,

2

x v x ia f dxdt

i a ia x a x v x ia f dxdt
t x x

    

  
    





 
   

 

   
        

   





 

 

olup  1,2 için ( , ; )k kk x t v    fonksiyonları Lagrange çarpanları, k  fonksiyonları 

ise (2.13)–(2.15) sınır değer problemlerinin çözümleridir. Böylece  1 2 1 2, , , ,L v     

Lagrange fonksiyonelinin stasyonerlik şartından aşağıdaki eşlenik problemi elde ederiz: 

 

   
 

   

2
2

0 1 2 32

2

3 1 2

( ) ( ) ( ) 2

( ) 2 1

k k
k k k k k

k

k k

i a i a x a x v x ia
t x x

ia

 
    

   

  
     

  

   

                    (3.26) 

                              ( , ) 0,  1,2  , (0, )k x T k x l                                                       (3.27) 

                              1 1(0, ) ( , ) 0,   (0, )t l t t T                                                         (3.28) 
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                             2 2(0, ) ( , ) 0,   (0, )t l t t T
x x

  
  

 
                                             (3.29) 

 

Görüldüğü gibi eşlenik problem 1  fonksiyonuna göre 1. çeşit, 2  fonksiyonuna göre 2. 

çeşit olmak üzere iki sınır değer problemini içermektedir. (3.26)–(3.29) problemine 

T t    değişken dönüşümü yapıldığında elde edilen problemin (2.13)–(2.15) 

problemi biçiminde olduğu kolaylıkla görülür. Dolayısıyla eşlenik problemin çözümü 

ile sırasıyla 1 2 ve  B B uzaylarına ait olan 1 2 ve    fonksiyonları göz önüne alınır ki bu 

fonksiyonlar hemen hemen  (0, ) ve  (0, )x l t T    için (3.26) denklemini, hemen 

hemen (0, )x l  için (3.27) şartını ve hemen hemen (0, )t T için sırasıyla (3.28) ve 

(3.29) şartını sağlarlar. Bu yüzden eşlenik problemin çözümü için aşağıdaki teoremin 

geçerli olduğunu kolaylıkla söyleyebiliriz: 

 

Teorem 3.2.1 Teorem 2.1.1. sağlansın. Bu durumda eşlenik problemin 

1 1 2 2   için  ,  v V B B      olacak şekilde tek çözümü vardır ve bu çözümler 

  0,t T   için 

 

                           0 0,1
2 2

2
2

2
2 21

1 9 1 2 ( )
( ) ( )

(., )
(., )

W
W I L I

t
t c

t


  




  


                               (3.30)                                                                             

                            
2 0,1

2 2

2

2
2 22

2 10 1 2( ) ( )
( )

(., )
(., )

W I W
L I

t
t c

t


  




  


                           (3.31) 

 

değerlendirmelerini sağlar. Burada 9 10,  0c c   sabitleri t  den bağımsızdır. 

 

Bu teorem, Teorem 2.1.1 in ispatına benzer olarak Galerkin metoduyla kolaylıkla 

ispatlanabilir. 

 

Fonksiyonelin diferansiyellenebilir olup olmadığını göstermek için ( )J v  

fonksiyonelinin  v V   elemanı üzerindeki artışını hesaplayalım. Bunun için (2.12) 

formülünü kullanırsak  
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2 2

2 2

2 2

1 2 ( ) ( )

2 2

1 2 ( ) ( )

2 2

1 2

2

1 2

( ) ( ) ( )

            = ( , ; ) ( , ; )

            - ( , ; ) ( , ; )

            =

             

L L I

L L I

I

I

J v J v v J v

x t v v x t v v v v w

x t v x t v v w

dxdt v v w dx

dxdt v w

  

 

 

     

  

   

  









  

     

  

   

   

 



     

     

2

1 2 1 2

1 2 1 2

             =

             -

I

I

dx

dxdt v v w v v w dx

dxdt v w v w dx

         

    





      

    



 

 

 

olup gerekli işlemler yapılırsa  

 

   

 

1 1 2 2

1 1 2 2

2 2 2 2

3 1 1 1 1 3 2 2 2 2

2 2

3 1 1 1 3 2 2 2

0

( ) ( ) Re( ) ( ) Re( )

( ) Re( ) ( ) Re( )

Im( ) Im( )

Im( ) Im( )

2 ( ) ( ) (

l

J v v x dxdt v x dxdt

v x dxdt v x dxdt

a dxdt a dxdt

a dxdt a dxdt

v x w x v



 

      

     

       

     

 

 

 

 

 

  

 

   

 



 

 

 

 



2 2 2

1 2

2 2 2

1 2( ) ( ) ( )

) 2 Re( )

L L L I

x dx dxdt

v

 

   



 

 

 



 

 

eşitliği elde edilir. Burada 

 

 

 

2 2 2

2 2

1 1 2 2 3 1 1 1 1

2 2 2

3 2 2 2 2 3 1 1 1

2 2 2 2

3 2 2 2 1 2 1 2( ) ( ) ( )

Re( ) Re( ) Im( )

   Im( ) Im( )

   Im( ) 2 Re( )
L L L I

S v dxdt v dxdt a dxdt

a dx a dxdt

a dxdt dxdt v





         

      

        

  

 

 

 

   

  

    

  

 

 

 

 

olarak gösterirsek 
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 1 1 2 2

0 0

( ) Re( ) 2 ( ) ( ) ( )

l T

J v dt v x w x v x dx S      
  

      
   
                            (3.32) 

 

biçiminde yazılır. 

 

 

2 2 2

2 2 2

2 2

1 1 2 2 3 1 1 1 1

2 2 2 2

3 2 2 2 2 3 1 1 1 3 2 2 2

2 2 2

1 2 1 2( ) ( ) ( )

2 2 2

1 2 1( ) ( ) ( )
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5 5 1
   

2 2 2

L L L I

L L L I

S vdxdt vdxdt a dxdt

a dxdt a dxdt a dxdt

dxdt v
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2 2 2 2

2

2 2 2 2 2 2 2 2

3 1 1 1 3 2 2 2 3 1 1

2 2 2 2 2 2

3 2 2 3 1 1 3 2 2
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1 1
 

2 2

v dxdt v dxdt

a dxdt a dxdt a dxdt

a dxdt a dxdt a dxdt

 

  

       

     

 

  

  



    

   

 

  

  

 

 

olup 

 

 

   

 

2 2 2

2
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2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 1 1( ) ( ) ( )
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2 3 1 1( ) ( ) ( ) ( )0
0

3 2 (
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2

     max (., ) (., )
2

      (., )
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L I L It T

T

L I L I L I L It T

L

S v a dxdt

T
a dxdt t v

T
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2 2

2

2 2 2 2

2 3 1 1) ( ) ( ) ( )

0 0

2 2

3 2 2( ) ( )

0

1
(., )

2

1
      (., )

2

T T

I L I L I L I

T

L I L I

dt a t dt

a t dt

  

 





  



            (3.33) 

 

eşitsizliği elde edilir. (3.33) de Kuramsal Temeller Teorem 1.2.1 deki eşitsizliği ve  

(3.30), (3.31), (2.9), (2.10) değerlendirmelerini ve (3.9) eşitsizliğini kullanırsak  
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2

11 ( )L I
S c v



  

 

eşitsizliği elde edilir. Bu eşitsizlikten de S teriminin  
( )L I

v


  elemanına göre sonsuz 

küçük olduğunu söyleyebiliriz. Yani, 

( )
0

( )

lim 0
L I

v
L I

S

v 



  

olduğundan 

 ( )L I
S o v



  

 

yazılır. Böylece  (3.32) den  

 

   1 1 2 2 ( )

0 0

( ) Re( ) 2 ( ) ( ) ( )

l T

L I
J v dt v x w x v x dx o v       



  
      

   
   

 

eşitliği yazılır. Bu eşitlikte fonksiyonelin Frechet anlamında diferansiyellenebilirliğinin 

tanımını göz önüne alırsak, ( )J v   fonksiyonelinin V  kümesi üzerinde Frechet 

diferansiyellenebilir olduğunu ve onun gradyenti için  

 

                              1 1 2 2

0

( ) Re( ) 2 ( ) ( )

T

J v d v x w x                                      (3.34)  

 

formülünün geçerli olduğunu kolaylıkla söyleyebiliriz. 

 

Böylece  aşağıdaki teoeremi ispat etmiş olduk: 

 

Teorem 3.2.2.  Teorem 3.2.1 in şartları sağlansın ve w  verilen bir fonksiyon olsun. Bu 

durumda ( )J v  fonksiyoneli V  kümesi üzerinde Frechet diferansiyellenebilirdir ve 

onun gradyenti  (3.34) formülü ile verilir. 
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3.3  Varyasyonel Problemin Çözümü İçin Gerek Şart 

 

Bu bölümde gözlem fonksiyonelinin gradyentinin V  kümesi üzerinde sürekli olduğu 

gösterilerek, varyasyonel problemin çözümü için bir gerek şart verilir. Bu amaçla, ilk 

olarak aşağıdaki lemmayı ispatlayalım: 

 

Lemma 3.3.1.  ( )J v
  gradyenti  V  kümesi üzerinde süreklidir. 

 

İspat: 
1( ) ( )

0   olduğunda  için ( ) ( ) 0
L I L I

v v V J v v J v  


        olduğunu 

gösterelim. (3.34) formülünü kullanırsak  

 

 

 

 

1 1 2 2
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1 1 2 2 2 2

0

1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 1
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2 2 2 1 1
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Re )

Re( 2

                              = Re ( ) )
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T

T

dt v

dt

dt v

dt

  

  

  

 



       

         

     

          

   

   

     

  

    

  









 2 2

0

2

T

dt v   
 

olup 

 1 1 2 2 1 1 2 2

0

( ) ( ) Re 2

T

J v v J v dt v                     

eşitliğini elde ederiz. Buradan  
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1 1 2 2 1 1

0 0 0

2 2

0

( ) ( )

                               2 ( )

T T T

T

J v v J v dt dt dt

dt v x

         

   

     

 

  



                             (3.35) 

 

eşitsizliği yazılır.  

 

( ) ( )J v v J v       ifadesini değerlendirebilmek için 1 2  ve     fonksiyonları için 

bir değerlendirme elde etmeye çalışalım. Bunun için (3.26)-(3.29)  probleminde 

( , ; )  yerine önce  ( , ; )k k kx t v x t v v       yazılarak elde edilen problemden  (3.26)-

(3.29) problemi taraf tarafa çıkarılırsa  

 

             

 

   
 

2

0 1 22

2 22 2

3 3

1 2

( ) ( ) ( )

2 2

2( 1)

k k
k k k

k k k k k k k k

k

k

i a i a x a x v v
t x x

ia ia

v

   

 
   

       

   

  
    

  

     

  

                       (3.36) 

                               ( , ) 0k x T                                                                                (3.37) 

                              1 1(0, ) ( , ) 0t l t                                                                    (3.38) 

                             2 2(0, ) ( , ) 0t l t
x x

  
 

 
                                                           (3.39) 

 

problemi elde edilir. (3.36) denkleminin her iki tarafını k  ile çarpıp, (0, )x( , )t l t T   

bölgesi üzerinden integralleyelim ve eşitliğin sol tarafındaki 2. terime kısmi integrasyon 

uygulayalım. Böylece  (3.38), (3.39)  sınır şartları kullanılırsa  
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eşitliği elde edilir. Bu eşitlikten onun kompleks eşleniğini çıkarır ve (3.37) şartını 

kullanırsak aşağıdaki eşitlik elde edilir: 

 

     

   

 

2 2

22 2 2

3( ) ( )

1 1 3

3 3

3 3

(., ) 4 4 (., )

( ) ( ) 4 Re

4 Re 2 Re

2 Re 2 Re

k

t

t t

t t

t

k k kL I L I

k k k k k k k k

k k k k k k k k

k k k k k

t a dxd T

a x a x dxd a dxd
x x

a dxd a dxd

a dxd a







    

         

         

     



 

 



 

  
   

  

 

 



 

 

  

 

2 2

1 2

( )

2 Im( ) 4 ( 1) Im ( ) .

t

t t

k

k

k k k

dxd

v dxd dxd

  

       



 

   



 

   (3.40) 

 

Yukarıdaki eşitlikte  
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eşitliğinde  (2.5)  şartını kullanırsak  
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olur. Böylece yukarıdaki ifadeleri  (3.40) da göz önüne  alarak  (3.40) ın her iki tarafının 

mutlak değerini alalım. Bu durumda  
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eşitsizliği elde edilir. Bu eşitsizlikte  Cauchy ile Young eşitsizliklerini uygularsak, 
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eşitsizliği bulunur. Böylece yukarıdaki eşitsizlikten  
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                            (3.41) 

  

eşitsizliği yazılır. (3.41) eşitsizliğinde Kuramsal Temeller Teorem 1.2.1 deki eşitsizliği,  

(3.30), (3.31), (2.9), (2.10) ve (3.9) değerlendirmeleri kullanılırsa  
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olup burada 3 0a   olduğunu dikkate alırsak  
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eşitsizliği yazılır. (3.43) de Gronwall  lemmasını uygularsak   0, ,   1,2  içint T k     
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eşitsizliği elde edilir. (3.44) ü  (3.42) de dikkate alırsak aşağıdaki eşitsizlik yazılır:  
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(3.35) eşitsizliğini dikkate alırsak  
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eşitsizliği elde edilir. (3.45) de  (2.9), (2.10) değerlendirmeleri ve (3.44) eşitsizliği, 

Kuramsal temeller Teorem 1.2.1 eşitsizliği ile  (3.30), (3.31) değerlendirmelerini 

 v V   için kullanırsak aşağıdaki eşitsizlik elde edilir: 
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Burada 16 0c   sabiti v  den bağımsızdır. Bu eşitsizlikten de  
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bağıntısı yazılır. Yani ( )J v
  fonksiyoneli V  kümesi üzerinde süreklidir. 
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Teorem 3.3.1.    Teorem 3.2.2  ve  Lemma 3.3.1 sağlansın ve ( )v v x   fonksiyonu 

varyasyonel problemin bir çözümü olsun. Bu durumda  v V   için       
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eşitsizliği geçerlidir. Burada 1,2  için  ( , ) ( , ; )  ve  ( , ) ( , ; )k k k kk x t x t v x t x t v            

fonksiyonları sırasıyla (2.13)–(2.15)  ve  (3.26), (3.29)  problemlerinin v V  

elemanına karşılık gelen çözümleridir. 

 

İspat:  (2.12) formülünden görüldüğü gibi ( )J v  fonksiyoneli 0 ( )J v  fonksiyoneli ile 
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fonksiyonelinin sürekli olduğu açıktır. Ayrıca  
2

2

( )L I
v w  fonksiyonelinin sürekli bir 

fonksiyonel olduğunu dikkate alırsak ( )J v fonksiyonelinin V  kümesi üzerinde sürekli 

bir fonksiyonel olduğunu kolaylıkla söyleyebiliriz. 

 

Ayrıca Lemma 3.3.1 den ( )J v   fonksiyonelinin gradyenti olan ( )J v
  fonksiyonelinin 

de konveks V  kümesi üzerinde sürekli olduğu görülür. Dolayısıyla Kuramsal 

Temellerdeki Teorem 1.2.4 göz önünde bulundurularak  ( )J v  fonksiyoneli  V  

kümesindeki v  elemanında minimum değere sahipse,  v V   için  
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eşitsizliği yazılır. 
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4. TARTIŞMA VE SONUÇ 

 

Schrödinger denklemi için ters problemlerin varyasyonel metotlarla çözümü daha önce 

[3-5, 8-9, 16-23, 29, 37] çalışmalarında incelenmiştir. Bu çalışmalarda genellikle lineer 

Schrödinger denklemleri göz önüne alınmıştır. Ancak [3-5, 19-20, 22-23, 29, 37]  

çalışmalarında lineer olmayan Schrödinger denklemleri için ters problemler 

incelenmiştir. [3, 5, 19-20, 22-23, 29, 37] çalışmalarında, (1.1) deki 

,   0,1,2  katsayılarıjr j   2 2 1 0 0  ( , , ) ( , ),   ( , , ) 0  ve  ( , , ) ( , , )r x t r x t r x t r x t r x t       

olduğunda denklem (1.1) den elde edilen lineer olmayan Schrödinger denkleminin farklı 

şartlar altında çözümü varyasyonel metotlarla araştırılmıştır. Ancak [4] çalışmasında, 

(1.1) deki ,   0,1,2  katsayıları jr j  2 2 1 1 ( , , ) ( , ),   ( , , ) (x,t) r x t r x t r x t r   ve

0 0 ( , , ) ( , , )r x t r x t 
 
biçiminde olduğunda (1.1) den elde edilen bir boyutlu lineer 

olmayan bir Schrödinger denklemi için ters problemin çözümü varyasyonel olarak 

çalışılmıştır.  

 

Bu çalışmada ise biz, yukarıda bahsedilen çalışmalardan daha genel olarak farklı 

katsayılar ve farklı şartlar altında  lineer olmayan Schrödinger denklemi için bir ters 

problemin çözümünü varyasyonel olarak araştırdık. Bu amaçla ters problem öncelikle 

bir gözlem fonksiyoneli kullanılarak varyasyonel probleme dönüştürülmüştür. 

Varyasyonel problemin çözümünün var ve tek olduğu ispatlanmıştır. Varyasyonel 

problem için Lagrange fonksiyoneli yardımıyla bir eşlenik problem oluşturularak 

gözlem fonksiyonelinin Frechet anlamında diferansiyellenebilir olduğu gösterilmiştir ve 

fonksiyonelin gradyenti elde edilmiştir. Son olarak, gözlem fonksiyonelinin 

gradyentinin sürekli bir fonksiyonel olduğu gösterilerek çözüm için varyasyonel  

eşitsizlik formunda bir gerek şart verilmiştir. 
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