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1. GIRIS

Disiplinler arasi iligki noktasinda indirgemeli dizilere sik¢a rastlanmaktadir. Bu tiir

calismalara o6rnek olarak [1, 5, 20, 32, 35] deki bilimsel ¢iktilar1 verilebilir.

Bir¢ok bilim insani tarafindan cebirsel anlamda indirgemeli dizilerin iireteg matrisi ve
tirete¢ fonksiyonunu kullanarak bu dizilerin Binet formiilii, dstel, permanental ve
toplamsal temsilleri gibi ¢esitli yapisal 6zelliklerini elde etmistir ve bu tiir ¢aligmalar
hala giincelligini korumaktadir. Bu ¢alismalara 6rnek olarak [6, 13, 12, 16, 15, 10, 11,
20, 21, 22, 23, 30, 33, 39, 40] deki galismalar verilebilir.

Indirgemeli diziler, cebirsel yapilara ilk olarak Wall’in [41] deki calismasi ile
tasinmistir.  Wall bu calismasinda devirli gruplarda klasik Fibonacci dizisini
incelemistir. Daha sonra Wilcox [42] deki caligmasiyla teoriyi abelyen (degismeli)
gruplara genisletmistir. Sonraki siiregte, konsept farkli indirgemeli diziler ve farkli

cebirsel yapilara tasinmustir [3, 7, 14,12,31, 34, 36].

Bu c¢alismada, Padovan p-circulant dizisini ve Padovan p-Hurwitz sayilari

tanimlanmis, ¢esitli Ozellikleri belirlenmis ve bu diziler gruplara taginmistir. Bu

anlamda;

Ipek, Deveci, ve Shannon, [26] daki caligmalarinda Padovan P -dizisinin karakteristik
polinomu {iizerinden circulant matrisi ve bu matris yardimiyla da Padovan P -circulant

dizisini tanimlamiglardir. Ayrica tanimlanan bu dizi i¢in Binet formiilli, permanental,
determinantal, iistel ve toplamsal temsilleri ve sonlu toplam gibi ¢esitli 6zellikleri

belirlemislerdir.

Deveci, Ipek ve Dogan, [19] daki g¢alismalarinda Padovan p-Hurwitz sayilarini
tanimlamiglardir ve tanimlanan bu sayilar i¢in Binet formiilii, permanental,
determinantal, {istel ve toplamsal temsilleri ve sonlu toplami gibi ¢esitli 6zellikleri

belirlemislerdir.



Ipek ve Deveci [25] deki ¢alismalarinda Padovan p -circulant dizisinin m modiiliine
gbre periyotlarim1  belirlemiglerdir. Ayrica Padovan p-circulant dizisini  Q,,

genellestirilmis  quaternion  grubunda incelemis ve periyot uzunluklarim

hesaplamiglardir.

Ipek ve Deveci [18] ¢alismalarinda Padovan P -Hurwitz dizisinin m modiiliine goére
periyotlarint belirlemislerdir. Daha sonra Padovan p -Hurwitz dizisinin iirete¢ matrisi
olan Padovan p -Hurwitz matrisini géz oniine almislardir. Boylece bu matris iireteg

matris olarak seg¢ilip devirli gruplar elde edilmistir. Ayrica Padovan p -Hurwitz dizisini

SD2n semidihedral grubunda incelemis ve periyot uzunluklarini hesaplamislardir.



2. GENEL BIiLGILER

2.1 Kuramsal Temeller

2.1.1 Cebirsel Yapilar

Tamm 2.1.1.1: K bir kiime olsun. Kx K dan K ya tanimli
or KxK = K,(X,y)—>Xxey
fonksiyonuna K kiimesi tizerinde tanimli bir ikili islem denir. Bu islemde tanimli K

kiimesine cebirsel yap1 denir ve (K ; o) seklinde gosterilir.

Tamm 2.1.1.2: G# O bir kiime ve o, G iizerinde bir ikili islem olsun. Buna gore eger
asagidaki sartlar saglanirsa (G,c) cebirsel yapisina (veya G kiimesine o igemine gore)
bir grup denir.

i. Va,beG i¢in acbeG (Kapalilik sartr)

ii. Va,b,ceG igin ac(boc)=(acb)oc (Birlesme dzelligi)

lii. VaeG i¢in ace=eoa=a olacak sekilde bir e € G vardir (Birim elemanin varligi)
Iv. G kiimesindeki her bir a i¢in €, G nin birim eleman1 olmak tizere

aca =aca=e

olacak sekilde a € G vardir (Ters elemanin varlig1).

Tanim 2.1.1.3: (G,O) cebirsel yapist Kapalilik ve Birlesme 6zelliklerine sahipse G ye

o ikili islemine gdre bir yar1 grup denir.

Tamm 2.1.1.4: (G,°) cebirsel yapisi bir grup olsun. Eger Va,0eG icin acb=boa

oluyor ise bu gruba degismeli (abelyen grubu) grup denir.



Teorem 2.1.1.1: (G,°) bir grup olsun. Buna gdre

I. G nin birimi tektir.

Ii. G nin her elemaninin tersi tektir.

lii. aeG icin aca=a ise a=e dir.

iv. G grubunda soldan ve sagdan kisaltma kurallan gegerlidir. Yani a,b,c € G i¢in
aocb=accisea=cC (soldan kisaltma kurali)
boa=cocaiseb=c (sagdan kisaltma kurali)

v. a,b G igin aox ve yoa=Db denklemlerinin G deki islemleri tektir.

. . o _1\1
vi. aeG i¢in (a ) =a dir [38].

Tanim 2.1.1.5: (G,o) cebirsel yapisinin eleman sayisi sonlu ise G nin eleman sayisi |G|
veya o(G) ile gosterilir. (G,°) bir sonlu grup ve |G|=n ise G ye n. mertebeden bir

grup denir.

Tamm 2.1.1.6: (G,) cebirsel yapist bir grup ve @=H <G olsun. H alt kiimesi “o”

islemine gore bir grup oluyor ise H ye G nin alt grubu denir ve H <G ile gosterilir.

Ornek 2.1.1.1: Cift tam sayilarin 27 kiimesi toplama islemine gdre (Z,+) grubunun
bir alt grubudur. Ancak tek tamsayilarm 2Z+1 kiimesi toplamaya gore (Z,+)

grubunun alt grubu degildir. Ciinkii tek tam sayinin toplam bir ¢ift tamsayinin toplami

olup 27Z+1 kapali degildir [8].



Teorem 2.1.1.2 (Lagrange Teoremi): (G,c) cebirsel yapist bir sonlu grup olmak iizere

o(H
H <G olsun. O halde H m mertebesi G nin mertebesini boler. Yani u dir [38].

(G)

Tanim 2.1.1.7: (G,O) cebirsel yapisi bir grup ve @ = A< G olsun. G grubunun A y1

iceren biitiin alt gruplarinin ailesinin kesisimini < A> ile gosterelim. O halde < A>, G
nin bir alt grubudur. Bu alt grup A yi1 iceren en kiigiik alt grubu olusturur ve A nin

irettigi alt grup olarak adlandirilir.

Tanmm 2.1.1.8: G bir grup olmak ilizere a = {a” ‘ne Z} alt grubuna G nin a eleman:
tarafindan iiretilen devirli alt grubu denir ve (a) ile gosterilir.
Yani,
a={a"inezj=H
dir.
Buradan hareketle devirli grup su sekilde de tanimlanabilir:
G bir grup olmak lizere G de G = {a“ ‘ne Z} olacak sekilde bir a elamani varsa o

zaman G grubuna devirli grup denir. Boylece bir a elamanina G nin iireteci denir ve

G =(a) seklinde gosterilir [38].

Tamm 2.1.1.9: G bir grup ve aeG olsun. a mn irettigi (a) devirli grubunun

mertebesine a elemaninin mertebesi denir ve 0(a) ile gosterilir [9].

Teorem 2.1.1.3: Her devirli grup degismelidir [38].

Teorem 2.1.1.4: Bir devirli grubun her alt grubu da devirlidir [38].




Teorem 2.1.1.5: G=(a) ve o(G)=n olan bir devirli grup olsun. O takdirde G nin a*

tarafindan iiretilmesi igin yani G =(a*) olmasi icin gerek ve yeter sart k ile n nin

aralarinda relatif asal yani (k, n) =1 olmasidir [38].

Tamm 2.1.1.10: G birgrup ve S de G nin bir alt kiimesi olsun. Eger G nin herhangi

bir eleman1 S nin sonlu sayidaki elemanlarinin ve bu elemanlarin terslerinin bir carpimi

olarak tek tiirlii yazilabiliyorsa G grubuna S kiimesi tizerinde serbesttir denir [27].

Tamm 2.1.1.11: X bir kiime; F(X), X lizerinde serbest grup ve Rc F(X) olsun.

G=(X:R) ye G grubunun serbest veya basit takdimi denir. Burada X kiimesine

tanimlayici gerenler kiimesi , I € R i¢in I =€ olacak sekildeki denklemlerin kiimesine
ise tanimlayici bagintilar kiimesi ve r elemanlarina da bagintilar denir.
Hem X hem de R sonlu kiimeler olmak lizere bir G grubu (X,R) seklinde takdim

edilirse bu gruba sonlu takdim edilmis grup denir [27].

Tamm 2.1.1.12: G=(X:R) ve H=(Y:S) olmak iizere GxH direkt garpim,

[X.Y]={[xy]:xeX,yeY}
GxH=(XY:R,S,[R,S])

seklinde tanimlanir [27].

Tamm 2.1.1.13: G, j -gerenli bir grup olmak tizere

X :{(xl,xz,...,xj)eG><Gx---xG‘<{x1,x2,...,xj}>:G}

esitligi verilsin. O zaman (X, X,,...,X; ) ye G nin bir geren | -lisi denir.
) i)Yy g J

Tamm 2.1.1.14: (G,*) ve (H,°) iki grup olmak iizere ¢:G —H doniisiimii verilsin.
Eger VX,y G i¢in
o(xxy)=0(x)ep(y)

sartin1 sagliyorsa ¢ ye bir grup homomorfizmi ya da kisaca bir homomorfizm denir.



Tamm 2.1.1.15: ¢:G—>H, 6rten ve 1-1 bir grup homomorfizmi ise ¢ ye bir grup

izomorfizmi denir ve G = H seklinde gosterilir.

Tamm 2.1.1.16: m>3 i¢in Q,, quaternion grubu

2 2m

Q. =(xy:x" =gy’ =x" ,yxy=x"
seklinde takdim edilir.

Tamm 2.1.1.17: Her n>4 i¢in SD2n grubu

SDZ” = <a., b|a.2ni1 = b2 =g, b’lab — afl+2”’2>

seklinde takdim edilirse 2" mertebeli bir semidihedral grubu olarak tanimlanir. Burada

a ve b nin mertebeleri sirastyla 2" ve 2 dir.

Tamm 2.1.1.18: R# O bir kiime olsun. R kiimesi iizerinde toplama (+) ve ¢arpma ()

denilen iki tane ikili islem tanimli olsun. Eger asagidaki sartlar saglanirsa o zaman
(R, +, ) cebirsel yapisina bir halka denir.
i .(R,+) degismeli bir gruptur.
ii. (R,+,-) kiimesi carpma islemine gdre kapalilik 6zelligine sahiptir. Yani Va,beR
icin abeR dir.
iii. (R,+-) kimesi c¢arpma islemine gore birlesme &zellifine sahiptir. Yani
Va,b,c eR igin a(bc) =(ab)c dir.
iv. Carpma isleminin toplama islemi iizerine sagdan ve soldan dagilma 6zelligi vardir.
Yani Va,b,ceR igin

a(b+c)=ab+ac

ve

(b+c)a=ba+ca

dir.



Ornek 2.1.1.2: F kiimesi R den R ye biitiin fonksiyonlarin kiimesi olsun. Yani
F={f:f:R>R}
olsun. Fonksiyonlari bilinen toplamina gore yani VX eR ve Vf,g€F i¢in
(F+9)(x)=f(x)+9(x)
islemine gore (F,+) degismeli bir gruptur. Eger ¢arpma islemi de
(fa)(x)=f(x)g(x)

seklinde tanimlanirsa o takdirde ( F.+, ) cebirsel yapisinin bir halka oldugu kolayca

gortilebilir [38].

Tamm 2.1.1.19: Birimli ve degismeli bir H halkasinin sifirdan farkli her elemani

tersinir ise H ye bir cisim denir [29].

Ornek 2.1.1.3: (Q,+,-), (R,+,~), ((C,+,-) cebirsel yapilari bir cisim olmasina karsilik

(Z,+,-) tamsayilar halkasi bir cisim degildir. Gergekten sdzgelimi 2 € Z nin ¢arpmaya

gore tersi % olup %eZ oldugundan (Z,+,-) bir cisim olamaz [38].

2.1.2 Matris Cebiri

Tamm 2.1.2.1: F bircisimve a; e F (1<i<m, 1< j<n) olmak iizere

8; a, ... 4y
Ay 8y ... By,
ay Ay, - A

seklindeki bir dikdortgen tabloya matris denir. M satir ve N siitundan olusan bir

matrise Mxn tipli matris ve a; sayilarina ise matrisin elemanlar denir.
A matrisinin i. satir i=12,...m igin I, =[a,,a,,....&,] ve j. situnu j=1,2,...n

i¢in



olarak ifade edilir. mxn tipli. matris, kisaca A= (aij )mxn ile gosterilir.

Teorem 2.1.2.1: A B ve C ayni mertebeden matrisler ve A4;,4, birer skaler olmak

lizere,

i. A+B=B+A degisme 6zelligi)

ii. A+(B+C)=(A+B)+C (birlesme 6zelligi)
Ii. A+0=0+ A= A (etkisiz eleman)

iv. A-A=0

v. 4 (A+B)= LA+ 1B

Vi.( 4 +4,)A= LA+ 4,A
Vii.(42;) A= 4 ()

viLl.A=Al=A

ozellikleri vardir [2].

Tamm 2.1.2.2: Bir satir matris ile bir siitun matrisinin ¢arpilabilmesi i¢in onlarin her

Vi

birinin ayni1 elemana sahip olmasi gerekir. Eger U :[ul,...,um] ve v=| : | ise, 0

zaman W asagidaki gibi tanimlanan 1x1 bir matristir [37].

m
uv ={UV, + UV, +...+ UV, | = {Zuivj } :
=1

Tamm 2.1.2.3: A=[aij] bir mxr-matris ve B=[bij] bir rxn-matris ise bunlarin

carpmm i=1,2,...m; j=L12,...,n i¢in

irrj

)
c; =auby; +a b, +...+a,b; = Zaikbkj
k=1



olmak tizere AB = [Cij ], mx n-matristir [2].
Tanmum 2.1.2.4: Bir matrisin satir sayisi ile siitun sayisi esit ise bu matrise kare matris

S -

matrisi 2x 2 tipinde bir kare matristir.

denir.

Tamm 2.1.2.5: Az[aij], nxn tipinde bir kare matris olmak iizerea,,,a,,,asy,-.-,a,

elemanlarina A nimn asal kosegen elemanlari denir. Bir kare matriste asal kosegen

disindaki tiim elemanlar sifir ise bu matrise kdsegen matris denir. Ornegin;

3 00
0 50
0 0 7

matrisi kdsegen matristir.

Tamm 2.1.2.6: Bir kdsegen matriste asal kosegen lizerindeki biitliin elemanlar birbirine

esit ise bu matrise skaler matris denir.

O O w
o w O
w O O

matrisi bir skaler matristir.

Tamm 2.1.2.7: Skaler bir matriste asal kosegen tizerindeki tiim elemanlar 1 olarak

verilmis ise bu matrise birim matris denir. nxn mertebeden birim matris | ile

n

gosterilir.

Tamm 2.1.2.8: Az(aij), mxn tipli bir matrisin satirlart ile siitunlarinin yer

degistirmesi sonucu elde edilen matrise A matrisin transpozu denir ve A" ile gosterilir.

10



Tanmm 2.1.2.9: A= (aij) , nxn tipli bir kare matris ve | birim matris olmak {izere,

AB=BA=1

olacak sekilde B = (b; ), nxn tipli bir kare matris olarak verilsin. O halde B matrisine

A matrisinin tersi denir ve B = A" ile gosterilir.

Teorem 2.1.2.2: Bir kare matrisin tersi varsa o zaman bu ters tektir [37].

Teorem 2.1.2.3: Eger A ve B ters gevrilebilir iki nxn tipli matris ise, 0 zaman AB

carpimi da ters ¢evrilebilirdir ve
(AB) ' =B7A™
dir [37].

Tamm 2.1.2.10: A=(a;), nxn tipli kare matrisin n>2 icin determinanti, 1<i<n

olmak iizere,
det(A) F zaijAu =8 A+, A, 3 A,
=

olarak ifade edilir. Bu ifadeye ise A=(a;), nxn tipli matrisinin i. satira gdre agthm

denir.

Teorem 2.1.2.4: Bir A kare matrisinin ters ¢evrilebilir olmasi igin gerek ve yeter sart
det A= 0 olmasidir [37].

Teorem 2.1.2.5: Bir A kare matrisinin determinantt ile A mnm transpozunun

determinant degeri aynidir. Yani

detA = detA’
dir [37].

Tamm 21.2.11: Bir AeM, (F) matrisinin permanenti per(A) veya P(A) ile

gosterilir ve

11



olarak tanimlanir.

a; &y - G, X
Ay Ay Gy, X,

Tamm_2.1.2.12 A=| . . . ve X= : olmak iizere, AX =AX
anl a‘n2 t ann Xn

denklemini saglayan A ya Amatrisinin 6zdegeri veya karakteristik degeri denir.

AX =AX denkleminden, (AX —AX)=0=(A—-4l)X =0 denklemi elde edilir. Bu

denklem bir lineer homojen denklem sistemini verir. Bu sistemin sifirdan farkli ¢oziimii

olmasi i¢in katsayilar matrisinin determinant1 sifira esit olmalidir. Yani,

a -4 a, A,
a a,-A4 -+ a
|A—/1I|: :21 22' ] .2n :0
anl a‘n2 a‘nn_ﬂ’

olmalidir. |A—/1I| ifadesi A ya gore n. dereceden bir polinom olup bu polinoma A

matrisinin Kkarakteristik polinomu denir. |A—}LI|:0 denklemine de A matrisinin
karakteristik denklemi denir. Karakteristik polinom
P(A)=A"+aA" " +---+a,

seklinde bir polinomdur [2].

Tamm 2.1.2.13: Eger verilen bir nxn tipli A matrisi bir D kdsegen matrisine benzer
ise, 0 takdirde A matrisine kosegenlestirilebilirdir denir. Diger bir deyimle D kdsegen
bir matris olmak tizere

P*AP=D
olacak sekilde tekil olmayan bir P matrisi varsa, o zaman A matrisine

kosegenlestirilebilirdir denir [37].

Tanmim 2.1.2.14: C,, C,...,C,_, sayilart i¢cin nxn tipli Circulant matrisi:

12



¢, ¢, - C ¢ |
G Co o G C,
c | : . . .
Co Cis - G Gy
_Cn—l Cn—2 Cl CO n

seklinde olup (n—1). dereceden P(X)=C,+CX+---+C,,Xx"" polinomu ise C,

matrisinin yardimei polinomu olarak adlandirilir.

Tamm 2.1.2.15: n. dereceden P reel polinomu

P(X)=ayX"+ax" " +--+a,_X+a,

sekinde verilmis olsun. P polinomuna karsilik gelen Hurwitz matrisi asagidaki gibidir

[24]:

[a, a, a 0 0 O]
a, a, a, :
0 a a :
8 a 0
H,= 0 a a,
- a,, O
0 a,, a,
S a,; a,, 0
10 0 0 a,, &, 4]

Tanmm 2.1.2.16: VXV tipli K (kl, kz,...,kv) Companion matrisi asagidaki gibi gosterilir:

kl kZ kv

10 0
K (K Kyeoky ) =] L

0 10

Teorem 2.1.2.6: K“(kl,kz,...,kv) matrisinin i. satir ve J.siitunundaki elamani

to+t  +o-4t (L4t
S R oy i IR L (212.1)
(higmty) GFE Tl Uty

13



olup burada toplam, negatif olmayan tam sayilar iizerinden t, +2t, +---+Vvt, =U—i+ ]

'[l+---+tvj= (t, +--+t,)

...t Lot ¢ok katl bir katsayidir. Eger
e o]

kosulunu saglamaktadir ve (

Vv

U=i-j ise (2.1.2.1) denklemindeki katsayilar 1 olarak tanimlanir [28].

Tamm 2.1.2.17: X, X%,,..., X, sayilar1 igin nxn tipli Vandermonde matrisi asagdaki gibi

gosterilir:
l X1 X12 Xln—l
2 n-1
V- 1 X, x? X,
1 Xn XnZ Xnn—l

Tamm 21.2.18: A=[a;| ve B=[b;| matrisleri mxn tipli matrisler olsun.

AoB = [aijbij __ carpimina A ile B matrislerinin Hadamard ¢arpimi denir.

Tamm 2.1.2.19: Bir M matrisi i¢in perM =det(M oK) olacak sekilde bir nxn tipli

(1,-1) K matrisi var ise, bu takdirde ve M matrisi degistirilebilir (convertible) matris

olarak adlandirilir ve M o K notasyonu ile Hadamard ¢arpimi gosterilir.

Tamm 2.1.2.20: Eger bir UXV tipli A= I:ai,j} gercel matrisinin Nn. siitunu (veya satir1)

iki tane sifirdan farkli eleman igeriyor ise bu matrise Nn. Siituna (veya satira) gore

indirgenebilir (contractible) matris denir.

2.1.3 Lineer indirgemeli Diziler

Tanmm 2.1.3.1: R birimli ve degismeli bir halka olmak {izere, R nin elemanlarinin

a,,a,,...,a, baslangi¢ elemanlartyla n>1 i¢in,

A =684 TCa T+ G A, (2.1.3.1)

14



seklindeki homojen olmayan lineer indirgemeli bagintiy1 saglayan diziye homojen

lineer indirgemeli dizi denir. Burada c,,C,,...,C, € R olacak sekilde sabit katsayilar olup

C., R halkasinin sifir béleni olamaz [33].

Tamm 2.1.3.2: f(x)=x“+cx“'+..+c_,x+c_ seklindeki k. dereceden polinoma,

(2.1.3.1) denkleminde ifade edilen lineer indirgemeli baginti i¢in karakteristik polinom
denir. Sirayla 2 ve 3 mertebeli lincer indirgemeli diziler, binary ve ternory lineer
indirgemeli diziler diye adlandirilir. Ayrica Z, Q, R, C {izerinde tanimlanan lineer

indirgemeli diziler sirayla tamsayi, rasyonel, reel ve kompleks lineer indirgemeli diziler

olarak adlandirilir.
C., R nin terslenebilir bir eleman: ise (2.1.3.1) de tanimlanan dizi a,,a,,a,,..,

seklinde devam eder [33].

Eger R sifir bolene sahip degilse bu durumda {a,} dizisi minimal uzunluktaki bir

dizisinin  minimal polinomudur. Minimal polinomun derecesine {a,} dizisinin

mertebesi denir.

Tanmim 2.1.3.3: R degismeli ve birimli bir halka olmak {izere, R nin elemanlarinin

a,,a,,...,a, baslangi¢ elemanlartyla n>1 i¢in,

A =G T6a .. tCGa, +C

seklindeki baginti yardimiyla tanimlanan diziye, homojen olmayan lineer indirgemeli
dizi denir.

Bu bagint1 kullanilarak
k-1
Aya = (Cl +1) a .t Z(Cm -G )an+k—i —-Ca, (2-1-3-2)
i-1

seklindeki n+1 mertebeli homojen olmayan indirgemeli baginti elde edilebilir. (2.1.3.2)

bagintisi i¢in
F(x)=(x*—c X", ....cx ¢, )(x-1)

seklindeki karakteristik polinom elde edilir [20].
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Tamm 2.1.3.4: a,,a,,...,a,_, baslangi¢ degerleri ve C,,C,,...,C,_, ler sabitler olmak tizere,

a‘n+k = Oan + Cla‘n+1 to.t Ck—1an+k—1

seklindeki k -basamak lineer indirgeme bagntisiyla tanimlanan dizi i¢in, dizinin

elemanlar:
0 1 0 0 |
0 1 0 0
o o 0 -~ 0 0
A= :
0 0 O 0 1
_CO Cl CZ Ck—2 Ck—l a
olmak tizere,
i a'0 ] I a'n W
an+l

A=l =

ak—l _an+k—1j

seklindeki denklem yardimiyla elde edilmistir [29].

Tanmim 2.1.3.5: Eger bir dizi belli bir noktadan sonra sadece sabit bir alt dizinin tekrar1
seklinde meydana geliyorsa bu diziye periyodik dizi denir. Ornegin;
X, Y,2,9,W,2,0,W,Z,q,w,... dizisi periyodu 3 olan bir periyodik dizidir.

Tamm 2.1.3.6: Bir dizideki ilk k eleman tekrar eden bir alt dizi seklinde ise bu diziye

k periyotlu basit periyodik dizi denir. Oregin; a,b,c,d,e,a,b,c,d,e,... dizisi basit

periyodik olup periyodu 5 dir.

2.1.4 Padovan Dizileri

Tamm 2.1.4.1: {P(n)} Padovan dizisi n>3 ve P(0)=P(1)=P(2)=1 olmak iizere

P(n)=P(n-2)+P(n-3)
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seklindedir. Yani Padovan dizisi

111,2,2,3,4,5,7,9,12,16,...

seklindedir.

Padovan sayilari,

QO
Il
m O O
=l
o r O

olmak tizere
P(n-5) P(n-3) P(n-4)
Q"=|P(n-4) P(n-2) P(n-3)
P(n-3) P(h-1) P(n-2)

elde edilmistir [35].
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3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Padovan p -Sayilari

Tamm 3.1.1: p(p=2,34...) ve n>1 igin Padovan p -sayilar
Pap(1)=Pap(2)=---=Pap(p)=0, Pap(p+1)=1vePap(p+2)=0
baslangi¢ degerleri ile birlikte
Pap(n+ p+2)=Pap(n+p)+Pap(n) (3.1.1)
seklindeki lineer homojen indirgeme bagintisi ile tanimlanir [17].
Eger (3.1.1) ifadesinde p=2 almirsa n>1 i¢in Pa2(2n+1)=F, esitligi elde edilir.

(3.1.1) bagintisindan Padovan p -sayilari i¢in

- - 10 1 0 0 1| -
Pap(n+ p+2) 1 odl . Pap(n+ p +1)
Pap(n+p+1 P
p(:p)_010 0 0 ap(r:1+p)
' |00 1 .00 '
Pap(n+2) . A . || Pap(n+1)
P 1 a5 ' Pap(n
L Pap(n+d) g g g g o)t Pae(
esitligi yazilabilir. Burada
0 1 0 0 1]
1 0 O 0 0
01 0 0 0
M =
0 0 1 0 0
00 -~ 0 10

seklinde ifade edilen M matrisi, Padovan p -matrisi olarak adlandirilir [17].

Tiimevarim yontemiyle n >1 igin

Pap(n+p+1) Pap(n+p+2) Pap(n+1) Pap(n+2) -« Pap(n+p)
. Pap(r: +p) Pap(n + p+1) Pa;?(n) Pap(sn +1) Pap(n + p-1) (3.1.2)
Pap(n+1) Pap(n+2) Pap(n—-p+1) Pap(n-p+2) -- Pap(n)
Pap(n) Pap(n+1) Pap(n-p) Pap(n-p+1) --- Pap(n-1)
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oldugu goriilmektedir ve buradan detM =(-1) P

oldugu i¢in detM " = (—1)np+n sonucuna ulasilmaktadir [17].

Lemma 3.1.1: Padovan p -sayilarimin karakteristik denklemi X*** —x” —1=0 olup bu

denklemin ¢ok katli kokii yoktur [17].

Ispat: f(x)= X2 —xP -1 icin «, f (x) in bir gok katli kokii olsun. Bu durumda

a¢{01} dir. Eger a, f(x) in bir ¢ok kath kokii ise, o zaman f(a)=f (a)=0

olmalidir. f ()=0 ve & #0 oldugunda o = . P 5 ifadesi elde edilir. Fakat f («)=0
+

2 (22
oldugunda o”(a® —1)—1=0 olur. Boylece ( P j [ j:1 sonucuna varilir. O

p+2 p+2
halde p>2 igin esitligin sol tarafinin 1 den kiigiik olmas1 miimkiin degildir. boylece

bir ¢eliski meydana gelir ve bu geliski ile Lemmanin ispati tamamlanmis olur

M Padovan p -matrisinin karakteristik polinomu f (u) =u®” —u® —1 olsun. Eger M
matrisinin 6z degerleri U,U,,...,U,,, ise Lemma 3.1.1 den bu 6zdegerlerin birbirinden

farkli oldugu goriilmektedir.
(p+2)x(p+2) tipli V, Vandermonde matrisi:

[ p+l p+1 p+17]
Uy u; up+2
p p p
Uy U, up+2
V, =
Uy u, Upso
11 1 |
- - I - =
ve (p+2)x1 tipli A matrisi:
_uln+p+2—i_
) un+p+2—i
i 2
A =] -
n+p+2-i
_up+2
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seklinde ifade edilsin ve Vp(i'j) matrisi, V, matrisinin j . siitununun Aip stitun matrisi ile

degistirilmesi sonucu elde edilsin.

Padovan p -sayilari i¢in Binet formiilii asagidaki teorem ile verilebilir:

Teorem 3.1.1: M" = [m ] olmak iizere

i
det(v,07)

dir [17].

Ispat: M matrisinin 6z degerleri birbirinden farkli oldugu i¢in M matrisi
kosegenlestirilebilirdir. D =(u,,u_,...,u,,) olsun. Bu durumda Mv, =V D esitligi
elde edilir. V, matrisi tersinir bir matris oldugu i¢in (Vp)_l MV, =D esitligi saglanir ki,
buda M matrisinin D matrisine benzer oldugunu gostermektedir.

Dolayisiyla n >1 igin MV =V D" oldugu gériilmektedir. Bu durumda

p+1 p o NEp+2-i
m; U + MUy + -+ mip+2 =4

p+1 p o nHp+2-i
myu; — + MUy, +---+ mip+2 =U,

p+1 p oy nEpt2-i
MigUp T MpUp o o+ My, =Up.,

lineer denklem sistemi yazilabilir. Her 1,]j=1,2,...,p+2 icin lineer denklem
sisteminin ¢ozlimiinden
det (V. O
L\
! det(vp)

oldugu goriilmektedir.

Sonug¢ 3.1.1:
Pap(n) = det (VFEerZIl)) _ det (Vp(ZS)) _ det (Vépﬂ,pg))
det(v,) — det(V,) det(V, )
[17].
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Asagidaki teorem ile iireteg fonksiyonu yardimiyla Padovan p -sayilarinin tistel temsili
verilmistir.

Teorem 3.1.2: 0< x* + X" <1 i¢in Padovan p -sayilarinin iirete¢ fonksiyonu

1
=

seklinde tanimlanir [17]:

g(x):exp(iXTl(LL xp)‘j.

i=1

Ispat: g(x) Padovan p -sayilarimn iirete¢ fonksiyonu olsun. O halde

g(x) =Pap(p+1)+ Pap(p+2)x+Pap(p+3)x2+...+

n+1

+Pap((p+n+1)x"+Pap(p+n+2)x

dir. Padovan p -sayilarinin tanimindan g(x) — x°g(x) — x""?g(x) = Pap(p+1) =1

esitligi yazilabilir. Boylece 0 < X* + X" <1 i¢in g(x) = T 7 esitligi elde
— X" =X

edilir. Ayni1 zamanda basit bir hesaplama ile
In g(x) = —In{l— X* (1+ xp)} ZX— 1+XP)’
i=1 I

ifadesi yazilabilir. Boylece ispat tamamlanmais olur.

Asagdaki teorem ile Padovan p -sayilari igin bir toplamsal temsil verilmistir.

n-2m
p

Teorem 3.1.3: j= olmak iizere

Pap(n+p+1)= >, (mj

J

N <m<n
p+2

dir [17].
Ispat: Teorem 3.1.3 den agikea goriiliir ki g(x) de X" nin katsayis1 Pap(p+n+1) dir.

Binom ag¢ilimi ile

21



g(x) - 1 x2 _ xP*2 = 1—(X2]:|- Xp+2) =:|.+(X2 + Xp+2)+(X2 +Xp+2)2 n

ok (XX

=1+ X (1+x°) + x“i(z_)xp" +

j=0

" n )
Feeeg x2N [_jxm+...’
i—o\ J
esitligi elde edilir. Ayrica

()= ) = e

i\ J
oldugundan pozitif M ve N tamsayilar igin (X2+x”+2)m deki x" nin katsayis

n-2m
P

i m . o .
]= olmak {izere (J J seklinde elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Sonug¢ 3.1.2: 1. et
Pap(n)= > [tl ? P2
A N S

(tita e tprz)

olup burada toplam negatif olmayan tamsayilar tizerinde t +2t,+---+(p+2)t,,,=n—-p-1

p+2 =

kosulunu saglamaktadir.

" Pap(n)= > ( - J{tﬁtﬁm““j

(bt tpz) t1+t2+...+tp+2 'fi,tz,...,tm2

olup burada toplam negatif olmayan tamsayilar iizerinde t +2t,+---+(p+2)t

piz =N+1

kosulunu saglamaktadir.

t+t -+t +t+-+t
e

(titpatpy2) t1+tz+"'+tp+2 t.l.’tZ""’tp+2

olup burada toplam negatif olmayan tamsayilar iizerinde t+2t,++(p+2)t, ,=n+1

p+2

kosulunu saglamaktadir [17].

Ispat: Teorem 2.1.2.6 dan,
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i. durumigin i=p+2, j=1
ii. durumigin i=p+1lve j=p+2

lii.durum igin ise i =2 ve j =3 alinirsa (3.1.2) esitliginden sonug agik olarak goriiliir.

Padovan p -sayilarinin toplamsal temsili S, ile gosterilsin. Yani,

S, =iPap(p+i)

i=1

olsun. Ayrica (p+3)x(p+3) tipli T ve K, matrisleri:

10 0 0 0 0]
100 - 00
10 1 0 0 1| |
010 0 0 0l |,
T=l0 0 1 © 0 0=
1o M
0
00 0 o 1 0] " .
ve
100 --00 ]
Sn
S
K =
MI’]
[ Sn-pa J

sekline ifade edilsin. N {izerinden tiimevarim yontemi kullanilarak T" nin K ye esit

oldugu gortiliir.

Teorem 3.1.4: Padovan p -sayilarmin toplamsal temsili
p+1
S, =Y Pap(n+p+2-i)-1
i=0

seklindedir [17].

23



Ispat: ( p+ 3) X ( p+ 3) tipli U ve D, matrisleri sirasiyla asagdaki gibi verilsin:

10 0o - 0]
p+1 p+1 p+1
-1 ul uz up+2
p p p
U= -1y U - Upp
-1 u wu Uy,
-1 1 1 1]
ve
1
u
D1= 1. 1
up+2

burada u,,u,,...,u,,, degerleri U"** —u’ —1=0 denklemin kokleridir. U matrisinin

birinci satiria gore Laplace ac¢ilimi uygulanarak

det(U) = det(V,)
esitligi elde edilir. (1—u)(u”*—uP-1)=0, U matrisinin karakteristlik denklemi ve
L,u,U,,...,U,,, lerde U matrisinin 6z degeleri olup Lemma 3.1.1 den bu 6z degerlerin

birbirinden farkli oldugu goriilmektedir. Boylece U matrisi kosegenlestirilebilir olup

TU =UD, esitligi elde elde edilmektedir. Ayrica U matrisi tersinir matris oldugundan
UTU = D,esitligi saglanir ki bu da T matrisinin D, matrisi ile benzer oldugunu
gostermektedir. Dolayisiyla T"U =UD]' esitligi yazilir ve boylece, K .U =UD,' elde

edilir. K, = [ki j] olmak iizere S, =Kk,, oldugundan matrisler {izerinde ¢arpma islemi

yardimiyla

p+1
S, —(Z Pap(n+ p+2—i)j:—1
i=0
esitligi elde edilir. Boylece
p+l
S, = _Pap(n+p+2-i)-1
i=0

olur.
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Tamm 3.1.2: nxn tipli Ag = [aij} stiper kosegen matrisi:

(p+2)—inci
\2

[0 1 0 0 1 0 - 0]

1 01 0 0 1 0
0101 O 1 0
001 0 1 0 1
Ab=|0 0 0 1 0 0 0
0 0O 0O 0 1 1
|10 0 0 O 0 1 0]

seklinde tanimlanir [17].

Teorem 3.1.5 n>1ve p>2 icin A} matrisinin permanenti Pap(n+ p+1) dir [17].

Ispat: Teoremi ispatlamak igin tiimevarim ydntemi kullamlir. Oncelikle n< p+2

durumunu gdz Oniine alalm. A matrisinin ve Padovan p -sayilarmin tanimindan
2 ) ve eeqee
perA; =Pap(p+2)=0 ve A =Pap(p+3)=1 oldugu goriilir. Ayni zamanda

3<A<p+1igin

01 0 ]
10 1
Ao | _—
1 0 1
_0 l _

esitligi elde edilir. O halde:

perA’ = {1. eger A tek sayi ise

0, eger Agiftsayiise
yazilir. Buna ek olarak

1,  eger Ateksayiise .
Pap(/1+ p+1): g . . 3<A<p+1igin
0, eger Aciftsayiise
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oldugu bilinmektedir. Dolayisiyla 1<n<p+1 icin perA’ =Pap(n+p+1) esitligi
elde edilir. Simdi N> p+2 icin denklemin saglandigi kabul edelim. Bu durumda
denklemin n+1 i¢in de saglandigi gosterilmelidir. Eger Ag matrisinin birinci satirina
gore Laplace agilimi uygulanarak perA} genisletilir ise, perA)™ = perAl™ + perA;"™
esitligi  elde edilir. perA”" = Pap(n+p) ve  perAl """ =Pap(n) oldugundan

perA;*l =Pap(n+ p+2) elde edilir. Boylece teorem ispatlanmis olur.

3.1.1 Gruplarda Padovan p -Dizileri

{Pap(n)} genellestirilmis Padovan p -dizisi m modiiliine gore indirgenirse, tekrar
eden
{Pap, (n)}={Pap, (1),Pap,(2),...,Pap, (p+2),...,Pap, (i),...}

dizisi elde edilir ve burada Pap,, (i) = Pap(i) (modm) dir [17].

Teorem 3.1.1.1: {pap, (n)} dizisi basit periyodik bir dizidir [17].

Ispat: Farzedelimki X = {(xl, Xpyenon xp+2) [0<x, <m —1} olsun. Bu durumda
‘Xp‘z mP? dir. Z, nin elemanlarmm m"? tane farkli (p+2)-tip|isi mevcut
oldugundan, bu (P+2)-tiplilerden en az bir tanesi {Pap(n)} dizisinde iki kez ortaya

cikar. Bundan dolay1 bu (|0+2) -lileri takip eden alt dizi tekrarlanir. Boylece dizi
periyodiktir. vV > U olmak iizere

Pap, (u+1)=Pap, (v+1),Pap, (u+2)=Pap, (V+2),...,
Pap,, (u+ p+2)=Pap, (V+p+2)

ise V=U (mod p+ 2) sonucuna ulagilir. Padovan p -sayisinin tanimindan

Pap(n)="Pap(n+p+2)-Pap(n+p)
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yazilir. Boylece
Pap, (u)=Pap, (v),Pap, (u-1)=Pap,(v-1),...,

Pap, (2) = Pap, (v—-u+2),Pap, (1) =Pap, (v-u+1),

esitlikleri elde edilir ki bu da{Pap(n)} dizisinin basit periyodik oldugunu gosterir.

Ornek 3.1.1.1: {Pap3,(n)} dizisi:
{0,0,0,1,0,1,0,1,1,1,0,1,1,0,0,0,1,1,,1,1,0,0,1,1,0,1,0,0,1,0,0,0,0,1,0,....}
seklindedir [17].

Pa3,(32) = Pa3,(1)=0, Pa3,(33)="Pa3,(2)=0, Pa3,(34)=Pa3,(3)=0,
Pa3,(35)=Pa3,(4)=1 ve Pa3,(36)=Pa3,(5)=0

oldugundan bu dizinin periyodu hPa3, = 31 olup, dizi basit periyodiktir.

Verilen bir A= [aij] matrisi i¢in, A matrisinin her elemanmin modm ye gore
indirgenmesi A(modm) seklinde ifade edilir. Yani A(modm)=(a;(modm)) dir.
<A>m = {Ai (modm)]i 20} kiimesini géz oniine alalim. Eger obeb(m,detA)=1 ise
<A>m kiimesi bir devirli grup olur. ‘(A)m‘ ile <A>m nin mertebesi gosterilmistir.

Dolayisiyla (3.1.2) esitliginden her pozitif tam say1 igin <|V| >m bir devirli gruptur.

Teorem 3.1.1.2: t asal sayis1 ve « pozitif tam sayr olmak ilizere m sayis1 m=t“

olacak sekilde asal carpanlarina ayriliyorsa hPap,, = ‘( M)..| olur [17].
Ispat: ‘( M) .|=U olsun. Bu durumda (3.1.2) esitliginden
Pap(u+1)=Pap(u+2)=--=Pap(u+p)=0(modt*), Pap(u-+1+p)=1(modt)

ve Pap(u+ p+2)=0(modt”), oldugu goriilmektedir. Yani,

Pap(u+1)=Pap(1)(modt”),Pap(u+2)=
Pap(2)(modt®),...,Pap(u+ p) = Pap(p)(modt*),Pap(u+ p+1)=Pap(p+1)(modt”)
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ve Pap(u+ p+2)=Pap(p+2)(modt*) olur. hPap,, {Pap,(n)} dizisinin periyodu

ile boliinebilir

oldugundan hPap, |u elde edilir. ispat igin hPap, nm [(M),
oldugunu gostermek yeterlidir. (3.1.2) esitliginden Mhpap‘”(modt“)zl olup I

(p+2)x(p+2) tipinde birim matristir. Dolayisiyla ‘<M>t"‘

hPap, elde edilir,

Boylece ispat tamamlanmis olur.

Lemma3.1.1.1: n>p+2 ve p>2 igin

p-1 _
x" = Pap(n)x"* + Pap(n+1)x® + > Pap(n —1-i)x (3.1.1.1)
i~0
dir[17].
Ispat: n iizerinde tiimevarim ydntemi uygulanarak ispat yapilacaktir. t asal ve « bir
pozitif tamsayr olmak {izere G:)a = {X” (mod t”’): nez,xP?=x" +1} olsun. O halde;

t* - .. . -
G, nin devirli bir grup oldugu agiktir.

3.1.1.3 Teorem: t asal ve a bir pozitif tamsay1 olmak iizere Gf devirli grubu (M),

grubuna izomorftur [17].

Ispat: t asal ve a bir pozitif tamsayr olsun. O halde hPap, >2p+2 oldugu agiktir.
(3.1.1.1) esitliginden X " =1(modt”) oldugu goriiliir. Bsylece ‘Gﬂ =hPap,, dur.

Dolayistyla Teorem 3.1.1.2 den G =(M), denkligi elde edilmektedir.

Teorem 3.1.1.4: i.t bir asal say1 ve U, hPaptu+1 * hPaptu esitsizligini saglayan en kiiciik
pozitif tam say1 olsun. Bu takdirde her o> U i¢in hPap, =t"".hPap, esitligi yazilir.
Ozellikle hPap, = hPap,, ise, her o >1 i¢in hPap, =t"*.hPap, olur.

ii. t; ler farkli asallar olmak tizere m =IT_t, (v>1) olsun. O halde
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hPap_ = Icm [hPaptfl ,hPap,, ,...,hPaptvev }

olur [17].

Ispat: i. Teorem 3.1.1.2 den a, M "e% = | (modt™*) olacak sekilde poxzitif bir tam
ise M = (modt*) dir. Bsylece hPap, nin hPap,.. yi boldiigii goriilmektedir.

Diger taraftan M e ) 4 (modfja)- ta) esitligi yazilarak, binom agilimindan

7 =1+ ) = 3 ) =1 o)

i-0
esitligi elde edilir ki, bu esitlik yardimiyla hPapta 1 nin hPapta.t tarafindan boliinebilir
oldugunu gosterir. Boylece hPapta+1 = hF’apta ya da hPapta+1 = hPapta.t oldugunu
gosterir ki buradaki ikinci durumun saglanmasi t tarafindan boliinemeyen bir mi(ja) nin

var olmasit ile mimkindiir. U, hPaptw1 7thPaptu olacak sekilde en kiigiik pozitif

(u)

tamsayisi oldugundan t tarafindan bolinemeyen bir m;” vardir. Diger taraftan t

tarafindan boliinemeyen bir m{*’ oldugundan, t tarafindan bolinemeyen bir m{** in
de mevcut oldugu goriiliir. Dolayisiyla hPap,.. # hPap,.. sonucu elde edilir ve bu
durum gdz 6niine alinarak hPap,., =t.hPap,., = tz.hPaptu esitligine ulagilir. Boylece U
lizerinde tiimevarim y6ntemi uygulanarak her o >U i¢in hPap, =t"".hPap, esitligi

elde edilir. Ozellikle u=1 ve n>1 ise hPap, =t°".hPap, olur.

ii. {Paptiei (n)} dizisinin periyodu hPaptiei oldugundan bu dizi sadece /”t.hPaptiei ,
(2eN) uzunlugundaki bloklarda tekrar eder. Ayrica hPap,, {Papm(n)} dizisinin
periyodu oldugundan, {Paptiei (n)} dizisi her i degeri igin hPap,, terimde bir tekrar eder.
Boylece her i degeri i¢in hPap,, periyodu A.hPap ® seklinde olup, bu say: {Pap, (n)}

nin periyodunu vermektedir. Dolayisiyla hPap,, = Icm[hPaptlel,hPaptze2 ,...hPaptev}

elde edilmektedir.
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Tamm 3.1.1.1: n>1 olmak iizere (Xl,Xz,...,Xp)eX, p -gerenlisi  i¢in

Pap(G;X,,X,.....X,) = {a;} Padovan p-orbiti
8,=€, & =X, 8,=X,....a, =X, &, =

seklinde tanimlanir [17].

Teorem 3.1.1.5: Sonlu bir G grubunun Padovan p -orbiti basit periyodiktir [17].

Ispat: G grubunun mertebesi nolsun. G grubunun elemanlarinimn farkli siral (p + 2) -

lilerin say1s1 N*** oldugundan en az bir tanesi Padovan p -orbitinde iki kez ortaya gikar.
Boylece bu tekrarlardan dolayr Padovan p-orbiti periyodiktir. Padovan p -dizisi

periyodik oldugundan U >V olmak iizere a,,, =a,,,, a,,, =a o @uipi2 = Qipin

- v+l u+2 — Yv+20

olacak sekilde U ve Vv dogal sayilari vardir. Diger taraftan Padovan p -orbiti
tanimidan a, :(au+p+2).(au+p)7lve a, =(av+p+2).(av+p)_l yazilir.  Boylece

Ay =a,, =5 Ay =&y =@y = &y = elde edilir ki bu da

Padovan p -orbitinin basit periyodik oldugu anlamina gelir.

LPap(G;xl,xz,...,x) notasyonu ile Pap(G;xl,xz,...,xp) Padovan p -orbitinin

p

periyot uzunlugu gosterilsin.

Teorem 3.1.1.6: n>3 olmak lizere X, y geren ¢ifti i¢in an quaternion grubunun
Padovan 2 -orbitinin periyot uzunlugu LPaZ(an;X,y) ve LPaZ(an;y,X) icin

2".3 dir [17].

2 2m

Ispat: 1lk olarak Q,, =(X,y:x*"" =e,y*=x “ Ly iy =x71) takdimiyle verilen Q,.
quaternion grubunu ele alalim. Grup takdiminde verilen xy=yx™ ile yx=x"'y

bagintilar1 yardimiyla Pa2 (an;x, y) Padovan 2 -orbiti
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e, % ¥,8 Y, % Y, % ¥, x5y, x5, e, x%, v, xP,

y' X13, y2' XZl, yS’ X34, y’ XSS’e’ X89, y’ X144,...

seklinde elde edilir.
Yukardaki ifadeler kullanilarak

Q=62a=Xa=y,6,...,

5 8
Q,=63a,;=X,,=Y,8;=X,...,

_ L _ Y
Ay =€ 8x=X,8=Y,8,=X ...,
_ 28657 _ _ 46368
Q=€ 8, =X""8,=Y, a8, =X"",...,
_ 224 _ _ 23
a‘1242i =€ a12-2i+1 =X ! a12<2i+2 =Y, a12»2i+3 =X LA

seklindeki dizi elde edilir. Burada 4, ve 4, tek sayi ve ne N dir. Boylece n>3 igin

2" 2"*? olacak sekilde en kiigiik i € N sayisinin belirlenmesi gerekir.

Bu durumda i =n—3 alinirsa X e, X X\ Xonag, = Yy X,0a,,, =€ elde edilir.

2"z 2" 13 T

X X ve X tekrar eden elementler oldugundan x,y,e ve €

X
2M13? P13y Ton13y2 21343

baslangic degerlerine bagh olarak dizi (2”’1.3). elemandan sonra tekrar eder.
Dolayisiyla LPaZ(an;x, y):2”’1.3 dir.
PaZ(an;x,y) Padovan 2 _orbiti

e, Y, %86X Y, X5, ¥, x5, ¥4 x%, ye X8y, xB e

X21, y, X34, y' XSS, y2’ X89, y3’ X144, y’ X233’el“
seklindedir. Yukaridaki ifadeler kullanilarak
Qa=ea=y,a=xX¢é,...,
a, = XB' ;=Y. a,= XlS’ a5 =6,...,

144 233

Ay =X, 85 =Y,8,=X",08, =¢€,...,
46368 75025
Qg =X 1Ay =Y,85 =X a5 =€,
_ 2i+3.ﬂ1 _ _ 2i+2.ﬁ2 +1 _
a‘12.2i =X '8‘12.2i a Y, a12.2‘+2 =X ’a12.2i a3 €.

seklindeki dizi elde edilir. Buradan g, ve f, tek say1 ve i>0 olup

LPaZ(Q2n Y, x) =2"%3 olur.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1 Padovan p -Circulant Sayilar:

Tamim 4.1.1: p>2 ve n>1 i¢in Padovan p -circulant sayilari
X ==X,,=0 Ve X, =1
baslangi¢ degerleri ile birlikte

X X X, —X (4.1.1)

n+p+3 — Mnepr2 — Mnep n
seklindeki indirgeme bagntisi ile tanimlanir [26].
(4.1.1) bagmtis1 yardimiyla, Padovan p -Circulant sayilar1 igin Companion matris

formundaki iireteg matrisi:

10 -1 0 .-« 0 -1
1 0 0 .- 0O O O
0 1 0 0 O
CP:[Cij}(mS)x(pﬁ): O 0 1 0 O 0
o - 0 0 1 0 O
00 -~ 00 1 0

seklinde belirlenmistir ve bu matris Padovan p -circulant matrisi olarak adlandirilmistir.

a >0 i¢in
Xp+3 Xa+ p+3
X X
( C . )a r;+2 a+. p+2
Xl Xa+1

esitligi goriiliir. & > p i¢in « lzerinden tiimevarim uygulanarak Padovan p -circulant

matrisinin «. kuvveti

Xyt p+3 Xyt p+4 Xor p+3 X p+5 Xos p+4 X3 X4 Xt p+2
Xa+ p+2 Xa+ p+3 Xa+ p+2 Xa+ p+4 Xa+ p+3 _Xa+2 _Xa+3 _Xa+ p+l
Xm— p+l Xa+ p+2 Xa+ p+l Xa+p+3 - Xa+ p+2 _Xa+1 _Xa+2 _Xa+p
(Cp )[I = Xa+p Xys p+l Xa+p X p+2 Xy p+1 —X, X X, p-1 (412)
a+2 Xa+3 - Xa+2 Xa+4 - Xa+3 _Xa—p+2 _Xa— p+3 _Xa+1
L Te+l Xa+2 - Xa+1 Xa+3 - Xnz+2 _Xa—p+l _Xa—p+2 _Xa a
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seklinde elde edilmistir. Burada det(C, )" = (-1)*" d.

Lemma 4.1.1: Padovan p -circulant dizsinin karakteristik denklemi

XPR—xP2 4 xP+1=0

olup bu denklemin ¢ok katli kokii yoktur [26].

Ispat: 7 nin, f(X) in bir ¢ok katl1 kékii oldugunu kabul edelim. Bu durumda z, f(X)
in bir ¢ok katli kok oldugundan f '(X) inde bir kokiidiir. Yani
f(2)=2""-2"?+7z°+1=0
ve
f'(2)=(p+3)z"? —(p+2)z"" + pz** =2°*((p+3)2* —(p+2)z° + p) =0
olmalidir. Buradan f (0)=0 oldugundan (p+3)z°®—(p+2)z°+ p=0 dir. Bu ifadenin
kokleri
(o)

Z,= +
3( p+3)(—25p3 —-150p? +3\/§\/23p6 +276p° +1230p* +2380p° +1563p° —288p —219p+16)

Wl

1
3

3( p+3)(—25 p®—150p° +3J§J23p6 +276p° +1230p* +2380p° +1563p” +288p —219p+16) _p-2
32(p+3) 3(p+3)

(1+iv3)(-p-2)
Z, = T
3x2%(p+ 3)(—25p3 ~150p” +34/34/23p° + 276 p° +1230p* +2380p® +1563p? — 283p —219p +16)3

(1-1+/3)(-25p° ~150p° +31/3,23p° + 276 p° +1230p° +2380p +1563p —288p —~219p+16))  _pp_
632(p+3) 3(p+3)

ve
(1-iv3)(-p-2)°

3= T
3x2* (p+ 3)(—25 p° —150p? +3/3./23p° + 276 p° +1230p" + 2380p° +1563p? — 288p — 219p +16)3

(1+ iﬁ)(—25p3 —150p? +34/3,/23p° + 276 p° +1230p* +2380p° + 1563p” — 288 —219p+16)E po2
62(p+3) 3(p+3)
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oldugu goriilmektedir. Bu durumda p>2 i¢in f(z)=0, f(z,)=0 ve f(z,)=0
oldugundan bir geliski elde edilir ve bu ¢eligki ile Lemmanin ispati tamamlanmis olur.

xP®—xP"2+xP+1=0 denkleminin kékleri X,X,,...,X,,, ise, Lemma 4.1.1 ile bu
koklerin  birbirinden farkli oldugu goriilmektedir. (p+3)x(p+3) tipli V°

Vandermonde matrisi:

B + + +27]
(Xl)p 2 (Xz)p zo. (Xp+3)p
y . (Xl)p+l (Xz)p+2 (Xp+3)p+l
Xy X, Xp+3
L 1 -
W,? matrisi:
(Xl)n+p+3—i
W'p _ (Xz)n+p+3—i
(Xp+3)n+p+3—i

seklinde gosterilsin ve V,", matrisi, V" matrisinin j . sitununun W,” siitun matrisiyle

yer degistirmesi sonucu elde edilsin [26].

Teorem4.1.1: a>p ve P22 igin (C,) =[c/ | olmak iizere

P _ detV,”
ij VP
dir [26].

Ispat:  X,,X,,...,X,,; 0Oz degerleri birbirinden farkli oldugu igin C, matrisi
kosegenlestirilebilirdir. G, =diag(x1,x2,...,xp+3) olsun. Bu durumda C, matrisi
kosegenlestirilebilir oldugundan G V" =V°G  esitligi elde edilir. Ayrica detV® =0

-1
oldugundan V" matrisi tersinir matristir. Boylece (V p) CV b= G, esitligi saglanir ki,

buda C, matrisinin G, matrisine benzer oldugunu gostermektedir.
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a>p ve p=2 igin (Cp)aV P_y p(Gp)a olde edilir. Bu durumda
Ci’?l:a (Xl)p+2 + Cif)zva (Xl)p+l 4o gt Ci',),ﬁ3 _ (Xl)a+p+3—i

Ci?ia (Xz)p+2 + Ci?éa (Xz)p+1 Tt Ci%ﬁs = (Xz)

a+p+3-i

P p+2 P p+l pa
Ci (Xp+3) +GCi, (Xp+3) +"'+Ci,p+3—(xp+3)
linner denklem sistemi yazilabilir. Her 1, j=12,...,p+3 icin linner denklem
sisteminin ¢6ziimiinden
p
oha detV;”
i T N/ p
VP

oldugu goriilmektedir.

Sonu¢ 4.1.1: 4<n<p+3ve p=2 igin X,, a. Padovan p -circulant sayist olmak

luzere

_ detV},

X, VE

esitligi elde edilir [26].

Tamm 4.1.2: k> p+3icgin kxk tipli G(k, p) = [gi'f'jp] stiper kosegen matrisi;

1 egeri=tve j=tise [<t<Kk,
ve
i=t+lvej=tisel<t<k-1
9if =
" egeri=tve j=t+2ise 1<t<k-2,
-1 ve
i=tvej=t+p+2isel<t<k-p-2,
0 diger durumlarda

seklinde tanimlanimistir.

Yani G (k, p) = [gik"jp} stiper kdsegen matrisi;
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(p+3)—inci

A
10 -10 -~ 0 -10 -~ 0 0 0]
10 -10 - 0-10 - 00
1 0 -10 - 0 -10 - 0
0 0 1 0 -1 0 0 -1 0
G(W)zo 0 0 1 0 -1 0 0 -1
000 - 01 1 0 -10 - 0
000 0 0 - 0 1 0 -1 0
00 0 0 0 0 - 1 0 -1
00 0 0 0 0 O 01 1 0
00 00 00 0 0 0 1 1]

seklindedir [26].

Teorem4.1.2: k> p+3ve p>2 igin

perG (kl p) 3 Xk+p+3
esitligi elde edilir [26].

Ispat: Teoremi ispatlamak icin K {iizerinden tiimevarim yontemini uygulanr.

Denklemin k > p+3 i¢in saglandigim kabul edelim. Bu durumda denklemin k+1 igin
de saglandigi gosterilmelidir. Eger G (k, p) matrisinin birinci satirina gore Laplace
agilim1 uygulanarak perG (k, p) genisletilir ise,

perG(k +1,p) = perG(k, p)— perG(k-2,p)— perG(k—p-2,p)
esitligi elde edilir.
perG(k, p) = X, 5. PerG(k—2,p)=x,,,, ve perG(k—-p-2,p)= X, oldugundan

perG(k+1,p) = X,,,,, esitligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanmus olur.

k> p+3igin kxk tipli Y (k, p) =[ y{f | matrisi;
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egeri=tve j=tise 1<t<Kk,
ve

I=t+lvej=tisel<t<k-1
k,_p:
egeri=tve j=t+2ise 1<t<k-p-2,

-1 ve
i=tvej=t+p+2isel<t<k-p-2,

0 diger durumlarda
seklinde tanimlanmustir.

k> p+3igin kxk tipli L(k, p):[li'f}p] matrisi;

(k- p—3)—inci
\
(1 ... 1 0 v 0]
1
0
Lkp)=| . Y (k-1,p)
0
_O _

seklinde tanimlanir [26].

Teorem 4.1.3:i. kK> p+3 igin
perY (k, p) =—x,

esitligi elde edilir.

ii. K> p+3icin

esitligi elde edilir [26].

Ispat: i. Denklemin k> p+3 icin sagladigmi kabul edelim. Bu durumda denklemin
k+1 i¢in de saglandigi gdsterilmelidir. Eger Y (k, p) matrisinin birinci satirma gore

Laplace agilim1 uygulanarak perY (k, p) genisletilir ise,
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perY (k+1,p)=perY (k, p)— perY (k—2,p)— perY (k—p-2,p)
=X X+ XK =X

esitligi elde edilir.
ii. Eger L(k, p) matrisinin birinci satirina gdre Laplace agilimi uygulanarak

perL(k, p) genisletilir ise,

L(k,p)=perL(k—1,p)+ perY (k-1 p)
esitligi elde edilir. Teorem 4.1.3 iin sonuglart ve Teorem 4.1.4 {in i. kismi dikkate
alinarak timevarim yontemi ile ispat tamamlanmuis olur.

k> p+3icin nxn tipli R matrisi;

101 1
101 1
ro| b THE
P _1 4
I 1 1 -1 1]

seklinde tanimlansin. Bu durumda perG (k, p) = det(G(k, p)oR),

perY (k, p) =det(Y (k, p)oR) ve perL(k, p)= det(L(k, p)oR) esitlikleri elde edilir.

Sonug¢ 4.1.2: K> p+3 igin
det(G (K, p)oR) =X, p,as

det(Y (k, p)oR)=-

ve

k-1
det(L(k, p)oR)=->"x,

esitlikleri elde edilir[26].

Sonu¢ 4.1.3: X, , . Padovan p -circulant sayis1 olsun. O halde
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. z t4+t5+..-+tp+3X(tl+"'+tp+3)(_l)t3+tp+3

@ (t1,tz,~-~xtp+3)t1+t2 ottt (Gt

_ Z t5+t6+..-+tp+3X(tl+"'+tp+3](_1)t3+tp+3

(ttpntpis) t1+t2 +"'+tp+3 tl""’tp+3

__ Z tp+3 X(ti+---+tp+3](_1)t3+tp+3

(tl,tz,...,tp+3)tl+t2 +"'+tp+3 tl""7tp+3
olup burada toplam negatif olmayan tamsayilar tizerinde t, +2t, +---+(p+3)t, ; =«

kosulu saglanmaktadir [26].

Ispat. Teorem 2.1.2.6 da 4<i, j<p+3 olacak sekildle v=p+3 ve i=j alinirsa

(4.1.2) esitliginden sonug agik olarak goriiliir.

p =2 i¢in Padovan p -circulant sayilarinmn iireteg fonksiyonu,

p+2

y
9"(y)=1_y+y3+y

p+3

dir [26].

Teorem 4.1.4: Padovan p -circulant sayilarinin tistel temsili asagdaki gibidir [26]:

g%w=ym%m{fﬁ%2@—f+ymﬁj_

n=1

Ispat:
p+2
Ing®(y)=1In y
g°(y) Lyt y
=Iny"? —In(1-y+y°+y")
ve

n

_In(l_y+y3+yp+3):_[_y(1_ y2_yp+2)_%y2(l_ yz_yp+z)2_”._%yn (1_ yz_yp+2)

1., 2 +2\"
_Hy (1_y _yp ) _:l
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oldugundan

L 9°() :i@(l_ i yr?)

p+2 H
y o |

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Simdi Padovan p -circulant sayilarinin toplamsal temsillerini g6z 6niine alalim.

S, =Y X, olmak iizere (P+4)x(p+4) tipli M, matrisinin toplamsal temsili
n=1

asagdaki gibi gosterilsin:

0

(M) =] Sps ()

seklinde elde edilir[26].

4.2 Padovan p -Hurwitz Sayilari

Tamm 4.2.1: p(4,6,8,....) ve n>0 i¢in Padovan p -Hurwitz sayilari
=8 =-=a,=0vea, =1
baslangi¢ degerleri ile birlikte

a -a (4.2.1)

n+p+2 an+§+l - an+§ n
seklindeki indirgeme bagintisi ile tanimlanir [19].
(4.2.1) bagintis1 yardimiyla Padovan p -Hurwitz sayilari igin Companion matris

formundaki tirete¢ matrisi:
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[E +1j —inci
2

"
0 01 -10 0 -1
1 0 0 0 00 00
01 0 0 0 0 0 O
00 10 0 0 0 0
MMy ] opy =|0 0 01 0 0 0
00 0 0 1 0 0
00 0 0 1 0 0
00 0 0 0 - 0 1 0]

seklinde belirlenmistir ve bu matris Padovan p -Hurwitz matrisi olarak adlandirilmigtir

o lzerinde tiimevarim yoOntemi uygulanarak Padovan p-Hurwitz matrisinin .

Kuvveti:
Ay, p+1 a'”p*z il an+3—2"+1 _af”P - an+g _an+g+1 _an+§+2 Ty p
aI‘HP Anipit an+32" “qipa T n+l-1 _an+§ n+5+1 A
a,. p-1 8, p o an+37°—1 —a,, P2 an+§—2 _an+g—l _an+g —a,, p-2
n+5+1 an+g+2 S p+1 _an+§ -4, A A _an+§
(M)'=| a a a a a a a a
- n+5 n+5+1 n+p n+5-1 n-1 n n-+1 n+5-2 (4 2 2)
n+-1 an+§ a,. p-1 _an+§—2 —a, —a,, -4, n+5-1
8.1 n.p o a'n-¢-§+1 —a, - an—% _an—%—l _an—§+2 ' —a,
a, a .. an% —a,;—4a 21 —anig —an%ﬂ —a,_;

seklinde elde edilmistir.

Lemma 4.2.1: p>4 icin Padovan p -Hurwitz dizisinin karakteristlik denklemi

P P
f(x)=x"?—x"+x7 +1=0

olup bu denklemin ¢ok katli kokii yoktur [19].
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Ispat: u nun f (x) in bir ¢ok kath kékii oldugunu kabul edelim. Bu durumda u, f (x)
¢ok katli bir kok oldugundan f '(x) inde bir kokiidiir. Yani
f(u)=u"? —utt Ut +1=0
ve
f'(u) :(p+2)up+1—(§+l)u§ +outt= ugl((p+2)ug+2 ~(3+1)u +§): 0
olmalidir. f(0)#0 oldugundan
XP2 x5 L xF 4120
ve
(p+2)x ~(4+1)x+2=0
esitlikleri elde edilir ki bu esitliklerden de p=4,6 icin ortak bir kokiin olmadigi

gortliir. Fakat genel durumun ispati igin N >4 i¢in £ =n alinirsa

2n+2 n+l

X=X+ x"+1=0
ve
(2n+2)x"™* —(n+1)x+n=0
esitlikleri elde edilir. « nin ortak bir kok oldugunu varsayalim. Son esitlikten

n+l)a—n
a' = % yazilabilir bu da birinci esitlikte yerine yazilirsa

(2n+2)a
(wj}_[<”+1>“—”Ja+[<”+1>“—”]+1=o

(2n+2)a’ (2n+2)a’ (2n+2)a’
ifadesi elde edilir. Mathematica wolfrom 10.0 [6] gibi uygun yazilimlar kullanilarak

denklemin bir kokiiniin olmadig goriiliir, bu ise bir ¢eligski meydana getirmektedir. Bu

celiskiden dolay1 f (x)=0 denkleminin ¢ok katl1 bir koke sahip olmadigini gosterir.

(p+2)x(p+2) tipli v Vandermonde matrisi:

_(Xl)p+l (Xz)p+1 (Xp+2)p+1_
(X%)p (Xz')p (prz)p

p+2
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ve (p+2)x1 tipli W (i) matrisi:
B (Xl)n+p+27i ]

wey=| X,

n+p+2—i
(%)

seklinde ifade edilsin ve V(p)(i, j) matrisi v(® matrisinin J. siitununun W (i) siitun

matrisi ile degistirilmesi sonucu elde edilsin [19].

Teorem 4.2.1: o >1 igin (M)” = [mf"]’)} olsun. O halde
@) detv (i, j)
i VAL
dir [19].

Ispat: M matrisinin 6z degerleri birbirinden farkli oldugu icin M matrisi

kosegenlestirilebilirdir. D:diag(xl,xz,...,xp+2) olsun. Bu durumda M matrisi

késegenlestirilebilir oldugundan MV P =V P)D esitligi elde edilir. Ayrica detV”) 0

(p)

-1
oldugundan V'’ matrisi tersinir matristir. Boylece (V(p)) MV P =D esitligi saglanir

ki, bu da M matrisinin D matrisine benzer oldugunu gostermektedir. «>1 igin

(M)“V® =v?(D)* elde edilir. Bu durumda

mi(vle) (Xl)p+1+mi(g)(xl)p +m+mi(’,;)+2 _ (Xl)n+p+2—i

mi(v‘f) (xz)ml + mi(v‘;) ()(2)p 4ot mi(,a:))+2 _ (Xz )n+p+2—i

M5 (pz)" + M (Kp.a) o mil, = ()
linner denklem sistemi yazilabililmektedir. Her 1, J=1,2,...,p+2 igin linner denklem
sisteminin ¢6ziimiinden
(P (i
m(a) _ detV (l, J)
1] V(P)

oldugu goriilmektedir.
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Sonug¢ 4.2.1: 2<k <£+1 olacak sekilde i=2+k ve j=i+1 i¢in a,, n. Padovan

p -Hurwitz dizisi olmak iizere

detvV"” (p+2,2)
a =
n V(P)

ve

_detv'?(p+2,1)

n V(P)

esitlikleri elde edilir [19].

Sonu¢ 4.2.2: a,, U.Padovan p -Hurwitz dizisi olsun. O halde

i, au: Z [t’l+ + p+2
)

(tlvt2!"'vtp+2 t1’ 0Oy tp+2

t+2t,+--+(p+2)t

J olup burada toplam negatif olmayan tamsayilar tizerinde

o2 = U+ p+1 kosulunu saglamaktadir.

ii. a, =

t§+k+1+t§+k+2 +-..+tp+2 X[ti+...+tp+2
(tl’tZ""’thrZ)

olup burada toplam negatif
t1+t2+"'+tp+2 t1|'-'1tp+2

olmayan tamsayilar tizerinde t, +2t, +---+(p+2)t ., = u+1 kosulunu saglamaktadir.

p+2

Ayrica 2<k <5 +1 dir [19].
Ispat: Teorem 2.1.2.6 dan
i. durumigin n=p+2,i=p+2, j=1 alinirsa

iil. durum igin ise 2<k <%+1 olacak sekilde Nn=p+2 , i=%+k ve j=5+k+1,

alinirsa (2.1.2.1) ve (4.2.2) esitliklerinde sonug agik olarak goriiliir.

Tamm 4.2.2: p>4 icin UxU tipli N/ = [nif}j] stiper kosegen matrisi;
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egeri=k+1vej=kise 1<k <u-1,

1
ve
i=kvej=k+%isel<k<u-1%,
P = egeri=kvej=k+&+lise I<k<u-3-1,
" ve
-1 . . .
i=kvej=k+p+1lise 1<k<u-p-]
0 diger durumlarda.

seklinde tanimlanir [19].

Teorem 4.2.2: p=4 igin a,, «. Padovan p-Hurwitz dizisi olmak tizere: u> p+2
i¢in
per(N/)=a

u+p+1

esitligi elde edilir [19].

Ispat: Tiimevarim yontemi kullanilarak ispat yapilacaktir. Denklemin u>p+2 igin
saglandigini kabul edelim. Bu durumda denklemin u+1 i¢in saglandigi gosterilmelidir.

Eger N matrisinin birinci satirina gére Laplace agilimi uygulanarak per(Nu")

genisletilir ise,

per(Nu”+l) = per(Nu"_S)— per(Nu"_g_l)— per(Nup_p_l)

au—p—l

esitligi elde edilir. per(Nupg)zaug, per(N?, ) =a,, Ve per(N/ )

Padovan p-Hurwitz dizisinin indirgeme bagintilart kullanilarak per ( Nup) =8, 4

esitligi elde edilir.

u>p+2 ve p24 igin uxu tipli H? =[h?, ] ve K =[k’, | matrisleri;
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egeri=m+1lvej=mise ISm<u—1,
1 ve
i=mvej=m+5isel<m<u-p-1
eger i=mvej=m+p+lisel<m<u—p-1,
hP = i=mvej=m+5isel<m<u-p-1,

ve

i=mve j=m+2iseu—p<m<u-1

0 diger durumlarda.
ve
(u—p-2)—inci
s
_ 1 0 0]
Kup 5 O Hup—l
_O -

seklinde tanimlanir [19].

Teorem4.2.3: U> p+2 i¢in a,, . Padovan p -Hurwitz dizisi olmak {izere

per(Hup) = a‘u+p+2
ve
u+l
per(KP)=>ar
=0
dir [19].

Ispat: Teoremin ilk kismini géz 6niine alalim. Tiimevarim ydntemi kullanilarak ispat

yapilacaktir. Denklemin U>p+2 i¢in sagladigim kabul edelim. Bu durumda,

denklemin u+1 i¢in de saglandig1 gosterilmelidir. Eger H! matrisinin birinci satirina

gore Laplace agilimi uygulanarak per ( Hup) genisletilir ise,
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per(Huﬂl) = per(Hup_g)— per(Hup_g_l)— per(Hupfpfl)
- au+£+2 N au+£+l ~n
=a

- Mu+p+2

elde edilir. Teoremin ikinci kismini gbz oniine alalim. Eger KP matrisinin birinci
satirina gore Laplace agilimi1 uygulanarak per ( K? ) genisletilir ise,
per(K) = per(K{,) + per(H,)

esitligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

U>p+2 igin uxu tipli T matrisi;

101 1 ]
1011
I

1 -1 1 1

I 1 1 -1 1]

scklinde tanimlansm. Bu durumda u> p+2 icin
per(NJ)=det(N/oT)
per(H?)=det(H?-T)
ve
per (KJ ) =det(K?oT)

esitlikleri elde edilir.

Sonu¢ 4.2.3: p=>4 ve U>p+2 igin;

det(N/T)=a

u+p+21

det(H.-T)=a

u

ve

det(HupoT)zuz_lla,

=1

esitlikleri elde edilir [19].
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p >4 igin Padovan p -Hurwitz dizilerinin iirete¢ fonksiyonu

X p+1

1-x2™ 4 X2 4 xPP2
dir [19].
Teorem 4.2.4: Padovan p -Hurwitz sayilarinin iistel temsili asagidaki gibidir [19]:

2,1\"
0 X2 ) p n
g(x) = x""exp Z(— (1—x—x2+1)
n

n=1

. P P
Ispat: Ing(x)=Inx"*—1In (l—x2”+x2+2 +xp+2)

ve

oldugundan

g(x) = x"exp i(xgﬂ)

p n
(1— X — x2+1)
n=1 n

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmais olur.

Simdi Padovan p -Hurwitz sayilarinin toplamsal temsillerini digiinelim.

S,=>.a olmak iizere (p+3)x(p+3) tipli Z, matrisinin toplamsal temsili
=1

p

asagidaki gibi tanimlansin:

48



Bu durumda tiimevarim yontemi kullanllarak(Z 0 )n matrisi:

(Zp)n = Sn-tp—l (M)n

seklinde elde edilir. [19].

4.3 Sonlu Gruplarda Padovan p -Circulant Dizileri

{x,} Padovan p-circulan dizisi bir m modiiliine gére indirgenirse, tekrar eden

[ (1)) = 5 ) X (1) X (), s (1) o, (),
indirgemeli dizisi elde edilir ve burada x (m)=x,(modm) dir. Bu bagint1 (4.1.1) deki

baginti ile aynmidir [25].

Teorem 4.3.1: {x,(m)} dizisi basit periyodik bir dizidir [25].

Ispat: X={(xl,x2,...,xp+3)0£xigm—l} olsun.|X|=m®** olup sonludur, yani her

120 dgin X, (M)=X,,,5(M), X, (M) =X,,,,,(M), X, (M)=x,,(m) olacak

sekilde 1> sayisl vardir. 4.1.1) bagintisindan
X (m)=x;(m),x_, (M) =x;,(mM),....%_p,, (M) = x (m) olur. Bdylece {x,(m)} dizisi
basit periyodik bir dizidir.

p=2igin h_ (m)ile {xn (m)} nin en kiigiik periyodu gosterilir.

Ornek 4.3.1: p=2 icin

{x,(2)}={0,0,0,01110121,0,0,1,0,1,0,0,0,0,1}
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dizisi ele aliirsa, bu dizi her 15 terimde bir baslangi¢c elemanlariyla tekrar eder.
Boylece h,_,(2)=15 olur [25].

Verilen bir M :[mij] matrisi igin, M nin her elemaninin M modiiliine gore

indirgenmesi M (mod m) seklinde ifade edilir. Yani, M (mod m)s(mij (mod m)) dir.

(cp>m:{(cp)i (modm)‘izo} olsun. det(C,) =(~1)"" oldugundan (C,) devirli

m

gruptur. ‘<C9>m‘ ile <Cp>m nin mertebesi gosterilmistir. (4.1.2) bagintisindan
h._, (m)= ‘(Cp>m‘ oldugu goriiliir.
Tamm 4.3.1: p>2 ve 2< j< p+3 olmak iizere (Xl,Xz,...,Xj)e X', J-gerenlisi igin

P, (G; X Xy X ) ={a,} Padovan p -circulant orbiti

& =X,8,=Xy,...,8; =X;,8;,,, ="=3,,, =€ J<p+3 ise,
A =X,8, =X,y 8,5 =Xy5 j=p+3 ise,
baslangi¢ degerleri ve n>1 ile birlikte

Qyipr3 = (an )_1 (an+P )71 (an+ p+2 )

seklinde tanimlanir [25].

Teorem 4.3.2: Sonlu bir G grubunun Padovan p- circulant orbiti basit periyodiktir [25].

Ispat: G grubunun mertebesi n olsun. G grubunun elemanlarinin birbirinden farkli
sirali NP -lilerin sayis1 (p+3) oldugundan en az bir tanesi Padovan p -circulant
orbitinde iki kez ortaya ¢ikar. Boylece bu tekrardan dolay1 Padovan p -circulant orbiti
periyodiktir. Padovan p- circulant orbiti periyodik oldugundan U >V olmak iizere

Ay = &r Ay = Qyiprees Ayypiz =803

olacak sekilde U ve v dogal sayilar vardir. Diger taraftan tanim (4.3.1) den

-1 -1

au = (an+p )_1 (au+p+2)(au+p+3 )_1 Ile a‘v = (av+p) (av+p+2)(av+p+3)
yazilir. Bu nedenle a, = a, esitligi elde edilir. Boylece

a'u—v+1 = a'v—v+l = al’ a‘u—v+2 = a'\/—v+2 = aZ' ce a‘u—v+ p+3 = a\/—v+ p+3 = ap+3
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elde edilir ki bu da Padovan p -circulant orbitinin basit periyodik oldugu anlamina
gelir.
LPcfp(G;xi,xz,...,xj) notasyonu ile Pcfp(G;xl,xz,...,xj) Padovan p- circulant

orbitinin periyot uzunlugu gosterilsin.

Teorem 4.3.3: m>3 olmak iizere (x,y) geren gifti igin Q,, quaternion grubunu

diisinelim. O zaman P,_, (sz;X, y) Padovan p- circulant orbitinin periyot uzunlugu

2"2.h,_(2) dir [25].

2m-1

Ispat: 1lk olarak Q,, =(X,y:x*""=e,y*= x2""yxy =x7'y takdimiyle verilen Q,.

quaternion grubunu ele alalim. Grup takdiminde verilen xy=yx™* ve yx=x"y

bagintilar1 yardimiyla Padovan p- circulant orbiti

a=Xa=Y,8=¢..28,,;=6..,

S _ 4 _ Vi
A 2y = X0 Ban 22 TYX B 03 T X

a . a = x",

— y4h —
oy p(2)+a = X 1 8n )5 TX T Bop 9)ipig

seklinde elde edilir. Burada 4, 4,,...,4,,, € N dir. Yukardaki ifadeler kullanilarak

a,=Xa=Y,8=06..8a,=€...,

_ i+l

—x 4ik,

— yydi _
Qi ,(2)+1 » Qi 22 =YX Bgin 23 =X

4ik 4iky,
. =X ",

a 10012 (2)+p+3 T

ik _
ain, (2)a = X1 i (25 = X

seklindeki dizi elde edilir. Burada ki, k,,...,k ., € N dir. Béylece m >3 igin 2" 4i

olacak sekilde en kiigiik i e N sayisinin belirlenmesi gerekmektedir.

Bu durumda i =2"" olarak alinirsa;

a =X a

'™ (2)+2 =Y aszzhc,p(2)+3 =€...,a

2", (2)+1 UM (2)+p+3 =€

a tekrar eden elementler

elde edilir. a-szz a a2m72h67p(2)+3’ cr 2m72h07p(2)+p+3

hep(2)+1" 2™ 2h, ,(2)+2"
nd
oldugundan X,y ve e baslangi¢ degerlerine bagl olarak (Zm’z-hc_p(Z)) . elemandan

sonra tekrar eder. LP,_,(Q,.iX,y)=2""-h_,(2) dir.
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4.4 Sonlu Gruplarda Padovan p -Hurwitz Dizileri

{a,} Padovan p-Hurwitz dizisi bir m modiiliine gore indirgenirse, tekrar eden

{a,(m)}={a,(m),a,(m),...a,(m),a,,(m),...a (m),..}

indirgemeli dizi elde edilir ve burada a; (m) ile a; (mod m) gosterilir.

Teorem 4.4.1: {a, (m)} dizisi basit periyodik bir dizidir [18].

p

Ispat: Farzedelim ki A :{(ao,ai,...,apﬂ) Osaism—l} olsun. Bu durumda

p+2

‘Ap‘zm‘“z dir. Z_ nin elemanlarinin m tane farkli (p+2)-tip|isi mevcut

m

oldugundan, bu (p+2)-tipilerden en az bir tanesi {a,(m)} dizisinde iki kez ortaya

¢ikar. Bundan dolay1 bu ( p+ 2) -lileri takip eden alt dizi tekrarlanir. Boylece dizi
periyodiktir. v>u ve v=u(mod p+1) olmak iizere

au+1(rn) = a'\H—l (m)’ au+2 (m) = a‘v-¢—2 (m)7""au+p+l (m) = a‘v+p+l(m)
sonucuna ulasilir. Padovan p -Hurwitz dizisinin tanimindan,

a a  , =a

—-a —
p n+p+2 n+£ n

n+—-+1
esitligi elde edilir ve bu esitilik kullanilarak

a,(m)=a,(m),a,(m)=2a.(m),...,
a,(m)=a,_,,(m),a(m)=a,,(m),

elde edilir ki bu da {a, (m)} dizisinin basit periyodik dizi oldugunu gdsterir.

{an(m)} dizisinin periyodu h,_ (m) ile gosterilsin. Verilen bir A:[aij] matrisi igin,
Anm her elemaninin M modiiliine gore indirgenmesi A(modm) seklinde ifade edilir.
Yani, A(mod m):(aij (mod m)) dir. p=4 ve (M) :{Mi (mod m)‘i 20} olmak

lizere verilen herhangi bir p(p=4,6,8,...) i¢in detM =1 oldugundan <M >m devirli bir
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gruptur. ‘<M>m‘ ile (M) nin mertebesi gosterilmistir. (4.2.2) bagntisndan

h , (M) =|(M), | oldugu goriilir.

Teorem 4.4.2: k bir asal say1 ve t,hh_p(k)z hh_p(kt) esitligini saglayan en biiyiik

pozitif tam say1 olsun. O halde & >t igin h,_, (ka ) =kt e, (k) esitligi yazilir [18].

Ispat: Farzedelim ki q pozitif bir tamsay1 olsun. M oK) I (mOd kq+1) oldugundan
M hea(k*) _ I (mod kq) yazilabilir. Boylece h,_, (kq) nin h_ (kq”) yi boldigi

goriilmektedir. Ayrica M o) I +( kq) esitligi yazilarak binom ag¢ilimindan,
qy). k
M= (14 (m, @ =Z j k) =1 (mod k™)
i=0
elde edilir kibu da h,_, ( kq”) nin h,_ (kq)~k tarafindan boliinebilir oldugunu gosterir.
Boylece hhfp(kq”):hhfp(kq) ya da hhfp(kq”):hhfp(kq)-k dir. Ancak burada ki

(a)

ikinci durumun saglanmasi, k tarafindan boliinemeyen bir m;™" nin var olmasi ile

miimkiindiir. hhfp(kq);é hhfp(kq“) oldugundan k tarafindan boliinemeyen mij(M)

vardir. Dolaysiyla h,_| (kqﬂ) #h_, (k‘“z) sonucu elde edilir ve t iizerinden tiimevarim

yontemi kullanilarak ispat tamamlanir.

t
Teorem 4.4.3: t>1 olmak iizere m= l_lkiei olacak sekilde asal carpanlarina ayrilmig
i=1

olsun. Bu durumda h, (m) » hp (k ) lerin en kiigiik ortak katina esittir [18].

Ispat: {an(kf‘ )} dizisinin periyodu hhfp(kfi) oldugundan {an(kf‘ )} dizisi sadece

u-hhfp(kfi), (ueN) uzunlugundaki bloklarda tekrar eder. Ayni zamanda {a,(m)}
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dizisinin periyodu h,_ (m) oldugundan, her i degeri i¢in {an(kfi )} dizisi h,_,(m)
terimde bir tekrar eder. Boylece, her i degeri igin h,__ (m) periyodu u-hhfp(kfi)
seklinde olup, bu say1 {an(m)} dizisinin periyodunu vermektedir. Dolayisiyla

h,., (m) =okek[,_, (k&) (k&) ooo By (2]

esitligi elde edilir.

Tamm 4.4.1: p>4 ve 2< j < p+2 olmak iizere (XO,Xi,...,XH)e X, j-gerenlisi igin
P, (G;xo,xl,...,xj_l):{bn} Padovan p- Hurwitz orbiti

by =X, b =%, ..., 0, , =% ,,b;=---=b ,=e j<p+1ise,

by =X, By =X, s By =X, j=p+1ise,

baslangi¢ degerleri ve n>0 ile birlikte

seklinde tanimlanir [18].

Teorem 4.4.4: Sonlu bir G grubu Padovan p- Hurwitz orbiti basit periyodiktir [18].

Ispat: G grubunun mertebesi n olsun. G grubunun elemanlarmnin birbirinden farkl
sirali nP*? -lilerin sayist (p+2) oldugundan en az bir tanesi Padovan p- Hurwitz
orbitinde iki kez ortaya ¢ikar. Boylece bu tekrardan dolayr Padovan p- Hurwitz orbiti
periyodiktir. Padovan p- Hurwitz orbiti periyodik oldugundan U >V igin

b,.,=b,.. b,.,=b,, ..., b b

u+l T Mv+lr Mu+2 T Mv+20 u+p+1: V+p+1

olacak sekilde U veV dogal sayilar vardir. Diger taraftan Padovan p- Hurwitz orbiti

1 .
bu = (bu+pJ [bu+P+1J(bu+p+2 )71 ve bv = [bpr (bv+p+1j(bv+p+2 )*1
2 2 5 5

yazilir. Bu nedenle b, =b, esitligi elde edilir. Boylece

tanimindan
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bu—v = bv—v = bO ’ buf(v—l) = bv—(v—l) = bl' bu—(v—z) = bv—(v—Z) = b2' T bu—(v—(p+l)) = bv—(v—(p+l)) p-+1

elde edilir ki bu da Padovan p- Hurwitz orbitinin basit periyodik oldugu anlamina gelir.

Teorem 4.4.5: (X, y) geren ¢ifti igin SD,, semidihedral grubunun Padovan p- Hurwitz

orbitinin periyot uzunlugu 2"2-h,__(2) dir [18].

Ispat: Dogrudan hesaplama ydntemi kullanilarak teorem ispatlanir.

Padovan p- Hurwitz orbiti:
b,=x,b=y,b,=e,....,b
b =x°,b

2hy(2) 1 2h,_,(2)+

-1
b1 =60, =X",b =Y, ...,

— y4 — 4
1= XY, b2hh,p(2)+z =X,

44
,=x".b = x*% ’

bzhhip(z)-# ' Zhhfp(2)+4 OO0y bZhh,p(2)+ p+1 =X ’

seklindedir, burada 4, 4,,...,4, € N dir. Yukardaki ifadeler kullanilarak

b,=x,b=y,b,=¢,....b, , =¢ ...,
sl Y _ 4ik
Bain, ) =X Bain 20 =X Y Doy =X
_ Ak _ ik Ak
b2ihh_p(2)+3 =X, b2ihh_p(2)+4 =X b2ihh_p(2)+p+1 =X,

seklindeki dizi elde edilir, burada kj,k,,....,k, € N dir. Bu durumda n>4 icin

2"'.B=4i(peN) olacak sckilde en kiigik i dogal sayisin belirlenmesi

gerekirmektedir. Eger i =2"" segilirse,
b —x=h,, b

2"%hy 4 (2)

:e:b2|" e:b

2%, ,(2)+1 =y= b1' bz“*Z hn_p(2)+2 " bz"*2 By_p(2)+p+L -
elde edilir. Boylece Padovan  p-Hurwitz orbitinin periyot uzunlugu

LR,_,(SD,.;ix,y)=2"%-h,_,(2) olur.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu caligmada, Padovan p -dizisinin karakteristik polinomu yardimiyla circulant ve

Hurwitz matrisleri elde edildi. Elde edilen bu circulant ve Hurwitz matrisleri

kullanilarak sirasiyla Padovan p -circulant ve Padovan p -Hurwitz dizileri tanimlandi.

Tanimlanan dizilerin Binet formiilleri, permanental, determinantal, {istel ve toplamsal

temsilleri ve sonlu toplamlar1 gibi ¢esitli 6zellikleri belirlendi.

Tanimlanan dizilerin m modiiliine gore periyotlar1 belirlendi ve bu dizilerin iireteg

matrisleri m modiiliine gore indirgenmek suretiyle devirli gruplar tiretildi.

Tanimlanan diziler gruplara genisletildi ve bu anlamda diziler, grup elemanlar
yardimiyla kendi yapisal o6zellikleri de dikkate alinarak yeniden tanimlandi. Boylece

tanimlanan Padovan p -circulant dizisi Q,, genellestirilmis quaternion grubunda ve

Padovan p -Hurwitz dizisi de SD2n semidihedral grubunda incelenmistir.
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