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Omer ATALAY
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Damisman: Prof. Dr. Gabil YAGUB

Bu tez ¢alismasinda finansal akislarin optimal kontrol problemi ele alinmistir. Tezin
birinci boliminde optimal kontrol problemleri ile ilgili genel bilgilere, literatlr
aragtirmasma ve genel tanim, teorem ve lemmalara yer verilmistir. ikinci boliimde
optimal kontrol problemleri ele alinmis, finansal akiglarin optimal kontrol problemi ifade
edilmistir. Problemin olasi kontroller kiimesi, oOlgiilebilir karesel integrallenebilir
fonksiyonlarin uzayidir. Daha sonra finansal akislarin optimal kontrol probleminin ayrik
aynisi ve ¢oziim yontemi ifade edilmistir. Ugiincii boliimde finansal akislarin optimal
kontrol probleminin iyi konulmasi ve ama¢ fonksiyonelinin diferansiyellenebilirligi
gosterilmis. Sonrasinda ¢Oziim igin gerek ve yeter sart verilmistir. Daha sonra bu optimal
kontrol probleminin sonlu farklar yontemi ile ayrik aynisi olusturularak, ¢oziimiinln
varligr gosterilmis, sonlu fark semasmin hatasi degerlendirilmis ve sonlu fark

yaklasimlarmin fonksiyonele gore yakinsakligi incelenmistir. Uglincti bolimde elde



edilen ayrik optimal kontrol probleminin gradyent izdiisiim yontemi ile Matlab R2016a
programi ile ¢oziim algoritmasi insa edilmis ve Ornek uygulamalara yer verilmistir.
Dordinct ve son bolumde ise bu tezin daha 6nce yapilan ¢alismalardan farkliligi

vurgulanmustir.

Anahtar Kelimeler: Optimal kontrol, Finansal akislarin kontrolii, Sonlu farklar yontemi,

Gradyent izdiisiim ydntemi, Olgiilebilir karesel integrallenebilir fonksiyonlarin uzay1.
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In this thesis, the optimal control problem of financial flows is discussed. In the first
chapter of the thesis, general informations about optimal control problems, literature
research and general definitions, theorems and lemmas are given. In the second chapter,
optimal control problems are discussed and optimal control problem of financial flows is
explained. The set of possible controls of the problem is the space of measurable square-
integrable functions. Then, the discrete same of the optimal control problem of financial
flows and solution method is expressed. In the third chapter, the well-posedness of the
optimal control problem of financial flows and the differentiability of the objective
function are shown. Then the necessary and sufficient conditions for the solution are
given. Then the discrete form of this optimal control problem is created with the finite

difference method, the existence of the solution is shown, the error of the finite difference
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scheme is evaluated and the convergence of the finite difference approaches according to
the functional is proved. In the third chapter, the solution algorithm of Matlab R2016a
program is constructed by using gradient projection method of discrete optimal control
problem and sample applications are given. In the fourth and last part, the difference of

this thesis from the previous studies is emphasized.
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1. GENEL BILGILER

1.1. Giris

Insanlar yiizyillar boyunca karsilastiklar1 problemlere en iyi ¢ozimi getirmeye
calismislardir. Karsilagilan bu problemler i¢in ¢oziim arayisina giren insanlar, her
donemde bu problemlere 6zgili yontemler gelistirmis olmasina ragmen tum problemlerin
¢Oziimiine yol gosterecek yaklasimlar ortaya koyamamaistir. Ancak daha sonralari “birgok
doga yasasinin varyasyon prensipleriyle ifade edilebilir” olmasinin anlasilmasiyla
matematigin ¢cok 6nemli bir dali olan “varyasyon hesab1” olusmustur[1]. Optimal kontrol
teorisi de 300 yili asan bir gegmisi olan “Brachistochrone” problemi ile ortaya ¢ikan

varyasyon hesabinin bir sonucudur [2, 3].

Optimal kontrol teorisinin kokeni 17. yiizyilda “varyasyon hesabina” dayanmaktadir. Bu
yiizyilda Galilleo, Fermat, Newton, Leibnitz ve Bernoulli kardesler gibi {inlii bilim
adamlar1 bu alanda caligmalar yapmislardir. Varyasyon hesabi 18. yiiz yilda Euler ve
Lagrange, 19. yiizyilda Legendre, Hamilton, Weierstrass ve Jacobi tarafindan
gelistirilmistir. 20. ylzyilin baslarinda ise konu tizerinde son dokunuslar1 Bolza ve Bliss
gerceklestirmistir. 1957 yilina gelindiginde Bellman 6zellikle lineer olmayan geri
beslemeli kontrol semasi i¢in Dinamik Programlama olarak adlandirilan Hamilton-Jacobi
Teoremine yeni bir bakis agist kazandirmistir. Mcshane (1939) ve Pontryagin (1962)
esitsizlik kisitlar1 iceren kontrol degiskenleri i¢in varyasyon hesabini genisletmis ve

sonug olarak ortaya “Maksimum Ilkesi” ¢ikmustir[4, 5].

20. ylzyilin ortalarinda teknolojinin hizla gelismesi sonucu, Ozellikle de uzay
teknolojisinde karsilasilan problemler klasik varyasyon hesab1 yontemleri ile
¢oziilemediginden yeni metotlarin gelistirilmesine ihtiya¢ duyulmustur[6]. 1950'lerde,
ozellikle havacilik problemleri lizerine ¢aligmalar yapan muhendisler bir dizi diferansiyel
denklem tarafindan olusturulan bir sistemi kontrol etme problemi ile ilgilenmeye

baslamiglardir. Problemlerin ¢ogunda, dogal olarak, belirli bir performans indeksinin en



aza indirilebilmesi icgin sistemin kontrol edilebilmesi istenmektedir. Bazi havacilik
problemlerinde, performansta kiiglik bir gelisme saglanarak maliyette biiylik tasarruf
saglanmis ve boylece optimal islem ¢ok onemli hale gelmistir[7]. Bu sirecte, Dinamik
programlama ve Pontryagin’in maksimum prensibinin formuliizasyonu ile 1950’lerde

modern anlamda optimal kontrol teorisinin temelleri atilmistir[6].

Optimal kontrol teorisindeki bu gelisim sadece uzay teknolojilerindeki problemler ve bu
problemlerin ¢éztimleri ile sinirli kalmamistir. Optimal kontrollerin hesaplanmasi ve
uygulanmasi igin pratik olan teknikler gelistirilmeye baslandik¢a bu teori, mihendislik,

ekonomi, isletme ve finans gibi bir¢ok farkli alanda kullanilmaya baslanmistir.

Gectigimiz yarim yiizy1l boyunca, finans yonetimi, miihendislik, bilgisayar bilimi,
tiretim, endustri ve ekonomi gibi pek ¢ok optimizasyon problemi ortaya c¢ikmistir.
Genellikle, belli amaglar1 bazi kisitlar altinda optimize etmek (minimize veya maksimize
etmek) gerekmektedir. Ornegin, bir sirket, halihazirda kazandigi kar payindan vazgegmek
pahasina gelecekte kazanacagi kar avantaji i¢in kazanglarinin ne kadarlik kismini elinde
tutmasina ve ne kadarlik kismi ile hisse senedi alinacagina karar vermelidir. Bu fikrin
amaci, hisse sahipliginin bugiinkii degerini en iist diizeye ¢ikarmaktir, ancak, birikmis
karlarin elde tutulmasi, mevcut temettiileri azaltmakta ve yeni hisse senedi ihraci,

sahibinin 6z sermayesinin etkisini azaltabilmektedir[8].

Baz1 optimizasyon problemleri, daha karmasik ve dinamik sistem iceren optimal kontrol
problemi igerir. Analitik ¢o6zlmlerle c¢ozulebilen gercek dinya optimal kontrol
problemleri maalesef oldukga azdir[8]. Bilgisayarlarin yayginlagmasi ile birlikte optimal
kontrol problemlerini ¢6zmek i¢in sayisal algoritmalarin {iretilmesi, bir¢ok aragtirmaci,
muhendis ve yoneticinin dikkatinin optimal kontrol problemlerine yodnelmesini
saglamistir. Bu gelismeyle birlikte analitik ¢6ziimii ¢ok karmasik olan gercek diinya
problemleri, niimerik yontemler ile kolayca ¢oziilmeye baglanmistir. Bu sayede optimal
kontrol teorisi, diger farkli bilim alanlartyla birlikte ekonomi ve finans alaninda da ¢ok

onemli bir hale gelmistir.



Son yarim asirda, ekonomi ve finans alaninda optimal kontrol problemleri ile ilgili
onlarca ¢alisma yapilmistir. [8-30] ¢alismalar1 son 50 yilda isletme, ekonomi ve finans

alanlarinda optimal kontrol teorisine oldukga 6nemli katkilarda bulunmuslardir.

Bu ¢alisma finansal akiglarin optimal kontrol problemini incelemek lzere hazirlanmistir.
Optimal kontrol problemleri incelenirken asagida belirtilen sorularin cevaplari verilmeye

calisiimistur:
1. Optimal kontrol problemi iyi konulmus mudur?

Optimal kontrol problemlerinin iyi konulmas: gerekmektedir; yani optimal kontrol
probleminin ¢zuminin var olmasi, amag fonksiyonelinin alttan sinirli olmas1 ve
herhangi minimallestirici dizinin minimum noktalar kiimesine yakinsamast

gerekmektedir.
2. Optimal kontrol probleminin ¢éziimii i¢in gerek ve yeter sartlar nelerdir?

3. Optimal kontrol probleminin nimerik ¢6zimu hesaplanirken hangi ¢6zim yontemleri

kullanilabilir?

Bu sorular dikkate alinarak hazirlanan bu c¢aligmanin 2. bolimunde, optimal kontrol
probleminin genel tanimi verilerek optimal kontrol problemlerinin tipleri hakkinda
bilgilere yer verilmistir. Daha sonra tezde ele alinan finansal akiglarin optimal kontrol
problemi ifade edilmistir. Optimal kontrol probleminin durumunu olusturan, Cauchy
problemi olarak adlandirilan, baslangi¢ deger probleminin ¢oziimiiniin varligi ve tekligi
icin ilgili teorem ifade edilmistir. Ardindan optimal kontrol probleminin ¢éziimii igin

gradyent yontemleri ifade edilerek gradyent izdiislim yonteminin tanimina yer verilmistir.

3. bolimde, ikinci boliimde verilen finansal akiglarin optimal kontrol problemi, ayrik

aynist ve niimerik ¢éziimi yer almistir.



3.1 alt bolumunde optimal kontrol probleminin iyi konulmus olup olmadigi aragtirilmistir.
Bunun igin 6nce problemin ¢éziimiiniin varligi ve tekligi i¢in bir teorem ifade edilerek
ispat1 verilmistir. Sonra ele aldigimiz optimal kontrol probleminin amag¢ fonksiyonelinin
diferansiyellenebilir oldugu gosterilmis, ardindan problemin ¢6zUmu icin gerek ve yeter

sart elde edilmistir.

3.2. alt bolimde 3.1. alt béliminde verilen optimal kontrol problemine sonlu farklar
yontemi uygulanarak problemin ayrik aynisi elde edilmistir. Daha sonra elde edilen ayrik
optimal kontrol probleminin ¢ézimiinln varlig1 i¢in bir teorem ifade ve ispat edilmistir.
Ardindan ayrik optimal kontrol probleminin sonlu fark semasinin hatasi
degerlendirilmistir. Son olarak sonlu fark yaklagimlarinin amag¢ fonksiyoneline gore

yakinsak oldugu ispat edilmistir.

3.3. alt bolimde, 3.1. alt bélimnde verilen optimal kontrol probleminin 3.2. alt bélimde
verilen ayrik aynisi i¢in gradyent iz diisiim yontemi uygulanmistir. Noktanin olasi
kontroller kiimesine olan izdiisiimli tanimlanarak yineleme formiilii elde edilmistir.
Yineleme formdlini durdurulmasi igin kisitlar olusturulmustur. Elde edilen formiil i¢in

¢oziim algoritmasi inga edilmistir.

3.4. bolimde 3.1 alt boliminde verilen optimal kontrol problemi icin iki 6rnek
olusturulmustur. Bu 0Orneklerin ¢6ziimii i¢cin MatlabR2016a programinda ¢o6ziim
algoritmas1 ingsa edilerek niimerik ¢oOziimleri gergeklestirilmistir.  Cozimler
dogrultusunda elde edilen bulgular yine bu boliimde ele alinmigtir. Matlab ¢6zim

algoritmalar1 EKLER bagliginda verilmistir.

4. ve son bolumde ise tezin 6nemi vurgulanarak, literatiirde benzer c¢alismalar ile

farkliliklar1 ortaya koyulmustur.



1.2. Kuramsal Temeller

Bu alt boliimde tezde kullanacagimiz tanimlari, teoremleri ve lemmalar1 verecegiz:

Tamm 1.1: f :[a,b] >R sonsuz kez tirevlenebilir bir fonksiyon ve x, €[a,b] olsun.

Bu durumda

f(k)

S )

k=0

kuvvet serisine f ‘nin X, noktasinda Taylor serisi ya da Taylor agilim: denir.

Tanim 1.2: X cR" kiimesi verilsin. Eger VX, yeX ve ‘v’ae[O,l] icin

(ax+(1-a)y)e X ise X kimesine konveks kiime denir. Baska bir deyisle bir X

kiimesinin herhangi iki noktasini birlestiren dogru pargasi yine bu kiimeye aitse, bu X

kiimesine konveks kiime denir.

Tanim 1.3: X, X,,..., X, X,Y € R" kiimeleri verilsin.

le{z:z:ixi, X € X, izl,_m}
i=1

Z,={z:z=x-y,xeX veyeY}

Z,={z:2=2x, xeX ve 1eR}

Z, kimesine X, X,,..., X, kiimelerinin toplam denir.
Z =X, +X,+..+ X, ile gosterilir.
Z, kiimesine X ile Y kiimelerinin farki denir.

Z, kiimesi X kiimesinin sayisi ile A ¢arpimi denir ve Z, = AX ile gosterilir.



Teorem 1.1: X, X,,..., X,,X,Y cR" kimeleri konveks kimeler olsun. Bu takdirde

Tanim 1.3 ‘te verilen Z,,Z, ve Z, kimeleri de konveks kiimedir.

Teorem 1.2: X Z{XERnZXj >0,jel, 1={12,..,n}, Ax<b, szB} kiimesi konveks

kiimedir.
Teorem 1.3: X konveks kiimesinin kapanist olan X kiimesi de konvekstir.

Tanim 1.4: X cR", x},x%,...,x" € X noktalar verilsin. B By B, 20 reel sayilar ve

n

> B =1 olsun.

i=1

X:Zn:ﬂix‘

noktasmna x',X’,..., X" noktalarinin konveks kombinasyonu denir.

Tanim 1.5: X < R" konveks bir kiime, f(X) de bu kiime lzerinde tanimli sonlu

degerlere sahip bir fonksiyon olsun. Eger VX,ye X ve Vf e [0,1] icin
f(Bx+(1-B)y)<Bf(x)+(1-8)f(y)

sart1 saglantyorsa bu f(x) fonksiyonuna X kimesi Gzerinde konveks fonksiyon denir.

Tanim 1.6: X < R" konveks bir kiime, f(X) de bu kiime iizerinde tamimli sonlu

degerlere sahip bir fonksiyon olsun. Eger Vx,y e X, x#y ve V4 €(0,1) icin



f(px+(1-B)y)<Bf(x)+(1-B)y

sart1 saglaniyorsa bu f(x) fonksiyonuna X kumesi Uzerinde ciddi (kesin) konveks

fonksiyon denir.

Tamm 1.7: X <R" konveks bir kiime, f(x) de bu kiime iizerinde tanimli sonlu

degerlere sahip fonksiyon olsun. Eger Vx,y e X ve v/ €[0,1] icin

2
R"

F(x+(1-p)y) < BT (x)+(1-B) T (v)-B(1-5)0Ix-y

olacak sekilde € >0 sayisi varsa f (X) fonksiyonuna X kumesi lizerinde € >0 sayisiyla

kuvvetli konveks fonksiyon denir. Burada € >0 sayisina kuvvetli konvekslik katsayisi

denir.

Teorem 1.4: VO >0 igin &-kuvvetli konveks fonksiyon konveks fonksiyondur. [31].

Lemmal.l: f,: X >R ve f,: X >R fonksiyonlar verilsin; burada X < R" konveks
kiimedir. Eger f, konveks fonksiyon ve f, @-kuvvetli konveks fonksiyon ise

F = f, + f, fonksiyonu 0 -kuvvetli konveks fonksiyondur[31].

Tanim 1.8: f:[tO,T]—>X bir fonksiyon olsun. Sonlu sayidaki 7,,7,,...,7, e[tO,T]

noktalarinin disinda her yerde siirekli olan ve bu noktalarda I. g¢esit kaldirilabilir

stireksizlige sahip olan f fonksiyonuna par¢ali siirekli fonksiyon (p.s.f) denir.

Tamim 1.9: Eger X, durumunu t, aninda baslangi¢ noktasina déniistiiren t €[t,,t,] icin

sonlu bir t, >t, zamani ve u(t) kontrolii var ise, bu X, durumuna t, aninda kontrol



edilebilirdir denir. Eger tim X, degerleri, tiim t, zamanlar i¢in kontrol edilebiliyorsa

sistem tamamen kontrol edilebilirdir veya kisaca kontrol edilebilirdir denir.

Tanim 1.10: X, R Uzerinde bir vektor uzay olsun. X iizerinde bir norm asagidaki

Ozellikleri saglayan bir
|- [:X—>R
fonksiyondur. Her VX,y e X ve Va € R i¢in
3 =0,
b) [x|=0 < x=0,
¢) Jex|=l|ellx,
d) [x+yl<[x|+]y]-

Uzerinde bir norm ile tanimlanmis olan bir X vektdr uzayma normlu vektor uzay denir

ve (x|| . ||) ile gosterilir.

Tanim 1.11: X =(X1, Xyyeens Xn) eR" icin

[

oY 2 2 2
B Do R T
i=1

ile taniml1 |||, fonksiyonu R" iizerinde bir norm tammlar. Bu norma Oklid normu ad:

verilir.

Tanim 1.12: Bir normlu vektor uzayi, normdan indirgenen metrikle tam ise bir Banach

uzayt olarak adlandirilir.



Tanim 1.13: Bir i¢ ¢arpim uzayi, i¢ carpimin indirgedigi normdan indirgenen metrige

gore tam ise bu uzaya Hilbert uzay: adi verilir.

Tanim 1.14: D —c R" olmak tizere f :D — R™ bir doniisiim olsun. Eger her X,y € D igin
[f ()= f(y)|<Lx-y]

olacak sekilde bir L >0 sayis1 varsa, f donilisiimiine D Uzerinde Lipschitz kosulunu

saglar denir. L >0 sayisinda da Lipschitz sabiti ad1 verilir. Lipschitz kosulunu saglayan

doniigsiimlere cogunlukla Lipschitz siirekli dontisiim ad1 verilir.

Tanim 1.15 (Cauchy Dizisi): Eger her £ >0 sayisi icin n>N ve m>N olmak (zere,

|Xn - Xm| < ¢ olacak sekilde bir N tamsayisi varsa, (X, ) dizisine Cauchy dizisi denir.

Tanim1.16: Bir metrik uzayda her Cauchy dizisi yakinsak ise bu uzaya tamdir denir.

Teorem 1.5 (Analizin Temel Teoremi): f :[a,b]—ﬂR strekli bir fonksiyon olsun. Bu

takdirde f ‘nin F gibi ilkel fonksiyonu (F'= f ) vardir ve
b

[ f(x)dx=F (b)-F(a)

dir[32].

Tanmim 1.17: Bir X kimesinin alt kimelerinin bir £ smifi asagidaki 6zellikleri saglarsa,

> ‘yabir o -cebir (veya o -cisim) denir.
a) X eX;

b) VSeX= X \SeZ;



¢) S,ex,n=12..=]JS, X

n=1

Bu tanimin bir sonucu olarak &J e ¥ dir. Bu X - o -cebirinin her bir elemanina 6lgulebilir

kiime denir.

Tanim 1.18: X bir kiime ve X, X ‘in alt kimelerinin bir o -cebiri olsun. Asagidaki

dzellikleri saglayan bir 13— [0,00] fonksiyonuna bir dl¢tim denir:

a) u(2)=0;

b) 12 sayilabilir toplamsaldir, yani eger S; € X, j=1,2,... ikiser ikiser ayrik kiimelerse o

Us )3t

dir. (X, ) Ugliisiine bir 6l¢iim uzayi denir.

Tanim 1.19: (X,Z, ,u) bir 6l¢iim uzay1 olsun. ,u(S) =0 ‘1saglayan S € X kiimesine sifir
Olgim’e sahiptir denir. Xe X noktalarimin bir P(X) ozelligi verilsin. Eger
{ x:P(x) yanlzytzr} kiimesi sifir Slgiime sahipse P(X) 6zelligi hemen hemen her yerde
(almost everywhere (a.e)) P(x) ozelligini saglar denir veya alternatif olarak, hemen

hemen her x e X igin P(X) 0zelligi saglanir denir. Kisaca h.h.h. kisaltmasi ile gosterilir.

Tanim 1.20: R iginde bir X, o -cebiri ve X Uzerinde bir z ol¢iimii vardir dyle ki
herhangi sonlu | =[a,b] arahigii¢in 1 X ve g (1)=I(1) ‘dir. Bu uzay iginde 6l¢timi

sifir olan kiimeler kesinlikle asagidaki 6zellikleri saglayan A kiimeleridir:

herhangi & >0 icin I, R, j=12,.., araliklarinin bir dizisi vardir ve oyle Ki
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dir. Bu Ol¢im Lebesque ol¢iimii adimi alir ve X, icindeki kiimelere Lebesque

olculebilirdir denir.

Tanim 1.21: (X,Z,,u) 6l¢lim uzayini alalim. Herhangi Ac X altklimesi igin A ‘nin

7 X = R karakteristik fonksiyonu

1, xeA ise
£A00 . xeA ise

ile tamimlanir. Bazi keN igin, a;eR ve §;eX, j=12..,k olmak Uzere bir

¢: X — R fonksiyonu

K
¢= Zaj)(sj
-1

biciminde ise ¢ basittir denir. Eger ¢ negatif degilse ve basit ise 0 zaman ¢ ‘nin ( X

Uzerinde, u ye gore ) integrali

olarak tanimlanir.

Tanim 1.22: (X, X, x) bir 6lglim uzay1 olsun. Bir f : X —[0,0] fonksiyonuna, Va e R
icin
{xeX:f(x)>a}ex

0zelligini saglarsa ol¢iilebilirdir denir.

11



Tanim 1.23: Tanim 1.22 de verilen tanima gore f Olculebilir olsun. Bu durumda
[F1()=|f (x), £ (x)=max{+f(x),0}

ile taniml |f|:X —>[0, oo] ve f*:X —)[O,oo] fonksiyonlar1 olgiilebilirdir. Eger f

negatif degilse ve olgiilebilir ise 0 zaman f nin integrali

_[fdy=sup{j¢d,u:¢basitve0§¢s f}

olarak tanimlanir. Eger f olcUlebilir ve j|f|d,u<oo ise 0 zaman f ‘nin integrallenebilir
X

oldugu soylenir ve f ‘nin integrali
[fdu=[fdu-[fdu
X X X

olarak tanimlanir. Kiimesi tizerinde integrallenebilir fonksiyonlarin kiimesi Ll(X) ile

gosterilir.

Tamm 1.24: Baz1 n>1 icin (X,Z,,u):(R”,ZL,,uL) olsun. f e Ll(IRi”) ise 0 zaman f

ye Lebesque integrallenebilirdir denir.

Tanim 1.25:

a) L,(0,T) uzay: Banach uzay1 olup, elemanlari (O,T) araliginda olgiilebilir ve mutlak

degerin karesiyle integrallenebilir fonksiyonlarin Lebesque uzayidir. Burada i¢ ¢arpim ve

norm asagidaki gibidir:

(09 o =[OV

1/2
Ju L(oT) — (<U’V>L2(0,T)) < oo

L,(0,T) uzay: yukarida tanimlanan i¢ ¢arpim ile bir Hilbert uzayidir.

12



by L™(0,T) uzayr, m-boyutlu u=u(t)=(u'(t),u(t),..,.u™(t)), 0<t<T vektor
fonksiyonlarmmn Hilbert uzayidir. Burada verilen V(t)eR"™,te[0,T] kumesi igin
vu' eV (t), i=1m fonksiyonlar kareleri ile birlikte [0,T] zerinde Lebesque

integrallenebilirdir. L3[0,T]=L,[0,T] dir. Buuzayda u ve v fonksiyonlari i¢in i¢ carpim

oo ]zm:ui(t)vi ()t

i=1

ve norm

Ju

4 12
M (0,T) :[,!Z‘u (t)‘ dt}

i=1

seklinde tanimlanir.

Tanim 1.26: L (O,T) Banach uzay1 olup, [O,T] araliginda 6l¢iilebilir, sinirl ve sonlu
||u||Lm(OYT) =ess sup{|u (x)|:xe [O,T]} =

=inf {CZOZ\;’XE[O,T] iGin |u(x)|§c}

normuna sahip U =u(x) fonksiyonlarinin uzayidir.

Tanim 1.27:

a) Bir A,., matrisinin gercel degerli elemanlar1 a; i=1m, j=1,_n olsunve x e R"

vektori verilmis olsun. Bu A,_., matrisin normu asagidaki bicimde tanimlanir:

R"

AX
1A= ”—

13



1/2
b) vraimax|A(t)| =inf sup[rpax[Z‘aijr] }
<i<n j:l

0<t<T A o<t<T

Tanim 1.28: Wzl(O,T) Hilbert uzay1 olup elemanlarinin kendisi ve onlarn birinci

mertebeden genellestirilmis tiirevleri L,(0,T) uzayindan olan Sobolev uzayidir. Bu

uzayda i¢ ¢arpim ve norm asagidaki sekilde tanimlanir;

0

”V/”wzl(o,T) - \/m'

- [wt)aﬁ(t)f‘”“)@]dn

Tanim 1.29: {Xn}, H Hilbert uzayinda bir dizi olsun. Eger VyeH igin

lim(x,,y),, =(x,y), oluyorsa {x,} dizisi xe H elemanmna zayif yakinsiyordur denir.

n—oo

Tamm 1.30: {x, },(X,|| |) normlu uzayinda bir dizi olsun. Eger lim |, — x| =0 oluyorsa

{x,} dizisi xe X elemanina normda ya da kuvvetli yakinsar denir.

Tanim 1.31: {fn}, bir X <R kiimesi tizerinde tanimli fonksiyonlarin bir dizisi olsun.
Eger Vxe X igin lim f (x)= f(x) oluyorsa, {f,} dizisi X kiimesi tizerinde f bir
fonksiyonuna noktasal yakinsar denir. Yani, xe X ve >0 icin n>N oldugunda

| f (X) —f, (X)| < ¢ olacak sekilde bir N=N (X, 8) >0 sayis1 vardir.

Tanim 1.32: {fn}, bir X kiimesi tizerinde taniml1 fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Eger

hemen hemen bitiin xe X icin lim f (x)=f (x) oluyorsa, {f,} dizisi X kimesi

nN—o
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Uzerinde f bir fonksiyonuna hemen hemen her yerde yakinsar denir. Yani,

lim f, (x) = f (x) esitligini saglamayan noktalarin kiimesinin dl¢iimii sifirdur.

n—o

Tanim 1.33: Siirekli fonksiyonlarin uzay1 tizerinde
[F]=sup]f (x)

olarak tanimlanan norm duizgiin ya da sup normu olarak adlandirilir. { fn} , bir X metrik

uzay1 lizerinde sinirh reel degerli fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Eger Iim|| f - f|| =0
nN—w

oluyorsa {fn} dizisi f € X fonksiyonuna diizgiin yakinsar denir. Burada norm sup

normudur.

Tanim 1.34: (X A ||) bir normlu uzay olsun. 0< & <2 sartin1 saglayan her ¢ sayisi igin,

eger, X,ye X icin ||x|=|y|=1ve |[x-y|=¢ iken

X+Yy
2

<1-¢6 (8) olacak sekilde

5(&)>0 sayisi varsa 1< p<oo igin L, (X)) uzay: diizgiin konvekstir.

Tamm 1.35: (X, ||) bir normlu uzay ve E < X olsun. E igindeki her dizinin E ‘de bir

limit noktas1 varsa E kilimesine X de kompakt kiime denir.

Tamm 1.36: E, (X,|| ||) Banach uzayinin bir alt kiimesi olsun. Eger E igindeki her {Xn}

dizisinin bir x € E noktasina zayif yakinsayan bir alt dizisi varsa E kiimesine (X A ||)

uzayinda zayif kompakt kiime denir.

15



Tanim 1.37 (Steklov Ortalamalar1): u e Ll(O,T) fonksiyonu verilsin. Bu durumda u,

Steklov ortalamalar1t 0<h<T igin

]hu(.,r)dr, te (O,T —h]

te(T-hT]

seklinde tanimlanir.

Tanim 1.38: (X|| ||) bir normlu uzay ve E — X kiimesi verilsin. Eger E deki biitiin

yakinsak dizilerin limit noktalar1 E ‘deyse E kiimesine X ‘de kapal: kiime denir.

Tanim 1.39: X , bir normlu uzay ve E < X olsun. Eger X ‘in her bir X elemani, E ‘nin

elemanlarinin bir dizisinin limiti ise E ‘ye X ‘de yogundur denir.

Tanim 1.40: X bir vektor uzay olmak Uzere, | : X — R(veya C) lineer operatoriine X

kiimesi Uzerinde bir lineer fonksiyonel denir. X kiimesi tizerindeki sinirli lineer

fonksiyonellerin uzayma X ‘in duali denir ve X ile gosterilir.

Tanim 1.41: J (u) fonksiyoneli B Banach uzaymmn U alt kiimesinde tanimlanmus olsun.

Eger ueU noktasma kuvvetli yakinsayan {u,}eU dizisi igin limJ (u,)>J(u) sarti

k—o0

saglaniyorsa bu takdirde J (u) fonksiyoneline u noktasinda alttan yar: siireklidir denir.

Tanim 1.42: J (u) fonksiyoneli B Banach uzaymin U alt kiimesinde tanimlanmis olsun.

Eger ueU noktasina zayif yakinsayan {u,}eU dizisi icin limJ(u,)>J(u) sarts

k—o0
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saglantyorsa bu takdirde J (u) fonksiyoneline u noktasinda alttan zay:f yar: stireklidir

denir.

Tanim 1.43: F, bir | araligi tizerinde tanimli f (t) fonksiyonlarinin bir ailesi olsun.

Eger Vtel ve Vf eF igin ‘f(t)‘ <M olacak sekilde bir M >0 sayis1 varsa F ye |

aralig1 lizerinde sinirlidir denir.

Tanim 1.44: B herhangi bir Banach uzay1 ve J (u) fonksiyoneli u noktasinin herhangi
bir a)(u,y):{v:VG B, ||V—u||<7/} komsulugunda tanimlanmis olsun. Eger

fonksiyonelin artis1 i¢in

- o(h,u) _
IFls=>0  [|h

0

olacak sekilde AJ(u)=J(u+h)-J(u)= (J "(u), h)B +o(h,u) sartimi saglayan
J '(u) € B” eleman1 varsa bu takdirde J (u)fonksiyoneli U noktasinda Frechet anlaminda

diferansiyellenebilirdir denir.

Teorem 1.6 (Weierstrass Teoremi): U, B Banach uzayinda zayif kompakt bir kiime

olsun. J (u) ise bu kiimede tanimlanan sonlu degerlere sahip ve alttan zayif yari siirekli
bir fonksiyonel olsun. Bu takdirde J.=infJ(u)>—o0,U. = {ueU:J(u)=d}=@

zayif kompakttir ve U dan alinan herhangi bir minimallestirici dizi, minimum noktalar1

klimesine zay1f yakinsar[33].

Teorem 1.7: Kabul edelim ki, X duzgin konveks uzay, U kimesi X uzayinin kapali

stnirlt kiimesi, | (v) fonksiyoneli U kiimesi iizerinde tanimlanan alttan sinirh ve alttan
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yart siirekli fonksiyonel ve o >0, f>1 verilen sayilar olsun. Bu takdirde X uzayinda

her yerde yogun olan dyle bir G alt kiimesi vardir ki, Voo € G igin
J.(v)=1(v)+alv-af

fonksiyoneli U kiimesi iizerinde en kiigiik degerini alir. Eger S>1 ise J, (V)

fonksiyoneli en kiigiik degerini U kiimesi izerinde bir tek noktada alir[34].

Teorem 1.8: U kumesi, B -Banach uzaymin konveks bir alt kiimesi, J (u)fonksiyoneli

bu kumede birinci mertebeden surekli tdrevlenebilir bir fonksiyonel ve

U, = {u eU:J(u)= inf J (u)} kiimesi J(u) fonksiyonelinin minimum noktalarinmn

kiimesi olsun. Bu takdirde Vu. eU. ve Vu U igin (J'(u),u—u,) >0 sarti saglanir[33].

Teorem 1.9: Farz edelim ki U kumesi B -Banach uzayinda konveks bir kiime olsun.

J(u) konveks fonksiyonelinin U kiimesi iizerinde alttan zayif yari siirekli olmasi igin
J(u) fonksiyonelinin U kiimesi iizerinde alttan yari siirekli olmasi gerek ve yeterlidir.
Yani J(u) fonksiyoneli U kiimesi tizerinde stirekli ise alttan yar: siireklidir. Alttan yari

sirekli oldugunda ise J(u) fonksiyoneli U kiimesi iizerinde alttan zayif yari

streklidir[33].

Teorem 1.10: Eger f el (t,,T)(veyaL,(t,T)) ise bu takdirde f, fonksiyonu f
fonksiyonunun  Steklov —anlaminda ortalamast olmak i{izere h—0 igin

I, — — 0 olur[35].

Lu(to.T)(veya Ly(to.T)

18



Teorem 1.11: Farz edelim ki U kiimesi B Banach uzayinin konveks kiimesi olsun. Bu

takdirde J(u)eC*(U) fonksiyonelinin U kiimesi Uzerinde konveks olmast igin gerek

ve yeter sart Vu,veU igin;

veya
(3"(u)=J"(v),u-v)_ =0
esitsizliklerinden birinin saglanmasidir. Eger int (U ) = ve J (u) eC? (U ) ise bu

takdirde J (u) fonksiyonelinin U kiimesi iizerinde konveksligi igin herhangi & € B icin

YU € B oldugunda
(J"(u)&,¢€) =0

sartinin saglanmasi gerek ve yeterdir[33].

Teorem 1.12 (Bolzano-Weierstrass Teoremi): {an}neN dizisi sinirl bir dizi olsun. bu

durumda {a,} dizisi yakinsak bir alt diziye sahiptir[36].

Lemma 1.2 (Gronwall Lemmasi): Eger g(t) fonksiyonu t, <t <t, tzerinde stirekli bir

fonksiyon ve

OSg(t)SK+L't[g(s)ds

to
esitsizligini saglarsa, t, <t <t (zerinde
0<g(t)<K+exp(L(t-t,))

dir. Burada K ve L negatif olmayan sabitlerdir [37].
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Lemma 1.3 (Gronwall Lemmasmin Ayrik Aynisi): Eger a>0,b>0 olmak Uzere

?; ] =0,N sayilari

i [
0<¢p,<a,0<p,,<a+b) g, j=0,N-1

m=0

sartlarini sagliyorsa bu takdirde

0<g, <a(l+b), j=0,

esitsizligi gecerlidir. Eger
N-1
OS(pj_1 Sa+b2¢m, J=0,N-1,0<¢,,<a

m=j

sartlar1 saglaniyorsa bu takdirde

0<gp <a(l+b)" ™, j=0,N-1

j =

esitzilgi gecerlidir [33].

Lemma 1.4 (Cauchy-Bunjakovskii Esitsizligi): u,veL, (Q)

1/2 1/2
s(“uf dxdr] U|v|2 dxdrj
Q Q

juvdxd T
Q

esitsizligi gecerlidir [38].

Lemma 1.5 ( & -Cauchy Esitsizligi): Keyfi a, b sayilar1 ve herhangi £ >0 icin

Jab|< £[af + - |of
&

esitsizligi gecerlidir [38].
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Tanim 1.45 (Noktanin kiimeye izdiisiimil): X < R" kimesi verilsin. X #& ve y e R"

herhangi bir nokta olsun.

[P =Yl =inf{x—y.

sartin1 saglayan p e X noktasina Y €R" noktasmmin X kiimesine izdiisiimii denir ve

p=P(y) veya p=P(y, X) seklinde gosterilir.

Dikkat edilecek olursa eger ye X oldugunda P(y,X)=0 olacagindan ye X

noktasinin X kiimesine izdiisiimii p =y yani kendisi olacaktir.

Teorem 1.13: Noktanin kapali kiimeye izdistimii vardir. Kapali konveks kiimeye
izdiistimii tektir. Herhangi bir y noktasmin kapali konveks X < R" kiimesine izdiigiimi

p € X olmasi i¢in gerekli ve yeterli sart:
(p-y,x-p)=0, xeX

sartinin saglanmasidir[18].

Tanim 1.46 (Noktanin kiireye izdiisiimii): X =S (X,) kiimesi merkezi X, noktasi ve

yarigapi r olan bir kiire olsun. Agiktir ki y ¢ X noktasinin X kiimesine olan izdiisiimi,
y Ve X, noktalarini birlestiren [y, X,] dogru pargasinin {XGR" 1} =% || = r} topu ile
kesisme noktasidir. Buradan izdiisiim

r(y-=x)

p =%+
[y=l

olur. p noktasinin izdisiimii oldugunu gostermek igin Teorem 1.13 de ifade edilen

esitsizligi kullanalim.
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r
<p—y,X— p>:(||x_x ”_1J<y_XO’X_X0>_r||y_XO||’ xeX
0

oldugu agiktir. |y —X,|>r ve Cauchy-Bunjakovskii esitsizligine gére keyfi bir X € X
icin

(Y =%, X=%,) <[ly =xp[[[x =% | <[ly = xp[|r
olur. Buradan Teorem 1.13 in saglandig1 gortiliir. Noktanin kiireye izdiigiimii

y , yeX

P (y)= r(y—=x
(=1, ”<y_x(|)|>,
0

yéeX

dir.

Tanim 1.47 (Euler Metodu): a,beR,a<b, f :[a,b]xR—R siirekli bir fonksiyon ve

X, € R olsun. x:[a,b] > R fonksiyonu icin

baslangi¢ deger (Cauchy) problemi verilsin. N eNigin h:=(b—a)/N zaman adimi ve

t' =a+ih,i=0,1,...,N olsun. Bu durumda Euler metodu

X" = X" + hf (t”,x”), n=0,1.. N-1

0_
X0 =X,

formulu ile xt, x3,..., x" aklasimlarini hesaplar.
y p
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2. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde tez calismasinda incelenecek olan finansal akislarin optimal kontrol

problemi ile ilgili materyal ve yontemlere yer verilmistir.

2.1.  Optimal Kontrol Problemi

Optimal kontrol problemi, Sovyet Bilimler Akademisinin V.A. Steklov Matematik
Enstitusiinde Lev Semyonovich Pontryagin’in onderliginde bir ekip tarafindan ortaya
atilan ve “Pontryagin’in Maksimum Prensibi” olarak adlandirilan bir teori ile son halini
almistir. Bu teori daha sonra “Optimal Kontrol Teorisi” olarak adlandirilmistir[31, 39].
Kontrol Teorisi, mekanik sistemler, endustriyel sistemler, elektrik sistemleri, elektronik-
kimyasal sistemleri, egitim sistemleri, tibbi sistemler, finansal sistemler gibi sistemlerle
ilgili ¢aligmalar1 kapsamaktadir. Optimal kontrol teorisinde, herhangi bir ¢6zim
denenmeden 6nce, problemin iyi tanimlanmasi gerekmektedir. Bu, optimize edilecek
sistemin net bir matematiksel tanimini, sistem tiizerinde dayatilan kisitlamalar1 ve

maksimize (veya minimize) edilecek amag fonksiyonunu gerektirmektedir.

Kontrol problemlerinin 6nemli bir kismu, fiziksel, isletme veya bunlarin disinda iizerinde
calisilan dinamik sistemin modelleme siireci ile ilgilidir. Bu suregte amag, Uzerinde
durulacak ve sistemin herhangi bir girdiye yanitini tahmin edebilecek kadar basit
matematiksel bir tanima ulagsmaktir. Amacimiz i¢in sistemin modeli, bir adi diferansiyel
denklemler sistemi ile tanimlanan sistemler ile sinirlidir. Bu nedenle bu tip problemlere
adi diferansiyel denklemlerle ifade edilen sistemler icin optimal kontrol problemi ismi
verilir. Cogu zaman bu problemler toplanmis parametreli sistemler i¢in optimal kontrol

problemi olarak da adlandirilmaktadir.

I. mertebeden adi diferansiyel denklemler sistemi i¢in bir optimal kontrol problemini

ifade edelim. Bilinen bir sistemin t e [O,T] (T >0 incelenen sistem igin bir zaman ufku,
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t, ise baslangi¢ zamani) aninda durum degisken vektdrii x(t)eR" olsun. Bu durum

degiskenlerine faz koordinatlar1 da denilmektedir. Incelenen bu sistemin kontrol edilebilir

oldugunu varsayalim. Bu sistemin herhangi bir ¢ aninda kontrol degisken vektorii olasi

kontroller kimesi U — D nun bir eleman1 olan u(t) olsun. Verilen bu x(t) ve u(t)

vektorleri i¢in sistemin durum denklemi asagidaki gibi bir adi diferansiyel denklemdir;
X(t)=f(x(t),u(t).t) (2.1.1)

X(t,) =% (2.1.2)

Burada x(t)= % , t zamanina bagl bir adi diferansiyel denklemdir. Bu denklemde

f fonksiyonu, x,uvet parametre ve degiskenlerine sahip 6nceden bilinen bir

fonksiyon ve X, ise baslangi¢ durumudur. Burada uygulamada genellikle u(t)

fonksiyonu pargali siirekli fonksiyon olarak segilir. u(t) kontroli ve x(t) durum

vektorleri fiziksel duruma bagl ya sinirli ya da smirsizdirlar. Dikkat edilecek olursa
(2.1.1)-(2.1.2) problemi bir Cauchy problemidir. Verilen bu adi diferansiyel denklemler

sistemi icin optimal kontrol problemlerinde en sik kullanilan amag fonksiyoneli;
T
J(u)=] o (t.x(t),u(t))dt+ (T, x(t)) (2.1.3)
t

seklinde verilir. Goriindiigii {izere amag fonksiyoneli iki terimden olusmaktadir. Ilk
terime integral fonksiyoneli, ikinci terime ise terminal (final) fonksiyoneli denilmektedir.
Isletme uygulamalarinda genellikle integral fonksiyoneline “anlik fayda oran1”, terminal
fonksiyoneline ise “hurda degeri” denilmektedir. Son olarak basit bir optimal kontrol

problemi (2.1.3) fonksiyonelini minimize edecek sekilde

—

min {J (u)= | fo (t,x(t),u(t))dt +CD(T,x(t))} (2.1.4)

f

x=f(t,x(t),u(t)) (2.1.5)

X(t,) =%, (2.1.6)
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seklinde ifade edilir. (2.1.4)-(2.1.6) problemine Bolza formda optimal kontrol problemi

denir. (2.1.4) amag¢ fonksiyonunda, ®=0 oldugunda probleme Lagrange formda,

f, =0 oldugunda ise probleme Mayer formda optimal kontrol problemi denir[25].

Verilen bu optimal kontrol probleminin ¢éziimiyle elde edilen u” kontroliine “optimal
kontrol”, u” =u optimal kontrol denklemi ile belirlenen x* fonksiyonuna da “optimal
yoriinge” veya “optimal patika” adi verilir. Amag¢ fonksiyonunun optimal degeri ise
J(u”) veya 3 ile gosterilir. Bir optimal kontrol probleminde amag (u”(t),x(t))
ikilisini bulmaktir.

Durum degiskenlerinin siniflandirilmasi:

a) Zamana bagli lineer olmayan sistemler i¢in durum degiskeni;

x=f(x(t),u(t).t)

b) Zamana bagl olmayan lineer olmayan sistemler i¢in durum degiskeni (otonom

sistem);

x=f(x(t),u(t))

C) Zamana bagl lineer homojen olmayan sistemler i¢in durum degiskeni, A(t),xn
Ve B(t),m mMatrisleri t zamanina bagli elemanlarin olusturdugu matrisler olmak

uzere,

x=A(t)x(t)+B(t)u(t)

d) Zamana bagl olmayan lineer homojen olmayan sistemler i¢in durum degiskeni;

X = Ax(t)+Bu(t)

seklinde ifade edilirler[40].

Tamm 2.1: Her YueU igin (2.1.1)-(2.1.2) Cauchy probleminin ¢dziimii denildiginde
Vte[t,, T] icin
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.
X(t) =X, +I f (r, x(z),u (r))dr
f
integral 6zdesligini saglayan [tO,T] araliginda siirekli olan ve bu aralikta parcali siirekli
X(t) turevine sahip olan

x=x(t)=x(t;u)

fonksiyonu anlasilacaktir.

Teorem 2.1: f(t,x,u) fonksiyonu [t,,T]xR"xU bolgesinde tanimlansmn ve biitiin

degiskenlere gore siirekli fonksiyon olsun. Ayrica Vt e [tO,T] ve YueU igin

vx,y e R"

[ (&x(0)u()-f (& y().u®)].,

<M |x-y

Rnl

sartin1 saglasin. Burada M >0 bir sayidir. Bu takdirde Vx, € R" ve YueU igin (2.1.1)-

(2.1.2) Cauchy probleminin Tanim 2.1 anlaminda bir tek ¢6ziimii vardir.

Tammm 2.2 (Hamilton-Pontryagin Fonksiyonu): (2.1.4)-(2.1.6) Optimal kontrol

problemi Uzerinde Hamilton-Pontryagin fonksiyonunu tanimlayalim. Burada olasi

kontroller kiimesi U = {u u( ) ( ) p.s.f, u( )e D, t, StST} olarak tanimlansin.

X, € R" sistemin baglangi¢ faz durumu ve D cR™ zamandan bagimsiz olan bir alt

kimedir. f=(f,f,.,f) vektor fonksiyon ve f (t,;xu),j=Ln ve ®(x)

fonksiyonlart tiim degiskenlere gore siirekli fonksiyonlar olsunlar. Bu problem igin

Hamilton-Pontryagin fonksiyonu

H(t,x,u,p)=—f, (t,x,u) 21// ;(t,xu) (2.1.7)

olarak tanimlamir. Burada y =y (t), 1=1 fonksiyonlart = t//(t) vektor

fonksiyonunun bilesenleridir. l//(t) fonksiyonu ise,
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oH :

v (t)= = fo (t, X,u)—;y/j (t) f, (txu), t,<t<T (2.1.8)
v (T)=-®,(x(T)) (2.1.9)
o (txu) . —

probleminin  ¢6zumiu  olup fjx(t,x,u)z ,J=Ln “dir. (2.1.8)-(2.1.9)

OX
problemine de (2.1.4)-(2.1.6) optimal kontrol problemine karsilik gelen eslenik problem
(sistem) denir.

Tammm 2.3: Hamilton-Pontryagin fonksiyonu kullanilarak (2.1.5)-(2.1.6) ve (2.1.8)-

(2.1.9) sistemleri bir simetrik sistem bi¢ciminde asagidaki gibi yazilabilir:

dx . OH(Lxuy) _

= x(t)_—aw o X(t) =%, (2.1.10)
d . —oH (t, X, u,
Wp-"HEE) )0, (xm). e

Bu (2.1.10)-(2.1.11) biciminde olan simetrik bir sistemde yer alan denklemlere Hamilton-

Jacobi denklemleri denir.

2.2.  Finansal Akislarin Optimal Kontrol Problemi

Bu alt bolimde durum denklemi birinci mertebeden lineer adi diferansiyel denklem
sistemi olan optimal kontrol problemi ele alinmistir. Bilindigi {izere finansal kuruluslarin
finansal akisinin optimal kontrol problemleri genelde lineer ve lineer olmayan birinci
mertebeden adi diferansiyel denklemler icin optimal kontrol problemleri ile
aciklanmaktadir. Bu tiir problemler ilk 6nce farkli yazarlarca [8, 18, 19, 33, 41-45]
calismalarinda incelenmistir. Bu tez calismasinda olasi kontroller kiimesi karesel

integrallenebilir fonksiyon uzaylar1 olarak secilmistir.
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2.2.1. Optimal Kontrol Probleminin Konulmasi

Bu ¢aligsmada incelenecek olan optimal kontrol problemi:

3, (U) =By [[x(T;u) -y,

nzx" +5 ”X_ yl”i(z”)(O,T) +0£||U - i(z’")(OVT)
fonksiyonelinin

U :{u =u(t):uel§"(O0,T), |u

sb}

meor) = 0

kiimesi Uizerinde

% = A()X(t) + B@)u(t) + (1), 0<t<T

X(t)) =X
sartlar1 altinda minimumunun bulunmasi1 problemidir. Burada T >0 verilen zaman;
Lo+ B #0 olmak dlzere p,20,620,>20 ve Db,>0 verilen sabitler;
w=o(t) = (a)l(t),a)g(t),...,a)m (t)), t ammnda planlanan mevduatlarin  vektori;
Yo = Yo =(y01, Yoo reeos yOn), ] =1n j. misterinin t =T aninda bankadan alabilecegi
daha 6nceden planlanan kredi miktart; Xy =Xy; = (X1 Xg1ems Xon), j=1n . Miisterinin
baglangi¢ kredi durumunu belirten bilinen sayilar; u(t) =u(t) =(ul(t),u2(t),...,um(t)),
i=L,m herhangi bir t aninda i mevduat kaynagmin  miktars;
x(t)=x;(t) =(X1(t), X, (1), ..., Xn(t)), i =1n herhangi bir t aminda j. miisterinin
bankadan alacagi kredi; Y;; = Y;; (1), j=1,_n herhangi bir t aninda j. miisteri i¢in banka

tarafindan daha &nceden planlanan kredi miktar1; A(t) ve B(t) matrisleri ve f(t)

vektorii bankanin i¢ kanunlari ile belirtilen fonksiyonlar olup; A(t) = {a ik (t)} , J,k=Ln

ve B@®)={b,®}, k=1n, i=1m, f)=(f,@), f,@), f,(t)) bicimindedir.

Farzedelimki A(t) matrisinin elemanlar1 a (t), j,k =1,n ve B(t) matrisinin elemanlart

olan b, (t), k=1n, i=1m [0,T] arahginda &lgilebilir smirli fonksiyonlar, f
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fonksiyonu ise f LS (0,T) olup karesel integrallenebilir fonksiyonlar olsunlar. Farz

edelim Ki;

A = Vrai max | Act)|

te[0,T]

By, = Vrai max [ B(t)]

olsun. YueU igin

% = AMDX() + BOu(t) + F(t), 0<t<T
x(0) =x,

Cauchy probleminin ¢dziimii dendiginde Vte[0,T ]igin
t
X(t) =X, +I[A(r)x(r) +B()u(z)+ f (T)]dT
0

integral esitligi saglayan X(t) = x(t;u), te[0,T] fonksiyonunu anlayacagiz.

Teorem 2.5: Farz edelim ki A(t) ve B(t) matrislerinin sirasiyla {a, (t)} ve {b, (t)}
elemanlart L, (t,,T) uzaymndan, f(t) fonksiyonu ise L(ln) (t,,T) uzaymndan olsun. Bu

takdirde u=u(t)e L (t,,T), 1< p <+ ve ¥x, e R" icin
%= AX() +BOU®) + F (1), t, <t<T
X(t) =%,

Cauchy probleminin

X(t) = x, +j[A(r)X(r) +B(r)u(r) + f(r)]dz

)

integral 6zdesligini saglayan bir tek ¢ozliimii vardir ve bu ¢6zUm tiim [tO,T] araliginda

tanimlanmistir. Bunlarin yani sira problemin ¢oziimii [to T ] araliginda hemen hemen her
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X(t) trevine sahiptir. x(t)e L' (t,,T) ve bu gdziim verilen integral 6zdesligini hemen
hemen her t [t,, T] i¢in saglar. Dahas1 f e L(;) (t,,T) ise bu takdirde x(t)e L(;) (t,,T)

“dir ([42],5.420).

2.3.  Optimal Kontrol Probleminin Nimerik C6zUmu

Optimizasyon problemlerini ¢ozmek igin literatirde birgok numerik yontem
bulunmaktadir. Dinamik programlama algoritmalari, gradyent algoritmalari, siralama
yontemleri, cekim ydntemleri gibi yontemler optimal kontrol problemlerinin ¢éziimiinde
en ¢ok kullanilan yontemlerdir. Tarafimizdan yapilan arastirmaya konu olan sarth
optimizasyon problemlerini ¢6zmek i¢in ise gradyentin izdiisiimii yontemi, sarth gradyent
yontemi ve ceza fonksiyonlart yontemi kullanilabilmektedir[18, 46]. Calismanin bu
bolimiinde finansal akiglarin optimal kontrolii probleminin ¢dziimii igin gradyent

izdlisiim yontemini ele alinmastir.

Gradyent algoritmalari ilk olarak Kelly, Bryson ve Denhom tarafindan 6nerilmis sartl
veya sartsiz optimizasyon problemlerinin ¢oziimleri i¢in kullanilan niimerik
yontemlerdendir. Bu yontemlerde amag, durum yoérungelerini igeren denklem

sistemlerinin integralini bularak ama¢ fonksiyonelinin gradyentini hesaplamaktir.

Bulunan bu durum yoringeleri y eslenik denklemini [O,T] zaman araliginda geriye

dogru hesaplamak igin kullanilir. Daha sonra bu durum yoériingeleri ve y sadece u
kontrol degiskenlerine bagli olan amag¢ fonksiyonelinin gradyentini hesaplamak i¢in
kullanilir. Durum ydriingeleri U kontrol degiskenleri ile hesaplandigindan amag
fonksiyonelinin gradyentinin sadece u kontrol degiskenlerine goére hesaplanmasi

mumkandur[46].
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2.3.1. Gradyent Yontemi
R" de tanimli, sonlu degerlere sahip, siirekli tiirevlenebilen f(x)eC (R") fonksiyonu
verilsin.

f(x) > min, xeR"

sartsiz optimizasyon problemini ele alalm. Bilindigi iizere siirekli tiirevlenebilen

fonksiyonlarin degeri gradyent yoniinde artarken gradyentin tersi yoniinde azalir. Bunu
gostermek icin f fonksiyonunun VxeR" noktasindaki h artisina bakalim. Taylor

acilimindan

f(x+h) = f () =(£'(x),h),, +o(|h

)

yazabiliriz. Buradan

o([il.) _

a0 [

R"

sartim1  saglayacak bir h artis1 segilebilirse f fonksiyonunun Frechet anlaminda
diferansiyellenebilir oldugunu biliyoruz, burada f'(x) ’e f fonksiyonunun gradyenti

denir.
Simdi Cauchy-Bunjakovskii esitsizligini kullanarak

[ (9. [P

L <(FO0,N) <[ ()

R" R" R"

esitsizligini yazabiliriz. Burada h =y f'(x), y >0 olarak alip yukaridaki esitsizlik

[

y ()

o S(F00,7F00),0 <[ (%)

y ()

Rn ]Rn Rn

esitsizligine doniisiir. Bu esitsizligin sag tarafi

1O 7 T O = 7] I
olur ve benzer sekilde esitsizligin sol tarafi da
1 O 17 T O = =7 T X
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olur. h=yf'(x), y>0oldugundan gradyent yoniinde gidersek <f’(x),h>Rn ifadesi

artarak 7/| ;n ifadesine yaklasarak esit olur. Tersine h=—yf'(x), y >0 alirsak

f'(x)

;n ifadesine esit olur. Bu da siirekli tlirevlenebilir

(f'(x),h),, ifadesi azalarak —y |

f(X)

bir fonksiyonun gradyenti yoniinde artarken, gradyentinin tersi yoniinde azaliyor olmasi

demektir.

2.3.2. Gradyent izdiisiim Yéntemi

X < R" kapali ve konveks kiimesinde tanimli f(X) fonksiyonu birinci mertebeden

surekli tlrevlenebilir olsun.

f(xX) > min, xeX

problemini ele alalm. X =R" oldugunda bu problem yukarida verdigimiz gradyent
yontemi ile ¢ozilebilmektedir fakat X = R" igin gradyent yontemini uyguladigimizda
herhangi bir adimda buldugumuz x*"' ¢ X olabilir. Bu durumda gradyent yontemi ise
yaramaz. Bu nedenle x“** ¢ X oldugunda x“* =x* -y, f'(x), 5 >0 noktasiun X

klimesine gore
Xt =P, (xk—akf’(xk)), k=012,.

izdligimiinii  bulabiliriz. X  kimesi kapali oldugundan izdiigimii vardir ve

P (Xk -7 f ’(Xk)) noktast X kiimesinin bir elemanidir. Gradyent yonteminde oldugu

gibi iterasyona buldugumuz bu X“** noktasi ile devam ederiz. iterasyonu durdurmak icin
belirlenen sartlar saglanincaya kadar X“* & X oldugu her adimda bu noktanin X

kiimesine izdiisiimiinii bularak islemlere devam ederiz. f'(x*)=0 veya 0’a yeterince
yakin oldugunda iterasyon biter. En son adimda bulunan P, (Xk -7 f ’(Xk)) noktasimin

minimum nokta olup olmadig1 arastirilir. Bu yonteme Gradyent Izdiisiim yontemi adi

verilmektedir.
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Bu P, (Xk -7 f ’(Xk)) noktasinin minimum nokta olmasi igin gerek ve yeter sart f (X)

fonksiyonunun bir konveks kiime olmasidir. Gergekten de f(x*)z inI f(x) sartini

saglayacak sekilde X" =P, (Xk A ’(Xk)) noktasini segelim, Vy € X igin

<x* ~(X =7 (%), y—x*> >0
<;/f'(x),y—x*>20, 7>0
<f’(x), y—x*>20

esitsizligi saglanir.

Gradyent yontemi ve gradyent izdiisim yonteminde y, >0 sabitlerini bulmak igin

asagidaki yontemler kullanilir:

) g ()=f(x—yf'(x)), »=0
9 (7)—>inf, 7>0
problemine bakacak olursak. y, ’y1
g (7)=inf g, (7) =g
esitligini saglayacak sekilde secebiliriz.
ii) 7, >0 degerini her adimda f (Xk”) < f (Xk) esitsizligini saglayacak sekilde secebiliriz.
Bunun igin y, =y~ segerek

XU=P (X —p f(x)),  k=012..

formilinde yerine yazariz. y degeri f (X"”)< f(xk) sartin1 saglamadiginda g >1

*

sabiti gibi bir sabite bolerek esitsizligin saglanip saglanmadigina bakariz. Yani y, = r

olarak segeriz. Esitlik saglanmadiginda y, ’y1 g >1 sayisina bolmeye devam ederiz. Belli

bir adimda f (Xk*l) < f (xk) sart1 mutlaka saglanacaktir.

i) 7,>0, D ye=+0, D pl<+o
k=0 k=0
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sartlarm saglayan bir y, segilir. Bu sekilde secilen y, degerleri igin f (Xk*l) < f (Xk)

sarti muhakkak saglanir [18].
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3. BULGULAR

Calismanin bu boliimiinde, bir 6nceki boliimde ifade edilen strekli zamanli finansal
akiglarin optimal kontrol problemi incelenmistir. Optimal kontrol probleminin 6nce 1yi
konulmus oldugu gosterilmistir. Daha sonra, siirekli zamanli optimal kontrol problemine
sonlu farklar yontemi uygulanarak problem, ayrik zamanli optimal kontrol problemine
doniistiiriilmiistiir. Ayrik optimal kontrol probleminin Gradyent Izdiisiim y&ntemi
uygulanarak ¢oztim algoritmasi insa edilmistir. Son olarak bu ¢oziim algoritmasi i¢in
Matlab uygulamalar1 verilmistir. Calismanin bundan sonraki kisimlarinda optimal kontrol

problemi denilince finansal akislarin optimal kontrol problemi anlagilacaktir.

3.1.  Finansal Akislarin Optimal Kontrol Problemi

Bir 6nceki bolumde verilen finansal akislarin optimal kontrol problemini ele alalim. Buna

gore tizerinde galisacagimiz problem:

3, (U) =B | x(T;u) -y, ; + B |x-y, i@(o:) +afu-w ZL(Z"‘)(O,T) (3.1.1)
fonksiyonelinin
U= {u =u(t):uelS"(0,T), |u wom < bo}
kiimesi Uzerinde
X=A@)x(t)+Bt)ut)+ f(t), 0<t<T (3.1.2)
x(0) =X (3.1.3)

sartlar1 altinda minimumunun bulunmas: problemidir. Burada T >0 verilen zaman;

Lo+5,#0 olmak Ulzere /20,820,020 ve b,>0 verilen sabitler;
w=ot) = (a)l(t), ay(t),... o, (t)) t ammnda planlanan mevduatlarin  vektori;

Yo = Yoj :(yOl, Yoo reees yOH), j=1Ln j. misterinin t=T aninda bankadan alabilecegi

daha 6nceden planlanan kredi miktari; X, = X;; :(XOl, Xogseees XOn), j=1n j. miisterinin
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baslangig kredi durumunu belirten bilinen sayilar; u(t) =u,(t) =(u,(t),u,(t),....u,(t)),
i=1,m herhangi bir t aninda I mevduat  kaynagmin  miktart;
x(t)=x, (t)=(X1(t), X, (1), ..., Xn(t)), j=1n herhangi bir t aninda j. miisterinin
bankadan alacagi kredi; Y;; = Y;; t), j =1,n herhangi bir t aninda j. miisteri icin banka
tarafindan daha &nceden planlanan kredi miktar1; A(t) ve B(t) matrisleri ve f(t)

vektorii bankanin i¢ kanunlari ile belirtilen fonksiyonlar olup; A(t) = {a ik (t)} . jk=1Ln

ve B®)={b, ()}, k=Ln, i=1m, f@®=(f),f,t),... f,(t)) bicimindedir.

Farzedelimki A(t) matrisinin elemanlar1 a; (t), j,K =1n ve B(t) matrisinin elemanlar1
olan b, (t), k=1n, i=1m [0,T] arahiginda Olgiilebilir siurli fonksiyonlar, f
fonksiyonu ise f eL{”(0,T) olup karesel integrallenebilir fonksiyonlar olsunlar. Farz

edelim Ki;

A = Vrai max | Act)|

te[0,T]

B, = vrg{oqw]ax 1B®)|

olsun. YueU igin (3.1.2)-(3.1.3) Cauchy probleminin ¢6ziimii dendiginde Vte [O,T]
icin

X(t) = X, +j[A(r)x(r)+ B(z)u(z) + f (r)]dz (3.1.4)

integral esitligi saglayan x(t) = x(t;u), t[0,T] fonksiyonunu anlayacagiz.

Teorem 2.5 ‘ten yararlanarak YueU icin (3.1.2)-(3.1.3) Cauchy probleminin [0,T]
araliginda siirekli olan bir tek ¢oziimiiniin var olduguna ve bu ¢ézimun [O,T] araliginda

tammli LY (0,T) uzayma ait olan hemen hemen X(t) tiirevine sahip olduguna

hikmedebiliriz. . Buna gore (3.1.4) denklemi igin Cauchy-Bunjakovskii’den yararlanarak

asagidaki esitsizligi yazabiliriz:
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o+ [ AD)X(D)), +(B(U()), + 1, (r)} i=Ln

0

¥, (®) S‘xoj‘+j‘(A(r)x(r))j‘dr+ﬂ(B(r)u(r))j‘dr+h f,(0)|dr
¥, (0) SZi:‘xoj‘—l—ji‘(A(r)X(r))j‘dr—kji‘(B(r)u(T))j‘dr—Fji‘ (e =

_ il\xojhjil\(A(r)x(r))j \dr+jil\(B(r)u(r))j\dwjiq f (o)l <

(Zf} Jn (\xoj\ )M+I(Zn:12) 2{2\ A(r)x(r))JrTde

= J

12

N e

=Jﬁzn_;(\xoj 2)”1&@[% (A(r)x(r))jr] 2o|f+

1/2

B(r)u(T))er dr+«/ﬁj|.(zn_:‘ fj(T)‘Zj dr <

s
<R+ G, e[ de R0 de =
<Al VR AL, e[ e+ RO, b=
<R, +Rvrsimax A o), e+ Fwai x| B lu), . -

A [ @ dz =Vl + VAR [[XE dr 4By, [ (). dr+
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Rndz‘.

+n[[f ()

Bu esitsizlikte ||A(z')|| ve ||B(r)|| normlari sirastyla A(t) ve B(t) matrislerinin Tanim

1.27-b de tanimlanan normlaridir. Simdi her iki tarafin karelerini alip, j = 1,n e toplayip,

karekok alarak

n 2 t T T
[Z‘xi (t)r] <%0 +nAnaX_[||x(r)||Rn dr+anaXI||u(r) o dr+nf|| f(7)],. dz

=t 0 0 0
esitsizligini elde ederiz. Buradan Gronwall Lemmasindan (Bkz. Kuramsal Temeller
Lemma 1.2) ve Cauchy-Bunjakovskii’den (Bkz. Kuramsal Temeller Lemma 1.4)

yararlanarak

.
o A7 +6 [[[(2)]0 dz <
0

1/2
2
b er

;
%) <o olle + 6, [llucz)
0

<€, [|%

- +61\/'ITU||U(T) "’ dr] +czﬁ(j||f(f)

esitsizligini yazabiliriz. ¢, = maks{ﬁo,élx/'lT 6,\T } alirsak

+|

IXOl,e < | o]+ | vterom (3.1.5)

L™ (0,1) LM (o,1)

esitsizligi elde edilir. Burada ¢,,C;,C, ve c, sabitleri t’den bagimsiz olan sabitlerdir.

3.1.1. Optimal Kontrol Probleminin Iyi Konulmasi

Simdi (3.1.1)-(3.1.3) optimal kontrol probleminin ¢6ziimiiniin varlik ve tekligini

inceleyelim.

Teorem 3.1.1. Farz edelim ki A(t) ve B(t) matrislerinin elemanlari [O,T] araliginda

siirli lgiilebilir fonksiyonlar ve f eLl$(0,T) olsun. Bu durumda a>0 ve
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Vo el (0,T) icin (3.1.1)-(3.1.3) optimal kontrol problemi en az bir ¢6ziime sahiptir

ve eger a >0 ise bu ¢ozim tektir.

Ispat: Once J_(u) fonksiyonelinin U kiimesi iizerinde siirekli oldugunu gosterelim. Bu
amacla U kumesi Uzerinden herhangi bir ueU alalim ve ona dyle bir Au e L{”(0,T)
artigt verelim ki u+AueU olsun. Farz edelim ki x(t) = x(t;u) ve X, (t) =x(t;u+Au)

fonksiyonlart (3.1.2)-(3.1.3) Cauchy probleminin sirasiyla ueU, u+AueU

kontrollerine karsilik gelen ¢oziimii olsunlar. Bu durumda
AX(t) = X, (t) — x(t) = x(t;u + Au) — x(t; u)

fonksiyonu asagidaki Cauchy probleminin ¢éziimii olacaktir:

dAX(t)

o= AOMD+BOAU®, 0<t<T (3.1.6)

Ax(0) =0 . (3.1.7)

Bu Cauchy probleminin ¢6ziminin Ate[0,T] i¢in asagidaki integral ozdesligini

sagladigi aciktir:
AX(t) = j A(r)Ax(7)dz +j B(z)Au(r)dz . (3.1.8)

Bu integral 6zdeslikten ve Cauchy-Bunjakovskii’den yararlanarak asagidaki kestirimi

elde edebiliriz: j=1,n

|Ax; ()] =

j(A(T)AX(r)),. dT+j(B(r)Au(r))j dr| <

0

t

< j (A()AX(r)),

0

j B(z)Au(r)), dz|<

0

n t n

(A()AX(z)) ‘dr+ >

j=1 0 j=1

B(r)Au (2'))

Q.

T =

t
<[
0
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i

0 j=1

(A(T)AX(T))J_‘dr+jil‘(B(T)Au(r))j‘dr <

Sj(ifj Zn:(A(r)Ax(r))j‘ dr+j(zn:12J {Zn:‘(B(r)Au(r))j‘] dr =

j=1

12
n 2

) (A(r)Ax(r))j‘ dr+\/ﬁj£zz;

j=1

(B(z‘)Au(r))j‘ ] dr <
<JIn[[|A@)MX(@)],. dz +Vn[[B(r)Au(D)). dr <

t t
<iJn vrai max 1A '([ |ax(2)|,.. d7 + J/nvrai max |B(z)| _([ |Au(z)

0<t<T

o dr <

< \/HAnaXJt.|AX(T)|n dr+x/HBmaX].|Au(r)|m drz .

Bu esitsizligin her iki tarafinin karelerini alip, j= 1,n e toplay1p, karekok alarak

an dr

|Ax(t)].. <PA [lAX(@)],. dz +nB, [[Au(z)

esitsizligini elde ederiz. Gronwall lemmasindan ve Cauchy-Bunjakovskii’den

yararlanarak
1/2
2
n d 7)

wen VLEOT]. (3.1.9)

[ax(t)],., <& JAu(@)],. dz < T ( [lau()

ve C = 53\/'? alirsak asagidaki esitsizligi elde ederiz:

lax(t)].. <c Au(t)

Burada C, >0 ve ¢, >0 sabitleri t’den ve At ’den bagimsiz sabitlerdir.
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Simdi J,(u) fonksiyonelinin ueU {izerinde artigin1 bulalim. (3.1.1) formilinde o =0

yazarak elde edilen formilden yararlanarak AJ,(u)=J,(u+Au)—J,(u) artisi igin
Ay (U) = Jo (U +Au) = Jo(u) = B, | X(T;u+ Au) - y0||2 + B, |x(t;u + Au) - y1||i(2n)(0]T) -

By ”X(T;U)_ Yo

= BUXEU) = Vel oy, = B (XT 30+ Au) = Yo, X(T5u +Au) =y )., -
= (X(T50) = Yo X(T3U) = Yo ) o + B (X(G U +AU) = Y3, X(GU+AU) =Y, )
=B (X6 U) = Y X(EU) = Y1) 006y = B (XCT5U) + AX(T 1) = Yo, X(T3U) +AX(T;U) = Yo ) +
+ B, (X(t;u) + AX(t;u) = Yy, X(6U) + AXEU) = Y, o) —
5 (X(T3U) = Yo, X(T5U) = Yo ) = B {X(6U) = Y1, X(GU) = Y1), o) =
= S (X(T3U) = Yo, AX(T;0))  + By (AX(T:u), X(T;0) =Y, )., + B, | AX(T;u)[, +
+B, (x(t;u) -y, AX(t; u))w on A (Ax(t;u), x(t;u) - y1>L<2n) ot lax(t; u)||§;) on) =
=2, (X(T:) = Yo, AX(T30)),,, + 28, (X(t0) = Yo, AX (1)) o o) + lax(T; W)}, +
A, ax oo,

esitligini yazabiliriz. Buradan norma gecerek Cauchy Bunjakovskii esitsizligi (Bkz.

Lemma 1.4) yardimiyla asagidaki esitsizligi elde edebiliriz:

A3, (u)] = ‘2/3’0 (X(T5u) = Yo, AX(T;)), +2/,(X(t;u) - yl’AX(t;U)>L<2n>(0,T) +

+ B [AX(T W[ + AAXE W oo

sZ,BOKX(I';U)—yO,Ax(T;u)>Rn‘+

+203

(x(t;u) -y, AX(t; u)>L(2n)(0]T) + B |AXCTsu)[ + B Ax(t; u)||i(2n)(0]T) <

< 203 [XCT30) = Yo o JAXCT; W) + 25, X W) = Y, O [AXE W0 dt+ 4 [AX(T30) [, +
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+P, |Ax(t;u)

2

S CON

Bu esitsizlikte (3.1.9) kestirimlerini dikkate alirsak kolaylikla asagidaki esitsizligin
gecerli oldugunu elde ederiz:

2
Moy )

+[|Au

(3.1.10)

m(0,1)

|AJ, (u)| <c, (||Au

Burada c, sabiti Au ’dan bagimsizdir. Bu esitsizlikten Au— 0 oldugunda AJ,(u) -0
olacagindan J,(u) fonksiyonelinin U kimesinin herhangi bir u elamani tizerinde baska
bir deyisle U klmesi Uzerinde surekli oldugunu elde ederiz. Bunun yani sira

2
M (o,1)

) =[u-o (3.1.11)

fonksiyonelinin normun karesinin stirekliliginden U kiimesi tizerinde siirekli oldugu

aciktir. Bu nedenle
J (u)=J,(u)+al(u) (3.1.12)

fonksiyonelinin U kiimesi lizerinde siirekli olduguna hitkkmedebiliriz.

Simdi J,(u) fonksiyonelinin U kiimesi {izerinde konveks oldugunu gostermeye
calisalim. Bu nedenle Yu,veU , V£ €[0,1] alalim ve u, = pu+(1-p)veU kontroline
bakalim. Farz edelim ki x,=x(t;u;) (3.1.2)-(3.1.3) Cauchy probleminin u, U,

L €[0,1] *ya karsilik gelen ¢oziimii olsun. Bunun yani sira X(t;u) ve x(t;v) fonksiyonlari

sirastyla (3.1.2)-(3.1.3) Cauchy probleminin ueU ve veU kontrollerine karsilik gelen

¢6zUma olsun. Bu durumda

X(tU,) =X, + j | A(D)x(z;u,) + B(z)(Bu(z) + (L- B)V(r)) + T (r) |dz =

=X, +j[A(T)X(T; u,)+B(2) u(r) + B(r)(A- BV(z) + f (r) |dz
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=X, +IA(f)x(f;uﬂ)dT+I B(r)ﬂu(r)dr+_:[ B(r)(1- ,B)V(r)dr+j; f()dr
=(B+1- )X, +iA(r)x(r; Bu +(l—ﬁ)v)dr+j:B(7:)ﬁu(r)dr+
+i B(r)(1— A)V(z)dz + (S +1- ﬁ)_:[ f()dr =
= %, + (1= )% +ﬂj A(r)x(r:U)dH(l—ﬂ)jA(r)x(r;v)dr+
+,Bj B(r)u(r)dz +(1— ﬁ)j B(r)v(r)dz+(1— ﬂ)j f(r)dr+

+ﬂj‘ f (r)dz':ﬂ[xo +j[A(r)X(r; u)+B()u(z)+ f (r)]dr}+

+(1—,B)[x0 +jf[A(r)x(r;v) +B(r)v(zr) + f (r)]dr}

oldugundan
x(t;u,) = px(tu)+ (- B)x(t;v), vpe[0,1], te[0,T] (3.1.13)

bagintist gecerlidir.

Simdi  J,(u,) degerine bakalim. J,(u) fonksiyonelinin biciminden ve (3.1.13)

formiiliinden yararlanirsak

JO(Uﬁ) =/, HX(T;U/})_ yOH;n +ﬂ1HX(t;uﬂ) - ylHi(Q")(O,T) -

= By |AX(T;0)+ (L= BIX(T V) = Yo [ + BIBX(E 1) + W= BIXEV) = Vil o, =

= | Bx(T5u)+ (0= AT V) —(B+(1-5)) vol [, +
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2

+B,|BxEu) + L= AX(EV) —(B+(1-B8)) vy

I
= B, | BX(T;0) = By, + (1= BX(T:v) — (1= B) Yo . +
B, Bx(tu) = By, + U= AXEV) = (1= 8) Yol 1, =

= BoBIXT iU = Yol + By @B XT V) = Yo + BoBB-DX(T:u) —X(T V)|, +
BB = Vil o, + A= AIXE) = il o7, +

2
RN

S+ B0 B)X(T5v) -y,

+B BB =D X(T 1) = X(T V)07, = BBIXT0) =,
~BA= P XT3 = XT V)20 + BBIXEUW = Vil o) + AL~ A XE) = Yallio o) -
~BBL=B)XT ;) =X (T V) r, = B0 () + (1= 8) o (v) -

~B(L=B) (S + B)IXT0) = X(T ) ) < B (U) (2= 8) I (v)
esitsizligini elde ederiz. Sonug olarak

35(U,) < B U) +(L-B)J,(v), Vu,veU, VAe[0] (3.1.14)

kestirimi gecerlidir. Bu esitsizlikten J,(u) fonksiyonelinin U kiimesi tizerinde konveks

fonksiyonel oldugu gériiliir. Diger taraftan 1 (u) = |u - a)||i(2m> fonksiyoneli igin

0.T)
1 (uy)=](pu+(1-p)v)- a’”l“(o:) = |Bu+(1-B)v=(B+1-B) oo, =
= |pu-poo+ (1= B)v-(1- Bl o, =IB(u= )+ (1= B)(v=0)]} o1, =
= Blu=lipor, (1= BV =l or + BIB-Du=Vipor) =
= Blu=lipor + (1= BV =l or = A= B =V]por) =

= A1 (u)+ (1= 8) 1 (v)= B (1= B)lu =V o7, <
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< B1(u)+(1- )1 (v)

Vv €[0,1] igin esitsizligi saglandigindan U kimesi Uzerinde konveks fonksiyoneldir.

2

o) fonksiyonelinin kuvvetli konveks fonksiyonel oldugu

a>0icin al(u)=a|u-o

aciktir. Kuvvetli konveks fonksiyonelin konveks fonksiyon oldugu Teorem 1.4 ten
bilinmektedir.. Bu durumda «>0 igin J, (u) fonksiyoneli U kimesi Uzerinde iki
konveks fonksiyonelin toplami oldugundan bir konveks fonksiyonel olacaktir. « >0
oldugunda ise J_(u) fonksiyoneli konveks fonksiyonelle kuvvetli konveks fonksiyonelin
toplam1 oldugundan, bu fonksiyonelin U kiimesi tizerinde kuvvetli fonksiyonel oldugu
Lemma 1.1 den bilinmektedir. Yukarida ispatladigimiza gére J_ (u) fonksiyoneli U
kiimesi tizerinde siirekli konveks fonksiyonel oldugundan ([33],s.52) g¢alismasindaki
bilinen teoreme gore J_(u) fonksiyoneli U konveks kiimesi iizerinde alttan zayif yar1
siirekli fonksiyonel olacaktir(Bkz. Teorem 1.9). Diger taraftan U kimesi L™ (0,T)

uzayinda zayif kompakt kiime oldugundan ([33],s.53) calismasindaki genellestirilmis

Weierstrass (Bkz. Teorem 1.6) teoremine gore J_(u) fonksiyoneli U kimesi lzerinde

en kiiclik degerine sahip olur. Bagka bir deyisle
u. ={u* U3, () =inf J,(u) = Ja*} +O

dir. Boylelikle & >0 iginve Ve LS (0,T) igin (3.1.1)-(3.1.3) optimal kontrol problemi

en az bir ¢oziime sahip oldugunu gostermis olduk.

Simdi a>0 durumuna bakalim. a>0 oldugunda J,(u) fonksiyoneli yukarida

soyledigimiz gibi U kumesi tzerinde kuvvetli konveks fonksiyoneldir. Kuvvetli konveks
fonksiyonelin ciddi konveks fonksiyonel oldugu agiktir. (3.1.1)-(3.1.3) probleminin

a>0 oldugunda ¢oziimii var oldugundan J_(u) fonksiyonelinin ciddi konveks

fonksiyonel olmasindan bu ¢6ziimiin tek olduguna hiikkmedebiliriz. Teorem 3.1.1

ispatlandi.
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3.1.2. Amag¢ Fonksiyonelinin Diferansiyellenebilirligi ve Coziim i¢cin Gerek ve

Yeterli Sart

Bu alt boliimde (3.1.1) fonksiyonelinin diferansiyellenebilirligini inceleyecegiz ve
(3.1.1)-(3.1.3) optimal kontrol probleminin ¢6ziimii i¢in gerek ve yeter sarti elde

edecegiz. Bu amagla agagidaki bicimde bir fonksiyon tanimlayalim:

H (t, x(t), u(t),w (t)) = (w(t), Alt)x(t) + B(t)u(t) + f (t)) -

—Ax®) =y, (], — e |u®) - 0(®)],,-

Burada x(t) fonksiyonu (3.1.2)-(3.1.3) Cauchy probleminin c¢oéziimudir ve w(t)

fonksiyonu ise asagidaki eslenik sistemin ¢oziimiidiir:
(1) =—A Oy t)+28(x1) -y, (), 0<t<T (3.1.16)
w(T) = -2, (X(T;U)=Y,) . (3.1.17)
Burada A'(t) matrisi A(t) matrisinin transpozesidir. Eslenik sistemin ¢oziimii
dendiginde Vt [0,T] igin

w(®) = [[ A @y () =28,(x(2) - y,(2)) [dr =28, (x(T;u)-y,)  (3.1.18)

integral 6zdesligini saglayan w (t) fonksiyonunu anlayacagiz. Bu integral 6zdesliginden

asagidaki esitsizligi elde ederiz:

<

v, )=

J[[A @y () =24, (x(2) - ,(2) ] dr =2/, (x(T:u) - ¥,),

IA
-

(4 @p@) |- 28,0 - @) | [er A (xTiw) - v,) <

T

dr+24

t

(A @w (),

(X(2) - y:(r)), [z + 24,

(X(Tsu)- o) |

IA
ey S

Buradan
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T T
v ()] < dr+24

t j=1

(X(T;U)_yo)j <

(A" () (X(?) - yu()) iz 28,

-

n

(x(F u)=Y,),|<

X(#) - ,(7)) \dr+2ﬂo

r+2ﬁljz

t j=1

A (r)y (T)

].
t J=1

n 1/2 n
j=1 j=1

g

j=1

ZJ dr+2ﬂlj(212j L (X() - y,()) \Z] dr+
j <\/_J'£ ]ZJ dr+

(W (),
(x(r)—w))j\J dr+hn 2,60(

(A @ (@),

X(T;u)=Yo),

+Jﬁzﬂ1](i (x(Tsu)- yo)\} <

<In[|A" @y ()|, dz+n28,[[x(@) - yi(2)], dz+n 24, [X(T;0) = Yo . <

0<t<T

<Jnvrai maxHAT (r)M”t//(r)”Rn dr+\/52ﬂlj||x(f)— Yo (D) 7+ VN2, [X(T;U) = Y | =

T T
= AL [l @), dr++n2, [ [X(@) = ¥, ()] dr+ 2, [X(T:0) = vy .
t t
esitsizliginin her iki tarafinin karelerini alip, topladiktan sonra karekoklerini alirsak

v @ = A [l () dz 02, [x(2) = Y, (@) A7+ 1245 [X(T30) = o <

T T T

<A [y (@], dz+n28 [|x(@)],. dr +028,[[[y,(2)]. dr +n28,|X(T;u)]. +
t t t

+n2/, || Vol

elde ederiz. Gronwall lemmasindan yararlanarak
T T
Ol =6 [l 7+ Iy o (Tl Il
t t
esitsizligini elde ederiz. Cauchy-Bunjakovskii esitsizliginden yararlanarak
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1/2
2
. dfj

esitsizligini elde ederiz. 3.1.5 esitsizligini kullanarak

v ()

W <6 J’U”x(f) ;ndr] +68\/1T(I||y1(r) o+ Co| Yol

o (t)

R" <G (”XO R" +||u ™ (o,1) M o,T1) +||Y1 |_<2">(0,T)) & ”yO R" vt E[O’T]

kestirimini yazabiliriz. Burada ¢, ve c, pozitif sabitleri t’den bagimsiz sabitlerdir. Son

olarak bu esitsizligi

e U

R" +||y0 LM (o,1) +|| f ”L(Z")(O,T) +||y1||L(2")(O,T)) (3.1.19)

<6 (I

seklinde yazabiliriz. Burada ¢, >0 sabiti t,X,, Y,,U, f, Y, den bagimsizdir.

Teorem 3.1.2. Farz edelim ki Teorem 3.1.1°in sartlar1 saglansin, bu takdirde J_(U)

fonksiyoneli U kiimesi tizerinde Frechet anlaminda diferansiyellenebilirdir ve onun

Gradyenti i¢in asagidaki formiil gecerlidir.

3 ()= %': BTy (1) + 20 (u®) - o)), 0<t<T (3.1.20)

Burada B' matrisi B(t) matrisinin transpozesidir.

Ispat: U kimesinden herhangi u=u(t) elemanini alahm. Bu elemana &yle bir
Au e L§”(0,T) artis1 verelim ki u+Au €U olsun. Simdi J,(u) fonksiyonelinin ueU

tizerinde artisin1 bulursak (3.1.1) formdiliinden yararlanarak

A, (u)=J,(u+Au)—J, () =B [x(T;u+Au)-y, ; +

L3(0.T)

+B, [ x(t;u + Au) - y1||i(2n +a|u(t)+Au(t) - ()|’

_ﬂo ||x(|';u) —Yo 2<"

= BIXGW) = Vil o, O - 0O

L7(0,T)
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= Sy (X(T5U+AU) = Yo, X(T;U+AU) = Yo ) o = B (X(T5U) = Yo, X(T5U) = Yo ) +
+B, (X(G U+ Au) =y, XEU+AU) = V) = B (XEU) = Y XEU) = Vi) 07 +
+ar (U(t) + Au(t) — o(t), u(t) + Au(t) — () o ) — & (U(H) — (), U(V) = (V) ) =
= 3, (X(T;u) + AX(T5U) = Yo, X(T5U) + AX(T;U) = Yo ) — By (X(T5U) = Yo X(T3U) = Yo ) +
+B, (X(t;u) + Ax (t;u) -y, X(t;u) + A (t;u) - y1>L<;>(o,T) -
=B (X(EW) = Yy, XGU) = Vi )y o p) +
+a (U(t) + Au(t) — o(t), u(t) + Au(t) - w(t))Lgm) A
—a(u(t) = eo(t), u(t) - o(t)) 7, =
= By (X(T3U) = Yo, AX(T5U)) o + B (AX(T50), X(T50) =Y ), +
o (X (T5u), AX(T;0)) L, + B, (X(6W) = Y AX(GU)) )+
+B,(Ax(t;u), x(t;u) - y1>u;)(o,n + 4, <Ax(t;u),Ax(t;u))L(zn)(o’T) +
o (U(t) = o(t), Au(t)) .7, + & (AU, U () = @(V)) o ) +
+a (Au(t), Au (t))L(Qm) o) =
=28, (X(T;u) = Yo, AX(T;u)) ., +28, (X(t;u) - yl,Ax(t;u)>L(2n)(0’T) +

+2a(u(0)~ (1), AUD) g o, + Ao [AX (T, +

+h HAX (t; u )Hig")(o,T) ta ”Au“i(zm)(o,T) -

T

= 2180 <X(T;u) - yo’AX(T)>Rn + 2:81_|.<X(t; LI) - yl(t)’ AX(t)>Rn dt +

0

49



w0+ B8 o, + e,

™ o,1)

+2a]<u(t) —o(t), Au(t)),. dt+ S, [|Ax(T)

formUlini yazabiliriz. O halde J, (u) fonksiyonelinin artist
A, (u)=J,(U+Au)—J,(u) =28, (X(T;u) = Yo, AX(T))... +
+2ﬂj<x(t;u) — Y, (1), AX(t)),,, dt + 2a'T[<u(t) —o(t),Au(t)),. dt+  (3.1.21)

+,30 ”AX(T)”;" +ﬁl ||AX||i(2“)(0,T) +a||AU igm)(o,T)

olur. Burada Ax=Ax(t) = x(t;u+Au)—x(t;u) fonksiyonu (3.1.6)-(3.1.7) probleminin

¢cozimaddar.

Simdi bu formiiliin sag tarafinda yer alan birinci ve ikinci terimleri donistiirmeye
calisalm. Bu amagcla (3.1.16)-(3.1.17) eslenik probleminden yararlanarak asagidaki
esitligi yazabiliriz:
.
28, (X(T;U) = Yo, AX(T)) o + 28, [ (X(6: 1) = 5 (1), AX(t)), dt =
0
~(w (), AX(T))0 +

() + AT Oy (T), Ax(t)>Rn dt = (3.1.22)

—<!//(T),AX(T)>R,, +

(7 (), AX(1)) o At + [ (AT @) (T), AX(1)),, dlt

(3.1.7) sartindan AX(0) =0 oldugundan <l//(0),AX(O)>IRn =0 olacaktir. Bu bagmtiy1

kullanirsak (3.1.21) formiiliinii asagidaki bicimde doniistiirebiliriz:

28, (X(T5U) = You AX()) o + 218, (X(t;1) = 1 (8), AX(E) ), It =

=~ (y(T), AX(T)) . +(w(0), AX(0)),., +

O ey, —

(), AX(t)) ., dt +

T

+[ (AT (O ), AX(D)),, dt == d (w (1), AX() g + [ (W (1), AX(D)) . it +

0
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T T T

+[ (AT (O (), AX(D)),, dt =—[ (47 (1), AX(1) 50 dt = [ (i (1), AX(Y) ), it +

T

+ j (pr(t), AX(L)) . Ot + j (A" W) (1), Ax(t)), dt =

0

T T

= [ {w (©), AX(V)), dt+ [ (AT (O (1), AX(D)),, dt. (3.1.23)

0

Simdi bu formiilden ve (3.1.6) denkleminden yararlanarak asagidaki formiilii elde ederiz:

T

28, (X(T;U) = Yo, AX(D) ) + 218, [ (X(t;1) = Y (8), AX(1)) It =

0

T

=—[(y (), AAX(1) + BOAU(L)),, dt+[ (AT (O (1), Ax(t)) , dt =

0

T T

=— j (w (), Alt)AX(t)),,, dt - j (w (1), B(t)Au(t)),, dt+

0 0

T T

+ j (w (1), AQ)AX(Y)),, dt =— j (w(t), B()Au()),, dt. (3.1.24)

0

Simdi bu formiilii fonksiyonelin artis1 i¢in olan (3.1.21) formiiliinde dikkate alirsak
fonksiyonelin artig1 igin

T

A3, (u) =3, (u+Au) -3, () == (w (D), BOAU()),, dt +

0

+2a [{u(t) - o(t), AU(t)) o dt+ By [AXT) e + B Mo, + (3225

+al|Au|?

@)
formallind yazabiliriz. Bu esitlikten fonksiyonelin artigin1 agagidaki gibi yazabiliriz:

T

AJ,(u)=- j (BT (O (), Au()),, dt+ 2a]<u(t) —a(t), Au(t)),, dt +

0

(3.1.26)
+R(Au).

Burada R(Au)

o1



R(AU) = By IAX (Tl + B 01, + @A .1, (3.1.27)
formilii ile tanimlanir. Simdi ilk 6nce
R(AW) = o [Au] g o1, (3.1.28)

oldugunu gosterelim. (3.1.27) formiiliinden ve (3.1.9) kestiriminden yararlanarak

2
o)

IR(Au)| < B¢ | Au

=GCs “Au

i&“” on ™t BT ||Au igm on) +a|Au

(3.1.29)

2
M)

kestirimini yazabiliriz. Burada c, = 3,c” + B,¢’T +« *dir. Sonuncu esitsizlikten kolaylikla

(3.1.28) bagintisin1 elde ederiz. Bu durumda (3.1.26) ve (3.1.28) bagintilarindan

yararlanarak fonksiyonelin artis1 i¢in asagidaki formiilii elde ederiz:

AJ,(u) = —]< B” (D) (t) — 2 (u(t) —w(t)),Au(t)>Rn dt +o(||Au

0

o) - (3:1.30)

Lgm (O, T ) uzayinda tanimlanan fonksiyonellerin Frechet anlaminda

diferansiyellenebilirliginin tanimindan (Bknz. Kuramsal Temeller Tanim 1.44)

yararlanarak fonksiyonelin artigini agagidaki gibi yazabiliriz:

(3.1.31)

]
A3, ()= [(3 (), AUy o1, dt+0(||Au L(zm)(m) .
0

Burada
J!(u) =—B' (t)a//(t)+2a(u(t)—w(t)) (3.1.32)
olur.

Simdi Hamilton-Pontryagin formulunden yararlanarak

J(u) = —% =-B"(t)y(t)+2a(u(t)-(t)), O<t<T

denklemini yazabiliriz. Buradan da teoremin hukminde yer alan (3.1.20) formulintn

gecerli oldugunu elde ederiz. Teorem 3.1.2 ispatlandi.
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Simdi (3.1.1)-(3.1.3) optimal kontrol probleminin ¢éziimii i¢in gerek ve yeter sarti

gosterelim.

Teorem 3.1.3. (3.1.1)-(3.1.2) optimal kontrol probleminde u” €U kontroliiniin optimal

kontrol olmasi i¢in
]<BT O (1) 2 (u" (1) - (1)), u(t) —u*(t)> dt<0, YueU  (3.1.33)

R"

sartinin saglanmasi gerek ve yeterdir. Burada w~ fonksiyonu (3.1.16)-(3.1.17) eslenik

probleminin u” €U elemanmna karsilik gelen ¢oziimiidiir.

ispat (Gerektir): Farz edelim ki U olas1 kontroller kiimesinden aldigimiz u” =u’(t)
elemani optimal kontrol olsun. Bu takdirde Teorem 3.1.2°den yararlanarak fonksiyonelin

U eUigin Frechet anlaminda diferansiyellenebilir olduguna hiikmedebiliriz.

Fonksiyonelin gradyenti i¢in agsagidaki formiil gecerlidir:
3., () =B" Oy (1) + 2 (u"(t) - (1)) (3.1.34)

Burada i (t) fonksiyonu (3.1.16)-(3.1.17) eslenik sistemin u” €U elemanma karsihik

gelen ¢ozumudr.

Simdi ilk 6nce J,(u)fonksiyonelinin U kimesi Gzerinde sirekli diferansiyellenebilir
oldugunu gosterelim. Bu amagla Yu=u(t)eU olast Kkontroliinii alalm ve
J! (u+Au)—-J.(u) farkina bakalim. Burada Au e L{™ (0, T) fonksiyonu u €U ’ya verilen

Oyle bir artis olsun ki U+Au U olsun. Bu takdirde (3.1.20) formaliinden yararlanarak

J/ (U+Au)—J! (u) =—B' (t)Aw(t) +2cAu(t) (3.1.35)
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esitligini yazabiliriz. Burada Aw(t)=w(t;u+Au)—w(t;u) fonksiyonu asagidaki

sistemin ¢ozUmudr:

w(t) = 28AxX(t)— A" ()Aw(t),0<t<T (3.1.36)
Ay (T) = -2B,MX(T;U). (3.1.37)
Bu sistem i¢in asagidaki integral denklemini elde ederiz:

Ay (t)= I[AT (D) Aw(r) - ZﬂlAX(T)] dr.

Bu integral denklemini ve A(t) matrisinin elemanlarmin olgiilebilir sinirli fonksiyonlar

oldugunu dikkate alirsak (3.1.19) kestirimini elde ettigimiz benzer yolla

|Aw(t)

Ot vtel0,T] (3.1.38)

T T
o <G [|Ap (@), dr+c, [[ax(®)
t t

esitsizligini yazabiliriz. Burada (3.1.9) kestiriminden yararlanirsak A (t) igin asagidaki

esitsizligi elde ederiz:

lAw (1) (3.1.39)

o A7+ Au(t)

EmoT)”

.
o <G [Aav (D)
t

Burada c,, ¢, >0 sabitlerdir ve Au’dan bagimsizlardir. Bu esitsizlige Gronwall

lemmasini uygulayarak asagidaki kestirimi elde ederiz:

Ay (t) vt [0, T]. (3.1.40)

e <Cig |Au(t)

Mo’

C, sabiti Au’dan bagimsizdir. Bu kestirimden yararlanarak (3.1.35) formiiliinden

asagidaki esitsizligi yazabiliriz:

J (U+Au)—-J. (u)

L(Zm)(O,T) < Cl]-”Au L(gm)(O,T) . (3141)

C,; >0 bir sabittir ve Au >dan bagimsizdir. Buradan J, (u) gradyentinin YueU Uzerinde

siirekli oldugu ¢ikar. Boylelikle J’(u) gradyentinin u”=u"(t) optimal kontroliinde
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sirekli oldugu agiktir. J_(u) fonksiyonelinin U kiimesi iizerinde siirekli oldugu da

agiktir. Gergekten de J_(u) fonksiyonelini

J, W)= +a|lu-w (3.1.42)

M (o.1)

bigiminde yazabiliriz. a|u-o fonksiyonelinin stirekli oldugu agiktir. J,(u)

L om
fonksiyonelinin U kiimesi iizerinde siirekli oldugu Teorem 3.1.1°de ispatlanmistir. Bu
diistiincelerden yola ¢ikarak J_(u) fonksiyonelinin U kiimesi tizerinde siirekli oldugu ve
(3.1.41) esitsizligine gore onun gradyentinin de U kiimesi iizerinde siirekli oldugu
goralir.  Boylelikle J_(u)  fonksiyonelinin U  kimesi Gzerinde  sirekli
diferansiyellenebilir fonksiyonel oldugu ispatlanir. Baska bir ifadeyle J_(u)eC'(U)
olur. Diger taraftan U kiimesi yapisma gére LYV (0,T) uzayinda konveks kiime olur.
Buradan ([33],s28) calismasinda ki bilinen teoremin (Bkz. Kuramsal Temeller Teorem
1.8) hiikiimlerinin gegerli oldugu elde edilir. Bu teoreme dayanarak eger U =u’(t)
kontrolii optimal kontrol ise yani u”=u"(t) elemam: J_(u) fonksiyonelinin minimum

noktasi ise agsagidaki esitsizligi yazabiliriz:

<J;(u*),u —u*>L(2m)(O’T) >0, VueU. (3.1.43)

Burada (3.1.20) formiiliinii dikkate alirsak
T

—I<BT(t)z//*(t)—Za(u*(t)—co(t)),u(t)—u*(t)> dt>0, vueU  (3.1.44)

0 RM

esitsizligini yazabiliriz. Bu esitsizligi -1 ile carparsak (3.1.33) esitsizliginin gecerli
oldugunu elde ederiz. Boylelikle gerek sart ispatlandi.

(Yeterdir): Farz edelim ki u”eU kontrolii i¢in (3.1.33) esitsizligi gecerli olsun. Bu
takdirde U” =u’(t) ’nin optimal kontrol oldugunu gosterelim. (3.1.33) esitsizliginde

(3.1.34) formulinu dikkate alirsak asagidaki esitsizligi yazabiliriz:
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—<J;(u*),u—u*> <0, VueU.

™ (0,1)

Bu esitsizligi -1 ile carparsak (3.1.43)’iin U" €U icin gegerli oldugunu elde ederiz. Bu
durumda u” €U elemanmmnm J_(u) fonksiyonelinin U kiimesi {zerinde minimum
noktasi oldugunu gosterelim. Teorem 3.1.1°in ispatinda J_ (u) fonksiyonelinin U kiimesi

uzerinde ar>0 sart1 altinda konveks fonksiyonel oldugu gosterilmistir. Bu durumda
([33],524-25) c¢alismasindaki bilinen Teorem 2’ye goére asagidaki esitsizligi

yazabiliriz[Bkz. Kuramsal Temeller Teorem 1.11]:

Ja(u)—Ja(u*)2<J;(u*),u—u*> , YueU,vu eU

mT)
Bu esitsizlikte (3.1.43) esitsizligini dikkate alirsak asagidaki esitsizligi elde ederiz:

J (u)y=J, ("), YueU. (3.1.45)

Bu esitsizlik gosterir ki U”eU eleman: J_(u) fonksiyonelinin minimum noktasidir.

Baska bir deyisle u =u"(t) kontroli (3.1.1)-(3.1.3) optimal kontrol probleminin

¢Oziimiidiir; yani optimal kontroliidiir. Boylelikle yeter sart da ispatlandi. Teorem 3.1.3

ispatlandi.

Teorem 3.1.1-3.1.3’ten yararlanarak o« >0 oldugunda (3.1.1)-(3.1.3) optimal kontrol
probleminin iyi tanimlanmis problem oldugu elde edilir. Gergekten Teorem 3.1.1°den
a >0 icin

u. ={u* cU:J, () =J,. =inf Ja(u)} + O

J.>-w
(24

sarti saglanir ve U, kiimesi bir tek U” =u’(t) optimal kontroliinden olusur. Ciinkii o >0

oldugunda J_(u) fonksiyoneli U kiimesi Gzerinde kuvvetli konveks fonksiyonel olur.
Bilindigi iizere kuvvetli konveks fonksiyonel ciddi konveks fonksiyoneldir. Ciddi

konveks fonksiyonelin minimum noktasinin tek oldugu kolaylikla gosterilebilir. Yani U.,
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kiimesi tek bir elemandan olusur. Bunlarin yani sira Teorem 3.1.2 ve Teorem 3.1.3’{in

hikumlerinden yararlanarak « >0 oldugunda asagidaki esitsizligi yazabiliriz:
ocHu—u*H2 <J (u)-J, (), VYueU . (3.1.46)

Ispatimiza gére J,(u) fonksiyoneli U kimesi Gzerinde konveks fonksiyoneldir. Bu

durumda ([33],s25) calismasindaki bilinen Teorem 2’ye gore (Bkz. Kuramsal Temeller
Teorem 1.11)

J() = 3o (") = (J5(u"),u-u") (3.1.47)

M o,1)

2

(mry fonksiyoneli =1 sabiti ile U kimesi

esitsizligini yazabiliriz. |1(u)=|u—w
uzerinde kuvvetli konveks fonksiyoneldir. Yine ([33],s25) ¢alismasindaki Teorem 2’ye

gore

lu)- 1) =(1'W)u-u") VueU, u"eU (3.1.48)

%112
+Hu —u ,
M) L™ (o,T)

esitsizligini yazabiliriz. Bu esitsizligin her iki tarafint o >0 ile carpar ve elde edilen
esitsizligi (3.1.47) esitsizligi ile toplarsak asagidaki esitsizligi elde ederiz:

2

+afu-u o) (3.1.49)

J, -3, )= (I u)u-u)
YueU, u eU.

M 0,1)

U =U"(t) elemam optimal kontrol oldugundan baska bir deyisle J,, fonksiyonelinin U

kiimesi lzerinde minimumu oldugundan (3.1.43) esitsizligi saglanir. (3.1.43)’i
(3.1.49)’da dikkate alirsak (3.1.46)’nin gegerli oldugunu elde ederiz. Simdi (3.1.46)

esitsizliginde U = u(t) ’nin yerine YU, =u,(t), kK =1,2,... minimallestirici dizisini alalim,

yani:
limJ,(u) =1, =J_ (") (3.1.50)
sartin1 saglayan diziyi alalim. Bu durumda asagidaki esitsizligi yazabiliriz:

au, -u" ;m)(m <(3,)-3,W)), k=12... (3.1.51)
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Bu esitsizlik V{u,} U minimallestirici dizisinin & >0 oldugunda bir tek olan u” €U

kontroliine yakinsadigin1 gosterir. Boylelikle o >0 igin (3.1.1)-(3.1.3) optimal kontrol

probleminin iyi tanimlanmis problem oldugu gosterildi.

3.2.  Finansal Akislarin Optimal Kontrol Problemi I¢in Sonlu Farklar Yontemi

Bu alt baglikta 3.1. de verilen siirekli zamanli optimal kontrol probleminin sonlu farklar
yontemi ile ayrik aynisi olusturulmustur. Daha sonra ayrik optimal kontrol probleminin
¢Oziimiiniin varlig1 incelenmistir. Ardindan sonlu fark semasinin hatasi1 degerlendirilmis

olup, son olarak sonlu fark yaklagimlarinin fonksiyonele gore yakinsakligi incelenmistir.

3.2.1. Optimal Kontrol Probleminin Sonlu Farklar Y éntemi ile Aynisinin

Olusturulmasi

Bu alt boliimde finansal akiglarin optimal kontrolii probleminin niimerik ¢éziimiine sonlu
farklar yontemini uygulayacagiz. Literatiirde adi diferansiyel denklemler ig¢in sonlu
farklar yontemi [42, 47-53] ¢alismalarinda optimal kontrol problemine uygulanmistir ve

bu ¢alismalarda sonlu farklar yonteminin yakinsakligina ait sonuclar elde edilmistir.

Simdi (3.1.1)-(3.1.3) optimal kontrol problemini g6z 6nline alarak bu alt bélimde

inceleyecegimiz optimal kontrol problemi:
IW =4 X5 = Yol + A ¥ =Yl o) (32.1)

fonksiyonelinin

U :{u =u(t):uel”(0,T), |u o) sbo}

kiimesi Uzerinde
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%= A()X(t)+ B()u(t) + f (t), 0<t<T (3.2.2)

X(t,) = X, (3.2.3)
sartlar1 altinda minimumunun bulunmasi problemi olsun. Burada T >0 verilen zaman;
Lo+ P #0 olmak dlzere f,20,620,0>0 ve Db,>0 verilen sabitler;
Yo = Yo; =(y01, Yoo reeos yOn), j. musterinin t=T aninda bankadan alabilecegi daha
onceden planlanan kredi miktary; X, =X =(X01, Xop1+es XOn), J:]?] J . miisterinin
baglangi¢ kredi durumunu belirten bilinen sayilar; u(t) =u,(t) :(ul(t),uz(t),...,um(t)),
i=Lm herhangi bir t amnda i. mevduat kaynagmin  miktars;
X(t) = x;(t) =(X1(t), X, (1), ..., Xn(t)), j=1n herhangi bir t aminda j. miisterinin
bankadan alacagi kredi; Y; = Y, j(t), | 2171 herhangi, bir t aninda j. miisteri igin banka

tarafindan daha onceden planlanan kredi; A(t) ve B(t) matrisleri ve f(t) vektori

bankanin i¢ kanunlar ile belirtilen fonksiyonlar olup; A(t) ={ajk (t)}, J,k =1n ve

B(t)={b, (1)}, k=1n,i=1lm, f@=(f), ), f{t) bicimindedir. A()
matrisinin elemanlar1 a, (t), j,k=1n ve B(t) matrisinin elemanlar1 olan by(t),

k=1n, i=Lm [0,T] aralizinda olgiilebilir siurli fonksiyonlar, f fonksiyonu ise

f €LY (0,T) olup karesel integrallenebilir fonksiyonlardir.

Burada (3.2.1)-(3.2.3) optimal kontrol problemi [44] ¢alismasindaki optimal kontrol
probleminin 6zel bir durumudur. Tlgili ¢alismanin sonuglarindan ve Teorem 3.1.1°den
yararlanarak (3.2.1)-(3.2.3) optimal kontrol probleminin en az bir ¢éziime sahip olduguna

veya bagka bir deyisle
u. ={u* eU:J(U)=J. =inIJ(u)};t®

olduguna hiikmedebiliriz.
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Simdi (3.2.1)-(3.2.3) optimal kontrol probleminin sonlu farkli aynisini inga etmeye

alisahm. Bu amagla  [0,T] araligim {tk, k = (W} 0=ty <t <..<ty,<t, =T

noktalarmin yardimiyla N alt kisma bélelim ve t,, K = O,_N noktalarini diigiim noktalar1

olarak kabul edelim. (3.2.2) denklemini Euler semasinin yardimiyla cebirsel denklemler
sistemine doniistiirelim. (3.2.1) fonksiyonelini ona karsilik gelen fonksiyonla degistirerek

sonugcta asagidaki ayrik optimal kontrol problemini elde edebiliriz:

IN ([UN ]) = ﬂo HXN —Yo

N
A -yt (3.2.4)
k=1

fonksiyonunun

Uy _{UN =[uly = (U, Uy, ..., Uy ) Uy eR", [uly :(E‘i”uk

1/2
2
TN

X =x + At (AX +Bu, + ), k=0,N-1 (3.2.5)

kiimesi Uizerinde

x° =X, (3.2.6)

minimumunun bulunmasi problemi.

Burada
tyyg
M=tato A=l 8 :Aitk J a0dt .11 B =0,
ti
e =Aitkt{bir(t)dt, i=In r=Im, f =(f fonm ),
f ZLT £ 1 =11 K =TN L Yo = (Yous Yorroon Yor). (32.7)
At

Kt

tk+1

1 i N
V= (s Yigrees V) Vi = o [ ys@dt, i=1n k=0,N-1
K 1,
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dir. Burada X“=x“([u],), k=L N degerleri (3.2.4)-(3.2.6) fark semasmm [U], €U,

elemanina karsilik gelen ¢oziimleridir. Ayrik kontroller i¢in L(zn,h) uzayimni tanimlayalim.
Herhangi [u] = (U, Uy,- Uy ) o [V], =(VorVisee Vi) icin asagidaki gibi bir i¢ carpim

tanimlayalim:

<[u > =NZfAtk (U Vi),

k=

Bu i¢ carpimdan yararlanarak asagidaki normu tanimlayalim:

vl

N-1 , vz
ym = (ZNK |uk|mJ
k=0

Burada L(zn,h) uzayl1 L(Zm)(O,T) Hilbert (Lebesque) uzayimin sonlu farkli aynisi olup, (O,T)

araligmn t K = O,_N bolintlsune karsilik gelen uzayidir.

Boylelikle LS"(0,T) uzayinda ele alinan (3.2.1)-(3.2.3) optimal kontrol problemine
karsilik gelen her bir N>1 ve {tk,k =W} icin L(zn,L) uzayinda tanimlanan (3.2.4)-

(3.2.6) ayrik optimal kontrol problemini elde edildi.

Her bir [U]N icin (3.2.4)-(3.2.6) fark semasini ele alalim.

Teorem 3.2.1: Farz edelim ki A(t), B(t) matrislerinin elemanlart [0,T] araliginda

tanimli Slciilebilir, simirl fonksiyonlar olsun ve f € L(Zn) (0,T) olsun. Bunun yani sira farz

edelim ki

O<k<N-1

d, = max At, <%M M =sbt >0
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olsun. Bu takdirde V[u], €U, icin asagidaki kestirim gegerlidir:

Jmax [[x*([uly)

0 SCpy. (3.2.8)

Burada C;, sabiti k ve N ’den bagimsizdir.

Ispat: (3.2.5) esitliginden yararlanarak asagidaki denklemi yazabiliriz:
N-1

XU =%+ At (AX +Bu; + f,), k=0,N-1 (3.2.9)
j=0

Bu esitlige dayanarak bir onceki alt boliimde Cauchy problemi i¢in uyguladigimiz

yontemi uygulayarak asagidaki kestirimi elde ederiz:

ka+l

RN
j=0

k
n + \/HBmax ZHuj
j=0

At +
R R™ J

(3.2.10)
. k=0,N-1

k
+§H fjHRnAtj +/%

Burada AnaxzerEoT]aXHA(t)”’ Bmax:"rgio’?ﬂ]aXHB(t)” ‘dir.  Cauchy-Bunjakovskii

esitsizliginden yararlanarak, sonuncu esitsizlikten asagidaki esitsizligi yazabiliriz:

K k

XIH:L S\/ﬁ axd Xj +\/ﬁBmax u m

e =T A 22 200y (3.2.11)
AT g + bl k=0N 1

Burada [f]N =(fo, f,,. fyy) dir. Bu esitsizlige [42] ¢alismasindaki Gronwall

lemmasinin ayrik durumunu uygularsak asagidaki esitsizligi elde ederiz:

ka+1

R SCpy (”Xo R +||[U]N L +||[f]N L) )n k ZO’_N- (3.2.12)

Burada c; >0 , k ve N ’den bagimsiz bir sabittir. Buradan teoremin hiikmiinin gegerli

oldugu elde edilir.
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3.2.2. Ayrik Optimal Kontrol Probleminin Coziimiiniin Varhgi

Simdi (3.2.4)-(3.2.6) ayrik optimal kontrol probleminin ¢dziimiiniin varligini inceleyelim.

Teorem 3.2.2: Farz edelim ki Teorem 3.2.1’in sartlar1 saglansin. Bunlarin yani sira
A, B, matrislerinin ve f,, yS vektorlerinin elemanlarmin (3.2.7) formiilleri ile

tanmimlandigini farz edelim. Bu takdirde (3.2.4)-(3.2.6) ayrik optimal kontrol problemi en

az bir ¢czume sahiptir.

Ispat: flk once (3.2.4) fonksiyonelinin U, kiimesi iizerinde siirekli oldugunu

)

ispatlayalim. Bu amagcla V[u] €U, alalim ve ona Oyle bir [h]N e L' artig1 verelim ki

N

[u],+[h], €Uy olsun. Farz edelim ki [x] :[x([u]N)}N ayrik fonksiyonu (3.2.4)-

N

(3.2.6) sisteminin [U]N eU, ’e karsilik gelen ¢oziimd, [X] :[X([U]N +[h]N )JN ayrik

NA

fonksiyonu ise [U]N+[h]N €U, ’e karsihik gelen ¢oziimi olsun. Bu takdirde

[Ax], :[x([u]N +[h],, )]N —[x([u]N )]N i¢in (3.2.5) esitliginden yararlanarak

#at (A0 ([u], +[n], )+ B (0], +[0], )+ )
X ([u], )+ At (Ax([u], ) +B.[u], + )=
- (], +[1, )¢ ([u], )+
st (A (¢ (1, [0 )¢ (0], ))+ (1, [0 )- [, )+ - )=

= AX“ + At (AAX  +B [h], ), k=0,N -1

esitligini  yazabiliriz. Bu durumda [Ax], =| x([u], +[h], )] [ x([u],)], —aymk

fonksiyonu asagidaki sistemin ¢oziimii olacaktir:
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AX = AX + At (AAXS+Bh, ), k=0,N-1, (3.2.13)
Ax, =0 . (3.2.14)

Bu sistemi j =0,k icin kolaylikla asagidaki gibi yazabiliriz:

k [

AX =" At (AAX +Bjh; ), k=0,N -1 (3.2.15)

j=0

Bu esitligi kullanarak ve Cauchy-Bunjakovskii’den yararlanarak i =1,n icin

HAXk+1

o =NAL G S B S A k=0 (@216
= i=

esitsizligini kolaylikla elde edebiliriz. Bu esitsizliklere Gronwall lemmasinin ayrik
durumunu (Bkz. Kuramsal Temeller Lemma 1.3) uygularsak kolaylikla asagidaki

kestirimi elde ederiz:

[ A o k=0,N. (3.2.17)

BT
Burada c,, >0 sabiti, k ve [h], den bagimsiz bir sabittir.

Simdi (3.2.4) fonksiyonunun [U]N €U, eleman iizerindeki artigina bakalim. (3.2.4)

fonksiyonundan yararlanarak asagidaki formill yazabiliriz:

Al ([uly) =1y ([uly +I01) =1y (Ul ) = 28 (X" = ¥, AX, }Rn +

N-1 ) N-1 ) (3.2.18)
+2ﬂlz<xk -~ ylk,Axk> At + f3, HAXN T B A HAX" o
k=0 R" k=0

Burada x*, k=0,_N ayrik fonksiyonu (3.2.4)-(3.2.6) sisteminin [U]N eU, ’e karsilik
gelen ¢ozimii, Ax*, k = m ise (3.2.13)-(3.2.14) sisteminin ¢ozUmudr.

(3.2.8)-(3.2.17) kestirimlerinden yararlanarak kolaylikla kabullendigimiz sartlar altinda
asagidaki esitsizligi elde edebiliriz:

‘Al N ([U]N )‘ <Cs U‘[h]N

’ J (3.2.19)

B

Lgm +H[h]N
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Burada c,; >0 sabiti [h], ‘den bagimsizdur.

Bu esitsizlikten 1 ([U]N) fonksiyonunun v[u] €U, eleman: iizerinde siirekli oldugu

N

cikar. Bagka bir ifadeyle

[t

—0igin I, ([h],)—0 (3.2.20)

T N

bagintis1 gegerlidir. Gergekten [U]N €U, ’nin herhangi bir elemani oldugundan ve
(3:2.20) bagmuisindan I ([u],) fonksiyonunun U, kimesi tizerinde sirekli oldugu

aciktir. U, kiimesinin yapisina gére, bu kiime sonlu boyutlu L(ZTI) uzayinda kapali, sinirli
ve konveks kiimedir. Bilindigi iizere bu kiime Bolzano-Weierstrass Teoremine (Bkz.

Kuramsal Temeller Teorem 1.12) gére kompakt kiimedir. ispata gore IN([u]N)

fonksiyonu Uy kiimesi (izerinde streklidir ve bu kiime tzerinde V1 ([u],) icin

Iy ([u] N ) >0 sartini1 saglar. Yani bu kiime alttan sinirlidir. Boylelikle [18] ¢alismasindan

bildigimiz Weierstrass (Bkz. Kuramsal Temeller Teorem 1.6) Teoreminin tiim sartlari

saglandigindan, bu teoreme dayanarak, I, ([U]N) fonksiyonunun U, kimesi uUzerinde

en kii¢iik degere sahip olduguna hitkmedebiliriz. Baska bir deyisle (3.2.4)-(3.2.6) optimal

kontrol problemi en az bir ¢oziime sahiptir. Teorem ispatlandi.

3.2.3. Sonlu Fark Semasinin Hatasinin Degerlendirilmesi

Bu alt boliimde (3.2.4)-(3.2.6) fark semasinin ‘v’[u]N €U, i¢in hatasini degerlendirmeye

calisacagiz.

Bu amagla asagidaki gibi bir operatdr tanimlayalim:
Qu:L"(0,T)—> L.
Burada

Qu (u):(wl’wZ""’a)N—l):[w]N (3.2.21)
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ve

Y

O, =— [ u@®dt,k=0,N -1
At, i

dir.

Teorem 3.2.3: Farz edelim ki Teorem 3.2.1’in sartlari saglansm ve y*=x(t,) icin
z*=x*—y* k=0,N olsun. Bu takdirde YueU, V[U]N eU,, i¢in asagidaki kestirim

gecerlidir:

|

o Scle(dN +6, +H[u]N -Q, ()

o ) k=0,N. (3.2.22)

Burada &, >0, 'Lim oy =0, d, = max At, veQ,(u) ise (3.2.21) formdld ile

0<k<N-1

tanimlanir. ¢, >0 sabiti dy, &y, [u], ve Qy(u) ifadelerinden bagimsizdr.

N

Ispat: Farz edelim ki yk =X(t,), k:0,_N degerleri (3.2.2)-(3.2.3) Cauchy probleminin
(0,T) arahigma karsihk gelen {tk, k :O,_N} boliintiisiiniin - diigiim noktalarindaki

degerleri ve

2 =x -y* k=0,N (3.2.23)

olsun. Burada x*, k=0,N (3.2.4)-(3.2.6) fark semasinin ¢oziimidir. Kolaylikla

gorebilirizki z*, k =0,N ag fonksiyonlar asagidaki sistemin ¢ozimiidiir:
2 =72 + At AZ+ AL F, k=0,N-1, (3.2.24)

2°=0. (3.2.25)

Burada
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" dx(t) ) )
i AL, J [ a AOXM-BOu® f(t)}dt

—(y* =y /At + Ay +Bu, +f, k=0N-1

(3.2.26)

seklinde tanimlanir.

Simdi  (3.2.24)-(3.2.25) sisteminin ¢ozumind F, ag fonksiyonlarmma gore
degerlendirmeye c¢alisalim. (3.2.24)-(3.2.25)  sisteminden yararlanarak kolaylikla

asagidaki bagintilar1 elde ederiz:

ZAtAz +ZAtF k=0,N-1 (3.2.27)

I

Bu esitlikten Cauchy-Bunjakovskii yardimiyla asagidaki esitsizligi kolaylikla elde

edebiliriz:

‘Zk+1

ns\/ﬁAnaXdNEk:\zi\n+\/ﬁ§k:Atj\Fj\n, k=0,N-1 (3.2.28)
j=0 j=0

Gronwall Lemmasinin ayrik aynisini uygulayarak bu esitsizlikten asagidaki kestirimi elde

ederiz:

o,N. (3.2.29)

LA

] <o S [

Burada c,>0 sabiti k ve At ’dan bagimsizdir. Simdi F, ag fonksiyonunu

degerlendirmeye c¢alisalim. Bu amagla F, ag fonksiyonunu (3.2.26) formiliinden

yararlanarak asagidaki gibi doniistiirelim:

tk+1d (t) " te
A} th dt-( =y /A +—j[&y — A)X(t) ]dt +

k =
by by

1t [ (B, —B(t)u(t)]dt——_[ f()dt+ 1, =

Kty
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= LX) X)) ] Il[ﬂy ~ AKX |dt+

(3.2.30)

1 tk+l
+EJ.[Bkuk B(t)u(t)]dt—f, + f,, k=0,N -1

K 1,

Burada yk = X(tk) formiiliinii dikkate alirsak F, ’yi asagidaki yazabiliriz:

tea tear

[ [AxE) - A(t)x(t)]dt+—j B.U, —~ B(®)u(t)]dt, k =0,N —1

k

A
(3.2.31)
Simdi F, ag fonksiyonunu asagidaki gibi gosterelim:
F =F +F? k=0,N-1 (3.2.32)
Burada
tea
j [AX(t,)—A)x(t)]dt, k =0,N -1 (3.2.33)
ve
Y
F? :ﬁ [ [Bou, ~BOUO]dt, k=0,N-1 (3.2.34)
Kt
seklindedir.

[k &nce Fkl ag fonksiyonunu degerlendirelim. (3.2.33) formiiliinden yararlanirsak, Fkl 1

asagidaki gibi yazabiliriz:

1 s
Fl= A j [AX(t,) - A)X(t)]dt =

teyg

J[/xx(t) AWX(E) + ADX(E) - ADX(D]dt (3:2.35)

(& At)) x(t, )dt+— j A (x(t,) - x(t))dt

Kt k t

= Fk11+ Fklz, k =m

At
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Fkll ’in formiiliine gore asagidakileri yazabiliriz:

n

> (a5 —ay )x;(t)dt =

=1

(R, [ j (A - A®)) x(t, )dtJ—

ktk

o
;;'!_':‘
i

(3.2.36)
B n ‘ 1 k+l . B
= 2 {aij __Atk th‘aij (t)dthj(tk), i=0,n, k=0,N-1

i1

(3.2.7) formultndeki ail; ag fonksiyonlarinin

tanimindan yararlanarak

(Fkll)i :ZHJL . T a,J (t)dtJX (t )_

j=1

Zn:[ tT a; (t)dt——tTa (t)dt]x (t)=

j=1 ty

0, i=0,n, k=0,N-1

oldugunu soyleyebiliriz. Bu Fkll, k=0,N-1 vektorlerinin bilesenlerinin 0 olmasi

demektir. Bagka bir ifadeyle Fkll , k=0,N -1 vektorii bir sifir vektoriidiir:
=0, k=0,N-1 (3.2.37)

Simdi F.?, k=0,N -1 ag fonksiyonunu degerlendirelim. F; formiilinden ve (3.2.16)

esitsizliginden yararlanarak asagidaki bagintiy1 yazabiliriz:

= j A(t) (x(t,)—x(t))dt

<

12
L

Rn

At,

R"
tk+l

j |A@]x(t) - x(®)

]Rn
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s |

t
J-dx(r) 0
At,

dr \/_Amx tfj”X ()|l dzdt <

bk (3.2.38)

||t

e
<AL [ X ®)].dt k=0,N-1
t

Bu ifadeden ve (3.2.37) esitliginden yararlanarak Fkl ’1 asagidaki gibi yazabiliriz:

[ = A, |

%

dx(t)” dt. k=0 N—1 (3.2.39)

Simdi sz ’yi degerlendirelim. (3.2.34) formiiliine gore asagidaki esitligi yazabiliriz:

1 Y
F2 Y 4 j [B.u, —B(t)u(t)]dt =
Kt

_LY B.u(t) — B,u(t) + B,u, + B(t)u(t)]dt
At [ ]

_ L B B+ (3.2.40)
L, -a()

tkii

1
+EI B, (U, —u(t))dt =

Kt

=F*+F” k=0,N-1
Simdi Fk21 formiiliinii dikkate alirsak asagidaki bagintiy1 yazabiliriz:

iT(Bk _B(®)u(t)dt

AL <—jH (B, —B®)u()],, dt <

R"

2
IR

]an

(3.2.41)

odt<

< ( j |B B[, dt]ﬂz( j )|

ktk ktk

<30 T IB, - B®],. Ju®

1/2
’ dtj  k=0,N-L

@, ’nin tanimindan yararlanarak szz formiiliine gore asagidaki bagintiy1 yazabiliriz:
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(3.2.42)

bik,[ - Tu (t)dtJ] Zb (Uy— @y ), =10, k=0,N-1

Bu formulden yararlanarak kolaylikla asagidaki esitsizligi yazabiliriz:

<

Zbil: (urk _wrk) s

7. <
Rﬂ

(3.2.43)

<[B[[uc — e

o k=0,N-1

en S B Ju, —

Boylelikle (3.2.41)-(3.2.42) formulinden yararlanarak (3.2.40) formiilii ile tanimlanan

F? °yi asagidaki gibi degerlendirebiliriz:

[Fele < Bracl -

[T”B B dtJ [T”u(t)

(3.2.39), (3.2.44) esitsizliklerinden ve (3.2.32) esitliginden yararlanarak (3.2.29)

Rm+

1/2
y _
k. dt] k=0,N-1

kestiriminden asagidaki esitsizligi yazabiliriz:

] <o St [F <o 2t (], +IF1, )<

dX(t)H dt +c17§At,-Bmax Ju - wi..
j=0

ZJ_ NA AL, j

+ (3.2.45)

12
: _
’ dt}  k=0,N.

(3.2.2)-(3.2.3) Cauchy probleminin ¢ozimi ic¢in daha Onceki bolimlerde gosterilen

+c17§JH { THBJ. -B@)| dtJ [ j Juc)

asagidaki kestirimi yazabiliriz:

” . LM (0,1) S Cyg [”X()”Rn

OT)} (3.2.46)
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Burada c, >0 sabiti X,, U ve f ‘ten bagimsiz bir sabittir. Bu kestirimin yardimiyla
Cauchy-Bunjakovskii esitsizliginden yararlanirsak (3.2.45)’ten asagidaki esitsizligi

yazabiliriz:

12
Ly

el 3 [ [B-BOfdt| k=ON.
2N i

4

3

R < C19dN +Cy H[U]N _QN (u)
(3.2.47)
Burada Cg,Cyy:Cy > 0 sabitleri k ‘dan bagimsizdirlar.

Kabul ettigimiz sartlar altinda B(t) matrisinin elemanlari (O,T) araliginda oSlgiilebilir
smirli fonksiyonlardir. B;, j=0,N-1ise B(t) matrisinin [tj ’tj+1] j=0,N -1 araliklar

Uzerinden Steklov ortalamalaridir. Bu nedenle ([35],s.118) galismasindaki teoremi

kullanarak asagidaki bagintiy1 gosterebiliriz(Bknz. Kuramsal Temeller Teorem 1.10):

1= t;

ENzl THBJ- & B(t)H2 dt} < dy- (3.2.48)

Burada o, >0 ve Lim oy =0 ‘dr.

Bu esitsizligi dikkate alarak (3.2.47) esitsizliginden asagidaki kestirimi elde ederiz:

|

o 3c22(dN +3y +H[u]N —Q, (u)

o ) k=0,N. (3.2.49)

Burada C,, >0 sabiti k veN ‘den bagimsiz bir sabittir. Boylelikle teorem ispatlanmis

olur.

3.2.4. Sonlu Fark Yaklasimlarinin Fonksiyonele Gore Yakinsakhgi

Bu alt bélimde (3.2.1)-(3.2.3) optimal kontrol probleminde sonlu farkli yaklagimlarin
fonksiyonele gore yakinsakligini elde edecegiz. Bu amagla ilk 6nce (3.2.1) fonksiyoneli

ile (3.2.4) fonksiyonunun farkini degerlendirmeye ¢alisacagiz.
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Teorem 3.2.4: Farz edelim ki Teorem 3.2.3’{in sartlar1 saglansin. Bu takdirde Yu €U ve

V[u], €U, i¢in asagidaki kestirim gegerlidir:

‘J(u)— Iy ([u]N )‘ <Cyp (dN + 0y +H[u]N —Qy (u)

u;“)' (3.2.50)

Burada ¢,; >0 sabiti N *den bagimsizdir.

Ispat: (3.2.1) ve (3.2.4) formiillerinin yardimiyla asagidaki esitsizligi yazabiliriz:

IW) =1y (U D) < o [XCT:0) = Yol + BIXO = YOl 0, -

b, NP N K k|2
A

3.2.51
- Al - aft - il ]+ 20
Al
I A o e
k=0 ¢,

Simdi Cauchy-Bunjakovskii esitsizligini kullanarak asagidaki esitsizligi elde ederiz:

[3(0) = 1y (Quy DI < Bo[IXCT0) = Yoo =X = o

R"

(RSN

1t
BT FORTOTRE S

(kO - O |t ~¥i].. <

<o [t =, (et L, 2yl )+ 3252)
%[Ezl J Jxo-x ZdJ

1/2
2
Ol +1]L) dt} |

-

X

[z T ol + e

k=0 ¢,

Bu esitsizlikten X(t) ve X, ‘lar igin kestirimleri ve Y,(t) fonksiyonu igin olan

varsayimdan yararlanirsak asagidaki esitsizligi yazabiliriz:
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MOBM(TN) hx(l’;u) x| +[Nzl j [ - Xku;ndt] +

1/2
{Ezétkfuyl(t)— ylkH;ndt] ] (3.2.53)
Y
=Cy[Jo+ 3]
Burada C,, >0 , N ’den bagimsiz bir sabittir ve
Jo =Hx(T;u)—xNHRn , (3.2.54)

/2

1t 12 Al .
(£ 0w L) o[ Elo-vta] o
k=0 t, k=0 t,

dir.

Simdi (3.2.54) formiiliinden ve Teorem 3.2.3’deki z* formiiliinden yararlanirsak
2 2 2
(30)" = eTow) =", =[x =x"[ =[2".
esitligini elde ederiz. Bu esitlikten ve (3.2.49) kestiriminden yararlanirsak

3y =2 = (85 +{[u, ~Quw] ) (3.2.56)

esitsizligini elde ederiz.

Simdi (3.2.55) formilinden yararlanarak
) N 2 N1t R
(3,) <2y j ¥ —xt| dt+23" j v, - it =
k=0 ¢, k=0 g,

At 1t
= 2NZ‘i [ x®=x(t) +xt) - x* H;ndt + 2Nj [y-y H;ndt <
k=0 ty k=0 te
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N -1t

At
<4y [ x)-x)|.dt +4NZl [ xt) - x| dt+
Nkjlotkz o (3.2.57)
23 [ |-y dt =43 +437 +232
k=0 t,
kestirimini elde ederiz. Burada
N1t
3= [ Ix® x| dt, (3.2.58)
k=0 ¢,
N-1 2
37 =2 At xt) - x|, (3.2.59)
k=0 -
N -1t 2
3= [ |w®—yi,at (3.2.60)
k=0 t,

dir.

Simdi J 12 formiiliinden yararlanarak Teorem 3.2.3’ten bildigimiz z* tanimim kullanarak

(3.2.49) esitsiliginden asagidaki esitsizligi yazabiliriz:

2
)

N-1 N-1
NRED IS HZkH; <> A, (c22 (dN +8, +|[u], —Qu ()
k=0 k=0
Buradan kolaylikla

2
J2 gczs(dN + 8y +|[[u], —Qu (u) L(Qm)) (3.2.61)

esitsizligi yazilabilir. Bu esitsizlikte C,; >0 sabiti N *den bagimsiz bir sabittir.

. .11 pp
Simdi J; formiliinden yararlanarak:
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N-1 tk+l

ZJI
Sn“zi(z

dt <

de(r) i

2

n

zf
7 # (3.2.62)

e 2
dr ] NZ [ j ix(z) dr]
R k=0 t, R

dr
esitsizligini yazabiliriz. Bu esitsizlikten, Cauchy-Bunjakovskii esitsizliginden ve (3.2.46)

dx(z)
dr

kestiriminden yararlanirsak asagidaki esitsizligi yazabiliriz:
3 <Cy(dy)". (3.2.63)
Burada ¢, >0 sabiti N ’den bagimsiz bir sabittir.

Simdi J; formiiliinii degerlendirelim. Y,(t) fonksiyonunun kendisinin ve tlrevinin

L(zn) (0,T) uzayindan oldugunu dikkate alirsak;

2
< < dy, ()
y, (£) - yk — <
Z:: tI H 1 ’ kzz: t.[ dr
< % dy’.
dt L(Z")(OVT)
Buradan da
J}<c,df (3.2.64)

kestirimini elde ederiz. c,, >0 sabiti N ’den bagimsizdur.

Simdi (3.2.61), (3.2.63) ve (3.2.64) kestirimlerinden yararlanarak (3.2.57) esitsizliginden

(3,) = (dy +8, +[Qu ~[ul, )2 (3.2.65)

esitsizligini elde ederiz. Burada C,, >0 sabiti N ‘den bagimsizdir.

Simdi (3.2.56) ve (3.2.65)’1 kullanirsak (3.2.53) kestiriminden
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‘J(u)— L ([u], )‘3024[J0 +3,]<]2"].. gczs(dN + 8y +[[u], - Qu () L(sz))+

E
5
)

esitsizligini elde ederiz. Bu esitsizlikte C,q = C,; aldigimizda teoremin hiikmiiniin gegerli

+028(dN +0y +HQN (u)—[u],

<Cy (dN +36, +HQN (u)—[u],
oldugunu gostermis oluruz. Teorem 3.2.4 ispatlandi.

Simdi sonlu farkli yaklagimlarin fonksiyonele gore yakinsakligini gostermek i¢in iki tane

yardimci lemmayz ispatlari ile birlikte verelim.

Lemma 3.2.1: Farz edelim ki Teorem 3.2.4’iin sartlar1 saglansin ve Q. operatori
VueU igin (3.2.21) formiilii ile tanimlansin. Bu takdirde Qy (u) eU,, dir ve asagidaki

esitsizlik gecerlidir:

3 (W)~ 1, QW) cp(dy +6,). (3.2.66)

Ispat: VueU alalm. Q, (u) operatOriiniin tanimma gore asagidaki esitlikleri

yazabiliriz:

Q) =[]y = (@), ;... 0y ),

b 3.2.67
1 j u(t)dt, vueU. ( )
At,

i

w =

Bu formilden yararlanarak ve ueU oldugunu dikkate alarak asagidaki bagintiyi

yazabiliriz:
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2 1/2
tkil

j u(t)dt

N -

57

k=0

N-1 , 12
Satial, | len,
k=0

m

_ j Ju@)[;. dt] = |u(t)

<
(Zm)(OVT) = bO'
k:O t

Buradan Qy(u)eU, oldugu ¢ikar. Bu takdirde [U]N €U, ’nin yerine

[a)]N =Q, (u) €U, alip Teorem 3.2.4’{in ispatini tekrarlarsak
3 =1y ([u]y )] < Cas (dy +64) (3.2.68)

olur. Burada ¢, ‘U C,, olarak segersek lemmanin hiikmiiniin gecerli oldugunu elde ederiz.

Lemma 3.2.2: Farz edelim ki Teorem 3.2.4’lin sartlar1 saglansin ve B ([U]N ) asagidaki

gibi tanimlansin:

G(t) =Py ([u]y)=Ue t <t<t.,, k=0,N-1 (3.2.69)
Bu takdirde P, ([U]N ) €U ’dur ve asagidaki kestirim gegerlidir:

9P ([uly D=1 ([ul, )] < Caa(dy + 8y ). (3.2.70)

Ispat: V[u] €U, alahm ve B, ([U]N) operatorini lemmada verilen tanimimdan

yararlanarak ((t) = P, ([U]N)zuk, t <t<t., k=0,N—1 olacak sekilde yazabiliriz.

Simdi G(t) 'nin normunu bulalim:
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Jact)

12 ¢ 12 ‘ 12
2 N -1 *k+1 B 9 N -1 *k+1 )
" dtJ —(z j lac. dtJ —[ j||uk(t) ’ dt] -

k=0 ¢, k=0 ¢,

;
moT) U Jac)
0

j — Ilul,

Buradan da U kiimesinin yapisi dikkate alndiginda V[u] eU, icin

Stk

w <by

a(t) =P, ([u]N ) €U oldugu ortaya ¢ikar. Bu nedenle Teorem 3.2.4ten ueU
kontroliintin yerine G(t) = P, ([U]N ) eU alip ispat1 gergeklestirirsek asagidaki esitsizligi

elde ederiz:

1/2
2
ij 3271

|3 (P ([uly)) = Ty ([u]y)] < €5 (dly + 6 )+(Z—Atk Juy —u
=C,y(dy +6y ).

Simdi C;,’yi C,, olarak alirsak teoremin hiikmiiniin gecerli oldugunu elde ederiz. Lemma

3.2.2 ispatlandh.

Nihayet ispatlarin1 verdigimiz Lemma 3.2.1 ve Lemma 3.2.2°den yararlanarak sonlu
farkli yaklasimlarin fonksiyonele gore yakinsakligini gosteren asagidaki teoremi

ispatlayabiliriz.

Teorem 3.2.5: Farz edelim ki Lemma 3.2.1 ve Lemma 3.2.2’nin sartlar1 saglansin.

Bunlarin yani sira J., (3.2.1) fonksiyonelinin (3.2.2)-(3.2.3) sartlar1 altinda U kiimesi
iizerinde en biiyiik alt smur1, |y« ise (3.2.4) fonksiyonunun (3.2.5)-(3.2.6) sartlari altinda

U, kumesi tizerinde en blyiik alt sinir1 olsun. Bu takdirde

lim 1. =J. (3.2.72)

N—
limit bagintis1 ve asagidaki kestirim gecerlidir:

|IN*_\]*

<cp(dy+6y), N=12,... (3.2.73)
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Burada c,, >0 sabiti N ‘den bagimsizdur.

Ispat: Birinci alt boliimde (3.2.1)-(3.2.2) optimal kontrol probleminin en az bir ¢oziime
sahip oldugu, yani (3.2.1) fonksiyonelinin minimum noktalar kiimesi olan U. # < oldugu

verilmisti. Bu nedenle U cU  kiimesinden herhangi bir u™ optimal kontrolini ele

alalim. Lemma 3.2.1’c gore Qy(u”)eU, dir. Bu takdirde (3.2.66) kestiriminde
U=U"eU. cU icin asagidaki esitsizligi yazabiliriz:
Lo < 1 (Qu (U7)) S I W) +Cog (dy + 8y ) = 3o+ ¢y (dyy +6 ), N=1,2,....(3.2.74)

Teorem 3.2.2°ye gore (3.2.4)-(3.2.6) ayrik optimal kontrol probleminin en az bir ¢0zime
sahip olduguna hiikmedebiliriz. Bagka bir ifadeyle

*

UN*E{[U]NeUN:IN([u]L):IN*:[uinf |N([u]N)}¢@

]N eUy

olur. Simdi V[u]; eU,.cU, alip Lemma 3.2.2°den yararlanirsak P, ([U];)EU

oldugunu elde ederiz. Bu takdirde (3.2.70) kestiriminden yararlanirsak [U]N €U, ’nin

yerine [u]’,:l eU,. €U, alip asagidaki esitsizligi yazabiliriz:

3.2 (R ([T, )) <t ([T, J+ e (A +00) = e (@ 40,) g5 7
N=12,...

C, = Max {CSO : 031} olarak segersek (3.2.74) ve (3.2.75)’ten teoremdeki

|IN*_\]*

<Gy (dy +9))

esitsizliginin gegerli oldugunu elde ederiz. Bu esitsizlikte N — oo i¢in dy, — 0 oldugunu
ve (3.2.48) esitsizliginde N —oo igin 6, = 0 oldugunu dikkate alip limite gegersek

(3.2.72)’nin gegerli oldugunu elde ederiz. Teorem ispatlandi.
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3.3.  Optimal Kontrol Probleminin Numerik C6zUmu

Calismanin bu bolimiinde finansal akislarin optimal kontroll probleminin nimerik

¢Oziimii i¢in gradyent izdiisiim yontemini ele alinmistir.

3.3.1. Finansal Akislarin Optimal Kontrol Probleminin Gradyent izdiisiim

Yontemi ile Cozama

Boliimiin basinda verdigimiz (3.1.1)-(3.1.3) optimal kontrol problemini yeniden ele

alalim. Buna gore problemimiz

3, = A = Yol + Al il + el o (33.)

Y™ o1)

fonksiyonelinin

U= {u =u(t):ueLlS(0,T), |u wor S bo}
kimesi tizerinde
X=A{t)x({t)+B(t)u(t)+ f(t), 0<t<T (3.3.2)
X(ty) = X, (3.3.3)

sartlar1 altinda minimumunun bulunmasi problemidir. Burada T >0 verilen zaman;

Lo+ B #0 olmak Gzere f,20,5 20,020 ve b;>0 verilen sabitler;
o=o(t)=(a, (), o,(t),....o,()), t amnda planlanan mevduatlarin  vektori;
Yo = Yo, :(yOl, Yoo reeos yOn), j =1n j. misterinin t=T aninda bankadan alabilecegi
daha 6nceden planlanan kredi miktari; X, = X;; = (XOl, Xop 1oy XOn) , j=1n j. miisterinin
baglangi¢ kredi durumunu belirten bilinen sayilar; u(t) =u(t) =(u1(t),u2(t),...,um(t)),
i=L,m herhangi bir t aninda i mevduat kaynagmin  miktars;

X(t)=Xj(t)=(X1(t), X, (1), ..., Xn(t)), j=1n herhangi bir t aninda j. miisterinin

bankadan alacagi kredi; Y, =(Yy(t), Yo (€)- Yoo (©),  ¥ij = ¥y (D) eW;(0,T), j=Ln
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herhangi, bir t aninda j. misteri i¢in banka tarafindan daha 6nceden planlanan kredi;

A(t) ve B(t) matrislerive f(t) vektorii bankanin i¢ kanunlari ile belirtilen fonksiyonlar
olup;  A®)={a, ®)}, jk=in ve B@®)={b,@®}, k=Ln i=Llm,
f(t) =(f,(t), f,(t),..., f,(t)) bigimindedir. A(t) matrisinin elemanlari a,(t), j,k=1,n
ve B(t) matrisinin elemanlar: olan b(t), k=1n, i=Lm [0,T] aralizinda 5lgiilebilir

sinirl fonksiyonlar, f fonksiyonu ise f eL{’(0,T) olup Karesi integrallenebilir

fonksiyonlardir.

(3.3.1)-(3.3.3) probleminin ¢ozimiinde 2. bélumde ifade ettigimiz gradyent izdiistim

yoOnetiminin semasini verelim.

Farz edelim ki u® =u°(t) eU elemani baslangi¢ yaklasimi olsun. Bu takdirde gradyent

izdiisiim yonteminin semasina gore asagidaki yineleme formiiliinii yazabiliriz:
Ut t) =R, t)-yJ (%) s=0,12.., te(O,T). (3.3.4)

Burada R,(z) miktar1 z=z(t) noktasinin U kiimesine izdiigiimiidiir ve asagidaki

formiille tanimlanir:
u* () - 7.J, (u°) (=73, W))eu

us+1(t): US(t)_st;(US)
lus —5.3. (u®)

$=0,1,2..., t e (0,T).

(PO -7, W)U

M o,1)

(3.3.5)

J! (u®) (3.3.1) fonksiyonelinin gradyentinin u® =u®(t) eU noktasindaki degeridir ve

asagidaki formiille tanimlanir:

3., () =—BTy, (1) + 2a (u* (1) —w(t) ). (3.3.6)

w,(t) = (t;u) fonksiyonu u=u’(t) icin asagidaki eslenik problemin ¢oziimiidiir:
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p(t)=—A'w )+ 28, (x(t)-y,(t)) 0<t<T (3.3.7)
w(T)==28,(x(T;u)-Y,). (3.3.8)
Burada A" ve B" matrisleri sirasiyla A(t) ve B(t) matrislerinin transpozeleridir.
(3.3.4) formulunde yer alan y, >0 parametresini belirlemek igin
J U™ <J, ) (3.3.9)

sartin1 kullanacagiz. iterasyonu durdurmak igin yani (3.3.4) yaklasimlarinin bulunmasini

durdurmak icin ise

S+1 S

u  —-u

on <€ (3.3.10)

sartindan yararlanacagiz. Burada ¢ Onceden verilen pozitif bir sayidir.

Va>0 ig¢in gradyent izdisim yoOntemi ile insa edilen {u"}cU dizisi bir
minimallestirici dizi olur ve o >0 igin J_(u) fonksiyoneli kuvvetli konveks fonksiyon

oldugundan minimum noktasina yakinsamis olacaktir. Bu nedenle >0 parametresini
Ozel bir yontemle segmeye gerek yoktur. Sadece « >0 olarak 0 ’a yakin bir say1 olarak

se¢memiz yeterlidir.

Simdi (3.3.1)-(3.3.3) probleminin niimerik ¢6ziim algoritmasini agiklayalim. Bunun i¢in
bir dnceki alt bolimdeki sonlu farklar yontemi uygulanmistir. Bu yontem kullanilarak
(3.3.1)-(3.3.3) probleminin ayrik aynisi olan agagidaki optimal kontrol problemini elde

edilmistir. Farz edelim ki optimal kontrol problemi

2
R

‘At (33.11)

N

k k

n +ﬂlzux - yl
k=1

IN ([UN]) = ﬂo HXN —Y

2 N-1
§nAtk + aznuk -0,
k=0

fonksiyonunun

N-1
U, ={[UN]Z[U]N =(Ug, Uy, Uy 4 ), U €R™, k=0,N -1, [Z”uk
k=0

12
2
)]

kiimesi Uzerinde
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Xt =x+ At (AX+Bu +f) k=0N-1 (33.12)

X° =X, (3.3.13)
sartlar1 altinda minimumunun bulunmasi problemidir.

Burada fonksiyonlar

At =t —t, A ={a/} a* j ;(©dt, i, j=1n,k=0,N-1,
ty
o _ _
B, ={b."}; bk——jb,r(t)dt i=1n, r=1m k=0N-1
1 Y r
fo=(fy oo £.0), Fo :A_tkt{ f(t)dt, i=1n, k=0,N—1,
y0=(y01!y02""’y0n)7
Vi = (Vi Vi V), yﬁ—A Jyl.(t)dt i=1n k=LN
ktkl
tiu _
O, = (O, Opyy vy Oy ), Oy = — I o, ()dt, r=1,m, k=0,N -1

seklinde tanimlanir.

(3.3.11)-(3.3.13) probleminin niimerik ¢6ziimiinii gergeklestirmek igin gradyent izdiigiim
yonteminin ayrik aynisini uygulayacagiz. Bu amacla [U]LO) €U, baslangic yaklasimini

secelim ve asagidaki yineleme formiiliinii insa edelim:

s =R, ([ uJ -7 ([u ](N))), 5=012,.. . (3.3.14)

Buradan
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[ ](;j+l) =by N1 5 7z $=012
[ ulgs) AW ([u](N)) . At,
k=0
dir.
iterasyonda [u]"™ kontrolii k =0, N —1 igin
[l 7,12 ([u]?) (] - () e

(SR A © S (1)
(Nzl ul(f) 1, ([u](;)) ;m At ]1/2

k=0

)eU

([ =70 (1027

sartina gore secilir.

ise

ise

(3.3.15)

I;([u](NS)) miktar Ia([ Iy ) fonksiyonelinin gradyentinin [u] §/eU, noktasindaki

degeridir ve asagidaki formiillerle tanimlanir:
, (s) ' (s) ' s)
Ia([u]N )z(lao([u]N )’ ’IaN—l([u](N ))’

1 ([01)) = Bl + 2er (0w, ), k=0,N-1.

Burada

e =v*([ul})

(3.3.16)

(3.3.17)

ag fonksiyonu asagidaki eslenik sistemin [u] :[U]S) eU, noktasina karsilik gelen

¢cOzUimadar:
l// l//k+1+(A'<I' k+1 Zﬂl( k+1 k+1))Atk, k:N—l,O

v =28 (x"(T)-Y,).

(3.3.14)’te yer alan y, parametresini segmek igin
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L)< () s=012.. (3.3.20)

sartin1 kullanacagiz. Ardisik yaklagimlarin bulunmasinin durdurulmasi i¢in asagidaki

kriterden yararlanacagiz:

N1 2 1/2
> Jue —ul <e. (3.3.21)
k=0 R™

o >0 parametresini ise 0 ’a yeterince yakin olan pozitif bir say1 olarak segecegiz.
Boylelikle (3.3.1)-(3.3.3) optimal kontrol problemini ¢dzmek igin her bir k adimda
fonksiyonelin gradyentini bulmak icin (3.3.2)-(3.3.3) Cauchy problemini ¢6zmemiz
gerekmektedir. Boylelikle gradyentten yararlanarak gradyentin izdiisiim yOnteminin

(3.3.1)-(3.3.3) optimal kontrol problemine uygulanmasi agiklandi.

3.4. Matlab Uygulamalari

Bu alt boliimde 3.1 alt basliginda verilen optimal kontrol problemi i¢in 6rnek uygulamalar
ele alinmistir. 3.2 alt baslikta elde edilen ayrik optimal kontrol probleminin sayisal
ornekleri, 3.3 alt basliginda uygulanan Gradyent izdiisiim metodu ile Matlab R2016a
programinda, [54, 55] kaynaklarindan yararlanarak insa ettigimiz ¢dziim algoritmasi ile

¢Oziilmiistiir. Matlab ¢6ziim algoritmalar1 Ekler basliginda verilmistir.

3.4.1. Ornek Uygulama 1

Asagidaki optimal kontrol problemini ele alalim:

e H xl(T) 501)2 . (xl(t,u)J_£500+t2J2 X
%(T) 501 e e(U)) (8004t Jle 3.4.1
u 50+t ? G4
+o,01[ H j
u, S0+t
LD 01)

fonksiyonelinin
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U ={u =u(t):uel?(0,1), |ul <b, }

P eor ~ 0
kiimesi Uzerinde

%) (t+1 t=1)( %) .\ 1 0)(u,l(t) s —t* - 2t* —997t —100 0<t<l
%) (t=1 t+1){x,t)) (0 1){u,(@) —t2-1001t-99 )~

(3.4.2)

500
X(0) =x, = (500] (3.4.3)

sartlar1 altinda minimumunu bulalim. (3.3.1)-(3.3.3) ve (3.4.1)-(3.4.3) optimal kontrol
problemleri karsilastirildiginda t €[0,1] olup T =1 “dir. n,m=2 olup

dir.

o)l
Yo = =
Yoz 501

ve

Vi 500 +t2
Y, = =
Yio 500+t

olup

@, 50+t
w = =
@, 50+t

dir. B, =, =1ve a =0.01 dir. Olasi kontroller kiimesi ||u|| <b, ile smirlandirilmis

L2 (0.T)

olup gercek ¢6ztime uygun b,’1in farkli degerleri ile ilgilenilecektir. Cauchy problemine

baktigimizda
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t+1 t-1 10 —t3 -2t 997t -100
At = Bt = f t =
© (t—l t+1]’ ® (o 1) ve 1) { ~t*-1001t —99

olup, baslangi¢ ¢6ziimimiiz ise

00
K(t) = X(0) = [Zooj

olur.

Simdi (3.4.1)-(3.4.3) optimal kontrol probleminin ayrik aynisini yazalim. Bunun igin
(3.3.11)-(3.3.13) ayrik optimal kontrol problemindeki degisken ve sabit degerlerin
yerlerine (3.4.1)-(3.4.3) optimal kontrol probleminde olan degerleri yazabiliriz. Buradan

(3.4.1)-(3.4.3) optimal kontrol probleminin ayrik aynisi:

At =t,,, -t olmak tizere

2 2
N 501 N x K ’
R N
X2 R2 k=1 X2 y12 R? (344)
N-1 u . 2 o
+o,01z[ 1kj—( ”j At
k=0 |[\ Uk W )| g2

fonksiyonelinin
N-1 v2
N N4 2
U, :{[UN]Z[U]N = (Ug, Uy, Uy ), U €R?, k=0,N -1, (Z”‘Jk”m{z Atkj sbo}
k=0
kiimesi Gzerinde

k+1 k k k k k k f
G s (3 MG ()
X, X, a,; a5, (X by, by, J\ Uy f, (3.4.5)

k=0,N-1

X(0)=x, = [SOOJ . (3.4.6)

sartlar1 altinda minimumunun bulunmasi problemidir. (3.4.5)-(3.4.6) Cauchy

probleminde
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1 f 1 tyy 1 tea
k _ ok _ =~ k _ ok _ + _ k _pk _ *
a4 =ay =1 j R j (=Ddt,  bi=by = j dt |
K K 1% 3 2 1 % 3
b\ =bl =0, f, a0 tj (-t -2t*-997t-100)dt  f,, A {[ (—t* ~1001t - 99)dt,
k=0N-1 <dir.

(3.4.4) fonksiyonelinde ise

tk+1

j (50+t)dt ve
1,

1% 1 1
At

ty
Ej(somtz)dt, ny:EI(SOOH)dt, k=LN, o=

Kty Kty

k _
Yu =

Y
ol _ 1 j (50+t)dt, k =0, N —1 “dir.
At

Simdi (3.4.4)-(3.4.6) ayrik optimal kontrol problemini N, b, ve u°‘n farkli degerleri

icin ¢ozebiliriz..

. 0
Ornek 1. N =10, b, =200 ve u’ = (Oj’ i =1, N baslangi¢ kontrolii i¢in (3.3.4)-(3.3.6)

optimal kontrol problemini ¢ozelim. (3.3.15) gradyent izdiisiim formiiliinde yer alan
7, =1 ve ardisik yaklasimlarin durdurulmas: sartin1 saglayan (3.3.21) formiiliinde yer

alan £=0.001 segelim. Bu veriler dogrultusunda Matlab R2016a programinda 5346.

iterasyonda asagidaki sonuglara ulasilmistir:

. (10038 10063 10067 10064 1006 10054 10035  99.657 97577  92.203
110028 1007 10081 10078  100.72 10063 10039 99639  97.478  91.984

optimal kontrolii elde edilmistir. Bilinen gergek ¢6ziimle bulunan bu degerlerin bagil

hatas1 ylizde olarak asagidaki gibidir:

Bhata—(0'0038 0.0063 0.0067 0.0064 0.006 0.0054 0.0035 0.00343 0.02423 0.07797)

0.0028 0.007 0.0081 0.0078 0.0072 0.0063 0.0039 0.00361 0.02522 0.08016

Elde edilen sonug kabul edilebilir hataya sahiptir. Bu optimal kontrole karsilik Cauchy

probleminin ¢6zimu
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. (900 50005 50015 50028 50042 50059 50079 501 50118 50119 500.65
500 500.12 50029 50047 50065 50084 501.03 501.22 50136 50129  500.65

olarak elde edilmistir. islem sonucunda

2
u£s+l) - U;Es)

]Rm

12
J = 0.00099999<0.001

N-1
)
olup, ¢ degerinden kiigiiktiir ve (3.3.21) sart1 saglanarak iterasyon durmustur.

(3.3.20) esitsizligini saglamak i¢in bu sartin saglanmadigr her durumda y, =

10
alinmigtir ve islemler sonucunda y, =0.01 degerine ulasmistir. Buldugumuz u” optimal

kontroliiniin normu

5 1/2
3 Atkj =140.52

i
k=0

olup, simnirt b, =200 olan olast kontrol kiimemizin i¢indedir. Sonug olarak da (3.3.11)
esitligindeki 1y ([u,]) fonksiyonelimizin degeri I ([u,])=48.396 ‘dir. Omek 1 igin

tiim islemler toplam 9717.600 saniye siirmiistr.

Simdi bu sonuglar1 bilinen ger¢ek sonuglar ile karsilastiralim.

. . (100
Bilinen u =

100] optimal kontroliine karsilik gelen Cauchy probleminin ¢dzimd

« [500+t"2
X =

, te[0,1] ve optimal kontrolimuzin normu Hu
500+t

o 2141421 *dir.
L~ (1)

(3.3.1) fonksiyonelimizin bilinen minimum degeri

501) (501 N 500 +t"2 500 +t"2
501) (501 500+t 500+t

=49.007

2 2 2

J'(u) = +0.01

LRICEY

100 50+t
100 50+t

dir. Buldugumuz 1, ([u,])=48.396 degeri J (u) fonksiyonelin gercek cézumiine

R? 7 (0.1)

oldukca yakindir ve fark

37 (u) -1y ([uy])| = 0.611 “dir.
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Ornek 2: Asagidaki tabloda Ornek 1°de verilen problem igin yeni degisken ve sabitlerin

degerleri yer almaktadir.

0TI | N | 8, | B a v b, Fy Yo yl(t) o(t)
01 10 1 | 1 [o001| 1 | 200 | 0.001 | (501) | (t2+500) | (50+t
(501j (t+500j (50“]

A(t) B(t) f(t) X,

t+1 t-1 10 —t° —2*t2 —997*t —100 500
t-1 t+1 01 —t3-1001*t —99 500
uO

(120 120 120 120 120 120 120 120 120 120}

120 120 120 120 120 120 120 120 120 120

Bu degerleri ¢oziim algoritmamizda yerine koydugumuzda 8064.773 sn’de 4005.

iterasyonda optimal ¢6zliime ulagmaktayiz. Sonug¢ degerleri agagidaki tabloda verilmistir:

4 min I o vz &£
[zumN : Atkj
k=0
0.01 48.412 140.63 0.00099963
[uly

100.6 100.73 100.76 100.69 100.5 100.14 99.552 98.637 97.274 95.317
100.51 100.79 100.88 100.83 100.62 100.23 99.591 98.616 97.176 95.112

X

500 500.07 500.18 500.32 500.47 500.64 500.8 500.93 501 500.94 500.67
500 500.15 500.32 500.51 500.7 500.88 501.04 501.15 501.18 501.05 500.68

Bu tabloya gore buldugumuz optimal kontrol degeri bilinen gergek optimal kontrol

degerine kabul edilebilir 6l¢iide yakindir.
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Bagil hata =100*‘U* —[uly ‘ /u

0.0060 0.0073 0.0076 0.0069 0.005 0.0014 0.0045 0.0136 0.0273 0.0468
0.0051 0.0079 0.0088 0.0083 0.0062 0.0023 0.0041 0.0138 0.0282 0.0489

Bulunan bu optimal kontrol degerine karsilik elde edilen Cauchy probleminin ¢6zimu de

gercek durum degerlerine gore kabul edilebilir dl¢iidedir.

X — X,

0 067 016 026 0.35 0.44 0.5 051 044 022 0.23
0 01 017 026 0.35 043 049 05 043 02 0.27

Gergek minimum degeri bilinen J (u) fonksiyoneli ile bu optimal kontrol ve Cauchy

probleminin ¢dziimiine gore elde ettigimiz 1, ([u,]) fonksiyonelimizin fark1

J7(u) =1 ([u, ])‘ = |49.007 — 48.412| =0.595 ‘dir. Buldugumuz bu minimum deger

gercek degerin yaklasik %1.21 altinda olup kabul edilebilirdir.

Ornek 3: Asagidaki tabloda Ornek 2’de verilen problem igin b, =150 alinmis ve yeni

baslangig kontrolii u® degerleri yer almaktadur.

0TI N | B | B @ Y by € Yo y, () o(t)
[01 10| 1 1 /001 | 1 | 150 | 0.001 | (501 t2 +500 50+t
(501} [t+500] [50“}
A(t) B(t) f(t) X,

t+1 t-1
t-1 t+1

(1 O] 3 _2*t2 _997*t 100 [SOOJ
0 1 —t*-1001*t -99 500
0

u

[50 50 50 50 50 50 50 50 50 SOJ

50 50 50 50 50 50 50 50 50 50
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Bu degerleri ¢6ziim algoritmamizda yerine koydugumuzda 9509.496 sn’de 5095.

iterasyonda optimal ¢ézlime ulasmaktayiz. Sonu¢ degerleri asagidaki tabloda verilmistir:

/4 min I 9 . vz &£
u At
ey
0.01 48.396 140.52 0.00099991
[uly

100.37 100.62 100.67 100.66 100.62 100.56 100.35 99.622 97.517 92.249
100.27 100.69 100.8 100.8 100.74 100.65 100.39 99.604 97.418 92.033

X

500 500.05 500.15 500.27 500.42 500.59 500.79 500.01 501.18 501.18 500.65
500 500.12 500.28 500.46 500.65 500.84 501.04 501.23 501.36 501.29 500.65

Bu tabloya gore buldugumuz optimal kontrol degeri bilinen gercek optimal kontrol

degerine kabul edilebilir dl¢iide yakindir.

Bagil hata =100*

u’ —[um/u*

0.0037 0.0062 0.0067 0.0066 0.0062 0.0056 0.0035 0.0138 0.0248 0.0775
0.0027 0.0069 0.008 0.008 0.0074 0.0065 0.0039 0.014 0.0258 0.0797

Bulunan bu optimal kontrol degerine karsilik elde edilen Cauchy probleminin ¢ozimi de

gergek durum degerlerine gore kabul edilebilir dlgiidedir.

X — X,

0 005 013 0.21 0.3 0.39 0.49 059 062 046 0.25
0 007 013 021 0.3 0.39 0.49 058 061 044 0.3

Gergek minimum degeri bilinen J (u) fonksiyoneli ile bu optimal kontrol ve Cauchy

probleminin ¢dziimiine gore elde ettigimiz 1 ([u,]) fonksiyonelimizin farki
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J () -1 ([uy ])‘ = |49.007 — 48.396| =0.611 ‘dir. Buldugumuz bu minimum deger

gercek degerin yaklasik %1.25 altinda olup kabul edilebilirdir.

Ornek 4: Simdi Ornek 1°de verilen problem igin boliintii sayistn1 N =20, olasi

kontroller kiimesi smirmi b, =200 ve yeni baslangi¢ kontrolii u®’1 asagidaki tabloda

oldugu gibi alalim.

OTI|N | 5 | B a v b, £ Yo y, (1) a(t)
[0,1] |20 | 1 1 7001 1 | 150 | 0.001 | (501 t2 +500 50+t
501 t +500 S50+t

A(t) B(t) f(t) X,

t+1 t-1 10 3 —2*t? 997 *t-100 500

t-1 t+1 0 1 —t3-1001*t-99 500

u(02*20)

120 120 120 120 120 120 120 120 120 120 120 120 120 120 120 120 120 120 120 120
120 120 120 120 120 120 120 120 120 120 120 120 120 120 120 120 120 120 120 120

Bu degerleri ¢oziim algoritmamizda yerine koydugumuzda 5151. iterasyonda optimal

¢Ozlime ulagsmaktayiz. Sonu¢ degerleri asagidaki tabloda verilmistir:

9 ) 1/2 &
[zumN : Atk}

k=0
0.01 48.326 140.51 0.00099982
[uly

100.69 100.75 100.79 100.81 100.82 100.8 100.76 100.7 100.61 100.49
100.61 100.74 100.82 100.87 100.88 100.87 100.83 100.77 100.68 100.55

/4 min |,

100.33 100.12 99.829 99.453 98.962 98.323 97.499 96.439 95.086 93.366
100.38 100.15 99.852 99.463 98.957 98.301 97.456 96.372 94.987 93.228

X
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500 500.04 500.08 500.14 500.2 500.27 500.34 500.42 500.5 500.59 500.68
500 500.08 500.17 500.26 500.35 500.44 500.54 500.64 500.74 500.83 500.93

500.77 500.86 500.94 501.02 501.07 501.1 501.09 501.03 500.89 500.65
501.02 501.1 501.17 501.23 501.27 501.27 501.23 501.13 500.95 500.66

Bu tabloya gore buldugumuz optimal kontrol degeri bilinen gergek optimal kontrol

degerine kabul edilebilir 6l¢iide yakindir.

Bagil hata =100*

u’ —[u]’;‘/u*

0.0069 0.0075 0.0079 0.0081 0.0082 0.0080 0.0076 0.0070 0.0061 0.0049
(0.0061 0.0074 0.0082 0.0087 0.0088 0.0087 0.0083 0.0077 0.0068 0.0055
0.0033 0.0012 0.0017 0.0055 0.0104 0.0168 0.025 0.0356 0.0491 0.0663
0.0038 0.0015 0.00149 0.0054 0.0104 0.017 0.0254 0.0363 0.0501 0.0677}

Bulunan bu optimal kontrol degerine karsilik elde edilen Cauchy probleminin ¢ozimu de

gercek durum degerlerine gore kabul edilebilir dl¢tidedir.

X — X,

0 0.0392 0.0742 0.1242 0.1692 0.2192 0.2642 0.3142 0.3592 0.4092 0.4542
0 0.0550 0.0950 0.1350 0.1750 0.215 0.265 0.315 0.365 0.4050 0.4550

0.4942 0.5292 0.5492 0.5642 0.5442 0.4992 0.4092 0.2642 0.0342 0.3008
0.4950 0.5250 0.5450 0.5550 0.5450 0.4950 0.4050 0.2550 0.0250 0.3150

Gergek minimum degeri bilinen J (u) fonksiyoneli ile bu optimal kontrol ve Cauchy

probleminin ¢dziimiine gore elde ettigimiz 1, ([u,]) fonksiyonelimizin farki

J () -1 ([uy ])‘ =|49.007 - 48.326|=0.681 ‘dir. Buldugumuz bu minimum deger

gergek degerin yaklagik %01.39 altinda olup kabul edilebilirdir.
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Ornek 5: Asagidaki tabloda Ornek ’de verilen problem igin [0,T] zaman araligim [0, 2]
, olast kontroller kiimesi smirin1 b, =200 ve yeni baslangi¢ kontrolii u°’1 asagidaki

tabloda oldugu gibi alalim.

[0.T] | N | 8, | B a v b, £ Yo yl(t) o(t)
02 [10] 1 | 1 [001| 1 | 230 | 0.001 | (501) | (t24+500) | (50+t
(501} [t+500] [50“}

At) B(t) f(t) X,

t+1 t-1 10 —£2—2*t2—997*t-100 500
t-1 t+1 01 —t3-1001*t —99 500
uO

50 50 50 50 50 50 50 50 50 50
50 50 50 50 50 50 50 50 50 50

Bu degerleri ¢6ziim algoritmamizda yerine koydugumuzda 83496.668 sn’de 24329.

iterasyonda optimal ¢6ziime ulagsmaktayiz. Sonug degerleri asagidaki tabloda verilmistir:

4 min I 9 o 12 &
(S )
k=0
0.001 93.729 194.5 0.00099993
[uly

99.866 100.58 100.66 100.68 100.77 100.75 100.18 98.016 91.888 76.208
99.846 100.81 100.87 100.77 100.70 100.55 99.921 97.974 92.789 79.836

Nl

500 500.03 500.27 500.60 501.05 501.64 502.42 503.36 504.26 504.32 501.03
500 500.15 500.48 500.85 501.24 501.7 502.27 502.95 503.58 503.54 500.78

Buldugumuz optimal [u],, kontroliine karsilik elde ettigimiz optimal durum

k* (500 500.013 500.093 500.253 500.493 500.813 501.213 501.693 502.253 502.893 503.613
500 500.100 500.300 500.500 500.700 500.900 501.100 501.300 501.500 501.700 501.900
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dir ve olas1 kontrol kiimesinin bilinen sinir1 b, =200 “dr.

Bu tabloya gore buldugumuz optimal kontrol degeri bilinen gergek optimal kontrol

degerine kabul edilebilir dl¢lide yakindir.

Bagil hata =100*

u’ —[u]’;,‘/u*

0.0013 0.0058 0.0066 0.0068 0.0077 0.0075 0.0018 0.0198 0.0811 0.02379
0.0015 0.0081 0.0087 0.0077 0.0070 0.0055 0.0008 0.0203 0.0721 0.02016

Bulunan bu optimal kontrol degerine karsilik elde edilen Cauchy probleminin ¢6zimi de

gercek durum degerlerine gore kabul edilebilir dlgtidedir.

X —X,

0 0.017 0.177 0.347 0.557 0.827 1.207 1.667 2.007 1.427 2.583
0 0.050 0.180 0.350 0.540 0.800 1.170 1.650 2.080 1.840 1.120

Gergek minimum degeri J”(u) =96.0533 olan fonksiyonel ile bu optimal kontrol ve

Cauchy probleminin ¢dziimiine gore elde ettigimiz 1 ([u,]) fonksiyonelimizin farki

J*(u)—I;([UN])‘=|96.0533—93.729|=2.3243 ‘tiir. Buldugumuz bu minimum deger

gercek degerin yaklasik %2.42 altinda olup kabul edilebilirdir.

Ornek 6: Asagidaki tabloda (3.3.11)-(3.3.13) optimal kontrol problemi i¢in degisken ve

sabitlerin degerleri yer almaktadir.

0TI | N | 8, | B a v b, £ Yo yl(t) o(t)
[01] | 5| 1 1 [001| 1 | 200 | 0.001 | (501 t2 +500 50+t
(501} (t+500] [50“}

A(t) B(t) f(t) X,
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t+1 t-1 10 —£2—2*t2—997*t-100 500
t-1 t+1 01 —t3-1001*t —99 500
uO

(120 120 120 120 120)

120 120 120 120 120

Bu degerleri ¢oziim algoritmamizda yerine koydugumuzda 1345.532 sn’de 1776.

iterasyonda optimal ¢6zlime ulasmaktayiz. Sonu¢ degerleri asagidaki tabloda verilmistir:

4 min I 9 o 12 &
(Sl )
k=0
0.01 48.623 140.89 0.00099958
[uly

100.47 100.56 100.17 99.185 97.566
100.43 100.79 100.38 99.233 97.356

X

[500 500.15 500.4 500.66 500.82 500.7}

500 500.27 500.61 500.9 501 500.71

Bu tabloya gore buldugumuz optimal kontrol degeri bilinen ger¢ek optimal kontrol

degerine kabul edilebilir 6l¢iide yakindir.

Bagil hata =100*

u’ —[um/u*

0.0047 0.0056 0.0017 0.00815 0.02434
0.0043 0.0079 0.0038 0.00767 0.02644

Bulunan bu optimal kontrol degerine karsilik elde edilen Cauchy probleminin ¢6zimu de

gercek durum degerlerine gore kabul edilebilir 6l¢giidedir.

X — X,
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0 014 031 041 0.33 0.11
0 016 031 04 0.3 0.19

Gergek minimum degeri bilinen J”(u) fonksiyoneli ile bu optimal kontrol ve Cauchy

probleminin ¢ozimiine goére elde ettigimiz 1 ,([u,]) fonksiyonelimizin farki

J () =14 ([u, ])‘ = |49.007 — 48.623| =0.384 ‘tiir. Buldugumuz bu minimum deger

gercek degerin yaklasik %00.78 altinda olup kabul edilebilirdir.

Ornek 7: Ornek 6°da verilen problemimizde b, = 200 olas1 kontroller kiimemizin sinirin
b, =150 olarak degistirelim ve U, baslangi¢ kontroliimiizii tablodaki gibi degistirelim.

Bu degisiklikler ile birlikte (3.3.11)-(3.3.13) optimal kontrol problemi i¢in degisken ve

sabitlerin degerleri asagidaki tabloda yer almaktadir:

0TI | N | 8, | B a v by £ Yo y, () a(t)
01 | 5] 1 1 7001 1 | 150 | 0.001 | (501 t2 +500 50+t
501 t +500 50+t
A(t) B(t) f(t) Xo
t+1 t-1 10 —t3 —2*t2 ~997*t —100 500
t-1 t+1 01 —t3-1001*t —99 500
uO

50 50 50 50 50
50 50 50 50 50

Bu degerleri ¢oziim algoritmamizda yerine koydugumuzda 2550.142 sn’de 3034.

iterasyonda optimal ¢6ziime ulasmaktayiz. Sonu¢ degerleri agagidaki tabloda verilmistir:

9 w2 1/2 &
(;umN : Atkj

0.01 48.387 140.73 0.00099961

/4 min |
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[uly
(100.11 100.66 100.83 100.26 95.466)

100.05 100.91 101.05 99.31 95.231

X

(500 500.08 500.34 500.72 501.11 500.67]

500 500.19 500.55 500.96 501.29 500.68

Bu tabloya gore buldugumuz optimal kontrol degeri bilinen gergek optimal kontrol

degerine kabul edilebilir dl¢lide yakindir.

Bagil hata =100*

u’ —[u]’;‘/u*

0.0011 0.0066 0.0083 0.0026 0.04534
0.0005 0.0091 0.0105 0.0069 0.04769

Bulunan bu optimal kontrol degerine karsilik elde edilen Cauchy probleminin ¢6zimu de

gercek durum degerlerine gore kabul edilebilir 6lgtidedir.

X — X,

0 0.0667 0.2467 0.4667 0.6167 0.1433
0 0.0900 0.2500 0.4600 0.5900 0.2200

Gergek minimum degeri bilinen J (u) fonksiyoneli ile bu optimal kontrol ve Cauchy

probleminin ¢dziimiine goére elde ettigimiz 1 ([u,]) fonksiyonelimizin farki

J7(u) =14 ([uy ]))‘ =|49.007 -48.387|=0.62 ‘dir. Buldugumuz bu minimum deger

gercek degerin yaklasik %1.27 altinda olup kabul edilebilirdir.

Ornek 8: Ornek 6’da verilen problemimizde b, = 200 olas1 kontroller kiimemizin sinirini

aynen alalim ve U, baslangi¢ kontroliimiizii tablodaki gibi degistirelim. Bu degisiklikler
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ile birlikte (3.3.11)-(3.3.13) optimal kontrol problemi i¢in degisken ve sabitlerin degerleri
asagidaki tabloda yer almaktadir:

0TI | N | 8, | B a v b, £ Yo yl(t) o(t)

01 | 5| 1 | 1 [001]| 1 | 200 | 0.001 (501} (t2+500j (50+t]

501 t +500 S50+t
At) B(t) f(t) Xo
t+1 t-1 10 —t® - 2*t? ~997*t -100 500
t-1 t+1 01 —t3-1001*t —99 500
0

u
00000O0
00000O0

Bu degerleri ¢oziim algoritmamizda yerine koydugumuzda 3237.844 sn’de 3040.

iterasyonda optimal ¢6ziime ulagsmaktayiz. Sonug¢ degerleri agagidaki tabloda verilmistir:

4 min I o vz &£
[zumN : Atkj
k=0
0.01 48.389 140.73 0.0009995
[uly

100.11 100.64 100.81 100.3 95.458
100.05 100.9 101.03 100.35 95.22

X

(500 500.08 500.33 500.72 501.11 500.67}

500 500.19 500.54 500.95 501.3 500.68

Bu tabloya gore buldugumuz optimal kontrol degeri Ornek 3 te bulugumuz degerlerle

neredeyse aynidir ve problemin bilinen gergek optimal kontrol degerine kabul edilebilir
o6l¢iide yakindir.
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Bagil hata =100*‘U* —[uly ‘ /u

0.0011 0.0066 0.0083 0.0026 0.04534
0.0005 0.0091 0.0105 0.0069 0.04769

Bulunan bu optimal kontrol degerine karsilik elde edilen Cauchy probleminin ¢ézimu de

gercek durum degerlerine gore kabul edilebilir dl¢iidedir.

X — X,

0 0.0667 0.2467 0.4667 0.6167 0.1433
0 0.0900 0.2500 0.4600 0.5900 0.2200

Gergek minimum degeri bilinen J (u) fonksiyoneli ile bu optimal kontrol ve Cauchy

probleminin ¢dziimiine gore elde ettigimiz 1, ([u,]) fonksiyonelimizin fark1

J7(u) =1 ([u, ])‘ = |49.007 — 48.389| =0.618 ‘dir. Buldugumuz bu minimum deger

gercek degerin yaklasik %1.26 altinda olup kabul edilebilirdir.

Ornek 9: Ornek 6°da verilen problemimizde b, = 200 olas1 kontroller kiimemizin sinirint
b, =200 olarak degistirelim ve u, baslangi¢ kontroliimiizii tablodaki gibi degistirelim.

Bu degisiklikler ile birlikte (3.3.11)-(3.3.13) optimal kontrol problemi i¢in degisken ve

sabitlerin degerleri asagidaki tabloda yer almaktadir:

[O,T] | N By | B a V b, £ Yo yl(t) o(t)
01 [ 5| 1 | 1 [oo1| 1 | 200 | 0001 |(501)]|(t2+500) | (50+t
(501j (t+500] (50“]

A(t) B(t) f(t) X,

t+1 t-1 10 3 —2*t2 -997*t 100 500
t-1 t+1 01 ~t3-1001*t —99 500
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uO

50 50 50 50 50
50 50 50 50 50

Bu degerleri ¢6ziim algoritmamizda yerine koydugumuzda 3234.872 s’de 3020.

iterasyonda optimal ¢6zliime ulagmaktayiz. Sonug¢ degerleri agagidaki tabloda verilmistir:

4 min I 9. vz &£
(zumN : Atk}
k=0
0.01 48.386 140.73 0.00099957
[uly

100.11 100.66 100.83 100.24 95.47
100.05 100.92 101.05 100.3 95.236

el

500 500.08 500.34 500.72 501.11 500.67
500 500.19 500.55 500.96 501.29 500.68

Bu tabloya gére buldugumuz optimal kontrol degeri Ornek 3’te bulugumuz degerlerle
neredeyse aynidir ve problemin bilinen ger¢ek optimal kontrol degerine kabul edilebilir

oOl¢iide yakindir.

Bagil hata :100*\u* —[uly ‘ /u

0.0011 0.0066 0.0083 0.0024 0.0453
0.0005 0.0092 0.0105 0.003 0.0476

Bulunan bu optimal kontrol degerine karsilik elde edilen Cauchy probleminin ¢oziimii de

gercek durum degerlerine gore kabul edilebilir dlglidedir.

X —X,
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0 0.0667 0.2467 0.4667 0.6167 0.1433
0 0.0900 0.2500 0.4600 0.5900 0.2200

Gergek minimum degeri bilinen J”(u) fonksiyoneli ile bu optimal kontrol ve Cauchy

probleminin ¢dziimiine gore elde ettigimiz 1, ([u,]) fonksiyonelimizin farki

J () -1 ([uy ])‘ =|49.007 - 48.386|=0.621 ‘dir. Buldugumuz bu minimum deger

gercek degerin yaklasik %1.27 altinda olup kabul edilebilirdir.

3.4.2. Ornek Uygulama 2

Asagidaki optimal kontrol problemini ele alalim:

2 2

x(T)) (20001 x,(t,u)) (t?+20000
X (T)| | 15001 X,(t,u) | | t+15000
J,(u)=|| x,(T) || 20001 || -+l x,(t,u) |~| 2t+10000 +
X, (T)| | 25002 x,(t,u) | | 2t?+ 25000
x;(T)) | 8001 ZRZ X (t,u) t+8000 |\, 84
u (t)) (t+5000
u,(t) | |t+6500
+0,01]| u, (t) || t+5000
u,(t)| |t+5000
ug (t) ) (t+5000 0

fonksiyonelinin

U= {u —u(t):uel9(0,1), |u < aoooo}

oy ~

kiimesi Uizerinde
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%) (t+1 t-1 t-1 t-1 t-1)(x(tu)) (1
% | [t-1 t+1 t-1 t-1 t=1{x(tu)| |0
X, |[=[t=1 t-1 t+1 t-1 t-1| x,(t;u) [+]0
X, t-1 t-1 t-1 t+1 t-1| x,(t;u) 0
Xs t-1 t-1 t-1 t-1 t+1){ x,(t;u) 0
—3t% —3t? — 77994t + 28000
—3t> —t* — 77998t + 28001
+| -3t —t*—~78000t + 43002 |, 0<t<1
-3t —5*t* - 77992t + 2000
—3t% —t* - 77998t + 32001
20000
15000
X(0) = x, =| 10000
25000
8000

o o o+~ O

o o+ © O

o —» O O O

_ O O O O

ul (t)
U, (t)
U (t)
u, (1)
us (t)

(3.4.8)

(3.4.9)

sartlar1 altinda minimumunu bulalim. (3.3.1)-(3.3.3) ve (3.4.7)-(3.4.9) optimal kontrol

problemleri karsilastirildiginda t € [0,1] olup T =1 “dir. m,n=5 olup

X, (1)
X,(t)
X=X ®)
X, (t)
X5 (t)

U (t)
U, ()
U=| Uy(t)
u, (t)
Us (t)

dir.
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Vo) (20001
Yoo | | 15001
Yo = Yo | =| 10001
Yoo | | 25002
Yos ) | 8001

ve

Y| [t*+20000
Vi t+15000
Y, =| Y |=| 2t+10000
Y. | | 2t%+25000
Vis t+8000

olup,

@, t+5000
w, t+6500
®=| o, |=|t+5000
o, t+5000
o, t +5000

dir. B,=p =1ve =0.01 ‘dir. Olas: kontroller kiimesi |u

L(QZ) (0.T) < bO = 60000 ||e

siirlandirilmigtir. Cauchy problemine baktigimizda

t+1 t-1 t-1 t-1 t-1
t-1 t+1 t-1 t-1 t-1
At)=|t-1 t-1 t+1 t-1 t-1[, 0<t<l B(t) =
t-1 t-1 t-1 t+1 t-1
t-1 t-1 t-1 t-1 t+l

ve

|
O O O o =
o o o+ ©
o o+ O O
o O O O
_ O O O O

—3t> —3t? — 77994t + 28000
—3t3 —t? — 77998t + 28001
f(t)=| —3t° —t? — 78000t + 43002 |, 0<t<1
—3t3 —5*t? — 77992t + 2000
—3t® —t2 — 77998t + 32001

olup, baslangi¢ ¢oziimiimiiz ise asagidaki gibidir:
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20000
15000
X(0) = X, =| 10000
25000
8000

Bu optimal kontrol probleminin ayrik aynis1 At, =t, , —t, olmak uzere

IN ([UN]) =

N-1
+0, Olz
k=0

fonksiyonelinin

20001
15001
10001
25002

8001

2

]RZ

RONT e

el

X
i

P

At,

Vi
Yir
Vis
Yia
Yis

At +

® (3.4.10)

Uy :{[UN]Z[U]N =(Uy, Uy, Uy, U310, ), U R, k=0,4, [Z”uk”; Ath 360000}
k=0

kiimesi Uizerinde

=<

X X x
oS NS

=

x
A

X

X2k+l

X3k+1 —

X4k+1

X5k+1
b, by
by, b3,

by by

by bi,
b, b,

+ At, a,a'fl

8y

%,

a

a;

k k
4 5
by, by,
by, i
by, bl
b, bss

N X
=

j:m gm%_ QD

=

=~

QD

(33
>

—h

w N
=~ =~ =

~

[$2)
=~

=<

N

w

X X X X
£

(&2

(3.4.11)



X(0)=x, =

sartlar1 altinda minimumunun bulunmast problemidir.

probleminde

1 fa
a1l(1:a|;2 zagkazazl:(zt :a§5 =E I (t+Ddt ,

K 1,

Y
ai';:ij.(t—l)dt,i;tj,

Kt

1 tk+1
blklzbgzzbslfs:bL:bsks:EJdt )
Kt
bl =0,i=j,
1 0%
— j (-3t —3t* — 77994t + 28000 dit
At}
1 tk+1
¢ — [ (-3t°—t* = 77998t + 28001 it
Ik At, %
ka 1 t
fy |=| < [ (-3t —t*~78000t +43002)dt
Atk 1
f4k . ‘
fo ) | L j (—3t3—5*t2 —77992t+2ooo)dt
At}

%T (~3t° —t* 77998t + 32001) it

k 1,

dir.

(3.4.10) fonksiyonelinde ise
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20000
15000
10000
25000
8000

(3.4.12)

(3.4.11)-(3.4.12) Cauchy




t
& j (t? +20000)dt

Kty

1%
vE AL j (t +15000)dt
y1l<2 tkil
v |= ij(2t+1oooo)dt
13 Atkt
k k-1
Yis
k

Vis i tj (2t* + 25000 dt

Kt

t
i [ (t+8000)dt

Kt

ve
1 tl<+1
— [ (t+5000)dt
At ¢
1 tk+l
— [ (t+6500)dt
a)lk At, f[( )
k
w, Y
1 4
o | = Ej(t+5000)o|t , k=0,N —1dir.
a)i( 1k tlﬂ
wf ) | — j (t +5000)dt
At, t
1 tk+1
— [ (t+5000)dt
1 )

Kt
Simdi (3.4.10)-(3.4.12) ayrik optimal kontrol problemini ¢ozebiliriz.
Problemimizin bilinen ger¢ek ¢6ziimleri asagidaki gibidir:

10000
20000
u =| 15000 |,
26000
30000
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ve

37 (u)=13732000.

20000 20000
15000 15001
10000 10001
25000 25000
08000 08001

o[

20001 20002 20004 20006
15001 15002 15002 15003
10002 10003 10004 10005
25002 25004 25008 25013
08001 08002 08002 08003

5 12
5 Atk] ~ 47696}
R

Bu verilen problemimizde u, baslangi¢ kontroliimiizii asagidaki gibi alalim:

5000
5000
5000
5000
5000

5000
5000
5000
5000
5000

5000
5000
5000
5000
5000

5000 5000
5000 5000
5000 5000
5000 5000
5000 5000

Bu baslangi¢ yaklasimina gore, y =1 ve @=0.01 degerleri i¢in problemimizi Matlab

R2016a programinda daha 6nceden insa ettigimiz ¢6ziim algoritmasi ile ¢ozersek 3102.

iterasyonda sonug degerleri asagidaki gibi olur:

24973 25921 26307 26174 24651
29276 29860 30158 29951 28149

4 min I 9 o 12 &
(S )
k=0
0.0625 13521000 47395 0.0009992
[uly
7761.1 10165 10903 11064 10657
18405 20035 20586 20591 19591
hﬂ; =| 13140 15089 15717 15786 15030
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X

20000 19552 19615 19744 19878 19960
15000 14681 14769 14897 14998 14913
10000 9628 9706 9834 9950 9933
25000 24795 24905 25032 25103 24873
8000 7855 7978 8103 8159 7850

Bu tabloya gore buldugumuz optimal kontrolii bilinen gergek optimal kontrole kabul

edilebilir oranda yakindir. Bagil hata agsagidaki gibidir:

Bagil hata =100*

u’ —[um/u*

22.39 1.650 9.030 10.64 6.570
7.975 0.175 2.930 2.955 2.045
12.40 0.593 4.780 5.240 0.200
3.950 0.304 1.181 0.669 5.189
2.413 0.467 0.527 0.163 6.170

Bulunan bu optimal kontrol degerine karsilik elde edilen Cauchy probleminin ¢6ziimii de

gercek durum degerlerine gore kabul edilebilir 6l¢iide yakindir.

X — X,

0 448 386 258 126 46
0 320 232 105 4 90
0 373 296 168 54 72
0 205 97 28 95 140
0 146 23 102 157 153

Gergek minimum degeri bilinen J™(u) fonksiyoneli ile bu optimal kontrol ve Cauchy
probleminin ¢dziimiine gore elde ettigimiz 1, ([u,]) fonksiyonelimizin farki

J*(u)—|;([uN])\=|13732000—13521000|=211000 ‘dir. Buldugumuz bu minimum

deger gercek degerin yaklasik %1.5348 altinda olup kabul edilebilirdir.

111



4. TARTISMA VE SONUC

Bilindigi iizere finansal kuruluslarin finansal akiglarinin optimal kontrol problemleri
genelde lineer ve lineer olmayan I. mertebeden adi diferansiyel denklemler igin optimal
kontrol problemleri ile agiklanmaktadir. Bu tiir problemler daha 6nce V. M. Alekseev, V.
M. Tikhomirov, S. V. Foamin, P. Chen, S. M. N. Islam, F.P. Vasilyev, A. R. Gorbunov,
A. D. Iskenderov, Q. Y. Yagubov, E. V. Skoblva, R. Q. Tagiyev gibi farkli yazarlarca
[8, 18, 19, 33, 41-45] calismalarinda incelenmistir. Bu ¢alismalarda yer alan kontroller ya
yeteri kadar diizgiin ya da oOlgiilebilir sinirli fonksiyonlardir. Olasi kontroller kiimesi
karesel integrallenebilir fonksiyonlar oldugunda s6z konusu optimal kontrol problemleri
yeterince incelenmemistir. Bu ¢alismada incelenen lineer 1. mertebeden adi diferansiyel
denklemler igin optimal kontrol problemi gerek amag fonksiyoneli gerekse de veriler
acisindan farklt oldugundan, problem hem teorik hem de pratik agidan 6nem arz

etmektedir.

Gelisen bilgisayar teknolojisi ile birlikte optimal kontrol problemlerinin niimerik
coziimlerinin kolaylikla elde edilebiliyor olmasi, birgok bilim alaninin ilgisini bu
problemler {izerine cekmektedir. Isletme ve finans alaninda son yillarda optimal kontrol
problemlerine olan ilgi giderek artmaktadir. Ozellikle optimal portfoy secimi, optimal
kurumsal finans, finans miihendisligi, risk yonetimi, nakit yonetimi, stokastik finans,
optimal tliketim ve yatinm gibi alanlarda optimal kontrol problemlerinden
yararlanilmaktadir[8, 19, 22, 44, 56-58]. Bu anlamda lineer adi diferansiyel denklemlerle
ifade edilen optimal kontrol problemlerini incelemek matematiksel olarak yeni
olmamasma ragmen, sirketler veya kurumlar i¢in finansal akiglarin optimal kontrol
problemleri {izerine yeterince ¢aligma mevcut degildir. Bunun i¢in finansal akiglarin
optimal kontrol problemlerinin caligilmasi, isletme ve finans alanlarinda uygulama

acisinda onemli bir yer tutmaktadir.

Bu caligmada, teorik ifade ve ispatlarin yani sira 6rnek uygulamalar verilerek optimal

kontrol problemi i¢in elde edilen sonuglarin gergekligi test edilmistir. Matlab R2016a
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programinda verilen 6rnekler i¢in gradyent izdiisiim yontemine gore ¢oziim algoritmasi
inga edilmis ve yine ayn1 program kullanilarak 6rnekler, boliintii sayilari, zaman araliklari
ve baslangi¢ yaklasimlarinin farkli degerleri i¢in ¢oziilmiistiir. Elde edilen ¢dziimler,
kabul edilebilir (%10 bagil hata) hata oraninda gergek ¢oziimlere oldukca yakin olarak

elde edilmistir.
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6. EKLER

Cauchy probleminin ¢ézimu:

X =x 4 At (AX +Bu, +f,)  k=0,N-1

X =X,

function y=cauchy(t,N,A,B,f,ui,x0,deltat)
for i=1:N;

dt=1/deltat;

ti=(i-1) *deltat;

tj=i*deltat;

y(:,1)=x0;

y(:,1+1)=y(:,1)+deltat* (int (dt*A,t,ti,t]) *(y(:,1))+int (dt*B,t,ti,tj) *u
i(:,1)+int(dt*f,t,ti, tj))

end

end

w(t) denklem sisteminin ¢6zimu:
k o k+l T, k+l k+1 k+1 N 10
=yt (Al 28, (X -y )AL, k=N-10

y" =28 (x"(T)-Y,).

function y=eslenik(t,N,deltat,A,yl,vy0,Dl,betal)
for §j=N:-1:1;
dt=1/deltat;
t0=(j-1) *deltat;
tl=j*deltat;
y(:,N+1)=-2* (D1 (:,N+1)-vy0);
v(:,J)=y(:,3+1)+deltat* ((int (dt*(A"),t,t0,tl))*y(:,j+1)~-
2*betal* (D1 (:,j+1)-(int (dt*yl,t,t0,tl))));
end
end

J' Gradyentinin bulunmas:
N

1), ([u](s))=—Ble//§ +2a(u£s) —wk), k=0,N-1

function y=gradyan(t,N,B,ksi,alfa,ui,w,deltat)
for g=1:N;
dt=1/deltat;
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=(g-1) *deltat;
td=g*deltat;
y(:,9)=-(int (dt* (B'"),t,tc,td)) *ksi(:,g)+2*alfa* (ui(:,qg)-
(int (dt*w,t,tc,td)));
end
y=double (y) ;
end

s+l o« e s
[U]N degerinin hesaplanmasi:

[u]} —J’s"([ ](N)) , k=0,N-1, ([ u]? —ysl'([ ](N)))EU ise

2 12
At, j
Rm

function y=yeniu(ui,gamas,gradi,deltat,b0)
fark=ui-gamas*gradi;
normf=norm (fark) *sgrt (deltat);

if normf>b0;
y=b0* (fark/normf) ;

else

y=fark;
end
end

k=0,N-1, ([u]( —;/SI'([ ](N)))¢U ise

X )
u
b

\ ([u]irl) fonksiyonelinin [U]TJ1 noktasina gore hesaplanmasu:

M(TMEY: FaEA

2 N ‘ ‘ 2 N-1 2
RN +IBIZHX - yl \inAtk +a2”uk _a)k|
k=1 k=0

R™

function y=minf (t,N,betal,y0,Dl,betal,deltat,yl,alfa,ui,w)
for 1i=1:N;
dt=1/deltat;
tii=(ii-1)*deltat;
tjj=ii*deltat;
farkx (:,1i)=D1(:,ii+1)-int(dt*yl,t,tii,t33);
farku(:,ii)=ui(:,1ii)-int(dt*w,t,tii,tjj);
end
y=betal0* (norm (D1 (:,N+1) -
y0) ) "2+betal*deltat* (norm(farkx))"2+alfa*deltat* (norm(farku) "2);
y=double (y) ;
end

120



Matlab R2016a ile optimal kontrol probleminin ¢dzimu:

Ornek Uygulama 1

clc

clear

clear all

format short g

t=sym('t");

tilk=0

tson=2

N=10

betal=1

betal=1l

alfa=0.01

b0=230

deltat=(tson-tilk) /N

dt=1/deltat

gamas=1

A=[t+1 t-1;t-1 t+1]

B=[ 1 0;0 1]

f=[-t"3-2*t"2-997*t-100;-t"3-1001*t-99]

y0=[501;501]

y1=[500+t"2;500+t]

w=[50+t;50+t]

x0=[500;500]

sayac=0;

say=0;

sayy=0;

for i=1:N;
ui(:,1)=[50;501;

end

ui=double (ui)

nomu=norm (ui) *sqgrt (deltat)

Dl=cauchy(t,N,A,B, f,ui,x0,deltat)

Il=minf (t,N,betal,y0,Dl,betal,deltat,yl,alfa,ui,w)
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kosull=true;
kosul2=false;
while (kosull] |kosul2)
kosull=false;
ksi=eslenik (t,N,deltat,A,yl,y0,Dl,betal)
gradi=gradyan(t,N,B, ksi,alfa,ui,w,deltat)
uN=yeniu (ui,gamas,gradi,deltat,b0)
D2=cauchy(t,N,A,B, f,uN,x0,deltat)
I2=minf (t,N,betal,y0,D2,betal,deltat,yl,alfa,uN,w)
nom=double (norm (uN-ui))
ukntr2=norm (uN) *sqgrt (deltat)
if I1<I2
kosul2=true;
gamas=gamas/10;
sayy=sayy+1l
gamas
elseif nom>0.001
kosul2=true;
ui=uN;
D1=D2;
say=say+l
else
kosul2=false;
end
sayac=sayact+l;
end
minfonk=double (I2)
Optimal Kontrol=uN
Optimal Cozum=D2
normu=ukntr?2
gama_iterasyon=sayy
u_iterasyon=say
norm=nom

Gama=gamas

oe

fprintf ('iterasyon sayisi s= %d',sayac)
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Ornek Uygulama 2

clc

clear

clear all
format short g

t=sym('t");

tilk
tson

N=5

betal=1

betal=1

alfa=0.01

b0=6*10"4
deltat=(tson-tilk) /N
dt=1/deltat

gamas=1

A =[t+1l,t-1,t-1,t-1,t-1;
t-1,t+1,t-1,t-1,t-1;
t-1,t-1,t+1,t-1,t-1;
t-1,t-1,t-1,t+1,t-1;
t-1,t-1,t-1,t-1,t+1]

B=[1
0

0
0
0

f =[-3*t"3-3*t*2-77994*t+28000
=3*t"3-t72-77998*t+28001
-3*t"3-t72-78000*t+43002
=3*t"3-5*t"2-77992*t+2000
=3*t"3-t72-77998*t+32001]

=0
=1

o o = O

0

0
0
1
0
0

= O O O

0

y0=[20001;
15001;
10002;
25002;

8001]

y1=[t"~2+20000;

0;
0;
0;
0;
1]
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t+15000;
2*t+10000;
2*t£72+25000;
t+8000]
w=[5000+t;6500+t;5000+t;5000+t;5000+t]

x0=[20000;
15000;
10000;
25000;
8000]
sayac=0;
say=0;
sayy=0;

u=5*10"3*ones (5,1)
for i=1:N;

dt=1/deltat;

ti=(i-1) *deltat;

tj=i*deltat;

ui(:,i)=int (dt*u,t,ti, tj)
end
ui
nomu=double (norm (ui) *sqgrt (deltat))
Dl=cauchy(t,N,A,B, f,ui,x0,deltat)
Il=minf (t,N,betal,y0,Dl,betal,deltat,yl,alfa,ui,w)
kosull=true;
kosul2=false;
while (kosull| |kosul?2)

kosull=false;
ksi=eslenik (t,N,deltat,A,yl,y0,D1l,betal);
gradi=gradyan (t,N,B, ksi,alfa,ui,w,deltat);
uN=yeniu (ui,gamas, gradi,deltat,b0);
D2=cauchy(t,N,A,B, f,uN,x0,deltat) ;
I2=minf (t,N,betal,y0,D2,betal,deltat,yl,alfa,ulN,w);
nom=double (norm (uN-ui))
ukntr2=double (norm (uN) *sqrt (deltat))
if I1<I2

kosul2=true;

gamas=gamas/2;

sayy=sayy+1l
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gamas
elseif nom>0.001
kosul2=true;
ui=uN;
D1=D2;
say=say+1l
else
kosul2=false;
end
sayac=sayac+l;
end
minfonk=double (I2)
Optimal Kontrol=uN
Optimal Cozum=D2
normu=ukntr2
gama_iterasyon=sayy
u_iterasyon=say
norm=nom
Gama=gamas

fprintf ('iterasyon sayysy s= %d

, sayac)
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