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Esnek (soft) küme teorisi 1999 yılında Molodtsov tarafından belirsizlik problemlerini çözmek 

için yeni bir yaklaşım olarak tanımlanmıştır. Bulanık esnek küme teorisi, sezgisel bulanık esnek 

küme teorisi, neutrosophic esnek küme teorisi gibi yapılar farklı küme teorilerinin esnek küme 

teorisi ile olan bir kombinasyonu sonucu ortaya çıkmıştır. Bu tez çalışmasında ise yeni bir yapı 

olarak ikili genelleştirilmiş topolojik uzaylar ile esnek topolojik uzaylar yapısının bir 

kombinasyonu olan esnek ikili genelleştirilmiş topolojik uzaylar yapısı tanımlanmıştır. Esnek 

ikili genelleştirilmiş topolojik uzaylar üzerinde açık küme, kapalı küme, komşuluk, iç işlemi, 

kapanış işlemi ve taban gibi temel topolojik kavramlar incelenmiştir. Daha sonra esnek ikili 

genelleştirilmiş topolojik uzaylar üzerinde esnek genelleştirilmiş süreklilik, esnek 

genelleştirilmiş açık dönüşüm, esnek genelleştirilmiş kapalı dönüşüm ve esnek genelleştirilmiş 

homeomorfizma kavramları çalışılmıştır. Son olarak esnek ikili genelleştirilmiş topolojik 

uzaylar üzerinde esnek çiftsel ayırma aksiyomları sunulmuş, ayrıca esnek kalıtsal özellikleri 

incelenmiştir. Esnek ikili genelleştirilmiş topolojik uzaylar üzerinde tanımlanan tüm 

kavramlarla ilgili önemli teoremler verilmiş ve çalışma farklı örneklerle desteklenmiştir. 
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1. GENEL BİLGİLER 

 

1.1 Giriş 

 

2002 yılında Csaszar [1] tarafından tanımlanan genelleştirilmiş topoloji kavramı son 

yıllarda genel topolojideki en önemli gelişmelerden biridir. Csaszar ayrıca 

genelleştirilmiş topolojik uzaylar üzerinde komşuluk sistemi, iç, kapanış ve süreklilik 

kavramlarını da tanımlamıştır. Literatüre bakıldığında genelleştirilmiş açık kümelerin 

α − açık kümeler [2], β − açık kümeler [3], yarı-açık kümeler [4] gibi birçok farklı 

çeşidi çalışılmıştır. Genelleştirilmiş kapalı (g-kapalı) küme kavramı Levine [5] 

tarafından tanımlanmıştır. Bu kavram kapalı kümelerin sadece doğal bir genellemesi 

değildir. Bu nedenle günümüze kadar bir çok araştırmacı tarafından çalışılmıştır [6-19]. 

Kelly [20] ise ikili topolojik uzay kavramını tanımlamıştır. Bu uzaylar iki keyfi 

topolojik uzayın bir araya gelmesi ile oluşturulmuştur. Daha sonra Fukutake [21] ikili 

topolojik uzaylar üzerinde genelleştirilmiş kapalı kümeleri incelemiştir. İkili 

genelleştirilmiş topolojik uzaylar ise Boonpok [22] tarafından 2010 yılında 

tanımlanmıştır. İkili genelleştirilmiş topolojik uzayların tanımlanmasından sonra 

matematikçiler bu konuya yoğun ilgi göstermişler dolayısıyla birçok farklı çalışma 

ortaya çıkmıştır [23-27]. 

  

Gerçek dünya, doğrudan anlaşılmak açısından oldukça karmaşık bir yapıya sahiptir. 

Dünyadaki bazı problemlerin anlaşılmasını kolaylaştırmak için çeşitli klasik 

matematiksel modeller ortaya çıkmıştır. Malesef bu matematiksel modeller oldukça 

karmaşıktır ve kesin çözüm üretememektedir. Özellikle mühendislik, fizik, bilgisayar 

bilimleri, ekonomi, sosyal bilimler, tıp bilimleri ve diğer birçok farklı alandaki 

problemleri modellerken verilerin belirsizliği klasik matematiksel metodları kullanmayı 

başarısız kılmaktadır. Bunlar; doğal çevre olaylarının belirsizlikleri, gerçek dünya 

hakkındaki insan bilgisinin veya nesneleri ölçmek için kullanılan araçların 

sınırlamalarından kaynaklanabilir. Örneğin, eyaletler arasındaki ya da kentsel ve kırsal 

alanlar arasındaki belirsizlik, bir ülkenin kırsal alanındaki nüfusun tam büyüme oranı 

veya veri tabanı bilgilerini kullanarak makine tabanlı bir ortamda karar verme 

problemlerinde klasik matematiksel yöntemleri malesef yeterli olamayabilmektedir.  
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Karar verme problemleri için birçok teori öne sürülmüştür. Bunlardan bazıları bulanık 

(fuzzy) kümeler teorisi, sezgisel bulanık (intuitionistic fuzzy) kümeler teorisi, vague 

küme teorisi, aralık değerli küme teorisi ve kaba kümeler teorisidir.  

  

1965 yılında Zadeh [28] tarafından tanımlanan fuzzy (bulanık) küme teorisi son 

zamanlardaki en ünlü teorilerden biridir. Zadeh, gerçek yaşam durumlarının ve fiziksel 

problemlerin çoğunda, klasik küme teorisinin ve bu tür küme teorisine dayanan olağan 

matematiksel teorilerinin bize istenen bilgileri ve çıkarımları vermediği önemli miktarda 

belirsizliğin olduğunu gözlemlemiştir. Fuzzy küme teorisi matematikte büyük bir 

paradigmatik değişiklik getirmiştir, fakat bu teorinin de kendi doğasında bazı yapısal 

zorlukları vardır. Fuzzy küme yapısı üyelik fonksiyonu yardımıyla tanımlanmaktadır. 

Molodtsov’a göre üyelik fonksiyonu oluşturulmasının çok fazla bireysel olmasından 

dolayı, herbir durum için bir üyelik fonksiyonu oluşturulması zorluğuyla karşılaşılır. 

 

1999 yılında Molodtsov [29] daha işlevsel olduğunu düşündüğü esnek (soft) küme 

teorisini tanımlamıştır. Bu teori karar verme ve belirsizlik içeren problemlerin çözümü 

için nispeten yeni bir yaklaşımdır. Esnek küme teorisinin temel özelliği, fuzzy küme, 

aralık değerli fuzzy küme ve diğer teorilerdeki zorluklardan arınmış olmasıdır. Esnek 

küme teorisi kısa zamanda araştırmacılar arasında popüler olmuştur ve bu teori ile ilgili 

her yıl çok sayıda bilimsel çalışma yapılmaktadır [30-42]. 

Maji ve ark. [43, 40], karar verme problemlerinde optimum seçim nesnelerini korumak 

için parametrelerin indirgenmesine dayanan esnek kümelerin bir uygulamasını 

sunmuşlardır. Chen [44] esnek kümelerin parametreye indirgenmesinin yeni bir 

tanımını ve çeşitli uygulamalarını araştırmıştır. Pei ve Miao [45] esnek kümelerin özel 

bir bilgi sistemi sınıfı olduğunu göstermişlerdir. Kong ve ark. [46] esnek kümelerin 

normal parametreye indirgemesini ve algoritmasını tanıtmışlardır. Zou ve Xiao [47] 

esnek veri analiz yaklaşımını tartışmışlardır. Esnek küme teorisinin cebirsel yapısını ise 

Aktaş ve Çağman [48] tanımlamıştır. 

 

Esnek kümelerin topolojik yapısı Shabir ve Naz [49] tarafından tanımlanmıştır. Ayrıca 

esnek topolojik uzaylar üzerinde esnek açık küme, esnek kapalı küme, esnek iç, esnek 
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kapanış, esnek komşuluk sistemi ve esnek ayırma aksiyomlarını incelemişlerdir. Daha 

sonra Hussain ve Ahmad [50] bir noktanın esnek kümeye göre konumunu, Nazmul ve 

Samanta [51] esnek komşuluk sistemlerini, Peyghan ve ark. [52] esnek bağlantılılık, 

Kharal ve Ahmad [53] esnek dönüşüm sistemlerini, Zorlutuna ve ark. [54] esnek 

süreklilik ve esnek dizileri, Das ve Samanta [55] esnek çarpım uzaylarını, Şahin ve 

Küçük [56] esnek süzgeçleri çalışmışlardır. Tüm bu çalışmalar gibi esnek topoloji ile 

ilgili birçok başarılı çalışma yapılmış ve yapılmaya devam etmektedir.  

 

Jyothis ve Sunil [57] esnek genelleştirilmiş topolojik uzaylar kavramını 

tanımlamışlardır. Ayrıca esnek genelleştirilmiş topolojik uzaylar üzerinde esnek iç, 

esnek kapanış, esnek sınır, esnek komşuluk, esnek taban, esnek limit noktası, esnek 

süreklilik ve esnek fonksiyonlar gibi kavramları incelemişlerdir. Daha sonraki 

çalışmalarında esnek genelleştirilmiş topolojik uzaylar üzerinde kompaktlık, esnek 

ayırma aksiyomları kavramları çalışmışlardır [58, 59].  

 

Esnek ikili topolojik uzaylar kavramı 2014 yılında Ittanagi [60] tarafından 

tanımlanmıştır. Ittanagi aynı çalışmasında esnek ikili topolojik uzaylarda bazı ayırma 

aksiyomlarını da tanımlamıştır. Daha sonra esnek ikili topolojik uzaylar üzerinde Kandil 

ve ark. [61] esnek çiftsel açık (kapalı) kümeleri, Öztürk ve Aras [62] esnek çiftsel 

sürekliliği, Mahmood [63] esnek zayıf ayırma aksiyomlarını çalışmışlardır.  

 

Bu tez çalışmasının amacı melez bir yapı olan esnek ikili genelleştirilmiş topolojik 

uzayları tanımlayarak bu uzayın önemli özelliklerini sunmaktır. 

 

Bu çalışma üç ana bölümden oluşmaktadır. Genel Bilgiler başlığı altında giriş ve 

kuramsal temeller verilmiştir. Kuramsal temeller bölümünde ihtiyaç duyulan bazı temel 

topolojik tanımlarla birlikle genelleştirilmiş ve ikili genelleştirilmiş uzaylar kavramı 

sunulmuştur. 

 

İkinci bölüm olan Materyal ve Yöntem bölümünde esnek küme, esnek topolojik 

uzaylar, esnek ayırma aksiyomları, esnek genelleştirilmiş topolojik uzaylar 

kavramlarına yer verilerek temel özellikleri sunulmuştur. 
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Üçüncü ve son bölüm olan Bulgular bölümü tez çalışmasının asıl kısmını 

oluşturmaktadır. Bu bölümde ilk olarak esnek ikili genelleştirilmiş topolojik uzaylar 

tanımlanmıştır. Daha sonra bu uzay üzerinde esnek açık küme, esnek kapalı küme, 

esnek kapanış, esnek iç, esnek komşuluk, esnek taban gibi temel kavramlar ve 

özellikleri sunulmuştur. Ayrıca esnek ikili genelleştirilmiş topolojik uzaylar üzerinde 

esnek genelleştirilmiş süreklilik, esnek genelleştirilmiş açık (kapalı) dönüşüm, esnek 

genelleştirilmiş homeomorfizma kavramları tanımlanmış ve önemli teoremlere ek 

olarak çeşitli örneklere yer verilmiştir. Son olarak esnek ikili genelleştirilmiş topolojik 

uzaylar üzerinde esnek çiftsel ayırma aksiyomları tanımlanmış ve esnek kalıtsal 

özellikleri sunulmuştur. 

  

 

1.2 Kuramsal Temeller 

 

1.2.1 Topolojik Temel Kavramlar 

 
Bu bölümde ihtiyaç duyulan bazı temel topolojik tanım ve teoremlere yer verilmiştir. 

 
Tanım 1.2.1.1 [64] X  boş olmayan bir küme ve τ , X  kümesinin bazı alt kümelerinin 

bir ailesi yani ( )P Xτ ⊂  olsun. Eğer τ  ailesi 

1. , X τ∅ ∈ , 

2. 1 2, ,..., nA A A τ∈  olduğunda 1 2 ... ,nA A A A τ= ∩ ∩ ∩ ∈   

3. Herhangi bir Λ  kümesi ve her bir α ∈Λ  için Aα τ∈  olmak üzere Aα
α

τ
∈Λ

∈


  

koşullarını gerçekliyor ise τ  ailesine X  kümesi üzerinde bir topoloji (topolojik yapı), 

( , )X τ  ikilisine topolojik uzay, X  kümesinin herbir elemanına bu topolojik uzayın 

elemanı (noktası) ve τ  nun her bir elemanına ise τ  topolojisine göre açık küme denir. 
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Tanım 1.2.1.2 [64] X  boş olmayan bir küme olmak üzere, 

1. { , }I Xτ = ∅  ailesi X  üzerinde bir topolojik yapıdır. Bu topolojik uzaya 

indiskret (ayrık olmayan) topolojik uzay, Iτ  topolojisine de indiskret (ayrık 

olmayan) topoloji denir. 

2. ( )D P Xτ =  ailesi X  üzerinde bir topolojik yapıdır. Bu topolojik uzaya diskret 

(ayrık) topolojik uzay, Dτ  topolojisine de diskret (ayrık) topoloji denir. 

Tanım 1.2.1.3 [64] ( , )K X τ⊂  olsun. Eğer \X K τ∈  ise K  kümesine τ  topolojisine 

göre kapalı küme denir. 

 

Teorem 1.2.1.1 [65] ( , )X τ  topolojik uzayında { }Kα α∈Λ=K  kapalı kümeler ailesi olsun. 

Bu aile aşağıdaki özelliklere sahiptir: 

1. , X∅  kapalı kümedir, 

2. Eğer 
1
,...,

n
K Kα α  kapalı kümeler ise 

1
i

n

i

Bα
=


 kapalıdır, 

3. Her 'Λ ⊂ Λ  indis kümesi ve '{ }Kα α∈Λ  kapalı kümeler ailesi için 
'

Kα
α∈Λ


 kümesi 

kapalıdır. 

 

Tanım 1.2.1.4  [64] ( , )X τ  bir topolojik uzay ve Y X∅ ≠ ⊂  olsun.  

{ }: belli bir  için Y U Y V U V Yτ τ= ⊂ ∈ = ∩   

biçiminde tanımlanan Yτ  ailesine alt uzay topolojisi, ( , )YY τ  topolojik uzayına ise 

( , )X τ  topolojik uzayının bir topolojik alt uzayı denir. 

 

Teorem 1.2.1.2 [65] ( , )X τ  bir topolojik uzay Y X⊂  bir alt uzay olsun. 

1. M Y⊂  kümesi ( , )YY τ  de kapalıdır M Y A⇔ = ∩  olacak şekilde kapalı A X⊂  

vardır. 

2. Eğer ( )
Y

cl Mτ  kümesi M  nin Y  alt uzayında kapanışı ise ( ) ( )
Y

cl M cl M Yτ = ∩  

dir. 
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Tanım 1.2.1.5 [64] ( , )A X τ⊂  olsun. 

1. a A∈  için a U A∈ ⊂  olacak şekilde bir U τ∈  var ise a  noktasına A  

kümesinin bir iç noktası denir. A  kümesinin tüm iç noktaları kümesine A  

kümesinin içi denir ve ( )int A  veya A°  ile gösterilir. 

2. A  kümesini kapsayan kapalı kümelerin en dar olanına A  kümesinin kapanışı 

denir ve bu küme ( )cl A  veya A  ile gösterilir. 

 

Teorem 1.2.1.3 [65] ( , )X τ  bir topolojik uzay, ,A B X⊂  iki küme olsun. 

1. intA  kümesi A  ya ait olan en büyük açık kümedir, 

2. A  açıktır⇔ A intA=  dır, 

3. \ ( \ )intA X cl X A= ,  

4. ,intX X=   

5. ( )int intA intA= , 

6. ( )int A B intA intB∩ = ∩ . 

Teorem 1.2.1.4 [65] ( , )X τ  bir topolojik uzay, ,A B X⊂  iki küme olsun. 

1. ( )cl A  kapalı bir kümedir. 

2. ( )cl A  kapalıdır⇔ ( )A cl A=   

3. ( )A cl A⊂   

4. ( )cl ∅ =∅   

5. ( ) ( ) ( )cl A B cl A cl B∪ = ∪   

6. ( ( )) ( )cl cl A cl A=   

7. ( ) ( )A B cl A cl B⊂ ⇒ ⊂   

 

Tanım 1.2.1.6 [64] ( , )X τ  bir topolojik uzay ve B τ⊂  olsun. Eğer her bir U τ∈  kümesi 

B  ailesinin bazı elemanlarının birleşimi ise B  ailesine τ  topolojisi için bir tabandır 

denir. B  ailesinin elemanlarına temel açık kümeler ve bu durumda τ  topolojisine B  ile 

üretilmiş topoloji denir. 
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Teorem 1.2.1.5 [65] ( , )X τ  bir topolojik uzay ve B τ⊂  olsun. 

1. B  ailesi τ  nun tabanıdır G τ⇔ ∀ ∈  ve x G∀ ∈  için xx B G∈ ⊂  olacak şekilde 

xB B∈  bulunabilir. 

2. { }i i IB B ∈=  ailesi τ  nun bir tabanı ise her 
1 2
,i iB B B∈  ve her 

1 2i ix B B∈ ∩  için 

3 1 2i i ix B B B∈ ⊂ ∩  koşulunu sağlayan 
3i

B B∈  vardır. 

 

Tanım 1.2.1.7 [64] ( , )x X τ∈  olsun. Eğer 

xx U A∈ ⊂   

olacak şekilde bir xU τ∈  var ise A  kümesine x  noktasının bir komşuluğu, özel olarak, 

A  açık küme ise A  kümesine x  noktasının açık bir komşuluğu denir. x  noktasının tüm 

komşuluklar ailesini ( )N x  ile gösterelim. 

 

Teorem 1.2.1.6 [65] ( , )X τ  bir topolojik uzay, A X⊂  bir alt küme olsun. 

A  açıktır x A⇔∀ ∈  için A  kümesi x  noktasının bir komşuluğudur. 

 

Teorem 1.2.1.7 [64] ( , )X τ  bir topolojik uzay ve ( )N x , x X∈  noktasının komşuluklar 

ailesi olsun. Bu durumda aşağıdaki özellikler sağlanır. 

1. Her ( )A N x∈  için ,x A∈   

2. ( )A N x∈  ve A B⊂  ise ( ),B N x∈   

3. 1 2, ,..., ( )nA A A N x∈  ise 
1

( ),
n

i
i

N N N x
=

= ∈


  

4. Her ( )A N x∈  için U A⊂  ve her y U∈  için ( )A N y∈  olacak şekilde bir 

( )U N x∈  vardır. 

 

Tanım 1.2.1.8 [65] ( , ), ( , ')X Yτ τ  iki topolojik uzay, :f X Y→  bir fonksiyon ve 

0x X∈  olsun. 
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1. Eğer 0 0( )y f x=  noktasının her 
0yV  komşuluğu için 

0 0
( )x yf U V⊂  olacak şekilde 

0x  noktasının en az bir 
0xU  komşuluğu varsa f  fonksiyonuna 0x  noktasında 

süreklidir denir. 

2. Eğer f  fonksiyonu her x X∈  noktasında sürekli ise f  fonksiyonuna X  de 

süreklidir denir. 
 

Teorem 1.2.1.8 [65] ( , ), ( , ')X Yτ τ  iki topolojik uzay, :f X Y→  bir fonksiyon olsun. 

Aşağıdaki ifadeler denktir; 

1. :f X Y→  fonksiyonu süreklidir, 

2. Her 'V τ∈  için 1( )f V τ− ∈  dur, 

3. Y  de kapalı her K  kümesi için 1( )f K−  kümesi X  de kapalıdır, 

4. Her A X⊂  için ( ( )) ( ( ))f cl A cl f A⊂   

5. Her B Y⊂  için 1 1( ( )) ( ( ))cl f B f cl B− −⊂   

6. Her B Y⊂  için 1 1( ) ( )f IntB Intf B− −⊂  dir. 

 

Tanım 1.2.1.9 [64] ( , ), ( , ')X Yτ τ  iki topolojik uzay, :f X Y→  bir fonksiyon olsun. 

Eğer her bir U τ∈  için ( ) 'f U τ∈  ise f  fonksiyonuna açık fonksiyon, herbir K X⊂  

kapalı kümesi için ( )f K Y⊂  kapalı ise f  fonksiyonuna kapalı fonksiyon denir. 

 

Teorem 1.2.1.9 [65] ( , ), ( , ')X Yτ τ  iki topolojik uzay, :f X Y→  bir fonksiyon olsun. 

1. f  açıktır⇔ Her U X⊂  için ( ) ( )f IntU Intf U⊂ , 

2. f  kapalıdır⇔ Her K X⊂  için  ( ( )) ( ( ))cl f K f cl B⊂ .  

 

Tanım 1.2.1.10 [64] ( , ), ( , ')X Yτ τ  iki topolojik uzay, :f X Y→  bir fonksiyon olsun. 

Eğer f  fonksiyonu birebir, örten, f  ve 1f −  fonksiyonları sürekli ise f  fonksiyonuna 

homeomorfizm ( topolojik eş yapı dönüşümü) denir. Bu durumda ( , )X τ  ve ( , ')Y τ  

topolojik uzaylarına da homeomorf ( topolojik eş yapılı) uzaylar denir. 
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Teorem 1.2.1.10 [65] ( , ), ( , ')X Yτ τ  iki topolojik uzay, :f X Y→  birebir, örten bir 

fonksiyon olsun. Aşağıdaki ifadeler birbirine denktir. 

1. f  homeomorfizmadır, 

2. f  sürekli ve kapalıdır, 

3. f  sürekli ve açıktır. 

 
Tanım 1.2.1.11 [64] a ≠  b özelliğindeki her , ( , )a b X τ∈  için  

,a V b V∈ ∉  veya ,a V b V∉ ∈   

olacak biçimde bir V τ∈  varsa ( , )X τ  topolojik uzayına 0T −uzayı, bu durumda τ  

topolojisine 0T − topolojisi denir. 

 

Teorem 1.2.1.11 [64] ( , )X τ , 0T −uzayıdır⇔  Farklı her ,x y X∈  için { } { }cl x cl y≠  

dir. 

 

Tanım 1.2.1.12 [64] a ≠  b özelliğindeki her , ( , )a b X τ∈  için 

,a V b V∈ ∉  ve ,a U b U∉ ∈   

olacak biçimde ,V U τ∈  varsa ( , )X τ  topolojik uzayına 1T − uzayı, bu durumda τ  

topolojisine de 1T − topolojisi denir. 

 

Teorem 1.2.1.12 [64] 1( , ),X Tτ −uzayıdır⇔ Her x X∈  için { }x  kapalıdır. 

 

Tanım 1.2.1.13 [64] a ≠  b özelliğindeki her , ( , )a b X τ∈  için 

,a V b U∈ ∈  ve V U∩ =∅   

olacak biçimde ,V U τ∈  varsa ( , )X τ  uzayına 2T −uzayı (Hausdorff uzayı), bu durumda 

τ  topolojisine de 2T − (Hausdorff) topolojisi denir. 

 

Tanım 1.2.1.14 [65] ( , )X τ  bir 1T − uzayı olsun. 

1. Eğer her kapalı A X⊂  kümesi ve x A∉  noktası için 

, ,x U A V U V∈ ⊂ ∩ =∅   
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sağlanacak şekilde ,U V τ∈  varsa ( , )X τ  uzayına 3T − uzayı denir. 

2. Eğer her kapalı, ayrık ,A B X⊂  kümeleri için  

,A U B V⊂ ⊂  ve U V∩ =∅   

sağlanacak şekilde ,U V τ∈  varsa ( , )X τ  uzayına 4T −uzayı denir. 

 
 

1.2.2 Genelleştirilmiş ve İkili Genelleştirilmiş Topolojik Uzaylar 
 

 

Tanım 1.2.2.1 [1, 66] X  evrensel bir küme, J  boştan farklı herhangi bir indis kümesi 

ve ( )g P X⊂  olsun. Eğer 

1. ,g∅∈   

2. j J∀ ∈  için jG g∈  iken j
j J

G g
∈

∈


  

koşulları sağlanırsa g  ailesine X  kümesi üzerinde bir genelleştirilmiş topoloji ve 

( , )X g  ikilisine de bir genelleştirilmiş topolojik uzay denir. g  topolojisinin her 

elemanına g − açık küme denir. Eğer \X A g∈  olacak şekilde A X⊂  kümesi varsa bu 

A  kümesine g − kapalı küme denir. 

 

Tanım 1.2.2.2 [1, 66] Eğer g  ailesi Tanım 1.2.2.1 deki (1) ve (2) koşullarına ek olarak 

X g∈  koşulunu da sağlıyorsa g  ailesine X  kümesi üzerinde kuvvetli genelleştirilmiş 

topoloji, ( , )X g  ikilisine de kuvvetli genelleştirilmiş topolojik uzay denir. 

 

Tanım 1.2.2.3 [1, 66] ( , )X g  bir genelleştirilmiş topolojik uzay ve A X⊂  için A  

kümesinin genelleştirilmiş iç ( )gint A  ve kapanış ( )gcl A  işlemleri, 

{ }( ) :  ve gint A G X G g G A= ⊂ ∈ ⊂  

{ }( ) : \  ve gcl A G X X G g A G= ⊂ ∈ ⊂   
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ile tanımlanır. Bu tanımdan A X⊂  alt kümesinin içerdiği en büyük g açık−  kümenin 

( )gint A  ve A X⊂  alt kümesini içeren en küçük g − kapalı kümenin ( )gcl A  olduğu 

kolayca elde edilir. 

 

Lemma 1.2.2.1 [66, 67] ( , )X g  bir genelleştirilmiş topolojik uzay ve Y X⊂  alt kümesi 

için :f Y X→  fonksiyonu her x Y∈  için ( )f x x=  şeklinde tanımlansın. Bu durumda 

{ } { }1( ) : :Yg f A A g A Y A g−= ∈ = ∩ ∈  ailesi Y  kümesi üzerinde bir genelleştirilmiş 

topoloji oluşturur. 

 

Tanım.1.2.2.4 [66, 67] Lemma 1.2.2.1’de verilen ( , )YY g  genelleştirilmiş topolojik 

uzayına ( , )X g  genelleştirilmiş topolojik uzayının alt uzayı denir. 

 

Lemma 1.2.2.2 [66, 67] X  boştan farklı bir küme, ( )P Xβ ⊂  ailesi için 

{ }{ } ' : 'g β β β= ∅ ∪ ⊂   

olarak tanımlanan ( )g P X⊂  ailesi, X  kümesi üzerinde bir genelleştirilmiş topolojidir. 

 

Tanım 1.2.2.5 [66, 67] X  boştan farklı bir küme olmak üzere X  üzerinde bir g  

genelleştirilmiş topolojisi Lemma 1.2.2.2 deki şekilde bir ( )P Xβ ⊂  ailesi tarafından 

elde ediliyor ise, β  ya g  genelleştirilmiş topolojisinin bir tabanı denir. 

 

Tanım 1.2.2.6 [22] X  boştan farklı bir küme, 1g  ve 2g  X  üzerinde iki genelleştirilmiş 

topoloji olsun. 1 2( , , )X g g  üçlüsüne ikili genelleştirilmiş topolojik uzay denir.  

1 2( , , )X g g  ikili genelleştirilmiş topolojik uzay ve A X⊂  olsun. A  kümesinin kapanış 

ve içi sırasıyla 
1,2

( )gcl A  ve 
1,2

( )gint A  ile gösterilir. 

 

Tanım 1.2.2.7 [22] 1 2( , , )X g g  ikili genelleştirilmiş topolojik uzay ve A X⊂  olsun. 

Eğer ( )( )1,2 1,2g gcl cl A A=  ise A  kümesine 1,2g − kapalı küme denir. Eğer cA  kümesi 

1,2g − kapalı küme ise A  kümesine 1,2g − açık küme denir. 
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Örnek 1.2.2.1 [22]  { }, , ,X a b c d=  ve 1 { ,{ , }}g a b= ∅  ve 2 { ,{ , }}g a b= ∅  ise X  

üzerinde iki genelleştirilmiş topoloji olsun. Bu durumda { , }c d  kümesi 1,2g − kapalı bir 

kümedir. 

 

Önerme 1.2.2.1 [22] 1 2( , , )X g g  ikili genelleştirilmiş topolojik uzay ve A X⊂  olsun. 

A  kümesi 1,2g − kapalı bir kümedir ancak ve ancak A  kümesi hem 1g − kapalı hem de 

2g −kapalıdır. 

 

Önerme 1.2.2.2 [22] 1 2( , , )X g g  ikili genelleştirilmiş topolojik uzay ve ,A B X⊂  olsun. 

Eğer A  ve B  kümeleri 1,2g − kapalı ise A B∩  kümesi de 1,2g − kapalıdır. 

 

Uyarı 1.2.2.1  İki 1,2g − kapalı kümenin birleşimi 1,2g − kapalı bir küme olmayabilir. Bu 

durum aşağıdaki örnekle gösterilmiştir. 

 

Örnek 1.2.2.2  { }, , ,X a b c d=  ve 1 { ,{ , , },{ , , }, }g a c d b c d X= ∅  ve 

2 { ,{ , , },{ , , }, }g a c d b c d X= ∅  ise X  üzerinde iki genelleştirilmiş topoloji olsun. Bu 

durumda { }a  ve { }b  kümeleri 1,2g − kapalı kümelerdir fakat { } { } { , }a b a b∪ =  kümesi 

1,2g − kapalı bir küme değildir. 

 

Önerme 1.2.2.3 [22] 1 2( , , )X g g  ikili genelleştirilmiş topolojik uzay ve A X⊂  olsun. 

A  kümesi 1,2g − açık bir kümedir ancak ve ancak 
1 2
( ( ))g gA ınt ınt A=  dir. 

 

Önerme 1.2.2.4  [22] 1 2( , , )X g g  ikili genelleştirilmiş topolojik uzay ve ,A B X⊂  

olsun. Eğer A  ve B  kümeleri 1,2g − açık kümeler ise A B∪  kümesi de 1,2g − açık bir 

kümedir. 
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Uyarı 1.2.2.2 [22] İki 1,2g − açık kümenin arakesiti 1,2g − açık küme olmayabilir. Bu 

durum aşağıdaki örnekle gösterilmiştir. 

 

Örnek 1.2.2.3 { }, , ,X a b c d=  ve 1 { ,{ , },{ , }{ , , }}g a b b c a b c= ∅  ve 

2 { ,{ , },{ , }{ , , }}g a b b c a b c= ∅  ise X  üzerinde iki genelleştirilmiş topoloji olsun. Bu 

durumda { , }a b  ve { , }b c  kümeleri 1,2g − kapalı kümelerdir fakat { , } { , } { }a b b c b∩ =  

kümesi 1,2g − açık küme değildir. 
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2. MATERYAL VE YÖNTEM 

 

 

2.1 Esnek Kümeler 

 

X  evrensel bir küme, E  parametreler kümesi ve X  in kuvvet kümesi ( )P X  olsun. 

Tanım 2.1.1 [29] : ( )F E P X→  bir dönüşüm olsun ve 

{ }( , ) ( , ( )) : , : ( )F E e F e e E F E P X= ∈ →  şeklinde tanımlansın. Bu durumda ( , )F E  

ikilisine X  üzerinde bir esnek küme denir. 

E parametresine göre X  üzerinde tanımlanan tüm esnek kümelerin ailesi ( )ESS X  

şeklinde gösterilir.  

 

Molodtsov esnek kümeyi aşağıdaki şekilde örneklendirmiştir [29]. 

 

Örnek 2.1.1 X  kümesi öğrencilerin kümesi, E  kümesi de parametrelerin kümesi olsun. 

( , )F E  esnek kümesi A  kişisinin seçeceği öğrencilerin özelliklerini tarif eden bir küme. 

{ }1 2 3 4 5 6, , , , ,X s s s s s s=  öğrencilerin kümesi olsun. { }1 2 3 4 5 6, , , , ,E e e e e e e=  kümesinin 

parametrelerini şu şekilde tanımlayalım; 1e − ela gözlü, 2e − siyah gözlü, 3e − esmer, 

4e − sarışın, 5e − uzun, 6e − kısa. 

( )iF e  kümesi ie  parametrelerini sağlayan öğrencilerin kümesidir. Burada, 

{ }1 1 3( ) , ,F e s s= { }2 2 4 5( ) , , ,F e s s s= { }3 3 4( ) , ,F e s s= { }5( ) ,F e s= { }5 1 5 6( ) , , ,F e s s s=

{ }6 2 3 4( ) , ,F e s s s=  şeklinde tanımlayalım. Dolayısıyla ( , )F E  esnek kümesi 

{ } { } { }
{ } { } { }

1 3 2 4 5 3 4

5 1 5 6 2 3 4

(ela gözlü, , ), (siyah gözlü, , , ), (esmer, , )
( , )

(sarışın, ), (uzun, , , ), (kısa, , , )

s s s s s s s
F E

s s s s s s s

  =  
    

şeklinde yazılabilir. 

 

Tanım 2.1.2 [49] ( , )F E , ( , )G E ∈ ( )ESS X  olsun. İki esnek kümenin farkı e E∀ ∈  için 

( ) ( ) \ ( )H e F e G e=  şeklinde tanımlanır ve ( , ) ( , ) \ ( , )H E F E G E=  şeklinde gösterilir. 
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Tanım 2.1.3 [40] ( , ), ( , ) ( )EF A G B SS X∈  ve ,A B E⊆  olsun. Eğer 

1. A B⊆ , 

2. Her e E∈  için, ( ) ( )F e G e⊆  dir  

koşulları sağlanırsa ( , )F A  esnek  kümesi  ( , )G B  esnek kümesinin esnek alt kümesidir 

denir ve ( , ) ( , )F A G B⊆  ile gösterilir. 

 

Tanım 2.1.4 [40] ( , ), ( , ) ( )EF E G E SS X∈  olsun. Eğer ( , )F E  kümesi ( , )G E  nin esnek 

alt kümesi ve ( , )G E  kümesi de ( , )F E  nin esnek alt kümesi ise ( , )F E  esnek kümesi 

( , )G E  esnek kümesine esnek eşittir denir. 

 

Örnek 2.1.2 [40] { }1 1 3 5, ,E e e e E= ⊂  ve { }2 1 2 3 5, , ,E e e e e E= ⊂ olsun. 1 2E E⊂  olduğu 

açıktır. { }1 2 3 4 5 6, , , , ,X h h h h h h=  evrensel bir küme ve 1 2( , ), ( , )F E G E  bu evrensel küme 

üzerinde iki esnek küme olsun ve aşağıdaki şekilde tanımlansın.  

{ }( ) { }( ) { }( ){ }1 1 2 4 3 3 4 5 5 1( , ) , , , , , , , , ,F E e h h e h h h e h==  

{ }( ) { }( ) { }( ) { }( ){ }2 1 2 4 2 1 3 3 3 4 5 5 1( , ) , , , , , , , , , , , .G E e h h e h h e h h h e h==  

Dolayısıyla 1 2( , ) ( , )F E G E⊆  dir. 

 

Tanım 2.1.5 [40] 1 2{ , ,..., }nE e e e=  parametrelerin kümesi olsun. E  nin değili kümesi 

E¬  ile gösterilir ve 1 2{ , ,..., }nE e e e¬ = ¬ ¬ ¬  şeklinde tanımlanır. Burada ie¬ , ie  

olmayan anlamına gelir. 

 

Örnek 2.1.3 [40] Örnek 2.1.1’ i dikkate alalım.  

Burada 

{ela gözlü olmayan, siyah gözlü olmayan, esmer olmayan, sarışın olmayan, 
            uzun olmayan, kısa olmayan}

E¬ =
 

şeklindedir. 
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Tanım 2.1.6 [40] ( , )F E ∈ ( )ESS X olsun. ( , )F E  kümesinin esnek tümleyeni ( , )cF E  ile 

gösterilir ve ( , ) ( , )c cF E F E=  şeklinde tanımlanır. Burada : ( )cF E P X→  dönüşümü 

Eα∀ ∈  için ( ) / ( )cF X Fα α=  ile verilen bir dönüşümdür. (( , ) ) ( , )c cF E F E=  olduğu 

açıktır. 

 

Tanım 2.1.7 [40] ( , )F E ∈ ( )ESS X  bir esnek küme olsun.  

1. e E∀ ∈  için ( )F e φ=  ise ( , )F E  esnek kümesine boş esnek küme denir ve 

( , )Eφ  yada kısaca φ  ile gösterilir. 

2. e E∀ ∈  için ( )F e X=  ise ( , )F E  esnek kümesine mutlak esnek küme denir ve 

( , )X E  yada kısaca X  gösterilir.  

Açıktır ki, ( , )cEφ = ( , )X E  ve ( , ) ( , )cX E Eφ=   dir. 

 

Örnek 2.1.4 [40] Farz edelim ki X  evlerin kümesi E  ise parametrelerin bir kümesi 

olsun. X ve E  kümelerini aşağıdaki şekilde tanımlayalım. 

{ }1 2 3 4 5, , , ,X h h h h h=  

{ }tuğla, taş, toprak, çelikE =  

( , )F E esnek kümesi “ev inşaatı” nı ifade etmektedir. Dolayısıyla; 

(tuğla):F  Tuğla ile yapılan ev inşaatı, 

(taş)F : Taş ile yapılan ev inşaatı, 

(toprak):F Toprak ile yapılan ev inşaatı, 

(çelik) :F Çelik ile yapılan ev inşaatı 

anlamına gelir. ( , )F E  esnek kümesini aşağıdaki şekilde tanımlayalım. 

o
(

p
,

r
)

Tuğla ile yapılan ev inşaatı ,Taş ile yapılan ev inşaatı ,
T ak ile yapılan ev inşaatı ,  Çelik ile yapılan ev inşaatı

F E
φ φ
φ φ

 
=  
 

= =
= =

 

Dolayısıyla ( , )F E  esnek kümesi boş esnek kümedir. 

 

Örnek 2.1.5 [40] Farz edelim ki X  evlerin kümesi E  ise parametrelerin bir kümesi 

olsun. X ve E  kümelerini aşağıdaki şekilde tanımlayalım. 

{ }1 2 3 4 5, , , ,X h h h h h=  
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{ }tuğla olmayan, taş olmayan, toprak olmayan, çelik olmayanE =  

( , )G E esnek kümesi “ev inşaatı” nı ifade etmektedir. Dolayısıyla; 

(tuğla olmayan):G  Tuğla ile yapılmayan ev inşaatı, 

(taş olmayan)G : Taş ile yapılmayan ev inşaatı, 

(toprak olmayan):G Toprak ile yapılmayan ev inşaatı, 

(çelik olmayan) :G Çelik ile yapılmayan ev inşaatı 

anlamına gelir. ( , )G E  esnek kümesini aşağıdaki şekilde tanımlayalım. 

{ }
{ }

{ }
{ }

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

, , , ,

, , , ,
(

p

Tuğla ile yapılmayan ev inşaatı ,

Taş ile yapılmayan ev inşaatı ,

To rak ile yapılma

a

, )
, , , ,yan ev inşaatı ,  

Çelik ile yapılmayan ev , in ,şa ı , ,t

h h h h h

h h h h h
G E

h h h h h

h h h h h



= 



=

=



=

=









 

Dolayısıyla ( , )G E  esnek kümesi mutlak esnek kümedir. 

 

Tanım 2.1.8 [40] ( , ), ( , ) ( )EF E G E SS X∈  olsun. ( , )F E  ve ( , )G E  kümelerinin esnek 

birleşim kümesi olan ( , )H E  kümesi aşağıdaki şekilde tanımlanır. Her e E∈  için 

( )              ,    
( ) ( )              ,    

( ) ( )  ,   

F e e A B
H e G e e B A

F e G e e A B

∈ −
= ∈ −
 ∪ ∈ ∩

 

şeklindedir ve ( , ) ( , ) ( , )F E G E H E∪ =  ile gösterilir. 

 

Tanım 2.1.9 [40] e E∀ ∈  için ( ) ( ) ( )M e F e G e= ∩  olacak şekilde ( , )M E  esnek 

kümesine, ( , )F E ve ( , )G E  esnek  kümelerinin  esnek kesişimi denir ve ( , ) ( , )F E G E∩  
şeklinde gösterilir. 

 

Teorem 2.1.1 [40] ( , ), ( , ) ( )EF E G E SS X∈  olsun. Aşağıdaki ifadeler sağlanır. 

1. ( , ) ( , ) ( , )F E F E F E∪ = , 

2. ( , ) ( , ) ( , )F E F E F E∩ = , 

3. ( , ) ( , ) ( , )F E E F Eφ∪ =

 , 

4. ( , ) ( , ) ( , )F E E Eφ φ∩ = 

 , 
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5. ( , ) ( , ) ( , )F E X E X E∪ = 

 , 

6. ( , ) ( , ) ( , )F E X E F E∩ =

 .  

 

Teorem  2.1.2 [40] ( , ), ( , ) ( )EF E G E SS X∈  olsun. Aşağıdaki ifadeler sağlanır. 

1) [ ]( , ) ( , ) ( , ) ( , ) .c c cF E G E F E G E∪ = ∩   

2) [ ]( , ) ( , ) ( , ) ( , ) .c c cF E G E F E G E∩ = ∪   

Tanım 2.1.10 [54] I  keyfi bir indis kümesi ve { }( , ) :iL F E i I= ∈  ailesi ( )ESS X  nin bir 

alt ailesi olsun. 

1) e E∀ ∈  için ( ) ( )i
i I

H e F e
∈

=


 olmak üzere ( , ) ( , )i
i I

F E H E
∈

=



. 

2) e E∀ ∈  için ( ) ( )i
i I

M e F e
∈

=


 olmak üzere ( , ) ( , )i
i I

F E M E
∈

=



. 

Önerme 2.1.1 [39] I  keyfi bir indis  kümesi ve { }( , ) :iF E i I∈ ⊆ ( )ESS X  olsun. 

1) i I∀ ∈  için ( , )iF E { }( , ) :iF E i I⊆ ∀ ∈


 . 

2) i I∀ ∈  için { }( , ) : ( , )i iF E i I F E∀ ∈ ⊆


 . 

3) { } { }( , ) : ( , ) :
c c

i iF E i I F E i I ∀ ∈ = ∀ ∈ 
 

  . 

4) { } { }( , ) : ( , ) :
c c

i iF E i I F E i I ∀ ∈ = ∀ ∈ 
 

  . 

 

Tanım 2.1.11 [35] ( , )F E ∈ ( )ESS X  olsun. Eğer e E∈  için { }( )F e x=  ve { }/e E e′∈  

için ( )F e φ′ =  ise ( , )F E  esnek kümesine esnek nokta denir ve ( , )ex E  yada kısaca ex  

ile gösterilir. 

 

Tanım 2.1.12 [35] ( , )ex E  ve ( , )ey E′  iki esnek nokta olsun. x y≠  veya e e′≠  koşulu 

sağlanır ise bu noktalara farklı esnek noktalar denir. 
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Tanım 2.1.13 [68] Eğer ( ) ( )ex e G e⊆  yani { } ( )x G e⊆  ise ( , )ex E  esnek noktası ( , )G E

esnek kümesinin elemanıdır ve ( , )ex E ( , )G E∈  ile gösterilir. 

 

Önerme 2.1.2 [68] ( , )G E ∈ ( )ESS X  esnek kümesi kendi esnek noktalarının birleşimidir 

yani { }( , ) ( , ) : ( , ) ( , )e eG E x E x E G E= ∈


  dir. 

 

Önerme 2.1.3 [68] ( , )G E , ( , ) ( )EH E SS X∈  olsun. 

1) ( , )ex E ( , )G E∈ ⇔ ( , )ex E ( , )cG E∉ . 

2) ( , )ex E ( , )G E∈ ∪ ( , )H E ⇔ ( , )ex E ( , )G E∈  yada ( , )ex E ( , )H E∈ . 

3) ( , )ex E ( , )G E∈ ∩ ( , )H E ⇔ ( , )ex E ( , )G E∈  ve ( , )ex E ( , )H E∈ . 

4) ( , )G E ⊆ ( , )H E ⇔ ( , )ex E ( , )G E∈ ⇒ ( , )ex E ( , )H E∈ . 

Tanım 2.1.11 [53] ( )ESS X , '( )ESS Y  esnek küme aileleri verilsin. :u X Y→  ve 

:v E E′→  dönüşümleri tanımlansın. ( , )F E , X  üzerinde esnek küme ve ( ( , ), ),f F E B

( ) ,B v E E′= ⊆  Y  üzerinde esnek küme olsun. ': ( ) ( )E Ef SS X SS Y→ esnek dönüşümü 

aşağıdaki şekilde tanımlanır: 

( , )F E ∈ ( )ESS X , esnek kümesinin görüntüsü 'Eβ∀ ∈  için, 

1

1

( )

( )  ,      v ( )
(( , ))( )

                          ,      aksi taktirde
v E

u F E
f F E α β

α β
β −

−

∈ ∩

  
∩ ≠ ∅   =   


∅

  

 

Tanım 2.1.12 [53] ': ( ) ( )E Ef SS X SS Y→  esnek bir dönüşüm ve '( , ') ( )EG E SS Y∈  

olsun. :u X Y→  ve :v E E′→  dönüşümleri tanımlansın. Bu durumda 1( ( , '), )f G E E− , 
1( ')E v E−= , X  üzerinde esnek bir kümedir ve ( , ')G E  nin esnek ters görüntüsü 

aşağıdaki şekilde tanımlanır.  

Eα ∈  için 
1

1 ( ( ( )))       ,       ( )
(( , '))( )

                          ,      aksi taktirde
u G v v E

f G E
α α

α
−

− ′ ∈
= 

∅
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Örnek 2.1.6 [53] { } { } { } { }' ' '
1 2 3 4 1 2 3, , , , , , , , , , ' , ,X a b c Y x y z E e e e e E e e e= = = =  olsun. 

:u X Y→ ve : 'v E E→  dönüşümleri aşağıdaki şekilde tanımlansın. 

( ) , ( ) , ( )u a y u b z u c y= = =  
' ' ' '

1 3 2 3 3 2 4 3( ) , ( ) , ( ) , ( )v e e v e e v e e v e e= = = =  

Sırasıyla X ve Y üzerinde iki esnek küme ele alalım.  

( ) { }( ) { }( ){ }1 3 4( , ) , , , , , , , ,F E e e a e a b cφ=  

{ }( ) { }( ){ }' '
1 2( , ') , , , ,G E e x z e y= . 

': ( ) ( )E Ef SS X SS Y→  esnek bir dönüşüm olmak üzere ( , ) ( )EF E SS X∈  esnek kümesi 

için { }' '
2 3 '( ) , ( )EA v E e e SS Y= = ∈  için ( ( , ), )f F E A  kümesi aşağıdaki şekilde elde edilir. 

( ) ( )'
2 3( , ) ( ) ({ }) ({ }) { }f F E e u F e u a y= = =  ( 1 '

2 3( ) { }v e E e− ∩ =  olduğu için), 

( ) { }( )

( ) ( )
1 '

3

'
3 2 4

( )
( , ) ( ) ( ) ( ) ( )

{ , , } { , , } { , }
v e A

f F E e u F u F e F e

u a b c u a b c x y
α

α

φ

−∈ ∩

 = = ∪ 
 

= ∪ = =



 

Dolayısıyla, 

{ }' '
2 3( ( , ), ) { }, { , }f F E A e y e y z= = =  

olarak elde edilir. Şimdi esnek ters görüntüyü bulalım. 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 ' 1
3 3 2( , ') ( ) ( ( )) ( ) { } { , }f G E e u G v e u G e u y a c− − − −= = = =  

Burada 1
3( ') { }B v E e−= = . 

Böylece, ( ){ }1
3( , '), ) ,{ , }f G E B e a c− =  olarak bulunur. 

 

Tanım 2.1.13 [53] ': ( ) ( )E Ef SS X SS Y→  esnek bir dönüşüm ve 

( , ), ( , ) ( )EF E G E SS X∈  olsun. 'Eβ ∈  için ( , )F E  ve ( , )G E  nin esnek görüntülerinin 

esnek birleşim ve esnek kesişimi aşağıdaki şekilde tanımlanır. 

( )
( )

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

f F E f G E f F E f G E

f F E f G E f F E f G E

β β β

β β β

∪ = ∪

∩ = ∩




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Tanım 2.1.14 [53] ': ( ) ( )E Ef SS X SS Y→  esnek bir dönüşüm ve 

'( , '), ( , ') ( )EF E G E SS Y∈  olsun. Eα ∈  için ( , )F E  ve ( , )G E  nin esnek  ters 

görüntülerinin esnek birleşim ve esnek kesişimi aşağıdaki şekilde tanımlanır. 

( )
( )

1 1 1

1 1 1

( , ') ( , ') ( , ') ( , ')

( , ') ( , ') ( , ') ( , ')

f F E f G E f F E f G E

f F E f G E f F E f G E

α α α

α α α

− − −

− − −

∪ = ∪

∩ = ∩





 

 

Teorem 2.1.3 [53] ': ( ) ( )E Ef SS X SS Y→  esnek bir dönüşüm, :u X Y→  ve : 'v E E→  

birer dönüşüm olsun. ( , ), ( , ) ( )EF E G E SS X∈  ve ( , ) ( )i i EF E SS X∈  için aşağıdaki 

ifadeler sağlanır. 

1. (( , )) ( , )f E Eφ φ=  , 

2. (( , )) ( , ),f X E Y E⊆ 

   

3. ( ) ( ) ( )( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ,f F E G E f F E f G E∪ = ∪    

Genelde, ( )( , ) ( , )i i i ii i
f F E f F E∪ = ∪    

4. ( ) ( ) ( )( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ,f F E G E f F E f G E∩ ⊇ ∩ 
   

Genelde, ( )( , ) ( , )i i i ii i
f F E f F E∩ ⊆∩ 

   

5. Eğer ( , ) ( , )F E G E⊆  ise ( , ) ( , )f F E f G E⊆  dir. 

 

Teorem 2.1.4 [53] ': ( ) ( )E Ef SS X SS Y→  esnek bir dönüşüm, :u X Y→  ve : 'v E E→  

birer dönüşüm olsun. '( , '), ( , ') ( )EF E G E SS Y∈  ve '
'( , ) ( )i i EF E SS Y∈  için aşağıdaki 

ifadeler sağlanır. 

1. 1(( , )) ( , )f E Eφ φ− =  , 

2. 1(( , )) ( , ),f Y E X E− =    

3. ( ) ( ) ( )1 1 1( , ') ( , ') ( , ') ( , ') ,f F E G E f F E f G E− − −∪ = ∪    

Genelde, ( )1 ' 1 '( , ) ( , )i i i ii i
f F E f F E− −∪ = ∪    

4. ( ) ( ) ( )1 1 1( , ') ( , ') ( , ') ( , ') ,f F E G E f F E f G E− − −∩ = ∩   
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Genelde, ( )1 ' 1 '( , ) ( , )i i i ii i
f F E f F E− −∩ = ∩    

5. Eğer ( , ') ( , ')F E G E⊆  ise (( , ')) (( , '))f F E f G E⊆  dir. 

 

2.2 Esnek Topoloji ve Esnek Topolojik Uzaylar 
 
 
Tanım 2.2.1 [49] τ , X  üzerinde esnek kümelerin ailesi olsun. Eğer τ  ailesi; 

1) ( , ), ( , )X E Eφ τ∈

 , 

2) τ  ya ait herhangi sayıdaki esnek kümenin birleşimi τ  ya aittir. 

3) τ  ya ait herhangi iki esnek kümenin kesişimi τ  ya aittir. 

koşullarını sağlar ise τ  ya X  üzerinde esnek  topoloji denir. ( , , )X Eτ  üçlüsüne esnek 

topolojik uzay denir. 

 

Tanım 2.2.2 [49] ( , , )X Eτ  bir esnek topolojik uzay olsun. 

1. τ  nun elemanlarına esnek açık küme denir. 

2. ( , )cF E  esnek açık küme ise ( , )F E  esnek kümesine esnek kapalı küme denir. 

Önerme 2.2.1 [49] ( , , ),X Eτ  bir esnek topolojik uzay olsun. 

1) ( , ), ( , )X E Eφ  esnek kümeleri esnek kapalı kümelerdir. 

2) Keyfi sayıdaki esnek kapalı kümelerin kesişimi esnek kapalı kümedir. 

3) Herhangi iki esnek kapalı kümenin birleşimi esnek kapalı kümedir. 

Tanım 2.2.3 [49] X  evrensel bir küme E  parametrelerin bir kümesi olsun.

{ }( , ), ( , )X E Eτ φ= 

  ailesine esnek indiskret topoloji, ( , , )X Eτ  üçlüsüne ise esnek 

indiskret topolojik uzay denir. 

 

Tanım 2.2.4 [49] X  evrensel bir küme E  parametrelerin bir kümesi olsun. τ , X  

üzerinde tanımlananan bütün esnek kümelerin bir ailesi ise bu aileye esnek diskret 

topoloji, ( , , )X Eτ  üçlüsüne ise esnek diskret topolojik uzay denir. 
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Önerme 2.2.2 [49] ( , , )X Eτ  bir esnek topolojik uzay olsun. e E∀ ∈  için 

{ }( ) : ( , )e F e F Eτ τ= ∈   ailesi X  üzerinde bir topolojidir. 

 

Örnek 2.2.1 [49] { } { }1 2 3 1 2, , , ,X h h h E e e= =  ve 

{ }1 2 3 4( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )E X E F E F E F E F Eτ φ=  

  

olsun. Burada 1 2 3( , ), ( , ), ( , )F E F E F E  ve 4( , )F E  esnek kümeleri aşağıdaki şekilde 

tanımlanır. 

{ }( ) { }( ){ }1 1 2 2 1( , ) , , , ,F E e h e h=  

{ }( ) { }( ){ }2 1 2 3 2 1 2( , ) , , , , , ,F E e h h e h h=  

{ }( ) ( ){ }3 1 1 2 2( , ) , , , , ,F E e h h e X=  

{ }( ) { }( ){ }4 1 1 2 2 1 3( , ) , , , , , ,F E e h h e h h=  

τ  ailesinin X  üzerinde bir esnek topoloji olduğu açıktır. Böylece ( , , )X Eτ bir esnek 

topolojik uzaydır. Dolayısıyla 

{ } { } { }{ }
1 2 2 3 1 2, , , , , ,e X h h h h hτ φ=  

ve 

{ } { } { }{ }
2 1 1 3 1 2, , , , , ,e X h h h h hτ φ=  

X üzerinde birer topolojidir.  

Şimdi bu durumun tersinin her zaman sağlanmayabileceğine ait bir örnek sunalım. 

 

Örnek 2.2.2 [49] { } { }1 2 3 1 2, , , ,X h h h E e e= =  ve 

{ }1 2 3 4( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )E X E F E F E F E F Eτ φ=  

  

olsun. Burada 1 2 3( , ), ( , ), ( , )F E F E F E  ve 4( , )F E  esnek kümeleri aşağıdaki şekilde 

tanımlanır. 

{ }( ) { }{ }1 1 2 2 1( , ) , , ( , ,F E e h e h=  

{ }( ) { }{ }2 1 2 3 2 1 2( , ) , , , ( , , ,F E e h h e h h=  

{ }( ) { }{ }3 1 1 2 2 1 2( , ) , , , ( , , ,F E e h h e h h=  
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{ }( ) { }{ }4 1 2 2 1 3( , ) , , ( , , ,F E e h e h h=  

τ  ailesinin X  üzerinde bir esnek topoloji değildir. Çünkü 2 3( , ) ( , ) ( , )F E F E G E∪ =  ve 

( ) { }{ }1 2 1 2( , ) , , , ,G E e X e h h τ= ∉  . Fakat, 

{ } { } { }{ }
1 2 2 3 1 2, , , , , ,e X h h h h hτ φ=  

ve 

{ } { } { }{ }
2 1 1 3 1 2, , , , , ,e X h h h h hτ φ=  

X üzerinde birer topolojidir. 

 

Önerme 2.2.3 [49] 1( , , )X Eτ  ve 2( , , )X Eτ  iki esnek topolojik uzay olsun. Bu durumda 

1 2( , , )X Eτ τ∩   uzayı da esnek topolojik uzaydır. 

 

Uyarı 2.2.1 [49] X üzerinde iki esnek topolojinin birleşimi bir esnek topoloji 

olmayabilir. 

 

Tanım 2.2.5 [35] ( , , )X Eτ  bir esnek topolojik uzay olsun. Eğer 

( , ) ( , ) ( , )ex E G E F E∈ ⊆   olacak şekilde en az bir ( , )G E  esnek açık kümesi varsa 

( , )F E  esnek kümesine ( , )ex E  esnek noktasının esnek komşuluğu denir. 

 

Önerme 2.2.4 [49] ( , , )X Eτ  bir esnek topolojik uzay olsun. 

1. Her ( )e Ex SS X∈  noktası bir esnek komşuluğa sahiptir, 

2. Eğer ( , )F E  ve ( , )G E  esnek kümeleri ex  esnek noktasının esnek komşulukları 

ise ( , ) ( , )F E G E∩  kümesi de ex  esnek noktasının esnek komşuluğudur, 

3. Eğer ( , )F E  esnek kümesi ex  esnek noktasının bir komşuluğu ve 

( , ) ( , )F E G E⊆  ise ( , )G E  esnek kümesi de ex  esnek noktasının esnek 

komşuluğudur. 

Tanım 2.2.6 [49] ( , , )X Eτ  bir esnek topolojik uzay ve Y X⊆  olsun.  

{ }( , ) : ( , )Y
Y F E F Eτ τ= ∈   
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ailesine Y  üzerinde esnek bağıl topoloji, ( , , )YY Eτ  üçlüsüne ise ( , , )X Eτ  uzayının 

esnek alt uzayı denir. 

 

Örnek 2.2.3 [49] Esnek diskret topolojik uzayın herhangi esnek alt uzayı da esnek 

diskret alt uzaydır. 

 

Örnek 2.2.4 [49] Esnek indiskret topolojik uzayın herhangi esnek alt uzayı da esnek 

indiskret alt uzaydır. 

 

Tanım 2.2.7 [49] ( , , )X Eτ  esnek topolojik uzay ve ( , ), ( , ) ( )EF E G E SS X∈  olsun. 

( , )F E  esnek kümesini içeren tüm esnek kapalı kümelerin arakesitine ( , )F E  esnek 

kümesinin kapanışı denir ve ( , )scl F E  ile gösterilir. 

( , )scl F E  esnek kümesinin ( , )F E  yi içeren en küçük esnek kapalı küme olduğu açıktır. 

 

Teorem 2.2.1 [49] ( , , )X Eτ  esnek topolojik uzay ve ( , ), ( , ) ( )EF E G E SS X∈  olsun. O 

halde aşağıdaki koşullar sağlanır; 

1. ( )scl φ φ=   ve ( )scl X X=  ; 

2. ( , ) ( , );F E scl F E⊆  

3. ( , )F E  esnek kapalı kümedir⇔ ( , ) ( , );F E scl F E=  

4. ( ( , )) ( , );scl scl F E scl F E=  

5. ( , ) ( , ) ( , ) ( , );F E G E scl F E scl G E⊆ ⇒ ⊆   

6. (( , ) ( , )) ( , ) ( , );scl F E G E scl F E scl G E∪ = ∪   

7. (( , ) ( , )) ( , ) ( , )scl F E G E scl F E scl G E∩ ⊆ ∩ 
  dir. 

Örnek 2.2.4 [49] { } { }1 2 3 1 2, , , ,X h h h E e e= =  ve 

{ }1 2 3 7( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ),..., ( , )E X E F E F E F E F Eτ φ=  

  

olsun. Burada 1 2 3 4( , ), ( , ), ( , ), ( , )F E F E F E F E ,…, 7( , )F E  esnek kümeleri aşağıdaki 

şekilde tanımlanır. 

{ }( ) { }( ){ }1 1 1 2 2 1 2( , ) , , , , , ,F E e h h e h h=  
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{ }( ) { }( ){ }2 1 2 2 1 3( , ) , , , , ,F E e h e h h=  

{ }( ) { }( ){ }3 1 2 3 2 1( , ) , , , , ,F E e h h e h=  

{ }( ) { }( ){ }4 1 2 2 1( , ) , , , ,F E e h e h=  

{ }( ) ( ){ }5 1 1 2 2( , ) , , , , ,F E e h h e X=  

( ) { }( ){ }6 1 2 1 2( , ) , , , , ,F E e X e h h=  

{ }( ) { }( ){ }7 1 2 3 2 1 3( , ) , , , , , ,F E e h h e h h=  

τ  ailesinin X  üzerinde bir esnek topoloji olduğu açıktır. Böylece ( , , )X Eτ bir esnek 

topolojik uzaydır. ( , )F E  ve ( , )G E aşağıdaki şekilde tanımlansın. 

{ }( ) ( ){ }1 1 3 2( , ) , , , , ,F E e h h e φ=  

{ }( ) { }{ }1 2 3 2 1 2( , ) , , , ( , , ,G E e h h e h h=  

Bu durumda { }( ) ( ){ }1 3 2( , ) ( , ) (( ), ) , , ,F E G E F G E e h e φ∩ = ∩ =  elde edilir. Şimdi 

( ) 2 4 2( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )c c cscl F E X E F E F E F E= ∩ ∩ =

   ve ( )( , ) ( , )scl G E X E=   olarak 

bulunur. Dolayısıyla ( ) ( ) ( )( , ) ( , ) ( , )scl F E scl G E scl F E∩ =  olur. Ayrıca  

( ) { }1 4 5

5

( , ) ( , ) ( , ), ( , ) , ( , ) , ( , )

( , )

c c c

c

scl F E G E X E F E F E F E

F E

∩ = ∩

=



 

 

Yani  

( ) ( ) ( )( , ) ( , ) ( , ) ( , )scl F E G E scl F E scl G E∩ ⊆ ∩ 
   

olur. Fakat  

( ) ( ) ( )( , ) ( , ) ( , ) ( , )scl F E G E scl F E scl G E∩ ≠ ∩  . 

 

Teorem 2.2.2 [69] ( , , )X Eτ  bir esnek topolojik uzay ve ( , )ex E  yi içeren esnek açık 

kümelerin ailesi 
exτ  ile gösterilsin. 

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ),    ( , ) .
e e ee x x xx E scl G E O E G E E O Eφ τ∈ ⇔ ∩ ≠ ∀ ∈


   
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Tanım 2.2.8 [49] ( , , )X Eτ  bir esnek topolojik uzay, ( , ), ( , ) ( )EF E G E SS X∈  ve 

( , ) ( )e Ex E SS X∈  olsun. Eğer ( , ) ( , ) ( , )ex E G E F E∈ ⊆   olacak şekilde ( , )G E  esnek açık 

kümesi varsa ( , )ex E  esnek noktası ( , )F E  nin iç noktasıdır denir. 

 

Tanım 2.2.9 [33] ( , , )X Eτ  ve ( , , )Y Eτ ′  iki esnek topolojik uzay, 

: ( , , ) ( , , )f X E Y Eτ τ ′→   bir dönüşüm olsun. ( (( , )), )ef x E E  nin herhangi ( , )H E  esnek 

komşuluğu için (( , )) ( , )f F E H E⊆  olacak şekilde ( , )ex E  nin en az bir ( , )F E  esnek 

komşuluğu varsa f  dönüşümüne esnek sürekli dönüşüm denir. 

 

Tanım 2.2.10 [33] ( , , )X Eτ  ve ( , , )Y Eτ ′  iki esnek topolojik uzay, 

: ( , , ) ( , , )f X E Y Eτ τ ′→   bir dönüşüm olsun. f  dönüşümü birebir, örten, f  ve 1f −  

esnek sürekli ise f  dönüşümüne esnek homeomorfizma denir ve X  den Y  ye esnek 

homeomorfizma şeklinde ifade edilir. 

 

Tanım 2.2.8 [70] { }( , ) : ( , , ) ( , , )s s s s s s S
X E Y Eϕ ψ τ τ

∈
→   esnek dönüşümler ailesi ve 

{ }( , , )s s s s S
Y Eτ

∈
  esnek topolojik uzaylar ailesi olsun. Buradan, τ  esnek topolojisi 

{ }1( , ) ( , ) : ( , ) ,s s s S sF E F E s Sδ ϕ ψ τ−
∈= ∈ ∈  alt tabanı tarafından üretilen esnek topoloji 

olarak adlandırılır. 

 

2.3 Esnek Ayırma Aksiyomları 
 
 

Tanım 2.3.1 [35] ( , , )X Eτ  bir esnek topolojik uzay ve 'e ex y≠  olacak şekilde 

', ( )e e Ex y SS X∈  olsun. Eğer ( , )ex F E∈ , ( , )ey F E∉  veya ( , )ex G E∉ , ' ( , )ey G E∈  

sağlanacak şekilde ( , )F E  ve ( , )G E  esnek açık kümeri varsa ( , , )X Eτ  uzayına esnek 

0T −uzayı denir. 

 

Örnek 2.3.1 [71] { } { }1 2, , ,X x y E e e= =  ve 

{ }1 2 3( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )E X E F E F E F Eτ φ=  

  
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olsun. Burada 1 2( , ), ( , )F E F E  ve 3( , )F E  esnek kümeleri aşağıdaki şekilde tanımlanır. 

( ) { }{ }1 1 2( , ) , , ( , ,F E e X e y=  

{ }( ){ }2 1 2( , ) , , ( , ) ,F E e x e X=  

{ }( ) { }{ }3 1 2( , ) , , ( , .F E e x e y=  

 

τ  ailesinin X  üzerinde bir esnek topoloji olduğu açıktır. ( , , )X Eτ  uzayı bir esnek 0T −

uzayıdır. Çünkü 
1 12 2( , ), ( , )e ex F E y F E∈ ∉  ve 

2 21 1( , ), ( , )e ex F E y F E∉ ∈

  olacak şekilde 

1 2( , ), ( , )F E F E τ∈   vardır. 

 

Tanım 2.3.2 [35] ( , , )X Eτ  bir esnek topolojik uzay ve 'e ex y≠  olacak şekilde 

', ( )e e Ex y SS X∈  olsun. Eğer ( , )ex F E∈ , ' ( , )ey F E∉  ve ( , )ex G E∉ , ' ( , )ey G E∈  

sağlanacak şekilde ( , )F E  ve ( , )G E  esnek açık kümeleri varsa ( , , )X Eτ  uzayına esnek 

1T − uzayı denir. 

 

Teorem 2.3.1 [49] ( , , )X Eτ  bir esnek topolojik uzay olsun. Eğer her ( )e Ex SS X∈  için 

τ  da ( , )x E  esnek kapalı kümesi varsa ( , , )X Eτ  uzayı esnek 1T − uzayıdır. 

 

Örnek 2.3.2 [71] { } { }1 2, , ,X x y E e e= =  ve 

{ }1 2 3 4( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )E X E F E F E F E F Eτ φ=  

  

olsun. Burada 1 2 3( , ), ( , ), ( , )F E F E F E  ve 4( , )F E  esnek kümeleri aşağıdaki şekilde 

tanımlanır. 

{ }( ) ( ){ }1 1 2( , ) , , , ,F E e x e φ=  

{ }( ) { }( ){ }2 1 2( , ) , , , ,F E e x e y=  

{ }( ) { }( ){ }3 1 2( , ) , , , ,F E e y e x=  

( ) { }( ){ }4 1 2( , ) , , , .F E e X e x=  
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τ  ailesinin X  üzerinde bir esnek topoloji olduğu açıktır. 
1 1
,e ex y  esnek noktaları için 

1 12 2( , ), ( , )e ex F E y F E∈ ∉  ve 
1 13 3( , ), ( , )e ey F E x F E∈ ∉  olacak şekilde 

2 3( , ), ( , )F E F E τ∈  vardır. 
2 2
,e ex y  esnek noktaları için 

2 23 3( , ), ( , )e ex F E y F E∈ ∉  ve 

2 12 2( , ), ( , )e ey F E x F E∈ ∉  olacak şekilde 2 3( , ), ( , )F E F E τ∈  vardır. Dolayısıyla 

( , , )X Eτ  uzayı bir esnek 1T − uzayıdır. Fakat 
1e

x  bir esnek kapalı küme değildir. 

 

Önerme 2.3.1 [49] ( , , )X Eτ  bir esnek topolojik uzay ve Y X⊆  olsun. Eğer ( , , )X Eτ  

esnek 0T −uzayı ise ( , , )YY Eτ   uzayı da esnek 0T −uzayıdır. 

 

Önerme 2.3.2 [49] ( , , )X Eτ  bir esnek topolojik uzay ve Y X⊆  olsun. Eğer ( , , )X Eτ  

esnek 1T -uzayı ise ( , , )YY Eτ  uzayı da esnek 1T -uzayıdır. 

 

Tanım 2.3.3 [35] ( , , )X Eτ  bir esnek topolojik uzay ve 'e ex y≠  olacak şekilde 

', ( )e e Ex y SS X∈  olsun Eğer '( , ), ( , )e ex F E y G E∈ ∈  ve ( , ) ( , )F E G E∩ =∅  sağlanacak 

şekilde ( , )F E  ve ( , )G E  esnek açık kümeleri varsa ( , , )X Eτ  uzayına esnek 2T −uzayı 

denir. 

 

Örnek 2.3.3 [71] { } { }1 2, , ,X x y E e e= =  ve 

{ }1 2( , ), ( , ), ( , ), ( , )E X E F E F Eτ φ=  

  

olsun. Burada 1( , )F E  ve 2( , )F E  esnek kümeleri aşağıdaki şekilde tanımlanır. 

{ }( ) { }( ){ }1 1 2( , ) , , , ,F E e x e y=  

{ }( ) { }( ){ }2 1 2( , ) , , , ,F E e y e x=  

 

τ  ailesinin X  üzerinde bir esnek topoloji olduğu açıktır. ( , , )X Eτ  esnek 2T −uzayıdır. 

 

Önerme 2.3.3 [49] ( , , )X Eτ  bir esnek topolojik uzay ve Y X⊆  olsun. Eğer ( , , )X Eτ  

esnek 2T −uzayı ise ( , , )YY Eτ   uzayı da esnek 2T −uzayıdır. 
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Önerme 2.3.4 [49] ( , , )X Eτ  bir esnek topolojik uzay olsun. Eğer ( , , )X Eτ  uzayı esnek 

2T −uzayı ise her e E∈  için ( , )eX τ  uzayı 2T −uzayıdır. 

 

Sonuç 2.3.1  [49] 

1. Her esnek 1T − uzayı bir esnek 0T −uzayıdır. 

2. Her esnek 2T −uzayı bir esnek 1T −  uzayıdır. 

Tanım 2.3.3 [35] ( , , )X Eτ  bir esnek 1T − uzayı, ( , )G E , X  üzerinde esnek kapalı bir 

küme ve ( , )ex G E∉  olacak şekilde ( )e Ex SS X∈  olsun. Eğer 

1 2( , ), ( , ) ( , )ex F E G E F E∈ ⊆  ve 1 2( , ) ( , )F E F E∩ =∅  olacak şekilde 1( , )F E  ve 2( , )F E  

esnek açık kümeleri varsa ( , , )X Eτ  uzayına esnek 3T − uzayı denir. 

 

Sonuç 2.3.2  [49] 

1. Her esnek 3T − uzayı bir esnek 2T −uzayı olmayabilir. 

2. Eğer ( , , )X Eτ  esnek 3T − uzayı ise her e E∈  için ( , )eX τ , 3T − uzayı 

olmayabilir. 

Önerme 2.3.5 [49] ( , , )X Eτ  bir esnek topolojik uzay ve Y X⊆  olsun. Eğer ( , , )X Eτ  

esnek 3T − uzayı ise ( , , )YY Eτ  uzayı da esnek 3T − uzayıdır. 

 

Tanım 2.3.4 [35] ( , , )X Eτ  bir esnek 1T − uzayı, ( , )F E  ve ( , )G E , X  üzerinde esnek 

kapalı küme ve ( , ) ( , )F E G E∩ =∅  olsun. Eğer 1 2( , ) ( , ), ( , ) ( , )F E F E G E F E⊆ ⊆   ve 

1 2( , ) ( , )F E F E∩ =∅  olacak şekilde 1( , )F E  ve 2( , )F E  esnek açık kümeleri varsa 

( , , )X Eτ  uzayına esnek 4T −uzayı denir. 

 

Sonuç 2.3.3 [49] 

1. Her esnek 4T −uzayı bir esnek 3T − uzayı olmayabilir. 

2. Eğer ( , , )X Eτ  esnek 4T −uzayı ise her e E∈  için ( , )eX τ , 4T −uzayı 

olmayabilir. 
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3. Eğer ( , , )X Eτ  esnek 4T −uzayı ve Y X⊆  ise ( , , )YY Eτ  uzayı esnek 4T −uzayı 

olmayabilir. 

2.4 Esnek Genelleştirilmiş Topolojik Uzaylar 

Tanım 2.4.1 [57] g , X  üzerindeki esnek kümelerin bir ailesi olsun. Eğer 

1. ( , )E gφ ∈

 ,  

2. g  ye ait olan herhangi sayıdaki kümelerin birleşimi g  ye aittir 

koşulları sağlanırsa g  ye X  üzerinde bir esnek genelleştirilmiş topoloji, ( , , )X g E  

üçlüsüne ise esnek genelleştirilmiş topolojik uzay denir. g  nin her elemanına esnek 

genelleştirilmiş açık küme denir. 

 

Tanım 2.4.2 [57] g , X  üzerinde bir esnek genelleştirilmiş topoloji olsun. Eğer 

( , )X E g∈

  ise g  ye esnek genelleştirilmiş kuvvetli topoloji denir. 

 

Uyarı 2.4.1 Açıktır ki her topolojik uzay aynı zamanda bir genelleştirilmiş topolojik 

uzaydır fakat tersi her zaman sağlanmayabilir. 

 

Tanım 2.4.3 [57] 1( , , )X g E  ve 2( , , )X g E  iki esnek genelleştirilmiş topolojik uzay 

olsun. 

1. Eğer 1 2g g⊆   ise 2g  ye 1g  den daha incedir denir. 

2. Eğer 1 2g g⊆   ve 2 1g g⊆   ise 1g  ve 2g  karşılaştırılabilirdir denir. 

Tanım 2.4.4 [57] ( , , )X g E  esnek genelleştirilmiş topolojik uzay ve B  ailesi g  nin bir 

alt ailesi olsun. Eğer g  nin her elemanı B  nin bazı elemanlarının birleşimi şeklinde 

yazılabiliyorsa B  ye g  nin esnek g − tabanı denir. 
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Teorem 2.4.1 [57] 1( , , )X g E  ve 2( , , )X g E  iki esnek genelleştirilmiş topolojik uzay ve 

1 2,B B  sırasıyla 1g  ve 2g  için bir esnek taban olsun. 2g , 1g  den daha incedir ancak ve 

ancak 1B  in her elemanı 2B  nin bazı elemanlarının esnek birleşimi olarak yazılabilir. 

 

Teorem 2.4.2 [57] ( , )F E  bir esnek küme ve B  ailesi ( , )F E  nin esnek altkümelerinin 

bir ailesi olsun. Bu durumda B  esnek tabanı ile ( , )F E  üzerinde bir esnek 

genelleştirilmiş topoloji vardır. 

 

Tanım 2.4.5 [57] ( , , )X g E  bir esnek genelleştirilmiş topolojik uzay ve Y X⊆  olsun. 

{( , ) ( , ) : ( , ) }Yg Y E G E G E g= ∩ ∈
   ailesine Y  üzerinde esnek genelleştilmiş alt uzay 

topolojisi ( , , )YY g E  üçlüsüne ise esnek genelleştirilmiş topolojik alt uzay denir. 

 

Teorem 2.4.3 [57] ( , , )X g E  bir esnek genelleştirilmiş topolojik uzay ve Y X⊆  olsun. 

Bu durumda Y  üzerinde ki esnek genelleştirilmiş alt uzay topolojisi de bir esnek 

genelleştirilmiş topolojidir. 

 

Tanım 2.4.6 [57] ( , , )X g E  uzayı bir esnek genelleştirilmiş topolojik uzay ve ( , )F E , 

X  üzerinde bir esnek küme olsun. ( , )F E  kümesinin esnek g − içi ( , )gsint F E


 ile 

gösterilir ve { }( , ) ( , ) : ( , ) ( , )gsint F E U E g U E F E= ∈ ⊆




 
  şeklinde tanımlanır. 

( , )gsint F E


 kümesi ( , )F E  kümesinin içerdiği en büyük esnek g − açık kümedir. 

 

Teorem 2.4.4 [57] ( , , )X g E  uzayı bir esnek genelleştirilmiş topolojik uzay ve ( , )F E , 

X  üzerinde bir esnek küme olsun. ( , )F E  esnek g − açıktır ancak ve ancak 

( , ) ( , )gF E sint F E=


. 

 

Teorem 2.4.5 [57] ( , , )X g E  bir esnek genelleştirilmiş topolojik uzay ve 

( , ), ( , ) ( )EF E G E SS X∈  olsun. Bu durumda aşağıdaki ifadeler sağlanır. 

1. ( , ) ( , )gsint F E F E⊆


 ,  
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2. Eğer ( , ) ( , )F E G E⊆  ise ( , ) ( , )g gsint F E sint G E⊆
 

  dir, 

3. [( , ) ( , )] ( , ) ( , )g g gsint F E G E sint F E sint G E∩ ⊆ ∩
  

 
  ve 

( , ) ( , ) [( , ) ( , )]g g gsint F E sint G E sint F E G E∪ ⊆ ∪
  

 
  

4. ( , ) ( , )g g gsint sint F E sint F E  =   

  

 

Tanım 2.4.7 [57] ( , , )X g E  bir esnek genelleştirilmiş topolojik uzay ve 

( , ) ( )EF E SS X∈  olsun. Eğer ( , )cF E g∈   ise ( , )F E  esnek kümesine esnek g − kapalı 

küme denir. 

 

Teorem 2.4.6 [57] ( , , )X g E  bir esnek genelleştirilmiş topolojik uzay ve 

( , ) ( )EF E SS X∈  olsun. Aşağıdaki ifadeler sağlanır. 

1. ( , )X E  esnek g − kapalı kümedir. 

2. Esnek g − kapalı kümelerin keyfi esnek arakesitleri de esnek g − kapalı 

kümedir. 

Tanım 2.4.8 [57] ( , , )X g E  bir esnek genelleştirilmiş topolojik uzay ve 

( , ) ( )EF E SS X∈  olsun. ( , )F E  kümesini içeren tüm esnek g − kapalı kümelerin 

arakesitine ( , )F E  kümeninin esnek g − kapanışı denir ve ( , )gscl F E


 ile gösterilir.  

( , )gscl F E


 kümesi ( , )F E  kümesini içeren en küçük esnek g − kapalı kümedir. 

 

Teorem 2.4.7 [57] ( , , )X g E  bir esnek genelleştirilmiş topolojik uzay ve 

( , ) ( )EF E SS X∈  olsun. ( , )F E  esnek g − kapalı kümedir ancak ve ancak 

( , ) ( , )gscl F E F E=


 dir. 

Teorem 2.4.8  [57] ( , , )X g E  bir esnek genelleştirilmiş topolojik uzay ve 

( , ) ( )EF E SS X∈  olsun. Bu durumda ( , ) ( , ) ( , )g gsınt F E F E scl F E⊆ ⊆
 

 şeklindedir. 

 

Teorem 2.4.9 [57] ( , , )X g E  bir esnek genelleştirilmiş topolojik uzay ve 

( , ), ( , ) ( )EF E G E SS X∈  olsun. Bu durumda aşağıdaki ifadeler sağlanır. 
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1. Eğer ( , ) ( , )F E G E⊆  ise 
1,2 1,2

( , ) ( , )g gscl F E scl G E⊆
 

  dir. 

2. 
1,2 1,2 1,2

( , ) ( , ) [( , ) ( , )]g g gscl F E scl G E scl F E G E⊆
  

 


   ve 

1,2 1,2 1,2
[( , ) ( , )] ( , ) ( , )g g gscl F E G E scl F E scl G E⊆

  

 


    

3. 
1,2 1,2 1,2

( , ) ( , )g g gscl scl F E scl F E  =   

  

 

Teorem 2.4.10 [57] ( , , )X g E  bir esnek genelleştirilmiş topolojik uzay ve 

( , ), ( , ) ( )EF E G E SS X∈  olsun. Bu durumda aşağıdaki ifadeler sağlanır. 

1. (( , ) ) ( ( , ))c c
g gscl F E scl sint F E=
 

  

2. (( , ) ) ( ( , ))c c
g gsint F E scl F E=
 

  

3. ( )( , ) (( , ) )
cc

g gsint F E scl F E=
 

  

4. ( )( , ) (( , ) )
cc

g gscl F E sint F E=
 

  

5. ( )( , ) \ ( , ) ( , ) \ ( , )g g gsint F E G E sint F E sint G E⊆
  

  

 

Tanım 2.4.9 [57] ( , , )X g E  bir esnek genelleştirilmiş topolojik uzay, ( , ) ( )EF E SS X∈  

ve ex  noktası X  üzerinde bir esnek nokta olsun. Eğer ( , ) ( , )ex G E F E∈ ⊆   olacak 

şekilde bir ( , )G E  esnek g − açık kümesi varsa ( , )F E  ye ex  esnek noktasının bir esnek 

g − komşuluğu denir. ex  nin tüm esnek g − komşuluklarının kümesine ex  nin esnek 

g − komşuluklar ailesi denir ve ( )g eN x


  ile gösterilir. 

 

Teorem 2.4.11 [57] ( , , )X g E  bir esnek genelleştirilmiş topolojik uzay, ( , )F E  ve 

( , )G E  X  üzerinde iki esnek küme ve ( )e Ex SS X∈  olsun. Bu durumda aşağıdaki 

ifadeler sağlanır. 

1. Eğer ( , ) ( )g eF E N x∈


  ise ( , )ex F E∈  dir. 

2. Eğer ( , ) ( )g eF E N x∈


  ve ( , ) ( , )F E G E⊆  ise ( , ) ( )g eG E N x∈


  dir. 

3. ( , )F E  bir esnek çiftsel g − açık kümedir⇔ ( , )F E  her esnek noktasının bir 

esnek çiftsel g − komşuluğudur. 
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Tanım 2.4.10 [57] 1( , , )X g E  ve 2( , , )Y g E  iki esnek genelleştirilmiş topolojik uzay ve 

1 2: ( , , ) ( , , )f X g E Y g E→   bir esnek fonksiyon olsun. Eğer 2( , )G E g∈   kümesi için 

1(( , ))f G E−  kümesi 1( , , )X g E  uzayında esnek 1g − açık küme ise f  fonksiyonuna 

esnek g − sürekli denir. 

 

Teorem 2.4.12 [57] 1( , , )X g E , 2( , , )Y g E  uzayları iki esnek genelleştirilmiş topolojik 

uzay  ve 1 2: ( , , ) ( , , )f X g E Y g E→   bir esnek fonksiyon olsun. f  fonksiyonu 

1 2( , , , )X g g E   esnek genelleştirilmiş topolojik uzayında bir esnek g − sürekli 

dönüşümdür ancak ve ancak Y  üzerinde her esnek 2g -kapalı ( , )G E  kümesi için 

1(( , ))f G E− , X  üzerinde esnek 1g − kapalı bir kümedir. 

 

Teorem 2.4.13 [57] 1( , , )X g E , 2( , , )Y g E  uzayları iki esnek genelleştirilmiş topolojik 

uzay ve 1 2: ( , , ) ( , , )f X g E Y g E→   bir esnek fonksiyon olsun. f  fonksiyonu 1( , , )X g E  

esnek genelleştirilmiş topolojik uzayında esnek 1g − sürekli bir dönüşümdür ancak ve 

ancak 
1 2

( ( , )) ( (( , ))).g gf scl F E scl f F E⊆
 

  

2.5 Esnek İkili Topolojik Uzaylar 

 

Tanım 2.5.1 [34] 1( , , )X Eη , 2( , , )X Eη  X  üzerinde herhangi iki farklı esnek topolojik 

uzay olsun. 1 2( , , , )X Eη η   dörtlüsüne esnek ikili topolojik uzay denir. 

 

Tanım 2.5.2 [35] 1 2( , , , )X Eη η   esnek ikili topolojik uzay olsun. 

1 2( , ) ( , ) ( , )H E H E H E= ∪  olacak şekilde 1 1( , )H E η∈  , 2 2( , )H E η∈   ise ( , )H E ∈

( )ESS X  esnek kümesine esnek çiftsel açık küme denir. 
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Tanım 2.5.3 [35] 1 2( , , , )X Eη η   esnek ikili topolojik uzay olsun. ( , )H E  esnek 

kümesinin tümleyeni esnek çiftsel açık küme ise ( , )H E ∈ ( )ESS X  kümesine esnek 

çiftsel kapalı küme denir. 

1 2( , ) ( , ) ( , )G E G E G E= 

  olacak şekilde  1 1( , ) cG E η∈  ve 2 2( , ) cG E η∈   varsa ( , )G E  
esnek kümesi X  üzerinde esnek çiftsel kapalı kümedir. Burada,  

{ }( , ) ( ) : ( , ) , 1, 2c c
i E iH E SS X H E iη η= ∈ ∈ =   

1 2( , , , )X Eη η   üzerindeki esnek çiftsel açık (çiftsel kapalı) kümelerin ailesi sırasıyla

1 2( , , )EPOS X η η   1 2( ( , , ) )EPCS X η η   şeklinde gösterilir. 

 

Örnek 2.5.1 [35] { }1 2 3, ,X x x x=  ve { }1 2,E e e=  olsun. Aşağıdaki esnek kümeleri 

dikkate alalım. 

{ } { }{ }1 1 1 2 1 3( , ) ( , ), ( , , ) ,F E e x e x x=  

{ }{ }2 1 1 2 2( , ) ( , , ), ( , ) ,F E e x x e X=  

{ } { }{ }3 1 2 2 2( , ) ( , ), ( , ) ,F E e x e x=  

{ } { }{ }1 1 2 3 2 1( , ) ( , , ), ( , ) ,G E e x x e x=  

{ }{ }2 1 2 2( , ) ( , ), ( , ) ,G E e e xφ=  

{ } { }{ }3 1 2 2 2 1 2( , ) ( , , ), ( , , ) .G E e x x e x x=  

Bu durumda, 

{ }1 1 2 3( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )X E E F E F E F Eη φ= 

 , 

{ }2 1 2 3( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )X E E G E G E G Eη φ= 

  

aileleri X  üzerinde iki esnek topolojik uzay oluşturur. O halde 1 2( , , , )X Eτ τ   esnek ikili 

topolojik uzaydır. Burada, 

{ }1,2 1 2 1 1 1 2( , ) ( , ), ( , ) ( , )F E G E F E G Eη η η= ∪ ∪ ∪ ∪   
    

olur. 

Çünkü; 

1 3( , ) ( , ) ( , ),F E G E X E∪ = 

  

2 1 2 3( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ),F E G E F E G E X E∪ = ∪ = 

   
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2 2 2( , ) ( , ) ( , ),F E G E G E∪ =  

3 1 3( , ) ( , ) ( , ),F E G E G E∪ =  

3 2 3( , ) ( , ) ( , ),F E G E F E∪ =  

3 3 3( , ) ( , ) ( , ).F E G E G E∪ =  

1 1( , ) ( , )F E G E∪ = { }{ }1 2 1 3( , ), ( , , )e X e x x  esnek kümesi 1η  yada 2η  ye ait değildir. 

Ayrıca { }{ }1 2 1 2( , ) ( , ) ( , ), ( , )F E G E e x e X∪ =  esnek kümeside 1η  yada 2η  ye ait değildir. 

Buradan esnek çiftsel kapalı kümeler ailesi de kolaylıkla elde edilebilir. 

 

Teorem 2.5.1 [35] 1 2( , , , )X Eη η   esnek ikili topolojik uzay olsun. 

1. ( , ), ( , )X E Eφ

 esnek kümeleri hem esnek çiftsel açık hemde esnek çiftsel kapalı 

kümelerdir. 

2. Keyfi sayıda esnek çiftsel açık kümenin birleşimi yine esnek çiftsel açık 

kümedir. 

3. Keyfi sayıdaki esnek çiftsel kapalı kümenin arakesiti yine esnek çiftsel kapalı 

kümedir. 

4. Eğer 1 2( , )F E η η∈ ∩   ve 1 2( , ) ( , , )EG E POS X τ τ∈    ise

1 2( , ) ( , ) ( , , )EG E F E POS X τ τ∩ ∈
   dir. 

 

Teorem 2.5.2 [35] 1 2( , , , )X Eη η   esnek ikili topolojik uzay olsun. 

1. Her iη  açık esnek kümesi esnek çiftsel açık kümedir, 1, 2i =  yani 1 2 1,2η η τ∪ ⊆
    

dir. 

2. Her iη  esnek kapalı kümesi esnek çiftsel kapalı kümedir 1, 2i =  yani 

1 2 12 1 2( ( , , ) )c c c
EPCS Xη η η η η∪ ⊆ =

      dir. 

3. Eğer 1 2η η⊆   ise 1,2 2η η=   ve 1,2 2
c cη η=   dir. 

 

Lemma 2.5.1 [35] 1 2( , , , )X Eη η   esnek ikili topolojik uzay olsun. ( , )F E ∈ ( )ESS X  

esnek kümesi esnek çiftsel açık kümedir⇔ ( , ) ( , )ex E F E∀ ∈  için 1( , ) ( , )
exS E F E⊆  

olacak şekilde 1
1( , )

exS E η∈   vardır veya 2( , ) ( , )
exS E F E⊆  olacak şekilde 2

2( , )
exS E η∈   
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vardır. Buradan ( , )ex E  yi içeren iη − esnek açık kümeler ( , )
e

i
xS E  ile gösterilir, 

( 1, 2)i = . 

 

Tanım 2.5.4 [35] 1 2( , , , )X Eη η   esnek ikili topolojik uzay ve ( , ) ( )EF E SS X∈  olsun. 

( , )F E  esnek kümesinin esnek çiftsel kapanışı ( , )pscl F E  ile gösterilir ve ( , )pscl F E =

{ }1,2( , ) : ( , ) ( , )cH E F E H Eη∈ ⊆

 
  şeklinde tanımlanır. 

( , )pscl F E  esnek kümesinin ( , )F E esnek kümesini içeren en küçük esnek çiftsel kapalı 

küme olduğu açıktır. 

 

Örnek 2.5.2 [35] { }1 2 3, ,X x x x= , { }1 2,E e e=  ve  

{ }1 1 2 3( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )X E E G E G E G Eη φ= 

 , 

{ }2 1 2( , ), ( , ), ( , ), ( , )X E E H E H Eη φ= 

  

olsun. Burada 

{ } { }{ }1 1 1 2 2( , ) ( , ), ( , ) ,G E e x e x=  

{ } { }{ }2 1 2 2 3( , ) ( , ), ( , ) ,G E e x e x=  

{ } { }{ }3 1 1 2 2 2 3( , ) ( , , ), ( , , ) ,G E e x x e x x=  

{ } { }{ }1 1 1 3 2 2 3( , ) ( , , ), ( , , ) ,H E e x x e x x=  

{ } { }{ }2 1 1 2 3( , ) ( , ), ( , ) .H E e x e x=  
Dolayısıyla 1 2( , , , )X Eη η   esnek ikili topolojik uzaydır ve 

{ }1,2 1 2 3 1 2 1 2 3( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )X E E G E G E G E H E H E N E N E N Eη φ= 

   

olduğu açıktır. Burada, 

1( , )N E = 1( , )G E 

 { } { }{ }2 1 1 2 2 3( , ) ( , ), ( , , )H E e x e x x= , 

2( , )N E = 2( , )G E 

 { }{ }1 1 2 2 3( , ) ( , ), ( , , ) ,H E e X e x x=  

3( , )N E = 2( , )G E 

 { } { }{ }2 1 1 2 2 3( , ) ( , , ), ( , )H E e x x e x=  

Sonuç olarak, 
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{ }1,2 1 2 3 1 2 1 2 3( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) ,c c c c c c c c c c cX E E G E G E G E H E H E N E N E N Eη φ= 



{ } { }{ }1 1 2 3 2 1 3( , ) ( , , ), ( , , ) ,cG E e x x e x x=  

{ } { }{ }2 1 1 3 2 1 2( , ) ( , , ), ( , , ) ,cG E e x x e x x=  

{ } { }{ }3 1 3 2 1( , ) ( , ), ( , ) ,cG E e x e x=  

{ } { }{ }1 1 2 2 1( , ) ( , ), ( , ) ,cH E e x e x=  

{ } { }{ }2 1 1 3 2 1 2( , ) ( , , ), ( , , ) ,cH E e x x e x x=  

{ } { }{ }1 1 2 3 2 1( , ) ( , , ), ( , ) ,cN E e x x e x=  

{ } { }{ }2 1 2 1( , ) ( , ), ( , ) ,cN E e e xφ=  

{ } { }{ }3 1 3 2 1 2( , ) ( , ), ( , , ) .cN E e x e x x=  

{ } { }{ }1 3 2 1 3( , ) ( , ), ( , , )M E e x e x x=  ve { } { }{ }1 2 3 2 1( , ) ( , , ), ( , )F E e x x e x=  kümeleri verilsin. 

( , )M E  esnek kümesini içeren esnek çiftsel kapalı kümeler 1( , )cG E , ( , )X E  dir. 

1( , ) ( , ) ( , )c
pscl M E G E X E= ∩ 

  dir. Bu nedenle ( , )pscl M E { } { }{ }1 2 3 2 1 3( , , ), ( , , )e x x e x x=  

olur. Ayrıca ( , )F E  esnek kümesini içeren esnek çiftsel kapalı kümeler 1( , )cG E ,

2( , )cH E , 1( , )cN E  ve ( , )X E  dir. Bu durumda,

1 2 1( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) .c c c
pscl F E G E X E H E N E=   



    
Sonuç olarak, 

( , )pscl F E { } { }{ }1 2 3 2 1( , , ), ( , ) ( , )e x x e x F E= =  bulunur. 

 

Teorem 2.5.3 [35] 1 2( , , , )X Eη η   esnek ikili topolojik uzay ve ( , ), ( , ) ( )EF E G E SS X∈  

olsun. 

1. ( , ) ( , )pscl E Eφ φ=   ve ( , ) ( , )pscl X E X E=  . 

2. ( , ) ( , ).pF E scl F E⊆  

3. ( , )F E  esnek çiftsel kapalı küme ( , ) ( , ).pscl F E F E⇔ =  

4. ( , ) ( , ) ( , ) ( , )p pF E G E scl F E scl G E⊆ ⇒ ⊆  . 

5. [ ]( , ) ( , ) ( , ) ( , ) .p p pscl F E scl G E scl F E G E∪ ⊆ ∪ 
  

6. ( , ) ( , )p p pscl scl F E scl F E  =   yani ( , )pscl F E  esnek çiftsel kapalı kümedir. 
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Teorem 2.5.4 [35] 1 2( , , , )X Eη η   esnek ikili topolojik uzay ve  ( , ) ( )EF E SS X∈  olsun. 

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ),
ee p xx E scl F E S E F E Eφ∈ ⇔ ≠




 1,2( , ) ( ),

ex eS E xη∀ ∈   buradan 

( , )
exS E  esnek kümesi ( , )ex E  yi içeren herhangi esnek çiftsel açık küme ve 

1,2 (( , ))ex Eη  ailesi ( , )ex E  yi içeren esnek çiftsel açık kümeler ailesidir. 

 

Örnek 2.5.3 [35] 1 2( , , , )X Eη η   esnek ikili topolojik uzayı Örnek 2.5.2’ de olduğu gibi 

tanımlansın. 

{ } { }{ }1 2 3 2 1 3( , ) ( , , ), ( , , )M E e x x e x x=  kümesi verilsin ve ( , )pscl M E  esnek kümesini 

Teorem 2.5.4 kullanarak bulalım. 1 2( , , , )X Eη η   uzayı üzerindeki esnek noktalar 

aşağıdaki şekildedir. 

{ }1 2 1 2 1 2

1 1 2 2 3 3, , , , , .e e e e e ex x x x x x  

Açıktır ki, 

{ }1

1
1,2 1 3 1 2 1 2 3( ) ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ) ,ex X E G E G E H E H E N E N E N Eη = 



 

{ }2

1
1,2 ( ) ( , ) ,ex X Eη = 

  

{ }1

2
1,2 2 3 2 3( ) ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ) ,ex X E G E G E N E N Eη = 



 

{ }2

2
1,2 1 3 1 1 2( ) ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ) ,ex X E G E G E H E N E N Eη = 



 

{ }1

3
1,2 1 2( ) ( , ), ( , ), ( , ) ,ex X E F E N Eη = 



 

{ }2

3
1,2 2 3 1 2 1 2 3( ) ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )ex X E G E G E H E H E N E N E N Eη = 

  dir. 

Dolayısıyla, 
1

1 ( , )e px scl M E∉  dir. 
1

1
1 1,2( , ) ( )eG E xη∈   için 1( , ) ( , )G E M E =

  

{ } { }{ }1 1 2 2( , ), ( , )e x e x ∩ { } { }{ }1 3 2 1 3( , ), ( , , ) ( , )e x e x x Eφ=   dir. Fakat 
2

1 ( , )e px scl M E∈  dir. 

Çünkü 
2

1
ex  yı içeren ( , )X E  tek esnek çiftsel açık kümedir ve ( , )X E ( , ) ( , )M E Eφ≠



 . 

Ayrıca 
1

2 ( , )e px scl M E∈  dir. Çünkü 
1

( , )
exS E∀ ∈

1

2
1,2 ( )exη  için 2

1
( , ) ( , ) ( , )

ex
S E M E Eφ≠





dir. 
2

2 ( , )e px scl M E∉  dir. Çünkü 
2

2
1 1,2( , ) ( )eG E xη∈   için 1( , )G E ( , ) ( , )M E Eφ=



  dir. 

Benzer şekilde 
1

3 ( , )e px scl M E∈  dir. Çünkü 3
1

( , )
ex

S E∀ ∈
1

3
1,2 ( )exη  için
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3
1

( , ) ( , ) ( , )
ex

S E M E Eφ≠


  dir ve 
2

3 ( , )e px scl M E∈  dir. Çünkü 3
2

( , )
ex

S E∀ ∈
2

3
1,2 ( )exη  için

3
2

( , ) ( , ) ( , )
ex

S E M E Eφ≠


  dir. 

Sonuç olarak,  

{ }2 1 1 2

1 2 3 3( , ) , , ,p e e e escl M E x x x x=   

= { }{ }1 2 1( , ), ( , )e e xφ ∪ { }{ }1 2 2( , ), ( , )e x e φ ∪ { }{ }1 3 2( , ), ( , )e x e φ { }{ }1 2 3( , ), ( , )e e xφ∪ 

  

= { } { }{ }1 2 3 2 1 3( , , ), ( , , )e x x e x x . 

Dolayısıyla ( , )pscl M E = { } { }{ }1 2 3 2 1 3( , , ), ( , , )e x x e x x olur. 

 

Teorem 2.5.5 [35] 1 2( , , , )X Eη η   esnek ikili topolojik uzay olsun. ( , )G E , X  üzerinde 

esnek çiftsel kapalı kümedir⇔
1 2

( , ) ( , ) ( , ).G E scl G E scl G Eη η= ∩
 

  

 

Sonuç 2.5.1 [35] 1 2( , , , )X Eη η   esnek ikili topolojik uzay olsun. Buradan, 

1 2
( , ) ( , ) ( , ),pscl F E scl F E scl F Eη η= ∩

 

 ( , ) ( ) .EF E SS X∀ ∈  
 

Tanım 2.5.5 [35] 1 2( , , , )X Eη η   esnek ikili topolojik uzay ve ( , ) ( )EF E SS X∈  olsun. 

( , )F E  esnek çiftsel kümesinin içi { }1,2( , ) ( , ) : ( , ) ( , )psint F E G E G E F Eη= ∈ ⊆

 


şeklinde tanımlanır ve ( , )psint F E  ile gösterilir. 

( , )psint F E  esnek çiftsel açık kümesinin ( , )F E  kümesine ait en geniş açık küme 

olduğu açıktır. 

 

Örnek 2.5.4 [35] 1 2( , , , )X Eη η   esnek ikili topolojik uzayı Örnek 2.5.2 de olduğu gibi 

tanımlansın. { } { }{ }1 3 2 1 3( , ) ( , ), ( , , )M E e x e x x= , { } { }{ }1 2 3 2 1( , ) ( , , ), ( , )F E e x x e x=  

kümeleri verilsin. ( , )M E  esnek kümesinin kapsadığı açık kümeler ( , )Eφ , 2( , )G E  dir. 

Bu nedenle { } { }{ }2 1 2 2 3( , ) ( , ) ( , ), ( , )psint M E G E e x e x= =  olur. Ayrıca ( , )F E  esnek 

kümesinin kapsadığı açık küme ( , )Eφ  dir ve dolayısıyla ( , ) ( , )psint F E Eφ=   olur. 
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Teorem 2.5.6 [35] 1 2( , , , )X Eη η   esnek ikili topolojik uzay ve ( , ), ( , ) ( )EF E G E SS X∈  

olsun. Bu durumda; 

1) ( , ) ( , )psint E Eφ φ=   ve ( , ) ( , )psint X E X E=  . 

2) ( , ) ( , ).psint F E F E⊆  

3) ( , )F E  esnek çiftsel açık küme ( , ) ( , ).psint F E F E⇔ =  

4) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )p pF E G E sint F E sint G E⊆ ⇒ ⊆  . 

5) [ ]( , ) ( , ) ( , ) ( , ).p p psint F E G E sint F E sint G E∩ ⊆ ∩ 
  

6) ( , ) ( , )p p psint sint F E sint F E  =   yani ( , )psint F E  esnek çiftsel açık kümedir. 

Teorem 2.5.7 [35] 1 2( , , , )X Eη η   esnek ikili topolojik uzay ve ( , ) ( ) .EF E SS X∈  

1,2( , ) ( , )  ( , ) (( , ))
ee p x ex E sint F E S E x Eη∈ ⇔ ∃ ∈   için ( , ) ( , )

exO E G E⊆  dir. 

 

Teorem 2.5.8 [35] 1 2( , , , )X Eη η   esnek ikili topolojik uzay olsun. ( , )F E ∈ ( )ESS X  

esnek çiftsel açık kümedir⇔
1 2

( , ) ( , ) ( , ).F E sint F E sint F Eη η=
 



  

 

Sonuç 2.5.2 [35] 1 2( , , , )X Eη η   esnek ikili topolojik uzay olsun. Bu durumda, 

1 2
( , ) ( , ) ( , )psint F E sint F E sint F Eη η=

 



   

olur. 

 

Not  2.5.1 [35] 1 2( , , , )X Eη η   esnek ikili topolojik uzay ve ( , ), ( , ) ( )EF E G E SS X∈  

olsun. 

1) [ ]( , ) ( , ) ( , ) ( , )p p pscl F E G E scl F E scl G E∪ ≠ ∪  . 

2) 1 2( , ) ( , ) ( , ) c c
pscl F E F E F E η η= ⇒ ∈  

 . 

3) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )p p psint F E G E sint F E sint G E  ≠ 
 

  . 

Örnek 2.5.5 [35] 1 2( , , , )X Eη η   esnek ikili topolojik uzayı Örnek 2.5.2 de olduğu gibi 

tanımlansın. 
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1. { } { }{ }1 3 2 1 3( , ) ( , ), ( , , )G E e x e x x=  olsun. Bu durumda, 

{ } { }{ }1 2 3 2 1 3( , ) ( , , ), ( , , )pscl G E e x x e x x= olur ve { } { }{ }1 3 2 2( , ) ( , ), ( , )H E e x e x=  

alalım. Burada { } { }{ }1 3 2 1 2( , ) ( , ), ( , , )pscl H E e x e x x=  olur. Böylece, 

{ }{ }1 2 3 2( , ) ( , ) ( , , ), ( , )p pscl G E scl H E e x x e X∪ =  bulunur. Böylece, 

{ }{ }1 3 2( , ) ( , ) ( , ), ( , )G E H E e x e X∪ =  dir. Fakat [ ]( , ) ( , ) ( , )pscl G E H E X E∪ = 



olur. Dolayısıyla [ ]( , ) ( , ) ( , ) ( , )p p pscl G E H E scl G E scl H E∪ ≠ ∪   elde edilir. 

2. { } { }{ }1 2 3 2 1( , ) ( , , ), ( , )F E e x x e x=  olsun. Bu durumda, ( , ) ( , )pscl F E F E=  dir. 

Fakat ( , )F E  esnek kümesi 1
cη  veya 2

cη  ait değildir ve 1 2 1,2
c c cη η η≠  
  dir. 

3. { } { }{ }1 2 2 3( , ) ( , ), ( , )G E e x e x=  olsun. Bu durumda ( , ) ( , )psint G E G E=  olur. 

Şimdi, { } { }{ }1 1 2 2 3( , ) ( , ), ( , , )H E e x e x x=  olsun. Bu durumda, 

( , ) ( , )psint H E H E= dir. Dolayısıyla, ( , ) ( , )p psint G E sint H E



{ }{ }2 3( , ), ( , )e xα φ=  elde edilir. 

Diğer taraftan, { }{ }1 2 3( , ) ( , ) ( , ), ( , )G E H E e e xφ∩ =

 olduğundan

[ ]( , ) ( , ) ( , )psint G E H E Eφ∩ =  elde edilir. Çünkü ( , )Eφ  esnek kümesi 

( , ) ( , )G E H E∩  üzerinde esnek çiftsel açık kümedir.  

[ ]( , ) ( , ) ( , ) ( , )p p psint G E H E sint G E sint H E∩ ≠ ∩   olduğu açıktır. 

4. { } { }{ }1 2 2 3( , ) ( , ), ( , )G E e x e x=  olsun. Bu durumda, ( , ) ( , )psint G E G E=  dir. 

Fakat  ( , )G E esnek kümesi 1η  veya 2η  ait değildir ve 1 2 1,2η η η∪ ≠
    dir. 
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3. BULGULAR 

 

3.1 Esnek İkili Genelleştirilmiş Topolojik Uzaylar 
 

Bu bölüm de esnek ikili genelleştirilmiş topolojik uzay ve bu uzay üzerinde bazı temel 

kavramlar tanımlanmıştır. Ayrıca bazı önemli teoremler verilerek bu teoremlerin ispatı 

sunulmuştur [72].  

 

Tanım 3.1.1 1g  ve 2g , X  üzerinde iki esnek genelleştirilmiş topoloji ve E  kümesi 

parametrelerin bir kümesi olsun. 1 2( , , , )X g g E   dörtlü sistemine esnek ikili 

genelleştirilmiş topolojik uzay denir. 

 

Önerme 3.1.1 1 2( , , , )X g g E   esnek ikili genelleştirilmiş topolojik uzay olsun. e E∀ ∈  

için 1e
g  ve 2e

g  aşağıdaki şekilde tanımlansın. 

{ }1 1( ) : ( , )
e

g F e F E g= ∈   

{ }2 2( ) : ( , )
e

g G e G E g= ∈   

Bu durumda 1 2( , , )
e e

X g g   uzayı ikili genelleştirilmiş topolojik uzaydır. 

 

Tanım 3.1.2 1 2( , , , )X g g E   esnek ikili genelleştirilmiş topolojik uzay olsun. Eğer 

1 1( , )F E g∈   ve 2 2( , )F E g∈   için 1 2( , ) ( , ) ( , )F E F E F E= ∪  ise ( , )F E X⊆  kümesine 

esnek çiftsel 1,2g − açık küme denir. Eğer esnek 1,2g  kümesinin tümleyeni açık ise bu 

kümeye esnek çiftsel 1,2g − kapalı küme denir.  

1 1( , ) cG E g∈   ve 2 2( , ) cG E g∈   için 1 2( , ) ( , ) ( , )G E G E G E= ∩  ise ( , )G E  kümesinim 

1 2( , , , )X g g E   uzayında esnek çiftsel 1,2g − kapalı küme olduğu açıktır. Burada c
ig  

aşağıdaki şekilde tanımlanmaktadır; 

{ }( , ) ( ) : ( , ) , 1, 2c c
i E ig G E SS X G E g i= ∈ ∈ =   
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Önerme 3.1.2 1 2( , , , )X g g E   esnek ikili genelleştirilmiş topolojik uzay ve 

( , ) ( )EF E SS X∈  olsun. ( , )F E  esnek kümesinin esnek çiftsel 1,2g − açık küme olması 

için gerek ve yeter koşul her ( , )ex F E∈  için 1( , ) ( , )ex F E F E∈ ⊆   olacak şekilde bir 

1( , )F E  esnek 1g − açık kümesi veya  2( , ) ( , )ex F E F E∈ ⊆   olacak şekilde bir 2( , )F E  

esnek 2g − açık kümesi bulunmasıdır. 

 

İspat: ( , )F E  kümesi 1 2( , , , )X g g E   uzayında esnek çiftsel 1,2g − açık bir küme ve 

( , )ex F E∈  bir esnek nokta olsun. Bu durumda 1 2( , ) ( , ) ( , )F E F E F E= ∪  olacak şekilde 

1 1( , )F E g∈   ve 2 2( , )F E g∈   vardır. 1 2( , ) ( , )ex F E F E∈ ∪  ise 1( , )ex F E∈  veya 

2( , )ex F E∈  dir. Buradan 1( , ) ( , )ex F E F E∈ ⊆   veya 2( , ) ( , )ex F E F E∈ ⊆  olduğu elde 

edilir. 

Tersi benzer şekilde kolayca elde edilir. 

 

Teorem 3.1.1  1 2( , , , )X g g E   esnek ikili genelleştirilmiş topolojik uzay olsun. Bu 

durumda aşağıdaki ifadeler sağlanır. 

1. ( , )Eφ  bir esnek çiftsel 1,2g − açık bir kümedir. 

2. Esnek çiftsel 1,2g − açık  kümelerin keyfi birleşimi esnek çiftsel 1,2g − açık bir 

kümedir. 

3. Esnek çiftsel 1,2g − kapalı kümelerin keyfi arakesiti esnek çiftsel 1,2g − kapalı bir 

kümedir. 

 

İspat: 1) 1( , )E gφ ∈

  ve 2( , )E gφ ∈

  olduğundan ( , ) ( , ) ( , )E E Eφ φ φ= ∪  

  dir. Dolayısıyla 

( , )Eφ  bir esnek çiftsel 1,2g − açık bir kümedir. 

2) 1 2( , , , )X g g E   uzayında { }( , )i i I
F E

∈
, esnek çiftsel 1,2g − açık  kümelerin bir ailesi 

olsun. Bu durumda her i I∈  için 1 2( , ) ( , ) ( , )i i iF E F E F E= ∪  olacak şekilde 1
1( , )iF E g∈   

ve 2
2( , )iF E g∈   vardır. Dolayısıyla 

1 2 1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )i i i i i
i I i I i I i I

F E F E F E F E F E
∈ ∈ ∈ ∈

    = ∪ = ∪        
   

 

     
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elde edilir. 

3) İspatı 2) nin ispatına benzer şekilde yapılarak kolayca görülür. 

 

Uyarı 3.1.1 1 2( , , , )X g g E   esnek ikili genelleştirilmiş topolojik uzay olsun. Tüm esnek 

çiftsel 1,2g − açık kümeler ailesi X  üzerinde bir esnek ikili genelleştirilmiş topolojidir. 

Bu esnek ikili genelleştirilmiş topoloji 1,2g  ile gösterilir.  

{ }1,2 1 2( , ) ( , ) ( , ) : ( , ) , 1, 2i ig F E F E F E F E g i= = ∪ ∈ =
   

 

Örnek 3.1.1 { } { }1 2, , , , ,X a b c d E e e= =  ve { }1 1 2 3( , ), ( , ), ( , ), ( , )g E F E F E F Eφ= 

 , 

{ }2 1 2 3( , ), ( , ), ( , ), ( , )g E G E G E G Eφ= 

  olsun. Burada; 

{ }( ) { }{ }1 1 2( , ) , , , ( , ,F E e a c e d=  

( ) ( ){ }2 1 2( , ) ,{ , } , ,{ , }F E e a c e c d= , 

( ) ( ){ }3 1 2( , ) ,{ , , } , ,{ , }F E e a b c e c d= , 

( ) ( ){ }1 1 2( , ) ,{ , } , ,{ }G E e b c e a= , 

( ) ( ){ }2 1 2( , ) ,{ , } , ,{ , }G E e a d e b c= , 

( ) ( ){ }3 1 2( , ) , , ,{ , , }G E e X e a b c= . 

Bu durumda 1 2( , , , )X g g E   uzayı bir esnek ikili genelleştirilmiş topolojik uzaydır. 

Ayrıca, 

1 2 3 1 2 3
1,2

1 2 3 4 5 6

( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ),
( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )

E F E F E F E G E G E G E
g

H E H E H E H E H E H E
φ  =  

  



  

olur. Burada; 

( ) ( ){ }1 1 1 1 2( , ) ( , ) ( , ) ,{ , , } , ,{ , }H E F E G E e a b c e a d= ∪ =  

( ) ( ){ }2 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , ) ,{ , , } , ,{ , , }H E F E G E e a c d e b c d= ∪ =  

( ) ( ){ } ( )3 1 3 1 2( , ) ( , ) ( , ) , , , ,H E F E G E e X e X X E= ∪ = = 

  

( ) ( ){ }4 2 1 1 2( , ) ( , ) ( , ) ,{ , , } , ,{ , , }H E F E G E e a b c e a c d= ∪ =  

( ) ( ){ }5 2 2 1 2( , ) ( , ) ( , ) ,{ , , } , ,{ , , }H E F E G E e a b d e b c d= ∪ =  
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( ) ( ){ }6 3 2 1 2( , ) ( , ) ( , ) , , ,{ , , }H E F E G E e X e b c d= ∪ =  

olarak tanımlanır. Bu durumda, 

1 2 3 1 2 3
1,2

1 2 3 4 5 6

( , ), ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) ,
( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )

c c c c c c
c

c c c c c c

X E F E F E F E G E G E G E
g

H E H E H E H E H E H E

  =  
  



  

olur. Burada; 

( ) ( ){ }1 1 2( , ) ,{ , } , ,{ , , }cF E e b d e a b c=  

( ) ( ){ }2 1 2( , ) ,{ , } , ,{ , }cF E e c d e a b=  

( ) ( ){ }3 1 2( , ) ,{ } , ,{ , }cF E e d e a b=  

( ) ( ){ }1 1 2( , ) ,{ , } , ,{ , , }cG E e a d e b c d=  

( ) ( ){ }2 1 2( , ) ,{ , } , ,{ , }cG E e b c e a d=  

( ) ( ){ }3 1 2( , ) , , ,{ }cG E e e dφ=  

( ) ( ){ }1 1 2( , ) ,{ } , ,{ , }cH E e b e b c=  

( ) ( ){ }2 1 2( , ) ,{ } , ,{ }cH E e b e a=  

( ) ( ){ } ( )3 1 2( , ) , , , ,cH E e e Eφ φ φ= =   

( ) ( ){ }4 1 2( , ) ,{ } , ,{ }cH E e d e b=  

( ) ( ){ }5 1 2( , ) ,{ } , ,{ }cH E e c e a=  

( ) ( ){ }6 1 2( , ) , , ,{ }cH E e e aφ=  

şeklinde bulunur. 

 

Teorem 3.1.2 1 2( , , , )X g g E   esnek ikili genelleştirilmiş topolojik uzay olsun. Bu 

durumda aşağıdaki ifadeler sağlanır. 

1. Her esnek ig − açık küme bir esnek çiftsel 1,2g − açık kümedir, 1, 2i =   

2. Her esnek ig − kapalı küme bir esnek çiftsel 1,2g − kapalı kümedir, 1, 2i =   

3. Eğer 1 2g g⊆   ise 1,2 2g g=   ve 1,2 2
c cg g=   dir. 

 

İspat: Esnek çiftsel 1,2g − açık(kapalı) küme tanımından kolayca elde edilmektedir. 
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Uyarı 3.1.2 1 2( , , , )X g g E   esnek ikili genelleştirilmiş topolojik uzayında verilen esnek 

çiftsel 1,2g − açık küme, esnek  1g − açık küme ve esnek 2g − açık küme olmayabilir. 

 

Örnek 3.1.2 Örnek 3.1.1’ e göre 1,6( , )i iH E
=

 bir esnek çiftsel 1,2g − açık kümedir fakat 

esnek 1g − açık küme ve esnek 2g − açık küme değildir. 

 

Tanım 3.1.3 1 2( , , , )X g g E   uzayı bir esnek ikili genelleştirilmiş topolojik uzay ve 

( , ) ( )EF E SS X∈  olsun. ( , )F E  kümesinin esnek çiftsel 1,2g − kapanışı 
1,2

( , )gscl F E


 ile 

gösterilir ve { }
1,2 1,2( , ) ( , ) : ( , ) ( , )c

gscl F E G E g F E G E= ∈ ⊆




 
  şeklinde tanımlanır. 

1,2
( , )gscl F E



 kümesi ( , )F E  kümesini içeren en küçük esnek çiftsel 1,2g − kapalı 

kümedir. 

 

Örnek 3.1.3  Örnek 3.1.1’ e göre ( ) ( ){ }1 2( , ) ,{ } , ,{ , }K E e b e a b=  olsun. Bu durumda 

( , )K E  kümesini içeren esnek çiftsel 1,2g − kapalı kümeler 1( , )cF E  ve ( , )X E  dir. Bu 

nedenle ( , )K E  kümesinin esnek çiftsel 1,2g − kapanışı aşağıdaki şekilde tanımlanır. 

( ) ( ){ }
1,2 1 1 2( , ) ( , ) ( , ) ,{ , } , ,{ , , }c

gscl K E F E X E e b d e a b c= =






  

 

Teorem 3.1.3 1 2( , , , )X g g E   bir esnek ikili genelleştirilmiş topolojik uzay ve 

( , ), ( , ) ( )EF E G E SS X∈  olsun. Bu durumda aşağıdaki ifadeler sağlanır. 

4. 
1,2

( , ) ( , )gscl X E X E=


   

5. 
1,2

( , ) ( , )gF E scl F E⊆


   

6. ( , )F E  bir esnek 1,2g − kapalı kümedir 
1,2

( , ) ( , )gscl F E F E⇔ =


  

7. Eğer ( , ) ( , )F E G E⊆  ise 
1,2 1,2

( , ) ( , )g gscl F E scl G E⊆
 

  dir. 

8. 
1,2 1,2 1,2

( , ) ( , ) [( , ) ( , )]g g gscl F E scl G E scl F E G E∪ ⊆ ∪
  

 
  ve 

1,2 1,2 1,2
[( , ) ( , )] ( , ) ( , )g g gscl F E G E scl F E scl G E∩ ⊆ ∩

  

 
   
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9. 
1,2 1,2 1,2

( , ) ( , )g g gscl scl F E scl F E  =   

 ise 
1,2

( , )gscl F E


 esnek 1,2g − kapalı bir 

kümedir.  

 

İspat: Esnek çiftsel 1,2g − kapanış işlemi tanımından kolayca elde edilmektedir. 

 

Uyarı 3.1.3 Teorem 3.1.3’ün (5). maddesi için " "⊇  sağlanmayabilir. Bu duruma ait 

örnek aşağıda sunulmuştur. 

 

Örnek 3.1.4 Örnek 3.1.1’e göre, ( ) ( ){ }1 2( , ) ,{ } , ,{ , }K E e b e a b=  ve 

( ) ( ){ }1 2( , ) ,{ , } , ,{ , }S E e b c e a d=  olsun. Bu durumda,  

( ) ( ){ }
1,2 1,2 1 2( , ) ( , ) ,{ , , } , ,g gscl K E scl S E e b c d e X∪ =
 

   

[ ]
1,2

( , ) ( , ) ( , )gscl K E S E X E∪ =




 .  

Dolayısıyla 
1,2 1,2

( , ) ( , )g gscl K E scl S E∪ ⊇
 


 [ ]

1,2
( , ) ( , )gscl K E S E∪



  olur. Benzer şekilde 

( ) ( ){ }1 2( , ) ,{ } , ,{ , }K E e b e a b=  ve ( ) ( ){ }1 2( , ) ,{ , } , ,{ , }C E e b d e a c=  olsun. Bu durumda, 

( ) ( ){ }
1,2 1,2 1 2( , ) ( , ) ,{ , } , ,{ , , }g gscl K E scl C E e b d e a b c∩ =
 

 , 

[ ] ( ) ( ){ }
1,2 1 2( , ) ( , ) ,{ } , ,{ }gscl K E S E e b e a∩ =


 . 

Dolayısıyla, [ ]
1,2

( , ) ( , )gscl K E C E∩ ⊇





1,2 1,2
( , ) ( , )g gscl K E scl S E∩

 

  olur. 

 

Teorem 3.1.4 1 2( , , , )X g g E   bir esnek ikili genelleştirilmiş topolojik uzay ve 

( , ) ( )EF E SS X∈  olsun.  

1,2 1,2( , ) ( , ) ( , ) ( , ), ( , ) ( )
e ee g x x ex scl F E U E F E E U E g xφ∈ ⇔ ∩ ≠ ∀ ∈






    

Burada ( , )
exU E  kümesi, ex  esnek noktasını içeren herhangi esnek çiftsel 1,2g − açık 

kümedir ve 1,2 ( )eg x , ex  esnek noktasını içeren tüm esnek çiftsel 1,2g − açık kümelerin 

bir ailesidir. 
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İspat : :⇒  
1,2

( , )e gx scl F E∈


  ve 1,2( , ) ( )
ex eU E g x∈   olsun. Varsayalım ki 

( , ) ( , ) ( , )
exU E F E Eφ∩ = 

  olsun. Bu durumda ( , ) ( , )
e

c
xF E U E⊆  ve ayrıca 

1,2 1,2
( , ) ( , ) ( , )

e e

c c
g g x xscl F E scl U E U E⊆ =
 

  olur. Dolayısıyla 

1,2
( , ) ( , ) ( , )

eg xscl F E U E Eφ∩ =




  bulunur. Bu ise varsayımla çelişki oluşturur. 

:⇐  Varsayalım ki 
1,2

( , )e gx scl F E∉


  olsun. Bu durumda 
1,2

( , )
c

e gx scl F E ∈  

  olur. 

Böylece 
1,2 1,2( , ) ( )

c

g escl F E g x  ∈ 

  ve hipotezden 
1,2

( , ) ( , ) ( , )
c

gscl F E F E Eφ  ∩ = 



  

bulunur. Bu ise çelişki oluşturur 

 

Teorem 3.1.5 1 2( , , , )X g g E   bir esnek ikili genelleştirilmiş topolojik uzay ve 

( , ) ( )EF E SS X∈  olsun. Bu durumda 
1,2 1 2

( , ) ( , ) ( , )g g gscl F E scl F E scl F E= ∩
  

  dir. 

 

İspat: 

{ }
1,2 1,2

1 2

1 2

( , ) ( , ) : esnek  ( , ) kümesi için ( , ) ( , )

( , ) : esnek  ( , ) kümesi için, 1, 2
 ( , ) ( , ), ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) : esnek  (

g

i i

i i

scl F E G E g kapalı G E F E G E

G E g kapalı G E i
F E G E G E G E G E

G E G E g kapalı G

= − ⊆

− = 
=  ⊆ = ∩ 

∩ −
=





 


















{ }

{ }

1 2

1 2

1 1 1 1

2 2 2 2

, ) kümesi için, 1, 2
 ( , ) ( , ) ( , )

( , ) : esnek  ( , ) kümesi için ( , ) ( , )

( , ) : esnek  ( , ) kümesi için ( , ) ( , )

( , ) ( ,g g

E i
F E G E G E

G E g kapalı G E F E G E

G E g kapalı G E F E G E

scl F E scl F

= 
 ⊆ ∩ 

 = − ⊆ ∩ 
 − ⊆ 

= ∩
 







 





 


 )E

 

 

Tanım 3.1.4 1 2( , , , )X g g E   uzayı bir esnek ikili genelleştirilmiş topolojik uzay ve 

( , ) ( )EF E SS X∈  olsun. ( , )F E  kümesinin esnek çiftsel 1,2g − içi 
1,2

( , )gsint F E


 ile 

gösterilir ve { }
1,2 1,2( , ) ( , ) : ( , ) ( , )gsint F E U E g U E F E= ∈ ⊆




 
  şeklinde tanımlanır. 

 
1,2

( , )gsint F E


 kümesi ( , )F E  kümesinin içerdiği en büyük esnek çiftsel 1,2g −

açık kümedir. 
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Örnek 3.1.5 Örnek 3.1.1’e göre ( ) ( ){ }1 2( , ) ,{ , , } , ,{ , , }K E e a b c e a c d=  olsun. Bu 

durumda ( , )K E  kümesinin içerdiği esnek çiftsel 1,2g − açık kümeler 

1 2 3 1 1 4( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )F E F E F E G E H E H E  ve ( , )Eφ  dir. Bu nedenle ( , )K E  

kümesinin esnek çiftsel 1,2g − içi aşağıdaki şekilde tanımlanır. 

( ) ( ){ }
1,2 1 2( , ) ,{ , , } , ,{ , , }gsint K E e a b c e a c d=


. 

 
Teorem 3.1.6 1 2( , , , )X g g E   bir esnek ikili genelleştirilmiş topolojik uzay ve 

( , ), ( , ) ( )EF E G E SS X∈  olsun. Bu durumda aşağıdaki ifadeler sağlanır. 

1. 
1,2

( , ) ( , )gsint E Eφ φ=


  , 

2. 
1,2

( , ) ( , )gsint F E F E⊆


 ,  

3. ( , )F E  bir esnek çiftsel 1,2g − açık kümedir 
1,2

( , ) ( , )gsint F E F E⇔ =


,  

4. Eğer ( , ) ( , )F E G E⊆  ise 
1,2 1,2

( , ) ( , )g gsint F E sint G E⊆
 

  dir, 

5. 
1,2 1,2 1,2

[( , ) ( , )] ( , ) ( , )g g gsint F E G E sint F E sint G E∩ ⊆ ∩
  

 
  ve 

1,2 1,2 1,2
( , ) ( , ) [( , ) ( , )]g g gsint F E sint G E sint F E G E∪ ⊆ ∪

  

 
 ,  

6. 
1,2 1,2 1,2

( , ) ( , )g g gsint sint F E sint F E  =   

 ise 
1,2

( , )gsint F E


 esnek 1,2g − açık bir 

kümedir.  

 

İspat: Esnek 1,2g − iç işlemi tanımından kolayca elde edilmektedir. 

 
Teorem 3.1.7 1 2( , , , )X g g E   bir esnek ikili genelleştirilmiş topolojik uzay ve 

( , ) ( )EF E SS X∈  olsun. Bu durumda; 

1,2 1,2( , ) ( , ) ( , ) olacak şekilde ( , ) ( )
e ee g x x ex sint F E U E F E U E g x∈ ⇔ ⊆ ∃ ∈



    vardır. 

İspat: Açıktır. 

 

Teorem 3.1.8 1 2( , , , )X g g E   bir esnek ikili genelleştirilmiş topolojik uzay ve 

( , ) ( )EF E SS X∈  olsun. Bu durumda; 

1,2 1 2
( , ) ( , ) ( , ).g g gsint F E sint F E sint F E= ∪

  

  
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İspat: 
{ }

1,2 1,2

1 2

1 2

( , ) ( , ) : esnek  ( , ) kümesi için ( , ) ( , )

( , ) : esnek  ( , ) kümesi için, 1, 2
 ( , ) ( , ), ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) : esnek  ( , ) k

g

i i

i i

sint F E G E g açık G E G E F E

G E g açık G E i
G E F E G E G E G E

G E G E g açık G E

= − ⊆

− = 
=  ⊆ = ∪ 

∪ −
=





 


















{ }

{ }

1 2

1 2

1 1 1 1

2 2 2 2

ümesi için, 1, 2
 ( , ) ( , ) ( , )

( , ) : esnek  ( , ) kümesi için ( , ) ( , )

( , ) : esnek  ( , ) kümesi için ( , ) ( , )

( , ) ( , )g g

i
G E G E F E

G E g açık G E G E F E

G E g açık G E G E F E

sint F E sint F E

= 
 ∪ ⊆ 

 = − ⊆ ∪ 
 − ⊆ 

= ∪
 







 





 




 

 
Teorem 3.1.9  1 2( , , , )X g g E   bir esnek ikili genelleştirilmiş topolojik uzay ve 

( , ) ( )EF E SS X∈  olsun. Bu durumda; 

1. 
1,2 1,2

( , ) ( , ) ,
cc

g gscl F E sint F E =   

  

2. 
1,2 1,2

( , ) ( , ) .
cc

g gsint F E scl F E =   

  

İspat:  

( )( ) ( )( )
( ) ( )
( )

1,2 1 2

1 2

1 2

1,2

1,2

1) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) \ ( , ) \ ( , ) ( , ) \ ( , ) \ ( , )

( , ) \ ( , ) \ ( , ) ( , ) \ ( , )

( , ) \ ( , ) \ ( , )

( , ) .

g g g

g g

g g

g

cc
g

scl F E scl F E scl F E

X E sint X E F E X E sint X E F E

X E sint X E F E sint X E F E

X E sint X E F E

sint F E

=

= ∩

= ∪  
=

 =  

  

 

 









   



  



 

  
2) 1)’ in ispatına benzer şekilde kolayca görülür. 
 

Tanım 3.1.5  1 2( , , , )X g g E   bir esnek ikili genelleştirilmiş topolojik uzay ve 
1,2 1,2gB g⊆




  

olsun. Eğer 1,2g  nin her elemanı 
1,2gB


 nin elemanlarının birleşimi şeklinde 

yazılabiliyorsa 
1,2gB


  ye 1 2( , , , )X g g E   için esnek 1,2g − taban denir. 

 
Örnek 3.1.6 Örnek 3.1.1’ e göre  

{ }1,2 1 2 3 1 2 3( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ) ,gB F E F E F E G E G E G E=


  

1 2( , , , )X g g E   esnek ikili genelleştirilmiş topolojik uzayı için bir esnek 1,2g − tabandır. 
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Teorem 3.1.10 1 2( , , , )X g g E   bir esnek ikili genelleştirilmiş topolojik uzay ve 
1,2gB


  bu 

uzay için bir esnek çiftsel 1,2g − taban olsun. Bu durumda 1,2g , 
1,2gB


 ’ in elemanların 

tüm esnek birleşimleri ailesine eşittir. 

 

İspat: Tanım 3.1.5 den kolayca elde edilmektedir. 

 
Önerme 3.1.3 

1,2gB


  ailesi 1 2( , , , )X g g E   esnek ikili genelleştirilmiş topolojik uzayı için 

bir esnek çiftsel 1,2g − tabandır⇔ Her ( , )U E  bir esnek  1,2g − açık küme ve 

( , )ex U E∈  ise ( , ) ( , )
ee xx E U Eβ∈ ⊆   olacak şekilde 

1,2
( , )

ex gE Bβ ∈


  vardır. 

 

İspat: :⇒  
1,2gB


  ailesi 1 2( , , , )X g g E   esnek ikili genelleştirilmiş topolojik uzayı için bir 

esnek çiftsel 1,2g − taban ve 1,2( , )ex U E g∈ ∈   olsun. Bu durumda 

'
1,2 1,2( , )

( , ) ( , )
g gE B B

U E E
β

β
∈ ⊆

=
 







  olur. Bu nedenle ( , ) ( , )
ee xx E U Eβ∈ ⊆   olacak şekilde 

( , ) '
wx E Bβ ∈  vardır. 

 :⇐  Varsayalım ki ( , ) ( , )
ee xx E U Eβ∈ ⊆  , her ( , )ex U E∈  ve her 1,2( , )U E g∈   için 

sağlansın. Bu durumda,  

{ }
( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
e e

e e e
e x x

x U E x U E x U E
U E x E U E U E Eβ β

∈ ∈ ∈
= ⊆ ⊆ ⇒ =  

 
    olur. Yani 

1,2gB


  ailesi 1 2( , , , )X g g E   esnek ikili genelleştirilmiş topolojik uzayı için bir esnek 

çiftsel 1,2g − tabandır. 

 

Teorem 3.1.11 1 2( , , , )X g g E   bir esnek ikili genelleştirilmiş topolojik uzay ve 
1,2gB


  bu 

uzay için bir esnek çiftsel 1,2g − taban olsun. Bu durumda, 
1,2 1 2g g gB B B= ∪
  

  

  dir. 

 

İspat: Varsayalım ki 
1,2gB


  ailesi 1 2( , , , )X g g E   esnek ikili genelleştirilmiş topolojik 

uzayı için bir esnek çiftsel 1,2g − taban ve 1,2( , )U E g∈   olsun. Bu durumda, 

1 1( , )U E g∈   ve 2 2( , )U E g∈   için 
'
1,2 1,2

1 2
( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
g gE B B

E U E U E U E
β

β
∈ ⊆

= = ∪
 









  
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olur. Bu nedenle 
'

1 1 1

1 1
( , )

( , ) ( , )
g gE B B

U E E
β

β
∈ ⊆

=
 







  ve 
'

2 2 2

2 2
( , )

( , ) ( , )
g gE B B

U E E
β

β
∈ ⊆

=
 







  

bulunur. Böylece 
' ' '

1 21,2 1,2 1 1 2 2

1 2
( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )
g g g g g gE B B E B B E B B

E E E
β β β

β β β
∈ ⊆ ∈ ⊆ ∈ ⊆

= ∪
     

  

  

  



    

olur. Yani 
1,2 1 2g g gB B B= ∪
  

  

  olduğu elde edilir. 

 

Teorem 3.1.12 1 2( , , , )X g g E   ve 1 2( , ', ', )X g g E   iki esnek ikili genelleştirilmiş topolojik 

uzay ve sırasıyla 
1,2gB


  ve 
1,2''gB


  bu uzaylar için iki esnek taban olsun. Eğer 

1,2 1,2''g gB B⊆
 

 

  ise 1,2 1,2'g g⊆    dir. 

 

İspat: Açıktır. 

 

Tanım 3.1.6  1 2( , , , )X g g E   bir esnek ikili genelleştirilmiş topolojik uzay, ( , )F E  X  

üzerinde bir esnek küme ve ( )e Ex SS X∈  olsun. Eğer ( , ) ( , )ex G E F E∈ ⊆   olacak 

şekilde bir ( , )G E  esnek 1,2g − açık kümesi varsa ( , )F E  ye ex  esnek noktasının bir 

esnek 1,2g − komşuluğu denir. ex  nin tüm esnek 1,2g − komşuluklarının kümesine ex  

nin esnek 1,2g − komşuluklar ailesi denir ve 
1,2

( )g eN x


  ile gösterilir. 

 

Önerme 3.1.4  1 2( , , , )X g g E   bir esnek ikili genelleştirilmiş topolojik uzay, ( , )F E  ve 

( , )G E  X  üzerinde iki esnek küme ve ( )e Ex SS X∈  olsun. Bu durumda aşağıdaki 

ifadeler sağlanır. 

1. Eğer 
1,2

( , ) ( )g eF E N x∈


  ise ( , )ex F E∈  dir. 

2. Eğer 
1,2

( , ) ( )g eF E N x∈


  ve ( , ) ( , )F E G E⊆  ise 
1,2

( , ) ( )g eG E N x∈


  dir. 

3. ( , )F E  bir esnek çiftsel 1,2g − açık kümedir⇔ ( , )F E  her esnek noktasının 

bir esnek çiftsel 1,2g − komşuluğudur. 

4. Eğer 
1,2

( , ) ( )g eF E N x∈


  ise her ' ( , )ey U E∈  için ( , ) ( , )U E F E⊆  ve 

1,2 '( , ) ( )g eU E N y∈


  olacak şekilde bir ( , )U E  esnek çiftsel 1,2g − açık kümesi 

vardır. 
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İspat: 1) 
1,2

( , ) ( )g eF E N x∈


  olsun. Bu durumda 1,2( , )U E g∈   için ( , ) ( , )ex U E F E∈ ⊆   

dir. Buradan ( , )ex F E∈  olduğu elde edilir. 

2) Varsayalım ki 
1,2

( , ) ( )g eF E N x∈


  ve ( , ) ( , )F E G E⊆  olsun. Bu durumda 

1,2( , )U E g∈   için ( , ) ( , ) ( , )ex U E F E G E∈ ⊆ ⊆    olur. Dolayısıyla 
1,2

( , ) ( )g eG E N x∈


  

olduğu elde edilmiş olur. 

3) Varsayalım ki ( , )F E  bir esnek  çiftsel 1,2g − açık küme olsun. Bu durumda her 

( , )ex F E∈  için ( , ) ( , )ex F E F E∈ ⊆   olur. Bu nedenle ( , )F E  esnek kümesi her esnek 

noktasının bir esnek çiftsel 1,2g − komşuluğudur. 

Tersine ( , )F E  esnek kümesi her esnek noktasının bir esnek çiftsel 1,2g − komşuluğu 

olsun. Bu durumda ( , ) ( , )ex U E F E∈ ⊆   olacak şekilde esnek çiftsel 1,2g − açık ( , )U E  

kümesi vardır. Buradan { }
( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )
e e e

e
x F E x F E x F E

F E x U E F E
∈ ∈ ∈

= ⊆ ⊆
  

  

 
    olur. 

Böylece ( , )F E  nin esnek çiftsel 1,2g − açık kümelerin bir birleşimi olduğu elde edilmiş 

olur. Dolayısıyla ( , )F E  bir esnek 1,2g − açık kümedir. 

4) 
1,2

( , ) ( )g eF E N x∈


  olsun. Bu durumda ( , ) ( , )ex U E F E∈ ⊆   olacak şekilde 

1,2( , )U E g∈   vardır. 3). ifadeden her ' ( , )ey U E∈  için 
1,2 '( , ) ( )g eU E N y∈


  olduğu elde 

edilir. 

 

Önerme 3.1.5 1 2( , , , )X g g E   bir esnek ikili genelleştirilmiş topolojik uzay olsun. Bu 

durumda her ( )e Ex SS X∈  için 
1,2 1 2

( ) ( ) ( )g e g e g eN x N x N x=
  



  

  dir. 

 

İspat: ( )e Ex SS X∈  ve 
1,2

( , ) ( )g eF E N x∈


  kümesi ex  esnek noktasının herhangi esnek 

1,2g − komşuluğu olsun. Bu durumda ( , ) ( , )ex G E F E∈ ⊆   olacak şekilde bir esnek 

1,2g − açık  ( , )G E  kümesi vardır. Eğer 1,2( , )G E g∈   ise 1 2( , ) ( , ) ( , )G E G E G E= ∪  

olacak şekilde 1 1( , )G E g∈   ve 2 2( , )G E g∈   vardır. 1 2( , ) ( , ) ( , )ex G E G E G E∈ = ∪  

olduğu için 1( , )ex G E∈  veya 2( , )ex G E∈  dir. Ayrıca 1( , ) ( , ) ( , )ex G E G E F E∈ ⊆ ⊆    
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veya 2( , ) ( , ) ( , )ex G E G E F E∈ ⊆ ⊆    dir. Dolayısıyla 
1

( , ) ( )g eF E N x∈


  veya 

( , ) ( )
eg eF E N x∈


  dir. Yani 
1 2

( , ) ( ) ( )g e g eF E N x N x∈ ∪
 

 

  olur. 

Tersine, varsayalım ki 
1 2

( , ) ( ) ( )g e g eF E N x N x∈ ∪
 

 

  olsun. Bu durumda 

1
( , ) ( )g eF E N x∈



  veya 
2

( , ) ( )g eF E N x∈


  dir. Dolayısıyla 1( , ) ( , )ex G E F E∈ ⊆   ve 

2( , ) ( , )ex G E F E∈ ⊆   olacak şekilde 1 1( , )ex G E g∈ ∈   veya 2 2( , )ex G E g∈ ∈   vardır. 

Sonuç olarak 1,2( , )G E g∈   için 1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )ex G E G E G E F E∈ ∪ = ⊆
   dir. Böylece 

1,2
( , ) ( )g eF E N x∈



  olur. 

 

3.2 Esnek İkili Genelleştirilmiş Süreklilik 
 

Bu bölümde esnek ikili genelleştirilmiş topolojik uzaylar üzerinde esnek genelleştirilmiş 

süreklilik, esnek genelleştirilmiş açık (kapalı) dönüşümler ve esnek genelleştirilmiş 

homeomorfizm kavramları üzerinde çalışılarak bu kavramlar arasındaki bazı ilişkiler 

kurulmuştur [73]. 

 

Tanım 3.2.1 1 2( , , , )X g g E  , 1 2( , , , )Y k k E   uzayları iki esnek ikili genelleştirilmiş 

topolojik uzay ve 1 2 1 2: ( , , , ) ( , , , )f X g g E Y k k E→  

   bir esnek dönüşüm olsun. ( )ef x  nin 

her ( , )G E  esnek 1,2k − komşuluğu için eğer (( , )) ( , )f F E G E⊆  olacak şekilde 

( )e Ex SS X∈  esnek noktasının bir ( , )F E  esnek 1,2g − komşuluğu var ise f  

dönüşümüne ex  esnek noktasında esnek 1,2g − sürekli dönüşüm denir.  

 

Teorem 3.2.1 1 2( , , , )X g g E  , 1 2( , , , )Y k k E   uzayları iki esnek ikili genelleştirilmiş 

topolojik uzay ve 1 2 1 2: ( , , , ) ( , , , )f X g g E Y k k E→  

   bir esnek dönüşüm olsun. f  

dönüşümü 1 2( , , , )X g g E    esnek ikili genelleştirilmiş topolojik uzayında bir esnek 1,2g −

sürekli dönüşümdür ancak ve ancak her ( , )G E  esnek 1,2k − açık kümesi için 

1(( , ))f G E−  bir esnek 1,2g − açık kümedir. 
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İspat: Varsayalım ki f  dönüşümü 1 2( , , , )X g g E   esnek ikili genelleştirilmiş topolojik 

uzayı üzerinde bir esnek 1,2g − sürekli dönüşüm ve 1,2( , )G E k∈   olsun. 1
1,2(( , ))f G E g− ∈   

olduğunu gösterelim. ( ) ( , )ef x G E∈  ve f  esnek 1,2g − sürekli dönüşüm olduğundan 

her 1(( , ))ex f G E−∈  esnek noktası için (( , )) ( , )f F E G E⊆  olacak şekilde ex  esnek 

noktasının bir ( , )F E  esnek 1,2g − komşuluğu vardır. Buradan 1( , ) (( , ))ex F E f G E−∈ ⊆   

bulunur. Yani 1(( , ))f G E−  bir esnek 1,2g − açık kümedir. 

Diğer taraftan, ex  esnek noktası X  üzerinde bir esnek nokta ve ( ) ( , )ef x G E∈ , Y  

üzerinde bir esnek 1,2k −  açık küme olsun. Bu durumda 1(( , ))ex f G E−∈  ve 

1( (( , ))) ( , )f f G E G E− ⊆  olur. Dolayısıyla f  dönüşümü 1 2( , , , )X g g E   esnek ikili 

genelleştirilmiş topolojik uzayında  esnek 1,2g − sürekli bir dönüşümdür. 

 

Teorem 3.2.2 1 2( , , , )X g g E  , 1 2( , , , )Y k k E   uzayları iki esnek ikili genelleştirilmiş 

topolojik uzay ve 1 2 1 2: ( , , , ) ( , , , )f X g g E Y k k E→  

   bir esnek dönüşüm olsun. f  

dönüşümü 1 2( , , , )X g g E    esnek ikili genelleştirilmiş topolojik uzayında bir esnek 1,2g −

sürekli dönüşümdür ancak ve ancak Y  üzerinde her esnek 1,2k -kapalı küme için 

1(( , ))f G E− , X  üzerinde esnek 1,2g − kapalı bir kümedir. 

 

İspat: 1 2 1 2: ( , , , ) ( , , , )f X g g E Y k k E→  

   esnek dönüşümü 1 2( , , , )X g g E   uzayında esnek 

1,2g − sürekli bir dönüşüm ve ( , )G E  esnek kümesi Y  de esnek 1,2k − kapalı bir küme 

olsun. Bu durumda 1 2( , ) ( , ) ( , ), ( , ) , 1, 2c
i iG E G E G E G E k i= ∩ ∈ =

  olur. 

1 2( , ) ( , ) ( , )c c cG E G E G E= ∪  esnek 1,2k − kapalı bir küme ve f  esnek 1,2g − sürekli bir 

dönüşüm olduğundan  

( ) ( ) ( )

1 1 1 1
1 2 1 2

1 1 1
1 2

(( , ) ) (( , ) ( , ) ) (( , ) ) (( , ) )

( , ) ( , ) ( , )

c c c c c

c c c

f G E f G E G E f G E f G E

f G E f G E f G E

− − − −

− − −

= ∪ = ∪

= ∪ =

 



  

elde edilir. Dolayısıyla ( )1( , )
c

f G E− , X  üzerimde esnek 1,2g − açık bir kümedir. Yani

1(( , ))f G E− , X  üzerinde esnek 1,2g − kapalı bir kümedir. 
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Diğer taraftan, varsayalım ki 1(( , ))f G E− , X  üzerinde esnek 1,2g − kapalı bir küme ve 

( , )G E  esnek kümesi Y  üzerinde esnek 1,2k − kapalı bir küme olsun. Y  üzerinde 

herhangi bir ( , )H E  esnek 1,2k − açık kümesi için, ( , )cH E  esnek 1,2k − kapalı bir 

kümedir. Hipotezden 1(( , ) )cf H E− , X  üzerinde esnek 1,2g − kapalı bir kümedir. 

( )1 1(( , ) ) (( , ))
ccf H E f H E− −=  ve  ( )1(( , ))

c
f H E−  esnek 1,2g − kapalı bir küme 

olduğundan 1(( , ))f H E− , X  üzerinde esnek 1,2g − açık bir kümedir. Bu nedenle f  

dönüşümü 1 2( , , , )X g g E    esnek ikili genelleştirilmiş topolojik uzayında bir esnek 1,2g −

sürekli dönüşümdür. 

 

Örnek 3.2.1  { }1 2 3, ,X x x x= , { }1 2 3, ,Y y y y=  ve { }1 2,E e e=  olsun. 

{ }1 1 2( , ), ( , ), ( , )g E F E F Eφ= 

 , { }2 1 2 3( , ), ( , ), ( , )( , )g E G E G E G Eφ= 

  X  üzerinde iki esnek 

genelleştirilmiş topoloji ve ayrıca { }1 1 2( , ), ( , ), ( , )k E H E H Eφ=  , { }2 1( , ), ( , )k E S Eφ=   Y  

üzerinde iki esnek genelleştirilmiş topolojidir. X  ve Y  üzerindeki esnek kümeler 

aşağıdaki şekilde tanımlanmaktadır. 

{ }2 3 1 2
1 1 2( , ) ( ,{ , }), ( ,{ , }) ,F E e x x e x x=  

{ }3 1
2 1 2( , ) ( ,{ }), ( ,{ }) ,F E e x e x=  

{ }1 3
1 1 2( , ) ( ,{ }), ( ,{ }) ,G E e x e x=  

{ }2 1 2
2 1 2( , ) ( ,{ }), ( ,{ , }) ,G E e x e x x=  

{ }1 2
3 1 2( , ) ( ,{ , }), ( , ) ,G E e x x e X=  

ve 

{ }1 2 2 3
1 1 2( , ) ( ,{ , }), ( ,{ , }) ,H E e y y e y y=   

{ }2 2
2 1 2( , ) ( ,{ }), ( ,{ }) ,H E e y e y=  

{ }1 2 2 3
1 1 2( , ) ( ,{ , }), ( ,{ , }) .S E e y y e y y=  

Bu durumda; 
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{ }
{ }

1,2 1 2 1 2 3 1

1 3 1 3
1 2 1 1 2

( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( ,{ , }), ( ,{ , }

g E F E F E G E G E G E X E U E

U E F E G E e x x e x x

φ=

= ∪ =







 

ve 

{ }1,2 1 2 1( , ), ( , ), ( , ), ( , )k E H E H E S Eφ=   

olur. Dolayısıyla 1 2( , , , )X g g E   ve 1 2( , , , )Y k k E    uzayları iki esnek ikili genelleştirilmiş 

topolojik uzaydır. :f X Y→  dönüşümü aşağıdaki şekilde tanımlansın. 

1e  2e   

1 2( )f x y=   1 3( )f x y=  
2 1( )f x y=  2 2( )f x y=  
3 1( )f x y=  3 2( )f x y=  

Bu durumda f  dönüşümü 
1

1
ex  esnek noktasında esnek 1,2g − sürekli bir dönüşümdür. 

Fakat f  dönüşümü 1 2( , , , )X g g E   esnek ikili genelleştirilmiş topolojik uzayında  esnek 

1,2g − sürekli bir dönüşüm değildir. Çünkü 1
2 1,2(( , ))f H E g− ∉  . 

 

Teorem 3.2.3 1 2( , , , )X g g E  , 1 2( , , , )Y k k E   uzayları iki esnek ikili genelleştirilmiş 

topolojik uzay ve 1 2 1 2: ( , , , ) ( , , , )f X g g E Y k k E→  

   bir esnek dönüşüm olsun. f  

dönüşümü 1 2( , , , )X g g E   esnek ikili genelleştirilmiş topolojik uzayında esnek 1,2g −

sürekli bir dönüşümdür ancak ve ancak 
1,2 1,2

( ( , )) ( (( , ))).g kf scl F E scl f F E⊆




   

 

İspat: f , 1 2( , , , )X g g E   esnek ikili genelleştirilmiş topolojik uzayında esnek 1,2g −

sürekli bir dönüşüm ve ( , ) ( )EF E SS X∈  olsun. 
1,2

( (( , )))kscl f F E


, Y  üzerinde esnek 

1,2k − kapalı bir küme olduğundan ( )1,2

1 ( (( , )))kf scl f F E−


, X  üzerinde esnek 1,2g −

kapalı bir kümedir. Dolayısıyla 

 ( )( ) ( )1,2 1,2 1,2

1 1( (( , ))) ( (( , )))g k kscl f scl f F E f scl f F E− −=
 



  (0.1) 

ve 

1,2
(( , )) ( (( , )))kf F E scl f F E⊆



  



60 
 

bulunur. Böylece  

1,2

1 1( , ) ( (( , ))) ( (( , )))kF E f f F E f scl f F E− −⊆ ⊆


   

elde edilir. (4.1) den  

( )( ) ( )1,2 1,2 1,2 1,2

1 1( , ) ( (( , ))) ( (( , )))g g k kscl F E scl f scl f F E f scl f F E− −⊆ =
 

 

 . 

Buradan  

( )1,2 1,2
( , ) ( (( , )))g kf scl F E scl f F E⊆





   

bulunur. 

Diğer taraftan, varsayalım ki  her ( , ) ( )EF E SS X∈  için

( )1,2 1,2
( , ) ( (( , )))g kf scl F E scl f F E⊆





  ve ( , )G E , Y  üzerinde esnek 1,2k − kapalı bir küme 

olsun. 
1,2

( , ) ( , )kscl G E G E=


 dir. Hipotezden, 

( )( )1,2 1,2 1,2

1 1( ( (( , )))) (( , )) ( , ) ( , )g k kf scl f G E scl f f G E scl G E G E− −⊆ ⊆ =
 



   

elde edilir. Böylece, 

( )( ) ( )
1,2

1 1( , ) ( , )gscl f G E f G E− −⊆


   

ve 

( ) ( )( )
1,2

1 1( , ) ( , )gf G E scl f G E− −⊆


   

bulunur. Yani, 

( )( ) ( )
1,2

1 1( , ) ( , )gscl f G E f G E− −=


 

olur. ( )1 ( , )f G E− , X  de esnek 1,2g − kapalı bir kümedir. Dolayısıyla f  dönüşümü 

1 2( , , , )X g g E   esnek ikili genelleştirilmiş topolojik uzayında esnek 1,2g − sürekli bir 

dönüşümdür. 

 

Teorem 3.2.4 1 2( , , , )X g g E   ve 1 2( , , , )Y k k E   uzayları esnek ikili genelleştirilmiş iki 

topolojik uzay, 1 2 1 2: ( , , , ) ( , , , )f X g g E Y k k E→  

   bir esnek dönüşüm ve ( , )G E , Y  

üzerinde keyfi bir esnek küme olsun. f  dönüşümü 1 2( , , , )X g g E   esnek ikili 

genelleştirilmiş topolojik uzayında esnek 1,2g − sürekli bir dönüşümdür ancak ve ancak

( )( ) ( )( )
1,21,2

1 1( , ) ( , )gkf sint G E sint f G E− −⊆




 .  
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İspat: f , 1 2( , , , )X g g E   esnek ikili genelleştirilmiş topolojik uzayında esnek 1,2g −

sürekli bir dönüşüm ve ( , ) ( )EG E SS Y∈  olsun. 
1,2

(( , ))ksint G E


, Y  üzerinde esnek 1,2k −

açık bir küme olduğundan ( )1,2

1 (( , ))kf sint G E−


, X  üzerinde esnek 1,2g − açık bir 

kümedir. Dolayısıyla 

 ( )( ) ( )1,2 1,2 1,2

1 1(( , ) (( , ))g k ksint f sint G E f sint G E− −=
 



  (0.2) 

ve 

1,2
(( , )) ( , )ksint G E G E⊆



  

bulunur.  

( )1,2

1 1(( , )) ( , )kf sint G E f G E− −⊆


  

olduğundan   

( )( ) ( )
1,2 1,21,2

1 1(( , )) (( , ))g gksint f sint G E sint f G E− −=


 

. 

elde edilir. (4.2) den 

( ) ( )
1,21,2

1 1( , ) (( , ))gkf sint G E sint f G E− −⊆




   

sağlanır. 

Diğer taraftam, ( , )G E  kümesi Y  üzerinde esnek açık bir küme olsun. Bu durumda  

( )( ) ( ) ( ) ( )( )
1,2 1,21,2

1 1 1 1( , ) ( , ) ( , ) ( , )g gksint f G E f G E f sint G E sint f G E− − − −⊆ = ⊆


 

   

sağlanır. Böylece 

( )( ) ( )
1,2

1 1( , ) ( , )gsint f G E f G E− −=


 

elde edilir. Dolayısıyla f  dönüşümü 1 2( , , , )X g g E   esnek ikili genelleştirilmiş topolojik 

uzayında esnek 1,2g − sürekli bir dönüşümdür.  

 

Teorem 3.2.5 1 2( , , , )X g g E   ve 1 2( , , , )Y k k E   uzayları esnek ikili genelleştirilmiş iki 

topolojik uzay olsun. 1 2 1 2: ( , , , ) ( , , , )f X g g E Y k k E→  

   esnek 1,2g − sürekli bir dönüşüm 

ise her e E∈  için, 1 2 1 2: ( , , ) ( , , )
e e e eef X g g Y k k→  

   ikili genelleştirilmiş sürekli bir 

dönüşümdür. 
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İspat: Açıktır. 

 

Teorem 3.2.6 1 2( , , , )X g g E   ve 1 2( , , , )Y k k E   uzayları esnek ikili genelleştirilmiş iki 

topolojik uzay, 1 2 1 2: ( , , , ) ( , , , )f X g g E Y k k E→  

   bir esnek dönüşüm olsun. f  dönüşümü 

1 2( , , , )X g g E   esnek ikili genelleştirilmiş topolojik uzayında esnek 1,2g − sürekli bir 

dönüşümdür ancak ve ancak 1 1: ( , , ) ( , , )f X g E Y k E→ 

  ve 2 2: ( , , ) ( , , )f X g E Y k E→ 

  

dönüşümleri esnek g − sürekli dönüşümlerdir. 

 

İspat: f  dönüşümü 1 2( , , , )X g g E   esnek ikili genelleştirilmiş topolojik uzayında esnek

1,2g − sürekli bir dönüşüm ve ( , )G E , Y  üzerinde esnek 1,2k − açık küme olsun. 

1 2( , ) ( , ) ( , )G E G E G E=

  olacak şekilde 1 1( , )G E k∈   ve 2 2( , )G E k∈   vardır. f  

dönüşümü 1,2g − sürekli bir dönüşüm olduğu için, 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1
1 2 1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )f G E f G E G E f G E f G E− − − −= ∪ = ∪    

esnek 1,2g − açık bir kümedir. Bu durumda ( )1
1 1( , )f G E g− ∈   ve ( )1

2 2( , )f G E g− ∈   olur. 

Yani 1 1: ( , , ) ( , , )f X g E Y k E→ 

  ve 2 2: ( , , ) ( , , )f X g E Y k E→ 

  dönüşümleri esnek g −

sürekli dönüşümlerdir. 

Diğer taraftan, varsayalım ki 1 1: ( , , ) ( , , )f X g E Y k E→ 

  ve 2 2: ( , , ) ( , , )f X g E Y k E→ 

  

dönüşümleri esnek g − sürekli dönüşümler ve 1 1( , )G E k∈  , 2 2( , )G E k∈   olsun. Bu 

durumda 1 2( , ) ( , ) ( , )G E G E G E= ∪  olacak şekilde 1 2( , , , )Y k k E   uzayında ( , )G E  esnek 

1,2k − açık kümesi vardır. 1 1: ( , , ) ( , , )f X g E Y k E→ 

  ve 2 2: ( , , ) ( , , )f X g E Y k E→ 

  

dönüşümleri esnek g − sürekli dönüşümler olduğu için ( )1
1 1( , )f G E g− ∈   ve 

( )1
2 2( , )f G E g− ∈    şeklindedir. Bu nedenle  

( ) ( ) ( )1 1 1 1
1 2 1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )f G E f G E f G E G E f G E− − − −∪ = ∪ =   

elde edilir. Yani f  dönüşümü 1 2( , , , )X g g E   esnek ikili genelleştirilmiş topolojik 

uzayında esnek 1,2g − sürekli bir dönüşümdür.  
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Teorem 3.2.7 1 2( , , , )X g g E  , 1 2( , , , )Y k k E   ve 1 2( , , , )Z Eσ σ   esnek ikili genelleştirilmiş 

topolojik uzaylar olsun. Eğer 1 2 1 2: ( , , , ) ( , , , )f X g g E Y k k E→  

   ve 

1 2 1 2: ( , , , ) ( , , , )g Y k k E Z Eσ σ→ 

   dönüşümleri esnek ikili genelleştirilmiş sürekli 

dönüşümler ise 1 2 1 2: ( , , , ) ( , , , )g f X g g E Z Eσ σ→   
  dönüşümü de esnek ikili 

genelleştirilmiş sürekli bir dönüşümdür. 

İspat: Açıktır.  

 

Tanım 3.2.2 1 2( , , , )X g g E   ve 1 2( , , , )Y k k E   uzayları esnek ikili genelleştirilmiş iki 

topolojik uzay, 1 2 1 2: ( , , , ) ( , , , )f X g g E Y k k E→  

   bir esnek dönüşüm olsun. 

a) Eğer 1 2( , , , )X g g E   uzayında ki her ( , )F E  esnek 1,2g − açık kümesi için 

( )( , )f F E ,  1 2( , , , )Y k k E   uzayında esnek 1,2k − açık küme ise f  dönüşümüne 

esnek 1,2g − açık dönüşüm denir. 

b) Eğer 1 2( , , , )X g g E   uzayında ki her ( , )K E  esnek 1,2g − kapalı kümesi için 

( )( , )f F E , 1 2( , , , )Y k k E   uzayında esnek 1,2k − kapalı küme ise f  dönüşümüne 

esnek 1,2g − kapalı dönüşüm denir. 

Uyarı 3.2.1 Esnek ikili genelleştirilmiş sürekli dönüşüm, esnek ikili genelleştirilmiş 

açıklık ve esnek ikili genelleştirilmiş kapalılık kavramları tamamen birbirlerinden 

bağımsız kavramlardır. Bu durum aşağıdaki örnekle gösterilmiştir. 

 

Örnek 3.2.2 { }1 2,X x x= , { }1 2,Y y y=  ve { }1 2,E e e=  olsun. { }1 1( , ), ( , )g E F Eφ= 

 , 

{ }2 1( , ), ( , )g E G Eφ= 

  X  üzerinde esnek genelleştirilmiş topolojiler ve 

{ }1 1( , ), ( , )k E H Eφ=  , { }2 1 2( , ), ( , ), ( , ), ( , )k E Y E S E S Eφ=    ise Y  üzerinde esnek 

genelleştilmiş topolojilerdir. X  ve Y  üzerindeki esnek kümeler aşağıdaki şekilde 

tanımlanmıştır. 

( ) ( ){ }1 2
1 1 2( , ) ,{ } , ,{ }F E e x e x= , 
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( ) ( ){ }1 1 2
1 1 2( , ) ,{ } , ,{ , }G E e x e x x= , 

( ) ( ){ }2 1
1 1 2( , ) ,{ } , ,{ } ,H E e y e y=   

( ) ( ){ }2 1 2
1 1 2( , ) ,{ } , ,{ , } ,S E e y e y y=   

( ) ( ){ }1 1
2 1 2( , ) ,{ } , ,{ } .S E e y e y=  

Bu durumda, 

{ }1,2 1 1( , ), ( , ), ( , )g E F E G Eφ= 

   

ve 

{ }1,2 1 1 2 1( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )k E Y E H E S E S E U Eφ=     

olur. Burada 

( ) ( ){ }1 2 1
1 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , ) ,{ , } , ,{ }U E H E S E e y y e y= =

  

şeklindedir. Bu durumda 1 2( , , , )X g g E   ve 1 2( , , , )Y k k E   uzayları birer esnek ikili 

genelleştirilmiş topolojik uzaydır. Eğer f  dönüşümü aşağıdaki şekilde tanımlanır ise f  

esnek 1,2g − açık ve esnek 1,2g -kapalı dönüşümdür. 

1e  2e   

1 2( )f x y=   1 2( )f x y=  
2 1( )f x y=  2 1( )f x y=  

Fakat f  dönüşümü 1 2( , , , )X g g E   esnek ikili genelleştirilmiş topolojik uzayında esnek 

1,2g − sürekli dönüşüm değildir. 

 

Teorem 3.2.8 1 2( , , , )X g g E   ve 1 2( , , , )Y k k E   uzayları esnek ikili genelleştirilmiş iki 

topolojik uzay, 1 2 1 2: ( , , , ) ( , , , )f X g g E Y k k E→  

   bir esnek dönüşüm olsun. 

a) f  esnek 1,2g − açık bir dönüşümdür ancak ve ancak X  üzerindeki her ( , )F E  

esnek kümesi için 
1,2 1,2

( ( , )) ( (( , )))g kf sınt F E sınt f F E⊆




  dir. 

b) f  esnek 1,2g − kapalı bir dönüşümdür ancak ve ancak X  üzerindeki her ( , )F E  

esnek kümesi için ( )( ) ( )1,21,2
( , ) ( , )gkscl f F E f scl G E⊆





  dir. 
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İspat: a) f  esnek 1,2g − açık bir dönüşüm ve ( , ) ( )EF E SS X∈  olsun. 
1,2

( , )gsınt F E


 

esnek 1,2g − açık küme ve 
1,2

( , ) ( , )gsınt F E F E⊆


  dir. f  esnek 1,2g − açık bir dönüşüm 

olduğu için 1 2( , , , )Y k k E   uzayında 
1,2

( ( , ))gf sınt F E


 esnek 1,2k − açık küme ve 

( ) ( )
1,2

( , ) ( , )gf sınt F E f F E⊆


  dir. Böylece 
1,2 1,2

( ( , )) ( (( , )))g kf sınt F E sınt f F E⊆




  elde 

edilir. 

Diğer taraftan varsayalım ki ( , )F E , 1 2( , , , )X g g E   uzayında herhangi esnek 1,2g − açık 

küme olsun. Bu durumda 
1,2

( , ) ( , )gF E sınt F E=


 dir. Teoremden 

1,2 1,2
( ( , )) ( (( , )))g kf sınt F E sınt f F E⊆





  vardır. Dolayısıyla 

( ) ( ) ( )( ) ( )
1,2 1,2

( , ) ( , ) ( , ) ( , )g kf F E f sınt F E sınt f F E f F E= ⊆ ⊆




   elde edilir. 

( ) ( )( )
1,2

( , ) ( , )kf F E sınt f F E=


. Yani f  esnek 1,2g − açık kümedir. 

b) f  esnek 1,2g − kapalı dönüşüm ve ( , ) ( )EF E SS X∈  olsun. f  esnek 1,2g − kapalı 

dönüşüm olduğu için ( )1,2
( , )gf scl F E



, 1 2( , , , )Y k k E   uzayında esnek 1,2k − kapalı bir 

küme ve ( ) ( )1,2
( , ) ( , )gf F E f scl F E⊆



  dir. Böylece 

( )( ) ( )1,21,2
( , ) ( , )gkscl f F E f scl F E⊆





  elde edilir.  

Diğer taraftan, varsayalım ki ( , )F E , 1 2( , , , )X g g E   uzayında herhangi esnek 1,2g −

kapalı küme olsun. Bu durumda 
1,2

( , ) ( , )gF E scl F E=


 dir. Teoremden 

( )( ) ( ) ( ) ( )
1,21,2 1,2

( , ) ( , ) ( , ) ( , )gk kscl f F E f scl F E f F E scl f F E⊆ = ⊆
 



   vardır. Buradan 

( ) ( )
1,2

( , ) ( , )kscl f F E f F E=


 olur. Yani f  esnek 1,2g − kapalı bir dönüşümdür. 

 

Önerme 3.2.1 Eğer her e E∈  için 1 2 1 2: ( , , , ) ( , , , )f X g g E Y k k E→  

   esnek 1,2g − açık 

dönüşüm (esnek 1,2g − kapalı dönüşüm) ise  

( ) ( )1 2 1 2: , , , ,
e e e eef X g g Y k k→  

    

ikili genelleştirilmiş açık (kapalı) dönüşümdür. 

 

İspat: Açıktır. 
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Tanım 3.2.3 1 2( , , , )X g g E   ve 1 2( , , , )Y k k E   uzayları esnek ikili genelleştirilmiş iki 

topolojik uzay, 1 2 1 2: ( , , , ) ( , , , )f X g g E Y k k E→  

   bir esnek dönüşüm olsun. Eğer 

aşağıdaki koşullar sağlanırsa f  dönüşümüne esnek 1,2g − homemorfizm denir. 

a) f  birebir ve örtendir, 

b) f  esnek 1,2g −  süreklidir, 

c) 1f −  esnek 1,2g −  sürekli dönüşümdür. 

 

Teorem 3.2.9 1 2( , , , )X g g E   ve 1 2( , , , )Y k k E   uzayları esnek ikili genelleştirilmiş iki 

topolojik uzay, 1 2 1 2: ( , , , ) ( , , , )f X g g E Y k k E→  

   bir esnek dönüşüm olsun. Aşağıdaki 

ifadeler birbirine denktir. 

a) f  esnek 1,2g − homeomorfizmdir, 

b) f  esnek 1,2g − sürekli ve esnek 1,2g − kapalı dönüşümdür, 

c) f  esnek 1,2g − sürekli ve esne 1,2g − açık dönüşümdür. 

İspat: Esnek ikili genelleştirilmiş topolojik uzaylar üzerinde süreklilik, açık ve kapalı 

dönüşüm ile ilgili daha önce verilen teoremlerden kolayca elde edilmektedir. 

 

3.3 Esnek Çiftsel İkili Genelleştirilmiş Ayırma Aksiyomları 
 

Bu bölüm de esnek ikili genelleştirilmiş topolojik uzaylar üzerinde esnek çiftsel ikili 

genelleştirilmiş iT − uzayları tanımlanmıştır [74]. 

 

Tanım 3.3.1  1 2( , , , )X g g E   bir esnek ikili genelleştirilmiş topolojik uzay olsun. Eğer her 

, ( )Ex y SS Xα β ∈  ve x yα β≠  için ( , ), ( , )x F E y F Eα β∈ ∉  veya ( , ), ( , )x F E y F Eα β∉ ∈

  

olacak şekilde 1,2( , )F E g∈   esnek çiftsel açık kümesi bulunabiliyorsa 1 2( , , , )X g g E   

uzayına esnek çiftsel ikili genelleştirilmiş 0T −uzayı denir. 
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Örnek 3.3.1  { } { }1 2, , ,X a b E e e= =  ve  

{ }1 1 2( , ), ( , ), ( , )g E F E F Eφ= 

  

{ }2 1 2( , ), ( , ), ( , )g E G E G Eφ= 

  

olsun. Burada, 

{ }( ) ( ){ }1 1 2( , ) , , ,F E e a e φ=  

( ) { }( ){ }2 1 2( , ) , , ,F E e X e a=  

{ }( ) ( ){ }1 1 2( , ) , , ,F E e b e φ=  

( ) { }( ){ }1 1 2( , ) , , ,F E e X e b=  

şeklindedir. 1 2( , , , )X g g E   uzayı üzerindeki esnek çiftsel açık kümeler ailesi aşağıdaki 

şekilde tanımlansın. 

{ }1,2 1 2 1 2 1 2( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )g E F E F E G E G E H E H Eφ= 

  

Dolayısıyla 1 2( , , , )X g g E   uzayı bir esnek çiftsel ikili genelleştirilmiş topolojik uzaydır. 

Burada, 

( ) ( ){ }1 1 2( , ) , , ,H E e X e φ=  

( ) ( ){ }2 1 2( , ) , , ,H E e X e X=  

olur. 1 2( , , , )X g g E   uzayının esnek çiftsel ikili genelleştirilmiş 0T −uzayı olduğu açıktır. 

 

Teorem 3.3.1  1 2( , , , )X g g E   uzayı bir esnek çiftsel ikili genelleştirilmiş 0T −uzayıdır 

ancak ve ancak her , ( )Ex y SS Xα β ∈  ve x yα β≠  için 
1,2 1,2

( , ) ( , )g gscl x E scl y Eα β≠
 

 dir. 

 

İspat: 1 2( , , , )X g g E   bir esnek çiftsel ikili genelleştirilmiş 0T −uzayı, , ( )Ex y SS Xα β ∈  

ve x yα β≠  olsun. ( , ), ( , )x G E y G Eα β∈ ∉  olacak şekilde 1,2( , )G E g∈   vardır. 

Dolayısıyla ( , )cG E  esnek 1,2g − kapalı bir küme ve ( , ), ( , )y G E x G Eβ α∈ ∉  dir. Tanım 

3.1.3 den 
1,2

( , )gscl y Eβ

, ( , )y Eβ  yi içeren en küçük esnek 1,2g − kapalı kümedir. Bu 

nedenle 
1,2

( , ) ( , )c
gscl y E G Eβ ⊆


  dir. Ayrıca ( , )cx G Eα ∉  olduğundan 
1,2

( , )gx scl y Eα β∉


  
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olur. Böylece 
1,2

( , )gx scl x Eα α∈


  fakat 
1,2

( , )gx scl y Eα β∉


  elde edilir. Dolayısıyla 

1,2 1,2
( , ) ( , )g gscl x E scl y Eα β≠

 

 şeklindedir. 

Diğer taraftan, varsayalım ki , ( )Ex y SS Xα β ∈ , x yα β≠  ve 
1,2 1,2

( , ) ( , )g gscl x E scl y Eα β≠
 

 

olsun. Dolayısıyla burada 
1,2

( , )e gz scl x Eα∈


  fakat 
1,2

( , )e gz scl y Eβ∉


  olacak şekilde en az 

bir ( )e Ez SS X∈  esnek noktası vardır. 
1,2

( , )gx scl y Eα β∉


  olduğunu gösterelim. Farz 

edelim ki 
1,2

( , )gx scl y Eα β∈


  olsun. Bu durumda 
1,2

{ } ( , )gx scl y Eα β⊆


  olduğundan 

1,2 1,2
( , ) ( , )g gscl x E scl y Eα β⊆

 

  olur. Böylece 
1,2

( , )e gz scl x Eα∈


  olduğundan 

1,2
( , )e gz scl y Eβ∈



  elde edilir. Fakat bu durum varsayımımız ile çelişki oluşturur. Bu 

nedenle 
1,2

( , )gx scl y Eα β∉


  dir. Ayrıca 
1,2

( , )
c

gx scl y Eα β
 ∈  

  şeklindedir. 

1,2
( , )

c

gscl y Eβ
 
 

kümesi xα  yi içeren yβ  yı içermeyen esnek 1,2g -açık kümedir. Yani, 

1 2( , , , )X g g E   uzayı esnek çiftsel  0T −uzayıdır. 

 

Önerme 3.3.1  1 2( , , , )X g g E   esnek çiftsel ikili genelleştirilmiş topolojik uzay, 

1( , , )X g E  ve 2( , , )X g E  iki esnek genelleştirilmiş topolojik uzay olsun. Eğer 1( , , )X g E  

veya 2( , , )X g E  esnek 0T −uzayı ise 1 2( , , , )X g g E   esnek çiftsel ikili genelleştirilmiş 

0T −uzayıdır. 

 

İspat: Farz edelim ki , ( )Ex y SS Xα β ∈ , x yα β≠  ve 1( , , )X g E  esnek 0T −uzayı olsun. 

Bu durumda ( , ), ( , )x F E y F Eα β∈ ∉  veya ( , ), ( , )x F E y F Eα β∉ ∈

  olacak şekilde 

1( , )F E g∈   vardır. 1 1,2( , )F E g g∈ ⊆     olduğundan önermenin gerekliliği elde edilir. 

Benzer şekilde bu koşullar 2( , , )X g E  uzayı içinde sağlanır. Dolayısıyla 1 2( , , , )X g g E   

esnek çiftsel ikili genelleştirilmiş 0T −uzayıdır. 

 

Uyarı 3.3.1 Önerme 3.3.1’ in tersi her zaman doğru olmayabilir. Bu durum aşağıdaki 

örnekle gösterilmiştir. 
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Örnek 3.3.2 Örnek 3.3.1’ e göre, 1( , , )X g E  esnek 0T −uzayıdır. 
1 2e eb a≠  için 1g  

üzerinde bu esnek noktalardan birini içerip diğerini içermeyen herhangi bir esnek açık 

küme yoktur. Dolayısıyla 1( , , )X g E  uzayı esnek 0T −uzayı değildir. Benzer şekilde 

2( , , )X g E  uzayı da esnek 0T −uzayı değildir. Çünkü 
1 2e ea b≠  için, 2g  üzerinde bu 

esnek noktalardan birini içerip diğerini içermeyen herhangi bir esnek açık küme yoktur. 

Bu nedenle 1 2( , , , )X g g E   esnek çiftsel ikili genelleştirilmiş 0T −uzayıdır fakat 

1( , , )X g E  veya 2( , , )X g E  uzayları esnek 0T −uzayı değildir. 

 

Tanım 3.3.2  1 2( , , , )X g g E   bir esnek ikili genelleştirilmiş topolojik uzay ve 

, ( )Ex y SS Xα β ∈ , x yα β≠  olsun. Eğer ( , ), ( , )x F E y F Eα β∈ ∉  ve 

( , ), ( , )x F E y F Eα β∉ ∈

  olacak şekilde 1,2( , ), ( , )F E G E g∈   esnek çiftsel açık kümeleri 

varsa 1 2( , , , )X g g E   uzayına esnek çiftsel ikili genelleştirilmiş 1T − uzayı denir. 

 

Örnek 3.3.3 { },X a b= , { }1 2,E e e=  olsun ve 1g , 2g  esnek genelleştirilmiş topolojileri 

aşağıdaki şekilde tanımlansın. 

{ }1 1 2 3( , ), ( , ), ( , ), ( , )g E F E F E F Eφ= 

   

{ }2 1 2 3( , ), ( , ), ( , ), ( , )g E G E G E G Eφ= 

  

Burada, 

{ }1 1 2( , ) ( , ), ( , )F E e X e φ=  

{ }2 1 2( , ) ( ,{ }), ( ,{ })F E e a e b=  

{ }3 1 2( , ) ( , ), ( ,{ })F E e X e b=  

{ }1 1 2( , ) ( , ), ( , )G E e e Xφ=  

{ }2 1 2( , ) ( ,{ }), ( ,{ })G E e b e a=  

{ }3 1 2( , ) ( ,{ }), ( , )G E e b e X=  

1 2( , , , )X g g E   uzayı üzerindeki esnek çiftsel açık kümeler ailesi aşağıdaki şekildedir. 

{ }1,2 1 2 3 1 2 3 1 2 3( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )g E F E F E F E G E G E G E H E H E H Eφ= 

  
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ve 

{ }
{ }
{ }

1 1 2

2 1 2

1 1 2

( , ) ( , ), ( , } ,

( , ) ( , ), ( ,{ } ,

( , ) ( ,{ }), ( , } .

H E e X e X

H E e X e a

H E e a e X

=

=

=

 

Bu durumda 1 2( , , , )X g g E   esnek çiftsel ikili geneleştirilmiş topolojik uzaydır. Bu 

uzayın esnek çiftsel ikili genelleştirilmiş 1T − uzayı olduğu açıktır. 

 

Teorem 3.3.2 1 2( , , , )X g g E   esnek çiftsel ikili geneleştirilmiş topolojik uzay olsun. X  

üzerinde ki her tek nokta kümesi esnek çiftsel kapalı kümedir ancak ve ancak 

1 2( , , , )X g g E   esnek çiftsel ikili genelleştirilmiş 1T − uzayıdır. 

 

İspat: ( ) :⇒  Farz edelim ki 1 2( , , , )X g g E   esnek çiftsel ikili genelleştirilmiş 1T − uzayı 

ve her ( )Ex SS Xα ∈ , ( , )cy x Eβ α∈  olsun. Bu durumda ( , )y G Eβ ∈  ve ( , )x G Eα ∉  

olacak şekilde 1,2( , )G E g∈   vardır. Böylece ( , ) ( , )cy G E x Eβ α∈ ⊆   elde edilir. 

Dolayısıyla ( , )cx Eα  esnek çiftsel açık bir kümedir ve buradan ( , )x Eα  esnek çiftsel 

kapalıdır. 

( ) :⇐  Farz edelim ki , ( )Ex y SS Xα β ∈ , x yα β≠  ve ( , )x Eα  esnek çiftsel kapalı bir 

küme olsun. Bu durumda ( , )cx Eα  esnek çiftsel açık bir kümedir. Dolayısıyla 

 ( , )cxx Eαα ∉  ve ( , )y x Eβ α∈  olacak şekilde ( , )cx Eα  esnek çiftsel açık kümesi vardır. 

Benzer şekilde  ( , )cyx Eβα ∈  ve  ( , )cyy Eββ ∉  olacak şekilde ( , )cy Eβ  esnek çiftsel açık 

kümesi vardır. Dolayısıyla 1 2( , , , )X g g E   esnek çiftsel ikili genelleştirilmiş 1T − uzayıdır. 

 

Önerme 3.3.2 1 2( , , , )X g g E   esnek çiftsel ikili geneleştirilmiş topolojik uzay ve 

1 2( , , ), ( , , )X g E X g E   iki esnek genelleştirilmiş topolojik uzay olsun. Eğer 1( , , )X g E  

veya 2( , , )X g E  esnek 1T − uzayı ise 1 2( , , , )X g g E   esnek çiftsel ikili genelleştirilmiş 

1T − uzayıdır. 
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İspat: Farz edelim ki 1 2( , , , )X g g E   esnek çiftsel ikili genelleştirilmiş topolojik uzay, 

, ( )Ex y SS Xα β ∈ , x yα β≠  ve 1( , , )X g E  esnek 1T −  uzayı olsun. Bu durumda 

1( , ),x F Eα ∈ 1( , )y F Eβ ∉  ve 2( , ),x F Eα ∉ 2( , )y F Eβ ∈  olacak şekilde 

1 2 1( , ), ( , )F E F E g∈   vardır. 1 2 1 1,2( , ), ( , )F E F E g g∈ ⊆    olduğundan önermenin gerekliliği 

elde edilmiş olur. Benzer şekilde bu şartlar 2( , , )X g E  uzayı içinde sağlanır. Dolayısıyla 

1 2( , , , )X g g E   esnek çiftsel ikili genelleştirilmiş 1T − uzayıdır. 

 

Uyarı 3.3.2 Önerme 3.3.2’ nin tersi her zaman sağlanmayabilir. Bu durum aşağıdaki 

örnekle gösterilmiştir. 

 

Örnek 3.3.4: Örnek 3.3.3’ e göre, 1 2( , , , )X g g E   esnek çiftsel ikili genelleştirilmiş 1T −

uzayıdır. Fakat 1( , , )X g E  ve 2( , , )X g E  esnek 1T − uzayı değildir. 1( , , )X g E  uzayını 

dikkate alalım. 
1 2e ea b≠  için 1g  üzerinde 

2eb  esnek noktasını içeren 
1e

a  esnek noktasını 

içermeyen herhangi bir esnek açık küme yoktur. Dolayısıyla 1( , , )X g E  uzayı esnek 

1T − uzayı değildir. Benzer şekilde 2( , , )X g E  uzayını dikkate alalım. 
1 2e eb a≠  için 1g  

üzerinde 
1e

b  esnek noktasını içeren 
2ea  esnek noktasını içermeyen herhangi bir esnek 

açık küme yoktur. Dolayısıyla 2( , , )X g E  uzayı esnek 1T − uzayı değildir. Dolayısıyla  

1 2( , , , )X g g E   esnek çiftsel ikili genelleştirilmiş 1T − uzayıdır fakat 1( , , )X g E  veya 

2( , , )X g E  uzayları esnek 1T − uzayı değildir. 

 

Teorem 3.3.3 Her esnek çiftsel ikili genelleştirilmiş 1T − uzayı bir esnek çiftsel ikili 

genelleştirilmiş 0T −uzayıdır. 

 

İspat: Farz edelim ki 1 2( , , , )X g g E   esnek çiftsel ikili genelleştirilmiş 1T − uzayı olsun. 

Her , ( )Ex y SS Xα β ∈ , x yα β≠  için ( , ), ( , )x F E y F Eα β∈ ∉  ve ( , ), ( , )y G E x G Eβ α∈ ∉  

olacak şekilde 1,2( , ), ( , )F E G E g∈   vardır. Dolayısıyla esnek çiftsel ikili genelleştirilmiş 
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0T −uzayı için gerekli koşullar elde edilmiş olur. Böylece 1 2( , , , )X g g E   esnek çiftsel 

ikili genelleştirilmiş 0T −uzayıdır. 

 

Uyarı 3.3.3 Teorem 3.3.3’ün tersi her zaman sağlanmayabilir. Bu durum aşağıdaki 

örnekle gösterilmiştir. 

 

Örnek 3.3.5 Örnek 3.3.1’ e göre 1 2( , , , )X g g E   esnek çiftsel ikili genelleştirilmiş 0T −

uzayıdır. 
2 1e ea b≠  için, 1,2g  esnek çiftsel topolojisinde 

2ea  yi içeren 
1e

b  i içermeyen 

esnek açık bir küme yoktur. Dolayısıyla 1 2( , , , )X g g E   esnek çiftsel ikili genelleştirilmiş 

1T − uzayı değildir. 

 

Tanım 3.3.3 1 2( , , , )X g g E   esnek çiftsel ikili genelleştirilmiş topolojik uzay olsun. Eğer 

her , ( )Ex y SS Xα β ∈ , x yα β≠  için ( , )x U Eα ∈ , ( , )y V Eβ ∈  ve ( , ) ( , ) ( , )U E V E Eφ∩ = 

  

sağlanacak şekilde ( , )U E , 1,2( , )V E g∈   bulunabiliyorsa 1 2( , , , )X g g E   uzayına esnek 

çiftsel ikili genelleştirilmiş 2T −uzayı denir. 

 

Örnek 3.3.6 1 2( , , , )X g g E   uzayı üzerindeki esnek diskret topolojiyi dikkate alalım. 

, ( )Ex y SS Xα β ∈ , x yα β≠  olsun. { }xα  ve { }yβ  kümeseleri esnek açık kümelerdir ve 

{ } { } ( , )x y Eα β φ∩ =   dir. Dolayısıyla 1 2( , , , )X g g E   uzayı esnek çiftsel ikili 

genelleştirilmiş 2T −uzayıdır. 

 

Teorem 3.3.4 1 2( , , , )X g g E   esnek çiftsel ikili genelleştirilmiş 2T −uzayıdır ancak ve 

ancak her , ( )Ex y SS Xα β ∈ , x yα β≠  için 
1,2

( , )gy scl U Eβ ∉ 

  olacak şekilde xα  esnek 

noktasını içeren yβ  esnek noktasını içermeyen bir ( , )U E  esnek açık kümesi vardır. 
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İspat: ( ) :⇒  1 2( , , , )X g g E   esnek çiftsel ikili genelleştirilmiş 2T −uzayı ve her 

, ( )Ex y SS Xα β ∈ , x yα β≠  ve ( , )x U Eα ∈  olsun.  Dolayısıyla ( , )cy U Eβ ∈  elde edilir. 

Böylece yβ ∉ 1,2
( , )gscl U E



 olur. 

( ) :⇐  , ( )Ex y SS Xα β ∈ , x yα β≠  için 
1,2

( , )gy scl U Eβ ∉ 

  olacak şekilde xα  esnek 

noktasını içeren yβ  esnek noktasını içermeyen ( , )U E , bir esnek açık küme olsun. Bu 

durumda 
1,2

( , )
c

gy scl U Eβ
 ∈  

  olur. Dolayısıyla ( , )U E  ve 
1,2

( , )
c

gscl U E 
 

 kümeleri 

birbirinden farklı sırasıyla xα  ve yβ  esnek noktalarını içeren esnek açık kümelerdir. 

Böylece 1 2( , , , )X g g E   esnek çiftsel ikili genelleştirilmiş 2T −uzayıdır. 

 

Önerme 3.3.3 1 2( , , , )X g g E   esnek çiftsel ikili genelleştirilmiş topolojik uzay, 1( , , )X g E  

ve 2( , , )X g E  iki esnek genelleştirilmiş topolojik uzay olsun. Eğer 1( , , )X g E  veya 

2( , , )X g E  esnek 2T −uzayı ise 1 2( , , , )X g g E   esnek çiftsel ikili genelleştirilmiş 2T −

uzayıdır. 

 

İspat: , ( )Ex y SS Xα β ∈ , x yα β≠  ve 1( , , )X g E  esnek 2T −uzayı olsun. Bu durumda 

1 2( , ), ( , )x F E y F Eα β∈ ∈   ve 1 2( , ) ( , ) ( , )F E F E Eφ∩ = 

  olacak şekilde 

1 2 1( , ), ( , )F E F E g∈   vardır. 1 2 1 1,2( , ), ( , )F E F E g g∈ ⊆     olduğundan önermenin gerekliliği 

sağlanmış olur. Benzer şekilde aynı koşullar 2( , , )X g E  uzayı için de sağlanır. 

Dolayısıyla 1 2( , , , )X g g E   esnek çiftsel ikili genelleştirilmiş 2T −uzayıdır. 

 

Teorem 3.3.5 Her esnek çiftsel 2T −uzayı esnek çiftsel 1T − uzayıdır. 

 

İspat: 1 2( , , , )X g g E   esnek çiftsel ikili genelleştirilmiş topolojik uzay ve 

, ( ) ,Ex y SS Xα β ∈  x yα β≠ olsun. Eğer 1 2( , , , )X g g E   esnek çiftsel 2T −uzayı ise 

1( , , )X g E  veya 2( , , )X g E  esnek 2T −uzayıdır. Eğer 1( , , )X g E  uzayı esnek 2T −uzayı 

ise ( , ), ( , )x F E y G Eα β∈ ∈   ve ( , ) ( , ) ( , )F E G E Eφ∩ = 

  olacak şekilde 1( , )F E g∈   ve 
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1( , )G E g∈   vardır. ( , ), ( , )x F E y F Eα β∈ ∉  ve ( , ), ( , )x G E y G Eα β∉ ∈

  olduğu açıktır. 

Bu nedenle 1( , , )X g E  esnek 1T − uzayıdır. Dolayısıyla Önerme 3.3.2’ ye göre 

1 2( , , , )X g g E   esnek çiftsel 1T − uzayıdır. 

 

Uyarı 3.3.4 Teorem 3.3.5’in tersi her zaman doğru olmayabilir. Bu durum aşağıdaki 

örnekle gösterilmiştir. 

 

Örnek 3.3.7 Örnek 3.3.3’ ü dikkate alırsak 1 2( , , , )X g g E   uzayı esnek çiftsel ikili 

genelleştirilmiş 1T − uzayıdır. Fakat 
2 1e ea b≠  için 

2 1
( , ), ( , )e ea U E b V E∈ ∈   ve 

( , ) ( , ) ( , )U E V E Eφ∩ = 

  olacak şekilde 1,2g  üzerinde esnek açık küme yoktur. 

Dolayısıyla 1 2( , , , )X g g E   uzayı esnek çiftsel ikili genelleştirilmiş 2T −uzayı değildir. 

 

Teorem 3.3.6  Esnek çiftsel ikili genelleştirilmiş iT − uzayı ( 0,1, 2i = ) olma özelliği 

esnek ikili genelleştirilmiş 1,2g − homeomorfizm dönüşümü altında korunur. 

 

İspat: Teoremin ispatı yalnızca 2i =  için verilecektir. Diğerleri benzer şekilde kolayca 

görülmektedir. 1 2 1 2: ( , , , ) ( , , , )f X g g E Y k k E→  

   bir esnek dönüşüm olsun ve aşağıdaki 

şartlar sağlansın. 

1-) f  dönüşümü birebir, örten ve esnek açık dönüşümdür. 

2-) 1 2( , , , )X g g E   uzayı esnek çiftsek ikili genelleştirilmiş 2T −uzayıdır. 

1 2( , , , )Y k k E   uzayının esnek çiftsel ikili genelleştirilmiş 2T −uzayı olduğunu gösterelim. 

x yα β≠  için , ( )Ex y SS Yα β ∈  olsun. f  dönüşümü birebir ve örten olduğundan ' 'x yα β≠  

için ' '( ) , ( )f x x f y yα α β β= =  olacak şekilde X  üzerinde ' ',x yα β  esnek noktaları vardır. 

1 2( , , , )X g g E   uzayı esnek çiftsel ikili genelleştirilmiş 2T −uzayı olduğundan 

' '( , ), ( , )x G E y H Eα β∈ ∈   ve ( , ) ( , ) ( , )G E H E Eφ∩ = 

  olacak şekilde 1,2( , ), ( , )G E H E g∈   

vardır. Dolayısıyla ' '( ) (( , )), ( ) (( , ))f x x f G E f y y f H Eα α β β= ∈ = ∈   ve 

(( , ) ( , )) (( , )) (( , )) (( , )) ( , )f G E H E f G E f H E f E Eφ φ∩ = ∩ = = 

   olur. 
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1,2( , ), ( , )G E H E g∈   ve f  esnek açık dönüşüm olduğu için 1,2(( , )), (( , ))f G E f H E k∈   

bulunur. Bu durumda (( , )), (( , ))x f G E y f H Eα β∈ ∈   ve 

(( , )) (( , )) ( , )f G E f H E Eφ∩ = 

  olacak şekilde 1,2(( , )), (( , ))f G E f H E k∈   vardır. 

Dolayısıyla 1 2( , , , )Y k k E   esnek çiftsel ikili genelleştirilmiş 2T −uzayıdır. 

 

Tanım 3.3.4 1 2( , , , )X g g E   esnek çiftsel ikili genelleştirilmiş 1T − uzayı olsun. 

a) Eğer X  üzerinde ki her esnek kapalı ( , )F E  kümesi ve ( , )x F Eα ∉ , ( )Ex SS Xα ∈  

için   

1 2 1 2( , ), ( , ) ( , ), ( , ) ( , ) ( , )x G E F E G E G E G E Eα φ∈ ⊆ ∩ = 


    

sağlanacak şekilde 1 2 1,2( , ), ( , )G E G E g∈   varsa 1 2( , , , )X g g E   uzayına esnek çiftsel ikili 

genelleştirilmiş 3T − uzayı denir. 

b) Eğer X  üzerinde ki her esnek kapalı ( , )F E  ve ( , )G E , ( , ) ( , ) ( , )F E G E Eφ∩ = 

   

kümeleri için   

1 2 1 2( , ) ( , ), ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )F E F E F E F E F E F E Eφ⊆ ⊆ ∩ = 


    

sağlanacak şekilde 1 2 1,2( , ), ( , )F E F E g∈   bulunabiliyorsa 1 2( , , , )X g g E   uzayına esnek 

çiftsel ikili genelleştirilmiş 4T −uzayı denir.  

 

Teorem 3.3.7 Esnek çiftsel ikili genelleştirilmiş iT − uzayı ( 3, 4i = ) olma özelliği esnek 

ikili genelleştirilmiş 1,2g − homeomorfizm dönüşümü altında korunur. 

 

İspat: Teoremin ispatı yalnızca 3i = için yapılacaktır. Diğeri benzer şekilde kolayca 

görülmektedir. 1 2 1 2: ( , , , ) ( , , , )f X g g E Y k k E→  

   esnek bir dönüşüm ve aşağıdaki şartlar 

sağlansın. 

1) 1 2 1 2: ( , , , ) ( , , , )f X g g E Y k k E→  

   esnek homeomorfizmdir ( f  esnek birebir ve örten, 

1,f f −  esnek 1,2g − sürekli). 

2) 1 2( , , , )X g g E   uzayı esnek çiftsel ikili genelleştirilmiş 3T − uzayıdır. 
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( , )F E esnek kümesi Y üzerinde esnek 1,2k -kapalı altküme ve ( , )y F Eβ ∉  sağlanacak 

şekilde ( )Ey SS Yβ ∈  olsun. f esnek örten dönüşüm olduğundan ( )f x yα β= olacak 

şekilde ( )Ex SS Xα ∈  vardır. f esnek 1,2g − sürekli bir dönüşüm, ( , )F E  esnek kümesi 

de Y üzerinde esnek 1,2k − kapalı olduğundan 1(( , ))f F E−  esnek 1,2g − kapalıdır. 

( ) ( , )y f x F Eβ α= ∉ , 1(( , ))x f F Eα
−∉  elde edilir. 1(( , ))x f F Eα

−∉ olacak şekilde 

( )Ex SS Xα ∈  vardır. Ayrıca, 1 2( , , , )X g g E   esnek çiftsel ikili genelleştirilmiş 3T − uzayı 

olduğundan 1( , ), (( , )) ( , ), ( , ) ( , ) ( , )x G E f F E H E G E H E Eα φ−∈ ⊆ ∩ = 


   olacak şekilde 

1,2( , ), ( , )G E H E g∈   esnek kümeleri vardır. Dolayısıyla ( ) (( , )),f x y f G Eα β= ∈

1( (( , ))) ( , ) (( , ))f f F E F E F H E− = ⊆  ( f  esnek birebir) ve (( , ) ( , ))f G E H E∩ =

(( , )) (( , )) (( , )) ( , )f G E f H E f E Eφ φ∩ = = 

  elde edilir.  
1f −  esnek 1,2g − sürekli bir dönüşüm olduğundan f esnek açık bir dönüşümdür. Eğer 

1,2( , ), ( , )G E H E g∈   ve f esnek açık bir dönüşüm ise 1,2(( , )), (( , ))f G E f H E k∈   dir. Bu 

nedenle  

(( , )), ( , ) (( , )),y f G E F E f H Eβ ∈ ⊆  (( , )) (( , ))f G E f H E∩ = (( , )) (( , ))f G E f H E∩

( , )Eφ=   

sağlanacak şekilde 1,2(( , )), (( , ))f G E f H E k∈   vardır. Dolayısıyla 1 2( , , , )Y k k E   esnek 

çiftsel ikili genelleştirilmiş 3T − uzayıdır. 

 

3.4 Esnek İkili Genelleştirilmiş Topolojik Uzaylarda Kalıtsal Özellikler 
 

 

Tanım 3.4.1: 1 2( , , , )X g g E   esnek çiftsel ikili genelleştirilmiş topolojik uzay ve Y X⊆

olsun. 1 1{( , ) : ( , ) }Y
Yg F E F E g= ∈   ve 2 2{( , ) : ( , ) }Y

Yg G E G E g= ∈   aileleri Y üzerinde 

birer esnek topolojidir. 1 2( , , , )Y YY g g E   uzayına 1 2( , , , )X g g E   uzayının esnek çiftsel ikili 

genelleştirilmiş alt uzayı denir. 
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Teorem 3.4.1: 1 2( , , , )X g g E   esnek çiftsel ikili genelleştirilmiş topolojik uzay ve Y X⊆

olsun. Bu durumda 1 2( , , , )Y YY g g E   uzayı da esnek çiftsel ikili genelleştirilmiş topolojik 

uzay ve 1 ,2 1,2Y Y Yg g=   dir. Burada  1,2 1,2{( , ) ( , ) : ( , ) }Yg Y E G E G E g= ∩ ∈
   ve 

1 ,2 1 2{( , ) ( , ) ( , ), ( , ) , 1, 2}Y Y i iYg H E H E H E H E g i= = ∪ ∈ =
   dir. 

 

İspat: 1 2( , , , )X g g E   esnek çiftsel ikili genelleştirilmiş topolojik uzay, 1( , , )X g E  ve 

2( , , )X g E  esnek genelleştirilmiş topolojik uzaylar olsun. Y X⊆  olduğundan 

1( , , )YX g E  ve 2( , , )YX g E  uzayları Y üzerinde iki esnek genelleştirilmiş topolojik 

uzaydır. Dolayısıyla 1 2( , , , )Y YY g g E   esnek çiftsel ikili genelleştirilmiş topolojik uzaydır. 

Diğer taraftan 1,2( , ) YG E g∈   olsun. Bu durumda  

1 2

1 2

( , ) ( , ) ( , )
( , ) [( , ) ( , )]
[( , ) ( , )] [( , ) ( , )]

G E Y E H E
Y E H E H E
Y E H E Y E H E

= ∩
= ∩ ∪
= ∩ ∪ ∩



 

  

 

1 1 2 2( , ) , ( , )H E g H E g∈ ∈   olacak şekilde 1,2( , )H E g∈  vardır. 1 1( , ) ( , ) YY E H E g∩ ∈
  ve 

2 2( , ) ( , ) YY E H E g∩ ∈
  olduğundan 1 2 1 ,2[( , ) ( , )] [( , ) ( , )] Y YY E H E Y E H E g∩ ∪ ∩ ∈  

  olur. 

Böylece 1 ,2( , ) Y YG E g∈   elde edilir. Yani 1 ,2 1,2Y Y Yg g=   şeklindedir. 

 

Önerme 3.4.1 1 2( , , , )X g g E   esnek çiftsel ikili genelleştirilmiş topolojik uzay ve Y X⊆

olsun. Eğer 1 2( , , , )X g g E   esnek çiftsel ikili genelleştirilmiş 0T −uzayı ise 

1 2( , , , )Y YY g g E   uzayı da esnek çiftsel ikili genelleştirilmiş 0T −uzayıdır. 

 

İspat: 1 2( , , , )X g g E   esnek çiftsel ikili genelleştirilmiş 0T −uzayı ve 1 2( , , , )Y YY g g E  , 

1 2( , , , )X g g E   uzayının esnek çiftsel ikili genelleştirilmiş altuzayı olsun. 

, ( ) ,Ex y SS Y x yα β α β∈ ≠ . Y X⊆  olduğundan , ( )Ex y SS Xα β ∈  dir. Eğer 1 2( , , , )X g g E   

esnek çiftsel ikili genelleştirilmiş 0T −uzayı olduğundan ( , ), ( , )x F E y F Eα β∈ ∉  ya da 

( , ), ( , )x F E y F Eα β∉ ∈

 olacak şekilde ( , ) ( )EF E SS X∈  vardır. Bu durumda 

( , ) ( , ) ( , )Yx Y E F E F Eα ∈ ∩ =
 , ( , ) ( , ) ( , )Yy Y E F E F Eβ ∉ ∩ =

  ya da 
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( , ) ( , ) ( , )Yx Y E F E F Eα ∉ ∩ =
 , ( , ) ( , ) ( , )Yy Y E F E F Eβ ∈ ∩ =

  olur. 1,2( , )Y
YF E g∈   

olduğundan 1 2( , , , )Y YY g g E   uzayı esnek çiftsel ikili genelleştirilmiş 0T −uzayıdır. 

 

Önerme 3.4.2 1 2( , , , )X g g E   esnek çiftsel ikili genelleştirilmiş topolojik uzay ve Y X⊆

olsun. Eğer 1 2( , , , )X g g E   esnek çiftsel ikili genelleştirilmiş 1T − uzayı ise 

1 2( , , , )Y YY g g E   uzayı da esnek çiftsel ikili genelleştirilmiş 1T − uzayıdır. 

 

İspat: 1 2( , , , )X g g E   esnek çiftsel ikili genelleştirilmiş 1T − uzayı ve 1 2( , , , )Y YY g g E  , 

1 2( , , , )X g g E   uzayının esnek çiftsel ikili genelleştirilmiş alt uzayı olsun. 

, ( ) ,Ex y SS Y x yα β α β∈ ≠ . Y X⊆  olduğundan , ( )Ex y SS Xα β ∈  dir. 1 2( , , , )X g g E   

esnek çiftsel ikili genelleştirilmiş 1T − uzayı olduğundan ( , ), ( , )x F E y F Eα β∈ ∉  ve 

( , ), ( , )x G E y G Eα β∉ ∈

  olacak şekilde ( , ), ( , ) ( )EF E G E SS X∈  vardır. Bu durumda 

( , ) ( , ) ( , )Yx Y E F E F Eα ∈ ∩ =
 , ( , ) ( , ) ( , )Yy Y E F E F Eβ ∉ ∩ =

  ve

( , ) ( , ) ( , )Yx Y E G E G Eα ∉ ∩ =
 , ( , ) ( , ) ( , )Yy Y E G E G Eβ ∈ ∩ =

  bulunur. 

1,2( , ), ( , )Y Y
YF E G E g∈   olduğundan 1 2( , , , )Y YY g g E   uzayı esnek çiftsel ikili 

genelleştirilmiş 1T − uzayıdır. 

 

Önerme 3.4.3  1 2( , , , )X g g E   esnek çiftsel ikili genelleştirilmiş topolojik uzay ve Y X⊆

olsun. Eğer 1 2( , , , )X g g E   esnek çiftsel ikili genelleştirilmiş 2T −uzayı ise 

1 2( , , , )Y YY g g E   uzayı da esnek çiftsel ikili genelleştirilmiş 2T −uzayıdır. 

 

İspat: 1 2( , , , )X g g E   esnek çiftsel ikili genelleştirilmiş 2T −uzayı ve 1 2( , , , )Y YY g g E  , 

1 2( , , , )X g g E   uzayının esnek çiftsel ikili genelleştirilmiş alt uzayı olsun. 

, ( ) ,Ex y SS Y x yα β α β∈ ≠ . Y X⊆  olduğundan , ( )Ex y SS Xα β ∈  dir. 1 2( , , , )X g g E   

esnek çiftsel ikili genelleştirilmiş 2T −uzayı olduğundan ( , ), ( , )x F E y G Eα β∈ ∈   ve 

( , ) ( , ) ( , )F E G E Eφ∩ = 

  olacak şekilde 1,2( , ), ( , )F E G E g∈   vardır. Bu durumda 

( , ) ( , ) ( , )Yx Y E F E F Eα ∈ ∩ =
 , ( , ) ( , ) ( , )Yy Y E G E G Eβ ∈ ∩ =

  ve 
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[( , ) ( , )] [( , ) ( , )] ( , ) [( , ) ( , )] ( , ) ( , ) ( , )Y E F E Y E G E Y E F E G E Y E E Eφ φ∩ ∩ ∩ = ∩ ∩ = ∩ = 

     

 bulunur. 1,2( , ), ( , )Y Y
YF E G E g∈   olduğundan 1 2( , , , )Y YY g g E   uzayı esnek çiftsel ikili 

genelleştirilmiş 2T −uzayıdır.  

 

Önerme 3.4.4  1 2( , , , )X g g E   esnek çiftsel ikili genelleştirilmiş topolojik uzay ve Y X⊆

olsun. Eğer 1 2( , , , )X g g E   esnek çiftsel ikili genelleştirilmiş 3T − uzayı ise 

1 2( , , , )Y YY g g E   uzayı da esnek çiftsel ikili genelleştirilmiş 3T − uzayıdır. 

 

İspat: ( , )y SS Y Eβ ∈  ve ( , )y F Eβ ∉ sağlanacak şekilde ( , )F E , Y üzerinde esnek kapalı 

bir küme olsun. Bu durumda ( , ) (( , ) ( , ))y F E Y E G Eβ ∉ = ∩
  elde edilir. Fakat 

( , )y Y Eβ ∈ , ( , )y G Eβ ∉  dir. 1 2( , , , )X g g E   esnek çiftsel ikili genelleştirilmiş 3T − uzayı 

olduğundan 1 1 2( , ), ( , ) ( , )y G E G E G Eβ ∈ ⊆   ve 1 2( , ) ( , ) ( , )G E G E Eφ∩ = 

  olacak şekilde 

1 2 1,2( , ), ( , )G E G E g∈   vardır. Eğer 1( , ) ( , ) ( , )F E Y E G E= ∩  ve 2 2( , ) ( , ) ( , )F E Y E G E= ∩  

olarak alınırsa 1 1 2( , ), ( , ) ( , ) ( , )y F E F E Y E F Eβ ∈ ⊆ ∩   ve 

1 2 1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )F E F E G E G E Eφ∩ ⊆ ∩ = 

 
  sağlanacak şekilde 1 2 1,2( , ), ( , ) YF E F E g∈   

vardır. Dolayısıyla 1 2( , , , )Y YY g g E   esnek çiftsel ikili genelleştirilmiş 3T − uzayıdır. 

 

Önerme 3.4.5 1 2( , , , )X g g E   esnek çiftsel ikili genelleştirilmiş topolojik uzay ve Y X⊆

olsun. Eğer 1 2( , , , )X g g E   esnek çiftsel ikili genelleştirilmiş 4T −uzayı ise her esnek 

kapalı 1 2( , , , )Y YY g g E   uzayı da esnek çiftsel ikili genelleştirilmiş 4T −uzayıdır.  

 

İspat: 1 2( , , , )X g g E   esnek çiftsel ikili genelleştirilmiş 4T −uzayı ve 1 2( , , , )Y YY g g E   

uzayı 1 2( , , , )X g g E   uzayının esnek kapalı alt uzayı olsun. Ayrıca 1 2( , ), ( , )K E K E  

kümeleri Y  nin esnek kapalı birbirinden farklı alt kümeleri olsun. 

1,21 2( , ), ( , )
Y

cK E K E g∈   olduğundan 1 1( , ) ( , ) ( , )K E Y E F E= ∩  ve 

2 2( , ) ( , ) ( , )K E Y E F E= ∩  sağlanacak şekilde 
1,21 2( , ), ( , ) cF E F E g∈   vardır. Dolayısıyla, 
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1,2
( , ) cY E g∈   ve 

1,21 2( , ), ( , ) cF E F E g∈   olduğundan 
1,21 2( , ) ( , ), ( , ) ( , ) cY E F E Y E F E g∩ ∩ ∈ 


elde edilir.  

1 2( , ), ( , )K E K E  X  üzerinde birbirinden farklı esnek kapalı küme ve 1 2( , , , )X g g E   

esnek çiftsel ikili genelleştirilmiş 4T −uzayıdır. Ayrıca 

1 2( , ) ( , ), ( , ) ( , )K E G E K E H E⊆ ⊆  ve ( , ) ( , ) ( , )G E H E Eφ∩ = 

  olacak şekilde 

1,2( , ), ( , )G E H E g∈   vardır. Dolayısıyla  

1 2( , ) ( , ) ( , ), ( , ) ( , ) ( , )K E Y E G E K E Y E H E⊆ ∩ ⊆ ∩ 
    ve  

(( , ) ( , )) (( , ) ( , )) ( , ) [( , ) ( , )] ( , ) ( , ) ( , )Y E G E Y E H E Y E G E H E Y E E Eφ φ∩ ∩ ∩ = ∩ ∩ = ∩ = 

     

 

sağlanacak şekilde 1,2( , ) ( , ), ( , ) ( , ) YY E G E Y E H E g∃ ∩ ∩ ∈ 
 vardır. Dolayısıyla 

1 2( , , , )Y YY g g E   uzayı da esnek çiftsel ikili genelleştirilmiş 4T −uzayıdır. 
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