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ESNEK IKiLi GENELLESTIRILMIS TOPOLOJIK UZAYLAR
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Damisman: Dog. Dr. Taha Yasin OZTURK

Esnek (soft) kiime teorisi 1999 yilinda Molodtsov tarafindan belirsizlik problemlerini ¢6zmek
i¢in yeni bir yaklasim olarak tanimlanmustir. Bulanik esnek kiime teorisi, sezgisel bulanik esnek
kiime teorisi, neutrosophic esnek kiime teorisi gibi yapilar farkli kiime teorilerinin esnek kiime
teorisi ile olan bir kombinasyonu sonucu ortaya ¢ikmistir. Bu tez ¢alismasinda ise yeni bir yapi
olarak ikili genellestirilmis topolojik uzaylar ile esnek topolojik uzaylar yapisinin bir
kombinasyonu olan esnek ikili genellestirilmis topolojik uzaylar yapisi tanimlanmistir. Esnek
ikili genellestirilmis topolojik uzaylar tizerinde agik kiime, kapali kiime, komsuluk, i¢ islemi,
kapanis islemi ve taban gibi temel topolojik kavramlar incelenmistir. Daha sonra esnek ikili
genellestirilmis  topolojik uzaylar iizerinde esnek genellestirilmis siireklilik, esnek
genellestirilmis agik doniisiim, esnek genellestirilmis kapali doniisiim ve esnek genellestirilmis
homeomorfizma kavramlar1 ¢aligilmistir. Son olarak esnek ikili genellestirilmis topolojik
uzaylar iizerinde esnek ciftsel ayirma aksiyomlar1 sunulmus, ayrica esnek kalitsal 6zellikleri
incelenmistir. Esnek ikili genellestirilmis topolojik uzaylar iizerinde tanimlanan tiim

kavramlarla ilgili 6nemli teoremler verilmis ve ¢aligma farkli 6rneklerle desteklenmistir.
Anahtar Kelimeler: Esnek kiime, esnek topolojik uzaylar, esnek ikili genellestirilmis topolojik
uzaylar, esnek genellestirilmis siireklilik, esnek genellestirilmis acik (kapali) doniisiim, esnek

genellestirilmis homeomorfizm, esnek ¢iftsel ayirma aksiyomlari
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The soft set theory was defined by Molodtsov in 1999 as a new approach to solve uncertainty
problems. Fuzzy soft set theory, intuitionistic fuzzy soft set theory, neutrosophic soft set theory
are the result of a combination of different set theories with soft set theory. In this thesis, as a
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bigeneralized topological spaces and soft topological spaces, is defined. Basic topological
concepts such as open set, closed set, neighborhood, interior, closure and base are examined on
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generalized open mappings, soft generalized closed mapping and soft generalized
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hereditary properties. Important theorems about all concepts defined on soft bigeneralized

topological spaces are given and the study is supported with different examples.
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1. GENEL BiLGILER

1.1 Giris

2002 yilinda Csaszar [1] tarafindan tanimlanan genellestirilmis topoloji kavrami son
yillarda genel topolojideki en Onemli gelismelerden biridir. Csaszar ayrica
genellestirilmis topolojik uzaylar {izerinde komsuluk sistemi, i¢, kapanis ve siireklilik
kavramlarmi da tanimlamistir. Literatiire bakildiginda genellestirilmis agik kiimelerin
a —acik kiimeler [2], f—agik kiimeler [3], yari-agik kiimeler [4] gibi bir¢cok farkli
cesidi calisilmistir.  Genellestirilmis kapali (g-kapali) kiime kavrami Levine [5]
tarafindan tanimlanmistir. Bu kavram kapali kiimelerin sadece dogal bir genellemesi
degildir. Bu nedenle gilinlimiize kadar bir ¢ok arastirmaci tarafindan ¢aligilmistir [6-19].
Kelly [20] ise ikili topolojik uzay kavramini tanmimlamistir. Bu uzaylar iki keyfi
topolojik uzayin bir araya gelmesi ile olusturulmustur. Daha sonra Fukutake [21] ikili
topolojik uzaylar {izerinde genellestirilmis kapali kiimeleri incelemistir. Ikili
genellestirilmis topolojik uzaylar ise Boonpok [22] tarafindan 2010 yilinda
tanimlanmistir. Ikili genellestirilmis topolojik uzaylarin tanimlanmasindan sonra
matematikciler bu konuya yogun ilgi gostermisler dolayisiyla birgok farkli calisma

ortaya ¢ikmistir [23-27].

Gergek diinya, dogrudan anlasilmak agisindan oldukca karmasik bir yapiya sahiptir.
Diinyadaki bazi problemlerin anlagilmasin1 kolaylastirmak i¢in ¢esitli klasik
matematiksel modeller ortaya ¢ikmistir. Malesef bu matematiksel modeller oldukga
karmasiktir ve kesin ¢oziim iiretememektedir. Ozellikle miihendislik, fizik, bilgisayar
bilimleri, ekonomi, sosyal bilimler, tip bilimleri ve diger birgok farkli alandaki
problemleri modellerken verilerin belirsizligi klasik matematiksel metodlar1 kullanmay1
basarisiz kilmaktadir. Bunlar; dogal g¢evre olaylarinin belirsizlikleri, gergcek diinya
hakkindaki insan bilgisinin veya nesneleri Olgmek icin kullanilan araglarin
siirlamalarindan kaynaklanabilir. Ornegin, eyaletler arasindaki ya da kentsel ve kirsal
alanlar arasindaki belirsizlik, bir iilkenin kirsal alanindaki niifusun tam biiylime orani
veya veri tabani bilgilerini kullanarak makine tabanli bir ortamda karar verme

problemlerinde klasik matematiksel yontemleri malesef yeterli olamayabilmektedir.



Karar verme problemleri i¢in bir¢ok teori one siiriilmiistiir. Bunlardan bazilar1 bulanik
(fuzzy) kiimeler teorisi, sezgisel bulanik (intuitionistic fuzzy) kiimeler teorisi, vague

kiime teorisi, aralik degerli kiime teorisi ve kaba kiimeler teorisidir.

1965 yilinda Zadeh [28] tarafindan tanimlanan fuzzy (bulanik) kiime teorisi son
zamanlardaki en {inlii teorilerden biridir. Zadeh, ger¢cek yasam durumlarinin ve fiziksel
problemlerin ¢ogunda, klasik kiime teorisinin ve bu tiir kiime teorisine dayanan olagan
matematiksel teorilerinin bize istenen bilgileri ve ¢ikarimlari vermedigi 6nemli miktarda
belirsizligin oldugunu goézlemlemistir. Fuzzy kiime teorisi matematikte biliyliik bir
paradigmatik degisiklik getirmistir, fakat bu teorinin de kendi dogasinda bazi yapisal
zorluklar1 vardir. Fuzzy kiime yapisi iiyelik fonksiyonu yardimiyla tanimlanmaktadir.
Molodtsov’a gore iiyelik fonksiyonu olusturulmasinin ¢ok fazla bireysel olmasindan

dolay1, herbir durum i¢in bir {iyelik fonksiyonu olusturulmasi zorluguyla karsilasilir.

1999 yilinda Molodtsov [29] daha islevsel oldugunu diisiindiigii esnek (soft) kiime
teorisini tanimlamistir. Bu teori karar verme ve belirsizlik iceren problemlerin ¢éziimii
icin nispeten yeni bir yaklagimdir. Esnek kiime teorisinin temel 6zelligi, fuzzy kiime,
aralik degerli fuzzy kiime ve diger teorilerdeki zorluklardan arinmis olmasidir. Esnek
kiime teorisi kisa zamanda arastirmacilar arasinda popiiler olmustur ve bu teori ile ilgili
her y1l ¢ok sayida bilimsel ¢alisma yapilmaktadir [30-42].

Maji ve ark. [43, 40], karar verme problemlerinde optimum se¢im nesnelerini korumak
icin parametrelerin indirgenmesine dayanan esnek kiimelerin bir uygulamasin
sunmuslardir. Chen [44] esnek kiimelerin parametreye indirgenmesinin yeni bir
tanimini ve ¢esitli uygulamalarini arastirmistir. Pei ve Miao [45] esnek kiimelerin 6zel
bir bilgi sistemi sinifi oldugunu gostermislerdir. Kong ve ark. [46] esnek kiimelerin
normal parametreye indirgemesini ve algoritmasini tanitmislardir. Zou ve Xiao [47]
esnek veri analiz yaklagimini tartismiglardir. Esnek kiime teorisinin cebirsel yapisini ise

Aktas ve Cagman [48] tanimlamistir.

Esnek kiimelerin topolojik yapisi Shabir ve Naz [49] tarafindan tanimlanmistir. Ayrica

esnek topolojik uzaylar iizerinde esnek acik kiime, esnek kapali kiime, esnek ig, esnek



kapanis, esnek komsuluk sistemi ve esnek ayirma aksiyomlarini incelemislerdir. Daha
sonra Hussain ve Ahmad [50] bir noktanin esnek kiimeye gore konumunu, Nazmul ve
Samanta [51] esnek komsuluk sistemlerini, Peyghan ve ark. [52] esnek baglantililik,
Kharal ve Ahmad [53] esnek doniisiim sistemlerini, Zorlutuna ve ark. [54] esnek
stireklilik ve esnek dizileri, Das ve Samanta [55] esnek carpim uzaylarini, Sahin ve
Kiiciik [56] esnek siizgegleri ¢aligmiglardir. Tiim bu ¢aligmalar gibi esnek topoloji ile

ilgili bir¢ok basarili calisma yapilmis ve yapilmaya devam etmektedir.

Jyothis ve Sunil [57] esnek genellestirilmis topolojik uzaylar kavramim
tanimlamiglardir. Ayrica esnek genellestirilmis topolojik uzaylar {lizerinde esnek ig,
esnek kapanis, esnek sinir, esnek komsuluk, esnek taban, esnek limit noktasi, esnek
siireklilik ve esnek fonksiyonlar gibi kavramlari incelemislerdir. Daha sonraki
calismalarinda esnek genellestirilmis topolojik uzaylar tizerinde kompaktlik, esnek

ayirma aksiyomlar1 kavramlar ¢alismiglardir [58, 59].

Esnek ikili topolojik uzaylar kavrami 2014 yilinda Ittanagi [60] tarafindan
tanimlanmistir. Ittanagi ayni ¢aligmasinda esnek ikili topolojik uzaylarda bazi ayirma
aksiyomlarini da tanimlamistir. Daha sonra esnek ikili topolojik uzaylar iizerinde Kandil
ve ark. [61] esnek ciftsel acik (kapali) kiimeleri, Oztiirk ve Aras [62] esnek ciftsel

stirekliligi, Mahmood [63] esnek zayif ayirma aksiyomlarini ¢calismislardir.

Bu tez caligmasinin amaci melez bir yap: olan esnek ikili genellestirilmis topolojik

uzaylar1 tanimlayarak bu uzaymn 6nemli 6zelliklerini sunmaktir.

Bu calisma {i¢ ana boliimden olusmaktadir. Genel Bilgiler bashgi altinda giris ve
kuramsal temeller verilmistir. Kuramsal temeller bdliimiinde ihtiya¢ duyulan bazi temel
topolojik tanimlarla birlikle genellestirilmis ve ikili genellestirilmis uzaylar kavrami

sunulmustur.

Ikinci boliim olan Materyal ve Yoéntem bdliimiinde esnek kiime, esnek topolojik
uzaylar, esnek ayirma aksiyomlari, esnek genellestirilmis topolojik uzaylar

kavramlarina yer verilerek temel 6zellikleri sunulmustur.



Uciincii ve son boliim olan Bulgular boliimii tez calismasmin asil  kismini
olusturmaktadir. Bu bdéliimde ilk olarak esnek ikili genellestirilmis topolojik uzaylar
tanimlanmistir. Daha sonra bu uzay iizerinde esnek acik kiime, esnek kapali kiime,
esnek kapanis, esnek i¢, esnek komsuluk, esnek taban gibi temel kavramlar ve
ozellikleri sunulmustur. Ayrica esnek ikili genellestirilmis topolojik uzaylar tizerinde
esnek genellestirilmis stireklilik, esnek genellestirilmis agik (kapali) doniisiim, esnek
genellestirilmis homeomorfizma kavramlar1 tanimlanmis ve Onemli teoremlere ek
olarak cesitli drneklere yer verilmistir. Son olarak esnek ikili genellestirilmis topolojik
uzaylar lizerinde esnek ciftsel ayirma aksiyomlari tanimlanmis ve esnek kalitsal

Ozellikleri sunulmustur.

1.2 Kuramsal Temeller

1.2.1 Topolojik Temel Kavramlar
Bu boliimde ihtiyag duyulan bazi temel topolojik tanim ve teoremlere yer verilmistir.

Tanim 1.2.1.1 [64] X bos olmayan bir kiime ve 7, X kiimesinin bazi alt kiimelerinin

bir ailesi yani 7 < P(X) olsun. Eger 7 ailesi

1. O, Xer,
2. A4,4,,..,A4 €t oldugunda A=4 "4,N..N4 er,

3. Herhangi bir A kiimesi ve her bir & € A i¢in 4, € 7 olmak lizere U A, et

ael

kosullarini gergekliyor ise 7 ailesine X kiimesi lizerinde bir topoloji (topolojik yapi),
(X,7) ikilisine topolojik uzay, X kiimesinin herbir elemanina bu topolojik uzayin

elemant (noktasi) ve T nun her bir elemanina ise 7 topolojisine gore a¢ik kiime denir.



Tanim 1.2.1.2 [64] X bos olmayan bir kiime olmak {izere,
l. 7,={J,X} ailesi X {zerinde bir topolojik yapidir. Bu topolojik uzaya
indiskret (ayrik olmayan) topolojik uzay, 7z, topolojisine de indiskret (ayrik

olmayan) topoloji denir.

2. 1, =P(X) ailesi X Tlzerinde bir topolojik yapidir. Bu topolojik uzaya diskret

(ayrik) topolojik uzay, 7, topolojisine de diskret (ayrik) topoloji denir.

Tanim 1.2.1.3 [64] K < (X,7) olsun. Eger X \K e ise K kiimesine 7 topolojisine

gore kapali kiime denir.

Teorem 1.2.1.1 [65] (X, 7) topolojik uzayinda K ={K} _, kapali kiimeler ailesi olsun.

Bu aile asagidaki 6zelliklere sahiptir:
1. &, X kapali kiimedir,
2. Eger K, ,...,K, kapali kiimeler ise UBa,- kapalidir,
i=1

kapal1 kiimeler ailesi i¢in ﬂ K kiimesi

ael'

3. Her A'c A indis kiimesi ve {K_}

ael'

kapalidir.

Tanim 1.2.1.4 [64] (X,7) bir topolojik uzay ve & #Y < X olsun.
r, ={UcY:bellibir V et igin U=V NY}
bi¢iminde tanimlanan 7, ailesine alt uzay topolojisi, (Y,r,) topolojik uzayma ise

(X, 7) topolojik uzayinin bir fopolojik alt uzay: denir.

Teorem 1.2.1.2 [65] (X,7) bir topolojik uzay ¥ — X bir alt uzay olsun.

l. M cY kimesi (Y,7,) de kapalidir< M =Y N A4 olacak sekilde kapali 4 c X

vardir.

2. Eger c/(M, ) kimesi M nin Y alt uzayinda kapansi ise c/(M, )=cl(M)NY

dir.



Tanim 1.2.1.5[64] A< (X,7) olsun.

1. aeA i¢in aeUc A olacak sekilde bir Uer var ise a noktasina A4

kiimesinin bir i¢ noktas: denir. A kiimesinin tiim i¢ noktalar1 kiimesine A
kiimesinin i¢i denir ve int(A) veya A ile gosterilir.
2. A kiimesini kapsayan kapali kiimelerin en dar olanina A kiimesinin kapanisi

denir ve bu kiime c/(4) veya A ile gosterilir.

Teorem 1.2.1.3 [65] (X,7) bir topolojik uzay, 4, B — X iki kiime olsun.

1. intA kiimesi A ya ait olan en biiyiik ac¢ik kiimedir,
A aciktir< A =intA dir,
intA=X\cl(X\A),

2

3

4. intX =X,
5. int(intA) =intA,
6

int(AN B)=intANintB.

Teorem 1.2.1.4 [65] (X,7) bir topolojik uzay, 4, B < X iki kiime olsun.

1. cl(A) kapali bir kiimedir.
2. cl(A) kapahdir & A =cl(4)

3. Accl(4)
4. (@)=

5. cl(AUB)=cl(A)Ucl(B)
6. cl(cl(A)) = cl(A)

7. Ac B= cl(4)c cl(B)

Tanim 1.2.1.6 [64] (X, 7) bir topolojik uzay ve B < 7 olsun. Eger her bir U € 7 kiimesi
B ailesinin bazi elemanlariin birlesimi ise B ailesine 7 topolojisi i¢in bir tabandir
denir. B ailesinin elemanlarina temel agik kiimeler ve bu durumda 7 topolojisine B ile

tiretilmis topoloji denir.



Teorem 1.2.1.5 [65] (X, 7) bir topolojik uzay ve B < r olsun.

1. B ailesi 7 nun tabamidir<< VG et ve Vxe G i¢in x € B, c G olacak sekilde
B, € B bulunabilir.
2. B={B},, ailesi 7 nun bir tabani ise her B,,B, €B ve her xe B, N B, i¢in

iel

x€ B, < B NB, kosulunusaglayan B, € B vardur.

Tanim 1.2.1.7 [64] x € (X,7) olsun. Eger
xeU cA4
olacak sekilde bir U_er varise 4 kiimesine x noktasinin bir komsulugu, 6zel olarak,

A agik kiime ise 4 kiimesine x noktasinin acik bir komsulugu denir. x noktasinin tim

komsuluklar ailesini N(x) ile gosterelim.

Teorem 1.2.1.6 [65] (X,7) bir topolojik uzay, 4 — X bir alt kiime olsun.

A agiktir< Vx € 4 i¢in 4 kiimesi x noktasinin bir komsulugudur.

Teorem 1.2.1.7 [64] (X,7) bir topolojik uzay ve N(x), x € X noktasinin komsuluklar

ailesi olsun. Bu durumda asagidaki 6zellikler saglanir.

1. Her Ae N(x) igin x € A4,
2. AeN(x) ve Ac B ise Be N(x),

3. A4,4,,..,4,€N(x)ise N=(N, e N(x),

i=1
4. Her AeN(x) igin Uc A ve her yeU igin Ae N(y) olacak sekilde bir
U € N(x) vardir.

Tanim 1.2.1.8 [65] (X,7), (Y,7") iki topolojik uzay, f: X — Y bir fonksiyon ve

x, € X olsun.



1. Eger y, = f(x,) noktasimn her V, komsulugu i¢in f(U, )<V, olacak sekilde
x, noktasinin en az bir U, komsulugu varsa f* fonksiyonuna x, noktasinda

stireklidir denir.

2. Eger f fonksiyonu her x € X noktasinda siirekli ise f fonksiyonuna X de

stireklidir denir.

Teorem 1.2.1.8 [65] (X,7), (Y,7") iki topolojik uzay, f: X — Y bir fonksiyon olsun.

Asagidaki ifadeler denktir;
1. f:X —Y fonksiyonu siireklidir,

2. Her Ver'igin f7'(V)er dur,

3. Y dekapali her K kiimesi i¢in f~'(K) kiimesi X de kapalidir,
4. Her Ac X i¢in f(cl(A))ccl(f(A))

5. Her BcY icin cl(f(B)) < f ' (cl(B))

6. Her BcY icin f'(IntB) < Intf ' (B) dir.

Tanim 1.2.1.9 [64] (X,7), (Y,7") iki topolojik uzay, f:X — Y bir fonksiyon olsun.
Eger her bir U et icin f(U)er' ise f fonksiyonuna ag¢ik fonksiyon, herbir K — X
kapali kiimesi i¢in f(K) < Y kapaliise f fonksiyonuna kapali fonksiyon denir.

Teorem 1.2.1.9 [65] (X,7), (Y,7") iki topolojik uzay, f: X — Y bir fonksiyon olsun.

1. f agiktirs Her U < X i¢in f(IntU) < Intf (U),
2. f kapalidir<< Her K < X icin cl(f(K)) < f(cl(B)).

Tanim 1.2.1.10 [64] (X,7), (Y,7") iki topolojik uzay, f:X — Y bir fonksiyon olsun.

Eger f fonksiyonu birebir, drten, f ve f~' fonksiyonlar: siirekli ise f fonksiyonuna
homeomorfizm ( topolojik es yapir doéniigiimii) denir. Bu durumda (X,7) ve (Y,7')

topolojik uzaylarina da homeomorf ( topolojik es yapili) uzaylar denir.



Teorem 1.2.1.10 [65] (X,7), (Y,z") iki topolojik uzay, f:X — Y birebir, orten bir
fonksiyon olsun. Asagidaki ifadeler birbirine denktir.

1. f homeomorfizmadir,
2. f siirekli ve kapalidur,

3. f stirekli ve agiktir.

Tanim 1.2.1.11 [64] a # b 6zelligindeki her a,b e (X,7) icin

acV,bgV veyaagV,beV
olacak bigimde bir V' er varsa (X,r) topolojik uzayma 7 —uzay:, bu durumda 7

topolojisine T —topolojisi denir.

Teorem 1.2.1.11 [64] (X,7), I, —uzayidir< Farkli her x,ye X icin c/{x}# cl/{y}

dir.

Tanim 1.2.1.12 [64] a # b 6zelligindeki her a,b € (X,7) i¢in
aeV,begV veagU,becU
olacak bigimde V,U er varsa (X,r) topolojik uzayma 7, —uzay:, bu durumda 7

topolojisine de 7, — fopolojisi denir.

Teorem 1.2.1.12 [64] (X,7), T, —uzayidir<> Her x € X icin {x} kapalidir.

Tanim 1.2.1.13 [64] a # b 6zelligindeki her a,b € (X,7) icin

acV,beU ve VU=
olacak bicimde V,U et varsa (X,7) uzayma T, —uzay: (Hausdorff uzay:), bu durumda

t topolojisine de 7, — (Hausdorff) topolojisi denir.

Tanim 1.2.1.14 [65] (X, 7) bir 7, —uzayi olsun.

1. Eger her kapali 4 — X kiimesi ve x ¢ A noktasi i¢in
xeU, AcV,UnV =37



saglanacak sekilde U,V ez varsa (X,7) uzayma T, —uzay: denir.
2. Eger her kapali, ayrik 4, B < X kiimeleri i¢in
AcU,BcV veUNnV =0

saglanacak sekilde U,V ez varsa (X,7) uzayma T, —uzay: denir.

1.2.2 Genellestirilmis ve Ikili Genellestirilmis Topolojik Uzaylar

Tanim 1.2.2.1 [1, 66] X evrensel bir kiime, J bostan farkli herhangi bir indis kiimesi
ve g < P(X) olsun. Eger
1. Deg,

2. VjeJ i¢in G, € g iken UGj eEg

jeJ
kosullar1 saglanirsa g ailesine X kiimesi {lizerinde bir genellestirilmis topoloji ve
(X,g) ikilisine de bir genellestirilmis topolojik uzay denir. g topolojisinin her
elemanina g —agik kiime denir. Eger X'\ 4 € g olacak sekilde 4 — X kiimesi varsa bu

A kiimesine g — kapali kiime denir.

Tanim 1.2.2.2 [1, 66] Eger g ailesi Tanim 1.2.2.1 deki (1) ve (2) kosullarina ek olarak
X € g kosulunu da saglhiyorsa g ailesine X kiimesi tlizerinde kuvvetli genellestirilmis

topoloji, (X, g) ikilisine de kuvvetli genellestirilmis topolojik uzay denir.

Tanim 1.2.2.3 [1, 66] (X,g) bir genellestirilmis topolojik uzay ve Ac X icin A4

kiimesinin genellestirilmis i¢ int,(A) ve kapams cl,(A) islemleri,
int, (A)=U{Gc X:GegveGc 4|

cl(A)=N{GcX:X\Gegvedc G|
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ile tanimlanir. Bu tanimdan 4 — X alt kiimesinin icerdigi en biiyik g—a¢ik kiimenin
int,(A) ve Ac X alt kimesini igeren en kiigiik g —kapali kiimenin ¢/, (4) oldugu

kolayca elde edilir.

Lemma 1.2.2.1 [66, 67] (X,g) bir genellestirilmis topolojik uzay ve ¥ < X alt kiimesi

icin f:Y > X fonksiyonu her x €V i¢in f(x)=x seklinde tanimlansin. Bu durumda
g, = { f(4):4e g} ={ANY:Aeg} ailesi Y kiimesi iizerinde bir genellestirilmis

topoloji olusturur.

Tanim.1.2.2.4 [66, 67] Lemma 1.2.2.1°de verilen (Y,g,) genellestirilmis topolojik

uzayma (X, g) genellestirilmis topolojik uzayinin alt uzay: denir.

Lemma 1.2.2.2 [66, 67] X bostan farkl bir kiime, f < P(X) ailesi i¢in
g={@u{Up":p'c B}

olarak tanimlanan g — P(X) ailesi, X kiimesi iizerinde bir genellestirilmis topolojidir.

Tanim 1.2.2.5 [66, 67] X bostan farkli bir kiime olmak {lizere X iizerinde bir g
genellestirilmis topolojisi Lemma 1.2.2.2 deki sekilde bir f < P(X) ailesi tarafindan

elde ediliyor ise,  ya g genellestirilmis topolojisinin bir tabani denir.

Tanim 1.2.2.6 [22] X bostan farkl bir kiime, g, ve g, X iizerinde iki genellestirilmis
topoloji olsun. (X, g,,g,) Uglisiine ikili genellestirilmis topolojik uzay denir.
(X,g,,g,) ikili genellestirilmis topolojik uzay ve 4 < X olsun. A4 kiimesinin kapanis

ve i¢i sirasiyla cf, (A) ve int, (A4) ile gosterilir.

Tanim 1.2.2.7 [22] (X,g,,g,) ikili genellestirilmis topolojik uzay ve 4 < X olsun.
Eger Clglz(dg]z(A))zA ise 4 kiimesine g, —kapali kiime denir. Eger A° kiimesi

g, —kapali kiime ise 4 kiimesine g, , — ag¢ik kiime denir.
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Ornek 12.2.1 [22] X ={a,b,c,d} ve g ={D{a,b}} ve g,={D,{a,b}} ise X
lizerinde iki genellestirilmis topoloji olsun. Bu durumda {c,d} kiimesi g, —kapali bir

kiimedir.

Onerme 1.2.2.1 [22] (X,g,,g,) ikili genellestirilmis topolojik uzay ve 4 c X olsun.

A kiimesi g, —kapali bir kiimedir ancak ve ancak A kiimesi hem g, —kapali hem de

g, —kapahdir.

Onerme 1.2.2.2 [22] (X, g,,g,) ikili genellestirilmis topolojik uzay ve 4,8 X olsun.

Eger 4 ve B kiimeleri g, —kapaliise 4B kiimesi de g, , —kapalidir.

Uyari 1.2.2.1 1ki g, —kapali kiimenin birlesimi g, , —kapali bir kiime olmayabilir. Bu

durum asagidaki 6rnekle gosterilmistir.

Omek 1222 X={ab,cd} ve g ={Blacd}{bcd}, X} ve

g, ={9,{a,c,d},{b,c,d}, X} ise X lizerinde iki genellestirilmis topoloji olsun. Bu
durumda {a} ve {b} kiimeleri g,,—kapal kiimelerdir fakat {a}uU {b} = {a,b} kiimesi

g, —kapal1 bir kiime degildir.

Onerme 1.2.2.3 [22] (X,g,,g,) ikili genellestirilmis topolojik uzay ve 4 c X olsun.

A kiimesi g, , —agik bir kimedir ancak ve ancak 4 =, (int, (4)) dir.

Onerme 1.2.2.4 [22] (X,g,,g,) ikili genellestirilmis topolojik uzay ve 4,Bc X

olsun. Eger 4 ve B kumeleri g, —acik kiimeler ise 4U B kiimesi de g,, —agik bir

kiimedir.
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Uyari 1.2.2.2 [22] iki g,, —agik kiimenin arakesiti g, —agik kiime olmayabilir. Bu

durum asagidaki 6rnekle gosterilmistir.

Omek  1.2.2.3 X ={a,b,c,d} ve g, ={D.{a,b},{b,c} {a,b,c}} ve
g, ={9,{a,b},{b,c} {a,b,c}} ise X lizerinde iki genellestirilmis topoloji olsun. Bu
durumda {a,b} ve {b,c} kiimeleri g, —kapal kiimelerdir fakat {a,b} " {b,c}={b}

kiimesi g, , —agik kiime degildir.
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2. MATERYAL VE YONTEM

2.1 Esnek Kiimeler

X evrensel bir kiime, E parametreler kiimesi ve X in kuvvet kiimesi P(X) olsun.

Tanim 2.1.1 [29] F:E— P(X) bir doniistim olsun ve

(F,E)= {(e,F (e)):ecE, F:E— P(X )} seklinde tanimlansin. Bu durumda (F,E)

ikilisine X tizerinde bir esnek kiime denir.

E parametresine gore X lizerinde tanimlanan tiim esnek kiimelerin ailesi SS(X),

seklinde gosterilir.
Molodtsov esnek kiimeyi agagidaki sekilde drneklendirmistir [29].

Ornek 2.1.1 X kiimesi 6grencilerin kiimesi, E kiimesi de parametrelerin kiimesi olsun.

(F,FE) esnek kiimesi A4 kisisinin segecegi 6grencilerin 6zelliklerini tarif eden bir kiime.
X = {sl,sz,s3,s4,s5,s6} ogrencilerin kiimesi olsun. E = {el,ez,e3,e4,es,eé} kiimesinin
parametrelerini su sekilde tanimlayalim; e —ela gozlii, e, —siyah gozlii, e, —esmer,
e, —sarisin, e; —uzun, e, —kisa.

F(e ) kiimesi e, parametrelerini saglayan 6grencilerin kiimesidir. Burada,

F(e)= {51953}7 F(e,)= {SZ,S4,S5}, F(e) = {S3,S4}, F(e)= {SS}, F(e) = {51755336}9
F(e))= {sz,s3,s4} seklinde tanimlayalim. Dolayisiyla (F, E) esnek kiimesi

(ela gozli, {s1 )83 }), (siyah gozli, {s2 28,585 }), (esmer, {s3 ), })}

(sarisin, {ss}),(uzun,{sl,ss,sé}),(klsa,{sz,s3,s4})

(F,E)={

seklinde yazilabilir.

Tamm 2.1.2 [49] (F,E), (G,E) € SS(X), olsun. Iki esnek kiimenin farki Ve € E igin
H(e)=F(e)\G(e) seklinde tanimlanir ve (H,E)=(F,E)\(G,E) seklinde gosterilir.
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Tanim 2.1.3 [40] (F, 4),(G,B) e SS(X), ve A,B c E olsun. Eger
1. AcB,
2. Her ee E icin, F(e) < G(e) dir
kosullar1 saglanirsa (F, A) esnek kiimesi (G, B) esnek kiimesinin esnek alt kiimesidir

denir ve (F, A) £ (G, B) ile gosterilir.

Tanim 2.1.4 [40] (F,E),(G,E) e SS(X), olsun. Eger (F,E) kiimesi (G,E) nin esnek
alt kiimesi ve (G, E) kiimesi de (F,E) nin esnek alt kiimesi ise (F,E) esnek kiimesi

(G, E) esnek kiimesine esnek egittir denir.

Ornek 2.1.2 [40] E, ={e,.e;,e;} ©E ve E,={e,e, e, e Eolsun. E cE, oldugu
agiktir. X ={h,h,,h;,h,,hs,h} evrensel bir kiime ve (F,E,), (G,E,) bu evrensel kiime

tizerinde iki esnek kiime olsun ve asagidaki sekilde tanimlansin.

(F.E)== {(el’{hvh4})°(63’{h39h4’h5})’(85’{h1})}’
(G, Ey) =={(e{ st} )s(€rs (oI} ). (€5 (s o B} ) (e ()}

Dolayisiyla (F,E,) £(G,E,) dir.

Tanim 2.1.5 [40] E ={e,,e,,...,e,} parametrelerin kiimesi olsun. £ nin degili kiimesi
—E 1ile gosterilir ve —E ={—e,—e,,...,—e,} seklinde tammlanir. Burada —e,, e,

olmayan anlamina gelir.

Ornek 2.1.3 [40] Ornek 2.1.1° i dikkate alalim.
Burada

—FE = {ela gozlli olmayan, siyah gozlii olmayan, esmer olmayan, sarisin olmayan,

uzun olmayan, kisa olmayan}

seklindedir.
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Tanim 2.1.6 [40] (F,E) € SS(X),olsun. (F,E) kiimesinin esnek tiimleyeni (F,E)" ile
gosterilir ve (F,E)" =(F°,E) seklinde tanimlanir. Burada F°:E — P(X) donilisiimi
VaeE i¢in F'(a)= X/ F(a) ile verilen bir donilistimdiir. ((F,E))" =(F,E) oldugu

agiktir.

Tanim 2.1.7 [40](F, E) € SS(X), bir esnek kiime olsun.
l. VeeE i¢cin F(e)=¢ ise (F,E) esnek kiimesine bos esnek kiime denir ve
(4, E) yada kisaca ¢ ile gosterilir.
2. VeeFL i¢in F(e)=X ise (F,E) esnek kiimesine mutlak esnek kiime denir ve
(X,E) yada kisaca X gosterilir.

Aciktir ki, (4,E)° = (X,E) ve (X,E)° =(¢4,E) dir.

Ornek 2.1.4 [40] Farz edelim ki X evlerin kiimesi E ise parametrelerin bir kiimesi

olsun. X ve E kiimelerini agsagidaki sekilde tanimlayalim.
X :{hl’h29h3’h4’h5}

E ={tugla, tas, toprak, elik}
(F, E) esnek kiimesi “ev ingaat1” n1 ifade etmektedir. Dolayisiyla;
F(tugla): Tugla ile yapilan ev insaati,
F(tag) : Tas ile yapilan ev insaati,
F (toprak): Toprak ile yapilan ev insaati,
F(gelik) : Celik ile yapilan ev insaat1
anlamina gelir. (F, E) esnek kiimesini asagidaki sekilde tanimlayalim.

(F.E)= {Tugla ile yapilan ev insaat1 = ¢, Tas ile yapilan ev ingaat1 = ¢, }

Toprak ile yapilan ev insaat1 = ¢, Celik ile yapilan ev insaat1 = ¢

Dolayisiyla (F, E) esnek kiimesi bos esnek kiimedir.

Ornek 2.1.5 [40] Farz edelim ki X evlerin kiimesi E ise parametrelerin bir kiimesi

olsun. X ve E kiimelerini asagidaki sekilde tanimlayalim.

X:{hl»hzvhzahuhs}
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E= {tugla olmayan, tag olmayan, toprak olmayan, ¢elik olmayan}
(G, E) esnek kiimesi “ev ingaat1” n1 ifade etmektedir. Dolayisiyla;
G(tugla olmayan): Tugla ile yapilmayan ev insaati,
G(tas olmayan) : Tas ile yapilmayan ev insaati,
G(toprak olmayan): Toprak ile yapilmayan ev insaati,
G(¢celik olmayan) : Celik ile yapilmayan ev ingaati
anlamina gelir. (G, E) esnek kiimesini asagidaki sekilde tanimlayalim.

Tugla ile yapilmayan ev insaati = {h, h,, h,, h,, hs},

(G.E) Tas ile yapilmayan ev insaati = {h, h,, h,, h,, hs},
T Toprak ile yapilmayan ev insaati = {h, h,, h;, h,, hs},

Celik ile yapilmayan ev insaati = {h,, h,, by, h,, s}

Dolayistyla (G, E) esnek kiimesi mutlak esnek kiimedir.

Tanim 2.1.8 [40] (F,E),(G,E)e SS(X), olsun. (F,E) ve (G,E) kiimelerinin esnek
birlesim kiimesi olan (H, E) kiimesi agagidaki sekilde tanimlanir. Her e € E igin

F(e) , eecA-B
H(e)=1G(e) , eeB-4
Fe)uG(e) , eeANB

seklindedir ve (F,E)O(G,E)=(H,E) ile gosterilir.

Tanim 2.1.9 [40] VeeE i¢in M(e)=F(e)nG(e) olacak sekilde (M,E) esnek
kiimesine, (F,E)ve (G,E) esnek kiimelerinin esnek kesisimi denir ve (F,E) (G, E)

seklinde gosterilir.

Teorem 2.1.1 [40] (F,E),(G,E) e SS(X), olsun. Asagidaki ifadeler saglanir.
l. (F,E)O(F,E)=(F,E),
2. (F,EYA(F,E)=(F,E),
3. (F,E)U(4,E)=(F,E),

4. (F,E)A($,E)=(9,E),
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5. (F,E)O(X,E)=(X,E),

6. (F,E)A(X,E)=(F.E).

Teorem 2.1.2 [40] (F,E),(G,E) e SS(X), olsun. Asagidaki ifadeler saglanir.
1) [(F,E)J(G,E)| =(F,E) A(G,E)".

2) [(F.E)A(G,E)| =(F,E) U(G,E)".

Tanim 2.1.10 [54] I keyfi bir indis kiimesi ve L={(F,,E):i e} ailesi SS(X), nin bir
alt ailesi olsun.

1) Veck icin H(e)=| JF(e) olmak iizere O(E,E) - (H,E).

iel icl

2) Veck igin M(e)=(F(e) olmak iizere ﬁ(E,E) =(M,E).

iel iel

Onerme 2.1.1 [39]  keyfi bir indis kiimesi ve {(F},E):iel} < SS(X), olsun.
1) Viel igin (F,E) EU{(F,E):Viel}.

2) Viel igin N{(F,E):Viel} & (F,E).
3) [U{(E,E):Vie]}]c:ﬁ{(E,E)":‘v’ieI}.

4) [ﬁ{(F,.,E):vz'e[}]c =0{(F, By :viell.

Tamim 2.1.11 [35] (F,E) € SS(X), olsun. Eger ec E i¢in F(e)={x} ve ¢' € E/{e}
icin F(e')=¢ ise (F,E) esnek kiimesine esnek nokta denir ve (x,,E) yada kisaca x,

ile gosterilir.

Tanim 2.1.12 [35] (x,,E) ve (y,,E) iki esnek nokta olsun. x# y veya e# e’ kosulu

saglanir ise bu noktalara farkli esnek noktalar denir.
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Tanim 2.1.13 [68] Eger x,(e) = G(e) yani {x} c G(e) ise (x,,E) esnek noktast (G, E)

esnek kiimesinin elemanidir ve (x,,E) € (G, E) ile gosterilir.

Onerme 2.1.2 [68](G, E) € SS(X), esnek kiimesi kendi esnek noktalarinin birlesimidir

yani (G, E)=U{(x,,E): (x,,E) & (G, E)} dir.

Onerme 2.1.3 [68] (G,E), (H,E) e SS(X), olsun.
1) (x,,E) E(G,E) < (x,,E) &(G,E).
2) (x,,E) E(G,E) 0 (H,E) < (x,,E) €(G,E) yada (x,,E) &(H,E).
3) (x,,E)&(G,E)A (H,E) < (x,,E) &(G,E) ve (x,,E) E(H,E).

4) (G,E)S(H,E)©e (x,,E)E(G,E)= (x,,E)E(H,E).

Tanim 2.1.11 [53] SS(X),, SS(Y), esnek kiime aileleri verilsin. u: X =Y ve
v:E — E' déniisiimleri tanimlansin. (F,E), X tizerinde esnek kiime ve (f(F,E),B),
B=v(E)Z E', Y lizerinde esnek kiime olsun. f:SS(X), — SS(Y), esnek doniisiimii
asagidaki sekilde tanimlanir:

(F,E) € 8§(X),, esnek kiimesinin goriintiisii VS € E' igin,

F , -1 E+Q
S(FENP) = “{L(Jﬁ) (a)J vIBINE=

% ,  aksi taktirde

Tanim 2.1.12 [53] f:88(X), > SS(Y), esnek bir doniisim ve (G,E')eSSY),.
olsun. u: X =Y ve v:E — E' déniisiimleri tanimlansin. Bu durumda (f'(G,E"),E),
E=v'(E"), X liizerinde esnek bir kiimedir ve (G,E') nin esnek ters goriintiisii
asagidaki sekilde tanimlanir.

a € E igin

u (G(V(a))) , Vv a)eE'

/(G E) (@) :{ %) ,  aksi taktirde
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Ornek 2.1.6 [53] X:{a,b,c}, Y:{x,y,z}, E:{el,ez,e3,e4}, E':{ell,e'z,e;} olsun.
u:X ->Yve v:E— E' doniisiimleri asagidaki sekilde tanimlansin.
u(a)=y, u(b)=z, u(c)=y
ve)=e;, v(e,)=e;, v(e)=e,, Ve,)=¢,

Sirastyla X ve Y lizerinde iki esnek kiime ele alalim.

(F.E)={(e..4).(es.{a}).(e.. {a.b.c} )}
(G,E)={(e{x.2}). (e 1))
f:8S(X), > SS(Y),. esnek bir doniisiim olmak tizere (F,E) e SS(X), esnek kiimesi
icin 4=v(E)= {e'z,e;} e SS(Y),. i¢in (f(F,E), A) kiimesi asagidaki sekilde elde edilir.

f((F.E))(e,)=u(UF({e;})) =u({a}) = {y} (v'(e,; "E)={e,} oldugu icin),

f((F,E))(€§)=u( U F(a)j=u({F(€z)UF(€4)})

aev’! (e3)n4
=u(¢uia,b,c})=u({a,b,c})={x,y}
Dolayistyla,

(f(F,E), A)={e, = {3}, &, = {3, 7}
olarak elde edilir. Simdi esnek ters goriintiiyii bulalim.
S(GEY)(e) =u (G(ey)) =u (G(e))) =u™ ({}) = {a.c}
Burada B=v'(E") = {e,}.

Boylece, f'(G,E"),B) = {(63, {a,c})} olarak bulunur.

Tanim  2.1.13  [53] fi8S(X), > SS(Y),. esnek  bir  doniisim  ve
(F,E),(G,E)e SS(X), olsun. e E" i¢in (F,E) ve (G,E) nin esnek goriintiilerinin
esnek birlesim ve esnek kesisimi asagidaki sekilde tanimlanir.

(f(F.E)Of(G.E))B=f(F.E)BY f(G.E)S
(f(F.EYANf(G.E))B=f(F.E)f f(G,E)S
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Tannm  2.1.14  [53] fi885(X), > SSY), esnek  bir  doniisim  ve

(F,E"),(G,E"YeSS(Y), olsun. aeE i¢in (F,E) ve(G,E) nin esnek ters
gorlntiilerinin esnek birlesim ve esnek kesisimi asagidaki sekilde tanimlanir.

(/' (F.EVOf(G.EN)a=f"(F.ENau f(G.E)a

(/' (F.EVAF(GEN)a=f"(F.ENan f(G.E)a

Teorem 2.1.3 [53] /: SS(X), = SS(Y),. esnek bir doniisim, u: X -Y ve vi:E—>E'
birer donilisim olsun. (F,E),(G,E)eSS(X), ve (F,E)eSS(X), i¢cin asagidaki
ifadeler saglanir.

L. f(4.E)=(9.E),

2. J(X.E)E(V.E),

3. f((F,E)Q(G,E)) :f((F,E))Qf((G,E)),
Genelde, /(O(F, E))=O f(F,E,)

4. f((F.EYA(G.E))3 f((F.E)A f((G.E)),
Genelde, /(A(F, E))& A f(F,E,)

5. Eger (F,E)Z(G,E) ise f(F,E)Z f(G,E) dir.

Teorem 2.1.4 [53] f:SS(X), = SS(Y),. esnek bir doniisiim, u: X =>Y ve v:E > E'
birer déniigiim olsun. (F,E"),(G,E"eSS(Y), ve (F,E)eSS(Y), i¢in asagidaki
ifadeler saglanur.

L f($.E)=(4.E),

2. fU(Y.E)=(X,E),

3. fT((F,ENO(G,EN)=f"((F,EN)O f((G,E"),

Genelde, /' (Q(E,EQ))=Qf‘1(E,E,7)

4. [T ((F.ENA(G,EN)=f"((F.EN)A S ((G,E"),

21



Genelde, /™' (A(F,E))=A /7 (F,E)

5. Bger (F,E")&(G,E") ise f((F,EY)& f((G,E") dir.

2.2 Esnek Topoloji ve Esnek Topolojik Uzaylar

Tanim 2.2.1 [49] 7, X tizerinde esnek kiimelerin ailesi olsun. Eger 7 ailest,
) (X.E). (4.E)et,
2) 7 ya ait herhangi sayidaki esnek kiimenin birlesimi 7 ya aittir.

3) 7 ya ait herhangi iki esnek kiimenin kesisimi 7 ya aittir.

kosullarini saglar ise 7 ya X iizerinde esnek topoloji denir. (X,7,E) lgliisiine esnek

topolojik uzay denir.

Tanim 2.2.2 [49] (X,7,E) bir esnek topolojik uzay olsun.
1. 7 nun elemanlarina esnek acik kiime denir.

2. (F,E) esnek agik kiime ise (F, E) esnek kiimesine esnek kapali kiime denir.

Onerme 2.2.1 [49] (X, 7, E), bir esnek topolojik uzay olsun.

1) (X,E), (§,E) esnek kiimeleri esnek kapali kiimelerdir.

2) Keyfi sayidaki esnek kapali kiimelerin kesisimi esnek kapali kiimedir.

3) Herhangi iki esnek kapali kiimenin birlesimi esnek kapali kiimedir.

Tanim 2.2.3 [49] X evrensel bir kiime FE parametrelerin bir kiimesi olsun.
f:{(f( E), (¢3,E)} ailesine esnek indiskret topoloji, (X,7,E) igcliisiine ise esnek

indiskret topolojik uzay denir.
Tanim 2.2.4 [49] X evrensel bir kiime E parametrelerin bir kiimesi olsun. 7, X

lizerinde tanimlananan biitiin esnek kiimelerin bir ailesi ise bu aileye esnek diskret

topoloji, (X, 7, E) lgliisiine ise esnek diskret topolojik uzay denir.
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Onerme 222 [49] (X,7,E) bir esnek topolojik uzay olsun. VeeE igin

7, ={F(e):(F,E)et} ailesi X iizerinde bir topolojidir.

Ornek 2.2.1 [49] X ={h,,h,,h,}, E={e,e,} ve

#={(4,E).(X,E),(F,,E),(F,, E),(F,, E),(F,, E)|
olsun. Burada (F,E),(F,,E),(F;,E) ve (F,,E) esnek kiimeleri asagidaki sekilde

tanimlanir.

(BB ={(es{m}). (e ()
(F,, E) = {(ep ) (ex- (o })}
(Fy. E) ={(e,. {1, }).(es, X)}.
(FoB) = (60 o) (e, U )

7 ailesinin X iizerinde bir esnek topoloji oldugu agiktir. Boylece (X,7,E)bir esnek

topolojik uzaydir. Dolayisiyla
7= {¢’X’{h2}v{h2’h3}’{hl’hz}}

Ve

- :{¢’X,{h|},{hph3}’{hl’hz}}

X iizerinde birer topolojidir.

Simdi bu durumun tersinin her zaman saglanmayabilecegine ait bir 6rnek sunalim.

Ornek 2.2.2 [49] X ={h,,h,,h,}, E={ee,} ve

#={(§,E).(X, E).(F, E),(F,, E).(F,, E),(F,, E)}
olsun. Burada (F,E),(F,,E),(F,,E) ve (F,,E) esnek kiimeleri asagidaki sekilde

tanimlanir.

(. E) = {(en ). (ern (R},
(F),E) = {(ep{hzahj})s(eza{hvhz}}a
( ) {(ep{hlohz})a(ezv{hnhz}}a
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(F4,E):{(el,{hz}),(ez,{hl,h3}},
7 ailesinin X iizerinde bir esnek topoloji degildir. Ciinkii (F,, E) U (F,, E) =(G,E) ve
(G.E)={(e,,X).e,,{h,h,}} & 7. Fakat,

T ATARTWARTNS)

Ve

fez :{¢,X,{l’q},{hl,h3},{hl,h2}}

X iizerinde birer topolojidir.

Onerme 2.2.3 [49] (X,7,,E) ve (X,7,,E) iki esnek topolojik uzay olsun. Bu durumda

(X,7,"7,,E) uzay: da esnek topolojik uzaydir.

Uyan 2.2.1 [49] Xiizerinde iki esnek topolojinin birlesimi bir esnek topoloji

olmayabilir.

Tanim 2.2.5 [35] (X,7,E) bir esnek topolojik wuzay olsun. Eger
(x,,E)E(G,E) S (F,E) olacak sekilde en az bir (G,E) esnek acik kiimesi varsa

(F,E) esnek kiimesine (x,, E) esnek noktasinin esnek komsulugu denir.

Onerme 2.2.4 [49] (X, 7, E) bir esnek topolojik uzay olsun.
1. Her x, € SS(X), noktasi bir esnek komsuluga sahiptir,
2. Eger (F,E) ve (G,E) esnek kiimeleri x, esnek noktasinin esnek komsuluklari
ise (F,E)N(G,E) kiimesi de x, esnek noktasinin esnek komsulugudur,
3. Eger (F,E) esnek kiimesi x, esnek noktasmnin bir komsulugu ve
(F,E)Z (G,E) ise (G,E) esnek kiimesi de x, esnek noktasinin esnek

komsulugudur.

Tanim 2.2.6 [49] (X,7,E) bir esnek topolojik uzay ve ¥ < X olsun.

#, ={('F.E):(F.E)e |
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ailesine Y iizerinde esnek bagil topoloji, (Y,7,,E) ugclistne ise (X,7,E) uzaymnin

esnek alt uzayr denir.

Ornek 2.2.3 [49] Esnek diskret topolojik uzayin herhangi esnek alt uzayr da esnek
diskret alt uzaydir.

Ornek 2.2.4 [49] Esnek indiskret topolojik uzaymn herhangi esnek alt uzayr da esnek
indiskret alt uzaydir.

Tanim 2.2.7 [49] (X,7,E) esnek topolojik uzay ve (F,E), (G,E)eSS(X), olsun.
(F,E) esnek kiimesini iceren tiim esnek kapali kiimelerin arakesitine (F,FE) esnek
kiimesinin kapanigi denir ve scl(F,E) ile gosterilir.

scl(F,FE) esnek kiimesinin (F, E) yi igeren en kiigiik esnek kapali kiime oldugu agiktir.

Teorem 2.2.1 [49] (X,7,E) esnek topolojik uzay ve (F,E), (G,E)e€ SS(X), olsun. O

halde agagidaki kosullar saglanir;

—_—

scl(@)=¢ ve scl(X)=X ;

2. (F,E)C scl(F,E);

3. (F,E) esnek kapali kiimedir < (F,E) =scl(F,E);
scl(scl(F,E))=scl(F,E);
(F,E)E(G,E)= scl(F,E) C scl(G,E),
scl(F,E)O(G,E))=scl(F,E)Oscl(G, E);

NS Bk

scl(F,EYN(G,E)) E scl(F,E)Ascl(G,E) dir.

Ornek 2.2.4 [49] X ={h,h,,h}, E={e,e,} ve
#={(§,E).(X, E).(F, E),(F,, E),(F, E),....(F;, E)

olsun. Burada (F,E),(F,,E),(F,E),(F,,E),...,(F,,E) esnek kiimeleri asagidaki

sekilde tanimlanir.

(F,E) :{(elo{hvhz})v(ez’{hlvhz})}a
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(F,E)= {(el )( hlh3})}
(F . E) = {(el )( ()},
(FE)={(e, {h})}-

(F,,E)= {(e] ) X)),
(Fou ) ={(¢. X). (e (.o} )}
(F7,E)={(el,{hz,h3}),(e2,{hl,h3})},

7 ailesinin X iizerinde bir esnek topoloji oldugu agiktir. Boylece (X,7,E)bir esnek

topolojik uzaydir. (F,E) ve (G, E) asagidaki sekilde tanimlansin.
(F.E)={(e,{hh}).(e.9)}
(G, E)={(en s 1 }). (ers{ s }}
Bu durumda (F,E)A(G,E)=((FNG),E)={(e.{h}).(e,,¢)} elde edilir. Simdi
scl((F,E))=(X,E)A(F,,E)° A(F,,E) =(F,,E)° ve scl((G,E))=(X,E) olarak
bulunur. Dolayisiyla scl((F,E))Ascl((G,E))=scl((F,E)) olur. Ayrica

scl((F,E)A (G, E)) = A{(X, E),(F, EY ,(F,, EY,(F,, E)’|
= (F,,E)’
Yani
scl((F,E)A(G,E)) & scl((F,E))Ascl((G,E))
olur. Fakat

scl((F,E)A(G,E))#scl((F,E))Ascl((G,E)).

Teorem 2.2.2 [69] (X,7,E) bir esnek topolojik uzay ve (x,,E) yi igeren esnek acik

kiimelerin ailesi 7 ile gosterilsin.

(x,,E) &scl(G,E) < (0, ,E)\(G,E)#(¢,E), V(O,.E)ef,.
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Tanim 2.2.8 [49] (X,7,E) bir esnek topolojik uzay, (F,E), (G,E)eSS(X), ve
(x,,E)€SS(X), olsun. Eger (x,,E) €(G,E) C (F,E) olacak sekilde (G, E) esnek acik

kiimesi varsa (x,, E) esnek noktas1 (£, E) nin i¢ noktasidir denir.

Tanim 2.29 [33] (X,7,E) ve (Y,7,E) iki esnek topolojik uzay,
f:(X,7,E)—> (Y,7',E) bir doniisiim olsun. (f((x,,E)),E) nin herhangi (H,E) esnek
komsulugu i¢in f((F,E)) & (H,E) olacak sekilde (x,,E) nin en az bir (F,E) esnek

komsulugu varsa f doniisiimiine esnek siirekli doniisiim denir.

Tanim 2.2.10 [33] (X,7,E) ve (Y,7,E) iki esnek topolojik uzay,

f:(X,%,E)—> (Y,7,E) bir doniisiim olsun. f doniisiimii birebir, orten, f ve f~'
esnek siirekli ise f donlistimiine esnek homeomorfizma denir ve X den Y ye esnek

homeomorfizma seklinde ifade edilir.

Tamm 2.2.8 [70] {(¢,.¥,):(X,7,E)—>(Y,,7,,E,)}  esnek doniisimler ailesi ve
{(Ys,fs,ES)}SEs esnek topolojik uzaylar ailesi olsun. Buradan, 7 esnek topolojisi

o= {((ps,l//s);és (F,E):(F,E)eT,,se S} alt tabani tarafindan iiretilen esnek topoloji

olarak adlandirilir.

2.3 Esnek Ayirma Aksiyomlari

Tanim 2.3.1 [35] (X,7,E) bir esnek topolojik uzay ve x,#y, olacak sekilde
X,,y, €SS(X), olsun. Eger x, e(F,E), y,¢(F,E) veya x,¢(G,E), y,<(G,E)
saglanacak sekilde (F,E) ve (G,E) esnek acik kiimeri varsa (X,7,E) uzaymna esnek

T, —uzay: denir.

Omnek 2.3.1 [71] X ={x,y}, E={ee,} ve

7 ={(4, E).(X, E),(F,, E),(F,, E),(F,, E)}
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olsun. Burada (F,, E),(F,,E) ve (F,,E) esnek kiimeleri asagidaki sekilde tanimlanr.
(F.E)={(e. X).(ex. {}}
(F,, E)={(e,,{x}). (e, )},
(F, E) ={(@,{x}). (e, {}}

7 ailesinin X ftizerinde bir esnek topoloji oldugu agiktir. (X,7, E) uzay: bir esnek 7, —
uzayidir. Ciinkii x, &€ (F,,E), y, €(F,,E) ve x, (F,E), y, €(F,E) olacak sekilde

(F,E), (F,,E)et vardir.

Tanim 2.3.2 [35] (X,7,E) bir esnek topolojik uzay ve x,#y, olacak sekilde
x,,y, €SS(X), olsun. Eger x, e(F,E), y,e(F,E) ve x,¢(G,E), y,<(G,E)
saglanacak sekilde (F,FE) ve (G, E) esnek agik kiimeleri varsa (X,7, E) uzayina esnek

T, —uzay: denir.

Teorem 2.3.1 [49] (X,7,E) bir esnek topolojik uzay olsun. Eger her x, € SS(X), icin

7 da (x,E) esnek kapali kiimesi varsa (X,7, E) uzay1 esnek 7, —uzayidir.

Ornek 2.3.2 [71]1 X ={x,y}, E={e,e,} ve
7 ={(¢.E).(X,E),(F, E),(F,,E).(F,, E),(F,,E)|

olsun. Burada (F,E),(F,,E),(F,,E) ve (F,,E) esnek kiimeleri asagidaki sekilde

tanimlanir.
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7 ailesinin X tzerinde bir esnek topoloji oldugu agiktir. x,,y, esnek noktalari igin
x, E(F),E), y, &(F,,E) ve v, €(F,E), x, &(F,,E) olacak sekilde
(F,,E), (F,,E) et vardr. X, s Ve, esnek noktalar1 igin X,, E(F,,E), Ve, ¢ (F,,E) ve
v, €(F,E), x, ¢ (F,,E) olacak sekilde (F,,E), (F,,E)e7 vardir. Dolayisiyla

(X,7,E) uzay1 bir esnek 7, —uzayidur. Fakat x, bir esnek kapali kiime degildir.

Onerme 2.3.1 [49] (X,7,E) bir esnek topolojik uzay ve ¥ < X olsun. Eger (X,7,FE)

esnek 7, —uzayiise (Y,7,,E) uzay: daesnek T, —uzayidir.

Onerme 2.3.2 [49] (X,7,E) bir esnek topolojik uzay ve ¥ — X olsun. Eger (X,7,E)

esnek 7 -uzayiise (Y,7,,E) uzay: da esnek 7;-uzayidir.

Tanim 2.3.3 [35] (X,7,E) bir esnek topolojik uzay ve x,#y, olacak sekilde
x,,v, €SS(X), olsun Eger x, e (F,E), y, €(G,E) ve (F,E)N(G,E) = saglanacak
sekilde (F,E) ve (G,E) esnek acik kiimeleri varsa (X,7,E) uzayina esnek T, —uzayi

denir.

Ornek 2.3.3[71] X = {x,y}, E= {el,ez} ve
#={(¢.E).(X,E),(F, E),(F,, E)}

olsun. Burada (F,E) ve (F,,E) esnek kiimeleri asagidaki sekilde tanimlanir.
(E,E)={(el,{x}),(e2,{y})},
(. E)={(e.{3}): (e {x})}.

7 ailesinin X {izerinde bir esnek topoloji oldugu agiktir. (X,7, E) esnek 7, —uzayidur.

Onerme 2.3.3 [49] (X,7,E) bir esnek topolojik uzay ve ¥ < X olsun. Eger (X,7,FE)

esnek 7, —uzayiise (Y,7,,E) uzay: daesnek 7, —uzayidir.
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Onerme 2.3.4 [49] (X,7,E) bir esnek topolojik uzay olsun. Eger (X,7,E) uzay: esnek

T, —uzay1 ise her ee E i¢in (X,7,) uzay1 7, —uzayidir.

Sonug 2.3.1 [49]

1. Her esnek 7, —uzayi bir esnek 7, —uzayidir.

2. Her esnek 7, —uzay1 bir esnek 7, — uzayidir.

Tanim 2.3.3 [35](X,7,E) bir esnek 7, —uzayl, (G,E), X lizerinde esnek kapali bir
kiime ve x,¢(G,E) olacak sekilde x, € SS(X), olsun. Eger
x,e(F,E), (G,E)S (F,,F) ve (F,E)N(F,,E)=Q olacak sekilde (F|,E) ve (F,,E)

esnek acik kiimeleri varsa (X, 7, E) uzayina esnek T, —uzay: denir.

Sonug 2.3.2 [49]

1. Her esnek 7, —uzay1 bir esnek 7, —uzay1 olmayabilir.
2. Eger (X,7,E) esnek T,—uzayr ise her eeE i¢in (X,r,), 7T,—uzay

olmayabilir.

Onerme 2.3.5 [49] (X,7,E) bir esnek topolojik uzay ve ¥ — X olsun. Eger (X,7,E)

esnek 7, —uzayiise (Y,7,,E) uzay: da esnek T, —uzayidir.

Tanim 2.3.4 [35] (X,7,E) bir esnek 7, —uzayi, (F,E) ve (G,E), X lizerinde esnek
kapali kiime ve (F,E)N(G,E)=O olsun. Eger (F,E)Z (F,E), (G,E)C (F,,E) ve
(FLEYN(F,,E)=9 olacak sekilde (F,E) ve (F,,E) esnek agik kiimeleri varsa

(X,7,E) uzayma esnek T, —uzay! denir.

Sonug 2.3.3 [49]

1. Her esnek 7, —uzayi bir esnek 7, —uzay1 olmayabilir.
2. Eger (X,7,E) esnek T,—uzayr ise her eeFE icin (X,7,), 7T,—uzayl

olmayabilir.
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3. Eger (X,7,E) esnek T, —uzay1ve ¥ < X ise (Y,7,,E) uzay1 esnek T, —uzay1

olmayabilir.

2.4 Esnek Genellestirilmis Topolojik Uzaylar

Tanim 2.4.1 [57] g, X flzerindeki esnek kiimelerin bir ailesi olsun. Eger

l. (§,E)eg.

2. g ye ait olan herhangi sayidaki kiimelerin birlesimi g ye aittir

kosullar1 saglanirsa ¢ ye X ilizerinde bir esnek genellestirilmis topoloji, (X,g,E)
cliisiine ise esnek genellestirilmis topolojik uzay denir. g nin her elemanina esnek

genellestirilmis agik kiime denir.

Tanim 2.4.2 [57] g, X iizerinde bir esnek genellestirilmis topoloji olsun. Eger

(X,E)e g ise & ye esnek genellestirilmis kuvvetli topoloji denir.

Uyart 2.4.1 Aciktir ki her topolojik uzay ayni zamanda bir genellestirilmis topolojik

uzaydir fakat tersi her zaman saglanmayabilir.

Tanim 2.4.3 [57] (X,g,E) ve (X,g,,E) iki esnek genellestirilmis topolojik uzay
olsun.
1. Eger g, c g, ise g, ye g, den daha incedir denir.

2. Eger g, c g, ve g, g, ise g, ve g, karsilastirilabilirdir denir.

Tanim 2.4.4 [57] (X, g,E) esnek genellestirilmis topolojik uzay ve B ailesi g nin bir
alt ailesi olsun. Eger ¢ nin her elemant B nin bazi elemanlarinin birlesimi seklinde

yazilabiliyorsa B ye g nin esnek g —tabani denir.
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Teorem 2.4.1 [57] (X,g,,E) ve (X,g,,E) iki esnek genellestirilmis topolojik uzay ve
B,, B, swrastyla g, ve g, icin bir esnek taban olsun. g,, g, den daha incedir ancak ve

ancak B, in her eleman1 B, nin bazi elemanlariin esnek birlesimi olarak yazilabilir.

Teorem 2.4.2 [57] (F,E) bir esnek kiime ve B ailesi (F,E) nin esnek altkiimelerinin
bir ailesi olsun. Bu durumda B esnek tabami ile (F,E) iizerinde bir esnek

genellestirilmis topoloji vardir.

Tanim 2.4.5 [57] (X,g,E) bir esnek genellestirilmis topolojik uzay ve ¥ < X olsun.
gy ={Y,E)N(G,E):(G,E)e g} ailesine Y ilizerinde esnek genellestilmis alt uzay

topolojisi (Y, g,,E) Ugliisiine ise esnek genellestirilmis topolojik alt uzay denir.

Teorem 2.4.3 [57] (X,g,E) bir esnek genellestirilmis topolojik uzay ve ¥ < X olsun.

Bu durumda Y iizerinde ki esnek genellestirilmis alt uzay topolojisi de bir esnek

genellestirilmis topolojidir.

Tanim 2.4.6 [57] (X, g,E) uzay1 bir esnek genellestirilmis topolojik uzay ve (F,E),
X lzerinde bir esnek kiime olsun. (F,E) kiimesinin esnek g—ici sint,(F,E) ile
gosterilir ve sint,(F,E)= U {U,E)e g:(U,E) & (F,E)} seklinde tanimlanur.

sint,(F,E) kiimesi (F, E) kiimesinin igerdigi en biiyiik esnek g —agik kiimedir.
Teorem 2.4.4 [57] (X, g,E) uzay: bir esnek genellestirilmis topolojik uzay ve (F,E),
X lizerinde bir esnek kiime olsun. (F,E) esnek g-—aciktir ancak ve ancak

(F,E)=sint,(F,E).

Teorem 2.4.5 [57] (X,g,E) bir esnek genellestirilmis topolojik wuzay ve

(F,E),(G,E)e SS(X), olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler saglanir.

1. sint,(F,E) S (F,E),
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2. Eger (F,E)Z(G,E) ise sint,(F,E) C sint, (G, E) dir,
3. sint,[(F,E)N(G,E)] C sint,(F,E)Nsint, (G, E) ve
sint,(F,E) Osint, (G, E) E sint [(F,E)O(G, E)]

4. sint, [sintg (F,E)] = sint,(F,E)

Tanim 2.4.7 [57] (X,g,E) bir esnek genellestirilmis topolojik uzay ve
(F,E)e SS(X), olsun. Eger (F,E) € g ise (F,E) esnek kiimesine esnek g — kapal:

kiime dentr.

Teorem 2.4.6 [57] (X,g,E) bir esnek genellestirilmis topolojik wuzay ve
(F,E)e SS(X), olsun. Asagidaki ifadeler saglanir.

1. (X,E) esnek g—kapali kiimedir.

2. Esnek g—kapali kiimelerin keyfi esnek arakesitleri de esnek g —kapali

kiimedir.

Tanim 2.4.8 [57] (X,g,E) bir esnek genellestirilmis topolojik uzay ve
(F,E)e SS(X), olsun. (F,E) kiimesini igeren tiim esnek g —kapali kiimelerin
arakesitine (F,E) kiimeninin esnek g —kapanisi denir ve scl, (F, E) ile gosterilir.

scl,(F,E) kiimesi (F,E) kiimesini igeren en kiigiik esnek g —kapali kiimedir.

Teorem 2.4.7 [57] (X,g,E) bir esnek genellestirilmis topolojik wuzay ve

(F,E)eSS(X), olsun. (F,E) esnek g-—kapali kiimedir ancak ve ancak
scl,(F,E)=(F,E) dir.

Teorem 2.4.8 [57] (X,g,E) bir esnek genellestirilmis topolojik uzay ve

(F,E) e SS(X), olsun. Budurumda sint,(F,E) < (F,E) < scl,(F, E) seklindedir.

Teorem 2.49 [57] (X,g,E) bir esnek genellestirilmis topolojik wuzay ve

(F,E),(G,E)e SS(X), olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler saglanir.
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1. Eger (F,E)Z(G,E) ise SClgm (F,E)C SclgL2 (G,E) dir.
2. scl, (F,E)Uscl, (G,E)&scl, [(F,E)U(G,E)] ve

scl, [(F,E) N(G,E) & scl, (F,E) N scl, (G,E)

3. sclgly2 |:SCI§L2 (F, E)] = sclgh2 (F,E)

Teorem 2.4.10 [57] (X,g,E) bir esnek genellestirilmis topolojik uzay ve
(F,E),(G,E)e SS(X), olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler saglanir.

—_—

scl, ((F, E)) = scl, (sint(F, E))*
2. sint,(F,E)) = (scl,(F,E))
3. sint,(F,E)=(scl, (F.E)))
4. scl,(F,E)=(sint,(F,E)))

5. sint, ((F,E)\(G,E)) c sint,(F,E) \sint, (G, E)

Tanim 2.4.9 [57] (X, g, E) bir esnek genellestirilmis topolojik uzay, (F,E) € SS(X)g
ve x, noktast X {zerinde bir esnek nokta olsun. Eger x, € (G,E) C (F,E) olacak
sekilde bir (G, E) esnek g — agik kiimesi varsa (F,E) ye x, esnek noktasinin bir esnek
g — komsulugu denir. x, nin tim esnek g —komsuluklarinin kiimesine x, nin esnek

& — komsuluklar ailesi denir ve N z(x,) ile gosterilir.

Teorem 2.4.11 [57] (X,g,E) bir esnek genellestirilmis topolojik uzay, (F,E) ve

(G,E) X izerinde iki esnek kiime ve x, € SS(X)g olsun. Bu durumda asagidaki

ifadeler saglanir.
1. Eger (F,E) e Ny(x,) ise x, & (F,E) dir.
2. Eger (F,E) e Ny(x,) ve (F,E) & (G,E) ise (G,E) € Ny(x,) dir.
3. (F,E) bir esnek ciftsel g —acik kiimedir<> (F,E) her esnek noktasinin bir
esnek ciftsel g —komsulugudur.
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Tanim 2.4.10 [57] (X, g, E) ve (Y,g2,,E) iki esnek genellestirilmis topolojik uzay ve
fi(X,8,E)—>(,g,,E) bir esnek fonksiyon olsun. Eger (G,E)e g, kiimesi i¢in
£ ((G,E)) kimesi (X,g;,E) uzayinda esnek g, —agik kiime ise f fonksiyonuna

esnek g — siirekli denir.

Teorem 2.4.12 [57] (X,g,,E), (Y,g,,E) uzaylan iki esnek genellestirilmis topolojik

uzay ve f:(X,g,E)—>(,g,,E) bir esnek fonksiyon olsun. f fonksiyonu
(X,8,,8,,E) esnek genellestirilmis topolojik uzaymmda bir esnek g —siirekli
dontisiimdiir ancak ve ancak Y flzerinde her esnek g,-kapali (G,E) kiimesi i¢in

f((G,E)), X lizerinde esnek g, —kapali bir kiimedir.

Teorem 2.4.13 [57] (X,g,,E), (Y,g,,E) uzaylan iki esnek genellestirilmis topolojik

uzay ve f:(X,g,,E)—>(Y,g,,E) bir esnek fonksiyon olsun. f* fonksiyonu (X, g,,E)
esnek genellestirilmis topolojik uzaymda esnek g, —siirekli bir doniisiimdiir ancak ve

ancak f(scl, (F,E)) & scl, (f((F,E))).

2.5 Esnek ikili Topolojik Uzaylar

Tanim 2.5.1 [34](X,7,,E), (X,7,,E) X ilzerinde herhangi iki farkli esnek topolojik

uzay olsun. (X,7,,7,,E) dortliisiine esnek ikili topolojik uzay denir.

Tanom 252 [35] (X,7,,n,,E) esnek ikili  topolojik uzay olsun.

(H,E)=(H,E)0(H,,E) olacak sekilde (H,E)en,, (H,,E)en, ise (H,E)e

SS(X), esnek kiimesine esnek ¢iftsel acik kiime denir.
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Tanim 2.5.3 [35] (X,7,,7,,E) esnek ikili topolojik uzay olsun. (H,E) esnek
kiimesinin tiimleyeni esnek ¢iftsel agik kiime ise (H,E) e SS(X), kiimesine esnek

¢iftsel kapali kiime denir.
(G,E)=(G,,E) N (G,,E) olacak sekilde (G,,E)en ve (G,,E)en,” varsa (G,E)
esnek kiimesi X iizerinde esnek ciftsel kapali kiimedir. Burada,
A ={(H.E) eSS(X),:(H,E)ef,}, i=1,2
(X,n,,1m,,E) tzerindeki esnek ciftsel agik (giftsel kapalr) kiimelerin ailesi sirasiyla

POS(X,n,,1,), (PCS(X,n,,1n,),) seklinde gosterilir.

Ornek 2.5.1 [35] X z{xl,xz,x3} ve Ez{el,ez} olsun. Asagidaki esnek kiimeleri

dikkate alalim.
(£, ) ={(e{x ) (e {x, 5, D
(Fy, E) ={(e,,{x,,%,}), (e,, X)},
(Fy E)={(e,.{x, ). (e, {x, )},
(G E)={(e,.{x,. 5.} (e, {x, D},
(G.E)={(e.4).(e,.{x, )}
(Gy, E)={(e,,{x,,x, ). (e,,{x,, 3, )}
Bu durumda,

i ={(X.E).(4,B).(R, B),(F,, E),(F,, B)},

7, ={(X.E).(8.E),(G,, E).(G;, E), (G, E)
aileleri X iizerinde iki esnek topolojik uzay olusturur. O halde (X,7,,7,,E) esnek ikili
topolojik uzaydir. Burada,
o =1, O, O{(F,E)O(G,, E),(F,E) O(G,, E)}
olur.
Clinkii;
(F,E)O(Gy,E)=(X,E),

(anE)Q(GlaE):(anE)Q(GsaE):(/?aE)s
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(£, E)O(G,, E) = (G,, E),

(£, E)9(G,, E) = (G, E),

(£, E)9(G,, E) = (F, E),

(F,,E)O(G;,E)=(G,,E).
(F,E)O(G,E)= {(el,X),(ez,{xl,x3})} esnek kiimesi 77, yada 77, ye ait degildir.
Ayrica (F,E)O(G,,E) = {(el,{x}), (e,, X )} esnek kiimeside 77, yada 77, ye ait degildir.

Buradan esnek ¢iftsel kapali kiimeler ailesi de kolaylikla elde edilebilir.

Teorem 2.5.1 [35] (X,7,,7,, E) esnek ikili topolojik uzay olsun.

1. (X,E), (¢,E) esnek kiimeleri hem esnek ¢iftsel agik hemde esnek ¢iftsel kapali

kimelerdir.

2. Keyfi sayida esnek ciftsel acik kiimenin birlesimi yine esnek ciftsel agik
kiimedir.

3. Keyfi sayidaki esnek ciftsel kapali kiimenin arakesiti yine esnek ciftsel kapali
kiimedir.

4. Eger (F,E) e, N, ve (G,E)e POS(X,%,7,), ise

(G,E)A(F,E)e POS(X,,7,), dir.

Teorem 2.5.2 [35] (X,7,,7,, E) esnek ikili topolojik uzay olsun.
1. Her 7, agik esnek kiimesi esnek ciftsel agik kiimedir, i =1,2 yani 7, 07, C 7,

dir.

2. Her 7, esnek kapali kiimesi esnek ciftsel kapali kiimedir i=1,2 yani
ﬁlc Qﬁzc < 77126(: PCS(Xaﬁpﬁz)E) dir.

3. Eger 7, =1, ise 77, =7, ve 1,," =7," dir.

Lemma 2.5.1 [35] (X,7,,7,,E) esnek ikili topolojik uzay olsun. (F,E) e SS(X),
esnek kiimesi esnek ¢iftsel agik kiimedir< V(x,,E) € (F,E) i¢in (Sie,E)Q(F E)

olacak sekilde (Sie ,E)en, vardir veya (Sfe ,E)Z (F,E) olacak sekilde (Si ,E)en,
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vardir. Buradan (x,,E) yi igeren 77, —esnek agik kiimeler (Si@,E) ile gosterilir,

(i=1,2).

Tanim 2.5.4 [35] (X,7,,7,,E) esnek ikili topolojik uzay ve (F,E)eSS(X), olsun.
(F,E) esnek kiimesinin esnek ¢ifisel kapanisi scl (F,E) ile gosterilir ve scl (F,E)=
N {(H, E)eni, (F.E)C (I-],E)} seklinde tanimlanir.

scl,(F, E) esnek kiimesinin (F, E) esnek kiimesini igeren en kiigiik esnek ciftsel kapali

kiime oldugu agiktir.

Ornek 2.5.2 [35] X ={x,x,,x;}, E={e,,e,} ve
7 ={(X, £),(¢, E),(G,, E).(G,, E), (G, BV},

i, ={(X,E),(§,E),(H,,E),(H,, E)}

olsun. Burada

(H,,E)={(e,,{x }.(e,,{x; D}.
Dolayisiyla (X,7,,7,, E) esnek ikili topolojik uzaydir ve
2 = {(X.E($.E).(G,,E).(G,, E),(G,, E),(H,, E),(H,, E),(N,, E),(N,, E), (N, E)|
oldugu aciktir. Burada,
(N, E)=(G,,E) U (H,,E) ={(e,.{x.}).(e,. {x,,x, D)},
(N,,E)=(G,, E) U (H,,E) ={(e,,. X).(,,{x,, 5, D},

(N,,E)=(G,,E) U (H,,E) ={(e,,{x,,x,}).(e,.{x, )}

Sonug olarak,
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Mo ={(X EY (B, E) (G, EY (G, EY (Goy Y, (H, EY S (Hy, EY (N, EY (N3, B (N,

(G, E) ={(e,,{x,,x,}), (e, {x, 1, D)}
(G0, E) ={(e {x,x: ) (s (0. )}
(Go, BY ={(e{x (e D)}
(H,, EY ={(e,{x. (e {x ]}
(H,,E) ={(e,,{x,x;}).(e,.{x,x, )},

(NLEY ={(e,.{x,. 53] (e,,{x, D)},

(N,.E) ={(e,.{#}). (e {x, ]}

(N, E) ={(e,{x; ). (ey {3, 5, D)}
(M,E)={(e,,{x; ). (e,,{x,. %]} ve (F.E)={(e,,{x,,x,}).(e,,{x,})} kiimeleri verilsin.
(M, E) esnek kiimesini igeren esnek ciftsel kapali kiimeler (G,, E)°,(X,E) dir.

scl,(M,E)=(G,,E)° A(X,E) dir. Bunedenle scl,(M,E) ={(e,{x,,x;}),(e,,{x,.x;})}

olur. Ayrica (F,E) esnek kiimesini igeren esnek ciftsel kapali kiimeler (G,E)°,

(H,,E),(N,,E) ve (X,E) dir. Bu durumda,

sel (F,E)=(G,,EY N(X,E)N\(H,,E) N(N,,EY".
Sonug olarak,

scl,(F,E) = {(el,{xz,x3}), (ez,{xl})} =(F,E) bulunur.

Teorem 2.5.3 [35] (X,7,,7,,E) esnek ikili topolojik uzay ve (F,E), (G,E)eSS(X),
olsun.

1. scl (§,E)=(8,E) ve scl,(X,E)=(X,E).

2. (F,E)Zscl,(F,E).

3. (F,E) esnek ciftsel kapali kime < scl (F, E) = (F, E).

4. (F,E)S(G,E)= scl (F,E)CZscl (G,E).

5. scl (F,E)Oscl,(G,E) S scl, [(F,E)Q(G,E)].

6. scl, [sclp (F.E )} =scl,(F,E) yani scl,(F,E) esnek ¢iftsel kapali kiimedir.
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Teorem 2.5.4 [35] (X,7,,7,,E) esnek ikili topolojik uzay ve (F,E)e SS(X), olsun.
(x,, E) &scl, (F,E) & (S, ,E)N(F,E) # (§,E), ¥(S, ,E) €7,,(,), buradan
(S,.,E) esnek kumesi (x,,E) yi igeren herhangi esnek ciftsel agik kiime ve

M., ((x,,E)) ailesi (x,,E) yiigeren esnek ciftsel agik kiimeler ailesidir.

Ornek 2.5.3 [35] (X,7,.7,,E) esnek ikili topolojik uzayr Ornek 2.5.2> de oldugu gibi
tanimlansin.
(M,E)={(e,,{x,,x;}).(e,,{x,,x;})} kiimesi verilsin ve scl (M,E) esnek kiimesini
Teorem 2.5.4 kullanarak bulalim. (X,7,7,,E) uzay1 lzerindeki esnek noktalar
asagidaki sekildedir.

(3 %! x22 %2, ),
Aciktir ki,
712 () = {(X.E)(G, E).(G,. E),(H,, E),(H,,E),(N,, E),(N,, E),(N,, E)}

Mo (xiz )= ()?a E)} 5

{
{
{(X,E).(G,, E).(G;, E),(N,, E), (N3, E)},
{
{

771,2 (xez1 )=
7.(2) ={(X,E),(G,,E),(Gy, E),(H,, E),(N,, E), (N, )},
7.(5) ={ (X, E),(F, E).(N,, E)},

7.2(x) ={(X, E).(G,, E),(Gy, E),(H,, E),(H,, E),(N,, E),(N,, E),(N;, E)} dir.
Dolayisiyla, x; ¢ scl (M, E) dir. (G,E)en,, (x; ) icin (G, E) N (M,E)=
{(el,{xl}),(ez,{xz})}ﬁ {(el,{x3}),(ez,{xl,x3})} =(4,E) dir. Fakat xiz €scl,(M,E) dir.
Ciinkii x; y1igeren (X, FE) tek esnek c¢iftsel acik kiimedir ve (X, E) ﬁ(M ,E)# (,E).
Ayrica xf] €scl,(M,E) dir. Clinki V(qu JE)en, (xezl) icin (Sx; ,E) N (M,E)+($,E)
dir. x] &scl,(M,E) dir. Ciinkii (G,,E)e,(x]) isin (G,E)(M,E)=(¢,E) dir.

Benzer  sekilde xj] €scl,(M,E) dir. Cinki  V(S,,E)e7n, (le ) icin
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(S, EYN(M,E)# (¢, E) dir ve x;, &scl,(M,E) dir. Ciinkii V(S ,E) € 7,(x;,) igin
(S, EYN(M.E)#(4.E) di.

Sonug olarak,

sel, (M, E)=U1{x,,.x] ,x}. x|

~{cod e o)} O oo d) e () tend)] Ofed o))
={(el,{x2,x3})a (ez,{xl,)@})} :

Dolayisiyla scl (M, E)= {(el, {xz,x3}), (e,, {xl, X, })} olur.

Teorem 2.5.5 [35] (X,7,,7,,E) esnek ikili topolojik uzay olsun. (G,E), X iizerinde

esnek ¢iftsel kapali kimedir < (G, E) = scl, (G, E) A scly (G, E).

Sonug 2.5.1 [35] (X,7,,77,,E) esnek ikili topolojik uzay olsun. Buradan,

scl, (F,E)=scl, (F,E)Nscl, (F,E), V(F,E)e€SS(X),.

Tanim 2.5.5 [35] (X,7,,77,,E) esnek ikili topolojik uzay ve (F,E)eSS(X), olsun.
(F,E) esnek ciftsel kiimesinin igi sint,(F,E)= O{(G, E)en,:(G,E)C (F,E)}
seklinde tamimlanir ve sint,(F,E) ile gosterilir.

sint,(F,E) esnek ciftsel agik kiimesinin (F,E) kimesine ait en genis agik kiime

oldugu agiktir.

Ornek 2.5.4 [35] (X,7,,7,,E) esnek ikili topolojik uzayr Ornek 2.5.2 de oldugu gibi
tanmlansin. (M, E)={(e,{x;}) (e, {x.x: D}, (F.E)={(e.{x,.%:}). (e, {x, D)}
kiimeleri verilsin. (M, E) esnek kiimesinin kapsadig1 acik kiimeler (4, E), (G,,E) dir.
Bu nedenle sintp(M,E):(Gz,E)z{(el,{xz}),(ez,{x3})} olur. Ayrica (F,E) esnek

kiimesinin kapsadig1 agik kiime (g, E) dir ve dolayisiyla sint,(F,E) = (4, E) olur.
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Teorem 2.5.6 [35] (X,7,,7,,E) esnek ikili topolojik uzay ve (F,E), (G,E)eSS(X),
olsun. Bu durumda;

1) sint,(§,E)=(4,E) ve sint (X,E)=(X,E).

2) sint,(F,E) S (F,E).

3) (F,E) esnek ciftsel agik kiime < sint  (F, E) = (F, E).

4) (F,E)S(G,E)= sint (F,E)C sint,(G,E).

5) sint,[(F,E)A(G,E)]| & sint,(F,E)Asint (G, E).

6) sint, [sintp (F,E )] =sint (F,E) yani sint,(F,E) esnek ¢iftsel agik kiimedir.

Teorem 2.5.7 [35] (X,7,,7,, E) esnek ikili topolojik uzay ve (F,E) € SS(X),.

(x,.E) Esint, (F.E) < XS, .E)e,,((x,.E)) igin (0, .E) & (G.E) dir.

Teorem 2.5.8 [35] (X,7,,7m,,E) esnek ikili topolojik uzay olsun. (F,E) e SS(X),

esnek ¢iftsel acik kiimedir < (F, E) = sint; (F, E) U sint; (F,E).

Sonug 2.5.2 [35] (X,7,,7,,E) esnek ikili topolojik uzay olsun. Bu durumda,
sint,(F,E) = sint; (F,E) Osint,72 (F,E)

olur.

Not 2.5.1 [35] (X,7n,,7,,E) esnek ikili topolojik uzay ve (F,E),(G,E)eSS(X),
olsun.

) scl,[(F,E)O(G,E)|#scl,(F,E)Uscl (G,E).
2) scl (F,E)=(F,E)> (F,E)en; Uf;.

3) sint, [(F,E) N (G,E)} # sint (F,E)(\sint (G, E).

Ornek 2.5.5 [35] (X,7,,7,,E) esnek ikili topolojik uzayr Ornek 2.5.2 de oldugu gibi

tanimlansin.
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1. (G,E)= {(el,{x3}), (e, {x, %, })} olsun. Bu durumda,
scl (G,E) = {(el,{xz,x3}),(ez,{xl,x3})} olur ve (H,E)= {(el,{x3}),(ez,{x2})}
alalm.  Burada sl ,(H,E) = {(el , { X, }), (e,, {xl , X, })} olur.  Bdylece,
scl (G,E)Oscl (H,E) = {(e1 Ax,x)), (ez,X)} bulunur. Boylece,
(G,EYO(H ,E)={(e,{x;}),(e,, X)} dir. Fakat scl,[(G,E)O(H,E)]=(X,E)
olur. Dolayisiyla scl, [(G,E)O(H,E)|# scl (G, E) Oscl (H, E) elde edilir.

2. (F.E)= {(el,{xz,x3}),(ez,{xl})} olsun. Bu durumda, scl,(F,E)=(F,E) dir.
Fakat (F,E) esnek kiimesi 7 veya 7, ait degildir ve 777 U7j; # 7, dir.

3. (G,E)= {(el,{xz}), (ez,{x3})} olsun. Bu durumda sint,(G,E)=(G,E) olur.
Simdi, (H,E)= {(e1 Ax D, (ez,{xz,x3})} olsun. Bu durumda,
sint (H,E)=(H,E)dir. Dolayistyla, sint (G, E)sint,(H,E)
={(a.9).(e,,{x;})} elde edilir.

Diger taraftan, (G,EYN(H,E) = {(el ,9),(e,, {x3 })} oldugundan
sint,[(G,E)"N(H,E)|=(4,E) elde edilir. Ciinkii (4,E) esnek kiimesi
(G,E)"(H,E) tzerinde esnek ¢iftsel acik kiimedir.
sint ,[(G,E)A\(H,E)]# sint (G, E) Asint ,(H, E) oldugu agiktir.

4. (G,E)= {(e1 REA) (ez,{x3})} olsun. Bu durumda, sint,(G,E)=(G,E) dir.

Fakat (G,E)esnek kiimesi 77, veya 7, ait degildir ve 77, U7, #7,, dir.
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3. BULGULAR

3.1 Esnek Ikili Genellestirilmis Topolojik Uzaylar

Bu boliim de esnek ikili genellestirilmis topolojik uzay ve bu uzay lizerinde bazi temel
kavramlar tanimlanmistir. Ayrica baz1 6nemli teoremler verilerek bu teoremlerin ispati

sunulmustur [72].

Tanim 3.1.1 g, ve g,, X lizerinde iki esnek genellestirilmis topoloji ve E kiimesi
parametrelerin  bir kiimesi olsun. (X,g,,g,,E) dortli sistemine esnek ikili

genellestirilmis topolojik uzay denir.

Onerme 3.1.1 (X,&,,8,,E) esnek ikili genellestirilmis topolojik uzay olsun. Vee E
icin g, ve g, asagidaki sekilde tanimlansin.
glc :{F(e):(F:E)Egl}

g, =1{G(e):(G.E) € &, |

Bu durumda (X, g, ,g, ) uzayi ikili genellestirilmis topolojik uzaydur.

Tanim 3.1.2 (X,g,,8,,E) esnek ikili genellestirilmis topolojik uzay olsun. Eger
(F,E)eg, ve (F,,E)eg, i¢in (F,E)=(F,E)O(F,,E) ise (F,E)E X kiimesine
esnek ciftsel g, —acik kiime denir. Eger esnek g , kiimesinin timleyeni agik ise bu
kiimeye esnek giftsel g, , —kapali kiime denir.

(G,E)eg' ve (G,,E)eg, icin (G,E)=(G,E)"(G,,E) ise (G,E) kiimesinim
(X,8,,8,,E) uzayinda esnek giftsel g, —kapali kiime oldugu agiktir. Burada g/
asagidaki sekilde tanimlanmaktadir;

g ={(G.E) eSS(X),;:(G.E)eg, |, i=12
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Onerme 3.1.2 (X,g,,8,,E) esnek ikili genellestirilmis topolojik uzay ve

(F,E)eSS(X); olsun. (F,E) esnek kiimesinin esnek ¢iftsel g, —agik kiime olmasi
icin gerek ve yeter kosul her x, €(F,E) icin x, €(F,,E)C (F,E) olacak sekilde bir
(F,E) esnek g, —acik kiimesi veya x, €(F,,E)Z (F,E) olacak sekilde bir (F,,E)

esnek g, —agik kiimesi bulunmasidir.

Ispat: (F,E) kiimesi (X,g,,8,,E) uzaymnda esnek ciftsel g, —agik bir kiime ve
x, € (F,E) bir esnek nokta olsun. Bu durumda (F,E) = (F,,E) O (F,,E) olacak sekilde
(F,E)eg, ve (F,E)eg, vardir. x, €(F,E)O(F,,E) ise x,&(F,E) veya
x, €(F,,E) dir. Buradan x, €(F,E)C (F,E) veya x, €(F,,E)E (F,E)oldugu elde
edilir.

Tersi benzer sekilde kolayca elde edilir.

Teorem 3.1.1 (X,g,,8,,E) esnek ikili genellestirilmis topolojik uzay olsun. Bu
durumda asagidaki ifadeler saglanir.

1. (4,E) bir esnek giftsel g, —agik bir kiimedir.

2. Esnek giftsel g,, —agik kimelerin keyfi birlesimi esnek ¢iftsel g, —agik bir

kiimedir.

3. Esnek ciftsel g, —kapali kiimelerin keyfi arakesiti esnek ¢iftsel g, , —kapali bir

kiimedir.

Ispat: 1) (4,E) e g, ve (.E) e g, oldugundan ($,E)=(4,E)(4,E) dir. Dolayisiyla
(4, E) bir esnek ciftsel g, —agik bir kiimedir.
2) (X,8,,8,,E) uzaymnda {(FI.,E)}I_E[, esnek c¢iftsel g, —acik kiimelerin bir ailesi

olsun. Bu durumda her i € igin (F,E)=(F',E)J(F’,E) olacak sekilde (F',E) e g,

ve (F’,E) e g, vardir. Dolayisiyla

0 .B)=0[F . HOE )] =| UF.£) |O| U5 |
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elde edilir.
3) Ispat1 2) nin ispatina benzer sekilde yapilarak kolayca goriiliir.

Uyan 3.1.1 (X,g,,8,,E) esnek ikili genellestirilmis topolojik uzay olsun. Tiim esnek
ciftsel g, —agik kiimeler ailesi X {tizerinde bir esnek ikili genellestirilmis topolojidir.

Bu esnek ikili genellestirilmis topoloji g, , ile gosterilir.

., ={(F.E)=(F,E)O(F,,E):(F,E)e g, i=12}

Omek 3.1.1 X={a,bc,d}, E=fe e} ve & ={(§.E).(F,E)(F,E).(F,E)},

g ={(5,E),(Gl,E),(GZ,E),(G3,E)} olsun. Burada;

(R B)={(e0{a.}). (&5, {4},
(F.E)={(e1a.c}). (e {c.d})}
(F, E)={(e, 1a,b,¢}). (e, fe,d 1))
G, E)={(eb,c}) (e 1)},
(G, E)={(e.{a,d}),(e,,4b,c})}
(G, E)={(e,, X),(e,.{a,b,c})} .

Bu durumda (X,g,,g2,,E) uzayr bir esnek ikili genellestirilmis topolojik uzaydir.

Ayrica,

- _|@.B)(FLE).(Fy, E).(F, E)(G,, E).(G,, E), (G, E),
" \(H,,E),(H,,E),(H,,E),(H,,E),(H,,E),(H,,E)

olur. Burada;

(H,,E)=(F,E)O(G,,E) ={(¢,{a,b,c}), (e, {a,d} )}
(H,,E)=(F,E)O(G,,E) = E)

(H,,E)=(F,,E)0(G,,E)= {(el,{abc}),(ez,{a,c,d }
(

(Hy,E)=(F,,E)0(G,,E)={(e,,{a,b,d}),(e,,{b,c,d})}

e, X e2 , (

{(

(H,,E)=(F,E)J(G,,E) = {(el,{a c.d}), (ez,{b c,d})}
{(

})
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(Hy, E) = (Fy, E) O(G,, E) ={(, X).(e,, {b,c,d})}
olarak tanimlanir. Bu durumda,

. X E)(FLE) (FLE) (B, E) (G, E),(G,, E) (G, E),
(H,E)',(H,,E),(H3,E)",(H,, E)",(H;, E)",(H, E)*

12—

olur. Burada;
(F,E) ={(e,1b,d}), (e, a,b,c})]
(F,E) ={(a1e.d}) (e 4a.0})}
(F,E) ={(e{d}), (e {a,5})]
(G, E) ={(e.{a.d}).(e,{b.c.d})}
(G, E) ={(e,4b.c}). (e, {a.d})|
(G, E)° ={(e,9). (e, {d})}
(H,.E) ={(e,{b}).(e,.{b,c})}
(Hy, EY ={(e, 15}) (e 1a})}
(H,.EY = {(9).(e,-6)} = (4.E)
(H,, E) ={(e1d}), (e, 01}
(Hs, E) ={(ec}), (e fa})]
(Hy, B) ={(e,4).(e,>1a})}

seklinde bulunur.

Teorem 3.1.2 (X,g,,g,,E) esnek ikili genellestirilmis topolojik uzay olsun. Bu

durumda asagidaki ifadeler saglanir.

1. Her esnek g, —agik kiime bir esnek ¢iftsel g, , —agik kiimedir, i =1,2

2. Heresnek g, —kapali kiime bir esnek giftsel g, , —kapali kiimedir, i =1,2

3. Eger g, cg,ise g,=g, ve g, =g, dir.

Ispat: Esnek giftsel g, , —agik(kapali) kiime tanimindan kolayca elde edilmektedir.
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Uyan 3.1.2 (X,g,,8,,E) esnek ikili genellestirilmis topolojik uzayinda verilen esnek

ciftsel g, —acik kiime, esnek g, —acik kiime ve esnek g, —agik kiime olmayabilir.

Ornek 3.1.2 Ornek 3.1.1° ¢ gore (H,,E) .. bir esnek ciftsel g, —agik kiimedir fakat

esnek g, —acik kiime ve esnek g, —acik kiime degildir.

Tanim 3.1.3 (X,g,,8,,E) uzayr bir esnek ikili genellestirilmis topolojik uzay ve
(F,E)e SS(X), olsun. (F,E) kiimesinin esnek ¢iftsel g,, —kapams1 sc/ . (F,E) ile
gosterilir ve scl, (F,E)= N {(G, E)eg,:(F,E)2(G,E )} seklinde tanimlanir.

scl i) (F,E) kimesi (F,E) kimesini iceren en kii¢iik esnek ciftsel g, —kapali

kiimedir.

Omek 3.1.3 Ornek 3.1.1° e gore (K,E)={(el,{b}),(ez,{a,b})} olsun. Bu durumda
(K, E) kiimesini igeren esnek ¢iftsel g,, —kapali kiimeler (F{,E) ve (X,E) dir. Bu
nedenle (K, E) kiimesinin esnek ¢iftsel g, , —kapanigi agsagidaki sekilde tanimlanr.

scl, (K,E)=(F,E)Y N(X,E)={(e.{b.d}).(e,.{a.b,c})}

Teorem 3.13 (X,g,,8,,E) bir esnek ikili genellestirilmis topolojik uzay ve
(F,E),(G,E)e SS(X), olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler saglanir.

4. sl (X,E)=(X,E)

5. (F,E)Cscly (F,E)

6. (F,E) biresnek g, —kapali kiimedir < Sdél,z (F,E)=(F,E)

7. Eger (F,E)Z (G,E) ise SclgL2 (F,E)Z SClgm (G,E) dir.

8. scly (F,E) O scly (G,E) S scly [(F,E) J(G,E)] ve

scly [(F,E) N(G,E)] & scly (F.E) A scly (G,E)
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9. scl [sclgl2 (F,E)] = sclgL2 (F,E) ise sclgL2 (F,E) esnek g ,—kapali bir

kiimedir.

Ispat: Esnek giftsel g, —kapanig islemi tanimindan kolayca elde edilmektedir.

Uyan 3.1.3 Teorem 3.1.3’iin (5). maddesi i¢in "5" saglanmayabilir. Bu duruma ait

ornek asagida sunulmustur.

Omek 3.14 Omek 3.1.I'e gore, (K,E)={(e.{b}).(e,,4a.b})}  ve

(S,E) ={(e,{b.c}),(e;,{a,d})} olsun. Bu durumda,

scly (K,E)Uscl, (S,E)={(e,1b,c,d}),(e,, X)}

scly [(K,E)O(S,E)]=(X,E).

Dolaywsiyla  scl, (K,E)Uscl, (S,E) /z:{sclgu [(K,E)O(S,E)] olur. Benzer sekilde
(K,E)={(e,1b}).(e,.{a,b})} ve (C,E)={(e,.{b,d}).(e,.{a.c})} olsun. Bu durumda,
scly (K,E)Ascl, (C,E)={(e,{b.d}),(e,,1a,b,c})},

scly [(K,E)A(S,E)]={(e,{}),(en{a})} -

Dolayisiyla, scl, [(K,E) N (C, E)]ﬁsclg12 (K,E)Nscly (S,E) olur.

Teorem 3.14 (X,g,,8,,E) bir esnek ikili genellestirilmis topolojik uzay ve
(F,E)e SS(X), olsun.

x, &scl, (F.E)< (U, ,E)A(F,E)#(9,E), VU, .E)€ g ,(x,)

Burada (U_,E) kiimesi, x, esnek noktasini i¢eren herhangi esnek ¢iftsel g, —agik
kiimedir ve g,,(x,), x, esnek noktasini igeren tim esnek giftsel g, , —agik kiimelerin

bir ailesidir.
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Ispat : =: x & scl, (F,E) ve (U, ,E)eg,(x,) olsun. Varsayalim ki
U, ,E)N(F,E)= (#,E) olsun. Bu durumda (F,E)& (U,,E) ve ayrica
scl » (F,E)Z scl i) U, .E)=U,,E) olur. Dolayistyla

scl, (F,E) NU,,E)= (¢, E) bulunur. Bu ise varsayimla geliski olusturur.
< : Varsayalm ki x, ¢ scl, (F,E) olsun. Bu durumda x, & [Sdgl (F.E )T olur.

Boylece |[scl, (F.E)| €g,(x,) ve hipotezden [scl, (F,E)| A(F,E)=(¢,E)

bulunur. Bu ise ¢eliski olusturur

Teorem 3.1.5 (X,g,,8,,E) bir esnek ikili genellestirilmis topolojik uzay ve

(F,E)e SS(X), olsun. Bu durumda scly (F,E)=scly (F,E) Ascly (F,E) dir.

Ispat:

scly (F,E)= N {(G,E):esnek g, —kapali (G, E) kiimesi iin (F,E) & (G, E)}
(G,E):esnek g, —kapal! (G,, E) kiimesi i¢in, i =1,2

{ (F,E)S(G,E),(G,E)=(G,E)N(G,,E) }

-~ |(G,,E)Y"N(G,,E):esnek g, —kapali (G,, E) kiimesi i¢in, i =1,2

) {(RE)@(GI,EWGZ,E) }

Il
N

[ {(G,,E): esnck g, —kapali (G,, E) kiimesi igin (F,E) & (GI,E)}] A
[ﬁ {(G,,E):esnck &, —kapal: (G,, E) kiimesi icin (F, E) & (Gz,E)}]
scl, (F,E)Nscly (F,E)

Tanim 3.14 (X,g,,8,,E) uzayr bir esnek ikili genellestirilmis topolojik uzay ve
(F,E)eSS(X), olsun. (F,E) kimesinin esnek ciftsel g ,—igi sint; | (F,E) ile
gosterilir ve sint, (F,E)= EJ{(U E)eg,:(UE)S(F ,E)} seklinde tanimlanir.

sinty (F,E) kiimesi (F,E) kiimesinin igerdigi en biiyiik esnek ciftsel g, —

acik kiimedir.
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Omek 3.1.5 Omek 3.1.1'e gore (K,E)={(e.{a.b,c}).(e,,{a,c,d})} olsun. Bu
durumda  (K,E) kiimesinin igerdigi esnek ¢iftsel g, —agik  kiimeler
(F,E),(F,,E),(F,,E),(G,,E),(H,E),(H,,E) ve (#,E) dir. Bu nedenle (K,E)
kiimesinin esnek ¢iftsel g, , —i¢i asagidaki sekilde tanimlanir.

sz'nz‘g,L2 (K,E)= {(el,{a,b, c}),(ez, {a,c,d})} .

Teorem 3.1.6 (X,g,,8,,E) bir esnek ikili genellestirilmis topolojik uzay ve
(F,E),(G,E)e SS(X), olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler saglanir.
sinty (§,E)=(¢,E),

2. sint, (F,E)&(F,E),

—

3. (F,E) biresnek ¢iftsel g, —acik kiimedir < sint, (F,E)=(F,E),
4. Eger (F,E)E(G,E) ise sint, (F,E)Csint, (G,E) dir,
3. sint, [(F,E) N (G,E)] & sint, (F,E) A sint, (G,E) ve
sint, (F,E)OUsint, (G,E)Csint, [(F,E)O(G,E)],
6. sint | |:Sl'l’ltg,m (F,E)} = sint; (F,E) 1ise sinty | (F,E) esnek g ,—acik bir

kiimedir.

Ispat: Esnek g, , —i¢ islemi tanimindan kolayca elde edilmektedir.

Teorem 3.1.7 (X,g,,8,,E) bir esnek ikili genellestirilmis topolojik uzay ve
(F,E)e SS(X), olsun. Bu durumda;
x, € sintg (F,E) < (U,,,E) C (F, E) olacak sekilde I(U, , E) € g15(x,) vardir.

Ispat: Agiktir.

Teorem 3.1.8 (X,g,,8,,E) bir esnek ikili genellestirilmis topolojik uzay ve
(F,E)e SS(X), olsun. Bu durumda;

sintg, ,(F,E) = sintz (F,E) O sintg, (F, E).
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Ispat:
sint, (F,E)= U{(G,E) cesnek g, , —agik (G, E) kiimesi i¢in (G, E) € (F,E)}
0 (G,E):esnek g, —acik (G,,E) kiimesi i¢in, i =1,2
(G,E)S(F,E),(G,E)=(G,,E)U(G,,E)
0 (G,E)O(G,,E):esnek g, —acik (G, E) kiimesi i¢in, i =1,2
(G,E)O(G,,E) S (F,E)

=| U{(G,, E): esnek g, —agik (G,, E) kiimesi i¢in (G,, E) & (F,E)}} O

[U (G,,E):esnek &, —acik (G,, E) kiimesi icin (G,, E) & (F,E)}]
sint; (F, E) Usint, ((F.E)

Teorem 3.1.9 (X,g,,8,,E) bir esnek ikili genellestirilmis topolojik uzay ve

(F,E) e SS(X), olsun. Bu durumda;

1. (F,E)= [szntgl2(F,E)c ]C,

glz

2. sintg (F,E) =] scly ,(F.EY | .

Ispat:
1) sclz ,(F,E) = sclg (F, E)ﬂscl (F,E)
= ((X,E)\sintg ((X,E)\(F,E)))A((X,E) \sintg, ((X,E)\ (F,E)))
= (X,E)\| sinty ((X,E)\(F,E)) Usintz, ((X,E)\(F,E)) |

= (X,E)\sintz , ((X,E)\(F,E))

812

= [smt (FLE) ]C.

81,2

2) 1)’ in ispatina benzer sekilde kolayca goriiliir.

Tanim 3.1.5 (X,g,,8,,E) bir esnek ikili genellestirilmis topolojik uzay ve éé’m C 8o
olsun. Eger g, nin her elemam Egm nin elemanlarinin  birlesimi  seklinde

yazilabiliyorsa l§g~12 ve (X,81,8,,E) i¢in esnek g, , —taban denir.

Ornek 3.1.6 Ornek 3.1.1° e gore
égl’z = {(FiaE)a(F27E)a(F'35E)a(GlaE)a(G29E)a(G3aE)}a

(X,81,82,F) esnek ikili genellestirilmis topolojik uzayi igin bir esnek g, , — tabandir.
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Teorem 3.1.10 (X, g,,g,,E) bir esnek ikili genellestirilmis topolojik uzay ve l§g~12 bu

uzay i¢in bir esnek giftsel g;, —taban olsun. Bu durumda g, ,, l§g~12 > in elemanlarin

tiim esnek birlesimleri ailesine esittir.

Ispat: Tanim 3.1.5 den kolayca elde edilmektedir.

Onerme 3.1.3 églz ailesi (X,g;,8,,E) esnek ikili genellestirilmis topolojik uzayi igin
bir esnek ¢iftsel g, —tabandir<>Her (U,E) bir esnek g, —acik kiime ve

x, €(U,E) ise x, &(f, .E) & (U,E) olacak sekilde (B, ,E) € By, vardur.

Ispat: = l§g~1,2 ailesi (X,g1,8,,E) esnek ikili genellestirilmis topolojik uzay icin bir
esnek  ¢iftsel g, —taban ve x,€(U,E)eg, olsun. Bu durumda

(U,E) = U (B,E) olur. Bu nedenle x, € (B, ,E) S (U,E) olacak sekilde

(B.E)eBy , E8By
(B, ,E) € B' vardir.
< Varsayalm ki x, € (B, ,E) € (U,E), her x, € (U,E) ve her (U,E)e g, i¢in
saglansin. Bu durumda,

U.E)y= U ){xe}g DE)(ﬂxe,E@(U,E):(U,E):

U (B, ,E) olur. Yani
x,e(U,E e(U LE) ‘

X, €

5, ailesi (X,g1,8,,E) esnek ikili genellestirilmis topolojik uzay: igin bir esnek

ciftsel gy, —tabandir.

Teorem 3.1.11 (X,g,,g,,E) bir esnek ikili genellestirilmis topolojik uzay ve Egm bu

uzay i¢in bir esnek ¢iftsel g;, —taban olsun. Bu durumda, Egl , =

ispat: Varsayalim ki B;

5, ailesi (X,g,8,,F) esnek ikili genellestirilmis topolojik

uzayr i¢in bir esnek ciftsel g, —taban ve (U,E)e g, olsun. Bu durumda,

(UI’E)Egl ve (UZaE)EgZ 1(;11’1 s O (ﬂaE):(UaE):(UI’E)Q(UZaE)
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olur. Bu nedenle (U,E)= U (BLE) ve (UyE)= U (B.E)

(B1.E)eBy EBy, (P.E)eBy, EBy,
bulunur. Boylece U (BE= U  (B.E)O U (B.E)
(B.E)eBy , EBy (B1,E)eBy EBy (B,E)eBg, By,
olur. Yani égu = ~g1 O ~g~2 oldugu elde edilir.

Teorem 3.1.12 (X,g1,85,F) ve (X,g,',8,",E) iki esnek ikili genellestirilmis topolojik

uzay ve sirasiyla ]}élz ve E'g-12 bu uzaylar i¢in iki esnek taban olsun. Eger

ise g1, £ &', dir.

g g
Ispat: Aciktir.

Tanim 3.1.6 (X,g,,8,,E) bir esnek ikili genellestirilmis topolojik uzay, (F,E) X
tizerinde bir esnek kiime ve x, € SS(X)y olsun. Eger x, € (G,E) C (F,E) olacak
sekilde bir (G,E) esnek g, —acik kiimesi varsa (F',E) ye x, esnek noktasimn bir
esnek g, —komsulugu denir. x, nin tim esnek g, —komsuluklarimin kiimesine x,

nin esnek g, —komsuluklar ailesi denir ve N s, (x.) ile gosterilir.

Onerme 3.1.4 (X,g,,8,,E) bir esnek ikili genellestirilmis topolojik uzay, (F,E) ve
(G,E) X izerinde iki esnek kiime ve x, € SS(X)r olsun. Bu durumda asagidaki
ifadeler saglanur.
1. Eger (F,E) € Ny, (x,) ise x, & (F,E) dir.
2. Eger (F,E)e Ny, (x,) ve (F,E) & (G,E) ise (G,E) € Ny, (x,) dir.
3. (F,E) bir esnek ciftsel g, —acik kiimedir<> (F,E) her esnek noktasinin
bir esnek ¢iftsel g, , —komsulugudur.
4. Eger (F,E)e ]\~/g~1’2 (x,) ise her y,&€(U,E) i¢cin (U,E)C(F,E) ve
(U,E)e N &, (Vo) olacak sekilde bir (U, E) esnek ¢iftsel g, —agik kiimesi

vardir.
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Ispat: 1) (F,E) e ]\7§ (x.) olsun. Bu durumda (U,E) € gy, icin x, € (U,E) C (F,E)

12
dir. Buradan x, € (F,E) oldugu elde edilir.

2) Varsayalim ki (F,E)e N 1 (x,) ve (F,E)Z(G,E) olsun. Bu durumda
(U,E)e g, i¢in x, €(U,E)C (F,E) Z (G,E) olur. Dolayisiyla (G,E) e Nglz (x.)
oldugu elde edilmis olur.

3) Varsayalm ki (F,E) bir esnek ciftsel g, —acik kiime olsun. Bu durumda her
x, € (F,E) i¢cin x, € (F,E) C (F,E) olur. Bu nedenle (F,E) esnek kiimesi her esnek
noktasinin bir esnek ¢iftsel g;, —komsulugudur.

Tersine (F,E) esnek kiimesi her esnek noktasinin bir esnek ciftsel g, —komsulugu

olsun. Bu durumda x, € (U,E) C (F,E) olacak sekilde esnek ciftsel g, —acik (U,E)

kimesi vardir. Buradan (F,E)= U {x,}& U U,E)e U (F,E) olr
x,&(F,E) x,&(F,E) x,&(F,E)

Boylece (F,E) nin esnek ciftsel g, —agik kiimelerin bir birlesimi oldugu elde edilmis
olur. Dolayisiyla (F,E) bir esnek g, —acik kiimedir.

4) (F,E)e N g, (%) olsun. Bu durumda x, € (U,E) < (F,E) olacak sekilde
(U,E) € gy, vardir. 3). ifadeden her y, € (U,E) i¢in (U,E) e ]\7&‘2 (y,) oldugu elde

edilir.

Onerme 3.1.5 (X,8,,8,,E) bir esnek ikili genellestirilmis topolojik uzay olsun. Bu
durumda her x, & SS(X) igin Ny (x,) = N (x,) U Ng, (x,) dir.

Ispat: x, € SS(X)z ve (F,E) e Nél,z (x,) kiimesi x, esnek noktasinin herhangi esnek
g1, —komsulugu olsun. Bu durumda x, € (G,E) € (F,E) olacak sekilde bir esnek
812 —acik  (G,E) kiimesi vardir. Eger (G,E) e g, ise (G,E)=(G,E)O(G,y,E)
olacak sekilde (Gj,E)e g ve (Gy,E)eg, vardir. x, €(G,E)=(G,E) O (G,,E)
oldugu i¢cin x, € (G, E) veya x, € (G,,E) dir. Aynica x, € (G,E) € (G,E) C (F,E)

55



veya x, &(Gy,E)E(G,E)E(F,E) dir. Dolayisiyla (F,E)e Ng(x,) veya
(F,E) € Ng (x,) dir. Yani (F,E) € Ny (x,) O Ny (x,) olur.

Tersine, varsayalm ki (F,E)e€ N 5 (x.) O N s, (x,) olsun. Bu durumda
(F,E)e N (x,) veya (F,E)eNg (x,) dir. Dolaysiylax, &(G,E) & (F,E) ve
x, € (G,,E) C (F,E) olacak sekilde x, € (G,E) € g; veya x, €(G,y,E) € g, vardir.
Sonug olarak (G,E) e g, i¢in x, € (G, E) U (G, E) = (G,E) & (F,E) dir. Boylece

(F.E) e Ng , (x,) olur.

3.2 Esnek Ikili Genellestirilmis Siireklilik

Bu boliimde esnek ikili genellestirilmis topolojik uzaylar {izerinde esnek genellestirilmis
siireklilik, esnek genellestirilmis agik (kapali) doniisiimler ve esnek genellestirilmis
homeomorfizm kavramlari iizerinde calisilarak bu kavramlar arasindaki bazi iligkiler

kurulmustur [73].

Tanim 3.2.1 (X,g,,9,.E), (¥, lgl,lgz,E) uzaylar1 iki esnek ikili genellestirilmis
topolojik uzay ve f:(X,g,,8,,E)—> (¥, lgl,lgz,E) bir esnek doniisiim olsun. f(x,) nin
her (G,E) esnek IELZ —komsulugu icin eger f((F,E)) <& (G,E) olacak sekilde
x, €SS(X), esnek noktasmin bir (F,E) esnek g ,—komsulugu var ise f

dontisiimiine x, esnek noktasinda esnek g, , — stirekli doniisiim denir.

Teorem 3.2.1 (X,g,8,.E), (¥ ,lgl,lgz,E) uzaylar1 iki esnek ikili genellestirilmis
topolojik uzay ve f:(X,8,8,,E)—>{ ,/gl,lgz,E) bir esnek doniigim olsun. f
doniigtimii (X, g,,&,,E) esnek ikili genellestirilmis topolojik uzayinda bir esnek g, , —
sirekli donilistimdiir ancak ve ancak her (G,E) esnek lgl,z—aglk kiimesi i¢in

f7'((G,E)) bir esnek 8, — acik kiimedir.
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Ispat: Varsayalim ki f doniisimii (X, g,,g,,E) esnek ikili genellestirilmis topolojik
uzay1 iizerinde bir esnek g, , — stirekli doniisiim ve (G,E) € 12,’2 olsun. f'((G,E))e 81,
oldugunu gosterelim. f(x,)e(G,E) ve f esnek g ,—sirekli donlsim oldugundan
herx, € f7'((G,E)) esnek noktasi i¢in f((F,E)) & (G,E) olacak sekilde x, esnek
noktasinin bir (F,E) esnek g, , —komsulugu vardir. Buradan x, € (F,E) C f (G,E))
bulunur. Yani f7'((G, E)) bir esnek g, —agik kiimedir.

Diger taraftan, x, esnek noktasi X iizerinde bir esnek nokta ve f(x,)€(G,E), Y
tizerinde bir esnek 721,2 — agik kiime olsun. Bu durumda x, e f7'((G,E)) ve
f(f((G,E) & (G,E) olur. Dolayisiyla f doniisimii (X,&,,&,,E) esnek ikili

genellestirilmis topolojik uzayinda esnek g, , — siirekli bir dontigiimdiir.

Teorem 3.2.2 (X,g,8,,.E), (¥ ,IEI,IEZ,E) uzaylart iki esnek ikili genellestirilmig
topolojik uzay ve f:(X,g,,8,,E)—=>{ ,lgl,lgz,E) bir esnek doniisim olsun. f
dontigimil (X, g,,8,,E) esnek ikili genellestirilmis topolojik uzayinda bir esnek g, , —
stirekli donilisiimdiir ancak ve ancak Y iizerinde her esnek ]€1,2 -kapal1 kiime igin

/' ((G,E)), X iizerinde esnek g, —kapali bir kiimedir.

Ispat: f:(X.8,,8,.E) —>(Y,/€1,/€2,E) esnek doniisimii (X, g,,8,,E) uzaymda esnek
g, —stirekli bir doniisiim ve (G,E) esnek kiimesi Y de esnek 121,2 —kapal1 bir kiime
olsun. Bu durumda (G,E)=(G,E)N(G,,E), (G,E)e l:ff, i=12 olur.
(G,E) =(G,E) U(G,,E) esnek lgl’z —kapal bir kiime ve [ esnek g, —siirekli bir
dontisiim oldugundan

f(GEY) = f(GLE) O(G,,E)) = [ (G,E)) D [ (G, E))

=(/7G.E)) O(f(G,.B)) =(/(G.B))
elde edilir. Dolayisiyla ( f ’I(G,E))c, X lzerimde esnek g, —agik bir kiimedir. Yani

f((G,E)), X iizerinde esnek g, —kapali bir kiimedir.
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Diger taraftan, varsayalm ki f~'((G,E)), X iizerinde esnek 8,, — kapali bir kiime ve
(G,E) esnek kiimesi Y iizerinde esnek IELZ —kapali bir kiime olsun. Y iizerinde
herhangi bir (H,E) esnek lgl,z—aglk kiimesi icin, (H,E)° esnek /gl,z—kapah bir
kiimedir. Hipotezden f~'((H,E)‘), X iizerinde esnek g,, —kapali bir kiimedir.
SHEY)=(f"(HE)) ve (f'((H.E)) esnek g,—kapali bir kiime
oldugundan f~'((H,E)), X liizerinde esnek g,, —agik bir kiimedir. Bu nedenle f

doniigtimii (X, g,,&,,E) esnek ikili genellestirilmis topolojik uzayinda bir esnek g, , —

siirekli doniistimdiir.

Omek 3.2.1 X:{xl,xz,x3}, Y:{yl,yz,y3} ve E={e,e,} olsun.
gl = {(J,E),(E,E),(F;,E)} ’ gz :{(&7E):(GI’E):(GzﬂE)(GpE)} X ﬁzerinde lkl esnek

genellestirilmis topoloji ve ayrica l;l = {((/;, E),(H,E), (Hz,E)} Y lgz = {(gz;, E), (SI,E)} Y

tizerinde iki esnek genellestirilmis topolojidir. X ve Y {izerindeki esnek kiimeler

asagidaki sekilde tanimlanmaktadir.
(F,E)={(e,{x",x*}), (e, &x',x*})},
(F,, E)={(e,,{x'}). (e, 4x' D},
(G, E)={(e,, {x'}). (e, (X'},
(G, E) ={(e,,{x°}). (e, 1x', 47},
(Gy, E) ={(e,, {&x', 1), (e, X,
ve
(H,,E)={(e;,{", 3" (er, 17, y* D}
(H,.E)={(e,.{y").(er. (3" 1)}

(S, E)={(e 1", 3" (e 07, 7'}

Bu durumda;
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&, ={($.E).(F,, E).(F,, E).(G,, E),(G,, E).(G,, E),(X, E),(U,, E)}
U,,E) = (F,, E)O(G,, E) = {(e,, {x',x'}), (e, {x', 5}
ve
ko = {8, E).(H,,E).(H,,E),(S,, E)}
olur. Dolaysiyla (X,g,,8,,E) ve(Y ,IEI,IEZ,E) uzaylar1 iki esnek ikili genellestirilmis
topolojik uzaydir. f: X — Y doniisiimii asagidaki sekilde tanimlansin.
e e,
VACOES SN ICOESY
[ =y f(*)=y’
fG)=y" f(x7)=)
Bu durumda f dontisimi x; esnek noktasinda esnek g, , —siirekli bir dontigimdiir.
Fakat f dontsimi (X, g,,8,,E) esnek ikili genellestirilmis topolojik uzaymnda esnek

&,, — stirekli bir doniisiim degildir. Ciinkii /™' ((H,,E)) ¢ &, ,.

Teorem 3.23 (X,g,8,,.E), (¥ ,lgl,lgz,E) uzaylart iki esnek ikili genellestirilmig
topolojik uzay ve f:(X,g,.g,,E)—=>{ ,lgl,lgz,E) bir esnek doniisim olsun. f
doniigtimi (X, g, 8,,E) esnek ikili genellestirilmis topolojik uzayinda esnek g, —

siirekli bir donustimdiir ancak ve ancak f(scl; (F,E)) C scl i) (f((F,E))).

Ispat: f, (X,&,,&,,E) esnek ikili genellestirilmis topolojik uzayinda esnek 8o~
stirekli bir dontisim ve (F,E)e SS(X), olsun. scl. (f((F,E))), Y lizerinde esnek
lgl’z—kapah bir kiime oldugundan f _l(scllg (f((F ,E)))), X lizerinde esnek g, ,—

kapal1 bir kiimedir. Dolayistyla

sel (7 (sely (PP EW))= 1 (sel, (F(F.ED) ©.1)
Ve

SUF.E) Escly (f(F.E))
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bulunur. Boylece
(F.E)E [T (f((F.E)E [ scl; (f((F,E))
elde edilir. (4.1) den

sl (F.B) E sl (17 (sel, (£, EN))= 1 (sel, (F(CF.E).

Buradan
S (sely, (F,E)) Esel, (f(F,E))
bulunur.
Diger taraftan, varsayalim ki her (F,E)eSS(X), icin

f(sczgm (F,E))éscl/;ljz (f((F,E))) ve (G,E), Y iizerinde esnek % , —kapal bir kiime

olsun. SCII%,Z (G,E)=(G,E) dir. Hipotezden,

fsely (f(GEW) Esel, (f(f7(G.E))& sel, (G,E)=(G,E)
elde edilir. Boylece,
sl (f7((G.E)))& [ ((G.E))

Ve

S @By Esel, (£7((0.E)))
bulunur. Yani,

scl, (£ ((G.E)))=f"((G.E))
olur. f 71((G,E)), X de esnek g, —kapali bir kiimedir. Dolayisiyla f doniigimii
(X,8,,8,,E) esnek ikili genellestirilmis topolojik uzayinda esnek g, —strekli bir

dontistimdiir.

Teorem 3.2.4 (X,8,,8,,E) ve (¥ ,lgl,lgz,E) uzaylar1 esnek ikili genellestirilmis iki
topolojik uzay, f:(X,gl,g~2,E)—>(Y,l€1,l€2,E) bir esnek doniisim ve (G,E), Y
lizerinde keyfi bir esnek kiime olsun. f doniisimii (X,g,,8,,E) esnek ikili

genellestirilmis topolojik uzayinda esnek g, , — siirekli bir donlisiimdiir ancak ve ancak

£ ((sint,, (G.B))) & simy (£ ((G.E)).

60



Ispat: f, (X,&,,&,,E) esnek ikili genellestirilmis topolojik uzayinda esnek 8o~
stirekli bir doniistim ve (G, E) € SS(Y), olsun. sint; ((G,E)), Y Uzerinde esnek ]:71,2 -
acik bir kiime oldugundan f ’l(sint]g ((G,E))), X Tzerinde esnek g, —agik bir

kiimedir. Dolayisiyla

sint, ( s (sint];u ((G,E))) - (sintm (G, E))) (0.2)
ve
sint, ((G.E)) & (G.E)
bulunur.
£ (sint, (G ED)€ £7(G.B)
oldugundan

sint, ( £ (sint;_(G. E)))) —sint, (/"G EY).
elde edilir. (4.2) den
4 (sim,;m (G,E)) & sint, (f7((G.E)))

saglanir.

Diger taraftam, (G, F) kiimesi Y {izerinde esnek acik bir kiime olsun. Bu durumda

sinty, (17 (G ))& (G E) = £ (sint; (G.E)) Esinty, (1 ((G. )
saglanir. Boylece
sintg (17((@.B)) = /7 ((G. )
elde edilir. Dolayisiyla f* dontisimii (X, g,,g,,E) esnek ikili genellestirilmis topolojik

uzayinda esnek g, , — siirekli bir donligimdiir.

Teorem 3.2.5 (X,§,,8,,.E) ve (Y,k,k,,E) uzaylan esnck ikili genellestirilmis iki
topolojik uzay olsun. f:(X,g,,.g8,,E)—> ¥ ,lgl,lgz,E ) esnek g, —siirekli bir doniisiim
ise her ecE i¢in, f,:(X,g .8, )—>(, lgle,l:rzc) ikili genellestirilmis stirekli bir

doniisiimdiir.
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Ispat: Agiktir.

Teorem 3.2.6 (X,g,,8,,E) ve (¥ ,IEI,IEZ,E) uzaylar1 esnek ikili genellestirilmis iki
topolojik uzay, f:(X,g,,g,,E)—> (Y, lgl,lgz,E ) bir esnek doniisiim olsun. f donilisiimii
(X,8,,8,,E) esnek ikili genellestirilmis topolojik uzaymnda esnek g, —stirekli bir
doniisiimdiir ancak ve ancak f:(X,gl,E)—>(Y,l€1,E) ve f:(X,gz,E)—>(Y,l€2,E)

dontigiimleri esnek g — siirekli doniistimlerdir.

Ispat: f doniisimii (X,g,,8,,E) esnek ikili genellestirilmis topolojik uzaymda esnek
g,, —surekli bir doniisim ve (G,E), Y lizerinde esnek l:rl’z—amk kiime olsun.
(G,,E)U(G,,E)=(G,E) olacak sckilde (G,E)ek ve (G,,E)ek, vardr. f
dontisiimii g, , — stirekli bir doniisiim oldugu igin,

S G.E) =1 (G E)O(G,. E)) = /(G E)) T 7 ((G,. E))
esnek g, —agik bir kiimedir. Bu durumda /' ((G,,E))e g, ve /' ((G,,E))€e g, olur.
Yani f:(X,8,E)—>(Y,k,E) ve f:(X,8,,E)— (Y,k,,E) doniigiimleri esnek g—
stirekli doniisiimlerdir.
Diger taraftan, varsayalim ki f:(X,g],E)—)(Y,l%,E) ve f:(X,gz,E)—>(Y,l€2,E)
dontisiimleri esnek g —siirekli doniigiimler ve (GI,E)elgl, (GZ,E)EIE2 olsun. Bu
durumda (G,E)=(G,,E)J(G,,E) olacak sekilde (Y,lgl,lgz,E) uzaymda (G, E) esnek
k,—agik kiimesi vardi. f:(X,&,E)—>(Y,k,E) ve f:(X,8,,E)—>(Y.k,E)
doniisiimleri esnek g —siirekli doniisiimler oldugu i¢in 7' ((G,E))eg, ve
f7((G,,E))e g, seklindedir. Bu nedenle

F(GLE) O f((Gyr E)) = £ (G EYO(G,. B)) = (G, E)
elde edilir. Yani f doniisimi (X,g,,g,,E) esnek ikili genellestirilmis topolojik

uzayinda esnek g, , — stirekli bir dontigiimdiir.
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Teorem 3.2.7 (X,§,,8,.E), (Y,k,k,,E) ve (Z,6,,6,,E) esnek ikili genellestirilmig
topolojik uzaylar olsun. Eger fi(X,8.8,,E)> ¥ ,IEI,IEZ,E) ve
g:(Y,k,,ky,E)—>(Z,6,,6,,E) doniisiimleri esnek ikili genellestirilmis ~siirekli
dontisimler ise gof:(X,g,,8,,E)—>(Z,6,,6,,FE) doniisimi de esnek ikili

genellestirilmis stirekli bir doniigiimdyir.

Ispat: Aciktir.

Tanim 3.2.2 (X,g,,8,,E) ve (¥ ,lgl,lgz,E) uzaylart esnek ikili genellestirilmis iki
topolojik uzay, f:(X,g,,g,,.E)—> (Y, lgl 4 lgz,E ) bir esnek doniistim olsun.

a) Eger (X,g,,8,,E) uzayinda ki her (F,E) esnek g ,—acik kiimesi igin
f((F,E)), (Y,k,ky,E) uzaymda esnek k,,—agik kiime ise f doniisiimiine
esnek g, — acik doniisiim denir.

b) Eger (X,g,,8,,E) uzayinda ki her (K,E) esnek g, ,—kapali kiimesi igin
f((F,E)), (Y,k,k,, E) uzaymda esnek £, , —kapal kiime ise f doniisiimiine
esnek g, — kapali doniisiim denir.

Uyar1 3.2.1 Esnek ikili genellestirilmis siirekli doniisiim, esnek ikili genellestirilmis

aciklik ve esnek ikili genellestirilmis kapalilik kavramlar1 tamamen birbirlerinden

bagimsiz kavramlardir. Bu durum asagidaki 6rnekle gosterilmistir.

Ornek 3.2.2 X:{x',xz}, Y:{y',yz} ve E={e,e,} olsun. g1={(¢Z,E),(Fl,E)},
g, :{(é,E),(Gl,E)} X  izerinde esnek genellestirilmis  topolojiler  ve

k={$.E).(H,E)}, k ={(§,E).(Y,E),(S,E),(S,, E)} ise ¥ iizerinde esnek

genellestilmis topolojilerdir. X ve Y {lzerindeki esnek kiimeler asagidaki sekilde

tanimlanmaistir.

(F, B)={(e,{x'})- (e 671}
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(G, E)={(e, 1x'}), (e, 1,671}
(H,,E)={(e,00"}): (e 01})}
S E)={(e- 071, (e 10071
(S,,B) ={(e 1), (e, 01}
Bu durumda,
&, ={(@.E).(F,E).(G,.E)|
ve
ko ={(@.E),(T,E),(H,, E),(S,, E),(S,, E),(U,, E)}
olur. Burada
(U, E)=(H, E)U(S,, E) = (e, 0",5}) (e 13}
seklindedir. Bu durumda (X,g,,g,,E) ve (¥ ,lgl,lgz,E) uzaylar1 birer esnek ikili
genellestirilmis topolojik uzaydir. Eger f doniisiimii agagidaki sekilde tanimlanir ise f°
esnek g, —agik ve esnek g, -kapali dontigimdiir.
e e,
fG&h=y" )=y
fG&)=y" )=y
Fakat f doniisimi (X,g,,g,,E) esnek ikili genellestirilmis topolojik uzayinda esnek

8., — siirekli doniisiim degildir.

Teorem 3.2.8 (X,g,,8,,E) ve (¥ ,IEI,IEZ,E) uzaylar1 esnek ikili genellestirilmis iki
topolojik uzay, f:(X,g,,8,,E) > (¥, /gl,lgz,E ) bir esnek doniisiim olsun.
a) f esnek g ,—agik bir doniiglimdiir ancak ve ancak X flzerindeki her (F,E)
esnek kiimesi i¢in f'(sint, (F,E)) < st (f((F,E))) dir.
b) f esnek g, —kapal bir doniigtimdiir ancak ve ancak X iizerindeki her (F,E)

esnek kiimesi igin sl (f((F.E)))& f(sclgu(G,E)) dir.
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Ispat: a) f esnek g,, —agik bir donlisim ve (F,E)eSS(X), olsun. sinty | (F,E)
esnek 8o~ acik kiime ve smtgl)2 (F,E)Z (F,E) dir. f esnek 8o~ acgik bir doniisiim
oldugu icin (7, li,lgz,E) uzaymda f(sint, (F,E)) esnek /ELZ —acik kiime ve
f(sngl_z (F,E))Q f((F,E)) dir. Boylece f(snt, (F.E))& st (f((F,E)) elde
edilir.

Diger taraftan varsayalim ki (F,E), (X, g,,8,,E) uzayinda herhangi esnek g, , —agik
kiime olsun. Bu durumda (F,E)= sinty | (F,E) dir. Teoremden
f (smtgL2 (F,E)) C st (f(F,E))) vardir. Dolayisiyla
f((F,E))= f(smtgm (F,E))Qsmtlal (/((F.E))) € f((F.E)) elde edilir.
f((F.E))= sty (f((F,E))). Yani f esnek g, —agik kiimedir.

b) f esnek g ,—kapali doniistim ve (F,E)e SS(X), olsun. f esnek g, —kapah
doniigim oldugu icin f (sclgm (F ,E)), (Y, lgl,l:fz,E) uzaymda esnek l;l’z —kapali bir
kiime ve f((F,E)& f(sclglvz (F,E)) dir. Béylece
sl, (f((F.E)))& f(sclgu (F,E)) elde edilir.

Diger taraftan, varsayalm ki (F,E), (X,g,,&,,E) uzayinda herhangi esnek g, ,—
kapali kiime olsun. Bu durumda (F,E) :sclg,L2 (F,E) dir. Teoremden
scl; (f((F.B))& f(sclgm (F,E)): f((F.E))Escl, (f(F,E)) vardir. Buradan

scl;. (f(F,E))= f((F,E)) olur. Yani f esnek g, —kapali bir doniistimdiir.

Onerme 3.2.1 Eger her ec E igin f:(X,gl,gg,E)—>(Y,/€1,/€2,E) esnek g, —agik

dontigiim (esnek g, , —kapali doniigiim) ise

Lo(%.8.8,) > (VAR

ikili genellestirilmis acik (kapali) doniistimdiir.

Ispat: Aciktir.
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Tanim 3.23 (X,g,,8,,.E) ve (¥ ,lgl,lgz,E) uzaylar1 esnek ikili genellestirilmis iki
topolojik uzay, f:(X,8,8,,E)—> (Y ,lgl,lgz,E) bir esnek doniisiim olsun. Eger
asagidaki kosullar saglanirsa f* dontigiimiine esnek g, , — homemorfizm denir.

a) f birebir ve ortendir,

b) f esnek g, — siireklidir,

¢) f ' esnek g ,— siirekli doniisiimdiir.

Teorem 3.2.9 (X,§,,8,,E) ve (Y,k,k,,E) uzaylann esnck ikili genellestirilmis iki

topolojik uzay, f:(X,g,.8,,E)—> Y ,IEI,IEZ,E) bir esnek doniisiim olsun. Asagidaki
ifadeler birbirine denktir.

a) f esnek g , —homeomorfizmdir,
b) f esnek g, —siirekli ve esnek g, , —kapali doniistimdiir,

¢) f esnek g, —siirekli ve esne g, —agik doniigimdiir.

Ispat: Esnek ikili genellestirilmis topolojik uzaylar iizerinde siireklilik, acik ve kapali

doniistim ile ilgili daha 6nce verilen teoremlerden kolayca elde edilmektedir.

3.3 Esnek Ciftsel ikili Genellestirilmis Ayirma Aksiyomlar

Bu bolim de esnek ikili genellestirilmis topolojik uzaylar lizerinde esnek ¢iftsel ikili

genellestirilmis 7, —uzaylar1 tanimlanmustir [74].

Tanim 3.3.1 (X, g,.8,,E) bir esnek ikili genellestirilmis topolojik uzay olsun. Eger her
X,, V5 €SS(X); ve x, # y, i¢in x, E(F,E),y, & (F,E) veya x, &(F,E),y, &(F,E)
olacak sekilde (F,E)e g, esnek giftsel acik kiimesi bulunabiliyorsa (X,g,,g,,E)

uzayina esnek ciftsel ikili genellestirilmis 7; —uzay1 denir.
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Ornek 3.3.1 X ={a,b}, E={e,e,} ve

& ={(.E).(F,E).(F,,E)}

2, ={(4.E).(G,E).(G,,E)|

olsun. Burada,

(F,E) ={(¢,X). (e, {8})}
seklindedir. (X,g,,g,,E) uzay: lizerindeki esnek ¢iftsel agik kiimeler ailesi asagidaki
sekilde tanimlansin.
&, ={(3. E).(F. E).(F. E).(G,, E).(G,, E).(H,, E).(H,. E)}
Dolayisiyla (X, g,,8,,E) uzay: bir esnek ciftsel ikili genellestirilmis topolojik uzaydir.
Burada,
(H,E)= {(el,X),(e2,¢)}
(H,,E)={(e, X),(e,, X)}

olur. (X,g,,8,,E) uzaymin esnek ciftsel ikili genellestirilmis 7, —uzay1 oldugu agiktir.

Teorem 3.3.1 (X,g,,8,,E) uzay: bir esnek ciftsel ikili genellestirilmis 7, —uzayidir

ancak ve ancak her x,,y, € SS(X), ve x, #y, i¢in scl, (x,,E)#scl; (y,,E) dir.

Ispat: (X,g,,8,,E) bir esnek iftsel ikili genellestirilmis 7, —uzay1, x,, Vg €SS(X),
ve x,#y, olsun. x, €(G,E), y, ¢(G,E) olacak sekilde (G,E)eg,, vardur.
Dolayisiyla (G, E) esnek g, —kapali bir kiime ve y, €(G,E),x, € (G,E) dir. Tanim
3.1.3 den sclgl’2 (¥4, E), (¥4,E) yi igeren en kiigik esnek g, —kapali kiimedir. Bu

nedenle Sdél,z (5, E)E(G,E) dir. Ayrica x, € (G, E) oldugundan x, ésclgh2 (y5,E)
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olur. Boylece x, €scl ) (x,,E) fakat x, &scl i) (yg,E) elde edilir. Dolayisiyla
scl & (x,,E)# sclgL2 (¥, E) seklindedir.

Diger taraftan, varsayalim ki x,,y, € SS(X),, x, # y, ve sclgl’2 (x,,E)# sclg,u (y5,E)
olsun. Dolayistyla burada z, € sc/ & (x,,E) fakat z, & scl & (4, E) olacak sekilde en az
bir z, €SS(X), esnek noktasi vardir. x, & scl &) (¥5,E) oldugunu gosterelim. Farz
edelim ki x, €scl &) (¥4,E) olsun. Bu durumda {x,}C scl & (¥4,E) oldugundan
sclgu (x,,E)C sclgl’2 (¥5,E) olur. Boylece z, € sclg,]’2 (x,,E) oldugundan

z, €scly (y;,E) elde edilir. Fakat bu durum varsayimimiz ile geliski olusturur. Bu
nedenle  x, ¢ SClgl’2 (yg,E) dir.  Ayrnica  x, € |:SCZ§1,2 (yg, E )]c seklindedir.

[sclgl.2 (yﬂ,E)Tkiimesi x, yiigeren y, y1 igermeyen esnek g ,-acik kiimedir. Yani,

(X,8,,8,,E) uzay esnek ciftsel 7, —uzayidur.

Onerme 3.3.1 (X,g,,8,,E) esnek giftsel ikili genellestirilmis topolojik uzay,
(X,g,,E) ve (X,g,,E) iki esnek genellestirilmis topolojik uzay olsun. Eger (X, g, E)
veya (X,g,,E) esnek T, —uzay1 ise (X,g,,g,,E) esnek ciftsel ikili genellestirilmis

T, —uzayidur.

Ispat: Farz edelim ki x,,y, € SS(X),, x, #y, ve (X,g,E) esnek T, —uzay: olsun.
Bu durumda x, E(F,E), y, &(F,E) veya x,&(F,E), y,&(F,E) olacak sekilde
(F,E)€g, vardir. (F,E)E€g C g, oldugundan Onermenin gerekliligi elde edilir.
Benzer sekilde bu kosullar (X,g,,E) uzay: iginde saglanir. Dolayisiyla (X, g,,2,,E)

esnek ciftsel ikili genellestirilmis 7 —uzayidir.

Uyar1 3.3.1 Onerme 3.3.1° in tersi her zaman dogru olmayabilir. Bu durum asagidaki

ornekle gosterilmistir.
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Omek 3.3.2 Omek 3.3.1° e gore, (X,g,E) esnek T,—uzayidir. b, #a, icin g
tizerinde bu esnek noktalardan birini igerip digerini igermeyen herhangi bir esnek agik

kiime yoktur. Dolayisiyla (X,g,,E) uzayr esnek T, —uzay1 degildir. Benzer sekilde
(X,&,,E) uzayr da esnek T —uzay! degildir. Cinkii a, #b, i¢in, g, lizerinde bu
esnek noktalardan birini igerip digerini icermeyen herhangi bir esnek agik kiime yoktur.

Bu nedenle (X,g,,g,,E) esnek ciftsel ikili genellestirilmis 7, —uzayidir fakat

(X,g,,E) veya (X,g,,E) uzaylar esnek 7, —uzay1 degildir.

Tanim 332 (X,g,,8,,E) bir esnek ikili genellestirilmis topolojik uzay ve
X,V €SS(X),, X, # YV, olsun. Eger x, €(F,E),y, &(F,E) ve
x, €(F,E),y, €(F,E) olacak sekilde (F,E),(G,E)e g, esnek iftsel agik kiimeleri

varsa (X, g,,8,,E) uzayma esnek ciftsel ikili genellestirilmis 7, —uzayi denir.

Ornek 3.3.3 X ={a,b}, E={e.e,} olsun ve g3, esnek genellestirilmis topolojileri

asagidaki sekilde tanimlansin.

& ={(4.E).(F, E).(F,,E),(F,, E)|

& ={(4.E).(G,.E),(G,,E),(G,, E)|

Burada,
(F,E)={(e, X),(e,,9)}
(F,,E)={(e,,{a}), (e,, b))}
(Fy, E) ={(e, X), (e, {b})}
(G, E)={(e,9),(e,, X)}
(G, E)={(e,, {b}),(e,, {a})}
(Gy, E) ={(e,,{b}), (e,, X))}
(X,3,.8,,E) uzay: iizerindeki esnek giftsel agik kiimeler ailesi asagidaki sekildedir.

&> ={(8.E).(F, E),(F,, E),(F,, E),(G,, E),(G,, E),(Gy, E),(H,, E),(H,, E),(H;, E)}
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Ve
(Hy,E)={(e,, X),(e,, X}},
(H,, E)={(e,, X), (e, {a}},
(H,,E)={(e;,{a}),(e,, X }}.

Bu durumda (X,g,,g,,E) esnek ciftsel ikili genelestirilmis topolojik uzaydir. Bu

uzayn esnek ¢iftsel ikili genellestirilmis 7, —uzay1 oldugu aciktir.

Teorem 3.3.2 (X,g,,8,,E) esnek ciftsel ikili genelestirilmis topolojik uzay olsun. X

tizerinde ki her tek nokta kiimesi esnek c¢iftsel kapali kiimedir ancak ve ancak

(X,8,,8,,E) esnek ciftsel ikili genellestirilmis 7, —uzayidir.

Ispat: (=): Farz edelim ki (X,g,,&,,E) esnek ciftsel ikili genellestirilmis 7, —uzay:
ve her x, ESS(X),, y,&(x,,E)" olsun. Bu durumda y, &(G,E) vex, €(G,E)
olacak sekilde (G,E)eg,, vardir. Boylece y,é&(G,E)ES(x,,E)" elde edilir.
Dolayisiyla (x,,E)° esnek ciftsel agik bir kiimedir ve buradan (x,,E) esnek giftsel
kapalidir.

(<:): Farz edelim ki X, Vg ESS(X),, x, # Yy, Ve (x,,E) esnek ciftsel kapali bir
kiime olsun. Bu durumda (x,,E)° esnek ciftsel agik bir kiimedir. Dolayisiyla
x, & (x,,E) ve v €(x,,E) olacak sekilde (x,,E)" esnek ciftsel acik kiimesi vardur.
Benzer sekilde x, € (y;,E)" ve y, ¢z ( Y4, E)" olacak sekilde (y,,E)" esnek ciftsel agik

kiimesi vardir. Dolayisiyla (X, g,,8,,E) esnek ciftsel ikili genellestirilmis 7, —uzayidir.

Onerme 332 (X,&,,8,,E) esnek ciftsel ikili genelestirilmis topolojik uzay ve
(X,g8,,E), (X,g,,E) iki esnek genellestirilmis topolojik uzay olsun. Eger (X,g,E)
veya (X,g,,E) esnek T —uzay1 ise (X,g,,g,,E) esnek ciftsel ikili genellestirilmis

1, —uzaydir.
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Ispat: Farz edelim ki (X,g,,8,,E) esnek ciftsel ikili genellestirilmis topolojik uzay,
X,,V; €SS(X)p, x,#2y, ve (X,g,E) esnek T — uzayr olsun. Bu durumda
x, E(FLE), y, &(F,E) ve x, € (F,,E), y, €(F,,E) olacak sekilde
(F,E),(F,,E)e g, vardir. (F,E),(F,,E)e g, £ g, oldugundan 6nermenin gerekliligi
elde edilmis olur. Benzer sekilde bu sartlar (X, g,, E) uzay: icinde saglanir. Dolayisiyla

(X,g,,8,,E) esnek ciftsel ikili genellestirilmis 7 —uzayidir.

Uyart 3.3.2 Onerme 3.3.2° nin tersi her zaman saglanmayabilir. Bu durum asagidaki

ornekle gosterilmistir.

Ornek 3.3.4: Ornek 3.3.3° e gore, (X,8,,8,,E) esnek ciftsel ikili genellestirilmis 7, —
uzayidir. Fakat (X,g,,E) ve (X,g,,E) esnek 7 —uzay: degildir. (X,g,,E) uzayini
dikkate alalhm. a, #b, i¢in g Uzerinde b, esnek noktasini igeren a, esnek noktasini
icermeyen herhangi bir esnek acik kiime yoktur. Dolayisiyla (X,g,,E) uzayr esnek
T, —uzay: degildir. Benzer sekilde (X,g,,E) uzaymu dikkate alahm. b, #a, i¢in g,
lizerinde b, esnek noktasini i¢eren @, esnek noktasini icermeyen herhangi bir esnek
acik kiime yoktur. Dolayistyla (X,g,,E) uzayr esnek 7, —uzay:r degildir. Dolayisiyla
(X,8,,8,,E) esnek ciftsel ikili genellestirilmis 7, —uzayidir fakat (X,g,E) veya

(X,g,,E) uzaylar1 esnek T, —uzay1 degildir.

Teorem 3.3.3 Her esnek giftsel ikili genellestirilmis 7] —uzay1 bir esnek ciftsel ikili

genellestirilmis 7 —uzayidir.

Ispat: Farz edelim ki (X,g,,8,,E) esnek ciftsel ikili genellestirilmis 7, —uzay1 olsun.
Her x,,y, €SS(X);, x, #y, i¢in x, €(F,E),y, ¢ (F,E) ve vy €(G,E),x, ¢(G,E)

olacak sekilde (F,E),(G,E) € g, vardir. Dolayisiyla esnek ciftsel ikili genellestirilmis
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T, —uzay1 i¢in gerekli kosullar elde edilmis olur. Boylece (X,g,,g,,E) esnek ciftsel

ikili genellestirilmis 7 —uzayidir.

Uyan 3.3.3 Teorem 3.3.3’lin tersi her zaman saglanmayabilir. Bu durum asagidaki

ornekle gosterilmistir.

Ornek 3.3.5 Ornek 3.3.1° e gore (X,8,,8,,E) esnek ciftsel ikili genellestirilmis 7, —
uzaywdir. a, #b, i¢in, g , esnek ciftsel topolojisinde a, yi iceren b, 1 igermeyen
esnek acik bir kiime yoktur. Dolayisiyla (X, g,,g,,E) esnek ciftsel ikili genellestirilmis

1, —uzay1 degildir.

Tanim 3.3.3 (X,g,,8,,E) esnek ciftsel ikili genellestirilmis topolojik uzay olsun. Eger
her x,,y, € SS(X);, x, #y, i¢in x, EU,E), y, €(V,E) ve (U,E)N(V,E) :(¢3,E)
saglanacak sekilde (U,E), (V,E)e g, bulunabiliyorsa (X,g,,g,,E) uzaymna esnek

ciftsel ikili genellestirilmis 7, —uzay: denir.

Ornek 3.3.6 (X,g,,8,,E) uzay iizerindeki esnek diskret topolojiyi dikkate alalim.

X,,V; €SS(X)y, x,#y, olsun. {x,} ve {y,} kumeseleri esnek agik kiimelerdir ve
{x, iy, = (¢7,E) dir. Dolayisiyla (X,g,,8,,E) wuzayr esnek ciftsel ikili

genellestirilmis 7, —uzayidir.

Teorem 3.34 (X,g,,8,,E) esnek ciftsel ikili genellestirilmis 7, —uzayidir ancak ve
ancak her x,,y, €SS(X),, x, #y, i¢in y, ésclglz(U,E) olacak sekilde x, esnek

noktasini igeren y, esnek noktasini igermeyen bir (U, E) esnek agik kiimesi vardir,
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Ispat: (=): (X,g,,8,,E) esnek ciftsel ikili genellestirilmis 7, —uzayr ve her
X,,V; €SS(X), x,#y, ve x, EU,E) olsun. Dolayisiyla y, € (U,E) elde edilir.
Boylece y, ¢ scl, (U,E) olur.

(&) x,,, €88 X)), x,#y, i¢in y, ésclgl’2 (U,E) olacak sekilde x, esnek

noktasini igeren y, esnek noktasini igermeyen (U, E), bir esnek agik kiime olsun. Bu

c

durumda y, é[SCIgIZ(U ,E)]C olur. Dolaysiyla (U,E) ve [SClglz(U ,E)] kiimeleri
birbirinden farkli sirasiyla x, ve y, esnek noktalarmi igeren esnek agik kiimelerdir.

Boylece (X, g,,8,,E) esnek ciftsel ikili genellestirilmis 7, —uzayidir.

Onerme 3.3.3 (X, &,,8,,E) esnek ciftsel ikili genellestirilmis topolojik uzay, (X, g,,E)
ve (X,g,,E) iki esnek genellestirilmis topolojik uzay olsun. Eger (X,g,E) veya
(X,g,,E) esnek T, —uzay: ise (X,g,,8,,E) esnek ciftsel ikili genellestirilmis 7, —

uzayidir.

Ispat: x,,y, €SS(X),, x,#y, ve (X,g,E) esnek T,—uzayi olsun. Bu durumda
x, E(F.E), y, &€(F.E)  ve  (R,E)A(F,E)=($,E)  olacak  sckilde
(F,E), (F,,E) € g, vardir. (F,E), (F,,E) € g, C g, oldugundan 6nermenin gerekliligi

saglanmis olur. Benzer sekilde aymi kosullar (X,g,,E) uzayr i¢in de saglanir.

Dolayisiyla (X, g,,8,,E) esnek ciftsel ikili genellestirilmis 7, —uzayidir.

Teorem 3.3.5 Her esnek ciftsel 7, —uzay1 esnek ciftsel 7, —uzayidir.

Ispat: (X,g,.8,,E) esnek ¢iftsel ikili genellestirilmis topolojik wuzay ve
X,,Vs €SS(X);, x,#yzolsun. Eger (X,g,,g,,E) esnek ciftsel 7, -uzayr ise
(X,g,,E) veya (X,g,,E) esnek T, —uzayidir. Eger (X,g,,E) uzay1 esnek 7, —uzay1

ise x, €(F,E), y, €(G,E) ve (F,E)YA(G,E)=(4,E) olacak sekilde (F,E)eg, ve

73



(G,E)e g, vardir. x, E(F,E), y, €(F,E) ve x, €(G,E), y, €(G,E) oldugu agiktir.
Bu nedenle (X,g,,E) esnek T, —uzayidir. Dolayisiyla Onerme 3.3.2° ye gore

(X,8,,8,,E) esnek ciftsel 7, —uzayidur.

Uyan 3.3.4 Teorem 3.3.5’in tersi her zaman dogru olmayabilir. Bu durum asagidaki

ornekle gosterilmistir.

Ornek 3.3.7 Ornek 3.3.3° i dikkate alirsak (X,g,,8,,E) uzayr esnek ciftsel ikili
genellestirilmis 7, —uzayidir. Fakat a, #b, 1i¢in a, €(U,E), b, €(V,E) ve
(U,EYA(V,E)=(4,E) olacak sekilde g,, Uzerinde esnek agik kiime yoktur.

Dolayisiyla (X, g,,g,,E) uzay: esnek ¢iftsel ikili genellestirilmis 7, —uzay1 degildir.

Teorem 3.3.6 Esnek ciftsel ikili genellestirilmis 7, —uzay1 (i=0,1,2) olma o6zelligi

esnek ikili genellestirilmis g, , —homeomorfizm doniisiimii altinda korunur.

Ispat: Teoremin ispat1 yalnizca i =2 igin verilecektir. Digerleri benzer sekilde kolayca
gorilmektedir. f:(X,g,,8,,E)—> ,/gl,lgz,E ) bir esnek doniisiim olsun ve asagidaki

sartlar saglansin.

1-) f doniisiimii birebir, orten ve esnek agik doniisiimdiir.

2-) (X,g,,8,,E) uzay: esnek c¢iftsek ikili genellestirilmis 7, —uzayidir.

(Y, l\;l ,lgz,E) uzayinin esnek ¢iftsel ikili genellestirilmis 7, —uzay1 oldugunu gosterelim.
X, %y, icin x,,y, &SS(Y), olsun. f doniisiimii birebir ve drten oldugundan x, # y,
icin f(x,)=x_, f( y'ﬂ) =y, olacak sekilde X uzerinde X, y'ﬂ esnek noktalar1 vardir.
(X,8,,8,,E) uzayt esnek ciftsel ikili genellestirilmis 7, —uzayr oldugundan
x, &€(G,E), y, &(H,E) ve (G,E)A(H,E)=(§,E) olacak sekilde (G,E),(H,E) € g,,
vardir. Dolayisiyla f(x)=x,&f(G,E)), f( y'ﬂ) =ys € f(H,E)) ve

(G, EYA(H,E) = f(G,ENA f(H,E) = f(($,E)) = (9,E) olur.
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(G,E),(H,E)e g,, ve f esnek agik doniisiim oldugu i¢in f((G,E)), f((H,E)) e /;1’2
bulunur. Bu durumda x, € f((G,E)), y, € f((H,E)) ve
F((G,E))A f((H,E))=(4,E) olacak sckilde f((G,E)), f(H,E))e IELZ vardir.

Dolayisiyla (Y ,IEI,IEZ,E) esnek ciftsel ikili genellestirilmis 7, —uzayidir.

Tanim 3.3.4 (X, g,,8,,E) esnek giftsel ikili genellestirilmis 7, —uzay1 olsun.
a) Eger X ftzerinde ki her esnek kapali (F,E) kiimesi ve x, € (F,E), x, €SS(X),
igin
%, &(G,.E), (F.E) (G,.E), (G,E)A(Gy, E)=(4, E)

saglanacak sekilde (G, E), (G,,E) e g,, varsa (X,g,,g,,E) uzaymna esnek cifisel ikili
genellestirilmis T, —uzay! denir.
b) Eger X iizerinde ki her esnek kapali (F,E) ve (G,E), (F,E)A(G,E)=(4,E)
kiimeleri i¢in

(F,E)&(F,E), (F,E) & (F,,E) (F,E)A(F,,E)=(4,E)
saglanacak sekilde (F},E),(F,,E)e g, bulunabiliyorsa (X,g,,g,,E) uzayina esnek

ciftsel ikili genellestirilmis T, —uzay! denir.

Teorem 3.3.7 Esnek ciftsel ikili genellestirilmis 7, —uzay1 (i = 3,4 ) olma 6zelligi esnek

ikili genellestirilmis g, , —homeomorfizm donilisimii altinda korunur.

Ispat: Teoremin ispati1 yalnizca i=3ig¢in yapilacaktir. Digeri benzer sekilde kolayca
gorilmektedir. f:(X,g,,8,,E) > (¥, IEI,IEZ,E) esnek bir doniisiim ve asagidaki sartlar
saglansin.

) f:(X,g8,8,,E)—>(, lgl,l:tz,E) esnek homeomorfizmdir ( f esnek birebir ve orten,
/., f " esnek g, —siirekli).

2) (X,g,,8,,E) uzay1 esnek ciftsel ikili genellestirilmis 7, —uzayidir.
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(F,E)esnek kiimesi Y iizerinde esnek /;1’2 -kapal altkiime ve y, ¢ (F,E) saglanacak
sekilde y, €SS(Y), olsun. fesnek Orten doniisim oldugundan f(x,)= y,olacak
sekilde x, € SS(X), vardir. fesnek g, —siirekli bir doniigtim, (F,E) esnek kiimesi
de Yizerinde esnek 121,2 —kapali oldugundan f~'((F,E)) esnek g, ,—kapalidir.
vy =f(x,)&(F,E), x,&f ' (F,E)) elde edilir. x,¢ f"'((F,E))olacak sekilde
x, € SS(X), vardir. Ayrica, (X, g,,8,,E) esnek ciftsel ikili genellestirilmis 7, —uzay1
oldugundan x, &(G,E), f'((F,E)) & (H,E), (G,E)A(H,E)= (¢Z,E) olacak sekilde
(G,E),(H,E)e g,, esnek kiimeleri vardir. Dolayisiyla f(x,)=y,¢€ f((G,E)),
f(f ' (F,E)=(F,EY&EF((H,E)) (f esnek birebir) ve f(G,E)A(H,E))=
S(G.ENAf(H,E) = f($,E)) = (4, E) elde edilir.

/7' esnek g, —surekli bir doniigiim oldugundan f esnek agik bir doniisiimdiir. Eger
(G,E),(H,E) € g, ve fesnek agik bir doniisim ise f((G, E)), f((H,E)) € 151’2 dir. Bu
nedenle

ys € fUG,E)), (F.E) S f(H,E)), f(G.ENNSF(H,E)=[f(G,E)NJ(H,E))
=(4.E)

saglanacak sekilde f((G,E)),f((H,E))e l;l,z vardir. Dolayisiyla (Y ,lgl,lgz,E) esnek

ciftsel ikili genellestirilmis 7, —uzayidir.

3.4 Esnek Ikili Genellestirilmis Topolojik Uzaylarda Kahtsal Ozellikler

Tanim 3.4.1: (X,g,,8,,E) esnek ciftsel ikili genellestirilmis topolojik uzay ve ¥ & X
olsun. g, ={("F,E):(F,E)eg} ve g,,={(G,E):(G,E)eg,} aileleri Y iizerinde
birer esnek topolojidir. (¥, g,,,8,,,E) uzayma (X, g,,g,,E) uzaymn esnek ¢iftsel ikili

genellestirilmis alt uzayr denir.
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Teorem 3.4.1: (X,g,,8,,E) esnek ciftsel ikili genellestirilmis topolojik uzay ve ¥ & X
olsun. Bu durumda (Y, g,,,8,,,E) uzay1 da esnek ciftsel ikili genellestirilmis topolojik
uzay ve g, =g, dir. Burada Sy =1Y,E)N(G,E):(G,E) e 8,) Ve

le,ZY = {(HaE) =(H17E)Q(H2’E)> (HI’E) eg,‘ya l:1,2} dlr

Ispat: (X,g,,8,,E) esnek ciftsel ikili genellestirilmis topolojik uzay, (X,g,,E) ve
(X,g,,E) esnek genellestirilmis topolojik uzaylar olsun. Y & X oldugundan
(X,g,y.E) ve (X,g,,,E) uzaylan Yiizerinde iki esnek genellestirilmis topolojik
uzaydir. Dolayisiyla (Y, g,,,8,,,E) esnek ¢iftsel ikili genellestirilmis topolojik uzaydir.
Diger taraftan (G, E) € g,,, olsun. Bu durumda

(G,E)=(Y,E)"(H,E)
=(Y,E)A(H,E) O (H)y, E)]
=[(Y,E)A(H,, E)]OI(Y,E) N (H,, E)]

(H,E)e g, (H,,E)e g, olacak sekilde (H,E)e g, ,vardir. (Y,EYN(H,E)eg, ve
(YaE)ﬁ(HZ,E)EgZY oldugundan [(YsE)ﬁ(HlaE)]Q[(YeE)ﬁ(HzaE)]EleZY olur.

Boylece (G,E) € g, ,, elde edilir. Yani g,,,, = g,,, seklindedir.

Onerme 3.4.1 (X,g,,8,,E) esnek ciftsel ikili genellestirilmis topolojik uzay ve ¥ & X
olsun. Eger (X,g,,8,,E) esnek ¢iftsel ikili genellestirilmis 7 —uzay1 ise

(Y,8,y,8,y,E) uzay1 da esnek ciftsel ikili genellestirilmis 7 —uzayidir.

Ispat: (X,g,,g,,E) esnek ciftsel ikili genellestirilmis 7, —uzay1 ve (Y,g,,,8,y.E),
(X,8,,8,,E) uzaymin esnek c¢iftsel ikili genellestirilmis altuzayr olsun.
X,V €SS(Y)g, x, #y,. ¥ £ X oldugundan x,,y, € SS(X), dir. Eger (X,g,,8,,E)
esnek ciftsel ikili genellestirilmis 7; —uzay1 oldugundan x, & (F,E), y, ¢(F,E) yada
x, €(F,E), y, €(F,E)olacak sekilde (F,E)eSS(X), vardir. Bu durumda

x, E(Y,E)YAN(F,E)=("F,E), v, €(Y,E)AN(F,E)=("F,E) ya da
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x, € Y,EYN(F,E)=("F,E), y,&Y,EYA(F,E)=("F,E) olur. ("F,E)eg,,

oldugundan (Y, g,,,8,,,E) uzay: esnek ciftsel ikili genellestirilmis 7, —uzayidir.

Onerme 3.4.2 (X,g,,8,,E) esnek ciftsel ikili genellestirilmis topolojik uzay ve ¥ & X
olsun. Eger (X,g,,8,,E) esnek ciftsel ikili genellestirilmis 7, —uzayr ise

(Y, 8,,8,y,E) uzay: da esnek ¢iftsel ikili genellestirilmis 7, —uzayidir.

Ispat: (X,g,,8,,E) esnek ciftsel ikili genellestirilmis 7, —uzayr ve (Y,&,,,8,,,E),
(X,8,,8,,E) uzaymm esnek ciftsel ikili genellestirilmis alt wuzayr olsun.
X,V €SS(Y)g, x, #y,. Y S X oldugundan x,,y, €SS(X), dir. (X,g,8,,E)
esnek ciftsel ikili genellestirilmis 7, —uzayi oldugundan x, € (F,E), y, ¢(F,E) ve
x, (G, E), vy €(G,E) olacak sekilde (F,E),(G,E)eSS(X), vardir. Bu durumda
x, E(Y,E)YAN(F,E)=("F,E), yﬂé(Y,E)ﬁ(F,E):(YF,E) ve
x, & (Y,E)YN(G,E)=("G,E), ys €(Y,E)A(G,E)=("G,E) bulunur.
("F,E),('G,E)eg,,, oldugundan (Y,g,.8,,,E) wuzayr esnek ciftsel ikili

genellestirilmis 7, —uzayidir.

Onerme 3.4.3 (X,g,,8,,E) esnek ¢iftsel ikili genellestirilmis topolojik uzay ve ¥ & X
olsun. Eger (X,g,.8,,E) esnek ciftsel ikili genellestirilmis 7, —uzayr ise

(Y, 8,,8,y,E) uzay: da esnek ¢iftsel ikili genellestirilmis 7, —uzayidur.

Ispat: (X,g,,8,,E) esnek giftsel ikili genellestirilmis 7, —uzayt ve (Y,&,,,8,y,E),
(X,8,,8,,E) uzaymm esnek ¢iftsel ikili genellestirilmis alt wuzayr olsun.
X, €SS(Y)g, x, #y,. Y S X oldugundan x,,y, €SS(X), dir. (X,g,8,.E)
esnek ¢iftsel ikili genellestirilmis 7, —uzay1 oldugundan x, &€ (F,E), y, €(G,E) ve
(F,E)YA(G,E)=(4,E) olacak sekilde (F,E),(G,E)e g, vardir. Bu durumda

x, &(Y,EYAN(F,E)=("F,E), v, €(Y,E)AN(G,E)=("G,E) ve

78



[(Y,E)A(F,E)A(Y,E)A(G, E)] = (Y,E)A[(F,E)A(G,E)] = (Y,E) (¢, E) = (¢, E)
bulunur. (' F,E),('G,E) e g1,y oldugundan (Y,g,,,8,,,E) uzayr esnek ciftsel ikili

genellestirilmis 7, —uzayidir.

Onerme 3.4.4 (X,g,,8,,E) esnek ciftsel ikili genellestirilmis topolojik uzay ve ¥ & X
olsun. Eger (X,g,.g8,,E) esnek ¢iftsel ikili genellestirilmis 7, —uzayr ise

(Y, 8,,8,y,E) uzay: da esnek ¢iftsel ikili genellestirilmis 7, —uzayidir.

ispat: v, €SS(Y,E) ve y, & (F,E)saglanacak sekilde (F,E), Y lizerinde esnek kapali
bir kiime olsun. Bu durumda y, ¢ (F,E)=((Y,E)"(G,E)) elde edilir. Fakat
v, €(Y,E), y, ¢(G,E) dir. (X,g,,8,,E) esnek ciftsel ikili genellestirilmis 7, —uzay1
oldugundan y, (G, E), (G,E) S (G,,E) ve (G,E)N(G,,E)= (ﬁ, E) olacak sekilde
(G.E),(G,,E)Eg,, vardir. Eger (F,E)=(Y,E)N(G,E) ve (F,,E)=(Y,E)N(G,,E)
olarak alinirsa vy E(FLE), (F,E)S (Y,E)N(F,,E) ve
(F,EYN(F,,E)E(G,E)N(G,,E) = (¢,E) saglanacak sekilde (F,E),(F,,E)E g,y

vardir. Dolayisiyla (Y, g,,,8,,,E) esnek ciftsel ikili genellestirilmis 7, —uzayidir.

Onerme 3.4.5 (X,g,,8,,E) esnek ciftsel ikili genellestirilmis topolojik uzay ve ¥ & X
olsun. Eger (X,g,,8,,E) esnek ciftsel ikili genellestirilmis 7, —uzay1 ise her esnek

kapali (Y,g,,,8,y,E) uzay: da esnek ¢iftsel ikili genellestirilmis 7, —uzayidur.

Ispat: (X,g,,8,,E) esnek giftsel ikili genellestirilmis T, —uzayr ve (Y,&,,,8,,,E)
uzayr (X,g,,g,,E) uzaymm esnek kapali alt uzayr olsun. Ayrica (K ,E), (K,,E)
kimeleri Y nin esnek kapali birbirinden farkli alt kiimeleri olsun.
(K,E), (K,,E)e g’ oldugundan (K,,E)=(Y,E)"\(F,E) ve

(K,, E)=(Y,E)N(F,,E) saglanacak sekilde (F|,E),(F,,E)e g’ vardir. Dolayisiyla,
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(Y,E)e g, ve (FK,E),(F,,E)eg’, oldugundan (Y,E)A(F,E), (Y,E)A(F,E)e g’

elde edilir.
(K,,E), (K,,E) X iizerinde birbirinden farkli esnek kapali kiime ve (X,g,,g,.E)

esnek ciftsel ikili genellestirilmis T, —uzayidur. Ayrica
(K,,E)S (G,E), (K,,E)S (H,E)ve (G,EYA(H,E)=(¢4,E) olacak  sekilde
(G,E),(H,E) € g, vardir. Dolayisiyla

(K,E)E(Y,E)N(G,E), (K,,E)E(Y,E)YN(H,E) ve

(Y, E) NG, ENAWY, E)A(H,E)) = (Y,E)A(G,E) A (H,E)] = (Y,E) A (¢, E) = (§, E)

saglanacak  sekilde AY,E)YN(G,E),(Y,E)YN(H,E) € g ,, vardir.  Dolayisiyla

(Y, 8,y,8,y,E) uzay: da esnek ¢iftsel ikili genellestirilmis 7, —uzayidir.
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