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deger problemine sonlu fark yontemi uygulanmistir. I. bolimde bu calisma ile ilgili
literatiir ¢aligmalarina yer verilmis olup tezde kullanilan temel kavramlar, teoremler ve
esitsizlikler ifade edilmistir. II. boliimde sonlu farklar yonteminin ne oldugu, nasil
uygulanacag1 acgiklanmugtir. III. boliimde ise bu calismada incelenecek olan probleme
sonlu farklar metodu uygulanmis olup yontemin kararliligi gosterilmis ve fark semasinin
hatas1 degerlendirilmistir. IV. bolimde ise elde edilen sonuglar ifade edilerek bu

calismanin literatiiriindeki ¢calismalardan farkliligi vurgulanmistir.
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In this paper, the finite difference method is applied to an initial-boundary value problem
for nonlinear Schrédinger equation. In chapter 1 of this paper consist of literature review
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1. GENEL BIiLGILER

1.1. Giris

Fen, miihendislik, matematik ve bir¢ok bilim dallarinda karsilasilan problemler sayisal
yontemlerle ¢oziilmektedir. Bu denklemlerin hesaplamalar yiizyil 6ncesinde daha ilkel
yontemler kullanilarak yapilmaktaydi. Problemlerin karmasikligi, ¢oziimlere dogru ve
kisa zamanda ulasilmak istenmesi teknolojideki ilerlemeyide beraberinde getirmistir. Bu
dogrultuda bilgilsayar teknolojisi ile problemlerin yaklasik ¢6ziimlerini bulabilmek igin
Sonlu farklar metodu (yontem)’i kullanilmistir [1]. Sonlu Farklar Yontemi, bir
diferansiyel denklemin niimerik ¢éziimiinde kullanilan yontemdir. Bu yontemin sikca
tercih edilmesinin sebebi ise teorik ¢6ziimii elde edilemeyen problemlerin ¢éziimlerine
ulagilabilir olmasidir. Bu noktada kismi diferansiyel denklemlerde, sonlu farklar
yonteminin uygulanmasi bir problem bdlgesi ortaya cikarir. Bu problem bolgesi esit
sekilde yada farkli boyutlarda aglara boliiniir ve boliinen bu aglardaki noktalara Diigiim
baglantist denir. Sonlu farklar yontemi ile ag noktalari arasinda kalan degerlerin
fonksiyon tiiriindeki degeri bulunur. Ag noktalarindaki degerler Taylor serisi yardimiyla
sonlu fark yaklagimlarini ortaya ¢ikarir. Sonug olarak birgok bilim insan1 problemlerin

¢ozlimiinde sonlu farklar yonteminin tanim ve teorilerini kullanmigtir [2-10].

Schrodinger denklemi kuantum fizigin temel denklemlerinden biri olup bir kuantum
mekanik sistemi tanimlamak i¢in kullanilir. Bu denkleme Schrodinger dalga denklemide
denir ve zamanla gelisen bir fiziksel sistemin dalga fonksiyonunu tanimlayan bir kismi

diferansiyel denklemdir.

Tek boyutlu x uzayinda momentumu p ve kiitlesi m olan bir par¢acigi goz oniine alalim.

Parcacik serbest, yani bir potansiyel i¢cinde degilse, toplam enerjisi



olarak sadece kinetik enerjiden ibarettir. Bu pargacigi de Broglie bagintilarina gore temsil
eden dalga paketinin dalga sayis1 K ve agisal frekans1 w olmak tizere enerji ve momentum

sirastyla

E=naw, p=7k

olmalidir. Burada h=6,63x10" ergs Plank sabiti olup 7 =21; A dalga boyu olmak
T

2
tizere K = 77[ dalga sayisidir.

Bir dalga paketinin diizlem dalgalar cinsinden Fourier agilimi

o0

u(x,t)=% [ ()t

—00

bigiminde yazilir. Burada ¢(k) genlik dagilim fonksiyonudur. Bu ifadede enerji ve

momentum bagintilar: kullanilirsa

[e¢]

u(x,t)==— I é( p)ei(px—Et)/rzdp

olup bu bagintinin zamana gore 1., konuma gore I1. tiirevlerini aldigimizda

ou - % it

_ E i(px Et)/hd
ot 2rxh -[ ¢( p)e P
o’u -1 %, i( prx—Et)/n
- d
x> 2xh® I P ¢(p)e P

—00

elde edilir. Bu iki ifadeyi karsilastirdigimizda ise

2 2
ihau_ hi© o0u

ot 2m ox>



bagintis1 elde edilir. iste bu denklem Schrodinger serbest parcacik denklemi olarak

adlandirilir.
2
Schrodinger denklemindeki kismi tiirevler E = Zp_ bagintisin1 saglayabilmek i¢in
m
alinmisti. Enerji ve momentum operatorleri
E—in 2
ot
pZ hZ 62
2m . 2mo
p— —in 9
p2
olarak tanimlanirsa, Schrodinger denklemi E = B bagintisinin kuantumsal ifadesinden
m

baska birsey degildir.

Eger pargacik sabit bir V potansiyeli i¢inde hareket ediyorsa, bu pargacigin toplam
enerjisi

olup E=7hw, p=7#k bicimindeki de Broglie bagmtilar1 kullanilirsa, bu durumda

Schrodinger denklemi

biciminde olur. Bu denklem, bir kuantum mekanik sistemin zaman i¢indeki degisimini

gosterir [60].

Schrodinger denklemini bir ¢ok bilim insan1 farkli metodlar kullanarak incelemislerdir.
Mesela; Adomian ayristirma metodu [11-12], Homotopy Perturbasyon metodu
[13,14,15], Homotopy Analiz metodu [16,17], Varyasyonel iterasyon metodu [18,19] ve



Galerkin metodu [20-26,59] kullanilarak denklemin farkli bi¢imindeki ¢oziimleri

arastirilmistir.

Yaptigimiz bu ¢alismada ise sonlu farklar metodu kullanilmistir. Bu metod kullanilarak
Schrodinger denkleminin ¢6ziimii daha Onceleri [23, 25, 27-46] ¢alismalarinda
incelenmistir. [23, 27-33] calismalarinda momentum operatorii igermeyen lineer
Schrodinger denklemi igin sinir deger problemi gbz Oniine alinarak bu problemlerin
coziimleri sonlu fark metoduyla incelenmistir. [25] c¢aligmasinda ise momentum
operatorii igeren ¢ok boyutlu lineer bir Schrodinger denkleminin ¢éziimii sonlu farklar
metoduyla arastirilmistir. [23, 34-43, 44-46] ¢alismalarinda ise momentum operatoriinii
icermeyen lineer olmayan Schrédinger denkleminin ¢6ziimleri sonlu farklar metoduyla

incelenmistir.

Bu tez ¢alismasi 4 béliimden olusmaktadir.

Kuramsal Temellerin yer aldigi bolimde, temel kavramlar olan L, ve Sobolev

uzaylarmm tanimlarina, &—Cauchy, Young ve Ayrik Gronwall esitsizliklerine yer

verilmistir. Ayrica Fubini Teoremi verilmis ve bazi kavramlarin tanimlarida yapilmistir.

Calismanin 2. Bolimii, 3 alt basliktan olusmaktadir. 2.1 bolimiinde sonlu farklar
yonteminin tanimi1 ve tiirevlere 1. mertebeden ve 2. Mertebeden sonlu fark
yaklagimlarinin formiilleri verilmistir. Ayrica sonlu fark metoduna ait bazi kavramlar
aciklanmisgtir. 2.2 boliimiinde agik ve kapali sonlu fark yontemlerinin tanimi arastirilarak
yazilmistir. 2.3 boliimiinde ise fark yontemini uygulayacagimiz baslangi¢ sinir deger

problemi ifade edilmistir.

Calismanin 3. Boliimiide 3 alt bagliktan olugsmaktadir. 3.1 kisminda baglangi¢ sinir deger
probleminin diskritlestirilmesi gosterilmistir. 3.2. kisminda fark semasimin kararlilig

ispatlandi. 3.3 kisminda ise fark semasinin hatasi1 degerlendirilmistir.

Son olarak bu tez ¢alismasinin 4. boliimiinde, bu ¢alismanin literatiiriindeki ¢aligmalardan

farklilig: ifade edilmistir.



1.2. Kuramsal Temeller

Bu boliimde tezde kullanilan lemma, tanim ve teoremleri agiklayacagiz.

Tanim 1.2.1 Bir 6zelligin bir E kiimesinde hemen hemen her yerde (kisacahhh)
saglanmasi demek, o Ozelligin E ’de Ol¢iimii sifir olan bazi alt kiimelerinin disinda

saglanmas1 demektir. Ornek verecek olursak “E *de hhh f =0 ifadesi; E *nin baz1 Z

alt kiimesi haricindeki her yerde f (X) =0 dir. Yani Z kiimesinin 6l¢iimii sifirdir [47].

Tanim 1.2.2. R" de bolge

S (I ) = {u e | :u,Q da tanimh 6lgiilebilir fonksiyonlarin kUmesi} ve 1< p <o olmak

uzere

ﬂu(x)\p dx < oo

ozelligine sahip tiim dl¢iilebilir fonksiyonlarin simifina L (1) uzayr adi verilir. Bu L, (1)

uzayl1

Lp(l):{ues(l):ﬂu(x)\pdxmo,ls p<oo}

biciminde gosterilir [48].

Tanim 1.2.3. | bdlgesinde Slgiilebilir bir u fonksiyonu i¢cin hemen hemen her yerde

‘u(x)‘ <K olacak sekilde bir K >0 sabit sayis1 varsa u fonksiyonuna hemen hemen
siirhdir denir. Esitsizligi saglayan K >0 sabit sayilarinin en biiyiik alt sinirtna ise |u|

nm | bodlgesindeki esas supremumu denir ve bu ess sup|u(x)| ile gosterilir. | bolgesinde

xel

hemen hemen sinirl u fonksiyonlarinin olusturdugu uzay L ( | )ile gosterilir.

L. (1)uzayinda norm



Jull_, :esijup\u(x)‘ =inf {K >0:hhh xe I igin Ju(x)|<K]}
olarak tanimlanir. Bu normla L ( I )uzayl bir Banach uzayidir [48].

Tanim 1.2.4. 1< p <o olmak iizere

I‘U(X,t)‘pdxdt<oo

Q

sartini saglayan tim Olgtlebilir fonksiyonlarn uzayr L, (Q)ile gosterilir. Bu uzay

uzerinde norm

W
b= Jo et ot 15
Q

olarak tanimlanir. Bu tanimda 6zel olarak p =2 alindiginda elde edilen L, (Q) uzayi bir

Hilbert uzayidir ve i¢ carpim

()= [u(et)7 (x )t =l = [0V

Q

bicimindedir [48].

Tanim 1.2.5. Q bdolgesinde hemen hemen smirlt u fonksiyonlarinin olusturdugu uzay

L. (Q) ile gosterilir. Bu uzay iizerinde norm

= vraisup|u(x,t)| =esssup|u(x,t)|=inf {k >0:hhh(x,t) e Qiginju(x,t)|< k}

ol s

sekilde tanimlanir.

Tanim 1.2.6. D < R"bir bdlge olmak iizere V& >0 verildiginde |Z| < o sartin1 saglayan

tim Z ler i¢cin 1< p <ooiken Hf (X+Z)— f (X)

L) < ¢ olacak sekilde bir o >0 sayis1

varsa, f (x) fonksiyonuna L, normu anlaminda stireklidir denir [49].



Teorem 1.2.1. 1<p<o iken L (D)den olan her fonksiyon L normu anlaminda
stireklidir [50].

Tamm 1.2.7. W/ (1) Hilbert uzay1 olup, elemanlarinin kendisi ve bu elemanlarin ikinci
dereceye kadar genellestirilmis tiirevleri L,(l)uzayindan olan Sobolev uzayidir.

Uzaydaki i¢ carpim ve norm asagidaki gibi tanimlanir:

'(_ ou ov azuazvj
+ d

[49].

Tanim 1.2.8. W2°’l(Q) Hilbert uzay1 olmak iizere, elemanlarinin kendisi ve onlarin t

degiskenine gore genellestirilmis tiirevleri L,(€2) uzayindan olan Sobolev uzayidir. Bu

uzaydaki i¢ carpim

<u,v>W20,1(Q) = i(u (X )V (x,t)+ au g[(t) aVgt(’t)]dxdt

biciminde yazilip, normu

||U||W20,1(Q) - <U’V>w2°v1(|)

olarak tanimlanir [49].

Tanim 1.2.9. Ck([O,T],B) uzayt u:[0,T]—>B bi¢iminde k kez siirekli

diferansiyellenebilir fonksiyonlarin Banach uzayidir. Bu uzayda norm asagidaki sekilde

tanimlanir:

k
”u”Ck([O,T],B) - ZQ% Cdt

[51].



Lemma 1.2.1. (Ayrik Gronwall Esitsizligi) {w(n),g(n), n=12,.N, Nz=T} negatif

olmayan ag fonksiyonlarinin asagidaki esitsizligi sagladigini diigiinelim:

w(n)<g(n)+z> Bw(l).
1=1
Burada B, (1=12,...,N) negatif olmayan sabitlerdir. Oyleyse herhangi 0<n<N igin
w(n)<g (n)exp(nrz Blj
1=1
esitsizligi vardir [40].
Lemma 1.2.2. (¢— Cauchy esitsizligi) : Herhangi a,b sayilar1 ve £ >0 i¢in
jab|< Zjaf + |67
2 2¢

esitsizligi gegerlidir [52].

Lemma 1.2.3. (Young Esitsizligi) a> 0, b>0 reel sayilar ve q>1 olsun. Bu durumda

a
ab< 9~ tavt, 1po
q q

dir [51].

Teorem 1.2.2. (Holder Esitsizligi ve Cauchy -Schwarz Esitsizligi)

1<p, q <o ve l+£,:1 ise
q

[0l ) <1, e 19l ey

dir. Yani E,R"’de dlgiilebilir kiime olmak tizere



Lt =([ 1) ([l <o)
jE|fg|s(ess§up|f|)JE|g|

Holder esitsizligi vardir. Bu esitsizlikte p =q' =2 alinirsa

CEINBETRE

elde edilen esitsizlige Cauchy-Schwarz esitsizligi denir [47].

Teorem 1.2.3. (Fubini Teoremi) (E,A x) ve (F,B,v) iki tam 6lgiim uzayr f,ExF
tizerinde integrallenebilir bir fonksiyondur. Dolayisiyla

1) I X y dV , E lizerinde integrallenebilen bir fonksiyondur.

2) I X y d ,u , F tizerinde integrallenebilen bir fonksiyondur.

3) [L([LFOay)av(y)du(x)=[ _fd(uxv)=[ ([ f(xy)du(x))v(y)dir [53].



2. MATERYAL VE YONTEM

2.1. Sonlu Farklar Yontemi

Sonlu farklar yontemi, diferansiyel denklemin niimerik ¢6ziimiinde kullanilan bir
yontemdir. Bu yontemin fark yaklasimini bulabilmek icin ilk olarak ¢oziim bdlgesi
ayriklagtirilir, yani kafeslere veya aglara boliintir. Problemin yaklasik c¢oziimii
dikdortgensel sekillerin diiglim noktalar: iizerinde hesaplama yapilarak bulunur. Uygun
sonlu fark yaklasimini elde edebilmek icin denklemdeki tlirevlerin yerine onlara karsilik
gelen sonlu fark tiirev formiilleri yazilir. Boylece diferansiyel denklem, lineer veya lineer
olmayan bir cebirsel denklem sistemine doniistiiriilmiis olur. Cebirsel sistemin

¢Oziimlerinin yapilmasi ile de bilinmeyen degerler elde edilmis olur.

Diferansiyel| Siaaks|  |Cebirsel coemal | Yaklasik
Denklem Denklem Sistemi Cozimler

Sekil 2.1: Siirekli problemler ile ayrik problemler arasindaki iligki

t
o mn+l
p(mh,nk)
nk m-l,n. ¢ m,n m+1,n
¢ m,n-1
)
< h> X
mh

Sekil 2.2: Boliinen ag noktalarinin gosterimi

10



Coziim Bolgesi [O, I]x [O,T] yari agik bolgesi olsun. AX = h uzunlugunda m esit pargaya,
At =K uzunlugunda ise esit pargalara bolelim. Belirlenen ¢6ziim araligi kafeslere
boliiniir. Boliinen kafeslerin xt diizleminde AX ve At kenar uzunluklu kafeslerin kesisim
yerlerine ag noktalar1 (diigim noktalar1) denir. Problemin yaklasik ¢6ziimii ag noktalari
tizerinden hesaplanir.
X=X,=mAx=mh, m=0,12..,M
t=t =nAt=nk, n=0,12...,N

ile gosterilir [54,55].

2.1.1. Tiirevlerin Sonlu Fark Formiilleri

2.1.1.1. Birinci Mertebeden Tiirevlerin Sonlu Fark Formiilleri

X ’e gore birinci mertebeden tiirevler; Ileri fark (sag fark), geri fark (sol fark) ve merkezi

fark formulleri ile verilir.

ou h?é%u h® o°u
u(x+h,t):u(x,t)+h&+zy(x,t)+—_—(x,t)... (2.1)

formiiliinde h?’li terim ve sonraki terimler ihmal edilirse,

ou  h* o h® 6°u
U(X+h,t):u(X,t)+h&‘l‘ay(x,t)‘Fa%(x,t)... =
au u(x+ht)-u(xt) hou?
&(X,t)g ( I’? ( )+Eaxz,
ou ur, -u’
= t — m+1 m h i
aX(x, ) e +0(h) (2.2)

formiiliine ileri fark formiilii denir. Ayrica,
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ou h*d%u h®du
u(x—ht)=u(x,t)-h—+————="——+... 2.3
( )=u(xY) ox  21ox* 3loxd 23)

oldugundan

au _ u(x,t)—u(x—nh,t) +£ ou
ox h 21 0x?

ou _uUr-ur,
—=—m_~mnl_ Q(h 2.4
OX h ( ) 24)
elde edilir. Buna da geri fark formiilii denir. (2.3) formiiliinii —1 ile ¢arpip (2.1) ile taraf

tarafa toplarsak

ou h®ou
U(X+h,t)—U(X—h,t)=Zh&‘Fa%—F... = (25)

ou _ u(x+h,t)—u(x—h,t)+h_2@
ox 2h 6 ox°

aU U n 1 - U n_l 2

—=—"__1210(h 2.6

OX 2h ( ) (26)
elde edilen bu formiile merkezi fark formiilii denir. Benzer sekilde t’ye gore tiirevleri

gosterecek olursak

ou k?du k®ou

U(X,t‘l‘k):U(X,t)‘Fka‘i‘ZW‘Fay (27)
2 22 3 73
u(x,t—k):u(x,t)—ka—u+k—a—g—k—a—g+... (2.8)
oy 2loy® 3loy
formiillerinden
n+1 n
Yy _Um+o(k) (2.9)

12



+0(k) (2.10)
+0(Kk?) (2.11)

sirastyla ileri, geri ve merkezi fark formiilleri olarak adlandirilan bagintilar elde edilir.

2.1.1.2. ikinci Mertebeden Tiirevlerin Sonlu Fark Formiilleri

X" e gore ikinci mertebeden tiirevleri bulalim. Taylor a¢ilimindan

au (20 o (2h) ou

u(x+2h,t):u(x,t)+2h&+ W T 2 o (2.12)
ou (-2h) o (-2h)’ &u
—2h,t)= t)—-2h— — 2.13
4 )=u(x1t) ax+ 21 6x2+ 3! 6x3Jr (213)
ou h?d%u h®du
ht)= t)+h——— 4+ —— 2.14
u(x+ht)=u(xt)+ 6x+2!8x2+3!6x3Jr (214)

ou h?*d%u h®d%u
u(x—=ht)=u(x,t)-h—+—"——-——="—+.. 2.15
( )=u(xY) ox 21ox* 31oxd (2.15)

yazilir. (2.14) denklemini (-2) ile garpip (2.12) denklemi ile taraf tarafa toplarsak

,0u .0
u(x+2h,t)—2u(x+h,t)=—u(xt)+h erh $+ (2.16)

elde edilir. Buradan

azl: - u(x+2h,t)—2u(2x+h,t)+u(x,t) —hil;l‘l-... -
OX h OX

13



2 n_ n n
2)(121 _Un 2Uﬁz+1+Um+z +0(h) (2.17)

ileri fark formiili elde edilir. Yukarida verilen (2.15) denklemi (-2) ile ¢arpip (2.13)
denklemi ile toplarsak

ou ;o
u(x—2h,t)-2u(x-ht)=-u(x,t)+h’—-h*—+... =
U u(x=2h,t)-2u(x—h,t)+u(xt :
o' ul Jm2u(x=ht)ruxt) | o (2.18)
OX h OX
yazilir. Buradan geri fark formiilii olarak adlandirdigimiz
2 n_ n n
0 L Yne=natUn | o1 (2.19)

ox? h?

formiiliinii elde ederiz. Benzer sekilde yukaridaki (2.14) denklemi ile (2.15) denklemini
taraf tarafa toplarsak,

ou -h*o%
J— 2_ ——
u(x+ht)+u(x—ht)=2u(xt)+h 8x2+24! 6x4+ L=
% _u(x+ht)+u(x—ht)-2u(xt) h?au
~ +— =
ox? h? 12 ox*
2 no_ n n
;‘jgum-l 2:1J2"“+Um+l+o(h2) (2.20)

merkezi formiilii elde edilir. Ayni sekilde t’ye gore Taylor serisi yazilirsa 1. Mertebeden

ileri fark formuli,

2 n+2 n+l n
Ou _Up?-20pt+Un

ot k?

o(k) (2.21)

geri fark formiild,
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o) ( k ) (2.22)
Mmerkezi fark formiilii,

62u U:1+1_2Un:+ur2_l+o(k2)

~

= % (2.23)

elde edilir.

Diferansiyel denklemleri sonlu fark bigiminde yazabilmek i¢in farkli ydntemler
gelistirilmistir. Bu yontemlerden en 6nemlileri:

* Agik Sonlu Fark Yontemi ve

* Kapal1 Sonlu Fark Yontemi

dir.

2.2. Agik Yontem ve Kapah Yontem

2.2.1. Acik Sonlu Fark Yoéntemi

Bu yontem adindanda anlasildig: iizere herhangi bir ag noktasindaki degerlerin daha
erken zamanlardaki sonlu fark ile elde edilen ¢6ziim degerlerinden daha acik sekilde
hesaplanmasindan gelir. Dolayisiyla mevcut sistemin ve sonraki durumlarini igeren
denklemi ¢6zerek ¢oziim elde edilir. Ortaya ¢ikan bu yontem zamana bagli olup merkezi
fark yontemi olarakta bilinmektedir. Yani A¢ik fark metodu ile ag noktalarinda (Diigiim
noktalar1) bir bilinmeyenli cebirsel denklem ¢oziimii yapilir. Bu ¢oziim ile hedeflenen
zamana ulagincaya kadar tekrarlanir ve tiirevli denkleme yaklasimda bulunulur. Lineer
olmayan bir denkleme bu yontem uygulandiginda elde edilen sonu¢ denklem sistemini
verir. Ancak Kararlilik s6z konusu oldugunda bazi kisitlamalar getirdiginden yeterli
degildir [56].
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2.2.2. Kapal Sonlu Fark Yontemi

Bu yontem, acik yontemde belirtildigi gibi bir dnceki zaman degeri acik sekilde
hesaplanamamaktadir. Sonlu farklar denkleminde birg¢ok bilinmeyen bulunmaktadir.
Boylece ayriklastirilan noktalarda hesaplama yapabilmek i¢in dogrusal denklem takimi
olusturulur. Olusturulan denklem takimi ¢oziilerek hesaplama yapilir ve hedeflenen
zamanki ¢dziim degerine ulasincaya kadar tekrarlanir. Ozetleyecek olursak hesaplama
noktalarindaki artis ile denklem sayis1 dogru orantilidir. Lineer olmayan bir denkleme
uygulandiginda yine lineer olmayan denklem sistemini verir. Ag¢ik yonteme gore
karmasik ve zor goriilse de duyarlilik ve tutarlilik kavramlarindan dolay1 tercih edilen bir

yontemdir [56].

Yakinsaklik

Bir kismi diferansiyel denklemde U =U(h,k) tam ¢dzimi, U] ise fark

denklemlerinden elde edilen tam ¢oziimii olsun.
hk >0ikenU; —>U(hk)
oluyorsa sonlu fark denklemi yakisaktir denilir [57].

Kararlik

Kismi tiirevli denklemin sonlu fark yontemi ile ¢6ziimii hesaplanirken hatalar meydana
gelir. Bu hatalarin hesaplamalar1 ilerledikge, sinirsiz olarak biiylimeyip, yakinsak

kaliyorsa bu ifadeye kararlidir denmektedir [57].

Tutarlilik

Bir kismi diferansiyel denklemde yaklasimda bulunurken sonlu fark uygulamasi kararli

olmasma ragmen elde edilen sonu¢ ag (6rgli) uzunluklar1 sifira giderken bir bagka
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diferansiyel denklemin ¢6ziimiine yakinsak olabilir. Dolayisiyla fark uygulamasi bagh
oldugu diferansiyel denklem ile tutarsizdir veya uyumsuzdur denilmektedir. Ancak

tutarliligr sdyle tanimlayabiliriz;

Kismi diferansiyel denklemin tam ¢dziimii U (x,t) ve bu denklem PU)=0 ile

gosterilsin. Ayrica diferansiyel denklem igin yaklasimda kullanilan sonlu fark

denkleminin tam ¢6ziimii u ve denklemide F (u) ile gosterelim. Bagimsiz degiskenlerin
siirekli bir fonksiyonu v(x,t)olup, (ih, jk) noktasinda P(v)yi degerlendirecek kadar

siirekli tiirevlere sahip olsun. Buradan (ih, jk) noktasindaki T, j (v) kesim hatasi
T, (V)=F(v;)-P(v,) (2.24)
seklinde tanimlanabilir. Eger
h—0, k=0ikenT (v)—0

ise fark denklemi ile ilgili kismi diferansiyel denklem tutarhdir denir. P(U)=0

oldugunda v=U olarak alinir. Bdylece (2.24) denklemi
T, (U)=F(u,,)

1]

sekline dontisiir. Burada
h—0, k—0ikenF(U,;)—>0

olursa fark denklemi tutarlidir denir [57].

2.3. Baslangi¢ Sinir Deger Problemi

Bu boliimde sonlu fark yontemini uygulayacagimiz baslagic sinir deger problemini

aciklayacagiz. Bu problem asagidaki gibidir:
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. ou ou . du o
|E+aoy+|a1&—a(x)u+v(t)u+|a2|u| u=g(xt),(xt)eQ (2.25)
u(x,0)=p(x), xel (2.26)
u(l,t)=u(0,t)=0 te(0,T)- (2.27)

Burada u=u(x,t) dalga fonksiyonu, a,,a,,a, >0 verilen reel sayilar; a(x) ve v(t) ise

sirastyla

hhh xel icin 0<a(x)<u, p,=sbt>0 (2.28)

dv(t)
dt

hhh te(0,T) igin |v(t)/<h,,

<b, (2.29)

sartlarini saglasin. Burada by,b, > 0 verilen sayilar olup, ¢ ve g fonksiyonlari;

0
peW, (1) vegeW,” (Q)

uzaylarindandir. Simdi (2.25) — (2.27) probleminin ¢6ziimiinii agiklayalim.

Tanim 23.1. (2.25)-(2.27) ile verilen problemin ¢cozimi

0
B, :C"([O,T],Wf(l)jmcl([O,T],LZ(I)) uzaymdan olan ve hhhxel ve herhangi

te [O,T] i¢in (2.25) denklemini, hhh x € I i¢in (2.26) sartimi ve hhh t €(0,T) i¢in (2.27)

sartin1 saglayan bir u=u (X,t) fonksiyonudur.

(2.25)-(2.27) baslangig sinir deger probleminin ¢6ziimii i¢in [58] ¢alismasini kullanarak

asagidaki teoremi yazabiliriz:

Teorem 2.3.1. a(x) ve v(t) fonksiyonlari sirasiyla (2.28), (2.29) sartlarin1 saglasin ve

0
peW, (1), geW," () bi¢iminde verilen fonksiyonlar olsun. Bu durumda (2.25)-(2.27)
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probleminin B, uzayina ait olan tek ¢éziimii vardir ve bu ¢oziim igin Vte [O,T] icin

asagidaki degerlendirme yazilir:

ou(.,t)

ot

3
0
W2 (1) y

Ju(-t)

] (2.30)

w;(1)

<, [nwnv:;(.)+||g||wzm(g)+||<o
Ly(1)

Burada c, >0, ¢, g ve t’ye bagimli olmayan bir sabittir.
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3. BULGULAR

3.1. Baslangi¢ Sinir Deger Probleminin Diskiritlestirilmesi

Bu béliimde (2.25) - (2.27) problemi ayriklastirilir. Bunun igin ilk olarak ¢oziim bolgesi

yani Q=1x[0,T] kafeslere bliinerek asagidaki gibi yazilir:

. h h h
X; = jh—E, j=1M -1, x1—5=0, XM‘1+§:|’
tnzn’z" n:o’ , h:—l , T=l,
M -1 N

M=M,, N=N,, h=h, 7=7, k=1

Buradaki h ve 7 sirasiyla konum ve zaman adim uzunlugunu ifade eder.

V, = {v V= (VO,Vl,VZ..VIVI ),V0 =V, = 0} olmak tizere, herhangi u,v eV, i¢ini¢ ¢arpim

M-1
(u,v)=th:uj\7j
j=

seklinde ifade edilir. Ayrica V' nin ayrik normlari,

M-1 b
b, =S
J:

VI, =, max |v,|

M-1
o, = n s

olarak tanimlansin. Boylece (2.25) ve (2.27) probleminin fark semasi

0.6, + 8,05y, +i88, B, — b, +Voy +idy |y # = F,, i=LM -1 n=LN (3.1)
¢j0 =@ ] :Q_ (3.2)
¢Mn = ¢0n =0, n :1’_ (33)
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seklinde yazilir. Burada a;, ¢, f;, v, ag fonksiyonlar:

:L t X: 4—//// _
jn:h_j j (xt)dxdt, j=LM -1, n=1,
1X—/

tnﬁl
vV, :ljv(t)dt, n=0,N-1
Ty

bi¢iminde tanimlanmaktadir. Ayrica (2.28) ve (2.29) sartlarindan

esitsizlikleri yazilir.

3.2. Fark Semasinin Kararhhg:

(3.4)

(3.5)

Teorem 3.2.1 a(x) ve V(t) fonksiyonlar1 sirasiyla (2.28)-(2.29) sartlarin1 saglasin.

0
Ayrica peW,’ (1), geW,*(Q) olsun. Buradan (3.1)-(3.3) fark semasimnn ¢dziimii

olan ¢,, fonksiyonu Vme{1,2,...N} igin,

jm

jm
Zalrzm:

+4a2hriMZ:l
n=l j=1 n=l j=1
M-1 2 N M-1
c{h o f <oy Sg
j=1 n=1l j=1

in jn-1

L )
< > jz;‘goj
2 m-1M-1 2

+ThZZ‘é}gjn j

n=1 j=1

+2th:MZ

n=1 j=1

M-1 4

¢jn _¢j—1n

Do

jn

21

¢Jn ¢jn—1

s +

(3.6)



degerlendirmesini saglar. (3.6) daki ¢, >0 sabiti h,z ve m’den bagimsizlardir.

Ispat : Her bir t =t_icin (3.1) -(3.3) semasi

M -1 M -1 M -1 M -1
ihz 5f¢jn77jn + hao Z 5xy¢jn77jn + iha12 5i¢jn77jn - hz aj¢jn77jn +
j=1 j=1 j=1 j=1

M-1 B ) M-1 ) B M -1 B - (3'7)
hzvn¢jn771n+|hazz ¢jn ¢jn77jn :hz 9 in'ljn> n=1N
j=1 j=1 j=1

toplam Ozdesligine denktir. Yukaridaki {(X i ,tn)k} aglar dizisinde tanimli olan 77,
fonksiyonu, n=1, N igin 7, =7, =0 sartlarim saglayan herhangi 7 in ag fonksiyonunun
kompleks eslenigidir. (3.7)’de ifade edilen toplam 6zdeslikte 77;, fonksiyonunun yerine

r¢7jn ag fonksiyonunu yazarsak,

) M-1 r M-1 _ ] M-1 _ M-1 2
IhTZ 5f¢jn¢jn + aOhTZ 5x¥¢jn¢jn v IalhTz 5¥¢jn¢jn - hTZ aj ¢jn +
j=1 j=1 j=1 j=1

(3.8)

4 M-1 _
=hr) 9,4, N=LN
j=1

o

Pin

M-1
hrz v,
=

2 M-1
+ia2hrz
j=1

olur. Esitligin sol tarafinda yazmis oldugumuz ikinci terime kismi toplam formiiliinii

uygulayalim. Bunun i¢in 6ncelikle asagidaki Lemmay1 ifade edelim:

Lemma 3.2.1 Herhangi iki u,veV, ={viv=(V,,v,,.V, ), V, =V,, =0} ag fonksiyonlar:

i¢in
M-1 . M _
h > (85, )7, = —h;(éxuj [CA
dir.

Lemma 3.2.1.%1 (3.8) esitliginde yerine yazarsak n =1 N icin
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E _ M-1 2 M-1 _
'hrz 5f¢jn¢jn - aohTZ 57¢jn + |a1hz'z 5Y¢jn¢jn -
=1 = = 3.9)
M-1 ) M-1 2 M1, M1 (€
hrz a; |4, +hTZVn P +Ia2hrz Pl = hrz 9%
=1 j=1 =1 j=1
elde edilir. (3.9) esitliginden eslenigini ¢ikarirsak
! _ _ ) M-1 _ _
iN7 Y (S + O indin ) +iRNT Y (58,810 + S8y ) +
. - - (3.10)
S _ B
2iahr Y |g,| =2ihed Im(g;.4;,)
=1 =1
olur. Boylece (3.10) dan
M-1 _ il M -1 _ _
he Y (5chuth + 5 ) +ANT Y (S8 + By )+
= g (3.11)
M-1 . M-1 _ .
2a,hz>"|g,| =2hr ] Im(g,4;,) N=LN
-1 =t
yazilir. (3.11)°de
_ - 2 2 2
T<5f¢jn¢jn +§f¢jn¢jn ) = ¢jn - ¢jn—1 + ¢jn _¢jn—1 (3.12)
_ - 2 2 2
h(5Y¢jn¢jn +5Y¢jn¢jn ) = ¢jn _‘¢j—1n + ¢jn _¢j—1n (3-13)
bagintilar1 kullanilirsa
M1 2 2 2 M1 2 2 2
hZ( ¢jn - ¢jn—1 + ¢jn _¢jn—1 )+aﬂ'Z( ¢jn _‘¢j—ln + ¢jn _¢j—ln )
} = (3.14)
M1 . M1 _ .
2a,ht>"|g,| =2hr Im(g,8;,) N=LN
j=1 j=1

elde edilir. Yukaridaki biitiin esitlikleri n iizerinden 1’den m < N ’ye kadar toplarsak
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n= e = = (3.15)

Jn—l

m M-1 m M-1 m M-1
ard Y g, ¢ .| +2a hrZZ ¢m4—2hr22|m( )
n=l j=1 n=l j=1 n=1l j=1

esitligi yazilir. Ayrica

53l -

n=l j

Jn—l

)= JZ_;(\%\Z _‘¢10‘2 +‘¢12‘2 _‘Mz +‘¢13‘2 —\¢,-2\2 +

+...+‘¢jm‘2 _‘¢jml‘2) = g(\%\z _‘¢jor)

olup burada (3.2) sartin1 kullanarak

M-1

>3 -

n=1

Jnl

M-1
)- A Z\coj\ (3.16)
yazilir. Benzer sekilde

5 3o

n=l j

) = Zl(|¢ln|2 _|¢0n|2 +|¢2n|2 _|¢1n|2 +|¢3n|2 _|¢2n|2 +

. +|¢M _1n|2 —|¢M_zn|2) = g(% —1n|2 _|¢on|2)

‘Jln

olup burada (3.3) sartin1 kullanarak

>3 (0

n=l j=1

_‘ —ln

)=l @17)

yazilir. (3.16) ve (3.17)’yi (3.15) de yerine yazip, mutlak degerini alirsak

m M-1
+a172|¢w| 1n| +airzz

n=l j=1

DYAED»Y
m M-1 m M-1
2a,he> > <h2\¢1\ +2hr) > g
n=1 j=1

n=l j=1

¢J” ¢J” -1 ¢Jn ¢ —1n

(3.18)

Din

Jn jn
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elde edilir.Yukaridaki esitsizligin sag kisminda bulunan ikinci toplamin m. terimini
aywrarak, bu terime ¢ -Cauchy esitsizligini uygulayalim. Boylece asagidaki esitlik elde

edilir.

h2\¢,m\ > g - +a1rZ|¢M Frary S e -,

P n=l j=1
. o - (3.19)
2a,hc> Y g <hZ‘(pJ‘ +2he> > lg +ghrZ‘ng‘ +— Z‘(ﬁ,m‘

n=l j=1 n=l j=1 j=t

in Jn Jn

(3.19)’da & =27 olarak alinip Young esitsizligi uygulanirsa

M-1

¢jn _¢jn—1 2 + a1TZ|¢Mfln|2 &

n=l j=1

m M-1 m-1M-1 2
b~ 1| +2a hrzz bl <he> Slg, | + (3.20)
n=l j=1 n=l j=1 n=l j=1
m-1M-1 M-
hz &, +2TThZ‘ng‘ +hZ‘ng‘
n=l j=1
elde edilir. (3.20) esitsizliginin her tarafim 2 ile ¢arparsak
m M-1 m M-
hz jm +2hzz ¢jn ¢jn -1 +2a1‘[2|¢M ln| +231T22 ¢Jn ¢J -1n

n=1 j=1 n=1 j=1 (3 21)
. ) szmmile g +4Tfh2\g jm\ +2hrm§szl ¢ +2h2\¢j\2
n=1 j=1 j=1 n=1 j=1 j=1

in jn

+4a2hrzm: MZ:l
n=1 j=1

elde edilir. (3.21) esitsizliginin sag tarafindaki ilk iki terimi birlestirip sonra m<N ye

biiyiiltiirsek;

hz‘¢1m‘ +2hzm:z ¢]n ¢Jn -1 +2a112|¢M 1n| +

n=l j=1

m M-1 m M-1 N M-1
2ar> Y |g, 4, .| +4a,hcy <4Thr)’ (3.22)
n=l j=1 n=l j=1 n=1 j=1
2heS S 1¢m +2h2‘¢1‘ vme{12,.,N}
n=l j=1

esitsizligi elde edilir. (3.22)’nin sol taraftaki biitiin terimler pozitif oldugundan,
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+2h2‘¢1‘ vme{12,.,N} (3.23)

Jn

N M-1
hzvm‘ <4Thrzzll‘gm

n=l j=

m-1M-1
+2hTZZ
n=l j=1

yazilir. (3.23) esitsizliginde Gronwall lemmasinin diskrit aynisini [40] kullanirsak;

M-1 2 M-1 2 N M-1 2
o scz[h;‘(pj‘ a3 S,

J, vme{l2,.,N}  (3.24)

olur. (3.22)’nin sol tarafindaki biitiin terimler pozitif oldugundan (3.24)’i4 (3.22)’de

yerine yazarsak

+ 2airzm: MZ

m M-1
hsz‘ +2hzz ¢Jn ¢Jﬂ -1 ¢Jn ¢—1n
n=1 j=1 n=l j=1 (325)
m M-1 N M-1
4ahrzz n <C(h2‘(pj‘ +thZ‘an ) ‘v’me 2, ,N}
n=1l j=1 n=l j=1

degerlendirmesini elde ederiz. (3.25) deki ¢, >0, h, 7 ve m den bagimsiz bir sabittir.

Simdi 9,6, fonksiyonunu degerlendirelim. Bunun igin (3.7) toplam 6zdesliginin sol
tarafindaki ikinci terime kismi toplam formiiliinii uygulayip 77,, fonksiyonunun yerine

rﬁfﬁjn yazalim. Bu durumda asagidaki 6zdeslik elde edilir:

. M-1
ihe >[5,
j=1

M-1 _
he > V,6,,6:0,, + iazhrz ¢
j=1 j=1

M-1 _ M-1 _
-a hrz b (5:8y, ) +iaNT Y. 5,8,,6:6, e Y 2,0, +
= = (3.26)

_ M-1 _
¢jn5f¢jn = hTZ gjn5f¢in’ n=LN.
=

jn

(3.26) esitligi ile eslenigini toplarsak

M

_aohzf(5 ¢Jn X (5 ¢Jn)+§ ¢Jn X (5f¢jn ))+ ialhTZ(5x¢jn5t§Zjn _5Y¢Tjn5f¢jn)_

he) a, (¢jn5f¢7m+¢7jn5f¢jn)+hr2vn ($1,5c + $1n5c 1, ) + (3.27)
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olur. (3.27)’de

7(8:810 (6:850 ) + 5800 (5810 )) = 7 (5:81n6: (S0 )+ 5.0 (5,8 ))

x¥in x¥jn-1 x¥jn = x¥jn-1|

he (8,8,,5:b — 58,083 ) = (2i|m(¢7jn¢jn_l) +2im(g, ., (¢, —¢jn_l))),

2

in 2 (¢jné‘f¢7jn - ¢zjn5t*¢jn)

2||m(¢ PBins)

T

ve (3.12) esitligini kullanirsak

M
—aOhZ[
j=1

2j|
M-1

2a12(|m((/;jn¢,-n_1)+ 'm(‘/;j—ln (4 _¢in—1)))_

xPin| — |“x¥jn x?jn — Yx¥jn

M-1 2
hZa,[ Pina| +|Pin — Pina }+ (3.28)
j=1
M-1 2 2
hzvn [ ¢jn - ¢jn—l Vv ¢jn _¢jn—l }_
j=1
M -1 2 _ M-1 -
2a,h Y || Im(¢ ) =207 Y Re(9;,6:4;, ). n=1N
=1 j=1

elde edilir. (3.28)’deki biitiin esitlikleri n iizerinden 1’den m< N ’ye kadar toplarsak

m M m
aOhZZ[ xYin| — |“%¥%jn 12}4—8‘0h x?jn — Yx¥jn-1
n=l j=1 n= ]
m M-1 m M-1 _
2alz Im(¢]n¢1n -1 +2alzz Im(¢ —-1n ¢Jn ¢Jn—1 )
n=l j=1 n=l j=1
M-1 2 m M-1 2
hY. Za, bl [P }+hzzaj B —Pina| — (3.29)
n=l j=1 n=l j=1
M-1 2
h zvn |: ¢Jn Jn -1 ¢jn _¢jn—1 :|
n=l j=1
m M 1 m M-1 _
+2a,h> > g, |m(¢m¢Jn 4)=-2hzy" > Re(9,,5:4;,)
n=1 j=1 n=1 j=1
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elde edilir. (3.29)’da

m M-1 2 2 m M-1 2 2
hz Vn|: - jn—l + ¢jn _¢jn—1 } = hz |:Vn ¢jn ~Voa ¢jn—l j|+
n=1l j=1 n=l j=1
m l\jl -1 m M-1 J M-1
hz Vn ¢Jn ¢Jn -1 _Thz 5,(—V jn-1 = Z‘¢JO‘ +hV Z‘¢Jm‘ +
n=1 j=1 n=1 j=1 =1
m M-1 m M-1 )
hz Vi ¢]n ¢Jn—1 —ThZZé‘t—Vn ¢jn—l

=]
Il
LN
H
=]
Il
4N
—_
Il
JUN

j=

oldugunu dikkate alarak gerekli islemler yapilir ve (3.2) sart1 kullanilirsa

m M-1

M -1
a'Oh 5X¢Jm‘ Jn jn-1 + zaizz Im(¢]n¢1n—l)
j=1 n=l j=1
m M-1 M-1
al;; Im( j=1n (¢Jn ¢jn—l))+hzlaj jm +
m M-1 m M-1
Y3 8|8~ | +28,0) 3|, [ 1M (4,8, (3:30)
n=l j=1 n=1 j=1
J m M-1 _ J -1 9
=_2hfzzRe(91n5f¢Jn) J‘(pi‘ -
n=1 j=1
M -1 2 M-1 2 m M-1 m M-1
hvmz ¢jm +hvoz‘¢j‘ _hzzvn ¢Jn ¢jn -1 +Thz 5 Jn -1
j=1 =1 n=1 j=1 n=1 j=1

elde edilir. (3.30) esitliginin sag tarafinda bulunan ilk toplama kismi integrasyon

formiiliinii uygularsak

m M-1

_ x ¥ jm _ xPin — O%¥jn1| — _2alz Z Im(¢7jn¢jn—1)_
j=1 n=l j=1 n=l j=1
m M-1 M-1 2 m M-1
231;; Im( j-1n (¢jn ¢Jn 1)) hzla] ‘¢Jm‘ h;;aj ¢Jn ¢Jn -1
m M 1 m-1M-1
, IM(g, 85,4 )+ 20> > Re (5.9 ,8;, ) — (3.31)
n=1 1:1 n=l j-1
M-1 _ _ =l
ZhZRe(gjm¢jm)+2h 1Re(gil¢10) 0 j“ﬂi‘z_
i= j=
m M-1 m M-
hv Z i “+hy 2‘5"1‘ —hZZvn G~ Pins +thZ5tvn it
-1 n-1 j-1 n-1 j-1
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esitligi elde edilir. (3.31)’de esitligin sol tarafindaki terimlerin pozitif oldugunu dikkate
alarak her iki tarafin mutlak degerini alip, (3.4) ve (3.5) sartlarin1 kullanarak Young

esitsizligini uygularsak asagidaki esitsizligi elde ederiz:

M m M-1 2 m M-1 2
aohz X7 jm Jn jn-1 SalZZ( jn Jnl )+

=1 n=l j=1 n=l j=1
m M-1 m M-1
alz (‘¢ —1n ¢]n ¢Jn -1 )+ hﬂoz jm + hﬂozz ¢]n ¢Jn—l
n=l j=1 n=1 j=1
m M l m M-1
la,[n> alh> Y gl 16,0 il +hy02\¢j\ + (3.32)
n=1 j:l n=1l j=1
m-1M-1 m-1M-1 2 M-1
hr ‘@gm +hrd > |d,, +h2‘gjm‘ +hz i +h2‘gjl‘ +h2‘¢>1‘ +
n=l j=1 n=1l j=1 j=1 =
-1 2 m M-1 m M-1 2
th ‘¢Jm‘ +hb Z‘¢j‘ h+bozz ¢]n ¢Jn—l +Thblzz ¢jn—l
j=1 n=1 j=1 n=l j=1
(3.32) de
m M-1 4 m M-1 m M-1
;[ > 14| +laalhD D ¢jn 1| = athZ Pin
n=l j=1 n=1 j=1 n=1 j=1
a h M -1 m-1 4 a h M-1 4
-, 2| LZ‘(DJ‘
2 j=1 n=1 2 j=1
M-1 m 2 M-1m-1 2 M-1m-1 2 M-1 2 -1m-1 2 M -1 2
z Z ¢jn—l = ¢jn = 4 ¢jn + ‘¢JO‘ = ZZ ¢jn +Z‘¢J‘
j=1 n=1 j=1 n=0 j=1 n=1 j=1 j=1 n=1 j=1

ve

>3l

=2l a1l 44l ) =2

>
Il
LN
—_
1]
N
3
>
Il
LN
—
Il
o
=}
Il
N
—
Il
LN

oldugunu dikkate alirsak
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M-1
+<(a,+hy, +hb, +h)2‘(pj‘2 +
j=1

jm in jn-1
n=1 j=1
M — 2 m M-1
(h,u0+hb +h+2a, Z\M +(a, +huy +hb)) D> |6, — ¢Jn_1
j=1 n=l j=1
m-1M l m M-1 M -1 m-1
3a, b += ahzz . %ZZ A 22 Z\(pj\ - (3.33)
n=1 j=1 n=1 j=1 j=1 n=1
m M-1 m-1M-1 m-1M-1
goj‘ +rhblz;z; i +h722\5 n +hrzz b
n=l j= n=l j= n=l j=1

esitsizligi yazilir. (3.33)’de

M-1
h>'|g
i1

Zs( ){rthlel\(s g [+rh> S

n=1 j=1 n=l j=1

2
Jin ] ‘v’me 12,.. ,N}

jm

oldugunu dikkate alarak (3.25) degerlendirmesini kullanirsak

M -1 m M
aOhZ 5Y¢jm‘2 +a0hzz é‘x¢jn 5 ¢Jn—1 <C Z‘goj‘ +
" 1M-1 " J_; -1 N (3'34)
i 2
CS[Z'h ‘é}gjn +7h) >'lg,, J+%Z‘(/}j . ‘
n=1 j=1 j=1 n=1 j=1
degerlendirmesini elde ederiz. (3.34) ve (3.25) degerlendirmelerini birlestirirsek,
jm jm Jn jn-1 +2hzz ¢Jn ¢jn -1
n=1 j=1 n=1 j=1
m M-1 m M-1 > !
rz b9 | 420> Y|, [ < Z\‘PJ\ \ +  (3.39)
n=l j=1 n=l j=1

M N M-1 m-1M-1
(hZ‘(pJ‘ +rhnzz . +rh22\5 9,

1 j=1 n=l j=1

J vme{12,..,N}

elde edilir. Buradaki ¢, >0 sabiti, h,z ve m’den bagimsizdirlar.

Boylece Teorem 3.2.1 ispat edildi.
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Bu teorem kullanilarak sag tarafa ve baslangi¢ sartlarina gore semanin kararli oldugunu

kolaylikla gosterebiliriz.

3.3. Fark Semasinin Hatasi icin Degerlendirme

Bu boliimde fark semasinin hatasini degerlendirecegiz. Burada oncelikle uj,

fonksiyonunu, (x j ,tn) noktasinda u(x,t) fonksiyonunun tam ¢dziimii olmak iizere

t, 5+

olarak tanimlayalim. Ayrica
[e]={ey} =12 —Upn}

ile fark semasinin hatasin1 gosterirsek, €;, asagidaki sistemi saglar:

iéfejn + aoéxyejn + iaiéyejn —a,e;, +V,e;, + ia, ( ¢,-n ? ¢jn —|Uj,
j=LM -1, n=L,N
e =0, j=0,
&, =€y, =0, n=LN

Burada

31

u :—I I u(xt)dxdt, j=LM -1 n=1N

2
ujn = Ijn

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)



h
t, xj+— )
j”:rih;[1 J' { gt+ao%+ia12—z—a(x)u+v(t)u+ia1|u|2ujdxdt
4

-i0:u., —a,0

jn 0 xx jn

—iadu,, +au,, —v,u, —ia, (‘u

U J) (3.41)

ji=LM -1, n=1,

dir.

Simdi fark semasmin hatasini degerlendirmeye ¢alisalim. Bunun igin (3.38)-(3.40)

sisteminin 7,, =7, =0, n=1, N sartlarini saglayan 7 in ag fonksiyonu igin

M-1 M-1
hz 16; Jnﬂjn +a hz XX Jn77]n Iaihz §Yejn77jn - hz ajejnﬁjn +

thneJnana hZ(

(3.42)

Jn)’]]n hzljnﬂjn’ 1)N

jn n ‘ jn
toplam 6zdesligine denk oldugunu gézoniine alalim. (3.42) nin sol tarafindaki ikinci

terime kismi toplam formiiliinii uygulayarak 6zdeslikteki 77;, fonksiyonunun yerine 7€,

fonksiyonunu alirsak

hrMZ|( e, )E, +|a1hrZ(5 e, e, hrZa "+

= (3.43)

hTMZ:an +ia hrZ( —‘ in )éjn = hrz |Jn in

j=1

in in

Jn jn

yazilir. (3.43) esitliginden kompleks eslenigini ¢ikarirsak n =1 N igin

M- M-1

|hrJZ(( . Jn)ejn +(5t§jn)ejn)+ia1hrj2=;((5xejn)éjn +(§Y€jn)ejn)+
2anejnﬂ

+ia hrZ[( $in€in ‘(ﬁ,k‘ Pire ,n) (
_2|hrZIm( n ,n)

in jn*jn
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oldugundan
her((étem)e +(o:8, )e Jn)+a1hrZ((5 e, )&, + (5 éjn)ejn)+
¢jnejn)_(

M-1
azhrZ[(
j=1
=2hrz Im(1,.€,)
j=1

u e +|u

jn¥jn

n Jn Jn ¢jn jn jn

‘e, )} (3.44)

yazilir.
2 2 _ 2 2 2 RV
(¢,—n Do [ ujn)ejn:(¢1n F{Ujn )ejn U, (85
oldugundan
2 2 i > — 2 _
[(¢jn ¢jn_ujn U- )e' +(¢'n ¢jn_ujn ujn)ejnj|
, ’ , (3.45)
:2( jn +ujn )ejn +U ¢ ( n) +an¢jn(ejn)
olur. (3.12) - (3.13) ve (3.45) esitliklerini (3.44)’de yerine yazarsak
2
hZ|: Jnl + jn Jnl }+31TZ|: ‘ j-1n +ejn_ej—ln i|
2 N2 = 2
+a2hrZ[2(¢jn +|u, )ejn +U; 8 (€,) + Ty, (ejn)} (3.46)
j=1

[HEY

M-1 R
=2hr " Im(1,8,). n=1N
j=1

elde edilir. (3.46) daki tiim esitlikleri n iizerinden 1’den m<N’ye toplayalim. Bu

durumda
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m M-1 2 2 m M-1 2 m M-1 2
2 |len| e }hZZ €in =€ +31722[ejn ‘eHn }
n=l j=1 n=1 j=1 n=l j=1
m M-1 m M-1 2 2 2
+ary Y e, —e | +2a,hr)] (¢jn +ul e (3.47)
n=l j=1 n=l j=1
Jm M-1 mJ M- m M-1
=—a,hry > u,é, (6,) -ahrd. > U,d, (e, ) +2he). > Im(1,8,)
n=1l j=1 n=1l j=1 n=l j=1
esitligi elde edilir. (3.47)’de
m M-1 2 2 M -1 2 2
Z_ (ejn ejn—l )= _ (‘ejm‘ _‘ejo‘ )
n=1 j=1 i=1
Ve
m M-1 m
> 2 (lenl ~lerf )= 2 (1wl Il
n=l j=1 n=1
oldugunu dikkate alarak (3.39)- (3.40) sartlarin1 kullanirsak
m M-1 m M-1
hZ\eJm\ 2D 8 e +aﬂZleM ol rar), Yl e,
n=1 j=1 n=1 j=1
m M-1 m M-1 2
2a,ne. (Il +[u e == ached X uyda (55,) -
n=l j=1 n=1 j=1
mMd m M-1 3
a,hey > .4, (e Jn) +2hty > Im(1,8,,)
n=l j=1 n=l j=1
esitligi elde edilir. Buradan
m M-1 m M-1
hZ‘eJm‘ +h;Zl €€ r;; €, €1 ‘4
m M-1 2 2 m M-
2a,hcy (¢jn ) . ulldllen+  (3.48)
n=l j=1
20e> S |1, s
n=1l j=1

esitsizligi yazilir. (3.48)’in sag tarafindaki ilk terime Young esitsizligi uygulanirsa
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m M-1 m M-1
hZ‘eJm‘ +h> > e, —es +airZZe
N1 j-1 n=1 j-L (3.49)

m M-1 2 2 m M-1
rahe ) ([ +uf Y[ <20y Y|
n=l j=1 n=l j=1

jn

jn J -1n

u

jn jn jn ejn
elde edilir. (3.49) un sag tarafindaki toplamim m. terimin ayiralim ve sonra ayirdigimiz
terime & —Cauchy esitsizligini, kalan toplama da Young esitsizligini uygulayalim.

Boylece agagidaki esitsizlik elde edilir:

m M-1 m M-1
hZ\eJm\ Y e e +ar), X fen e
n=l j=1 n=l j=1
m M-1 M-1 M-1
aZhTZZ((Iﬁjn ", 2) e,| s2hri2\ejmf+2hf52\|jmf+ (3.50)
n=1 j=1 2¢ j=1 2 =
-1 m-1M-1 2
hz' L +hTZZ €
n=1l j= n=1 j=1

(3.50) nin sol tarafindaki tim terimlerin pozitif oldugunu gézoniine alip & =27 olarak
secilirse

2
e.

jn

M-1 2 M-1 2 m-1M-1 2 m-1M-1
hY ley| <4T2chy |1 [ +2he ) |1, [ +203" >
j=1 j=1 n=l j=1 n=l j=1

olup, buradan

2
€in

m-1M-1
+2hrzz

n=0 j=1

(3.51)

Jn

hZ‘eJm‘ <(4T +2 hriMZl
n=l j=1

esitsizligi yazilir. (3.51) de Vme{1,2,3..N}igin ayrik Gronwall lemmasim kullanacak

olursak

2

N M-1
hZ‘eJm‘ <ched >

n=1l j=1

(3.52)

jn

esitsizligi elde edilir. Simdi I, y1 degerlendirmek igin islem kolayligi agisindan

1 2 3 4 5 6
Ijn—Ijn+ljn+ljn+ljn+ljn+ljn
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olarak gdsterelim ve burada j=1,M -1, n=1 N icin

1 %972 4y
It =—j j i = dxdt —id.u
h ot

*hin tjn

T
tha Xj_g
h
t, Xt/ 2
1 o°u
12 =— j a — dxdt—a,d..u.
jn Tht A O@XZ a0 XX jn
N1 oy 0
2
15972 4y
== [ ia,—dxdt-iasu,
h OX !
ST
L)
1 t Xl’ihZ
4 _
Ij”__h j —a(x)udxdt+a,u;,
r tiy N
2
1 tn Xi_hz
15, = v(t)udxdt —v,u,,
T ty o, _h
2
ve
t, XﬁV ,
Ifn=—j I iaz‘uz‘udxdt—ia2 Ul U,
th, b
n-1 Xj_E
olsun.

Once j=LN, n=2,N i¢in I} ag fonksiyonunu degerlendirelim

formiiliinii kullanirsak asagidaki esitligi yazariz:
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(3.53)

(3.54)

(3.55)

(3.56)

(3.57)

(3.58)

. (3.53) ve (3.36)



1”‘%au 1] 1 B
== i —dxdt—i=| — t dt—— t)dxdt
hrtjlxv;[h Ié’t X Iz' rhtn‘[lx_!y X )dx sz‘[h X )dx
17 /2 /2
t X] A tn X]-Jr%
_1 |a—udxdt—ii2 I (u(x,t)—u(x,t—r))dxdt
hr e oh hr tn_lx-—y
17/2 1 /2
1 WA ou(x,t) 1 % au(x,0)
== i——Zdxdt —— ju ddxdt
hr Cxyhy ot hr Gy
PR Xi+h20
=I_2 _[ 8u(x,t)_au(x,t+0) dodxdt
hr O Th ot ot

. t, Xj+h2 0
_ ,[ [w(x’t)—8U(X’t+9)]d0dxdt.

t, %*% o
hrzt Ty ot
n-1 Xj 2 T

yazilir. (3.59) esitsizligi, Fubini teoremi ve Cauchy-Schwarz esitsizligi kullanilarak

ou(xt) u( xt+49|

fo

dxdt [d@
ot |
0 1, Mit2 ou(x.t) au( xt+¢9| :
< UJ = = ‘ddtde =

u(xt) au(xt+o) it
ot ot

e (3.60)

N
thZ:;‘ 2 ITHZS;[L[
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esitsizligi elde edilir. Kuramsal Temeller Teorem 1.2.1’i ele alarak L, (Q) normu

anlaminda Z_l: fonksiyonu L, normu anlaminda siirekli oldugundan; Ve >0 verildiginde

]

olacak sekilde bir o >0 sayis1 vardir. Boylece 7 <o ve 7 —0 igin & — 0 olacagindan

|l9|£r<a iken

bl

ou(xt) au( xt+9| ixdt | <o

ot a |

j%au(a:,t)_au(x,msr)%zdxdt_)0
Q

dir. Buradan

<w’ (3.61)

olarak yazilabilir. Dolayistyla W°, 7 "ya bagli olup 7 — 0 igin w® — 0°dir.

Simdi j=1M -1 igin I}l fonksiyonunu degerlendirelim. (3.53) formiiliinii ve (3.36)

formiliint kullanarak
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ty, _h
2
14 2 ou i_ w%
:Etoxjhiad dt—; —tho Ihu(xt)dxdt u
i | Xy
tX'+E i t Xits h
14 ! 2.8 il 15 !
I I
1—5 L 573 i

h
:_j j |—dxdt —j j ja“ (%) 4 gdxct =
h _ht

%7y %7y

t112
| dxdt + hTH

2lou

ddH— ddt

hT

1< hJI

ou ( x@‘

esitsizligini elde etmis oluruz. Burada Cauchy-Schwarz esitsizligi uygulanirsa

‘I}ls% H 6“(6’:’0 dxdt %
olup, buradan
\l}l\zghirixjji:¥ dxdt =
hrZ\l \ <4j I%z}dx = O %;I)dt

esitsizligi elde edilir. Yukaridaki esitsizlikte (2.30) degerlendirmesi kullanirsak

M-1 -
hey |1[ <cr, j=1M -1 (3.62)
j=1
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yazilir. (3.61)-(3.62) taraf tarafa toplanirsa

(3.63)

n=l j=1

elde edilir.

Simdi 12 yi degerlendirerek, j=2,M -2, n=L N igin (3.54) ve (3.36) formiillerini

kullanirsak

g, Xty 2
I?:ij .[aoaua( )ddt 8,0,
X2

XX jn

{, xj+2 9 _)
=ij .[aoau():’t)dxdt—a[ pan = Ty }
OX

hZ‘tn b h2
i
x-+E
1, Q)
_h_ftnj_lxjhao dxdt
i
h h
) it Xj+1+§u( ) ) 1 t, XJ+EU( ) it = U(X,t)
a, hftjl j . dxdt thnjl j n d dt+hrtjl _jh - dxdt
X+ Xi +h2 h2
I N TCR PN 3, e
_hrt!lxjhao v dxdt haftnjl jh (xt)dxdt+ tj ju X, t) dxdt
i M1y g
><-+h X +
t, iy it
+%j j u(xt)dxdt——.[ '[ (x,t)dxdt
tha X,_D t nlx
() i1
1% 2 8%u(x,t) a, 7 "2
_h_ftnxj o dxd 3Ttnj1 jh( (x+h,t)-u(x,t))dxdt
i3 Xi—y
><r+E
t, 173
_ % X,t)—u(x—h,t))dxdt
h3T C ) _h( ( ) ( ))
2
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h_TtHX ] ox*
72
: '+2X*h8u(g t) "2 au(s.t)
h%t“j j g’ dcdxdt tnjlxj_hxjh g’ dcdxdt
h2
t X+ 2 )
1% 2 du(xt
_Etnjlxjh o Okt
2
h
8B au (gt 2o (g —hit
% tjjhj (gj )dgdxdt—tjl jhj (gg ) d et

h
1 %72 Qu(xt L2 < g2y (p,
-2 Iaﬁ#dxdt—hi [ ] Ij%dndgdxdt

hT tha X,_h X2 ST tha x,_h x ¢-h
2 12
ao ii4 XjJrgx+h a u( ) t, Xj+2x+h I3 azu(n,t)
:Trt-[ jhj L — > ddgdt - hrtj jhj L 3 dndcdxdt
nx; £ s nx; 3 3

,+h
:itjl IZ J_h J_ (82 (X’t)—azu(Z't)]dndgdxdt

hre 05 2L o¢ on
72
X+
t, i3 h 0 [/ A2 2
a, | o’u(x,t) ou(x+g+nt)
— - dndgdxdt
Sftnjlx_j_hl_jh ox° on’ e
2
><~+E
t, V' 2h 0 2 2
a, o°u(xt) u(x+g+mt)
- - dndgdxdt
hsrtnji1 h-!..J.h OX? OX? 7asoX
172
olup,
x+D |
T Ou(xt) du(x+g+nt)
12| < B0 | drdcdxdt 3.64
in h3 t J. _([J; axz 5X2 ‘ n7dgax ( )

yazilir. (3.64) de Fubini Teoremi ve Cauchy-Schwarz esitsizligini kullanarak
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N |-

aO_\/T_h j‘j’ ]n‘ XJJ-Z o’u (X,t)_ézu(x+g+77,t)|2

= dndcdxdt
in h? S, x> x> ‘ nagax
2
=
h
2h o N0 o°u(xt) u(x+g+n t)|2
12 < R ) dxdt dnd
I h%;[_jh A ox? ox? ‘ Xat fnds
i
woal
_aiﬂ- ]- o2 azu(x,t)_82u(x+g,t)+82u(x+g,t)_
_h3TO—h . h ox? ox? ox*
172
2 2
0 u(X+92'+77,t) dthJdndg
OX
2&02 hoflt X+ aZU(Xt aZU(X+g,t)|2
< dxdt [dnd
h’z 'f['[h tj.lx'{ ox? ox? ‘ Xat e+

23.02 ho|t +§ 82U(X+g,t) azu(x+g+77,t)|2

- dxdt dnd
h’z !:[1 tay N ox’ ox* ‘ Xat (@nde
=

h
"2

o°u(x,t) 82U(X+g,t)|2
ox” ox? ‘

dxdt}d ndc +

2a02 h 0 N M2t X]+2 qu(x+g,t) 82U(X+g+77’t)|2
- dxdt |dnd
h2 ![1 ”Zl:i—z t;'-l)(»h 8X2 5X2 ‘ M
b2
olup
N M-2 2ho0 2 2
" |J-2n232a ” Jau(>2<t) o x+gt|dxOIt e+

n=l j=2 h? ol o OX ox? ‘ .

2a02H Iazu(x+g,t)_azu(x+g+77,t)|zdxdt dde |
h* 2-1% ox’ ox? ‘
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2
esitsizligi yazilir. Kuramsal Temeller Teorem 1.2.1."i dikkate alarakg—lzJ fonksiyonu
X

L, () normu anlaminda siirekli oldugundan, Ve >0 verildiginde || <h <o iken

]

[p——
2

%
2 2
au(>2<,t)_a x42rgt|ddt _£

Ox o 2

ve [n|<h<o iken

ox? ‘

olacak sekilde bir o >0 sayis1 vardir. Boylece h<o ve h—0 igin ¢ >0 ve 7 >0

olacagindan

o’u(x+t) _azu(x+g,t)|2 i W
ox* ox? ‘

ve

2
o’u(x+g,t) _82u(x+g+77,t)| dxclt 5.0
ox’ ox’ ‘

J

Q

olur. Boylece

<w’ (3.66)

olarak yazariz. Burada w°, h’abagl olup h—0 icin w® — 0°dur.

Simdi j=1, j=M -1

terimini degerlendirelim. (3.54)

‘IM —1n

ve (3.36) formiillerini kullanilirsak
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h
t, x+E 5
e

e dxdt — 3,5,
Tht 1xrn OX
2
N
t, 1Ty A2
_% jau()z(’t)dxdt 0(u2n 2“;n+U0n)
Thtn—lx_h OX h
2
X+l o
t, 1o A2 i, %ty .
& [fou(x) 3| 1 .
_T_htnj1 J'h ox* dth_h_g Etnj.l J‘hu(x't)dth—ZEJ‘ J u(x,t)dxdt +ug,
173 h
X+ h b
t, 1 2 t o > . .
_ 3 d’u(x,t) a
‘EJ Ih v ddt—ﬁ j jh (x,t)dxdt — 2tj I
n-1 Xy 1 xy—— o Xfi
:itj ou(x +9%,t) au(x—.t) L
th OX OX
g, 4t . Xﬁg
% I I(u(x+ht)—u(x,t))dxdt—j J(U(x,t)—u
t 1)(17D tn,1X7E
2 2
t txl x+h
) _ 8y pou(4+%t) 2
Iln_f_htnj_l Ox rh3j I I d dxdt +
i E
t, T2 x t,
% ou(s.t) a, % ou(x —%,1)
s dedxdt = 2o [ M2 g
rh? tnjlx{hx{h oc gt —— tnjl -
o
ty ! 2 X+h h
o] T80 S,
T’(,Hxin X 8X 8g
x1+E2
&]ﬂ I Wlet) )y g
h3T tn—1x_ﬂx_h ag OX
1 M 2
L il b
a ty 17 x+h 1 262U(7],t) a h Mty x ¢ azu(
:TOTII Ih! J; 5—772d77dngdt+h_;rtn-[l '[h J:h Iha—
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tnfl
X
2

X+
)

h

x t dxdt

(Xl —%,t))dxdt



X+
t, T x ¢

t, At 2x+h 2
8y ou(m.t)
d ndgdxdt + —- dndcdxdt
J. Ih.[ h’z tj-lx'{hx_hx!h i
2 1Ty T,
elde edilir. Buradan
t, x1+; x1+2+h 4+ ) t ><1+;I X+ 2 ( )
2 a U 77’ a, h 6 u 77t
12| < tj j j j drpdgadt+—>- | jh h h—dndgdxdt
Mg a6 TN
28, % 2|0t (n.t L oy
“ % [ (n.1) ndt+2 [ | U g
hr 0 h on hrtn_lxi,h on
12 2
x+D
t, 12| A2
3P aU(Z’t)dndt
he / 7.1 on
n-lxl,E
olup
h
t, x1+5 2 L
12| < 3&] [ au():’t)dxdt, n=1N (3.67)
hr O OX
esitsizligi yazilir. Benzer sekilde
) 3a, % "+ 2lotu(x.t) =
[FE hTO tnjl jh v dxdt, n=1,N (3.68)

N

3a,v/7h ]JZ au(xt)|

dxdt | , n=1,

45



3 \[__ a u(xt —
[l < a° II f( ) g n=1
bulunur. Buradan
N Ho%u(x,.
he |i2| <9a) (2 ) dx
n=1 0 é9X
L(0T)
N tletu (x|
hTE:“aln £9af.[ (2 ) dx
n=1 1-h OX L
2(0.T)
olup
azu(x,.)2 ' azu(x,.)2
hrz I +h72\|m L <9 j _ I+ [ =52 dx | (3.69)
0 OX I-h 0
L(0,T) L(0,T)
yazilir. Bu esitsizlikte h—0 oldugunda
M -1In _)
olur. Bu bilgileri dikkate alarak (3.69) ve (3.66) birlestirirsek
N M-1
th (3.70)

n=1 n=1

yazabiliriz.

Simdi j=2,M -1 n=L N icin I, terimini inceleyelim. (3.55) ve (3.36) formiillerini

kullamlirsak
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tha . N
b2
t Xl+2 o (U u )
- H _U _ jin — Yj-n
_hftg[lx_Jhlala dxdt —ia, -
i L X h
_inlz a_u _ﬁ_ 2 _inllz
- lejhlaiaxd)(dt s jlxjhu(x,t)dxdt h’rnjlxjh (x,t)dxdt
X+h X-*—E 2 X +h 2
_i]. Ti a—udth—iitj jj.zu(xt)dxdtjtii]n' j] (x,t)dxdt
_hrux_h alaX hZT‘HX_E ! hZTtMX B |
xJJj XJ+E XJ+E
S5 i Mkt 2| T u( s B[ u(xen g ot
_hrtn—l h ai@X hth h hth h '
73 "X vy
t Xﬁg P . t Xﬁg
17 . ou ia,
=h—rtnjlxj_h'aingdt—r%tnflXj_h(U(x,t)—u(x—h,t))dxdt
Zh 2 h
n1 _h x=h
t Xj] x40
[ 2% ou(x 1720
:T?ixj_hjh ((9 dgdxdt—— jjjhag X+g¢,t)dgdxdt
2
h
A Xt o
_ i g au(x,t) du(x+g,t)
iy H[ 00 202 v

)

ou(x.t) au(x+gt |d .
OX OX

(3.71)

=0

h

h
sz

esitsizligi elde edilir. Buradan (3.71)’de Fubini Teoremi ve Cauchy-Schwarz esitsizligini

kullanarak
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JI']

S

du(xt) au( X+gt|dxdtdg N
ox x|

i

X+
t, i

2 0
SN

—h tha Xj _D
2

h
2lau(xt) au(x+gt)f
OX OX

3
|J-n

dxdt [de =

2

M -2 2 0
hr z s J{J-
n=l j=2 h h\ Q

ou(x.t) au( X+gt|ddtd (3.72)
OX ‘ '

olur. Kuramsal Temeller Teoremi 1.2.1°i dikkate alarak 2—” fonksiyonu L, (€2) normu
X

anlaminda siirekli oldugundan Ve >0 verildiginde |g| <h<o iken

!

olacak sekilde bir >0 vardir. Dolayisiyla h<o ve h—0 i¢in ¢ — 0 oldugundan

ou(x.t) ou(x+gt | - y<g
OX OX ‘

J-|8u(x,t) _8u(x+g,t)|zdxoIt 0
Q‘ OX OX ‘

olur. Boylece

<w (3.73)

yazalir. Burada w, h’a bagl olup h—0 igin w; — 0°dur.

Simdi j=1, j=M -1 ve n=LN igin terimlerine bakalim. Buradan

‘IM -1n

(3.55) ve (3.36) formiillerini kullanirsak
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h

1% 2 du :
3 _
Il”_Etj J'hlaiadxdt—laﬁxu1n
)
h
1% _(u, —u
== 2 dxdt i, | ~n—on
el _Dlai xdt —ia, | = j
h B h
1 %72 o ia, | 1% (2
:Et-‘- Ih'%—dth—r Etj jhu(x,t)dxdt—u(xl——,tj
4 i n—lxl_E
x+E x+D
1% 2 au ia,| 1%
:Etj fh'ai_d’(dt_? EIJ. Jh(U(X,t)—u(xi——,thxdt
1><—E nlxl_E
]
TPV B T
“he T per ] 1, [ aglenocsa=
By,
t o . t x1+2x1+
s g au(x,t) ia, ou
'“S_rﬂ ~ dxdt—mi jh jh—(g,t)dgdxdt:»
2 2
t, h t, h
a1 a Frlou(xt) a, *tou
12 SEU ~ dxdt+h—rtnj1£&(g,t)dgdt
t h t, h
SN LG A P e
hr’ o Ox T olox
2a, ? tlou
=—= | ||=(x,t){dxdt
Z't;.;‘([ 8X(X ) X
olup
51 2a, 't tléeu o
12 smt{!&(x,t)dxdt, n=L, N (3.74)
ve benzer sekilde
2a, 't tlou —
3 p—
[ SEJ Ijh&(x,t)olxolt, n=1 (3.75)



esitsizligi yazilir. (3.74) ve (3.75) de Fubini Teoremini ve Cauchy-Schwarz esitsizligini

kullanarak

1
y h 2 2 L
12 1< 2@%( ja—u(xt) dxdt] , n=1,
th (7 olox
1
t | 2 2 -
"3_1n 2a1\/r_h(J j a—u(x,t) dxdt] , n=1,
zh e 1oh OX
yazilir. Buradan
N h(T 2 h
th\lfnfgafj WO o x=4a’[ ou(x.) dx,
n=1 o\ o 0 OX (0.1)

rlou(x,t)
OX

ThZ‘ M-1n <4a12|j-h{'([

2 |
dt =47 [ | )
1-h L,

olup
tlou(x,.) ’ t[lou(x,.) ’
s [ <4a == dx+ [ == dx (3.76)
0 X L(0.T) I-h X L(0,T)
esitsizligi yazilir. (3.76) da h— 0 oldugunda
M —1n _)

olacaktir. Dolayisiyla (3.76) ve (3.73) birlestirilirse

N M-1

Tw (3.77)

n=1l j=1
yazabiliriz.

Simdi j=1M -1, n=1,N i¢in I?n ’e bakalim. (3.56) ve (3.36) formiillerini kullanirsak
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h
1 i XJ-+E 1 ¢ ><j+E
5, ——T—htJ.lX.J.ha(x)u(x,t)dxdt+ajujn ZT_htnjlxjh(ajum a(x)u(x,t))dxdt
| X-Jrhz 2
1%
:Etnjlxjh(ajum a(x)u, +a(x)u;, —a(x)u(xt))dxdt
. :
1 g, Xt 1 i, Xty
:—I I (aj—a(x))umdxdt+—j j a(x)(uj, —u(xt))dxdt
th, G zh Ciyh
1 iT5t, 1 t %
- anX.J.hth;(aJ —a(x))dxdtJrh—Tth'lX»J'a(x)(ujn —u(x,t))dxdt
X.+E2 X 2
1 P2 1 b2
:ujnﬁxj‘h(aj—a(x))dx+EtJ‘1 jha(x)(ujn—u(x t)) dxdt
iTy Xy
x-¢—E
1% 7
:uj”'o+r_h ha(x)(ujk—u(x,t))dxdt
t,lxj_E

h
t, ><j+E
y7; J— -
5, Sh_;tj.l Ih ujn—u(x,t)‘dxdt, j=LM -1, n=1N
2
yazilir. Burada
x+0
t, i
um—u(x,t):ij I u(s,0)dgdd—u(x,t)
Thtlx,_h
)
x+1
1 t, 71T
== [ ] (u(s.0)-u(x)dgdo
tia, D
)
i
1 t, i
:EI Ih(U(gﬁ)—u(g,t)+u(g,t)—u(xt))dgdH
thay D

o1

(3.78)



oldugundan

dydedd  (3.79)

yazilir. Boylece (3.79)’u (3.78) de dikkate alirsak

t Xi+5_ t, xj‘*’* X+
Ho 1 ou( g n ou(y,t)
' _T_}:I -[ r_hj J. .[ ‘dnd§d9+ J. _[ J. ‘dydgde dxdt
tn—lX _E t“’lx ht t, <
iTy iy -
- i h
ty Xi+§ t, Xj+§ t, t, ><J+2X]-¢-2
< = Al )‘dndgdm : u(rt )d;/dgdé’ dxdt
Tht 1X'*E Th tha X-J‘hln-1 877 h tr:'il thx-h
- b2 i %7
Xj+— x-¢—D
t Moty "oty
g 8u(g,77)‘d
= ndg¢dodxdt +
(Z'h)z tJ‘lX»htJ.IXJ‘htj.l 677
t Xj+§ t, Xj+EX'+§
Ho ( 8U(}/,t)‘d
ydcdadxdt
(Th)z tnjlx_jht'[lx, hX_Ih oy
] J 2 J 2
h
t x+E ¢
Ho [ aU(g,n)‘d m au au(rt)
= gdn+— dydt
h tﬁ[lxjh on I I oy
] 2 2
olup
h

XJ+

dxdt + “Ojj

5

2 au(xt)

,Uo J‘XJJJ:
- 2

2 au(xt)

dxdt (3.80)

esitsizligi yazilir. (3.80) de ilk olarak Cauchy-Schwarz Teoremini, daha sonra Young

esitsizligi kullanilirsa

h h
) t, xj+§ 2 ) £, xj+5 2
jnzSZ,uO T I Jr 8u(x,t) dxdt +2/10 h I Jr 8u(x,t) dxdt
h tn—l X ,E 4 N1y 7& ax
J 2 ] 2
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olup buradan

2
N ML 2 ou(x,t ou(x,t
rhzz I?n <2,uozz'2[.|‘M dxdt +2,u02h2[j <(3X )
n=1 j=1 Q Q
2 2
=2u,°7° u +244,°h? au
() OXIl ()

esitsizligi yazilir. (2.30) degerlendirilmesi kullanilirsa

N M-1

rhz Z

n=1l j=1

i Sclo(r2+h2)

4
Ijn

yazilir. (3.81) deki ¢, >0, h ve 7 dan bagimsiz bir sabittir.

(3.81)

Simdi j=1L,M -1, n=LN igin I} i degerlendirelim. (3.57) ve (3.36) formiillerini

kullanarak

oy xj+g
A
1 t, Mo
:Etnlx_h(V(t)U_Vntn"‘V(t)ujn—V(t)an)dth
i h
1 t, M 1 t, Xty
=r_htn'|.lxj(V(t)_vn)u'ndXdHEiX_J.hv(t)(u(x’t)_ujn)d)(dt
b2 h iy
1 ty 1 t Xi*E
=;UJHI(V(t)—Vn)dt+E V(t)(U(X,t)—ujn)dth
b tnlx_,ﬂ
12
%+
1 %72
=EIMthv(t)(u(x,t)—ujn)dxdt
2

yazilir. Buradan (3.79) esitligini ve (2.29) sartin1 kullanirsak
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iy N
2
h h h
b % 2|1 % 2%au(s.n) s au(rt)
=0 — dndgdf+— dydgdo|dxdt
th? J,lzh /! u on tIU oy
J 2 J 2 ]
ho .h

Ptpy, Nt 677
i3 i
. +
bo PP I au )
dydgdadxdt
o LIRS
i3 i3
h h
t, Xity g, Nty
Sb—o J- 8( d d +b0J. J- 6u(;/,t q dt
h g X__D T h 87
2 Xi—y
h h
t, Xity g, Xity
:b_OJ' J‘ 8u(X,t) dth+b0 J' J. aU(X,t) dxdt
h tn71X 6t T ty h ax
I_E )(],_E

esitsizligi yazilir. Yukaridaki esitsizlige ilk olarak Cauchy-Schwarz esitsizligini sonra ise

Young esitsizligini kullanirsak

X; h
t, +-

dxdt | +2 hjj

s 6u(x,t)2 8u(x,t

dxdt | =

h
b \/_h t, xj+5
S

Ll X+ 1
' 2lou(x,t)[ ddt 1. 20 hJ- 'J-2 6u(x,t)2
h

o f

tn

dxdt =

5
Il <

T

t
-1 y. —— n-1 y. ——
X Xj

2

olup

M-1

ou
OX

15 <2022 Y] 420202 | N

N
rhz

n=1l j=1

L(Q)

L(Q)

esitsizligi yazilir. (2.30) degerlendirilmesini kullanirsak
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N M-

<, (7* +h?) (3.82)

n=l j=1

yazilir. (3.82) deki ¢, >0, h ve 7 dan bagimsizdir.

Simdi ise 19, ’ya bakalm. j=1LM-1ven=1LN icin (3.58) ve (3.36) formiillerini

kullanirsak
LK o
Zu. 18, I IZ( Ul up, )dxdt
t 1y N 1x——
Qj
_&tj IZ( ( . |l )(ujn—u)—ujnu(an—U))dxdt:
rh o h
19 s|j—2|tn'|n'1x_|::‘(ujn2+|u|z)( . ‘dxdt |T— (a, ‘dxdt
2
<ﬁ]’xj‘|t2( +uf )u —u‘dxdt+——jxjjt2( +|ul )u — ul dxdt
~ zh Ui h
i Xi 2
zﬁﬁﬁz( o, o
2 zh g Ui

N

3 2 » )t Nt
a i n
<=2 +(vra| max|u|) j j
M l 1)eQ
2 7h{ | 15i=ms (x1) g, -

oldugundan

N

6
I <

3 a,
=22l g + max.
2 zh i<

1<n<N

2}} Jﬂu u,, (3.83)

yazilir. (2.30) degerlendirmesini kullanirsak

”u”Lw(Q) =Gy ”u”c"[[o,T],vvozz(l)] SCy
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esitsizligi elde edilir. Burada (2.30) degerlendirmesinin sag tarafi ile c, >0 sabiti

gosterilir. Dolayisiyla
||u||Lﬂ(Q) <cCg, (3.84)

olur.

Simdi (3.36) formiiliinii g6z Oniine alirak j=1,M —1ven =1 N i¢in

degerlendirelim.

h
t Xj+o

1 ¢ .
_.[ J'|u|dxdt<—h_|' vralirellax|u| I dx |dt

nlx _n thg S
12

h
x+

(vral max|u|)dt

xel

<= vralmax|u|jdt_||u||
T xel

yazilir. Burada (3.84) i kullanirsak

j=LM -1, n=1N icin

<cg, (3.85)

olur. Buradan (3.84) ve (3.85) i (3.83)’de g6z oniine alirsak asagidaki esitsizligi elde etmis

oluruz:

15 <c, =2 ]' ﬂu—uJn dxdt
tn,lxj_ﬁ
t x+; t x+ t
n 2 n , T 2;
£c14j—;tj jh Tlhj ”a“ gﬂ” ddsdo+— j ”a“ 74, deda et
- 2 [N
h
h
scm% X ztnl 6“((;7’77)d77dg +Cy, = tnfl j au(g;’t)d dt |.
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Burada Cauchy-Schwarz esitsizligini uygularsak

h 7 h b
a,\zh T2 Ay , aJzh| % "2 au t ‘
<o,V [ ] (e.n)| dnde | +o, 2 [ ] [0
h X Nty 677 4 thg x.,ﬂ 87/
2 J
t 2 : t X+ 2 *
n 2
el YT [ jm dnde | + Y0 [ ] LIt P
'\/H ht 677 '\/; tnf1x,_h a}/
)
olup buradan
ol , % ol , %
t, 712 t, "o
1°]<c.a, Vo [ W e | 43N [ L] e
Rl el Je| g el ox
j 2
yazilir. Boylece
Xj+— X +1
2 o eflou(xt h'% e2lou(x,
15| <2ca? j j au(y)f dxdt + 2c2,a’ Zgjl jh ( dxdt:>
2
szl oz )
n=1 j=1 L(Q) X L(Q)
yazilir. (2.30) degerlendirmesini kullanirsak
<c, (2 +h?) (3.86)

n=l j=1

elde edilir.

1 2 3 4 5 6
IJ.n_IJ.n+Ijn+Ijn+ljn+ljn+ljn

oldugundan

2

2
.| < 2 4

jn jn
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esitsizliginde (3.63), (3.70), (3.77), (3.81), (3.82) ve (3.86) degerlendirmelerini dikkate

alirsak

N N

rhzz

n=1 j=1

L[ <wWerw + w4 (2 +07) (3.87)

jn
yazilir. Bu ifade Vm e {1, 2,..., N} icin (3.52)de dikkate alirsak

hg‘ejm‘z <cpp (W2 W)+ W, + 772 +h?) (3.88)

j=1

olur. Boylece asagida ifade edilen teoremi ispatlanmis olduk.

Teorem 3.3.1 Farz edelim ki Teorem 3.2.1. saglansin. Bu durumda (3.1)-(3.3) fark

semasinin hatasi i¢in
M-1 2
Y [es| <Cio(W+wg +W, +2° +h?), Vme(1,2,..,N}
j=1

esitsizligi gecerlidir. Burada cg, >0 sayisi 7 veh’dan bagimsiz bir sabit olup
r—>0veh—0 igin W’ -0, W —0, w —0°’dur.

58



4. SONUCLAR VE TARTISMA

Bu calismada lineer olmayan bir Schrodinger denkleminin ¢6ziimii sonlu fark metoduyla
incelenmistir. Bunun i¢in ilk olarak uygun ayriklagtirma yapilarak tanim bolgesi kafeslere
boliinmiistiir. Gozoniine alinan Schrédinger denkleminin, baslangi¢ ve sinir sartlarinin
sonlu farkli aynisi yazilmistir ve boylece fark semasi olusturulmustur. Daha sonra fark
semasinin kararliligi ispat edilerek yontemin yakinsakligi gosterilmistir. Bu alanda,
momentum operatdrii icermeyen lineer olmayan Schrodinger denkleminin sonlu farklar
metoduyla ¢oziimleri [23, 34-43, 44-46] galismalarinda arastirilmistir. Bu ¢aligmada ise
g0z Oniine aldigimiz denklem momentum operatdrii igerir ve potansiyel zamana bagimli
bir fonksiyondur. Yani, bu ¢alismada g6z 6niine alinan denklem bu alanda literatiirdeki

calismalarda dikkate alinan denklemlerden daha geneldir.
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