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ÖZET 

 

LİNEER OLMAYAN BİR SCHRÖDİNGER DENKLEMİ İÇİN FARK ŞEMASININ 

HATASI 

 

Tuğçe TOLUÇ 

 

Kafkas Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı 

 

Danışman: Doç. Dr. Nigar YILDIRIM AKSOY 

 

Bu Yüksek Lisans tezinde Lineer olmayan Schrödinger denklemi için bir başlangıç sınır 

değer problemine sonlu fark yöntemi uygulanmıştır. I. bölümde bu çalışma ile ilgili 

literatür çalışmalarına yer verilmiş olup tezde kullanılan temel kavramlar, teoremler ve 

eşitsizlikler ifade edilmiştir. II. bölümde sonlu farklar yönteminin ne olduğu, nasıl 

uygulanacağı açıklanmıştır. III. bölümde ise bu çalışmada incelenecek olan probleme 

sonlu farklar metodu uygulanmış olup yöntemin kararlılığı gösterilmiş ve fark şemasının 

hatası değerlendirilmiştir. IV. bölümde ise elde edilen sonuçlar ifade edilerek bu 

çalışmanın literatüründeki çalışmalardan farklılığı vurgulanmıştır. 
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In this paper, the finite difference method is applied to an initial-boundary value problem 

for nonlinear Schrödinger equation. In chapter 1 of this paper consist of literature review 

and expresses basic concepts, theorems and inequalities used. Chapter 2 explains the 

finite difference method and how it is applied to the problem. Finite difference method 

was applied the problem, stability of this approach and the emor of difference scheme  

were evaluated in chapter 3. Final chapter 4. Results were explained and highlighted the 

difference of the results with literature review. 

 

Key Words: Nonlinear Schrödinger equation, Finite difference method, Stability, the 

error of Difference scheme. 
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SEMBOLLER VE KISALTMALAR DİZİNİ 
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hhh   :   Hemen hemen her yerde 
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1 1

2

2j n jn j n

xx jn
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: x ’e göre ikinci mertebeden merkezi fark türev 

formülü 

 
.

pL I
                      :          1 p    olmak üzere  pL I  uzaylarında norm 

 
.

pL 
 : 1 p    olmak üzere  pL   uzaylarında norm 

 2

2W I  : Sobolev uzayı 

 0,1

2W    :     Sobolev uzayı 

 ,u v   : u ile v  fonksiyonunun iç çarpımı 
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1. GENEL BİLGİLER 

 

 

1.1. Giriş 

 

Fen, mühendislik, matematik ve birçok bilim dallarında karşılaşılan problemler sayısal 

yöntemlerle çözülmektedir. Bu denklemlerin hesaplamaları yüzyıl öncesinde daha ilkel 

yöntemler kullanılarak yapılmaktaydı. Problemlerin karmaşıklığı, çözümlere doğru ve 

kısa zamanda ulaşılmak istenmesi teknolojideki ilerlemeyide beraberinde getirmiştir. Bu 

doğrultuda bilgilsayar teknolojisi ile problemlerin yaklaşık çözümlerini bulabilmek için 

Sonlu farklar metodu (yöntem)’i kullanılmıştır [1]. Sonlu Farklar Yöntemi, bir 

diferansiyel denklemin nümerik çözümünde kullanılan yöntemdir. Bu yöntemin sıkça 

tercih edilmesinin sebebi ise teorik çözümü elde edilemeyen problemlerin çözümlerine 

ulaşılabilir olmasıdır. Bu noktada kısmi diferansiyel denklemlerde, sonlu farklar 

yönteminin uygulanması bir problem bölgesi ortaya çıkarır. Bu problem bölgesi eşit 

şekilde yada farklı boyutlarda ağlara bölünür ve bölünen bu ağlardaki noktalara Düğüm 

bağlantısı denir. Sonlu farklar yöntemi ile ağ noktaları arasında kalan değerlerin 

fonksiyon türündeki değeri bulunur. Ağ noktalarındaki değerler Taylor serisi yardımıyla 

sonlu fark yaklaşımlarını ortaya çıkarır. Sonuç olarak birçok bilim insanı problemlerin 

çözümünde sonlu farklar yönteminin tanım ve teorilerini kullanmıştır [2-10].  

 

Schrödinger denklemi kuantum fiziğin temel denklemlerinden biri olup bir kuantum 

mekanik sistemi tanımlamak için kullanılır. Bu denkleme Schrödinger dalga denklemide 

denir ve zamanla gelişen bir fiziksel sistemin dalga fonksiyonunu tanımlayan bir kısmi 

diferansiyel denklemdir.  

 

Tek boyutlu x uzayında momentumu p ve kütlesi m olan bir parçacığı göz önüne alalım. 

Parçacık serbest, yani bir potansiyel içinde değilse, toplam enerjisi  

 
2

2

p
E

m
   



 

2 

 

olarak sadece kinetik enerjiden ibarettir. Bu parçacığı de Broglie bağıntılarına göre temsil 

eden dalga paketinin dalga sayısı k ve açısal frekansı w olmak üzere enerji ve momentum 

sırasıyla  

 ,  E w p k    

olmalıdır. Burada 276,63 10h   ergs Plank sabiti olup ;   
2

h



 dalga boyu olmak 

üzere 
2

k



  dalga sayısıdır.  

 

Bir dalga paketinin düzlem dalgalar cinsinden Fourier açılımı 

      1
,

2

i kx wt
u x t k e dk








    

biçiminde yazılır. Burada  k  genlik dağılım fonksiyonudur. Bu ifadede enerji ve 

momentum bağıntıları kullanılırsa  

      /1
,

2

i px Et
u x t p e dp








    

olup bu bağıntının zamana göre I., konuma göre II. türevlerini aldığımızda  

 

   

   

/

2

2
/2

2 3

2

1

2

i px Et

i px Et

u i
E p e dp

t

u
p p e dp

x

















 




 








  

elde edilir. Bu iki ifadeyi karşılaştırdığımızda ise 

 
2 2

22

u u
i

t m x
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bağıntısı elde edilir. İşte bu denklem Schrödinger serbest parçacık denklemi olarak 

adlandırılır. 

Schrödinger denklemindeki kısmi türevler 
2

2

p
E

m
  bağıntısını sağlayabilmek için 

alınmıştı. Enerji ve momentum operatörleri  

 
2 2 2

22 2

E i
t

p

m m x

p i
x







 




 



  

olarak tanımlanırsa, Schrödinger denklemi 
2

2

p
E

m
  bağıntısının kuantumsal ifadesinden 

başka birşey değildir. 

 

Eğer parçacık sabit bir V potansiyeli içinde hareket ediyorsa, bu parçacığın toplam 

enerjisi 

 
2

2

p
E V

m
    

olup ,  E w p k   biçimindeki de Broglie bağıntıları kullanılırsa, bu durumda 

Schrödinger denklemi  

  
2 2

2
,

2

u u
i Vu x t

t m x

  
 

 
  

biçiminde olur. Bu denklem, bir kuantum mekanik sistemin zaman içindeki değişimini 

gösterir [60]. 

 

Schrödinger denklemini bir çok bilim insanı farklı metodlar kullanarak incelemişlerdir. 

Mesela; Adomian ayrıştırma metodu [11-12], Homotopy Perturbasyon metodu 

[13,14,15], Homotopy Analiz metodu [16,17], Varyasyonel iterasyon metodu [18,19] ve 
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Galerkin metodu [20-26,59] kullanılarak denklemin farklı biçimindeki çözümleri 

araştırılmıştır. 

 

Yaptığımız bu çalışmada ise sonlu farklar metodu kullanılmıştır. Bu metod kullanılarak 

Schrödinger denkleminin çözümü daha önceleri [23, 25, 27-46] çalışmalarında 

incelenmiştir. [23, 27-33] çalışmalarında momentum operatörü içermeyen lineer 

Schrödinger denklemi için sınır değer problemi göz önüne alınarak bu problemlerin 

çözümleri sonlu fark metoduyla incelenmiştir. [25] çalışmasında ise momentum 

operatörü içeren çok boyutlu lineer bir Schrödinger denkleminin çözümü sonlu farklar 

metoduyla araştırılmıştır. [23, 34-43, 44-46] çalışmalarında ise momentum operatörünü 

içermeyen lineer olmayan Schrödinger denkleminin çözümleri sonlu farklar metoduyla 

incelenmiştir. 

 

Bu tez çalışması 4 bölümden oluşmaktadır. 

 

Kuramsal Temellerin yer aldığı bölümde, temel kavramlar olan L ve Sobolev 

uzaylarının tanımlarına,   Cauchy, Young ve Ayrık Gronwall eşitsizliklerine yer 

verilmiştir. Ayrıca Fubini Teoremi verilmiş ve bazı kavramların tanımlarıda yapılmıştır. 

 

Çalışmanın 2. Bölümü, 3 alt başlıktan oluşmaktadır. 2.1 bölümünde sonlu farklar 

yönteminin tanımı ve türevlere 1. mertebeden ve 2. Mertebeden sonlu fark 

yaklaşımlarının formülleri verilmiştir. Ayrıca sonlu fark metoduna ait bazı kavramlar 

açıklanmıştır. 2.2 bölümünde açık ve kapalı sonlu fark yöntemlerinin tanımı araştırılarak 

yazılmıştır. 2.3 bölümünde ise fark yöntemini uygulayacağımız başlangıç sınır değer 

problemi ifade edilmiştir. 

 

Çalışmanın 3. Bölümüde 3 alt başlıktan oluşmaktadır. 3.1 kısmında başlangıç sınır değer 

probleminin diskritleştirilmesi gösterilmiştir. 3.2. kısmında fark şemasının kararlılığı 

ispatlandı. 3.3 kısmında ise fark şemasının hatası değerlendirilmiştir.  

 

Son olarak bu tez çalışmasının 4. bölümünde, bu çalışmanın literatüründeki çalışmalardan 

farklılığı ifade edilmiştir. 
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1.2. Kuramsal Temeller 

 

Bu bölümde tezde kullanılan lemma, tanım ve teoremleri açıklayacağız. 

 

Tanım 1.2.1 Bir özelliğin bir E  kümesinde hemen hemen her yerde (kısaca hhh ) 

sağlanması demek, o özelliğin E ’de ölçümü sıfır olan bazı alt kümelerinin dışında 

sağlanması demektir. Örnek verecek olursak “ E ’de  0hhh f  ” ifadesi; E ’nin bazı Z  

alt kümesi haricindeki her yerde   0f x   dır. Yani Z kümesinin ölçümü sıfırdır [47]. 

 

Tanım 1.2.2. nR  de bölge 

   : ,  da tanımlı ölçülebilir fonksiyonların kümesiS I u I u   ve 1 p    olmak 

üzere  

  
p

I

u x dx     

özelliğine sahip tüm ölçülebilir fonksiyonların sınıfına  pL I  uzayı adı verilir. Bu  PL I

uzayı 

      : ,1
p

p

I

L I u S I u x dx p
 

       
 

   

biçiminde gösterilir [48]. 

 

Tanım 1.2.3.  I  bölgesinde ölçülebilir  bir u  fonksiyonu için hemen hemen her yerde 

 u x K  olacak şekilde bir 0K   sabit sayısı varsa u  fonksiyonuna hemen hemen 

sınırlıdır denir. Eşitsizliği sağlayan 0K   sabit sayılarının en büyük alt sınırına ise u

nın I  bölgesindeki esas supremumu denir ve bu  sup
x I

ess u x


 ile gösterilir. I  bölgesinde 

hemen hemen sınırlı u fonksiyonlarının oluşturduğu uzay  L I
ile gösterilir. 

 L I
uzayında norm 
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    sup inf 0 :   için 
L I

x I

u ess u x K hhh x I u x K
 

       

olarak tanımlanır. Bu normla  L I
uzayı bir Banach uzayıdır [48]. 

 

Tanım 1.2.4. 1 p    olmak üzere  

  ,
p

u x t dxdt


    

şartını sağlayan tüm ölçülebilir fonksiyonların uzayı  pL  ile gösterilir. Bu uzay 

üzerinde norm  

 
 

 

1

, ,   1 p<
p

p
p

L
u u x t dxdt





 
   
 
   

olarak tanımlanır. Bu tanımda özel olarak 2p   alındığında elde edilen  2L   uzayı bir 

Hilbert uzayıdır ve iç çarpım 

        2 2

, , , ,
L L

u v u x t v x t dxdt u u v
 



     

biçimindedir [48]. 

 

 

Tanım 1.2.5.    bölgesinde hemen hemen  sınırlı u  fonksiyonlarının oluşturduğu uzay 

 L   ile gösterilir. Bu uzay üzerinde norm 

 
 

 
 

      
,

sup , sup , inf 0 : ,  için ,
L

x t

u vrai u x t ess u x t k hhh x t u x t k
 



        

şekilde tanımlanır. 

 

 

Tanım 1.2.6.  nD R bir bölge olmak üzere 0   verildiğinde z   şartını sağlayan 

tüm z ler için 1 p   iken    
 pL D

f x z f x     olacak şekilde bir 0   sayısı 

varsa,  f x  fonksiyonuna pL  normu anlamında süreklidir  denir [49]. 
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Teorem 1.2.1.  1 p    iken  pL D den  olan  her  fonksiyon pL normu anlamında 

süreklidir [50]. 

 

 

Tanım 1.2.7. 2

2 ( )W I Hilbert uzayı olup, elemanlarının kendisi ve bu elemanların ikinci 

dereceye kadar  genelleştirilmiş türevleri 2 ( )L I uzayından olan Sobolev uzayıdır. 

Uzaydaki iç çarpım ve norm aşağıdaki gibi tanımlanır: 

 
 

   

2
2

2 2
2 2

2 2

2 2

0

,

,  

l

W I

W I W I

u v u v
u v uv dx

x x x x

u u v

    
   

    




   

[49]. 

 

 

Tanım 1.2.8.  0,1

2W   Hilbert uzayı olmak üzere, elemanlarının kendisi ve onların t

değişkenine göre  genelleştirilmiş türevleri 2 ( )L   uzayından olan Sobolev uzayıdır. Bu 

uzaydaki iç çarpım   

 
 

   
   

0,1
2

, ,
, , ,

W

u x t v x t
u v u x t v x t dxdt

t t



  
  

  
   

biçiminde yazılıp, normu 

 
   0,1 0,1

2 2

,
W W I

u u v

   

olarak tanımlanır [49]. 

 

 

Tanım 1.2.9.   0, ,kC T B  uzayı  : 0,u T B  biçiminde k  kez sürekli 

diferansiyellenebilir fonksiyonların Banach uzayıdır. Bu uzayda norm aşağıdaki şekilde 

tanımlanır: 

 
    

 
0, , 0,

0

maxk

ik

iC T B t T
i

B

d u t
u

dt


    

[51]. 
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Lemma 1.2.1. (Ayrık Gronwall Eşitsizliği)      , ,  1,2,.. ,   w n g n n N N T   negatif 

olmayan ağ fonksiyonlarının aşağıdaki eşitsizliği sağladığını düşünelim: 

      
1

.
n

l

l

w n g n B w l


     

Burada  1,2,...,lB l N  negatif olmayan sabitlerdir. Öyleyse herhangi 0 n N   için 

    
1

exp
n

l

l

w n g n n B


 
  

 
   

eşitsizliği vardır [40]. 

 

Lemma 1.2.2.  (   Cauchy eşitsizliği) :  Herhangi ,a b  sayıları ve 0   için  

 
2 21

.
2 2

a b a b



    

 eşitsizliği geçerlidir [52]. 

 

Lemma 1.2.3. (Young Eşitsizliği)  0,  b>0a   reel sayılar ve 1q   olsun. Bu durumda  

 11 1
q

qqq
ab a b

q q


    

dir [51]. 

 

 

Teorem 1.2.2. (Hölder Eşitsizliği ve Cauchy -Schwarz Eşitsizliği)  

' 1 1
1 ,   ve 1p q

p q
    


  ise  

 
     1 p qL E L E L E

fg f g


   

dir. Yani , nE R ’de ölçülebilir küme olmak üzere 
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1 1

   1 ;

sup

p qp q

E E E

E EE

fg f g p

fg e ss f g

 
   

 
  
 

  

 
  

Hölder eşitsizliği vardır. Bu eşitsizlikte 2p q  alınırsa  

    
1 1

2 22 2

E E E
fg f g     

elde edilen eşitsizliğe Cauchy-Schwarz eşitsizliği denir [47]. 

  

 

Teorem 1.2.3. (Fubini Teoremi)     , ,  ve , ,E A F B v  iki tam ölçüm uzayı ,f E F  

üzerinde integrallenebilir bir fonksiyondur. Dolayısıyla 

1)     , ,
F

f x y dv y  E  üzerinde integrallenebilen bir fonksiyondur. 

2)     , ,
E

f x y d x  F üzerinde integrallenebilen bir fonksiyondur. 

3)                 
,

, ,
E F E F F E

f x y dv y d x fd v f x y d x dv y         dir [53]. 
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2. MATERYAL VE YÖNTEM 

 

2.1. Sonlu Farklar Yöntemi 

 

 

Sonlu farklar yöntemi, diferansiyel denklemin nümerik çözümünde kullanılan bir 

yöntemdir. Bu yöntemin fark yaklaşımını bulabilmek için ilk olarak çözüm bölgesi 

ayrıklaştırılır, yani kafeslere veya ağlara bölünür. Problemin yaklaşık çözümü 

dikdörtgensel şekillerin düğüm noktaları üzerinde hesaplama yapılarak bulunur. Uygun 

sonlu fark yaklaşımını elde edebilmek için denklemdeki türevlerin yerine onlara karşılık 

gelen sonlu fark türev formülleri yazılır. Böylece diferansiyel denklem, lineer veya lineer 

olmayan bir cebirsel denklem sistemine dönüştürülmüş olur. Cebirsel sistemin 

çözümlerinin yapılması ile de bilinmeyen değerler elde edilmiş olur. 

 

Sonlu Fark Sistem 
Yaklaşımları ÇözümüDiferansiyel Cebirsel Yaklaşık

Denklem Denklem Sistemi Çözümler
   

 

Şekil 2.1: Sürekli problemler ile ayrık problemler arasındaki ilişki 

 

 

t       

    m,n+1 

 
p(mh,nk) 

  

  m-1,n  m,n m+1,n  

    m,n-1   

 
 

k 

      

 
h                   x 

 

Şekil 2.2: Bölünen ağ noktalarının gösterimi 

 

mh 

 nk 
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Çözüm Bölgesi    0, 0,l T  yarı açık bölgesi olsun. x h   uzunluğunda m eşit parçaya, 

t k   uzunluğunda ise eşit parçalara bölelim. Belirlenen çözüm aralığı kafeslere 

bölünür. Bölünen kafeslerin xt  düzleminde x ve t  kenar uzunluklu kafeslerin kesişim 

yerlerine ağ noktaları (düğüm noktaları) denir. Problemin yaklaşık çözümü ağ noktaları 

üzerinden hesaplanır.   

,   0,1,2...,mx x m x mh m M        

,    0,1,2...,  nt t n t nk n N       

ile gösterilir [54,55]. 

2.1.1. Türevlerin Sonlu Fark Formülleri 

2.1.1.1. Birinci Mertebeden Türevlerin Sonlu Fark Formülleri 

 

x  ’e göre birinci mertebeden türevler; İleri fark (sağ fark), geri fark (sol fark) ve merkezi 

fark formülleri ile verilir. 

        
2 2 3 3

2 3
, , , , ...

2! 3!

u h u h u
u x h t u x t h x t x t

x x x

  
    

  
  (2.1) 

formülünde 2h ’li terim ve sonraki terimler ihmal edilirse, 

 

       

 
   

2 2 3 3

2 3

2

2

, , , , ... 
2! 3!

, ,
, ,

2

u h u h u
u x h t u x t h x t x t

x x x

u x h t u x tu h u
x t

x h x

  
     

  

  
 

 

  

     

    1,
n n

m mU Uu
x t O h

x h

 
 


  (2.2) 

formülüne ileri fark formülü denir. Ayrıca, 
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2 2 3 3

2 3
, , ...

2! 3!

u h u h u
u x h t u x t h

x x x

  
     

  
  (2.3) 

olduğundan 

 
    2

2

, ,

2!

u x t u x h tu h u

x h x

  
 

 
 

  1

n n

m mU Uu
O h

x h


 


  (2.4) 

elde edilir. Buna da geri fark formülü denir. (2.3) formülünü 1  ile çarpıp (2.1) ile taraf 

tarafa toplarsak 

    
3 3

3
, , 2 ... 

3!

u h u
u x h t u x h t h

x x

 
      

 
  (2.5) 

 
    2 3

3

, ,

2 6

u x h t u x h tu h u

x h x

   
 

 
   

  21 1

2

n n

m mU Uu
O h

x h

 
 


  (2.6) 

 elde edilen bu formüle merkezi fark formülü denir. Benzer şekilde t ’ye göre türevleri 

gösterecek olursak  

    
2 2 3 3

2 3
, ,

2! 3!

u k u k u
u x t k u x t k

y y y

  
    

  
  (2.7) 

    
2 2 3 3

2 3
, , ...

2! 3!

u k u k u
u x t k u x t k

y y y

  
     

  
  (2.8) 

formüllerinden 

 

  
1n n

m mU Uu
O k

t k

 
 


  (2.9) 
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1n n

m mU Uu
O k

t k


 


  (2.10) 

  
1 1

2

2

n n

m mU Uu
O k

t k

 
 


  (2.11) 

sırasıyla ileri, geri ve merkezi fark formülleri olarak adlandırılan bağıntılar elde edilir. 

 

 

 

2.1.1.2. İkinci Mertebeden Türevlerin Sonlu Fark Formülleri   

   

 

'x  e göre ikinci mertebeden türevleri bulalım. Taylor açılımından 

    
   

2 32 3

2 3

2 2
2 , , 2 ....

2! 3!

h hu u u
u x h t u x t h

x x x

  
     

  
  (2.12) 

    
   

2 32 3

2 3

2 2
2 , , 2 ....

2! 3!

h hu u u
u x h t u x t h

x x x

   
     

  
  (2.13) 

    
2 2 3 3

2 3
, , ....

2! 3!

u h u h u
u x h t u x t h

x x x

  
     

  
  (2.14) 

    
2 2 3 3

2 3
, , ..

2! 3!

u h u h u
u x h t u x t h

x x x

  
     

  
  (2.15) 

yazılır. (2.14) denklemini (-2) ile çarpıp (2.12) denklemi ile taraf tarafa toplarsak  

      
2 3

2 3

2 3
2 , 2 , , ...

u u
u x h t u x h t u x t h h

x x

 
       

 
  (2.16) 

elde edilir. Buradan 

 
     2 3

2 2 3

2 , 2 , ,
... 

u x h t u x h t u x tu u
h

x h x
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2

1 2

2 2

2n n n

m m mU U Uu
O h

x h

  
 


  (2.17) 

ileri fark formülü elde edilir. Yukarıda verilen (2.15) denklemi (-2) ile çarpıp (2.13) 

denklemi ile toplarsak  

      
2 3

2 3

2 3
2 , 2 , , ... 

u u
u x h t u x h t u x t h h

x x

 
        

 
   

 
     2 3

2 2 3

2 , 2 , ,u x h t u x h t u x tu u
h

x h x

    
 

 
  (2.18) 

yazılır. Buradan geri fark formülü olarak adlandırdığımız 

  
2

2 1

2 2

2n n n

m m mU U Uu
O h

x h

  
 


  (2.19) 

formülünü elde ederiz.  Benzer şekilde yukarıdaki (2.14) denklemi ile (2.15) denklemini 

taraf tarafa toplarsak, 

      
2 4 4

2

2 4
, , 2 , 2 ... 

4!

u h u
u x h t u x h t u x t h

x x

 
       

 
  

 
     2 2 4

2 2 4

, , 2 ,
 

12

u x h t u x h t u x tu h u

x h x

    
  

 
   

  
2

21 1

2 2

2n n n

m m mU U Uu
O h

x h

  
 


  (2.20)  

merkezi formülü elde edilir. Aynı şekilde t’ye göre Taylor serisi yazılırsa II. Mertebeden 

ileri fark formülü, 

  
2 12

2 2

2n n n

m m mU U Uu
O k

t k

  
 


  (2.21) 

geri fark formülü,  
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2 12

2 2

2n n n

m m mU U Uu
O k

t k

  
 


  (2.22) 

merkezi fark formülü,                                 

 

  
1 12

2

2 2

2n n n

m m mU U Uu
O k

t k

  
 


  (2.23) 

elde edilir. 

 

Diferansiyel denklemleri sonlu fark biçiminde yazabilmek için farklı yöntemler 

geliştirilmiştir. Bu yöntemlerden en önemlileri: 

* Açık Sonlu Fark Yöntemi ve 

* Kapalı Sonlu Fark Yöntemi 

dir. 

 

2.2. Açık Yöntem ve Kapalı Yöntem 

 

2.2.1. Açık Sonlu Fark Yöntemi 

 

 

Bu yöntem adındanda anlaşıldığı üzere herhangi bir ağ noktasındaki değerlerin daha 

erken zamanlardaki sonlu fark ile elde edilen çözüm değerlerinden daha açık şekilde 

hesaplanmasından gelir. Dolayısıyla mevcut sistemin ve sonraki durumlarını içeren 

denklemi çözerek çözüm elde edilir. Ortaya çıkan bu yöntem zamana bağlı olup merkezi 

fark yöntemi olarakta bilinmektedir.  Yani Açık fark metodu ile ağ noktalarında (Düğüm 

noktaları) bir bilinmeyenli cebirsel denklem çözümü yapılır. Bu çözüm ile hedeflenen 

zamana ulaşıncaya kadar tekrarlanır ve türevli denkleme yaklaşımda bulunulur. Lineer 

olmayan bir denkleme bu yöntem uygulandığında elde edilen sonuç denklem sistemini 

verir. Ancak kararlılık söz konusu olduğunda bazı kısıtlamalar getirdiğinden yeterli 

değildir [56]. 
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2.2.2.  Kapalı Sonlu Fark Yöntemi 

 

 

Bu yöntem, açık yöntemde belirtildiği gibi bir önceki zaman değeri açık şekilde 

hesaplanamamaktadır. Sonlu farklar denkleminde birçok bilinmeyen bulunmaktadır. 

Böylece ayrıklaştırılan noktalarda hesaplama yapabilmek için doğrusal denklem takımı 

oluşturulur. Oluşturulan denklem takımı çözülerek hesaplama yapılır ve hedeflenen 

zamanki çözüm değerine ulaşıncaya kadar tekrarlanır. Özetleyecek olursak hesaplama 

noktalarındaki artış ile denklem sayısı doğru orantılıdır. Lineer olmayan bir denkleme 

uygulandığında yine lineer olmayan denklem sistemini verir. Açık yönteme göre 

karmaşık ve zor görülse de duyarlılık ve tutarlılık kavramlarından dolayı tercih edilen bir 

yöntemdir [56]. 

 

Yakınsaklık   

 

Bir kısmi diferansiyel denklemde  ,U U h k  tam çözümü, n

mU  ise fark 

denklemlerinden elde edilen tam çözümü olsun.  

  , 0 iken ,n

mh k U U h k    

oluyorsa sonlu fark denklemi yakınsaktır denilir [57]. 

 

 

Kararlık  

 

Kısmi türevli denklemin sonlu fark yöntemi ile çözümü hesaplanırken hatalar meydana 

gelir. Bu hataların hesaplamaları ilerledikçe, sınırsız olarak büyümeyip, yakınsak 

kalıyorsa bu ifadeye kararlıdır denmektedir [57]. 

 

Tutarlılık 

Bir kısmi diferansiyel denklemde yaklaşımda bulunurken sonlu fark uygulaması kararlı 

olmasına rağmen elde edilen sonuç ağ (örgü) uzunlukları sıfıra giderken bir başka 



 

17 

 

diferansiyel denklemin çözümüne yakınsak olabilir. Dolayısıyla fark uygulaması bağlı 

olduğu diferansiyel denklem ile tutarsızdır veya uyumsuzdur denilmektedir. Ancak 

tutarlılığı şöyle tanımlayabiliriz; 

Kısmi diferansiyel denklemin tam çözümü  ,U x t  ve bu denklem ( ) 0P U   ile 

gösterilsin. Ayrıca diferansiyel denklem için yaklaşımda kullanılan sonlu fark 

denkleminin tam çözümü u  ve denklemi de  F u  ile gösterelim. Bağımsız değişkenlerin 

sürekli bir fonksiyonu  ,v x t olup,  ,ih jk  noktasında  P v yi değerlendirecek kadar 

sürekli türevlere sahip olsun. Buradan  ,ih jk  noktasındaki  ,i jT v  kesim  hatası 

      , , ,i j i j i jT v F v P v    (2.24) 

şeklinde tanımlanabilir. Eğer  

 

  ,0,   0 iken 0i jh k T v     

ise fark denklemi ile ilgili kısmi diferansiyel denklem tutarlıdır denir.   0P U   

olduğunda v U  olarak alınır. Böylece (2.24) denklemi  

    , ,i j i jT U F U   

şekline dönüşür. Burada 

  ,0,  0 iken 0i jh k F U     

olursa fark denklemi tutarlıdır denir [57]. 

 

2.3. Başlangıç Sınır Değer Problemi  

 

 

Bu bölümde sonlu fark yöntemini uygulayacağımız başlagıç sınır değer problemini 

açıklayacağız. Bu problem aşağıdaki gibidir: 
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2

2

0 1 22
, , ,

u u u
i a ia a x u v t u ia u u g x t x t

t x x

  
      

  
           (2.25) 

    ,0 ,  u x x x I    (2.26) 

      , 0, 0   0,u l t u t t T      (2.27) 

 Burada  ,u u x t  dalga fonksiyonu, 0 1 2, , 0a a a   verilen reel sayılar;     ve va x t  ise 

sırasıyla   

   0 0  için   0     0hhh x I a x sbt        (2.28)   

     0 1

( )
  0,  için  ,  

dv t
hhh t T v t b b

dt
     (2.29) 

şartlarını sağlasın. Burada 0 1, 0b b   verilen sayılar olup,  ve g fonksiyonları; 

    
0

2 0,1

2 2 ve gW I W     

uzaylarındandır. Şimdi (2.25) – (2.27) probleminin çözümünü açıklayalım. 

 

Tanım 2.3.1. (2.25)-(2.27) ile verilen problemin çözümü 

        
0

0 2 1

0 2 20, , 0, ,B C T W I C T L I
 

  
 

 uzayından olan ve  hhh x I  ve herhangi 

 0,t T  için (2.25) denklemini,  hhh x I  için (2.26) şartını ve   0,hhh t T  için (2.27) 

şartını sağlayan bir  ,u u x t  fonksiyonudur. 

 

(2.25)-(2.27) başlangıç sınır değer probleminin çözümü için [58]  çalışmasını kullanarak 

aşağıdaki teoremi yazabiliriz: 

 

Teorem 2.3.1.     ve a x v t fonksiyonları sırasıyla (2.28), (2.29) şartlarını sağlasın ve 

 
0

2 0,1

2 2( ),  gW I W    biçiminde verilen fonksiyonlar olsun. Bu durumda (2.25)-(2.27) 
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probleminin  0B  uzayına ait olan tek çözümü vardır ve bu çözüm için  0,t T   için 

aşağıdaki değerlendirme yazılır: 

  
 

 

 
   

 

00
02 0,12

2 122
2

2

3

0

.,
.,

W I WW I
W I

L I

u t
u t c g

t
 



  
    

  
  (2.30) 

Burada 0 0,  ,c g  ve t ’ye bağımlı olmayan bir sabittir. 
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3. BULGULAR 

3.1. Başlangıç Sınır Değer Probleminin Diskiritleştirilmesi 

 

 

Bu bölümde (2.25) - (2.27) problemi ayrıklaştırılır. Bunun için ilk olarak çözüm bölgesi 

yani  0,I T     kafeslere bölünerek aşağıdaki gibi yazılır: 

 1 1,     1, 1,   0,    
2 2 2

j M

h h h
x jh j M x x l        ,       

 ,    0, ,    ,    
1

n

l T
t n n N h

M N
    


,      

 ,    ,    ,    ,    1.k k k kM M N N h h k          

Buradaki h  ve   sırasıyla konum ve zaman adım uzunluğunu ifade eder. 

  0 1 2 0: , , .. , 0h M MV v v v v v v v v    olmak üzere, herhangi , hu v V  için iç  çarpım  

  
1

1

,
M

j j

j

u v h u v




    

şeklinde ifade edilir. Ayrıca 'v  nin ayrık normları, 

 

2

1

1

1 1

1
2

1

max

p

M
p

p
nL

j

nL n M

M

x x nL
j

v h v

v v

v h v 







  















  

olarak tanımlansın. Böylece (2.25) ve (2.27) probleminin fark şeması  

 
2

0 1 2 ,  1, 1,  1,t jn xx jn x jn j jn n jn jn jn jni a ia a v ia f j M n N                   (3.1) 

 0 ,    0,j j j M     (3.2) 

 0 0,    1,Mn n n N      (3.3) 



 

21 

 

şeklinde yazılır. Burada , ,,j j jn na f v  ağ fonksiyonları 

 

 

 

 
1

1

2

2

2

0

2

2

2

1
,    1, 1

1
,    1, 1,    0

1
, ,    =1, 1,    1,

1
( ) ,     0, 1

j

j

j

j

jn

n j

n

n

hx

j

h
x

hx

j M

hx

hxt

jn

ht x

t

n

t

a a x dx j M
h

x dx j M
h

g g x t dxdt j M n N
h

v v t dt n N

   





















  

    

  

  





 



  

biçiminde tanımlanmaktadır. Ayrıca (2.28) ve (2.29) şartlarından 

 00 ,    =1, 1,   ja j M     (3.4) 

 0 1,   0, ,   , 1,n t nv b n N v b n N      (3.5) 

eşitsizlikleri yazılır. 

 

 

3.2. Fark Şemasının Kararlılığı 

 

 

Teorem 3.2.1   a x  ve  v t  fonksiyonları sırasıyla (2.28)-(2.29) şartlarını sağlasın. 

Ayrıca    
0

2 0,1

2 2,   g WW I    olsun. Buradan  3.1 -  3.3  fark şemasının çözümü 

olan jn  fonksiyonu  1,2,...m N   için,   

 

1 1 1
2 2 2 2

0 0 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1
2 4 4 2

2
1 1 2 0

1 1 1 1 1 1

1 1
2 2

1

1 1 1

2

2 4
2

M M m M m M

jm x jm x jn x jn jn jn

j j n j n j

m M m M M M

jn j n jn j x j

n j n j j j

M N M

j jn t

j n j

h a h a h h

a h
a a h a h

c h h g h

        

       

   

  

 

     

   



     

 

  

     

    

 

   

   

 
1 1

2

1 1

m M

jn

n j

g
 

 

 
 
 



       (3.6) 
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değerlendirmesini sağlar. (3.6) daki 1 0c   sabiti ,  ve h m ’den bağımsızlardır. 

İspat :  Her bir nt t  için (3.1) - (3.3)  şeması 

 

1 1 1 1

0 1

1 1 1 1

1 1 1
2

2

1 1 1

,  1,

M M M M

t jn jn xx jn jn x jn jn j jn jn

j j j j

M M M

n jn jn jn jn jn jn jn

j j j

ih ha iha h a

h v iha h g n N

          

     

   

   

  

  

   

  

   

  

  (3.7) 

toplam özdeşliğine denktir. Yukarıdaki   ,j n k
x t  ağlar dizisinde tanımlı olan jn  

fonksiyonu, 1,n N  için 0 0n Mn    şartlarını sağlayan herhangi jn ağ fonksiyonunun 

kompleks eşleniğidir. (3.7)’de ifade edilen  toplam özdeşlikte jn  fonksiyonunun yerine 

jn  ağ fonksiyonunu yazarsak, 

 

1 1 1 1
2

0 1

1 1 1 1

1 1 1
2 4

2

1 1 1

,   1,

M M M M

t jn jn xx jn jn x jn jn j jn

j j j j

M M M

n jn jn jn jn

j j j

ih a h ia h h a

h v ia h h g n N

             

     

   

   

  

  

   

  

   

  
  (3.8)  

olur. Eşitliğin sol tarafında yazmış olduğumuz ikinci terime kısmi toplam formülünü 

uygulayalım. Bunun için öncelikle aşağıdaki Lemmayı ifade edelim: 

Lemma 3.2.1  Herhangi iki   0 1 0, : , ,.. ,  0h M Mu v V v v v v v v v      ağ fonksiyonları 

için   

     
1

1 1

M M

xx j j x j x j

j j

h u v h u v  


 

     

dır.  

Lemma 3.2.1.’i (3.8) eşitliğinde yerine yazarsak 1,n N için   
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1 1 1
2

0 1

1 1 1

1 1 1 1
2 2 4

2

1 1 1 1

M M M

t jn jn x jn x jn jn

j j j

M M M M

j jn n jn jn jn jn

j j j j

ih a h ia h

h a h v ia h h g

          

       

  

  

   

   

  

  

  

   
  (3.9)  

elde edilir. (3.9) eşitliğinden eşleniğini çıkarırsak 

 

   

 

1 1

1

1 1

1 1
4

2

1 1

2 2

M M

t jn jn t jn jn x jn jn x jn jn

j j

M M

jn jn jn

j j

ih ia h

ia h ih Im g

             

   

 

 

 

 

   



 

 
  (3.10) 

olur. Böylece (3.10) dan 

 

 

   

 

1 1

1

1 1

1 1
4

2

1 1

2 2 ,  1,

M M

t jn n t jn jn x jn jn x jn jn

j j

M M

jn jn jn

j j

h a h

a h h Im g n N

             

   

 

 

 

 

   

 

 

 

  (3.11)  

yazılır. (3.11)’de  

  
2 2 2

1 1t jn jn t jn jn jn jn jn jn                  (3.12) 

  
2 2 2

1 1x jn jn x jn jn jn j n jn j nh                  (3.13)  

bağıntıları kullanılırsa 

          

   

 

1 1
2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1

1 1

1 1
4

2

1 1

2 2 ,  1,

M M

jn jn jn jn jn j n jn j n

j j

M M

jn jn jn

j j

h a

a h h Im g n N

        

   

 

   

 

 

 

      

 

 

 
  (3.14) 

elde edilir. Yukarıdaki bütün eşitlikleri n  üzerinden 1’den m N ’ye kadar toplarsak  
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1 1 1
2 2 2 2 2

1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1
2 4

1 1 2

1 1 1 1 1 1

2 2

m M m M m M

jn jn jn jn jn j n

n j n j n j

m M m M m M

jn j n jn jn jn

n j n j n j

h h a

a a h h Im g

      

      

  

  

     

  



     

     

  

  

  

          (3.15) 

eşitliği yazılır. Ayrıca 

 

 

  

  

1 1
2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 0 2 1 3 2

1 1 1

1
2 2 2 2

1 0

1

                                     +...

m M M

jn jn j j j j j j

n j j

M

jm jm jm j

j

       

   

 



  







       

   

 


   

olup burada (3.2) şartını kullanarak 

  
1 1 1

2 2 2 2

1

1 1 1 1

m M M M

jn jn jm j

n j j j

   
  



   

       (3.16)  

yazılır. Benzer şekilde 

 

  

  

1
2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 0 2 1 3 2

1 1 1

2 2 2 2

1 2 1 0

1

                                   ...

m M m

jn j n n n n n n n

n j n

m

M n M n M n n

n

       

   





  

  



       

   

 


   

olup burada (3.3) şartını kullanarak 

  
1

2 2 2

1 1

1 1 1

m M m

jn j n M n

n j n

  


 

  

     (3.17)  

yazılır. (3.16) ve (3.17)’yi (3.15) de yerine yazıp, mutlak değerini alırsak 

        

1 1 1
2 2 22

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1
4 2

2

1 1 1 1 1

2 2

M m M m m M

jm jn jn M n jn j n

j n j n n j

m M M m M

jn j jn jn

n j j n j

h h a a

a h h h g

       

    

  

  

     

  

    

     

 

   

  
    (3.18) 
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elde edilir.Yukarıdaki eşitsizliğin sağ kısmında bulunan ikinci toplamın .m  terimini 

ayırarak, bu terime  -Cauchy eşitsizliğini uygulayalım. Böylece aşağıdaki eşitlik elde 

edilir. 

   

1 1 1
2 2 22

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1
4 2 2 2

2

1 1 1 1 1 1 1

2 2

M m M m m M

jm jn jn M n jn j n

j n j n n j

m M M m M M M

jn j jn jn jm jm

n j j n j j j

h h a a

h
a h h h g h g

       


       



  

  

     

     

      

     

   

   

    

(3.19) 

(3.19)’da 2   olarak alınıp Young eşitsizliği uygulanırsa 

 

1 1
2 2 2

1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1
2 4 2

1 1 2

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1
2 2 2

1 1 1 1

2

2

2

M m M m

jm jn jn M n

j n j n

m M m M m M

jn j n jn jn

n j n j n j

m M M M

jn jm j

n j j j

h
h a

a a h h g

h T h g h

    

     

   

 

 

   

   



     

   

   

   

   

 

  

  

  

  (3.20) 

elde edilir. (3.20) eşitsizliğinin her tarafını 2 ile çarparsak   

 

1 1 1
2 2 22

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1
4 2 2 2 2

2

1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2

4 2 4 2 2

M m M m m M

jm jn jn M n jn j n

j n j n n j

m M m M M m M M

jn jn jm jn j

n j n j j n j j

h h a a

a h h g T h g h h

       

      

  

  

     

      

       

     

    

   

    
 (3.21) 

elde edilir. (3.21) eşitsizliğinin sağ tarafındaki ilk iki terimi birleştirip sonra m N  ye 

büyültürsek;   

 

 

1 1
2 2 2

1 1 1

1 1 1 1

1 1 1
2 4 2

1 1 2

1 1 1 1 1 1

1 1 1
2 2

1 1 1

2 2

2 4 4

2 2 , 1,2,...,

M m M m

jm jn jn M n

j n j n

m M m M N M

jn j n jn jn

n j n j n j

m M M

jn j

n j j

h h a

a a h Th g

h h m N

    

     

  

 

 

   

  



     

  

  

   

   

  

  

  

 

  (3.22)

eşitsizliği elde edilir. (3.22)’nin sol taraftaki bütün terimler pozitif olduğundan,  
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1 1 1 1 1

2 2 2 2

1 1 1 1 1 1

4 2 2 ,  1,2,...,
M N M m M M

jm jn jn j

j n j n j j

h Th g h h m N    
    

     

          (3.23) 

yazılır. (3.23) eşitsizliğinde Gronwall lemmasının diskrit aynısını [40] kullanırsak; 

  
1 1 1

2 2 2

2

1 1 1 1

,     1,2,...,
M M N M

jm j jn

j j n j

h c h h g m N  
  

   

 
    

 
     (3.24)  

olur. (3.22)’nin sol tarafındaki bütün terimler pozitif olduğundan (3.24)’ü (3.22)’de 

yerine yazarsak   

 

 

1 1 1
2 2 2

1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1
4 2 2

2 3

1 1 1 1 1

2 2

4 ,  1, 2,...,

M m M m M

jm jn jn jn j n

j n j n j

m M M N M

jn j jn

n j j n j

h h a

a h c h h g m N

     

   

  

 

    

  

    

    

 
    

 

  

  

  (3.25) 

değerlendirmesini elde ederiz. (3.25) deki 3 0c  , ,   ve h m den bağımsız bir sabittir. 

 

Şimdi x jn  fonksiyonunu değerlendirelim. Bunun için (3.7) toplam özdeşliğinin sol 

tarafındaki ikinci terime  kısmi toplam formülünü uygulayıp jn  fonksiyonunun yerine 

t jn   yazalım. Bu durumda aşağıdaki özdeşlik elde edilir:  

 

 
1 1 1

2

0 1

1 1 1 1

1 1 1
2

2

1 1 1

,  1, .

M M M M

t jn x jn x t jn x jn t jn j jn t jn

j j j j

M M M

n jn t jn jn jn t jn jn t jn

j j j

ih a h ia h h a

h v ia h h g n N

                 

           

  

   

  

  

   

  

   

  
 (3.26) 

 (3.26) eşitliği ile eşleniğini toplarsak 

 

      

   

   

1

0 1

1 1

1 1

1 1

1 1
2

2

1 1

M M

x jn x t jn x jn x t jn x jn t jn x jn t jn

j j

M M

j jn t jn jn t jn n jn t jn jn t jn

j j

M M

jn jn t jn jn t jn jn t jn jn t jn

j j

a h ia h

h a h v

ia h h g g

                   

             

            



 

 

 

 

 

    

   

  

 

 

 

 (3.27)  
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olur. (3.27)’de  

 
         

2 2 2

1 1 ,

x jn x t jn x jn x t jn x jn t x jn x jn t x jn

x jn x jn x jn x jn

                     

        

  

   

    

 

       

   

1 1 1

2

2

1

2 2 ,

2

x jn t jn x jn t jn jn jn j n jn jn

jn

jn jn t jn jn t jn jn jn

h iIm iIm

iIm

             


        



  



   

 

           

ve (3.12) eşitliğini kullanırsak 

 

     

 

2 2 2

0 1 1

1

1

1 1 1 1

1

1
2 2 2

1 1

1

1
2 2 2

1 1

1

1
2

2 1

1

2

2 2 Re

M

x jn x jn x jn x jn

j

M

jn jn j n jn jn

j

M

j jn jn jn jn

j

M

n jn jn jn jn

j

M

jn jn jn jn t j

j

a h

a Im Im

h a

h v

a h Im h g

       

    

   

   

     

 





  





 





 









     
  

  

    
  

    
  











  
1

1

,  1,
M

n

j

n N






  (3.28) 

elde edilir. (3.28)’deki bütün eşitlikleri n  üzerinden 1’den m N ’ye kadar toplarsak  

  

 

    

2 2 2

0 1 0 1

1 1 1 1

1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1

1 1
2 2 2

1 1

1 1 1 1

2 2

1

2 2

m M m M

x jn x jn x jn x jn

n j n j

m M m M

jn jn j n jn jn

n j n j

m M m M

j jn jn j jn jn

n j n j

n jn jn jn

a h a h

a Im a Im

h a h a

h v

       

    

   

   

 

   

 

  

   

 

 

   



    
  

  

    
  

  

 

 

 

   

1
2

1

1 1

1 1
2

2 1

1 1 1 1

2 2 Re

m M

jn

n j

m M m M

jn jn jn jn t jn

n j n j

a h Im h g     





 

 



   

 
  

  



 

  (3.29) 
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elde edilir. (3.29)’da  

  

1 1
2 2 2 2 2

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1
2 2 2 2

1 1 0 0

1 1 1 1 1 1

1
2

1 1

1 1

m M m M

n jn jn jn jn n jn n jn
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m M m M M M

n jn jn t n jn j m jm

n j n j j j

m M

n jn jn t n jn
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h v h v h v hv

h v h v

     

      

    

 

   

   

   

 

     



 

 

        
      

     

 

 

   


1

2

1 1

m M

n j



 



  

olduğunu dikkate alarak gerekli işlemler yapılır ve (3.2) şartı kullanılırsa  

 

 

 

  

 

 

1 1
2 2

0 0 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1
2

1 1 1

1 1 1

1 1
2 2

1 2 1

1 1 1 1

1

1

2

2

2
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x jm x jn x jn jn jn
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m M m M

j jn jn jn jn jn

n j n j

M
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j

a h a h a Im

a Im h a

h a a h Im
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1

2 2

0

1 1 1

1 1 1 1
2 2 2 2

0 1 1

1 1 1 1 1 1

m M M

x j j j

n j j

M M m M m M

m jm j n jn jn t n jn

j j n j n j

h h a

hv hv h v h v

  

      



  

   

 

     

 

   

  

   

  (3.30) 

elde edilir. (3.30) eşitliğinin sağ tarafında bulunan ilk toplama kısmi integrasyon 

formülünü uygularsak  

 

 

  

 

1
2 2

0 0 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1
2 2

1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1
2

2 1

1 1 1 1

2

2
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M m M m M

x jm x jn x jn jn jn

j n j n j

m M M m M

j n jn jn j jm j jn jn

n j j n j

m M m M

jn jn jn t jn j

n j n j

a h a h a Im

a Im h a h a

a h Im h g

       

     

     



 

    

  

  

    

  



   

    

   

 

  

  

   

   
1 1 1

2 2

1 0 0

1 1 1 1

1 1 1 1
2 2 2 2

0 1 1

1 1 1 1 1 1

2 Re 2 Re

n

M M M M

jm jm j j x j j j

j j j j

M M m M m M

m jm j n jn jn t n jn

j j n j n j

h g h g a h h a

hv hv h v h v

    

      

  

   

   

 

     



   

   

   

   

  (3.31) 
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eşitliği elde edilir. (3.31)’de eşitliğin sol tarafındaki terimlerin pozitif olduğunu dikkate 

alarak her iki tarafın mutlak değerini alıp, (3.4) ve (3.5) şartlarını kullanarak Young 

eşitsizliğini uygularsak aşağıdaki eşitsizliği elde ederiz:    

 

 

 

1 1
2 2 2 2

0 0 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1
2 2 2 2

1 1 1 0 0 1

1 1 1 1 1

1 1
4 2 2 2

2 2 1 0

1 1 1 1

M m M m M

x jm x jn x jn jn jn

j n j n j

m M M m M
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n j j n j

m M m M
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n j n j j

a h a h a

a h h

a h a h a h

       

       

    

 

 

    

  

  

    

 



   

    

     

  

  

  

 
1

2

0

1 1

1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2

1

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1
2 2 2 2

0 0 0 1 1 1

1 1 1 1 1 1

M M

j

j

m M m M M M M M

t jn jn jm jm j j

n j n j j j j j

M M m M m M

jm j jn jn jn

j j n j n j

h

h g h h g h h g h

hb hb h b hb

 

     

     



 

       

       

   

 

     



     

   

 

     

   

 (3.32) 

(3.32) de 

 

1 1 1
4 2 2 4

2 2 1 2

1 1 1 1 1 1

1 1 1
4 4

2 2

1 1 1

3

2

,
2 2

m M m M m M

jn jn jn jn

n j n j n j

M m M

jn j

j n j

a h a h a h

a h a h

   

 

  



     

  

  

  



  

 
  

 
1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

1 0

1 1 1 0 1 1 1 1 1 1

M m M m M m M M m M

jn jn jn j jn j

j n j n j n j j n j

     
        



         

            

 ve 

  
1 1 1

2 2 22 2 2 2

1 0 1 2 1

1 1 1 1 0 1 1

...
m M m m M m M

j n n n n M n jn jn

n j n n j n j

      
  

 

      

            

olduğunu dikkate alırsak 
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1
2 2 2

0 0 1 1 0 0

1 1 1 1

1 1
2 2

0 0 1 1 0 0 1

1 1 1

1 1 1 1 1
2 4 4 4
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h hb h a a h hb
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1
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1 1

M

M m M m M m M
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j n j n j n j

M M

jm j

j j

a h hb h g h

h g h g

       





    



      

 

 



   





   

 

      (3.33) 

eşitsizliği yazılır. (3.33)’de   

  
1 1 1 1

2 2 2

1 1 1 1 1

1
2 ,  1,2,...,

M N M N M

jm t jn jn

j n j n j

h g h g h g m N
T

  
   

    

  
      
  

     

olduğunu dikkate alarak (3.25) değerlendirmesini kullanırsak  

 

1 1
2 2 2

0 0 1 4

1 1 1 1

1 1 1 1 1
2 2 4 2

2
5 0

1 1 1 1 1 12

M m M M

x jm x jn x jn j

j n j j

m M M N M M

t jn jn j x j

n j j n j j

a h a h c

a h
c h g h g a h

      

     

 



   

    

     

   

 
   

 

  

   

  (3.34) 

değerlendirmesini elde ederiz. (3.34) ve (3.25) değerlendirmelerini birleştirirsek, 

 

1 1 1
2 2 2 2

0 0 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1
2 4 4 2
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1 1 2 0

1 1 1 1 1 1

1 1
2 2
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1 1 1
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2 4
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M M m M m M

jm x jm x jn x jn jn jn

j j n j n j

m M m M M M
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n j n j j j
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j n j

h a h a h h

a h
a a h a h
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1 1

2

1 1

,  1, 2,...,
m M

jn

n j

g m N
 

 

 
  

 


 (3.35) 

elde edilir. Buradaki 6 0c   sabiti, ,  ve h m ’den bağımsızdırlar. 

Böylece Teorem 3.2.1 ispat edildi.  
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Bu teorem kullanılarak sağ tarafa ve başlangıç şartlarına göre şemanın kararlı olduğunu 

kolaylıkla gösterebiliriz. 

 

 

3.3. Fark Şemasının Hatası için Değerlendirme 

 

 

Bu bölümde fark şemasının hatasını değerlendireceğiz. Burada öncelikle jnu  

fonksiyonunu,  ,j nx t  noktasında  ,u x t  fonksiyonunun tam çözümü olmak üzere 

  
1

2

2

1
, ,    =1, 1   1,

jn

n
j

hxt

jn

ht
x

u u x t dxdt j M n N
h







      (3.36) 

 0 0,     =0, ,    u 0,    =1,j j n Mnu j M u n N     (3.37) 

olarak tanımlayalım. Ayrıca 

     jn jn jne e u    

 ile fark şemasının hatasını gösterirsek, jne  aşağıdaki sistemi sağlar:  

 
 2 2

0 1 2

                                          1, 1,    =1,

t jn xx jn x jn j jn n jn jn jn jn jn jni e a e ia e a e v e ia u u I

j M n N

          

 

             (3.38) 

 0 0,    =0,je j M   (3.39) 

 0 0,    =1, .n Mne e n N    (3.40) 

 Burada   
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u u u
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h t x x

i u a u ia u a u v u ia u u

j M n N



  







  
      

   

    



 

  (3.41) 

 dır.  

 

Şimdi fark şemasının hatasını değerlendirmeye çalışalım. Bunun için  (3.38)-(3.40) 

sisteminin 0 0,   =1,n Mn n N    şartlarını sağlayan jn  ağ fonksiyonu için 

 

 

1 1 1 1

0 1

1 1 1 1

1 1 1
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  (3.42) 

toplam özdeşliğine denk olduğunu gözönüne alalım. (3.42) nin sol tarafındaki ikinci 

terime kısmi toplam formülünü uygulayarak özdeşlikteki jn  fonksiyonunun yerine jne  

fonksiyonunu alırsak 
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  (3.43) 

yazılır. (3.43) eşitliğinden kompleks eşleniğini çıkarırsak 1,n N  için 
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olduğundan   
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              (3.44)

  

yazılır.    

      
22 2 2 2 2

jn jn jn jn jn jn jn jn jn jn jnu u e u e u e          

olduğundan  

 
   

     

2 2 2 2
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jn jn jn jn jn jn jn jn jn

u u e u u e

u e u e u e

   

  

   
  

   

  (3.45) 

olur. (3.12) - (3.13) ve (3.45) eşitliklerini (3.44)’de yerine yazarsak 

      

 

1 1
2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1

1 1

1
2 22 2 2

2

1

1

1

2

2 ,  1,

M M

jn jn jn jn jn j n jn j n

j j

M

jn jn jn jn jn jn jn jn jn

j

M

jn jn

j

h e e e e a e e e e

a h u e u e u e

h Im I e n N



   



 

   

 









         
      

    
  

 

 





  (3.46) 

elde edilir. (3.46) daki tüm eşitlikleri n  üzerinden 1’den m N ’ye  toplayalım. Bu 

durumda    
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 (3.47) 

eşitliği elde edilir. (3.47)’de 
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olduğunu dikkate alarak (3.39)- (3.40) şartlarını kullanırsak   
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  (3.48) 

eşitsizliği yazılır. (3.48)’in sağ tarafındaki ilk terime Young eşitsizliği uygulanırsa  
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  (3.49) 

elde edilir.  (3.49) un sağ tarafındaki toplamın .m  terimin ayıralım ve sonra ayırdığımız 

terime   Cauchy eşitsizliğini, kalan toplama da Young eşitsizliğini uygulayalım. 

Böylece aşağıdaki eşitsizlik elde edilir: 
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  (3.50) 

 (3.50) nin sol tarafındaki tüm terimlerin pozitif olduğunu gözönüne alıp 2   olarak 

seçilirse 

 
1 1 1 1 1 1

2 2 2 2

1 1 1 1 1 1

4 2 2 2
M M m M m M

jm jm jn jn

j j n j n j

h e T h I h I h e 
     

     

        

olup, buradan 

  
1 1 1 1

2 2 2

1 1 1 0 1

4 2 2
M N M m M

jm jn jn

j n j n j

h e T h I h e 
   

    

       (3.51) 

eşitsizliği yazılır. (3.51) de  1,2,3..m N  için ayrık Gronwall lemmasını kullanacak 

olursak  

 
1 1

2 2

7

1 1 1

M N M

jm jn

j n j

h e c h I
 

  

    (3.52) 

eşitsizliği elde edilir. Şimdi jnI  yı değerlendirmek için işlem kolaylığı açısından 
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olarak gösterelim ve burada 1, 1,  1,j M n N    için 
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olsun.  

Önce 1, ,   =2,   j N n N için 
1

jnI  ağ fonksiyonunu değerlendirelim. (3.53) ve (3.36) 

formülünü kullanırsak aşağıdaki eşitliği yazarız: 
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yazılır. (3.59) eşitsizliği, Fubini teoremi ve Cauchy-Schwarz eşitsizliği kullanılarak 
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eşitsizliği elde edilir. Kuramsal Temeller Teorem 1.2.1’i ele alarak  2L   normu 

anlamında 
u

t




 fonksiyonu 2L normu anlamında sürekli olduğundan; 0   verildiğinde 

     iken 
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   (3.61) 

olarak yazılabilir. Dolayısıyla 0 ,w  ’ya bağlı olup 0   için 0 0w  ’dır. 

Şimdi 1, 1j M   için 
1

1jI  fonksiyonunu değerlendirelim. (3.53) formülünü ve (3.36) 

formülünü kullanarak 
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eşitsizliğini elde etmiş oluruz. Burada Cauchy-Schwarz eşitsizliği uygulanırsa 
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eşitsizliği elde edilir. Yukarıdaki eşitsizlikte (2.30) değerlendirmesi kullanırsak 
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yazılır. (3.61)-(3.62) taraf tarafa toplanırsa  
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elde edilir.  
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kullanırsak 

 

 

 

 

 

1

1

1

1

1
1

22
2

0 02

2

22
1 1

0 02 2

2

22

0 2

2

2

0 2

2

,1

2,1
    

,1
    

,1 1
 

j
n

n
j

j
n

n
j

j
n

n
j

j
n

n
j

h
x

t

jn xx jn

ht
x

h
x

t

j n jn j n

ht
x

h
x

t

ht
x

h
x

t

ht
x

u x t
I a dxdt a u

h x

u u uu x t
a dxdt a

h x h

u x t
a dxdt

h x

u x t
a dxdt

h h



























 












 



   
   

  






 

 

 

 

 
   

 
   

 

1

1 1
1

1

1 1 1
1

2 2

2 2

2 2

22 2 2

0 0
0 2 3 3

2 2 2

0

3

, ,1
2

,1
 , ,

,

j j
n n

n n
j j

j j j
n n n

n n n
j j j

j

h h
x x

t t

h ht t
x x

h h h
x x x

t t t

h h ht t t
x x x

x

u x t u x t
dxdt dxdt

h h h h

u x t a a
a dxdt u x t dxdt u x t dxdt

h x h h

a
u x t dxdt

h

 

  





 




  


 

 

  

  



 
 

 
  


  





   

     

 

 
   

    

1

1 1
1

1 1

1

2 2

0

3

2 2

22 2

0
0 2 3

2 2

2

0

3

2

,

,1
, ,

, ,

j j
n n

n n
j

j j
n n

n n
j j

j
n

n
j

h h
x x

t t

h ht t
x

h h
x x

t t

h ht t
x x

h
x

t

ht
x

a
u x t dxdt

h

u x t a
a dxdt u x h t u x t dxdt

h x h

a
u x t u x h t dxdt

h



 





 


 



 



 

 








   



  

   

   

 

  



 

41 

 

 

 

   

 

 

1

1 1

1

22

0 2

2

2 2

0

3

2 2

22

0 2

2

0

3

,1

, ,

        

,1
   

,

j
n

n
j

j j
n n

n n
j j

j
n

n
j

j

h
x

t

ht
x

h h
x x

t tx h x

h ht x t x h
x x

h
x

t

ht
x

x h

x
x

u x t
a dxdt

h x

u t u ta
d dxdt d dxdt

h

u x t
a dxdt

h x

u ta
d dxdt

h



 
 

  






 



 







 



 








 



 
  

  
  


 







 

     

 


 

   

 

1 1

1 1

2 2

2 2

2 22 2

0
0 2 3 2

2 2

2

0

3 2

,

, ,1

,

j j
n n

n n
j

j j
n n

n n
j j

j

h h
x x

t t x h

h ht t x
x

h h
x x

t t x h

h ht t x h
x x

x h

h x h
x

u h t
d dxdt

u x t u ta
a dxdt d d dxdt

h x h

u x ta
d d dxdt

h x















 

  

 


 

 

 


 

 



 






 
  

 
  

 
  

    
  






    

     

 
 

   

   

1 1

1

1

22 2

0

3 2

2 2

2 22

0

3 2 2

2

2 202

0

3 2 2

0

2

,

, ,

, ,

j j
n n

n n
j

j
n

n
j

j
n

n
j

h h
x x

t t x h

ht t x h
x

h
x

t x h

ht x h
x

h
x

t h

ht h
x

u ta
d d dxdt

h

u x t u ta
d d dxdt

h x

u x t u x ta
d d dxdt

h x










 

 


 

 

 
 

 

 





 





















  
  

  

    
  

  

     

   

   

   

1

2 202

0

3 2 2

0

2

, ,
j

n

n
j

h
x

t h

ht h
x

u x t u x ta
d d dxdt

h x x

 
 









    
  

  
   

  

olup, 

 
   

1

2 202
2 0

3 2 2

0

2

, ,
j

n

n
j

h
x

t h

jn

ht h
x

u x t u x ta
I d d dxdt

h x x

 
 









   
 

       (3.64) 

yazılır. (3.64) de Fubini Teoremi ve Cauchy-Schwarz eşitsizliğini kullanarak 
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eşitsizliği yazılır. Kuramsal Temeller Teorem 1.2.1.’i dikkate alarak
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   (3.66) 

 olarak yazarız. Burada 0 ,hw  h ’a bağlı olup 0h  için 0 0hw  ’dır. 

Şimdi 1j  , 1j M   ve 1,n N  için 2 2

1 1 ve n M nI I 
 terimini değerlendirelim. (3.54) 

ve (3.36) formüllerini kullanılırsak  
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eşitsizliği elde edilir. Buradan (3.71)’de Fubini Teoremi ve Cauchy-Schwarz eşitsizliğini 

kullanarak  
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Şimdi 1,  1j j M    ve 1,n N  için 3 3

1 1 ve n M nI I 
 terimlerine bakalım. Buradan 

(3.55) ve (3.36) formüllerini kullanırsak    
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eşitsizliği yazılır. (3.74) ve (3.75) de Fubini Teoremini ve Cauchy-Schwarz eşitsizliğini 

kullanarak  
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eşitsizliği yazılır. (3.76) da 0h  olduğunda  
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Şimdi 1, 1,  =1,j M n N   için 
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jnI ’e  bakalım. (3.56) ve (3.36) formüllerini kullanırsak 
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eşitsizliği yazılır. (3.80) de ilk olarak Cauchy-Schwarz Teoremini, daha sonra Young 
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eşitsizliği yazılır.  Yukarıdaki eşitsizliğe ilk olarak Cauchy-Schwarz eşitsizliğini sonra ise 

Young eşitsizliğini kullanırsak 
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eşitsizliği yazılır. (2.30) değerlendirilmesini kullanırsak 
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yazılır. (3.82) deki 11 0c  , h  ve  dan bağımsızdır.   

 

Şimdi ise 
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jnI ’ya bakalım. 1, 1 ve 1,j M n N     için (3.58) ve (3.36) formüllerini 
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yazılır. (2.30) değerlendirmesini kullanırsak 
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eşitsizliği elde edilir. Burada (2.30) değerlendirmesinin sağ tarafı ile 13 0c   sabiti 

gösterilir. Dolayısıyla 

 
  13L

u c
 

   (3.84) 

olur.  

 

Şimdi (3.36) formülünü göz önüne alırak 1, 1 ve 1,j M n N    için  
jnu ’ları 

değerlendirelim. 
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yazılır. Burada (3.84) ü kullanırsak 

 
13 =1, 1,  1,   için cjnj M n N u     (3.85) 

olur. Buradan (3.84) ve (3.85) i (3.83)’de göz önüne alırsak aşağıdaki eşitsizliği elde etmiş 

oluruz:
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Burada Cauchy-Schwarz eşitsizliğini uygularsak 
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yazılır. Böylece 
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yazılır. (2.30) değerlendirmesini kullanırsak 
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elde edilir.  

 
1 2 3 4 5 6

jn jn jn jn jn jn jnI I I I I I I        

olduğundan   

 
2 2 2 2 2 22

1 2 3 4 5 66 6 6 6 6 6jn jn jn jn jn jn jnI I I I I I I        



 

58 

 

eşitsizliğinde (3.63), (3.70), (3.77), (3.81), (3.82) ve (3.86) değerlendirmelerini dikkate 

alırsak 
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 yazılır. Bu ifade  1,2,...,m N  için (3.52)de dikkate alırsak 

  
1

2
0 0 1 2 2

17

1

M

jm h h

j

h e c w w w h 




       (3.88) 

olur. Böylece aşağıda ifade edilen teoremi ispatlanmış olduk. 

 

 

Teorem 3.3.1 Farz edelim ki Teorem 3.2.1. sağlansın. Bu durumda (3.1)-(3.3) fark 

şemasının hatası için  
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eşitsizliği geçerlidir. Burada 18 0c   sayısı  ve h ’dan bağımsız bir sabit olup 

0 ve 0h    için 0 0 10,  0,  0h hw w w    ’dır. 
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4. SONUÇLAR VE TARTIŞMA 

 

Bu çalışmada lineer olmayan bir Schrödinger denkleminin çözümü sonlu fark metoduyla 

incelenmiştir. Bunun için ilk olarak uygun ayrıklaştırma yapılarak tanım bölgesi kafeslere 

bölünmüştür. Gözönüne alınan Schrödinger denkleminin, başlangıç ve sınır şartlarının 

sonlu farklı aynısı yazılmıştır ve böylece fark şeması oluşturulmuştur. Daha sonra fark 

şemasının kararlılığı ispat edilerek yöntemin yakınsaklığı gösterilmiştir. Bu alanda, 

momentum operatörü içermeyen lineer olmayan Schrödinger denkleminin sonlu farklar 

metoduyla çözümleri [23, 34-43, 44-46] çalışmalarında araştırılmıştır. Bu çalışmada ise 

göz önüne aldığımız denklem momentum operatörü içerir ve potansiyel zamana bağımlı 

bir fonksiyondur. Yani, bu çalışmada göz önüne alınan denklem bu alanda literatürdeki 

çalışmalarda dikkate alınan denklemlerden daha geneldir. 
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