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SEMBOLLER VE KISALTMALAR DİZİNİ 

 

  : Herhangi 

hhh   : Hemen hemen her yerde 

b.s.d.p. : Başlangıç sınır değer problemi 

1i = −   : Sanal birim 

( )0,I l=   : Verilen bölge 

( )0,I T =    : Verilen bölge 

   0, 0,l T =    : Verilen bölge 

1jn jn

t jn

 
 



−−
=   

: t ’ye göre sol fark türev formülü 

1jn j n

x jn
h

 
 

−−
=   

: x ’ e göre sol fark türev formülü 

1j n jn

x jn
h

 
 

+ −
=   

: x ’ e göre sağ fark türev formülü 

1 1

2

2j n jn j n

xx jn
h

  
 

+ −− +
=   

: x ’ e göre ikinci mertebeden merkezi fark türev formülü 

( )
.

pL I
  : 1 p    olmak üzere ( )pL I  uzaylarında norm 

( )
.

pL 
  : 1 p    olmak üzere ( )pL   uzaylarında norm 

( )2

2W I   : Sobolev uzayı 

( )0,1

2W    : Sobolev uzayı 

( )1

2W    : Sobolev uzayı 

 

( ),u v   :  ile u v  fonksiyonunun iç çarpımı 
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1. GENEL BİLGİLER 

 

1.1. Giriş  

 

Schrödinger denklemi kuantum mekaniğin temel denklemidir ve Newton’un ikinci yasası 

F ma=  ile benzer rolü oynamaktadır. Klasik mekanikte Newton’un ikinci yasası ile 

belirli bir ( ),F x t  kuvvetinin etkisi altındaki m  kütleli bir parçacığın belirli bir 

zamandaki konumunu (dolayısıyla hızını, momentumunu, kinetik enerjisini v.s) 

belirleyebiliyoruz. İşte klasik mekanikte Newton’un ikinci yasasının yaptığı işlemi 

kuantum mekanikte Schrödinger denklemi üstlenir. Ancak, Schrödinger denklemi, bir 

maddenin (parçacığın) dalga özelliklerini (yani dalganın uzunluğu, frekansı, dalganın 

enerji ve momentum,..vs) modelleyen bir dalga denklemidir ve onun çözümü bir dalga 

fonksiyonu olarak adlandırılır. Bu dalga fonksiyonu, parçacığın zamanla değişimi 

hakkında bize bilgi verir. Ancak parçacığın konumunu tam olarak belirleyemez. Sadece 

belirli bir alanda parçacığın bulunma olasılığını ifade eder. 

 

Schrödinger denklemi 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2, , , , ,
2

i r t V r t r t T V r t H r t
t m
   

  −
=  + = + = 

  
 

biçiminde kuantum mekanik bir sistemin toplam enerjisini ifade eden bir denklemdir. 

Burada 1i = − , r  ve t  sırasıyla konum vektörü ve zaman değişkeni; ( ),r t dalga 

fonksiyonu;  indirgenmiş plank sabitidir, yani h  plank sabiti olmak üzere 
2

h


=  dir; 

m parçacığın kütlesi olmak üzere, 

 
2

 kinetik enerji operatörü,
2

p
T

m
=   

  momentum operatörü,p i= −    

 ( ),  parçacığın potansiyel enerji operatörü,V V r t=   
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 Hamiltonian operatörüH  olup sistemin toplam enerjisini tanımlar.Burada   gradient 

operatörü 2  ise Laplace operatörüdür. 

 

Görüldüğü gibi  

 ( ) ( ) ( )
2

2, , ,
2

i r t V r t r t
t m




 
= −  + 

  
  

Schrödinger denkleminin  sağ tarafı iki terimin toplamından oluşmaktadır ki bu 

terimlerden ilki sistemin kinetik enerjisi, ikincisi potansiyel enerjisidir. Bu ikisinin 

toplamı da yani kinetik enerji ile potansiyel enerjinin toplamı da sistemin toplam 

enerjisini verir. Denklemin sol tarafı ise   dalga fonksiyonunun zamana göre değişimini 

ifade eder. 

Böylece Schrödinger denklemi, bir kuantum mekanik sistemin enerjisinin zamanla nasıl 

değiştiğini ifade eden bir denklemdir [1,2]. 

 

Pek çok araştırmacı Schrödinger denkleminin farklı versiyonlarının çözümlerini farklı 

metodlar kullanarak tam, yaklaşık veya nümerik olarak incelemişlerdir. Mesela, [3,4] 

çalışmalarında Adomian ayrıştırma metodu; [5-7] çalışmalarında Homotopy 

Perturbasyon metodu; [8,9] çalışmalarında Homotopy Analiz metodu; [10,11] 

çalışmalarında Varyasyonel iterasyon metodu; [12-18,36] çalışmalarında ise Galerkin 

metodu kullanılarak denklemin çözümleri incelenmiştir.  

 

Bu çalışmada ise biz lineer olmayan bir Schrödinger denkleminin çözümünü sonlu farklar 

metodu ile inceleyeceğiz. 

 

Lineer Schrödinger denkleminin sonlu farklar metoduyla çözümü [15,17,19-25] 

çalışmalarında incelenmiştir. Bu çalışmalarda genelde, fark şeması oluşturulmuş, fark 

şemasının kararlılığı ve yakınsaklığı araştırılmış ve nümerik örnekler verilmiştir. 

 

[15,26-35,37-39] çalışmalarında ise lineer olmayan Schrödinger denklemi için sınır değer 

problemlerine sonlu fark metodu uygulanmıştır. Ve çoğunda yöntemin kararlılığı , hatası, 

yakınsaklığı araştırılmıştır.  
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Yukarıda bahsedilen çalışmalarda gözönüne alınan lineer olmayan Schrödinger 

denklemleri momentum operatörünü içermez. Bu çalışmada ise biz momentum 

operatörünü içeren lineer olmayan Schrödinger denklemi için bir b.s.d.p. ne sonlu farklar 

yöntemini uyguluyoruz. Fark şemasının kararlılığını ispat ederek, şemanın hatasını 

değerlendiriyoruz. 

 

Bu çalışma 4 bölümden oluşmaktadır.  

 

Tezin 1. bölümü 1.1. ve 1.2. bölümlerinden oluşmaktadır. 1.1. bölümünde Schrödinger 

denklemi ile ilgili genel bir bilgi verilerek bu çalışmayla alakalı literatür taraması verilmiş 

olup 1.2. bölümünde tezde kullanılan temel tanımlar, teoremler ve bazı önemli 

eşitsizlikler verilmiştir. 

 

Tezin 2. bölümü, 2 alt bölümden oluşmaktadır. 2.1. bölümünde sonlu farklar yöntemi ve 

uygulanması hakkında genel bilgiler verilmiş olup, 2.2. bölümünde bu çalışmada göz 

önüne alınacak olan  b.s.d.p. ifade edilir. 

 

Tezin 3. bölümü, 3 alt bölümden oluşmaktadır. 3.1. bölümünde b.s.d.p. ayrıklaştırılarak 

fark şeması oluşturulur. 3.2. bölümünde fark şemasının kararlılığı ispatlanır. 3.3. 

bölümünde ise fark şemasının hatası değerlendirilir. 

 

Tezin 4. bölümünde ise elde edilen sonuçlar belirtilerek, bu alanda literatürdeki 

çalışmalardan farklılığı vurgulanmıştır. 

 

1.2. Kuramsal Temeller 

 

Çalışmanın bu bölümünde, tezde kullanacağımız bazı kavramların tanımları verilerek, 

teoremler ve lemmalar ifade edilmiştir. 

 

Tanım 1.2.1. Bir özelliğin bir E  kümesi üzerinde hemen hemen her yerde ( )kısaca hhh

sağlanması demek, o özelliğin E ’de ölçümü sıfır olan bazı alt kümelerinin dışında 
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sağlanması demektir. Örneğin “ E ’de hhh  0f = ” ifadesinin anlamı E ’nin bazı Z  alt 

kümesinin dışındaki her yerde ( ) 0f x = ’dır. Öyle ki Z  kümesinin ölçümü sıfırdır [40].  

 

Tanım 1.2.2. ,I  n ’ de bir bölge ve 1 p    reel sayı olmak üzere, I  üzerinde  

 ( ) ,  
p

I

u x dx x I    

koşulunu sağlayan u  fonksiyonlar sınıfına ( )pL I  uzayı denir. Bu uzay üzerindeki norm 

aşağıdaki şekilde tanımlanır: 

 
( )

( )

1
p

p

p

L I

I

u u x dx
 

=  
 
  

[41]. 

 

Tanım 1.2.3. ( )2L I bir hilbert uzayı olmak üzere, I  kümesi üzerinde ölçülebilir olan 

mutlak değerinin karesiyle integrallenebilen fonksiyonlar uzayını göstermektedir. ( )2L I

uzayı üzerinde iç çarpım 

 
( )

( ) ( )
2

0

,

l

L I
u v u x v x dx=    

şeklinde tanımlanmaktadır. ( )2L I  uzayı üzerinde norm 

 
( ) ( )2 2

,
L I L I

u u u=   

olarak tanımlanmaktadır [42]. 

 

Tanım 1.2.4. ( )L I  bir banach uzayı olmak üzere, I  kümesi üzerinde sınırlı, ölçülebilir 

ve sonlu  

 
( )

( ) ( ) 

( ) 

sup sup :

inf 0 :   için 

L I
x I

u vrai u x ess u x x I

c hhh x I u x c

 

= = 

=   

  

normuna sahip ( )u u x=  fonksiyonlarının uzayıdır [42]. 
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Tanım 1.2.5. ( )  : ,   da tanımlı ölçülebilir fonksiyonların kümesiS u u =     

ve 1 p    olmak üzere 

 ( ),
p

u x t dxdt


    

özelliğine sahip tüm ölçülebilir fonksiyonların sınıfına ( )pL  uzayı adı verilir. Bu 

( )pL   uzayı 

 ( ) ( ) ( ): , ,  1
p

pL u S u x t dxdt p


 
 =        

 
   

biçiminde gösterilir. 

 Eğer ( )pu L   ve c  ise ( )pcu L  olur. Ayrıca ( ), pu v L   için  

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ), , , , 2 , ,
pp p ppu x t v x t u x t v x t u x t v x t+  +  +   

olduğundan ( )pu v L+    yazılabilir. Bu durumda, ( )pL   uzayı bir vektör uzayı olur. 

( )pL   uzayı üzerinde 

 
( )

( )

1

, ,  1

p

p

p

L
u u x t dxdt p





 
=    
 
   

biçiminde bir norm tanımlandığında ( )pL   uzayı bu norm altında bir Banach uzayıdır. 

( )pL   uzayında 1 ,  2p p   =  olarak alındığında ( )2L   uzayı oluşur. Bu uzayda 

norm   

 
( )

( )

1
2

2

2

,
L

u u x t dxdt




 
=  
 
   

dır ve 

 ( ) ( ), , , ,u v u x t v x t dxdt u u v


=  =   

iç çarpımıyla ( )2L   uzayı bir Hilbert uzayıdır [43]. 
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Tanım 1.2.6.   üzerinde hemen hemen sınırlı fonksiyonların uzayına ( )L   uzayı denir 

ve bu uzay üzerindeki norm aşağıdaki gibi tanımlanır: 

 

 
( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( ) 
, ,

sup , sup ,

inf 0 :  ,  için ,

L
x t x t

u vrai u x t ess u x t

C hhh x t u x t C

 
 

= =

=   

  

Tanım1.2.7. ( )1

2W I  Hilbert uzayı olup elemanlarının kendisi ve onların birinci 

mertebeden genelleştirilmiş türevleri ( )2L I  uzayından olan Sobolev uzayıdır. Bu uzayda 

iç çarpım ve norm aşağıdaki şekilde tanımlanmaktadır; 

 

 
( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

1
2

1 1
2 2

0

, ,

, .

l

W I

W I W I

u x v x
u v u x v x dx

x x

u u u

  
= + 

  

=


  

( )
0

1

2W I  uzayı ( )1

2W I  uzayının alt uzayı olup, I  aralığının uç noktalarında sıfıra eşit olan 

fonksiyonların uzayıdır [42]. 

 

 

 

Tanım 1.2.8. ( )2

2W I  hilbert uzayı olup elemanlarının kendisi ve onların ikinci mertebeye 

kadar genelleştirilmiş türevleri ( )2L I  uzayından olan Sobolev uzayıdır. Bu uzayda iç 

çarpım ve norm aşağıdaki şekilde tanımlanmaktadır: 

 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
2

2 2
2 2

2 2

2 2

0

0 0
2 2 1

2 2 2

,

, ,

l

W I

W I W I

u x v x u x v x
u v u x v x dx

x x x x

u u u

W I W I W I

    
= + + 

    

=

 



  

[42].  
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Tanım1.2.9. ( )0,1

2W   Hilbert uzayı olup elemanlarının kendisi ve onların t  değişkenine 

göre genelleştirilmiş türevleri ( )2L  uzayından olan Sobolev uzayıdır. Bu uzayda iç 

çarpım ve norm aşağıdaki şekilde tanımlanmaktadır: 

 

 
( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

0,1
2

0,1 0,1
2 2

, ,
, , , ,

,

W

W W I

u x t v x t
u v u x t v x t dxdt

t t

u u u







  
= + 

  

=


  

[42]. 

 

 

Tanım 1.2.10.  ( )0, ,kC T B  banach uzayı olup, elemanları  0,T  aralığında tanımlanmış 

.k  dereceden sürekli türevlere sahip ve değerleri B −Banach uzayına ait fonksiyonların 

uzayıdır. Burada norm aşağıdaki şekilde tanımlanmaktadır: 

 
 ( )

( )
0, , 0

0

maxk

mk

mC T B t T
m

d u t
u

dt 
=

=  +   

[42]. 

 

Tanım 1.2.11. nD   bir bölge olsun. Eğer 0   verildiğinde z   şartını sağlayan 

tüm z ’ler için 1 p    iken ( ) ( )
( )pL D

f x z f x + −   olacak şekilde bir 0   sayısı 

varsa, ( )f x  fonksiyonuna 
pL normu anlamında süreklidir denir [42]. 

 

Teorem 1.2.1. 1 p    iken ( )pL D ’den olan her fonksiyon 
pL  normu anlamında 

süreklidir [44]. 

 

Teorem 1.2.2. (Hölder ve Cauchy-Schwarz Eşitsizliği) 1 p    ve 
1 1

1
p p
+ =


 ise 

( ) ( ) ( )1 p pL E L E L E
fg f g



 ’dır. Yani ,  nE R ’de ölçülebilir bir küme olmak üzere 
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( ) ( ) ( )
1 1

 1 ;

sup

p pp p

E E E

E E
E

fg f g p

fg ess f g


   

 
  
 

  

 
  

dır. Bu teoremin bir sonucu olarak 2p p= =  olduğunda 

 ( ) ( )
1 1

2 22 2

E E E
fg f g     

elde edilen eşitsizliğe Cauchy-Schwarz eşitsizliği denir [40]. 

 

Teorem 1.2.3. (Fubini Teoremi) ( ), ,X A   ve ( ), ,Y B v iki tam ölçüm uzayı ve ,f  X Y  

üzerinde integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Öyleyse: 

1)  Hemen hemen her x X  için ( ) ( ),xf y f x y= ile tanımlanan xf  fonksiyonu Y  

üzerinde integrallenebilen bir fonksiyondur. 

2)  Hemen hemen her y Y için ( ) ( ),yf x f x y= ile tanımlanan 
yf fonksiyonu X

üzerinde integrallenebilen bir fonksiyondur. 

3)  ( ) ( ), ,
Y

f x y dv y  X üzerinde integrallenebilen bir fonksiyondur. 

4)  ( ) ( ), ,
X

f x y d x  Y  üzerinde integrallenebilen bir fonksiyondur. 

5)  ( ) .
X Y X Y Y X

fdv d fd v fd dv  


   =  =
         

[45]. 

 

 

Lemma 1.2.1. (Ayrık Gronwall Eşitsizliği)   Negatif olmayan

( ) ( ) , ,  1,2,..., ,  w n g n n N N T= =  ağ fonksiyonlarının 

 ( ) ( ) ( )
1

n

l

l

w n g n B w l
=

 +    

eşitsizliğini sağladığını kabul edelim. Burada ( )1,2,...,lB l N=  negatif olmayan 

sabitlerdir. Bu durumda herhangi 0 n N   için  

 ( ) ( )
1

exp
n

l

l

w n g n n B
=

 
  

 
   
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dır [32]. 

 

Lemma 1.2.2. ( − Cauchy Eşitsizliği)  Keyfi ,a b  sayıları ve herhangi 0   için 

 
2 21

2 2
ab a b




 +   

eşitsizliği geçerlidir [46].  

 

Lemma 1.2.3. (Young Eşitsizliği) , 1p q   ve 
1 1

1
p q
+ =  olmak üzere  herhangi 

0, 0a b    reel sayıları için  

 
1 1p qab a b
p q

 +   

dır [47]. 
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2. MATERYAL VE YÖNTEM 

 

2.1. Sonlu Farklar Yöntemi 

 

Günümüzde uygulamalı bilim dallarında ortaya çıkan problemler, teorik ve uygulamalı 

yöntemler ile çözülebilmektedir. Problemin analitik çözümü olsa bile sayısal yöntemlerin 

kullanılmasıyla çözüm çok daha basit hale indirgenebilmektedir. 

 

Bir fonksiyonun 0s  noktasındaki türevi için yaklaşık hesaplama yapan yaklaşım tekniğine 

sonlu fark yaklaşımı denir. Bu yöntemde hesaplama yapılırken, 0s  noktası ile bu noktadan 

küçük bir artış ile elde edilen ( )0s h+  noktasındaki fonksiyon değerleri kullanılabilir. 

 

Sonlu fark yaklaşımında türevin tanımı olan; 

 
( ) ( )

0

0 0

0
lim
h

s s

s h sd

dx h

 

→
=

+ −
=   (0.1) 

eşitliğin yerine, 

 
( ) ( )

0

0 0

s s

s h s

s h

 

=

+ −



  (0.2) 

yaklaşımı kullanılır. Burada s −  ekseni üzerinde küçük bir artış h  ile gösterilmektedir 

[48].   

Bir fonksiyonun analitik çözümünün olması durumunda, fonksiyonun belirli noktalardaki 

türevini, belirli aralıklardaki integralini ve istenen noktalardaki değerlerini hesaplamak 

mümkündür. Ancak bir fonksiyonun analitik çözümünün bilinmediği durumlarda sadece 

fonksiyon değerlerinin belli ayrık noktalarda bilindiği yerlerde bu tür hesaplamaları 

yapmak mümkün değildir. Bu tür hesaplamaları yapabilmek için sayısal yaklaşımlar 

geliştirilmiştir. Bu yaklaşımlardan sonlu farklar yöntemi, sayısal türev için geliştirilmiş 

bir yöntemdir. Ayrıca günümüzde en çok kullanılan yöntemlerden birisidir. 
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Sonlu farklar uygulamaları ilk kez Daniel ve Jacob Bernoulli, Leonard Euler, Jacobo 

Stirling gibi bilim adamları tarafından yapılmıştır. Mühendislik alanlarında sık sık 

karşılaşılan örneğin, türev ve integral alma, iç ve dış değer bulma, sayısal veriye polinom 

uydurma gibi problemler sonlu farklar yaklaşımı ile çözülebilir. Son yıllarda gelişen 

bilgisayar teknolojisi ve buna bağlı olarak ortaya çıkan hızlı ve süper bilgisayarlar, sayısal 

hesaplamaları daha cazip hale sokarken, özellikle sonlu farklar yaklaşımı ile ilgili 

çalışmaların artışındaki en etkili neden olmuştur [49]. 

 

Kısmi diferansiyel denklemler için de pek çok sayısal hesaplama teknikleri vardır. 

Matematikte çoğunlukla nümerik bir yöntem olan sonlu fark yöntemleri gerek lineer 

gerekse lineer olmayan problemlerde en sık kullanılan yöntemdir. Sonlu farklar 

yönteminin temeli, kısmi diferansiyel denklemlerde görülen türevlerin sonlu ve ayrık 

noktalarda yaklaşık olarak ifade edilmesi üzerine kuruludur. Bu yaklaşımlar cebirsel 

formdadır ve yaklaşık çözümler düğüm noktaları üzerinden hesaplanır. Sonlu fark 

yaklaşımının uygulanmasında aşağıdaki adımlar göz önünde bulundurulur: 

 

→  Çözüme geçmeden önce problemin çözüm bölgesi dikdörtgen şeklinde kafeslere 

ayrılır. Bu kafeslerin düğüm(grid) noktaları üzerinden yaklaşık çözüm bulunur. 

→  Taylor serisi yardımı ile diferansiyel denklemdeki türevler yerine onlara karşılık gelen 

sonlu fark formülleri yazılır. Böylece çözülmek istenen diferansiyel denklem, bir cebirsel 

denklem sisteminin çözümü problemine indirgenir ve bu cebirsel denklem sisteminin 

çözümü uygun yöntemlerden biri ile bulunur. 

→  Problemde verilen başlangıç ve sınır şartlarının yerine uygun fark yaklaşımları yazılır. 

→  Yöntemin geçerliliği için yakınsaklığı, tutarlılığı ve kararlılığı incelenir. 

 

Diferansiyel problemleri ayrıklaştırırken aşağıdaki üç önemli noktayı dikkate almak 

gerekmektedir: 

 

•Diferansiyel problemin sonlu farklara dönüştürüldüğünde diskretleştirme hatasının 

bulunması ve değerlendirilmesi  

•Elde edilen cebirsel denklem sisteminin bilinen yöntemlerden biriyle çözülmesi 

•Yaklaşık çözümle gerçek çözüm arasındaki farkın değerlendirilmesi. 
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Aşağıdaki şekil ile bir diferansiyel denklemin yaklaşık çözümlerinin bulunması süreci 

gösterilmiştir: 

 

SONLU
SİSTEMFARK

YAKLAŞIMLARI ÇÖZÜMÜ

Cebirsel
Diferansiyel Yaklaşık

Denklem
Denklem Çözümler

Sistemi

⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯⎯→   

Şekil 2.1.1 : Sürekli ve Ayrık Problemler Arasındaki İlişki. 

 

s  ve t  sırasıyla uzay ve zaman değişkeni olmak üzere;  ,  ve s t  nin bir fonksiyonu 

olsun. Uzay değişkeni adım uzunluğu ( )h s  , zaman değişkeni adım uzunluğu 

( )t    olmak üzere, uzay ve zaman koordinatları sırasıyla; 

 , 0,js s j s jh j M= =  = =   

 , 0,nt t n t n n N= =  = =   

olarak gösterilir. 

 

Ayrıca,   fonksiyonunun ( , )jh n  düğüm noktasındaki değeri, 

 ( ) ( ), , n

jj s n t jh n    =   = =   
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Şekil 2.1.2 : Düğüm Noktalarının Gösterimi 

 

ile gösterilir [50]. 

 

Çözüm bölgesinde ortaya çıkan notasyon: 

 

NOTASYON                            ANLAMI                    

( ),s t                              Sürekli çözüm (Gerçek çözüm) 

( ),j ns t                           Bölüntü noktalarında hesaplanan sürekli çözüm 

n

j                                     Sonlu fark denklemlerinin çözümüyle elde edilen yaklaşık                                                    

                                         nümerik (sayısal) çözüm 

[51]. 

 

2.1.1 Taylor Seri Açılımlarına Dayalı Sonlu Fark Formülleri 

 

Taylor seri açılımları bir fonksiyonun değişik mertebeden türevlerine yapılan sonlu fark 

yaklaşımlarının elde edilmesinde önemli rol oynar.  
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Teorem 2.1.1.1  k  sayısı herhangi bir doğal sayı olmak üzere ( )s  fonksiyonunun 0s  

noktasının herhangi bir civarında 1.k +  mertebeden türevinin var olduğunu varsayalım. 

Ayrıca s  noktası 0s ’ ın gösterilen civarından bir nokta, p ise herhangi pozitif sayı olsun. 

Şu halde 0s  ve s  noktaları arasında öyle bir   noktası bulunabilir ki  

 
( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( )

20 0

0 0 0

0

0 1

1! 2!

            ...
!

k
k

k

s s
s s s s s s

s
s s R s

k

 
 


+

 
= + − + − +

+ + − +

  (0.3)  

gerçeklenmektedir. Bu durumda,  

 ( )
( )

( )
1

10
1

!

p k

k

k

ss s
R s

s k p


 



+

+

+

− − 
=  

− 
  (0.4)    

(2.3) formülüne Taylor formülü denir. ( )1kR s+  ifadesine ise genelde kalan terim veya 

hata terimi denir. 

 

( )1kR s+  kalanı Lagrange, Cauchy ve Peano olmak üzere üç farklı şekilde ifade edilir.   

noktası 0s  ve s  arasında olduğundan ( )0 0s s s = + −  yazılabilir. Burada ( )p =  

olup 0 1   eşitsizliği sağlanır. Bu durumda ( )( )0 1s s s − = − −  olup bunu (2.4) 

formülünde kullanırsak  

 ( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( )( )

1 1

10

1 0 0

1

!

k k p

k

k

s s
R s s s s

k p


 

+ − +

+

+

− −
= + −   (0.5) 

   

olur. Burada 1p k= +  ve 1p =  olarak alınırsa sırasıyla Lagrange ve Cauchy kalan 

formülü olarak adlandırılan aşağıdaki formüller elde edilir: 

 ( )
( )

( )
( ) ( )( )

1

10

1 0 0
1 !

k

k

k

s s
R s s s s

k
 

+

+

+

−
= + −

+
  (0.6) 

 ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

1

10

1 0 0

1
.

!

k k

k

k

s s
R s s s s

k


 

+

+

+

− −
= + −   (0.7) 
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Bazen sayısal hata hesabından daha çok hatanın 0s s− ’a göre hangi mertebeden sonsuz 

küçük olması önemlidir. Bu amaçla da kalanın ( ) ( )1

1

k

kR s o s +

+ =  biçiminde Peano şekli 

kullanılır [52]. 

 

Tanım 2.1.1.1.  Fonksiyon serisi olan   

 

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

( )

( ) ( )
( )

0 0

0 0 0

0

0

0

...
1! !

 ...
!

k
k

k
k

k

s s
s s s s s s

k

s
s s

k

 
 



=


= + − + + − +

+ = −

  (0.8) 

serisine I  aralığında sonsuz kez türetilebilen ( )s  fonksiyonu için Taylor serisi denir. 

(2.3) formülüne göre (2.8) Taylor serisinin bir s  noktasında ( )s ’e yakınsaması için 

yeter ve gerek şart 

 ( )1lim 0k
k

R s+
→

=   (0.9)  

olmasıdır [52]. (2.8) formülünde 0s s h= +  olarak seçilirse,   fonksiyonunun 0s s=  

noktası civarındaki seri açılımı, 

 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )

0

0

0

0 0 2 3

0

!

              
1! 2!

k

k

k

s
s h h

k

s s
s h h o h




 




=

+ =

 
= + + +


  (0.10)  

şeklinde yazılabilir. Burada ( )3o h  ifadesi ile serinin kalan terimleri gösterilmektedir. Ve 

kalan terimler içerisindeki ilk terimin 3h  terimini içerdiğini söyler. Buradaki h  küçük bir 

değeri temsil ettiğinden 1h   olması durumunda 2 3 4 ...h h h h     olur. Dolayısıyla 

( )0s h +  değerinin hesaplanmasında ihmal edilen ( )3o h  ifadesi genelde hata derecesi 

olarak ifade edilir. 

 

(2.10) ile verilen Taylor seri açılımında 2h ’li terimden sonraki terimler ihmal edilerek 

( )0s  değeri çekilirse, 
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( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

0 0 2

0 0

0 0

2!

          

s h s h
s s o h

h

s h s
o h

h

 
 

 

+ −
 = + +

+ −
= +

  (0.11)   

olur. Böylece elde edilen yaklaşımlar sonlu fark yönteminin uygulamalarında, 

diferansiyel denklemdeki türev terimleri yerine kullanılır. Ve uygun bir h  değeri için 

ayrık noktalardaki yaklaşık çözümler elde edilir. 

 

2.1.2. Türevlerin Sonlu Fark Formülleri 

 

2.1.2.1. I. Mertebeden Türevlerin Sonlu Fark Formülleri 

 

Bir ( )s  fonksiyonunun ( )s h+  noktası civarındaki Taylor seri açılımı (2.8) formülü ile  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 3

...
2! 3!

h h
s h s s h s s      + = + + + +   (0.12)  

şeklinde yazılır. Burada birinci türev çekildiğinde  

 ( )
( ) ( )

( ) ( )
2

...
2! 3!

s h s h h
s s s

h

 
  

+ −
  = − − −   (0.13)  

denklemi elde edilir. Hata terimi  

 ( ) ( ) ( )
2

...
2! 3!

h h
o h s s  = − − −   (0.14)  

olarak gösterilirse birinci türev  

 ( )
( ) ( )

( )
s h s

s o h
h

 


+ −
 = +   (0.15)  

şeklinde ifade edilebilir. Bu ifade indissel formda 

 ( ) ( )1j j
s o h

h

 


+ −
 = +   (0.16)  
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şeklini alır. Bu formüle birinci mertebeden hataya sahip ileri fark formülü denir [53-55]. 

İleri fark formülünde adım uzunluğu azaldıkça, kesme hatası küçülür. Ve sonlu fark 

yaklaşımının doğruluğu artar. Denklemden hata terimi çekildiğinde  

 ( ) ( ) 1j j
o h s

h

 


+ − 
= −  

 
  (0.17)  

bulunur. Dolayısıyla türevin gerçek değeri ile sonlu fark gösterimi arasındaki farkın hata 

terimi olduğu görülür. 

 

( )s  fonksiyonunun ( )s h−  noktası civarındaki Taylor seri açılımı 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 3

...
2! 3!

h h
s h s s h s s      − = − + − +   (0.18)  

şeklinde yazılabilir. (2.18)’den birinci türev çekildiğinde; 

 ( )
( ) ( )

( )
s s h

s o h
h

 


− −
 = +   (0.19) 

bulunur. Bu ifade indissel formda yazıldığında 

 ( ) ( )1j j
s o h

h

 


−−
 = +   (0.20)  

şeklini alır. Bu formüle birinci mertebeden hataya sahip geri fark formülü denir [53-55]. 

 

(2.12) ve (2.18) denklemleri birbirinden çıkartıldığında; 

 ( ) ( ) ( ) ( )
32

2
3!

h
s h s h s h s    + − − = +   (0.21)  

eşitliği elde edilir. Buradan birinci türev çekildiğinde 

 ( )
( ) ( )

( )2

2

s h s h
s o h

h

 


+ − −
 = +   (0.22)  

bulunur. Bu ifade indissel formda  

 ( ) ( )1 1 2

2

j j
s o h

h

 


+ −−
 = +   (0.23)  
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şeklini alır. Bu formüle ikinci mertebeden hataya sahip merkezi fark formülü denir [53-

55]. 

 

2.1.2.2. II. Mertebeden Türevlerin Sonlu Fark Formülleri 

 

( )s  fonksiyonunun ( )2s h+  noktası civarındaki Taylor seri açılımı 

 ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

2 3
2 2

2 2 ...
2! 3!

h h
s h s s h s s      + = + + + +   (0.24)  

şeklinde yazılabilir. (2.12) denklemi 2  ile çarpılıp (2.24) denkleminden çıkartıldığında 

birinci türev ( )s   yok edilerek 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 32 2s h s h s s h s h     + − + = − + +   (0.25)  

eşitliği elde edilir. Buradan ikinci türev çekilip hata terimi yerine yazıldığında 

 ( )
( ) ( ) ( )

( )2

2 2s h s h s
s o h

h

  


+ − + +
 = +   (0.26)  

bulunur. Bu ifade indissel formda yazıldığında ikinci türevin  

 ( ) ( )2 1

2

2j j j
s o h

h

  


+ +− +
 = +   (0.27)  

şeklinde ileri fark formülü elde edilir [53-55]. 

 

( )s  fonksiyonunun ( )2s h−  noktası civarındaki Taylor seri açılımı 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

( )
( )

2 3
2 2

2 2 ...
2! 3!

h h
s h s s h s s      − = − + − +   (0.28)  

şeklinde yazılabilir. (2.18) denklemi 2  ile çarpılıp (2.28) denkleminden çıkartıldığında 

birinci türev ( )s   yok edilerek 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 32 2 ...s h s h s s h s h     − − − = − + − +   (0.29)  

eşitliği elde edilir. Buradan ikinci türev çekilip hata terimi yerine yazıldığında 
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 ( )
( ) ( ) ( )

( )2

2 2s s h s h
s o h

h

  


− − + −
 = +   (0.30)  

bulunur. Bu ifade indissel formda yazıldığında ikinci türevin 

 ( ) ( )1 2

2

2j j j
s o h

h

  


− −− +
 = +   (0.31)  

şeklinde geri fark formülü elde edilir [53-55]. 

 

(2.12) ile (2.18) denklemleri toplandığında; 

 ( ) ( ) ( ) ( ) 22 ...s h s h s s h   + + − = + +   (0.32)  

eşitliği elde edilir. Buradan ikinci türev çekilip hata terimi yerine yazıldığında 

 ( )
( ) ( ) ( )

( )2

2

2s h s s h
s o h

h

  


+ − + −
 = +   (0.33)  

bulunur. Bu ifade indissel formda ikinci türevin  

 ( ) ( )1 1 2

2

2j j j
s o h

h

  


+ −− +
 = +   (0.34)  

şeklinde merkezi fark formülü elde edilir [53-55]. 

 

Şimdi iki değişkenli ( ),s t  fonksiyonu için birinci mertebeden ve ikinci mertebeden 

türevlerin sonlu fark yaklaşımlarını elde etmeye çalışalım. Bunun için 

 ( ) ( )
2 2 3 3

2 3
, , ...

2! 3!

h h
s h t s t h

s s s

  
 

  
+ = + + + +

  
  (0.35)  

taylor seri açılımını kullanalım. Burada 2h ’li ve sonraki terimler ihmal edilirse; 

 ( )
( ) ( ) 2

2

, ,
,

2

s h t s t h
s t

s h s

  + − 
 +

 
  (0.36)  

 ( ) ( )1
,

n n

j j
s t o h

x h

  + −
= +


  (0.37) 

ileri fark formülü elde edilir. Benzer şekilde Taylor seri açılımından 
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 ( ) ( )
2 2 3 3

2 3
, , ...

2! 3!

h h
s h t s t h

s s s

  
 

  
− = − + − +

  
  (0.38)  

 
( ) ( ) 2

2

, ,

2

s t s h t h

s h s

  − − 
 +

 
  (0.39)  

 ( )1

n n

j j
o h

s h

  −−
 +


  (0.40)  

geri fark formülü elde edilir. 

 

(2.38) formülünü ( 1)−  ile çarpıp (2.35) ile taraf tarafa toplarsak 

 ( ) ( )
3 3

3
, , 2 ...

3

h
s h t s h t h

s s

 
 

 
+ − − = + +

 
  (0.41)  

 
( ) ( ) 3 2

3

, ,

2 6

s h t s h t h

s h s

  + − − 
 +

 
  (0.42)  

 ( ) ( )2

1 1

1

2

n n

j j o h
s h


 + −


 − +


  (0.43)  

merkezi fark formülü elde edilir. 

 

Benzer şekilde t ’ye göre türevler için; 

 ( ) ( )
2 2 3 3

2 3
, , ...

2! 3!
s t s t

t t t

    
   

  
+ = + + + +

  
  (0.44)  

ve  

 ( ) ( )
2 2 3 3

2 3
, , ...

2! 3!
s t s t

t t t

    
   

  
− = − + − +

  
  (0.45)  

Taylor serisi açılımlarını kullanırsak 

 ( )
1n n

j j
o

t

 




+ −
 +


  (0.46)  

 ( )
1n n

j j
o

t

 




−−
 +


  (0.47)  
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 ( )
1 1

2

2

n n

j j
o

t

 




+ −−
 +


  (0.48)  

formülleri elde edilir. Bu formüllere sırasıyla t ’ ye göre ileri fark, geri fark ve merkezi 

fark formülleri denir. 

 

Şimdi de   fonksiyonunun s  değişkenine göre II. mertebeden türevlerin sonlu fark 

formüllerini bulmaya çalışalım. Bunun için aşağıdaki taylor serisi açılımlarını göz önüne 

alalım. 

 ( ) ( )
( ) ( )

2 32 3

2 3

2 2
2 , , 2 ...

2! 3!

h h
s h t s t h

s s s

  
 

  
+ = + + + +

  
  (0.49)  

 ( ) ( )
( ) ( )

2 32 3

2 3

2 2
2 , , 2 ...

2! 3!

h h
s h t s t h

s s s

  
 

−  
− = − + + +

  
  (0.50)  

 ( ) ( )
2 2 3 3

2 3
, , ...

2! 3!

h h
s h t s t h

s s s

  
 

  
+ = + + + +

  
  (0.51)  

 ( ) ( )
2 2 3 3

2 3
, , ...

2! 3!

h h
s h t s t h

s s s

  
 

  
− = − + − +

  
  (0.52)  

(2.51) denklemi ( 2)−  ile çarpılıp (2.49) ile taraf tarafa toplanırsa, 

 ( ) ( ) ( )
2 3

2 3

2 3
2 , 2 , , ...s h t s h t s t h h

s s

 
  

 
+ − + = − + + +

 
  (0.53)  

olur. Buradan; 

 
( ) ( ) ( )2 3

2 2 3

2 , 2 , ,
...

s h t s h t s t
h

s h s

   + − + + 
 − +

 
  (0.54)  

 ( )
2

1 2

2 2

2n n n

j j j
o h

s h

   + +− +
 +


  (0.55)  

ileri fark formülü elde edilir. 

 

(2.52) denklemi ( 2)− ile çarpılıp (2.50) denklemi ile taraf tarafa toplanırsa 
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 ( ) ( ) ( )
2 3

2 3

2 3
2 , 2 , , ...s h t s h t s t h h

s s

 
  

 
− − − = − + − +

 
  (0.56)  

 
( ) ( ) ( )2 3

2 2 3

2 , 2 , ,s h t s h t s t
h

s h s

   − − − + 
 +

 
  (0.57) 

 ( )
2

1 2

2 2

2n n n

j j j
o h

s h

   − −− +
 +


  (0.58)  

geri fark formülü elde edilir. 

 

(2.51) denklemi ile (2.52) denklemi taraf tarafa toplanırsa 

 ( ) ( ) ( )
2 4 4

2

2 4

2
, , 2 , ...

4!

h
s h t s h t s t h

s s

 
  

 
+ + − = + + +

 
  (0.59)  

 
( ) ( ) ( )2 4 2

2 2 4

, , 2 ,

12

s h t s h t s t h

s h s

   + + − − 
 +

 
  (0.60)  

 ( )
2

1 1 2

2 2

2n n n

j j j
o h

s h

   + −− +
= +


  (0.61)  

merkezi fark formülü elde edilir. Benzer şekilde t  değişkenine göre 

 ( ) ( )
2 2 3 3

2 3
, , ...

2! 3!
s t s t

t t t

    
   

  
+ = + + + +

  
  (0.62)  

 ( ) ( )
2 2 3 3

2 3
, , ...

2! 3!
s t s t

t t t

    
   

  
− = − + − +

  
  (0.63)  

 ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 32 3

2 3

2 2
, 2 , 2 ...

2! 3!
s t s t

t t t

   
   

  
+ = + + + +

  
  (0.64) 

 ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 32 3

2 3

2 2
, 2 , 2 ...

2! 3!
s t s t

t t t

   
   

  
− = − + − +

  
  (0.65)  

 

Taylor serileri kullanılırsa t ’ye göre ikinci mertebeden türevler için sırasıyla ileri fark, 

geri fark ve merkezi fark türev formülleri olarak adlandırılan aşağıdaki türev formülleri 

elde edilir. 
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 ( )
2 12

2 2

2n n n

j j j
o

t

  




+ +− +
 +


  (0.66)  

 ( )
2 12

2 2

2n n n

j j j
o

t

  




− −− +
 +


  (0.67)  

 ( )
1 12

2

2 2

2n n n

j j j
o

t

  




+ −− +
 +


  (0.68)  

 

 

2.1.3. Açık (Explicit) ve Kapalı (Implicit) Yöntem 

 

Sonlu fark metodunu kullanarak verilen bir diferansiyel denklemi çözmek için birçok 

yöntem vardır. Bunların başlıcaları açık (explicit) ve kapalı (implicit) yöntemdir. 

 

2.1.3.1. Açık (Explicit) Yöntem 

 

Açık yöntem ismi herhangi bir noktadaki işlev değerlerini daha erken zamanlardaki sonlu 

fark çözüm değerlerinden açıkça hesaplanmasından gelmektedir. Yani bulunan zaman 

değerinden bir sonraki zaman adımındaki değerleri hesaplamaktadır. Açık yöntem 

( ),s t  bilinen değerlerini kullanarak ( ),s t +  bilinmeyen değerlerinin adım adım 

hesaplanmasıdır. Dolayısıyla t −  yönünde noniteratif (yineleme olmayan) işlem yapar. 

Ayrıklaştırılmış şekil üzerinde, tek bir hesaplama noktasında bir bilinmeyenli cebirsel 

denklemin çözümünü yapmaktadır. Böylece istenilen zamana ulaşılıncaya kadar bu süreç 

tekrarlanılarak türevli denkleme yaklaşımda bulunulmaktadır. Lineer olmayan bir 

denkleme uygulandığında sonuçta bir denklem sistemi vermesine rağmen kararlılık söz 

konusu olduğunda bazı kısıtlamalar getirdiğinden yeterli değildir [56,57]. 
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2.1.3.2. Kapalı (Implicit) Yöntem 

 

Kapalı yöntemler (Implicit Schemes), açık yöntemlerdeki gibi bir önceki zaman adımı 

değerlerinde açıkça hesaplama yapılmamaktadır. Bunun yerine sonlu farklar 

denkleminde birden fazla bilinmeyen bulunmaktadır. Böylece, model içerisindeki tüm 

hesaplama noktalarında doğrusal denklem takımı oluşturulmaktadır. Bir zaman adımı bu 

denklem takımını çözerek hesaplama yapılmaktadır. Elde edilmek istenen zamandaki 

çözüme ulaşılıncaya kadar bu süreç tekrarlanmaktadır. Hesaplama noktasının artışı, 

denklem sayısının artmasına sebep vermektedir. Açık yönteme karşılık bu kötü bir özellik 

gibi görünse de kapalı yöntemlerin kararlılık ve tutarlılık özellikleri bakımından iyi 

olduğundan dolayı kapalı yöntemi tercih sebebi yapmaktadır. Kapalı yöntemler, kararlılık 

sağlamak için hesaplama miktarında artış gibi bir bedel ödeyerek çözüme ulaşmayı 

amaçlamaktadır. Lineer olmayan bir denkleme uygulandığında yine lineer olmayan 

denklem sistemi verir [56,57]. 

 

Açık Yöntem ile Kapalı Yöntem Arasındaki Farklar 

 

1) Açık yöntemde bir tek bilinmeyen olduğundan bütün ağ noktalarında kolaylıkla 

hesaplanır. 

 

Kapalı yöntem birden fazla bilinmeyen içerdiğinden sonlu fark denkleminin ( 1)n +  

zaman adımındaki bütün ağ noktaları için yazılması gerekir. Böylece bilinmeyen sayısı 

kadar denklem elde edilip, eş zamanlı çözülerek sonuca ulaşılır. 

 

2) Açık yöntemde sayısal çözümün bir sonraki zaman adımındaki ( 1).n +  değeri, bir 

önceki zaman adımındaki ( ).n  verilmiş değerler yardımıyla bulunur. 

 Kapalı yöntemde ( 1).n +  adımındaki bilinmeyenleri bulmak için bir denklem sistemi 

karşımıza çıkar. Bu sistemi çözmek için ise iteratif ve direct yöntemlerden biri kullanılır. 

Daha açıklayıcı olması sebebiyle açık formül bilinmediğinden tüm grid noktalar üzerinde 

denklem yazılarak elde edilen denklem sistemi çözülerek yaklaşık çözüm elde edilir. 
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3) Açık yöntemler genelde koşullu kararlıdırlar. 

 

 Kapalı yöntemler ayrıklaştırılmış denklemlerin kararlılığı üzerinde büyük avantaj 

sağlamaktadır. Çünkü birçoğu koşulsuz kararlıdır. Böylece, zaman için daha büyük adım 

uzunlukları kullanılmasına izin verilir. 

  

4) Açık yöntemin uygulanması ve programlanması kolaydır. Dolayısıyla çözümü elde 

etmek daha kolaydır denebilir. 

 

 Kapalı yöntemin uygulanması ve programlanması daha komplekstir. ( )1 .n +  adımdaki 

bilinmeyenler için elde edilen sistemin çözümünde farklı yöntemler kullanılmalıdır. 

 

Tutarlılık 

 

Bir sonlu fark yaklaşımı ile elde edilmiş olan cebirsel denklem sistemi, denklemde yer 

almakta olan konumsal ve zamansal adım büyüklüklerinin sıfıra yaklaştığı bir limit 

durumunda orjinal kısmi türevli diferansiyel denklem sistemine denk ise o zaman söz 

konusu cebirsel denklem sisteminin orjinal kısmi türevli diferansiyel denklem sistemi ile 

tutarlı olduğu söylenebilir. 

 

Söz konusu cebirsel denklem sistemi ile elde edilecek olan yaklaşık sonucun, kısmi 

türevli diferansiyel denklem sisteminin gerçek sonucuna yaklaşması için tutarlılığın 

gerekli bir koşul olduğu açıktır. Bununla birlikte cebirsel denklem sisteminin, orjinal 

denklem sistemi ile tutarlı olması yakınsama için yeterli bir koşul olmamaktadır. 

 

Yakınsaklık  

 

Bir kısmi diferansiyel denklemin tam çözümü ( ),s t , nümerik çözümü de 
n

j  ile 

verilsin. Bu durumda;  

                       ( ), 0h  →  iken ( ) ( ), ,n

js t s t→  ve ( ), 0n

js t − →   
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oluyorsa sonlu farklar yöntemi yakınsaktır denir [58]. Yani, konum ve zaman adımları 

(h  ve )  küçültülerek sıfıra yaklaştırıldıklarında sonlu farklar yönteminin verdiği 

yaklaşık çözüm, kısmi türevli diferansiyel denklemlerin kesin çözümüne yaklaşıyorsa söz 

konusu yaklaşık çözümün yakınsak olduğu söylenebilir. 

 

Kısmi türevli diferansiyel denklemin kesin sonucu ile sonlu farklar yöntemi ile elde 

edilmekte olan sonucun arasındaki fark çözüm hatasını oluşturmaktadır. Bu hatanın 

miktarı konum adımı h  ve zaman adımı  ’ nun büyüklüğünden ve söz konusu cebirsel 

denklemler oluşturulurken orjinal diferansiyel denklemin türevlerini ifade eden sonlu fark 

terimlerinin ihmal edilmiş olanlarından kaynaklanmaktadır. 

 

Kararlılık  

 

Kararlılık özelliği, tutarlı bir nümerik yöntemin yakınsaklığı için gerekli bir özelliktir. 

Zamana bağlı diferansiyel problemlerinde, çözüm için uygulanan nümerik yöntem eğer 

yakınsak ise problemin tam çözümü sınırlıyken nümerik yöntemde sınırlı çözümler üretir. 

Kararlılık kavramının temelinde yatan esas budur. 

 

Kısmi türevli denklemlerin sonlu fark metodu ile sayısal çözümünde hesaplamanın her 

aşamasında hatalar ortaya çıkar. Eğer ortaya çıkan bu hatalar hesaplama ilerledikçe 

sınırsız olarak büyümüyor ise uygulama kararlıdır denir [59]. 

 

 

2.2.  Başlangıç Sınır Değer Problemi 

 

Bu bölümde sonlu fark yöntemini uygulayacağımız b.s.d.p. ni ifade edeceğiz. Bu problem 

aşağıdaki gibidir: 

   

( ) ( ) ( ) ( )
2

2

0 1 22
, ,  ,i a ia a x v x ia g x t x t

t x x

  
   

  
+ + − + + = 

  
  (0.69) 

 ( ) ( ),0 ,  x x x I =    (0.70) 
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 ( ) ( ) ( )0, , 0,  0, .t l t t T = =    (0.71) 

 

Burada ( ),x t =  dalga fonksiyonu, ( )0,I T =    ( ) 0 1 21  ,  = 0,   , , 0i I l a a a= −    

verilen reel sayılar; ( )a x  ve ( )v x  ise sırasıyla 

 ( ) 0 0hemen hemen her ( )  için 0   ,  0,hhh x I a x sbt    =    (0.72) 

 ( ) 0( ),    için v L I hhh x I v x b     (0.73) 

şartlarını sağlar. Burada  0 0b   verilen sayıdır. Ayrıca   ve g   

 ( ) ( )
0

2 0,1

2 2    ve    g     W I W     

biçiminde verilen fonksiyonlardır.  

 

Öncelikle (2.69)-(2.71) probleminin çözümünü tanımlayalım. 

 

Tanım 2.2.1.  (2.69)-(2.71) probleminin çözümü 

    ( )( )
0

0 2 1

0 2 20, , ( ) 0, ,  B C T W I C T L I
 

=  
 

 uzayına ait olan ve hhh x I  ve herhangi 

 0,t T  için (2.69) denklemini,  hhh x I  için (2.70) şartını ve ( ) 0,hhh t T  için (2.71) 

şartını sağlayan bir ( ),x t =  fonksiyonudur [36]. 

 

(2.69)-(2.71) b.s.d.p. nin çözümü için [36] çalışmasından aşağıdaki teoremi kolaylıkla 

yazabiliriz: 

 

Teorem 2.2.1.  ( )a x ve ( )v x  fonksiyonları sırasıyla (2.72)-(2.73) şartlarını sağlasın ve 

( )
0

2 0,1

2 2( ) , gW I W    verilen fonksiyonlar olsun. Bu durumda (2.69)-(2.71) 

probleminin 0B  uzayına ait olan tek çözümü vardır ve bu çözüm  0,t T   için 

 ( )
( )

( )
( )

00
02 0,12

2 122
2

2

3

0 ( )( )
( )

.,
.,

W I WW I
W I

L I

t
t c g

t


  



  
+  + + 

  
  (0.74) 
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değerlendirmesini sağlar. Burada 
0 0c  ,  ,   ve  g t ’ ye bağlı olmayan bir sabittir. 
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3. BULGULAR 

 

3.1. Başlangıç Sınır Değer Probleminin Ayrıklaştırılması 

 

Bu bölümde (2.69)-(2.71) probleminin sonlu fark  aynısı yazılır. Bunun için öncelikle 

çözüm bölgesi yani  [0, ] 0,l T =   bölgesi aşağıdaki gibi kafeslere bölünür: 

 

 
1 1,     =1, 1,     0,     

2 2 2
j M

h h h
x jh j M x x l−= − − − = + =   

 ,     0, ,     ,     
1

n

l T
t n n N h

M N
 = = = =

−
  

 ,  ,  ,  ,  1.k k k kM M N N h h k         

 

Burada h  ve   sırasıyla konum ve zamanın adım uzunluğudur. 

 

Bu çalışmada kullanacağımız notasyonlar aşağıdaki gibidir: 

 

1 1

1 1 1

2

,     

2
,     .

jn jn jn j n

t jn x jn

j n jn j n jn j n

x jn xx jn

h

h h

   
   



    
   

− −

+ + −

− −
= =

− − +
= =

 

 

( ) 0 1 2: , , ,...,h MV v v v v v v= =  olmak üzere herhangi , hu v V  için iç çarpım  

 ( )
1

1

,
M

j j

j

u v h u v
−

=

=    

olarak tanımlanır. Ayrıca v ’ nin ayrık normları 
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2

1

1

1 1

1
2

1

max

p

M
p

p
jL

j

jL j M

M

x x jL
j

v h v

v v

v h v 



−

=

  −

−

=

=

=

=





  

  

olarak tanımlansın. Böylece (2.69)-(2.71) probleminin fark şeması 

  

2

0 1 2 ,  1, 1,  1,t jn xx jn x jn j jn j jn jn jn jni a ia a v ia g j M n N         + + − + + = = − =   (3.1) 

 0 ,     =0,j j j M =   (3.2) 

 0 0,     1,Mn n n N = = =   (3.3) 

biçiminde yazılır. Burada  , , ,j j jn ja g v  ağ fonksiyonları  

 

( )

( )

1

2

2

2

0

2

2

2

2

2

1
( ) ,     1, 1

1
( ) ,     1, 1,     0

1
, ,     1, 1,     1,

1
,     1, 1

j

j

j

j

j
n

n
j

j

j

h
x

j

h
x

h
x

j M

h
x

h
x

t

jn

ht
x

h
x

j

h
x

a a x dx j M
h

x dx j M
h

g g x t dxdt j M n N
h

v v x dx j M
h

   


−

+

−

+

−

+

−

+

−

= = −

= = − = =

= = − =

= = −





 



  

olarak tanımlanır. Ayrıca (2.72) ve (2.73) şartlarından 

 00 ,     1, 1ja j M  = −   (3.4) 

 
00 ,     1, 1jv b j M  = −   (3.5) 
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yazılır.   

3.2. Fark Şemasının Kararlılığı 

 

Teorem 3.2.1. ( )a x  ve ( )v x  fonksiyonları sırasıyla (2.72)-(2.73) şartlarını sağlasın ve 

( ) ( )
0

2 0,1

2 2,     gW I W    olsun. Bu durumda (3.1)-(3.3) fark şemasının çözümü olan 

jn  fonksiyonu   1,2,...,m N   için 

 

 

1 1 1
2 2 2 2

0 0 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1
2 4 4 2

2
1 1 2 0

1 1 1 1 1 1

1 1
2 2

1

1 1 1

2

2 4
2

M M m M m M

jm x jm x jn x jn jn jn

j j n j n j

m M m M M M

jn j n jn j x j

n j n j j j

M N M

j jn t

j n j

h a h a h h

a h
a a h a h

c h h g h

        

       

   

− − −

− −

= = = = = =

− − − −

−

= = = = = =

− −

= = =

+ + − + − +

− +  + +

+ +

   

   

 
1 1

2

1 1

m M

jn

n j

g
− −

= =

 
 
 



 (3.6) 

değerlendirmesini sağlar. Buradaki 1 0c   sabiti, ,h   ve m ’den bağımsızdırlar. 

  

İspat :  (3.1)-(3.3) şeması 

 

1 1 1 1

0 1

1 1 1 1

1 1 1
2

2

1 1 1

,  1,

M M M M

t jn jk xx jn jn x jn jn j jn jn

j j j j

M M M

j jn jn jn jn jn jn jn

j j j

ih ha iha h a

h v iha h g n N

          

     

− − − −

= = = =

− − −

= = =

+ + − +

+ = =

   

  
  (3.7)   

toplam özdeşliğine denktir. (3.7) deki jn  fonksiyonu ( ) ,j n k
x t  ağlar dizisinde tanımlı, 

1,n N=  için 0 0n Mn = =  şartlarını sağlayan herhangi jn  ağ fonksiyonunun kompleks 

eşleniğidir. (3.7) de jn  fonksiyonunun yerine jn  ağ fonksiyonunu alırsak 

 

1 1 1 1
2

0 1

1 1 1 1

1 1 1
2 4

2

1 1 1

,  1,

M M M M

t jn jn xx jn jn x jn jn j jn

j j j j

M M M

j jn jn jn jn

j j j

ih a h ia h h a

h v ia h h g n N

             

     

− − − −

= = = =

− − −

= = =

+ + − +

+ = =

   

  
  (3.8)   
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yazılır. Bu eşitliğin sol tarafındaki ikinci terime kısmi toplam formülünü uygulayalım. 

Bunun için öncelikle aşağıdaki Lemmayı ifade ve ispat edelim: 

 

Lemma3.2.1. (Kısmi Toplam Formülü) Herhangi iki 

( ) 0 1 0, : , ,..., ,    0h M Mu v V v v v v v v v = = = =  ağ fonksiyonları için 

 ( ) ( )( )
1

1 1

M M

xx j j x j x j

j j

h u v h u v  
−

= =

= −   

dır.  

  

İspat :    ( ) ( )
1 1

1 1

M M

xx j j x x j j

j j

h u v h u v  
− −

= =

=   olmak üzere ( )x j ju F =  olsun. Bu durumda 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

1 1 1 1
1

1

1 1 1 1

1 1 1 2 2 2 1 1

1 1 1 1 2 2 2 2 1 1 1

1 0 1 0

1 1

...

...

M M M M
j j

xx j j x j j j j j j

j j j j

M M M M M M

M M M M M M M M

M M M M

M M M M M M M

F F
h u v h F v h v F F v

h

F F v F F v F F v

F v F v F v F v F v Fv

F v F v Fv Fv

F v F v F v F

 
− − − −

+

+

= = = =

− − − − −

− − − − − − −

− −

− 
= = = − 

 

= − + − + + −

= − + − + + − +

− + −

= − − −

   

( )

( ) ( )

1 1 2

2 2 2 1 1 1 1 0 1 0...

M M Mv F v

F v F v Fv Fv Fv

− − −− −

− − − − −

      

olup eşitliğin her iki tarafını h ’a bölersek 

 

( ) ( )

( ) ( )

( )

1
1 1 2

1

1

2 1 1 0 1
2 1 0

1 1
1

1 1 1 1 1

1

...

M
M M M M

xx j j M M M M

j

M M M M M
j j

xx j j j xx j j j x j x j x j

j j j j j

v v v v
u v v F F F

h h h

v v v v F
F F v

h h h

v v
u v F h u v h F v h u v

h



    

−
− − −

−

=

− −
−

= = = = =

− −
= − − −

− −
− − −



−
= −  = − = −



    

     

bulunur. Böylece lemma ispatlanmış olur. 

 

Lemma 3.2.1. i (3.8) de dikkate alırsak 1,n N=  için  
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1 1 1 1
2 2

0 1

1 1 1 1

1 1 1
2 4

2

1 1 1

M M M M

t jn jn x jn x jn jn j jn

j j j j

M M M

j jn jn jn jn

j j j

ih a h ia h h a

h v ia h h g

            

     

− − − −

= = = =

− − −

= = =

− + − +

+ =

   

  
  (3.9)   

elde edilir. (3.9) eşitliğinden eşleniğini çıkarırsak 

 

( ) ( )

( )

1 1

1

1 1

1 1
4

2

1 1

2 2

M M

t jn jn t jn jn x jn jn x jn jn

j j

M M

jn jn jn

j j

ih ia h

ia h ih Im g

             

   

− −

= =

− −

= =

+ + + +

=

 

 
  (3.10)  

olup buradan  

 

( ) ( )

( )

1 1

1

1 1

1 1
4

2

1 1

2 2 ,  1,

M M

t jn jn t jn jn x jn jn x jn jn

j j

M M

jn jn jn

j j

h a h

a h h Im g n N

             

   

− −

= =

− −

= =

+ + + +

= =

 

 
  (3.11)   

yazılır.  

 

( )
( ) ( )

( ) ( )

( )

1 1

1 1

2 2 2 2

1 1 1 1

2 2

1 1 1 1 1

2 2

1 1

=

jn jn jn jn

t jn jn t jn jn jn jn

jn jn jn jn jn jn

jn jn jn jn jn jn jn jn

jn jn jn jn jn jn jn jn jn jn

jn jn jn jn jn jn

   
         

 

     

       

         

     

− −

− −

− − − −

− − − − −

− −

 − −
 + = +
 
 

− + −

= − + − − +

= − − + − +

= − + − − ( )

( )( )

1 1

2 2

1 1 1

2 2 2

1 1

jn jn

jn jn jn jn jn jn

jn jn jn jn

 

     

   

− −

− − −

− −

−

= − + − −

= − + −

   

      

olduğundan 

 ( )
2 2 2

1 1t jn jn t jn jn jn jn jn jn          − −+ = − + −   (3.12)  

elde edilir. Benzer şekilde 
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( )
( ) ( )

( ) ( )

( )

1 1

1 1

2 2 2 2

1 1 1 1

2 2

1 1 1 1 1

2 2

1 1

jn j n jn j n

x jn jn x jn jn jn jn

jn j n jn jn j n jn

jn j n jn jn j n jn j n j n

jn j n j n jn jn jn j n jn j n j n

jn j n jn jn j n j

h h
h h

   
       

     

       

         

     

− −

− −

− − − −

− − − − −

− − −

 − −
 + = +
 
 

= − + −

= − + − − +

= − − + − +

= − + − − ( )

( )( )

1 1

2 2

1 1 1

2 2 2

1 1

n jn j n

jn j n jn j n jn j n

jn j n jn j n

 

     

   

−

− − −

− −

−

= − + − −

= − + −

  

       

olup  

 ( )
2 2 2

1 1x jn jn x jn jn jn j n jn j nh          − −+ = − + −   (3.13)  

eşitliği elde edilir. Böylece (3.12) ve (3.13) eşitlikleri (3.11)’de kullanılırsa 

 

( ) ( )

( )

1 1
2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1

1 1

1 1
4

2

1 1

2 2 ,  1,

M M

jn jn jn jn jn j n jn j n

j j

M M

jn jn jn

j j

h a

a h h Im g n N

        

   

− −

− − − −

= =

− −

= =

− + − + − + −

= =

 

 
  (3.14)    

elde edilir. (3.14) deki bütün eşitlikleri n  üzerinden 1  ’den m N ’ye kadar toplayalım. 

Böylece aşağıdaki eşitlik yazılır: 

( ) ( )

( )

1 1 1
2 2 2 2 2

1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1
2 4

1 1 2

1 1 1 1 1 1

2 2 .

m M m M m M

jn jn jn jn jn j n

n j n j n j

m M m M m M

jn j n jn jn jn

n j n j n j

h h a

a a h h Im g

      

      

− − −

− − −

= = = = = =

− − −

−

= = = = = =

− + − + − +

− + =

  

  
  (3.15)   

Ayrıca 

 

( ) (

) ( )

1 1
2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 0 2 1 3 2

1 1 1

1
2 2 2 2

1 0

1

                                     +...

m M M

jn jn j j j j j j

n j j

M

jm jm jm j

j

       

   

− −

−

= = =

−

−

=

− = − + − + − +

+ − = −

 


   

 ve  
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( ) (

) ( )

1
2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 0 2 1 3 2

1 1 1

2 2 2 2

1 2 1 0

1

                                 +...

m M m

jn j n n n n n n n

n j n

m

M n M n M n n

n

       

   

−

−

= = =

− − −

=

− = − + − + − +

+ − = −

 


 

olduğundan burada (3.2) ve (3.3) şartlarını kullanırsak 

 ( )
1 1 1

2 2 2 2

1

1 1 1 1

m M M M

jn jn jm j

n j j j

   
− − −

−

= = = =

− = −     (3.16) 

 ( )
1

2 2 2

1 1

1 1 1

m M m

jn j n M n

n j n

  
−

− −

= = =

− =    (3.17) 

yazılır. (3.16) ve (3.17) yi (3.15)’ de dikkate alırsak 

 

( )

1 1 1
2 2 22

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1
4 2

2

1 1 1 1 1

2 2

M m M m m M

jm jn jn M n jn j n

j n j n n j

m M M m M

jn j jn jn

n j j n j

h h a a

a h h h Im g

       

    

− − −

− − −

= = = = = =

− − −

= = = = =

+ − + + − +

= +

   

  
  

olup buradan 

1 1 1
2 2 22

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1
4 2

2

1 1 1 1 1

2 2

M m M m m M

jm jn jn M n jn j n

j n j n n j

m M M m M

jn j jn jn

n j j n j

h h a a

a h h h g

       

    

− − −

− − −

= = = = = =

− − −

= = = = =

+ − + + − +

 +

   

  
  (3.18) 

eşitsizliği elde edilir. (3.18) in sağ tarafındaki ikinci toplamın .m  terimini ayıralım ve 

ayırdığımız bu terime  − Cauchy eşitsizliğini uygularsak aşağıdaki eşitlik elde edilir: 

1 1 1
2 2 22

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1
4 2 2 2

2

1 1 1 1 1 1 1

2 2 .

M m M m m M

jm jn jn M n jn j n

j n j n n j

m M M m M M M

jn j jn jn jm jm

n j j n j j j

h h a a

h
a h h h g h g

       


       



− − −

− − −

= = = = = =

− − − − − −

= = = = = = =

+ − + + − +

 + + +

   

    
  (3.19)   

(3.19) da 2 =  olarak alınır ve Young eşitsizliği uygulanırsa 
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1 1 1
2 2 22

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1
4 2 2 2 2

2

1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2

4 2 4 2 2

M m M m m M

jm jn jn M n jn j n

j n j n n j

m M m M M m M M

jn jn jm jn j

n j n j j n j j

h h a a

a h h g T h g h h

       

      

− − −

− − −

= = = = = =

− − − − − − −

= = = = = = = =

+ − + + − +

 + + +

   

    
    

olup yukarıdaki eşitsizliğin sağ taraftaki ilk iki terimi birleştirip sonra m N ’ ye 

büyültürsek; 

 

 

1 1
2 2 2

1 1 1

1 1 1 1

1 1 1
2 4 2

1 1 2

1 1 1 1 1 1

1 1 1
2 2

1 1 1

 2 2

2 4 4

2 2 , 1,2,...,

M m M m

jm jn jn M n

j n j n

m M m M N M

jn j n jn jn

n j n j n j

m M M

jn j

n j j

h h a

a a h Th g

h h m N

    

     

  

− −

− −

= = = =

− − −

−

= = = = = =

− − −

= = =

+ − + +

− +  +

+  

  

  

 

  (3.20)  

eşitsizliği elde edilir. (3.20) nin sol tarafındaki bütün terimler pozitif olduğundan, 

 
1 1 1 1 1

2 2 2 2

1 1 1 1 1 1

4 2 2 ,  1,2,...,
M N M m M M

jm jn jn j

j n j n j j

h Th g h h m N    
− − − − −

= = = = = =

 + +        (3.21)  

yazılır. Bu eşitsizlikte Gronwall lemmasının diskrit aynısını [32] kullanırsak; 

  
1 1 1

2 2 2

2

1 1 1 1

,     1, 2,...,
M M N M

jm j jn

j j n j

h c h h g m N  
− − −

= = = =

 
 +   

 
     (3.22)  

olur. (3.20) nin sol tarafındaki bütün terimlerin pozitif olduğunu dikkate alarak (3.22)’yi 

(3.20)’de yerine yazarsak 

 

 

 

1 1 1
2 2 2

1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1
4 2 2

2 3

1 1 1 1 1

2 2

4 ,  1,2,...,

M m M m M

jm jn jn jn j n

j n j n j

m M M N M

jn j jn

n j j n j

h h a

a h c h h g m N

     

   

− − −

− −

= = = = =

− − −

= = = = =

+ − + − +

 
 +   

 

  

  

  (3.23)   

değerlendirmesini elde ederiz. 
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Şimdi x jn   fonksiyonunu değerlendirelim. Bunun için (3.7) toplam özdeşliğinin sol 

tarafındaki ikinci terime kısmi toplam formülünü uygulayarak jn fonksiyonunun yerine 

t jn   alalım. Bu durumda aşağıdaki özdeşlik elde edilir: 

( )
1 1 1

2

0 1

1 1 1 1

1 1 1
2

2

1 1 1

,  1, .

M M M M

t jn x jn x t jn x jn t jn j jn t jn

j j j j

M M M

j jn t jn jn jn t jn jn t jn

j j j

ih a h ia h h a

h v ia h h g n N

                 

           

− − −

= = = =

− − −

= = =

− + − +

+ = =

   

  
  (3.24)   

(3.24) ile eşleniğini toplarsak 

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1

0 1

1 1

1 1

1 1

1 1
2

2

1 1

M M

x jn x t jn x jn x t jn x jn t jn x jn t jn

j j

M M

j jn t jn jn t jn j jn t jn jn t jn

j j

M M

jn jn t jn jn t jn jn t jn jn t jn

j j

a h ia h

h a h v

ia h h g g

                   

             

            

−

= =

− −

= =

− −

= =

− + + − −

+ + + +

− = +

 

 

 

  (3.25)    

yazılır.  (3.25) de 

 
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

2 2 2

1 1 ,

x jn x t jn x jn x t jn x jn t x jn x jn t x jn

x jn x jn x jn x jn

                     

       − −

+ = +

= − + −
  

 

 

( )

( )

( )

1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

jn j n jn jn jn j n jn jn

x jn t jn x jn t jn

jn jn jn j n j n jn jn jn jn j n jn j n

jn jn jn jn j n jn jn j n jn

h h
h h

       
         

 

           

         

− − − −

− − − − − − − −

− − − − − −

   − − − −   
− = −         

      

= − − + + + −

= − − − + −( )( )

( ) ( )( )( )1 1 12 2 ,

jn

jn jn j n jn jniIm iIm    − − −= + −

    

 

( )
( ) ( )

( ) ( )

2 2 1 1

2 2

1 1 12

jn jn jn jn

jn jn t jn jn t jn jn jn jn

jn jn

jn jn jn jn jn jniIm

   
         

 

 
     

 

− −

− − −

 − −
 − = −
 
 

= − =

    



38 

 

ve (3.12) eşitliğini kullanırsak 

 

( ) ( )( )( )

( )

2 2 2

0 1 1

1

1

1 1 1 1

1

1
2 2 2

1 1

1

1
2 2 2

1 1

1

1
2

2 1

1

2

2 2 Re

M

x jn x jn x jn x jn

j

M

jn jn j n jn jn

j

M

j jn jn jn jn

j

M

j jn jn jn jn

j

M

jn jn jn jn t j

j

a h

a Im Im

h a

h v

a h Im h g

       

    

   

   

     

− −

=

−

− − −

=

−

− −

=

−

− −

=

−

−

=

 − − + − −
  

+ − −

 − + − +
  

 − + − −
  

=









 ( )
1

1

,  1,
M

n

j

n N
−

=

=

  (3.26) 

  

elde edilir. (3.26) daki bütün bağıntıları n  indisi üzerinden 1’den m N ’ye kadar 

toplayalım. Bu durumda   

 

( ) ( )( )

2 2 2

0 1 0 1

1 1 1 1

1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1

1 1
2 2 2

1 1

1 1 1 1

1
2

1 1

2 2

m M m M

x jn x jn x jn x jn

n j n j

m M m M

jn jn j n jn jn

n j n j

m M m M

j jn jn j jn jn

n j n j

m M

j jn

n j

a h a h

a Im a Im

h a h a

h v

       

    

   



− −

= = = =

− −

− − −

= = = =

− −

− −

= = = =

−

= =

 − + − +
  

+ − +

 − + − −
  

−

 

 

 



( ) ( )

1
2 2

1 1

1 1

1 1
2

2 1

1 1 1 1

2 2 Re

m M

jn j jn jn

n j

m M m M

jn jn jn jn t jn

n j n j

h v

a h Im h g

  

     

−

− −

= =

− −

−

= = = =

  − − +
  

= −



 

  (3.27)     

elde edilir. (3.27)’deki gerekli işlemler yapılırsa ve (3.2) şartı kullanılırsa 

 

( ) ( )( )

( )

2 2 2

0 0 0 1

1 1 1 1

1 1 1
2

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1
2 2 2

1 2 1

1 1 1 1 1

2 2

2

M M m M

x jm x j x jn x jn

j j n j

m M m M M

jn jn j n jn jn j jm

n j n j j

M m M m M

j j j jn jn jn jn jn

j n j n j

a h a h a h

a Im a Im h a

h a h a a h Im

       

     

     

−

= = = =

− − −

− − −

= = = = =

− − −

− −

= = = = =

− + − +

+ + − +

− + − +

  

  

  

( ) ( )
1 1 1

2 2 2

1

1 1 1 1 1

2 Re
m M M m M

jn t jn j jm j j jn jn

n j j n j

h g h v h v      
− − −

−

= = = = =

= − + − + −



  
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olup 

 

( )

( )( )

( )

( )

1
2 2

0 0 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1
2

1 1 1

1 1 1

1 1
2 2

1 2 1

1 1 1 1

1

1 1

2

2

2

2 Re

M m M m M

x jm x jn x jn jn jn

j n j n j

m M M

j n jn jn j jm

n j j

m M m M

j jn jn jn jn jn

n j n j

m M

jn t jn

n j

a h a h a Im

a Im h a

h a a h Im

h g

       

   

    

  

−

− −

= = = = =

− −

− −

= = =

− −

− −

= = = =

−

= =

+ − + +

− + +

− +

= − +

  

 

 


1

2 2

0

1 1

1 1 1
2 2 2

1

1 1 1 1

M M

x j j j

j j

M M m M

j jm j j j jn jn

j j n j

a h h a

h v h v h v

  

   

−

= =

− − −

−

= = = =

+ +

− + −

 

  

  (3.28)     

eşitliği elde edilir. (3.28) in sağ tarafında bulunan ilk toplama kısmi toplam formülünü 

uygularsak 

 

( )

( )( )

( )

( )

1
2 2

0 0 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1
2

1 1 1

1 1 1

1 1
2 2

1 2 1

1 1 1 1

1 1

1 1

2

2

2

2 Re

M m M m M

x jm x jn x jn jn jn

j n j n j

m M M

j n jn jn j jm

n j j

m M m M

j jn jn jn jn jn

n j n j

m M

t jn jn

n j

a h a h a Im

a Im h a

h a a h Im

h g

       

   

    

  

−

− −

= = = = =

− −

− −

= = =

− −

− −

= = = =

− −

= =

+ − = − −

− − −

− − +

  

 

 

 ( ) ( )
1 1

2

1 0 0

1 1 1

1 1 1 1
2 2 2 2

1

1 1 1 1 1

2 Re 2 Re
M M M

jm jm j j x j

j j j

M M M m M

j j j jm j j j jn jn

j j j n j

h g h g a h

h a h v h v h v

   

    

− −

= = =

− − − −

−

= = = = =

− + + +

+ − + −

   

   

  

eşitliği elde edilir. Yukarıdaki eşitliğin sol tarafındaki terimlerin pozitif olduğunu dikkate 

alarak her iki tarafın mutlak değerini alıp, (3.4) ve (3.5) şartlarını kullanarak Young 

eşitsizliğini uygularsak 
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( )

( )

1
2 2 2 2

0 0 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1
2 2 2 2

1 1 1 0 0 1

1 1 1 1 1

1 1
4 2 2 2

2 2 1 0

1 1 1 1 1

M m M m M

x jm x jn x jn jn jn

j n j n j

m M M m M

j n jn jn jm jn jn

n j j n j

m M m M M

jn jn jn jm

n j n j j

a h a h a

a h h

a h a h hb

       

       

   

−

− −

= = = = =

− − −

− − −

= = = = =

− −

−

= = = = =

+ −  + +

+ + − + + − +

+ +

  

  

 
1 1

2

0

1

1 1 1 1 1
2 2 2 2

0 0

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1
2 2 2 2 2

1 0 1

1 1 1 1 1 1

.

M

j

j

M M m M m M

x j j t jn jn

j j n j n j

M M M M m M

jm jm j j jn jn

j j j j n j

hb

a h h h g h

h g h h g h hb



       

   

− −

=

− − − − −

= = = = = =

− − − − −

−

= = = = = =

+ +

+ + + +

+ + + + −

 

   

    

  (3.29) 

 

eşitsizliği elde edilir. (3.29) da  

 

1 1 1
4 2 2 4

2 2 1 2

1 1 1 1 1 1

1 1
4 42 2

1

1 1 1 1

1 1
4 42

2 1

1 1 1 1

1 1 1
4 4

2
2

1 1 1 0

2 2

3

2 2

3

2 2

m M m M m M

jn jn jn jn

n j n j n j

m M m M

jn jn

n j n j

m M m M

jn jn

n j n j

m M M m

jn jn

n j j n

a h a h a h

a h a h

a h
a h

a h
a h

   

 

 

 

− − −

−

= = = = = =

− −

−

= = = =

− −

−

= = = =

− − −

= = = =

+ 

+ +

= +

= +

=

  

 

 

 

1 1 1 1
4 4 4

2 2
2 0

1 1 1 1 1

1 1 1 1
4 4 4

2 2
2

1 1 1 1 1

3

2 2 2

3
,

2 2 2

m M M m M

jn jn j

n j j n j

m M M m M

jn jn j

n j j n j

a h a h
a h

a h a h
a h

  

  

− − − −

= = = = =

− − − −

= = = = =

+ +

= + +

  

  

  

 

 
1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

1 0

1 1 1 0 1 1 1 1 1 1

M m M m M m M M m M

jn jn jn j jn j

j n j n j n j j n j

     
− − − − − − − − −

−

= = = = = = = = = =

= = + = +        

ve  

 ( )
1 1 1

2 2 22 2 2 2

1 0 1 2 1

1 1 1 1 0 1 1

...
m M m m M m M

j n n n n M n jn jn

n j n n j n j

      
− − −

− −

= = = = = = =

= + + + + = =      

olduğunu dikkate alırsak  
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1 1 1
2 2 2 2

0 0 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1
2 2 2 2

1 1 1 1 0

1 1 1 1 1 1

1 1
2 4

0 1 2

1 1 1 1

3

2

M m M m M M m

x jm x jn x jn jn jn

j n j n j j n

M m M m M M

j jn jn jn jm

j n j n j j

m M M

jn jn jn

n j n j

a h a h a a

a a a h

h a h

       

     

   

− − −

−

= = = = = = =

− − − −

−

= = = = = =

− −

−

= = = =

+ −  + +

+ + − + +

− +

   

   

 
1 1 1

4 4
2 2

1 1 1

1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2

0 0 0 0

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2

1 0

1 1 1 1 1 1

2 2

m M m M

jn j

j n j

M M M M m M

x j j jm j t jn

j j j j n j

m M M M M M

jn jm jm j j j

n j j j j j

a h a h

a h h hb hb h g

h h g h h g h hb

 

       

    

− − −

= = =

− − − − − −

= = = = = =

− − − − − −

= = = = = =

+ + +

+ + + + +

+ + + + +

  

    

    
1

2

1

1 1

m M

n jn

n j


−

−

= =

−

  

olup, buradan  

 

( )

( ) ( )

1
2 2 2

0 0 1 1 0 0

1 1 1 1

1 1
2 2

0 0 1 1 0 0 1

1 1 1

1 1 1 1 1
2 4 4 4

2 2
1 2

1 1 1 1 1 1

2

3
3

2 2 2

M m M M

x jm x jn x jn j

j n j j

M m M

jm jn jn

j n j

m M m M M m

jn jn jn j

n j n j j n j

a h a h a h hb h

h hb h a a hb h

a h a h
a a h

       

    

   

−

−

= = = =

− −

−

= = =

− − − − −

= = = = = = =

+ −  + + + +

+ + + + + + − +

+ + +

  

 

  
1

1

1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2

0 1

1 1 1 1 1 1 1

M

M m M m M M M

x j t jn jn jm j

j n j n j j j

a h h g h h g h g     

−

− − − − − − −

= = = = = = =

+

+ + + +



    

  (3.30) 

eşitsizliği yazılır.  

 

Şimdi, (3.30) daki  
1

2

1

M

jm

j

h g
−

=

  terimi için aşağıdaki lemmayı ifade ve ispat edelim. 

 

Lemma 3.2.2. : Herhangi  1,2,...,m N  için   

 
1 1 1 1

2 2 2

1 1 1 1 1

1
2

M N M N M

jm t jn jn

j n j n j

h g h g h g
T

  
− − − −

= = = = =

  
 + +  
  

     (3.31) 

eşitsizliği geçerlidir. Burada 0,T N=   verilen bir sabittir. 

 

İspat: 
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( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1
2 2 2 2

1 1

1

1 1 2 1 2 1 2 1 1

1 2 2 2 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

...

...

m

m n n

n

m m m m m m m m m

m m m

m m m m

n n n n n n t n n t n n

n n n n

g g g g

g g g g g g g g g g g g

g g g g g g

g g g g g g g g g g   

−

+

=

− − − − − −

− − −

− − − −

+ + + +

= = = =

− = −

= − + − + + − + − +

− + + −

= − + − = + 



   

  

 

1 1 1 1
2 2 2 2

1
2

1 1
2 2

1 1

1 1

1 1
2 2

1 1

1 1

1 1 1 1
2 2 2 2 2

1 1

1 1 1 1

1
2 2 2

1 1

1

m m

m t n n t n n

n n

m m

m t n n t n n

n n

m m m m

t n n t n n

n n n n

m

t n n

n n

g g g g g g

g g g g g g

g g g g g

g g g

   

   

     

  

− −

+

= =

− −

+

= =

− − − −

+

= = = =

−

+

=

= + + 

 + +

       
 + +       

       

 
= +  

 

 

 

   


1 1

2 2

1 1 1
2 2 2

1 1 1
2 2 2

1 1
2

1 1

1 1
2 2 2 2

1

1 2 1

1
2 2 2 2

1

1 1 1

1
2 2

1

1

m m

n

n

m m m

t n n n

n n n

m m m

t n n n

n n n

N

t n

n

g

g g g g

g g g g

g g



   

   

 

− −

= =

− −

= = =

−

= = =

−

=

    
+    

     

      
= + +      

       

      
 + +      

       

 +

 

  

  


1 1

2 2

2

1

2
N

n

n

g
=

    
    

     
   

 

olduğundan buradan 

 
1

2 2 2 2

1

1 1

N N

m t n n

n n

g g g g  
−

= =

 + +    (3.32) 

yazılır. Ayrıca 
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1 1
2 2 2

1 1

1 1

1 1
2 2

1 1

1 1

1
2 2 2 2

1

1 1

1
2 2 2 2

1

1 1 1 1 1

m m

m t n n t n n

n n

m m

m t n n t n n

n n

N N

t n n m

n n

N N N N N

t n n m

m m k n m

g g g g g g

g g g g g g

g g g g

g g g g

   

   

  

     

− −

+

= =

− −

+

= =

−

= =

−

= = = = =

 
= − + 

 

 + +

 
 + +  
 

 
 + + 

 

 

 

 

    

   

olup burada 
1

N

m

N T 
=

= =   olduğunu dikkate alırsak 

 

1
2 2 2 2

1

1 1 1

1
2 2 2 2

1

1 1 1

1
2 2

1 1

1

1
      1

N N N

t n n m

n n m

N N N

t n n m

n n m

N N

n t n

n n

T g T g g g

g g g g
T

g g
T

  

   

  

−

= = =

−

= = =

−

= =

 
 + + 

 

 + +

 
= + + 
 

  

  

 

  (3.33)  

yazılır. (3.33)’ü (3.32)’de  kullanırsak 

 

1
2 2 2 2

1

1 1

1 1
2 2 2 2 2

1 1 1 1

1 1
2 2 2 2

1 1 1 1

        

1
        1

1 1
2 2 2

N N

m t n n

n n

N N N N

m n t n t n n

n n n n

N N N N

n t n n t n

n n n n

g g g g

g g g g g
T

g g g g
T T

  

     

     

−

= =

− −

= = = =

− −

= = = =

 + +

 
 + + + + 
 

    
= + +  + +    
    

 

   

   

    

olup sonuçta 

 
1

2 2 2

1 1

1
2

N N

m t n n

n n

g g g
T

  
−

= =

  
 + +  
  

    (3.34)  

bulunur. Burada her iki taraf j  üzerinden 1’den 1M − ’e toplanır ve h  ile çarpılırsa; 

 
1 1 1 1

2 2 2

1 1 1 1 1

1
2 ,  1,2,...,

M M N M N

jm t jn jn

j j n j n

h g h g h g m N
T

  
− − − −

= = = = =

  
 + +    
  

      

elde edilir.  Böylece ispat tamamlanır. 
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Şimdi (3.30) eşitsizliğinde Lemma 3.2.2’yi ve (3.23) değerlendirmesini kullanalım. 

Böylece  

 

1 1
2 2 2

0 0 1 4

1 1 1 1

1 1 1 1 1
2 2 4 2

2
5 0

1 1 1 1 1 12

M m M M

x jm x jn x jn j

j n j j

m M M N M M

t jn jn j x j

n j j n j j

a h a h c

a h
c h g h g a h

      

     

− −

−

= = = =

− − − − −

= = = = = =

+ −  +

 
+ + + 

 

  

   

  (3.35) 

değerlendirmesini elde ederiz. (3.35) ile (3.23) değerlendirmelerini birleştirirsek  

 

1 1 1
2 2 2 2

0 0 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1
2 4 4 2

2
1 1 2 0

1 1 1 1 1 1

1 1
2 2

6

1 1 1

2

2 4
2

M M m M m M

jm x jm x jn x jn jn jn

j j n j n j

m M m M M M

jn j n jn j x j

n j n j j j

M N M

j jn t

j n j

h a h a h h

a h
a a h a h

c h h g h

        

       

   

− − −

− −

= = = = = =

− − − −

−

= = = = = =

− −

= = =

+ + − + − +

− +  + +

+ +

   

   

   
1 1

2

1 1

,  1,2,...,
m M

jn

n j

g m N
− −

= =

 
  

 


 (3.36) 

elde edilir. Buradaki 
6 0c  , h ,  ve m ’den bağımsızdırlar. 

 

Böylece Teorem 3.2.1 ispat edildi. 

 

Bu teoremi kullanarak fark şemasının sağ tarafa ve başlangıç şartına göre kararlı 

olduğunu kolaylıkla gösterebiliriz. 

     

3.3. Fark Şemasının Hatası  

 

Bu bölümde fark şemasının hatası için bir bağıntı elde etmeye çalışacağız. Bunun için, 

ilk olarak jn  fonksiyonunu, ( ),j nx t  noktasında ( ),x t  fonksiyonunun tam çözümü 

olmak üzere 

 ( )
1

2

2

1
, ,     1, 1 ,    1,

j
n

n
j

h
x

t

jn

ht
x

x t dxdt j M n N
h

 


−

+

−

= = − =    (3.37)  

 0 0,     0,  ,    0 ,    1,j j n Mnj M n N   = = = = =   (3.38)  
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olarak tanımlayalım ve  

     jn jn jne e  = = −  

ile fark şemasının hatasını gösterelim. Bu durumda jne  aşağıdaki sistemi sağlar: 

( )2 2

0 1 2

 1, 1 ,    1,

t jn xx jn x jn j jn j jn jn jn jn jn jni e a e ia e a e v e ia I

j M n N

      + + − + + − =

= − =

  (3.39) 

 0 0 ,    0,je j M= =   (3.40) 

 0 0 ,    1, .n Mne e n N= = =   (3.41) 

Burada  

 

( ) ( )

( )

1

22
2

0 1 22

2

2

0 1 2

1

,

                              1, 1 ,    1,

j
n

n
j

h
x

t

jn

ht
x

t jn xx jn x jn j jn j jn jn jn

x
I i a ia a x v x ia dxdt

h t x x

i a ia a v ia

j M n N

 
   



         

−

+

−

   
= + + − + + 

   

− − − + − −

= − =

 

 (3.42)   

 

dır. 

 

 Şimdi jne  için bir değerlendirme elde etmeye çalışalım. (3.39)-(3.41) sistemi 

0 0 ,    1,n Mn n N = = =   şartlarını sağlayan herhangi jn  ağ fonksiyonu için 

 

( )

1 1 1 1

0 1

1 1 1 1

1 1 1
2 2

2

1 1 1

,  1,

M M M M

t jn jn xx jn jn x jn jn j jn jn

j j j j

M M M

j jn jn jn jn jn jn jn jn jn

j j j

h i e a h e ia h e h a e

h v e ia h h I n N

      

      

− − − −

= = = =

− − −

= = =

+ + − +

+ − = =

   

  
  (3.43)  

toplam özdeşliğine denktir. (3.43)’ün sol tarafındaki ikinci terime kısmi toplam 

formülünü uygulayıp özdeşlikte jn  fonksiyonunun yerine jne  ağ fonksiyonunu alırsak 
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( ) ( )

( )

1 1 1
2 2

0 1

1 1 1 1

1 1 1
2 2 2

2

1 1 1

,  1,

M M M M

t jn jn x jn x jn jn j jn

j j j j

M M M

j jn jn jn jn jn jn jn jn

j j j

h i e e a h e ia h e e h a e

h v e ia h e h I e n N

      

      

− − −

= = = =

− − −

= = =

− + − +

+ − = =

   

  
  (3.44) 

yazılır. (3.44) eşitliğinden eşleniğini çıkarırsak 1,n N=  için  

 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

( )

1 1

1

1 1

1
2 2 2 2

2

1

1

1

2 ,

M M

t jn jn t jn jn x jn jn x jn jn

j j

M

jn jn jn jn jn jn jn jn jn jn jn jn

j

M

jn jn

j

ih e e e e ia h e e e e

ia h e e e e

ih Im I e

     

        



− −

= =

−

=

−

=

+ + + +

 + + − +
  

=

 





  

olup buradan 

 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

( )

1 1

1

1 1

1
2 2 2 2

2

1

1

1

2

M M

t jn jn t jn jn x jn jn x jn jn

j j

M

jn jn jn jn jn jn jn jn jn jn jn jn

j

M

jn jn

j

h e e e e a h e e e e

a h e e e e

h Im I e

     

        



− −

= =

−

=

−

=

+ + + +

 + − +
  

=

 





  (3.45) 

yazılır.   
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( ) ( )( )

( )( )
( ) ( )( )
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( )

2 2 2 2 2 2

2 2 2

2

2 2

22 2 2 2

2 2

jn jn jn jn jn jn jn jn jn jn jn jn jn jn

jn jn jn jn jn jn jn

jn jn jn jn jn jn jn jn jn jn jn jn

jn jn jn jn jn jn jn jn jn jn

jn jn jn jn jn jn jn

jn jn

e e

e

e e

e e

e e e

e

           

     

         

       

   

 

− = − + −

= − + −

= + − − +

= + − + −

= + +

= + ( )
22

jn jn jn jne +

  

olduğundan 

 ( ) ( ) ( )
22 2 2 2 2

jn jn jn jn jn jn jn jn jn jn jne e e       − = + +    
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yazılır. Böylece  

 
( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 2 2

2 22 2 2

2

jn jn jn jn jn jn jn jn jn jn

jn jn jn jn jn jn jn jn jn

e e

e e e

       

     

 − + −
  

= + + +

  (3.46) 

olur. (3.45)’de  (3.12)-(3.13) ve (3.46) eşitlikleri yerine yazılırsa 

 ( ) ( ) ( )

( )

1 1
2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1

1 1

1
2 22 2 2

2

1

1

1

2

2 ,  1,

M M

jn jn jn jn jn j n jn j n

j j

M

jn jn jn jn jn jn jn jn jn

j

M

jn jn

j

h e e e e a e e e e

a h e e e

h Im I e n N



      



− −

− − − −

= =

−

=

−

=

   − + − + − + −
      

 + + + +
  

= =

 





 (3.47)  

elde edilir. (3.47) deki bütün eşitlikleri n  üzerinden 1’den m N ’ye toplayalım. 

Böylece aşağıdaki eşitlik yazılır:  

 ( )

( ) ( )

1 1 1
2 2 2 2 2

1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1
2 2 2 2

1 1 2

1 1 1 1

1 1
2 2

2 2

1 1 1 1

2

m M m M m M

jn jn jn jn jn j n

n j n j n j

m M m M

jn j n jn jn jn

n j n j

m M m M

jn jn jn jn jn jn

n j n j

h e e h e e a e e

a e e a h e

a h e a h e



   

     

− − −

− − −

= = = = = =

− −

−

= = = =

− −

= = = =

   − + − + −
      

+ − + +

= − − +

  

 

  ( )
1

1 1

2 .
m M

jn jn

n j

h Im I e
−

= =



 (3.48)  

(3.48) de 

 ( ) ( )
1 1

2 2 2 2

1 0

1 1 1

m M M

jn jn jm j

n j j

e e e e
− −

−

= = =

− = −    

ve 

 ( ) ( )
1

2 2 2 2

1 1 0

1 1 1

m M m

jn j n M n n

n j n

e e e e
−

− −

= = =

− = −    

olduğunu dikkate alarak (3.40)-(3.41) şartlarını kullanırsak 
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 ( ) ( )

( ) ( )

1 1 1
2 2 22

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1
22 2 2

2 2

1 1 1 1

1 1
2

2

1 1 1 1

2

2

M m M m m M

jm jn jn M n jn j n

j n j n n j

m M m M

jn jn jn jn jn jn

n j n j

m M m M

jn jn jn jn jn

n j n j

h e h e e a e a e e

a h e a h e

a h e h Im I e

 

     

   

− − −

− − −

= = = = = =

− −

= = = =

− −

= = = =

+ − + + − +

+ = − −

+

   

 

 

   

eşitliği elde edilir. Buradan 

 ( )

1 1 1
2 2 2

1 1 1

1 1 1 1 1

1 1
2 2 2 2

2 2

1 1 1 1

1

1 1

2 2

2

M m M m M

jm jn jn jn j n

j n j n j

m M m M

jn jn jn jn jn jn

n j n j

m M

jn jn

n j

h e h e e a e e

a h e a h e

h I e



     



− − −

− −

= = = = =

− −

= = = =

−

= =

+ − + − +

+  +

  

 



  (3.49)  

eşitsizliği yazılır. (3.49)’un sağ tarafındaki ilk terime Young eşitsizliği uygularsak 

 

( )

1 1 1
2 2 2

1 1 1

1 1 1 1 1

1 1
2 2 2

2

1 1 1 1

2

M m M m M

jm jn jn jn j n

j n j n j

m M m M

jn jn jn jn jn

n j n j

h e h e e a e e

a h e h I e



   

− − −

− −

= = = = =

− −

= = = =

+ − + − +

+ + 

  

 
  (3.50) 

elde edilir. (3.50) nin sağ tarafındaki toplamın .m  terimin ayıralım ve ayırdığımız terime 

 − Cauchy eşitsizliğini, kalan toplama da Young eşitsizliğini uygulayalım. Böylece 

 ( )

1 1 1
2 2 2

1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1
2 2 2 2 2

2

1 1 1 1

1 1 1 1
2 2

1 1 1 1

1
2 2

2 2

M m M m M

jm jn jn jn j n

j n j n j

m M M M

jn jn jn jm jm

n j j j

m M m M

jn jn

n j n j

h e h e e a e e

a h e h e h I

h I h e




    



 

− − −

− −

= = = = =

− − −

= = = =

− − − −

= = = =

+ − + − +

+  + +

+

  

  

 

  (3.51) 

eşitsizliği elde edilir. (3.51) de sol taraftaki bütün terimlerin pozitif olduğunu gözönüne 

alarak 2 =  olarak seçilirse   

 
1 1 1 1 1 1

2 2 2 2

1 1 1 1 1 1

4 2 2
M M m M m M

jm jm jn jn

j j n j n j

h e T h I h I h e  
− − − − − −

= = = = = =

 + +      

olup, buradan 
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 ( )
1 1 1 1

2 2 2

1 1 1 0 1

4 2 2
M N M m M

jm jn jn

j n j n j

h e T h I h e 
− − − −

= = = = =

 + +     (3.52) 

eşitsizliği yazılır. (3.52) de  1,2,3,...,m N   için  ayrık Gronwall lemmasını 

kullanırsak  

 
1 1

2 2

7

1 1 1

M N M

jm jn

j n j

h e c h I
− −

= = =

    (3.53)  

eşitsizliği elde edilir.  (3.53) deki jnI  yı değerlendirmek için işlem kolaylığı açısından  

 
1 2 3 4 5 6

jn jn jn jn jn jn jnI I I I I I I= + + + + +   

olarak gösterelim ve burada 1, 1 ,  n 1,j M N= − =  için 

 

1

2
1

2

1
j

n

n
j

h
x

t

jn t jn

ht
x

I i dxdt i
h t


 


−

+

−


= −

    (3.54)  

 

1

22
2

0 02

2

1
j

n

n
j

h
x

t

jn xx jn

ht
x

I a dxdt a
h x


 


−

+

−


= −

    (3.55) 

 

1

2
3

1 1

2

1
j

n

n
j

h
x

t

jn x jn

ht
x

I ia dxdt ia
h x


 


−

+

−


= −

    (3.56) 

 ( )
1

2
4

2

1
j

n

n
j

h
x

t

jn j jn

ht
x

I a x dxdt a
h

 


−

+

−

= − +    (3.57) 

 ( )
1

2
5

2

1
j

n

n
j

h
x

t

jn j jn

ht
x

I v x dxdt v
h

 


−

+

−

= −    (3.58)  

 

1

2
226

2 2

2

1
j

n

n
j

h
x

t

jn jn jn

ht
x

I ia dxdt ia
h

   


−

+

−

= −    (3.59)  
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olsun. 

 

Önce 1, 1  ,  2,j M n N= − =  için  
1

jnI  ağ fonksiyonunu değerlendirelim. (3.54) ve (3.37) 

formüllerini kullanırsak aşağıdaki eşitliği yazarız:  

 

( ) ( )

( ) ( )( )

1

1

1 1 2

1

2
1

2

2 2 2

2 2 2

2

2

2

1

1 1 1 1
, ,

1 1
, ,

j
n

n
j

j j j
n n n

n n n
j j j

j
n

n
j

h
x

t

jn t jn

ht
x

h h h
x x x

t t t

h h ht t t
x x x

h
x

t

ht
x

I i dxdt i
h t

i dxdt i x t dxdt x t dxdt
h t h h

i dxdt i x t x t dxdt
h t h


 




 

   


  

 

−

−

− − −

−

+

−

+ + +

− − −

+

−


= −



 
  

= − − 
  


= − − −



 

     

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1

1 1

1

2

2

2 2

2

2 2

02

2

2

0

2

2

, ,1 1

, ,

, ,

j
n

n
j

j j
n n

n n
j j

j
n

n
j

j

j

h
x

t

ht
x

h h
x x

t t t

h ht t t
x x

h
x

t

ht
x

x

h
x

x t x
i dxdt i d dxdt

h t h

x t x ti
d dxdt

h t

x t x ti

h t t







  


  

  


 

  



−

− −

−

+

−

+ +

−
− −

+

−
−

+

−
−

 
 
 
  

 
= −

 

  + 
= − 

  

  + 
= − 

  

 

    

  


1

2

.
n

n

h
t

t

d dxdt

−

 
    

Buradan =1, 1 , 2,j M n N− =  için  

 

( ) ( )

1

02
1

2

2

, ,1
  

                        

j
n

n
j

h
x

t

jn

ht
x

x t x t
I d dxdt

h t t


  



−

+

−
−

  +
 −

      (3.60) 

yazılır. (3.60) eşitsizliği, Fubini teoremi ve Cauchy-Schwarz eşitsizliği kullanılarak 
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( ) ( )

( ) ( )

1
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0 2
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2
20 2
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, ,

j
n

n
j

j
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n
j

h
x

t
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ht
x

h
x

t

ht
x

x t x t
I dxdt d

h t t

x t x th
dxdtd

h t t





  




  




−

−

+

−
−

+

−
−

 
  + 

 −  
  

 
  + 

 −    
 

  

  

  

 

 
( ) ( )

201
2

1

2 1

, ,1N M

jn

n j

x t x t
h I dxdt d

t t


  
 



−

= = − 

   +
  −

   
     (3.61) 

eşitsizliği elde edilir. Kuramsal Temeller Teorem1.2.1.’i dikkate alarak 
t




 fonksiyonu 

( )2L   normu anlamında sürekli olduğundan; 0    verildiğinde      iken  

 
( ) ( )

1
22

, ,x t x t
dxdt

t t

  




   +
 − 
  
 
   

olacak şekilde bir 0   sayısı vardır. Dolayısıyla    ve 0 →  için 0 →  

olacağından  

 
( ) ( )

2

, ,
0

x t x t
dxdt

t t

  



  +
− →

    

olur. Böylece  

 
1

2
1 0

2 1

N M

jn

n j

h I w
−

= =

   (3.62) 

olarak yazabiliriz. Burada 
0w ,  ’ya bağlı olup 0 →  için 

0 0w → ’dır. 

 

Şimdi 1, 1j M= −  için 
1

1jI  fonksiyonunu değerlendirelim. (3.54) ve (3.37) formüllerini  

kullanarak  
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eşitsizliği elde edilir. Burada Cauchy-Schwarz eşitsizliği uygulanırsa  
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olup, buradan 

 

( )

( ) ( )

( )2

2
2

2
1

1

0

2

2 2
1

2
1

1

1 0 0 0

,4
   

, .,
4 =4

j

j

h
x

j

h
x

M

j

j L I

x t
I dxdt

h t

x t t
h I dxdt dt

t t



 





 


+

−

−

=


 
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  
 
  
 

 

   

  

eşitsizliği elde edilir. Bu eşitsizlikte (2.74) değerlendirmesi kullanılırsa 

 
1

2
1

1 8

1

,  1, 1
M

j

j

h I c j M 
−

=

 = −   (3.63)  

yazılır. (3.62) ve  (3.63) taraf tarafa toplanırsa 
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2
1 0

9

1 1

N M

jn

n j

h I w c 
−

= =

 +   (3.64) 

elde edilir. 

 

Şimdi 
2

jnI  yi değerlendirelim. (3.55) ve (3.37) formüllerini kullanarak 2, 2j M= − , 

1,n N=  için 
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eşitsizliği elde edilir. Kuramsal Temeller Teorem1.2.1.’i dikkate alarak 

2

2x




 fonksiyonu 

( )2L   normu anlamında sürekli olduğundan, 0   verildiğinde h    iken  
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olarak yazabiliriz. Burada 
0

hw , h ’ a bağlı olup 0h→  için 
0 0hw → ’dır.  

  

Şimdi 1,   1j j M= = −  ve 1,n N=  için 2 2

1 1 ve n M nI I −
 terimlerini değerlendirelim. 

Bunun için (3.55) ve (3.37) formülleri kullanılırsa  
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elde edilir. Buradan 
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eşitsizliği elde edilir. (3.72) de, Fubini Teoremi ve Cauchy-Schwarz eşitsizliğini 
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olur. Kuramsal Temeller Teorem1.2.1.’i dikkate alarak 
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
 fonksiyonu ( )2L   normu 

anlamında sürekli olduğundan 0   verildiğinde h    iken 
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eşitsizlikleri yazılır. (3.75) ve (3.76) da Fubini Teoremi ve Cauchy-Schwarz eşitsizliğini 

kullanırsak 

 

( )

( )

1

1

1

2 2

3 1
1

0

1

2 2

3 1
1

2
, ,  n 1,

2
, ,  n 1,

n

n

n

n

t h

n

t

t l

M n

t l h

a h
I x t dxdt N

h x

a h
I x t dxdt N

h x

 



 



−

−

−

−

 
 = 

  

 
 = 

  

 

 

  

yazılır. Buradan  

 

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

2

2

2 2

2
3 2 2

1 1 1

1 0 0 0 0,

2 2

2
3 2 2

1 1 1

1 0 0,

, ,.
4 4 ,

, ,.
4 4

h T hN

n

n L T

l T lN

M n

n l h l h L T

x t x
h I a dt dx a dx

x x

x t x
h I a dt dx a dx

x x

 


 


=

−

= − −

  
  =
  
 

  
  =
  
 

   

   

  

olup 

 
( )

( )

( )

( )2 2

2 2

2 2
3 3 2

1 1 1

1 1 0 0, 0,

,. ,.
4

h lN N

n M n

n n l hL T L T

x x
h I h I a dx dx

x x

 
  −

= = −

  
 +  +
  
 

     (3.77) 

eşitsizliği yazılır. (3.77) de 0h→  olduğunda  
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eşitliği elde edilir. Yukarıda (2.72) şartını kullanırsak 
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eşitsizliği yazılır. (3.81) de önce Cauchy-Schwarz, sonra Young eşitsizliğini kullanırsak 
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eşitsizliği elde edilir. Yukarıda (2.74) değerlendirmesi kullanılırsa 
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yazılır. Buradan (3.80) eşitliğini ve (2.73) şartını kullanarak 
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eşitsizliği elde edilir. Bu eşitsizlikte önce Cauchy-Schwarz eşitsizliğini sonra da Young 

eşitsizliğini kullanırsak 
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eşitsizliği elde edilir. Yukarıda (2.74) değerlendirmesi kullanılırsa 
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yazılır. Burada 11 0c   sabiti  ve h   dan bağımsızdır. 
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yazılır. Burada (3.85) i kullanırsak  
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eşitsizliği elde edilir.  Burada Cauchy-Schwarz eşitsizliği uygulanırsa 
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elde edilir. 

 

 
1 2 3 4 5 6

jn jn jn jn jn jn jnI I I I I I I= + + + + +   

olduğundan 

 
2 2 2 2 2 22

1 2 3 4 5 66 6 6 6 6 6jn jn jn jn jn jn jnI I I I I I I + + + + +   

eşitsizliğinde (3.64), (3.71), (3.78), (3.82), (3.83) ve (3.87) değerlendirmeleri dikkate 

alınırsa 

 ( )
2

0 0 1 2 2

16

1 1

N N

jn h h

n j

h I w w w c h 
= =

 + + + +   (3.88) 

yazılır. Bu ifade  1,2,,...,m N   için (3.53) de dikkate alınırsa 

 ( )
1

2
0 0 1 2 2

17

1

M

jm h h

j

h e c w w w h 
−

=

 + + + +   (3.89) 

elde edilir. Böylece aşağıdaki Teorem ispatlanmış olur. 

 

Teorem 3.3.1 : Teorem 3.2.1. in sağlandığını kabul edelim. Bu durumda (3.1)-(3.3) fark 

şemasının hatası için  

 ( )  
1

2
0 0 1 2 2

18

1

,   1,2,...,
M

jm h h

j

h e c w w w h m N 
−

=

 + + + +     

eşitsizliği geçerlidir. Burada 18 0c   sayısı  ve h ’dan bağımsız bir sabittir ve 

0 ve 0h → →  için 
0 0 10,  0,  0h hw w w → → → ’dır. 
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4. SONUÇLAR VE TARTIŞMA 

 

Bu çalışmada, momentum operatörünü içeren lineer olmayan Schrödinger denklemi için 

bir b.s.d.p ne sonlu fark metodu uygulanmıştır. Bu amaçla ilk olarak problem 

ayrıklaştırılmıştır. Daha sonra bölüm (3.2)’de fark şemasının kararlı olduğu ispatlanmış 

olup bölüm (3.3) de fark şemasının hatası değerlendirilmiş ve yöntemin yakınsaklığı 

gösterilmiştir. Bu alanda, [15,26-35,37-39] çalışmalarında lineer olmayan Schrödinger 

denkleminin nümerik çözümleri incelenmiş ve gözönüne alınan problemlere sonlu fark 

metoduyla yaklaşılmıştır. Bu çalışmaların çoğunda fark şemasının kararlılığı ve 

yakınsaklığı gösterilmiş ve nümerik örnekleme yapılmıştır. Bu çalışmalarda incelenen 

lineer olmayan Schrödinger denklemlerinin hiçbiri momentum operatörünü içermez. 

Dolayısıyla bizim gözönüne aldığımız denklem, momentum operatörü olduğundan bu 

çalışmada elde edilen sonuçlar bu alanda literatürdeki çalışmalardan oldukça farklı ve 

günceldir. 
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