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1. GENEL BIiLGILER

1.1. Giris

Schrodinger denklemi kuantum mekanigin temel denklemidir ve Newton’un ikinci yasasi

F =ma ile benzer rolii oynamaktadir. Klasik mekanikte Newton’un ikinci yasasi ile

belirli bir F(x,t) kuvvetinin etkisi altindaki m kiitleli bir pargacigin belirli bir

zamandaki konumunu (dolayisiyla hizini, momentumunu, Kkinetik enerjisini V.s)
belirleyebiliyoruz. Iste klasik mekanikte Newton’un ikinci yasasmin yaptig1 islemi
kuantum mekanikte Schrodinger denklemi iistlenir. Ancak, Schrédinger denklemi, bir
maddenin (pargacigin) dalga ozelliklerini (yani dalganin uzunlugu, frekansi, dalganin
enerji ve momentum,..vs) modelleyen bir dalga denklemidir ve onun ¢6ziimii bir dalga
fonksiyonu olarak adlandirilir. Bu dalga fonksiyonu, pargacigin zamanla degisimi
hakkinda bize bilgi verir. Ancak pargacigin konumunu tam olarak belirleyemez. Sadece

belirli bir alanda parg¢acigin bulunma olasiligini ifade eder.

Schrodinger denklemi

ihgl,/(r,t){‘z_’;ivz ny (r,t)}//(r,t):(T )y (rt)=Hy (rt)

bi¢ciminde kuantum mekanik bir sistemin toplam enerjisini ifade eden bir denklemdir.

Burada i=+~1,r ve t sirasiyla konum vektorii ve zaman degiskeni; (r,t)dalga

fonksiyonu; 7 indirgenmis plank sabitidir, yani h plank sabiti olmak {izere 7 = 21 dir;
T

m parcacigin kiitlesi olmak tiizere,

2
T= P kinetik enerji operatord,
2m

p = —i2V momentum operatord,

V =V (r,t) parcacigin potansiyel enerji operatoril,



H Hamiltonian operatérii olup sistemin toplam enerjisini tanimlar.Burada V gradient

operatorii V* ise Laplace operatoriidiir.

Goriildiigii gibi
2
ih%(r,t){_;’_mvz +V(r,t)}//(r,t)

Schrodinger denkleminin  sag tarafi iki terimin toplamindan olugmaktadir ki bu
terimlerden ilki sistemin kinetik enerjisi, ikincisi potansiyel enerjisidir. Bu ikisinin
toplami da yani kinetik enerji ile potansiyel enerjinin toplami da sistemin toplam

enerjisini verir. Denklemin sol tarafi ise i dalga fonksiyonunun zamana goére degisimini

ifade eder.

Boylece Schrodinger denklemi, bir kuantum mekanik sistemin enerjisinin zamanla nasil

degistigini ifade eden bir denklemdir [1,2].

Pek ¢ok arastirmaci Schrodinger denkleminin farkli versiyonlarmin ¢éziimlerini farkl
metodlar kullanarak tam, yaklasik veya niimerik olarak incelemislerdir. Mesela, [3,4]
caligmalarinda Adomian ayristirma metodu; [5-7] c¢alismalarinda Homotopy
Perturbasyon metodu; [8,9] c¢alismalarinda Homotopy Analiz metodu; [10,11]
calismalarinda Varyasyonel iterasyon metodu; [12-18,36] ¢alismalarinda ise Galerkin

metodu kullanilarak denklemin ¢oziimleri incelenmistir.

Bu calismada ise biz lineer olmayan bir Schrodinger denkleminin ¢6ziimiinii sonlu farklar

metodu ile inceleyecegiz.

Lineer Schrodinger denkleminin sonlu farklar metoduyla ¢oziimi [15,17,19-25]
caligmalarinda incelenmistir. Bu ¢alismalarda genelde, fark semas1 olusturulmus, fark

semasinin kararliligi ve yakinsaklig1 arastirilmis ve ntimerik 6rnekler verilmistir.

[15,26-35,37-39] calismalarinda ise lineer olmayan Schrédinger denklemi igin sinir deger
problemlerine sonlu fark metodu uygulanmistir. Ve cogunda yontemin kararliligi , hatasi,

yakinsaklig1 arastirilmistir.



Yukarida bahsedilen ¢alismalarda gozoniine alinan lineer olmayan Schrédinger
denklemleri momentum operatdriinii icermez. Bu calismada ise biz momentum
operatoriinii igeren lineer olmayan Schrodinger denklemi igin bir b.s.d.p. ne sonlu farklar
yontemini uyguluyoruz. Fark semasinin kararliligimi ispat ederek, semanin hatasini

degerlendiriyoruz.
Bu ¢alisma 4 boliimden olusmaktadir.

Tezin 1. bolimii 1.1. ve 1.2. boliimlerinden olugsmaktadir. 1.1. béliimiinde Schrédinger
denklemi ile ilgili genel bir bilgi verilerek bu ¢alismayla alakali literatiir taramasi verilmis
olup 1.2. bdliimiinde tezde kullanilan temel tanmimlar, teoremler ve bazi 6nemli

esitsizlikler verilmistir.

Tezin 2. boliimi, 2 alt boliimden olusmaktadir. 2.1. boliimiinde sonlu farklar yontemi ve
uygulanmasi hakkinda genel bilgiler verilmis olup, 2.2. boliimiinde bu ¢alismada goz

Ontine aliacak olan b.s.d.p. ifade edilir.

Tezin 3. boliimi, 3 alt boliimden olugmaktadir. 3.1. boliimiinde b.s.d.p. ayriklastirilarak
fark semasi olusturulur. 3.2. boliimiinde fark semasinin kararliligi ispatlanir. 3.3.

boliimiinde ise fark semasinin hatasi degerlendirilir.

Tezin 4. bolimiinde ise elde edilen sonuglar belirtilerek, bu alanda literatiirdeki

calismalardan farkliligi vurgulanmstir.

1.2. Kuramsal Temeller

Calismanin bu boltimiinde, tezde kullanacagimiz bazi kavramlarin tanimlar verilerek,

teoremler ve lemmalar ifade edilmistir.

Tanim 1.2.1. Bir dzelligin bir E kiimesi iizerinde hemen hemen her yerde (kisaca hhh)

saglanmasi1 demek, o Ozelligin E ’de 6lglimii sifir olan bazi alt kiimelerinin diginda



saglanmasi demektir. Ornegin “E *de hhh f =0 ifadesinin anlami1 E 'nin baz1 Z alt

kiimesinin disindaki her yerde f (x)=0"dir. Oyle ki Z kiimesinin 8l¢iimii sifirdir [40].

Tanim 1.2.2. 1, R"’ de bir bolge ve 1< p <o reel say1 olmak tizere, | tlizerinde

J|U(X)|pdxéw, xel

kosulunu saglayan u fonksiyonlar smifina L (I ) uzay1 denir. Bu uzay iizerindeki norm

asagidaki sekilde tanimlanir:

bl ~(] \u(x)\”dx}%

[41].

Tamm 1.2.3. L, (1)bir hilbert uzay: olmak iizere, | kiimesi iizerinde 8lgiilebilir olan

mutlak degerinin karesiyle integrallenebilen fonksiyonlar uzaymi gostermektedir. L, ( | )

uzay1 lizerinde i¢ ¢arpim

|

<U’V>L2(|) = ju (X)V(X)dx

0

seklinde tammlanmaktadir. L, (1) uzayt iizerinde norm
||u|||_2(|) - <u’u>L2(I)

olarak tanimlanmaktadir [42].
Tanim 1.2.4. L, (I) bir banach uzay1 olmak tlizere, | kiimesi iizerinde sinirli, dl¢tilebilir
ve sonlu

lull :vreii ?up\u (x)| =esssup{Ju(x)[:xe 1}

=inf {czo:hhh xel icin ‘U(X)‘SC}

normuna sahip u=u (X) fonksiyonlariin uzayidir [42].



Tanim 1.2.5. S (Q) = {u € Q:u, Q datamml 6lgiilebilir fonksiyonlarin kUmeSi}

ve 1< p<oo olmak lizere

_[|u(x,t)|pdxdt<oo

Q

ozelligine sahip tiim Olgiilebilir fonksiyonlarin smnifina L, (Q) uzay1 adi verilir. Bu

L,(Q) uzay:

L, (Q):{u e S(Q):.|.|u(x,t)|p dxdt < oo, 1< p <oo}

Q
biciminde gosterilir.

Eger uel,(Q) ve ceC ise cuel, (Q)olur. Ayrica u,ve L, (Q) igin

|u(x,t)+v(x,t)|p < (|u(x,t)|+|v(x,t)|)p <2°P (|u(x,t)|p +|v(x,t)|p)

oldugundan u+vel, (Q) yazilabilir. Bu durumda, L, (Q) uzay1 bir vektor uzayi olur.

L, (Q) uzay1 lizerinde

b
Jull, (o :(Hu(x,t)\pdxdtj , 1< p<oo
Q

bi¢iminde bir norm tanimlandiginda L, (Q) uzay1 bu norm altinda bir Banach uzayidir.

L,(Q) uzayinda 1< p<oo, p=2 olarak alindiginda L,(€2) uzay: olusur. Bu uzayda

norm
) jA
], o, =(I () dxdtj
Q

dir ve

<u,v>:_[u(x,t)v(x,t)dxdt:||u||: (u,v)

Q

i¢ carpimiyla L, (Q) uzay1 bir Hilbert uzayidir [43].



Tanim 1.2.6. Q {izerinde hemen hemen sinirli fonksiyonlarin uzayma L, (Q) uzayi1 denir
ve bu uzay lizerindeki norm asagidaki gibi tanimlanir:

= vrai sup|u(x,t)| =esssup|u(x,t)|
(x,t)eQ (x,t)eQ

=inf {C >0: hhh(x,t) e Q igin |u(x,t)|£C}

Jull. o

Tanim1.2.7. Wzl(l) Hilbert uzayr olup elemanlarinin kendisi ve onlarin birinci

mertebeden genellestirilmis tiirevleri L, ( I ) uzayindan olan Sobolev uzayidir. Bu uzayda

i¢ carpim ve norm asagidaki sekilde tanimlanmaktadir;

(9 = w00+ D

Ju

iy = (U

0
W, ( | ) uzayr W, ( I ) uzayinin alt uzayi olup, | araliginin ug¢ noktalarinda sifira esit olan

fonksiyonlarin uzayidir [42].

Tanim 1.2.8. W, ( | ) hilbert uzayi olup elemanlarinin kendisi ve onlarin ikinci mertebeye

kadar genellestirilmis tiirevleri L, (|) uzayindan olan Sobolev uzayidir. Bu uzayda ig

carpim ve norm asagidaki sekilde tanimlanmaktadir:

<U’V>w§(l) - j(U(X)V(x)+ au(x) W(X) + qu(x) 62V<X)de

! X X ox:  ox’

Ju

IWZZ(I) - <u’u>w22(|)’
W2 (1) =W2 (1) AW (1)

[42].



Tanim1.2.9. W,* (Q) Hilbert uzay1 olup elemanlarinin kendisi ve onlarin t degiskenine

gore genellestirilmis tiirevleri L, (£2)uzayindan olan Sobolev uzayidir. Bu uzayda i¢

carpim ve norm asagidaki sekilde tanimlanmaktadir:

(U V)yes( = E[[u(x,t)v(x,t)+ u (a)t(t) Wgt(’t)jdxdt,
[42].

Tanim 1.2.10. C* ([O,T], B) banach uzay1 olup, elemanlari [O,T] araliginda tanimlanmis

k. dereceden siirekli tiirevlere sahip ve degerleri B —Banach uzayina ait fonksiyonlarin
uzayidir. Burada norm asagidaki sekilde tanimlanmaktadir:

d™u(t)
dt™

k

”u”Ck([O,T],B) - Z::d) [Qtég(

m

< 400

[42].

Tanim 1.2.11. D < R" bir bolge olsun. Eger V& >0 verildiginde |Z| < o sartini saglayan

tiim z ’ler i¢in 1< p <oo iken ||f (x+2)—f(x) < & olacak sekilde bir >0 sayisi

Ly(D)

varsa, f (X) fonksiyonuna L, normu anlaminda stireklidir denir [42].

Teorem 1.2.1. 1< p<w iken Lp(D)’den olan her fonksiyon L, normu anlaminda

stireklidir [44].

Teorem 1.2.2. (Holder ve Cauchy-Schwarz Esitsizligi) 1< p<oo ve 1+i,=1 ise
PP

I fg||L1(E) <||f ||Lp(E) ||g||pr(E) “dir. Yani E, R"’de 6lgiilebilir bir kiime olmak iizere



Fl=(I) (o) @ep <o)
IE| fg|s(esssgp|f|ij|g|

dir. Bu teoremin bir sonucu olarak p = p’=2 oldugunda

Lol <([IF) (I, IoF )"

elde edilen esitsizlige Cauchy-Schwarz esitsizligi denir [40].

Teorem 1.2.3. (Fubini Teoremi) (X, A, x) ve (Y,B,v)iki tam élgiim uzayi ve f, X xY
lizerinde integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Oyleyse:

1) Hemen hemen her xe X i¢in f (y)=f(xy)ile tammlanan f, fonksiyonu Y
tizerinde integrallenebilen bir fonksiyondur.

2) Hemen hemen her yeYigin f¥(x)=f(x,y)ile tammlanan f’fonksiyonu X

lizerinde integrallenebilen bir fonksiyondur.

3) j X y dv , X iizerinde integrallenebilen bir fonksiyondur.

4) _[ , Y ilizerinde integrallenebilen bir fonksiyondur.

5) jXUY fdv}dy=jmf (uxv) j“ fdy}dv

[45].

Lemma 1.2.1. (Ayrik Gronwall  Esitsizligi) Negatif ~ olmayan

{W(n),g(n), n=12,.. N, NT=T} ag fonksiyonlarinin
W(n)£g(n)+rzn:B,w(l)
=1

esitsizligini sagladigimi kabul edelim. Burada B,(|=1,2,...,N) negatif olmayan

sabitlerdir. Bu durumda herhangi 0<n<N igin

w(n)< g(n)exp[nrzn:B,j

1=1



dir [32].

Lemma 1.2.2. (¢ — Cauchy Ejsitsizligi) Keyfi a,b sayilari ve herhangi £ >0 igin

Jab|< £ Jaf + - |of
&

esitsizligi gecerlidir [46].

Lemma 1.2.3. (Young Esitsizligi) p,q>1 ve lJrl=1 olmak tizere herhangi
P q

a>0,b>0 reel sayilari i¢in

abslap +lbq
p q

dir [47].



2. MATERYAL VE YONTEM

2.1. Sonlu Farklar Yontemi

Gliniimiizde uygulamali bilim dallarinda ortaya ¢ikan problemler, teorik ve uygulamali
yontemler ile ¢ozlilebilmektedir. Problemin analitik ¢6ziimii olsa bile sayisal yontemlerin

kullanilmasiyla ¢oziim ¢ok daha basit hale indirgenebilmektedir.

Bir fonksiyonun S, noktasindaki tiirevi i¢in yaklasik hesaplama yapan yaklagim teknigine
sonlu fark yaklagimi denir. Bu yontemde hesaplama yapilirken, S; noktasi ile bu noktadan

kiigtik bir artis ile elde edilen (S0 + h) noktasindaki fonksiyon degerleri kullanilabilir.

Sonlu fark yaklasiminda tlirevin tanimi olan;

4l iy )= £(5) (0.1)
dx s, M0 h '
esitligin yerine,
o _&(s+h)-£(s) 02)
05, h '

yaklasimi kullanilir. Burada S— ekseni lizerinde kiigiik bir artis h ile gosterilmektedir

[48].

Bir fonksiyonun analitik ¢6ziimiiniin olmas1 durumunda, fonksiyonun belirli noktalardaki
tiirevini, belirli araliklardaki integralini ve istenen noktalardaki degerlerini hesaplamak
miimkiindiir. Ancak bir fonksiyonun analitik ¢6zliimiiniin bilinmedigi durumlarda sadece
fonksiyon degerlerinin belli ayrik noktalarda bilindigi yerlerde bu tiir hesaplamalari
yapmak miimkiin degildir. Bu tiir hesaplamalar1 yapabilmek icin sayisal yaklagimlar
gelistirilmistir. Bu yaklasimlardan sonlu farklar yontemi, sayisal tiirev i¢in gelistirilmis

bir yontemdir. Ayrica giiniimiizde en ¢ok kullanilan yontemlerden birisidir.

10



Sonlu farklar uygulamalar: ilk kez Daniel ve Jacob Bernoulli, Leonard Euler, Jacobo
Stirling gibi bilim adamlar tarafindan yapilmistir. Miihendislik alanlarinda sik sik
karsilagilan 6rnegin, tiirev ve integral alma, i¢ ve dis deger bulma, sayisal veriye polinom
uydurma gibi problemler sonlu farklar yaklasimi ile ¢oziilebilir. Son yillarda gelisen
bilgisayar teknolojisi ve buna bagli olarak ortaya ¢ikan hizli ve siiper bilgisayarlar, sayisal
hesaplamalar1 daha cazip hale sokarken, Ozellikle sonlu farklar yaklasimi ile ilgili

calismalarin artisindaki en etkili neden olmustur [49].

Kismi diferansiyel denklemler icin de pek cok sayisal hesaplama teknikleri vardir.
Matematikte cogunlukla niimerik bir yontem olan sonlu fark yontemleri gerek lineer
gerekse lineer olmayan problemlerde en sik kullanilan yontemdir. Sonlu farklar
yonteminin temeli, kismi diferansiyel denklemlerde goriilen tiirevlerin sonlu ve ayrik
noktalarda yaklasik olarak ifade edilmesi tizerine kuruludur. Bu yaklasimlar cebirsel
formdadir ve yaklasik ¢oziimler diigiim noktalar1 iizerinden hesaplanir. Sonlu fark

yaklagiminin uygulanmasinda asagidaki adimlar g6z 6niinde bulundurulur:

— Coziime gegmeden Once problemin ¢oziim bolgesi dikdortgen seklinde kafeslere
ayrilir. Bu kafeslerin diigim(grid) noktalari izerinden yaklasik ¢6ziim bulunur.

— Taylor serisi yardim ile diferansiyel denklemdeki tiirevler yerine onlara karsilik gelen
sonlu fark formiilleri yazilir. Boylece ¢6ziilmek istenen diferansiyel denklem, bir cebirsel
denklem sisteminin ¢6ziimii problemine indirgenir ve bu cebirsel denklem sisteminin
¢Ozlimii uygun yontemlerden biri ile bulunur.

— Problemde verilen baslangi¢ ve sinir sartlarinin yerine uygun fark yaklasimlari yazilir.

— Yontemin gecerliligi i¢in yakinsaklig, tutarlilig ve kararliligi incelenir.

Diferansiyel problemleri ayriklastirirken asagidaki ti¢ dnemli noktay: dikkate almak

gerekmektedir:

« Diferansiyel problemin sonlu farklara doniistiiriildiigiinde diskretlestirme hatasinin
bulunmasi ve degerlendirilmesi
« Elde edilen cebirsel denklem sisteminin bilinen yontemlerden biriyle ¢oziilmesi

« Yaklasik ¢coziimle gergek ¢oziim arasindaki farkin degerlendirilmesi.
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Asagidaki sekil ile bir diferansiyel denklemin yaklagik ¢oziimlerinin bulunmast siireci

gosterilmistir:
SONLU Cebirsel .
- - SS
Diferansiyel|  iAkiagmar| Denklem COZOMT >Ya.1.kl.z.i§lk
Denklem ) ) Cozlmler
Sistemi

Sekil 2.1.1 : Siirekli ve Ayrik Problemler Arasindaki Iligki.

S ve t sirastyla uzay ve zaman degiskeni olmak iizere; &, svet nin bir fonksiyonu
olsun. Uzay degiskeni adim uzunlugu h(E AS), zaman degiskeni adim uzunlugu

T (E At) olmak {izere, uzay ve zaman koordinatlari sirasiyla;

s=s;=JjAs= jh,j=0,M

t=t =nAt=nz,n=0,N

olarak gosterilir.

Ayrica, ¢ fonksiyonunun (jh,nz) diigiim noktasindaki degeri,

E=¢&(jas,nat)=¢&(jhne)=¢]

12



E(jhr0)
e j—1n s\ J+1n

Jjh

Sekil 2.1.2 : Diigtim Noktalarinin Gosterimi

ile gosterilir [50].

Cozlim bolgesinde ortaya ¢ikan notasyon:

NOTASYON ANLAMI

& ( S, t) Stirekli ¢oziim (Gergek ¢6ziim)

- (S it ) Boliintii noktalarinda hesaplanan siirekli ¢éziim

& Jn Sonlu fark denklemlerinin ¢oziimiiyle elde edilen yaklasik

niimerik (sayisal) ¢oziim
[51].

2.1.1 Taylor Seri Acilimlarina Dayali Sonlu Fark Formiilleri

Taylor seri acilimlart bir fonksiyonun degisik mertebeden tiirevlerine yapilan sonlu fark

yaklagimlariin elde edilmesinde 6nemli rol oynar.
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Teorem 2.1.1.1 Kk sayis1 herhangi bir dogal say1 olmak tizere §(S) fonksiyonunun s,

noktasinin herhangi bir civarinda k +1. mertebeden tiirevinin var oldugunu varsayalim.

Ayrica S noktast S’ n gosterilen civarindan bir nokta, p ise herhangi pozitif say1 olsun.

Su halde s, ve s noktalar1 arasinda dyle bir ¢ noktast bulunabilir ki

g(s)=g(so)+—f'§f°)(s_so)+—§"§f‘°)(s_so)2+
o ! (0.3)
+...+§ iE!so)(s—so)k+Rk+1(s)
gerceklenmektedir. Bu durumda,
s-s5, ) (5=9)" s
Rk+1(s):[s—¢j Kip g ((0) (0.4)

(2.3) formiiline Taylor formiilii denir. R,,,(S) ifadesine ise genelde kalan terim veya

hata terimi denir.

R (S) kalan1 Lagrange, Cauchy ve Peano olmak iizere ii¢ farkli sekilde ifade edilir. ¢
noktast S, ve S arasinda oldugundan @ =S5, + 0(5 - SO) yazilabilir. Burada 6 = 9( p)
olup 0< <1 esitsizligi saglanir. Bu durumda S—¢ = (S -S, )(1— 9) olup bunu (2.4)

formiliinde kullanirsak

(S _ SO )(k+l) (1_ 0)(k—p+1)

o 'Y (s, +0(s—s,)) (0.5)

Rk+1(5):

olur. Burada p=k+1 ve p=1 olarak alinirsa sirasiyla Lagrange ve Cauchy kalan

formiilii olarak adlandirilan asagidaki formiiller elde edilir:

Rm(s):%f“*m (5+6(s-5,)) (0.6)

Rk+l(s):(s_so);|(l_0) £ (5, +0(s—s,)). ©0.7)
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Bazen sayisal hata hesabindan daha ¢ok hatanin S-S, ’a gore hangi mertebeden sonsuz

kii¢iik olmas1 6nemlidir. Bu amagla da kalanin R, ,; (S) = 0( k*l) biciminde Peano sekli

kullanilir [52].

Tanim 2.1.1.1. Fonksiyon serisi olan

(0.8)

serisine | araliginda sonsuz kez tiiretilebilen & (S) fonksiyonu i¢in Taylor serisi denir.

(2.3) formiiliine gore (2.8) Taylor serisinin bir S noktasinda §(S) ’e yakinsamasi igin

yeter ve gerek sart
limR,_,(s)=0 (0.9)

olmasidir [52]. (2.8) formiiliinde $=8,+h olarak segilirse, ¢ fonksiyonunun S=§;

noktasi civarindaki seri agilimi,

= -’ " (0.10)
=§(so)+§ (%) h+ s g?O)h2+o(h3)

seklinde yazilabilir. Burada o(hs) ifadesi ile serinin kalan terimleri gosterilmektedir. Ve

kalan terimler i¢erisindeki ilk terimin h® terimini igerdigini sdyler. Buradaki h kiigiik bir

degeri temsil ettiginden h<1 olmasi durumunda h >h?>h*®>h* > ... olur. Dolayisiyla
&£(sy+h) degerinin hesaplanmasinda ihmal edilen 0(h3) ifadesi genelde hata derecesi

olarak ifade edilir.

(2.10) ile verilen Taylor seri agiliminda h®’li terimden sonraki terimler ihmal edilerek

& (So ) degeri gekilirse,
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£(5)= S TNZEE) D) o)

_ E(sy+h)—£(s)
h

(0.11)

+o(h)

olur. Bdylece elde edilen yaklasimlar sonlu fark ydnteminin uygulamalarinda,
diferansiyel denklemdeki tiirev terimleri yerine kullanilir. Ve uygun bir h degeri i¢in

ayrik noktalardaki yaklasik ¢oziimler elde edilir.
2.1.2. Tiirevlerin Sonlu Fark Formiilleri

2.1.2.1. |. Mertebeden Tiirevlerin Sonlu Fark Formiilleri

Bir & (S) fonksiyonunun (S + h) noktasi civarindaki Taylor seri ag¢ilimi (2.8) formiilii ile

HsHh)=£()+ £ ()b () 012

seklinde yazilir. Burada birinci tiirev ¢ekildiginde

4 _ §(S+h)—§(3) " h m h2
&'(s)= : =&(8) =€ (8) = (0.13)
denklemi elde edilir. Hata terimi
" h m h2
o(h)==¢"(s) ;=" (8) 5~ (0.14)
olarak gosterilirse birinci tiirev
&'(s)= §(S+hf2_§(s)+°(h) (0.15)

seklinde ifade edilebilir. Bu ifade indissel formda

;u_é

§'(s)==—+o(N) (0.16)
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seklini alir. Bu formiile birinci mertebeden hataya sahip ileri fark formiilii denir [53-55].
fleri fark formiiliinde adim uzunlugu azaldikca, kesme hatas: kiigiiliir. Ve sonlu fark

yaklasiminin dogrulugu artar. Denklemden hata terimi ¢ekildiginde

o(h)zgf(s)_(%J 0.17)

bulunur. Dolayisiyla tiirevin gercek degeri ile sonlu fark gosterimi arasindaki farkin hata

terimi oldugu goriliir.

& ( S) fonksiyonunun (S - h) noktasi civarindaki Taylor seri agilimi

E(s-)=£(5)-£(5)h+ £°(9) 5 £7(5) 015)
seklinde yazilabilir. (2.18)’den birinci tiirev gekildiginde;
£ (5)- S oy 019
bulunur. Bu ifade indissel formda yazildiginda
£(5)="1" o) 020

seklini alir. Bu formiile birinci mertebeden hataya sahip geri fark formiilii denir [53-55].

(2.12) ve (2.18) denklemleri birbirinden ¢ikartildiginda;

! m 2h3
E(s+h)-£(s-h)=£ (5)2+£°(5) 2 021
esitligi elde edilir. Buradan birinci tiirev ¢ekildiginde
, £(s+h)-&(s—h)
&'(s)= o +o(h?) (0.22)
bulunur. Bu ifade indissel formda
g,(S)zéﬁl_éjl-l-O(hz) (0.23)

2h
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seklini alir. Bu formiile ikinci mertebeden hataya sahip merkezi fark formiilii denir [53-

55].

2.1.2.2. I1. Mertebeden Tiirevlerin Sonlu Fark Formiilleri

& (S) fonksiyonunun (S + 2h) noktasi civarindaki Taylor seri agilimi

§(s+2h):(f(s)+<§’(s)2h+§”(s)ﬂ+(§"’(s) +... (0.24)

seklinde yazilabilir. (2.12) denklemi 2 ile garpilip (2.24) denkleminden ¢ikartildiginda

birinci tiirev &'(S) yok edilerek
E(s+2h)-2&(s+h)==&(s)+£"(s)h* +&"(s)h? (0.25)

esitligi elde edilir. Buradan ikinci tiirev ¢ekilip hata terimi yerine yazildiginda

5,,(8):§(s+2h)—2§2(s+h)+§(s)+0(h) 026)

bulunur. Bu ifade indissel formda yazildiginda ikinci tiirevin

()= o) 027

seklinde ileri fark formiilii elde edilir [53-55].

& (S) fonksiyonunun (S - Zh) noktasi civarindaki Taylor seri agilimi

£(s—2h)= 5(3)—5’(5)(2h)+§”(s)@—é"’(s)%+... (0.28)

seklinde yazilabilir. (2.18) denklemi 2 ile garpilip (2.28) denkleminden ¢ikartildiginda

birinci tiirev &'(S) yok edilerek
&(s—2h)-2&(s—h)==&(s)+&"(s)h* =&"(s)h’ +... (0.29)

esitligi elde edilir. Buradan ikinci tiirev ¢ekilip hata terimi yerine yazildiginda
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£(s)-2£(s—h)+&(s—2h)

£'(s)= - +o(h) (0.30)
bulunur. Bu ifade indissel formda yazildiginda ikinci tiirevin
£'(s)= ° —29?.]21+§j2 +o(h) (0.31)
seklinde geri fark formiilii elde edilir [53-55].
(2.12) ile (2.18) denklemleri toplandiginda;
E(s+h)+&(s=h)=2&(s)+&"(s)h? +... (0.32)

esitligi elde edilir. Buradan ikinci tiirev ¢ekilip hata terimi yerine yazildiginda

£(s) = §(s+h)—2§(s)+§(s—h)+0(h2)

2 (0.33)
bulunur. Bu ifade indissel formda ikinci tiirevin
[/ g-+ _2§ +§—
§'(5) =" +o(n’) 034)

seklinde merkezi fark formiilii elde edilir [53-55].

Simdi iki degiskenli & (S,t) fonksiyonu igin birinci mertebeden ve ikinci mertebeden

tiirevlerin sonlu fark yaklasimlarini elde etmeye ¢alisalim. Bunun i¢in

2 2 3 3
a_§h+%h_+a_§h_+

s+ht)=&(s,t)+ 0.35
s )=¢(s1) os  os* 21 os® 3l (0.39
taylor seri agilimini kullanalim. Burada h?®’li ve sonraki terimler ihmal edilirse;
o& E(s+h,t)-&(s,t) a%h
—(s,t)= + — 0.36
83( ) h os’ 2 (0.30)
0¢ Sia8
—=(s,t)==———=-+0(h 0.37
= (s) =2 1o(h) 037

ileri fark formiilii elde edilir. Benzer sekilde Taylor seri agilimindan

19



E(s—ht)=&(st)- s TEM_2¢h

0s as 21 os* 3!

% _S(s)=¢(s=ht) a%h
- h

0s
06 L5750 o ()
o h

geri fark formiilii elde edilir.

(2.38) formiiliinii (—1) ile ¢arpip (2.35) ile taraf tarafa toplarsak

E(snt)—£(s—ht)=2Lon s TEN

oS 0s® 3

06 _ Esthi)-£(s-ht) o

05 2h 0s® 6
o _

s 2n (§F+l_§jn—l)+o(h2)

merkezi fark formili elde edilir.

Benzer sekilde t’ye gore tiirevler igin;

E(s,t+7)=¢&(s,t +a—§r+%ﬁ+83_§f_3+
(st+e)=£(st)+=

ve

E(st-r)=£(st)- 8§ 857 ¢

— 2 —+...
6t 6'[ 21 at® 3!

Taylor serisi agilimlarini kullanirsak

20

0% 2

(0.38)
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% . il +o(*)
ot 2t

(0.48)

formiilleri elde edilir. Bu formiillere sirasiyla t’ ye gore ileri fark, geri fark ve merkezi

fark formiulleri denir.

Simdi de ¢ fonksiyonunun s degiskenine gore Il. mertebeden tiirevlerin sonlu fark

formiillerini bulmaya c¢alisalim. Bunun i¢in asagidaki taylor serisi agilimlarin1 g6z 6niine

alalim.

¢ (2n) o' (2h)
o 21 os® 3l

§(s+2h,t)=§(s,t)+%2h+

0 0% (2h) 8% (~2h)’
g(s_Zh't):‘f(s’t)_a_fzmasf( 2!) +asf( 3!) ’

08, 0°Eht 0N
s+ht)=¢(st)+=2h+—=—+—=—+...
4 )=4(s:) os  0s* 2! o5’ 3!

08, dEht Fen
“ht)=g(st)-Shefe oL
(s )=4(s) 0s +as2 21 o83 3!+

(2.51) denklemi (-2) ile carpilip (2.49) ile taraf tarafa toplanirsa,

g(s+zh,t)_zg(s+h,t):_5(s,t)+§h2+§T§h3+...

oS

olur. Buradan;

O°¢ g(s+2ht)-25(s+ht)+&(s,t) 8%

~ h+...
0s° h? 05 "

625 6]” - 25?4—1 +§F+2
~ +0(h
aSZ h2 ( )

ileri fark formiuli elde edilir.

(2.52) denklemi (-2) ile garpilip (2.50) denklemi ile taraf tarafa toplanirsa
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(0.51)

(0.52)

(0.53)
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§(s—2h,t)—2§(s—h,t):—f(s,t)+62—§h2 —a3—§h3+... (0.56)

os° o’
0° s—2h,t)-2&(s—h,t)+&(s,t) &°
S T R S T NN
0S h 08
52§ 5;1_26;]—1"'5?—2
= +o(h 0.58
852 h2 ( ) ( )
geri fark formiilii elde edilir.
(2.51) denklemi ile (2.52) denklemi taraf tarafa toplanirsa
ot , o'éan’
s+ht)+&(s—h,t)=25(s,t)+ h + +... 0.59
0’ s+ht)+&(s—ht)-2&(s,t) o*¢h?
sl slen) dent
0s h 0s" 12
825 §F+1_2§F+§F—l 2
P > +o(h?) (0.61)
merkezi fark formiilii elde edilir. Benzer sekilde t degiskenine gore
2¢ 2 A3z 3
f(s,t+r):§(s,t)+a—§r+a—§f—+a—§r—+... (0.62)

ot ot 2! ot 3!

_0 08T oer (0.63)

St = ) T w3

_ o\ PE(2) Fe(2)
f(s,t+21)—§(s,t)+at(21)+at2 TR TR TR (0.64)

20 (27 A2£(27)
é(s,t—ZT):§(S,t)—2t—§(2f)+zt§( ;) —gtf( ;) +..  (0.65)

Taylor serileri kullanilirsa t’ye gore ikinci mertebeden tiirevler i¢in sirasiyla ileri fark,
geri fark ve merkezi fark tiirev formiilleri olarak adlandirilan asagidaki tiirev formiilleri

elde edilir.
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2 p+2_2 p+l+ n
aatf = d :Z‘ d +0(7) (0.66)

AT
5 = = +0(7) (0.67)

Fe_gr-eg g
LSS ()

(0.68)

2.1.3. Acgik (Explicit) ve Kapali (Implicit) Yontem

Sonlu fark metodunu kullanarak verilen bir diferansiyel denklemi ¢ozmek igin birgok

yontem vardir. Bunlarin baglicalart agik (explicit) ve kapali (implicit) yontemdir.

2.1.3.1. Acik (Explicit) Yontem

Acik yontem ismi herhangi bir noktadaki islev degerlerini daha erken zamanlardaki sonlu
fark ¢6ziim degerlerinden agik¢a hesaplanmasindan gelmektedir. Yani bulunan zaman

degerinden bir sonraki zaman adimindaki degerleri hesaplamaktadir. Ag¢ik yodntem
§(S,t) bilinen degerlerini kullanarak & (S,H—T) bilinmeyen degerlerinin adim adim

hesaplanmasidir. Dolayisiyla t— yoniinde noniteratif (yineleme olmayan) islem yapar.
Ayriklastirilmig sekil {izerinde, tek bir hesaplama noktasinda bir bilinmeyenli cebirsel
denklemin ¢6ziimiinii yapmaktadir. Boylece istenilen zamana ulasilincaya kadar bu siire¢
tekrarlanilarak tiirevli denkleme yaklasimda bulunulmaktadir. Lineer olmayan bir
denkleme uygulandiginda sonugta bir denklem sistemi vermesine ragmen kararlilik s6z

konusu oldugunda baz1 kisitlamalar getirdiginden yeterli degildir [56,57].
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2.1.3.2. Kapah (Implicit) Yontem

Kapal1 yontemler (Implicit Schemes), acik yontemlerdeki gibi bir dnceki zaman adimi
degerlerinde agikca hesaplama yapilmamaktadir. Bunun yerine sonlu farklar
denkleminde birden fazla bilinmeyen bulunmaktadir. Béylece, model igerisindeki tiim
hesaplama noktalarinda dogrusal denklem takimi olusturulmaktadir. Bir zaman adim1 bu
denklem takimini ¢ozerek hesaplama yapilmaktadir. Elde edilmek istenen zamandaki
¢Oziime ulasilincaya kadar bu siire¢ tekrarlanmaktadir. Hesaplama noktasinin artisi,
denklem sayisinin artmasina sebep vermektedir. A¢ik yonteme karsilik bu kotii bir 6zellik
gibi goriinse de kapali yontemlerin kararlilik ve tutarlilik 6zellikleri bakimindan iyi
oldugundan dolay1 kapal1 yontemi tercih sebebi yapmaktadir. Kapali yontemler, kararlilik
saglamak icin hesaplama miktarinda artis gibi bir bedel 6deyerek ¢oziime ulasmay1
amagclamaktadir. Lineer olmayan bir denkleme uygulandiginda yine lineer olmayan

denklem sistemi verir [56,57].

Acik Yontem ile Kapali Yontem Arasindaki Farklar

1) Agik yontemde bir tek bilinmeyen oldugundan biitin ag noktalarinda kolaylikla

hesaplanir.

Kapali yontem birden fazla bilinmeyen igerdiginden sonlu fark denkleminin (n+1)

zaman adimindaki biitliin ag noktalar1 i¢in yazilmasi gerekir. Boylece bilinmeyen sayisi

kadar denklem elde edilip, es zamanli ¢oziilerek sonuca ulagilir.

2) Acik yontemde sayisal ¢oziimiin bir sonraki zaman adimindaki (n+1). degeri, bir
onceki zaman adimindaki (n). verilmis degerler yardimiyla bulunur.
Kapali yontemde (n+1). adimindaki bilinmeyenleri bulmak i¢in bir denklem sistemi

karsimiza ¢ikar. Bu sistemi ¢dzmek icin ise iteratif ve direct yontemlerden biri kullanilir.
Daha agiklayic1 olmasi sebebiyle agik formiil bilinmediginden tiim grid noktalar tizerinde

denklem yazilarak elde edilen denklem sistemi ¢oziilerek yaklasik ¢oztiim elde edilir.
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3) Acik yontemler genelde kosullu kararlidirlar.

Kapali yontemler ayriklastirilmis denklemlerin kararliligr iizerinde biiyiik avantaj
saglamaktadir. Ciinkii birgogu kosulsuz kararlidir. Béylece, zaman i¢in daha biiyiik adim

uzunluklar1 kullanilmasina izin verilir.

4) Acik yontemin uygulanmasi ve programlanmasi kolaydir. Dolayisiyla ¢oziimii elde

etmek daha kolaydir denebilir.

Kapali yontemin uygulanmasi ve programlanmasi daha komplekstir. (n +1). adimdaki

bilinmeyenler i¢in elde edilen sistemin ¢oziimiinde farkli yontemler kullanilmalidir.
Tutarlilik

Bir sonlu fark yaklasimi ile elde edilmis olan cebirsel denklem sistemi, denklemde yer
almakta olan konumsal ve zamansal adim biiyiikliiklerinin sifira yaklastigi bir limit
durumunda orjinal kismi tiirevli diferansiyel denklem sistemine denk ise o zaman sz
konusu cebirsel denklem sisteminin orjinal kismi tiirevli diferansiyel denklem sistemi ile

tutarli oldugu sdylenebilir.

S6z konusu cebirsel denklem sistemi ile elde edilecek olan yaklasik sonucun, kismi
tiirevli diferansiyel denklem sisteminin ger¢ek sonucuna yaklasmasi i¢in tutarliligin
gerekli bir kosul oldugu aciktir. Bununla birlikte cebirsel denklem sisteminin, orjinal

denklem sistemi ile tutarli olmas1 yakinsama i¢in yeterli bir kosul olmamaktadir.

Yakinsaklik

Bir kismi diferansiyel denklemin tam ¢odziimii cf(S,t), nimerik ¢ozimii de fjn ile
verilsin. Bu durumda;

(h,7) =0 iken (s;,t") —(s,t) ve &(s,t)=¢] =0
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oluyorsa sonlu farklar yontemi yakinsaktir denir [58]. Yani, konum ve zaman adimlar
(h ve T ) kiigiiltiilerek sifira yaklastirildiklarinda sonlu farklar yonteminin verdigi

yaklasik ¢ozlim, kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin kesin ¢oziimiine yaklasiyorsa s6z

konusu yaklasik ¢6ziimiin yakinsak oldugu sdylenebilir.

Kismi tiirevli diferansiyel denklemin kesin sonucu ile sonlu farklar yontemi ile elde
edilmekte olan sonucun arasindaki fark ¢6ziim hatasini olusturmaktadir. Bu hatanin
miktari konum adim1 h ve zaman adim1 7 ’ nun biiyiikliigiinden ve s6z konusu cebirsel
denklemler olusturulurken orjinal diferansiyel denklemin tiirevlerini ifade eden sonlu fark

terimlerinin ihmal edilmis olanlarindan kaynaklanmaktadir.

Kararlilik

Kararlilik 6zelligi, tutarli bir niimerik yontemin yakinsaklig1 i¢in gerekli bir 6zelliktir.
Zamana bagh diferansiyel problemlerinde, ¢6ziim i¢in uygulanan niimerik yontem eger
yakinsak ise problemin tam ¢6ziimii sinirliyken niimerik yontemde sinirli ¢éztimler tiretir.
Kararlilik kavraminin temelinde yatan esas budur.

Kismi tiirevli denklemlerin sonlu fark metodu ile sayisal ¢oziimiinde hesaplamanin her

asamasinda hatalar ortaya ¢ikar. Eger ortaya ¢ikan bu hatalar hesaplama ilerledikge

sinirsiz olarak biiylimiiyor ise uygulama kararlidir denir [59].

2.2. Baslangic Sinir Deger Problemi

Bu boliimde sonlu fark yontemini uygulayacagimiz b.s.d.p. ni ifade edecegiz. Bu problem

asagidaki gibidir:

AN o
= +a, 0 +ia, ~ a(X)y +v(X)y +ia,ly[ v =g(xt), (xt)eQ (0.69)
w(x,0)=9(x), xel (0.70)
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w(0,t)=y(l,t)=0, te(0,T). (0.72)

Burada y =y/(X,t) dalga fonksiyonu, Q=1x(0,T) i=+-1, 1=(01) a,a,a, >0
verilen reel sayilar; a(x) ve V(X) ise sirastyla

hemen hemen her (hhh) xe I igin 0<a(x)< gy, , 4, =sbt>0, (0.72)

vel, (1), hhhx el igin [v(x)|<b, (0.73)

sartlarint saglar. Burada b, >0 verilen sayidir. Ayrica % ve ¢

0
JeW/ (1) ve geW,(Q)

biciminde verilen fonksiyonlardir.
Oncelikle (2.69)-(2.71) probleminin ¢dziimiinii tanimlayalim.

Tanim 2.2.1. (2.69)-(2.71) probleminin ¢cozimi

0
B, =C° ([O,T],sz(l)jmcl([O,T], L, (1)) uzayma ait olan ve hhh x < I ve herhangi

te[0,T] igin (2.69) denklemini, hhh x e I icin (2.70) sartn1 ve hhh t€(0,T) igin (2.71)

sartini saglayan bir ¥ = l//(X,t) fonksiyonudur [36].

(2.69)-(2.71) b.s.d.p. nin ¢oziimii igin [36] ¢alismasindan asagidaki teoremi kolaylikla

yazabiliriz:

Teorem 2.2.1. a(x)ve V(X) fonksiyonlar1 sirastyla (2.72)-(2.73) sartlarin saglasin ve

0
FeW/(1),geW,"(Q) verilen fonksiyonlar olsun. Bu durumda (2.69)-(2.71)

probleminin B, uzayina ait olan tek ¢dziimii vardir ve bu ¢éziim Vt e [O,T] icin

oy (1)
ot

0
W7 (1)

o (1)

L

<. Iy lohere 1, | @79
(1 2
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degerlendirmesini saglar. Burada ¢, >0, 9,9 ve t’ ye bagli olmayan bir sabittir.
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3. BULGULAR

3.1. Baslangi¢c Simir Deger Probleminin Ayriklastiriimasi

Bu béliimde (2.69)-(2.71) probleminin sonlu fark aynisi yazilir. Bunun igin 6ncelikle

¢Oziim bélgesi yani Q=[0,11x[0,T] bdlgesi asagidaki gibi kafeslere boliiniir:

. h . h h
Xj:Jh_E’ JFLM -1, Xl—Ezo, XM—1+E=|
t,=nz, n=0,N, h:l—, Tzl

M -1 N

M=M,, N=N,, h=h, r=7, k=1

Burada h ve 7 sirastyla konum ve zamanin adim uzunlugudur.

Bu calismada kullanacagimiz notasyonlar asagidaki gibidir:

g'n _é:'n— é'n _5'— n
(5?5]” - 17111 §X§jn - JTH

§'+ n _é:'n §'+ n— an + 5'— n
é‘xgl'n == lh : ! 5X¥§Jn =22 hZJ = '

V, = {v V= (VO,Vl,Vz,...,V,vI )} olmak tizere herhangi u,v €V, i¢in i¢ carpim

M-1
(u,v):hzllujvj
j=

olarak tanimlanir. Ayrica vV’ nin ayrik normlari
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M-1 P
M, =g b

ol = max v

6], - /hz 5[
j=t

olarak tanimlansin. Boylece (2.69)-(2.71) probleminin fark semasi

iaf‘):jn +a05xigjn + iai5¥§jn _ajé:jn +Vj§jn +Ia2 gjn i éjn = gjn' J :11 M _:L n ::L_N (31)
Eo=9, j=OM (3.2)
QZMn = é:On = 0’ n Zl,_N (33)

bigiminde yazilir. Burada a;,9;,9,,,v; ag fonksiyonlari

h
172 J—
aj:E ha(x)dx, j=1LM -1

Xj—

Xj+s
‘91:% J. J(x)dx, j=LM-1, & =9, =
xj—g
h
1 t, iy L
9= | [ olut)dat, j=IM-L n-1
n—1xj,E
Xj+5

olarak tanimlanir. Ayrica (2.72) ve (2.73) sartlarindan

0<a <u, j=LM-1 (3.4)

0<|v|<b,, j=LM-1 (3.5)
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yazilir.

3.2. Fark Semasmin Kararhhg:

Teorem 3.2.1. a(x) ve V(X) fonksiyonlar1 sirastyla (2.72)-(2.73) sartlarini saglasin ve

19€W22(| ), g GWZO’l(Q) olsun. Bu durumda (3.1)-(3.3) fark semasinin ¢éziimii olan

&, fonksiyonu ¥V me{L,2,..,N} icin

+2hzm:MZ

jm jm jin jn-1 g]n gjn -1
n=1 j=1 n=l j=1
m M-1 m M-1 azh
Zaﬂ'ZZ gjn é:J —1n +4a hfzz Jn S 72‘19]‘ (36)
n=1l j=1 n=l j=1 j=1
M - N M-1 m-1M-1 2
hZ‘S ‘ +thZ‘gm +7h ‘éfgjn
n=1l j=1 n=1l j=1
degerlendirmesini saglar. Buradaki ¢, >0 sabiti, h,z ve m ’den bagimsizdirlar.
Ispat : (3.1)-(3.3) semas1
. -1 _ M -1 _ . M-1 _ M -1 _
'hz 5f§jn77jk + haozé‘xx‘fjnnjn + 'ha125x§jnnjn - hz ajé:jnnjn +
: : - = (3.7)

-1
hzv f]nn]n +Iha z égjn i

=1

M1
finﬁjn = hz gjnﬁjn’ n=1N
=1

toplam 6zdesligine denktir. (3.7) deki 77, fonksiyonu {(X i ’t”)k} aglar dizisinde tanimli,

n =1,_N icin Mgy =My =0 sartlarin saglayan herhangi 7, ag fonksiyonunun kompleks

eslenigidir. (3.7) de ﬁjn fonksiyonunun yerine rfjn ag fonksiyonunu alhirsak
+

oMA _ M-1 _ ) M-1 _ M-1 2
IhrZ Sl +aohrZ Slinlin + |a1hr2 Sl —hrd alé

jn
her * Lia hrz

(3.8)

= hfz g]né]n’ :

in in
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yazilir. Bu esitligin sol tarafindaki ikinci terime kismi toplam formiiliinii uygulayalim.

Bunun i¢in 6ncelikle asagidaki Lemmay1 ifade ve ispat edelim:

Lemma3.2.1. (Kismi Toplam Formiilii) Herhangi iki
u,vev, :{v:v:(vo,vl,...,vM ), Vo=Vy :O} ag fonksiyonlari igin

M-1 M

DYCENASDNCTNICAN

j=1 =t

dir.
M-1
Ispat : hZ(5 u;)v; =hY"(8,6,u; )V olmak iizere (5,u;)=F, olsun. Bu durumda
j=1 j=1
M-1 _ M-1 i M-1 F M-1
hY 6,u¥, =h; s, (F)v, :hZ( )V (Fu=F)¥,
=1 =t =i =1
=(Fy —Fu )W+ (Fus—Fus)Vuo ++ (R -FR)Y

3 I:MVM =il FM lVM 1+FM lVM 2 I:M—Z\TM—Z—i—“'—i—|:2\71_|:1\71+

olup esitligin her iki tarafin1 h’a bolersek

MZé'XXuJVJ F _F (\7 _VM_l)_mel (VM_l_VM_Z)_
= h h
_FZ(V hv)_Fl(lhO)_%vo
=
M- (\7 \771) M M
Z@xujvj = ZF :»hZ@XquJ = th: F.o.V, =—hZ;5Yuj5yvj
1= 1=

=1

bulunur. Boylece lemma ispatlanmis olur.

Lemma 3.2.1. i (3.8) de dikkate alirsak N=1, N igin
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! _ M-1 , M-1 _ M-1 )
ihe > 6:.&,.E —ahe D (6,8, +iahr ) 6,&,E, —he D a, || +
j=1 j=1 j=1 j=1 39
M-1 2 M -1 4 M -1 _ ( : )
he) v |&| +iahr Y |E| =he D 9,8,
=1 j=1 j=1
elde edilir. (3.9) esitliginden eslenigini ¢ikarirsak
M-1 _ _ ) M-1 _ _
i) (6:8 10 +0:8 &30 ) Hiahe Y (8,608 + 6,880 )+
j=1 j=1
- - ) (3.10)
2ia,hr Y |£, [ =2ihe Y Im(g, &)
=L j=1
olup buradan
M-1 _ _ M-1 _ il
hTZ (é}éjnéjn + 5f§jn§jn ) + a1hTZ <5y§jn§jn v 5¥§jn§jn ) +
- M-1 M-1 N (3'11)
L _ y Y
2a,hey"|&, | =2he > Im(g,, &, ), n=1N
j=1 j=1

yazilir.

E n (gjn _Ejn—l)

T T

z-(é‘fgjngjn + é‘fé_jngjn) =7 (C-!Zjn r é:jnfl)

Sin

:(é:jn _é:jn—l)é?jn +(Ejn _Ejnfl)é:jn

2 — 2 —_ 2 2

= gjn _éjn—léjn + éjn _gjn—léfjn - é:jn—l + gjn—l

= gjn i - é:jn—l i _ngn—lf_jn + é:jné?jn - é?jn—lé:jn + é:jn—lé?jn—l
2 2 = —

:é:jn _é:jn—l +§jn(§jn_é:jn—l)_gjn—l(fjn_é:jn—l)
2 2 — _

= §jn _é:jn—l +(§jn_§jn—l)(§jn_§jn—l)

= fjn - é:jn—l 2 + gjn _gjn—l 2

oldugundan
T(éféjngjn +5f§_jn§jn)= |‘§jn|2 _|é:jn—l|2 +|§jn _§jn—1|2 (3-12)

elde edilir. Benzer sekilde
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h(57§Jn§jn + 5X§jn§jn ) = h CJ?jn + h gjn
(é]n fj—ln)é?jn +(‘§jn _a—ln)gm
= éjn i éj—lné_jn + é:jn i _é?jflnéfjn - gj—ln +‘§j—ln 2
:é:jn2_‘§j—ln2_‘§j—lngjn+§jngjn é ég 5 1n§1 —In
:é:jnz ‘f—ln ( g_m) é_m(‘fjn_fj_ln)
‘5 =1In g -1n )(gjn é: —ln)
Jn _‘51—171 5 -1n
olup
0(8eEnZin +E:Ensin ) =|En] ~|Eim| +[En— i (3.13)
esitligi elde edilir. Boylece (3.12) ve (3.13) esitlikleri (3.11)’de kullanilirsa
hZ( jn -1 é:jn _égjn—l ) Z( ‘ j—1n éjn _é:j—ln 2)
= = (3.14)

2ahrz —2hrZIm(an§m) =1,N

Jn

elde edilir. (3.14) deki biitiin esitlikleri n tizerinden 1 ’den m < N ’ye kadar toplayalim.

Boylece asagidaki esitlik yazilir:
hzz( )+hzz
m M-1 m -1
ary Y [En—& i +2a2hfzz gjn =2hry] _ Im(g,,&, )

n=l j=1 n=l j=1 n=l j=

ém gjn 1

jnl

“rary Sl g uf )+

:1]

>

(3.15)

<

aN

Ayrica

>3 ef

n=l j

2) = é(‘fﬂ‘z “féol el el el gl +

)= 5 el -leef

jn-1

2
+"'+‘§jm‘ _egjm—l

ve
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m M-1 2
Z é:in _‘ J -In
=

n=l j

PR3 A AN PN N N
"'---"‘|681v|—1n|2 _|5€M—2n|2) = nzr:,(|§|\/|—1n|2 _|§0n|2)

oldugundan burada (3.2) ve (3.3) sartlarmi kullanirsak

nznj;M_:( &l )= ,mz—g\%\z (3.16)
g'\:_ll(gjnz_‘ j-in ) Z|‘§M—ln (3.17)

yazilir. (3.16) ve (3.17) yi (3.15)’ de dikkate alirsak

m M-1 m M-1
hz jm +hzz ‘g]n gjn -1 +a1TZ|é:M 1n| +a1TZZ §Jn é:—ln
n=l j=1 n=l j=1
m M-1 4 m M-1
2a,he> > &, hZ\g\ +2hey > Im(g, &)
n=1l j=1 n=1l j=1

olup buradan

hz‘gjm‘ +hzz é:Jn §Jn—l +a172|§M 1n| +airzz

n=l j=1 n=l j=1
2a hrni‘hjzll <h2\9\ +2hrni:hjzll

é:Jn § -1n
(3.18)

in Jn Jn

esitsizligi elde edilir. (3.18) in sag tarafindaki ikinci toplamim m. terimini ayiralim ve

ayirdigimiz bu terime ¢ — Cauchy esitsizligini uygularsak asagidaki esitlik elde edilir:

hz‘é:]m‘ +hzz g]n é]n -1 +a12-Z|é:M 1n| +a{[zz

m M-1 o m ll\/l1 -1 " I\J/I_ll
2a,he> Y| <h2\3\ +2he> Y |g +gh12\g,m\ W1z Z\eﬂm\
n=1 j=1 n=1 j=1 j=1

é:]n é: —In
(3.19)

in Jn Jn

(3.19) da & =27 olarak alinir ve Young esitsizligi uygulanirsa
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hz‘gjm‘ +2hzz gjn gjn—l +2a172|§M—1n| +231TZZ

n=l j=1 n=l j=
m M-1 g m-1M-1 riil\; -1
aa,he> Yle [ <2ne> Y g +4Trh2\g,m\ +2he Y Y lE
1 n=1l j=1

n=1l j=1 n=l j=

éjn é: —1n

+2h2\,9\

Jn in

olup yukaridaki esitsizligin sag taraftaki ilk iki terimi birlestirip sonra M< N’ ye

biiyiiltiirsek;
M-1 m M-1
hz é:Jm +2hzz csgjn éjjn—l +2a112|§M 1n| +
=1 n=1 j=1
m M-1 m M-1 N M-1
2a7) D |En =& ‘1 4a ,heY > IE, <4Thrzz 9in “+ (3.20)
n=1 j=1 n=l j=1 n=l j=1

m-1M-1

2hrzz
n=l j=1

+2h2\9\ vme{1,2,..,N}

Jn

esitsizligi elde edilir. (3.20) nin sol tarafindaki biitiin terimler pozitif oldugundan,

4 2h2\.9 \ vme{1,2,..,N} (3.21)

Jr’I in

N M-1
hZ‘fjm‘ <4Thzy >'|g
1

n=l j=

m-1M-1
‘4 2hrz Z
n=l j=1
yazilir. Bu esitsizlikte Gronwall lemmasinin diskrit aynisimi [32] kullanirsak;

hZ‘fjm‘ < [hZ‘S‘ e S

n=1l j=1

jn

j, vme{12,..,N}  (3.22)

olur. (3.20) nin sol tarafindaki biitiin terimlerin pozitif oldugunu dikkate alarak (3.22)’yi
(3.20)’de yerine yazarsak

M-1 2 m M-1 2 m M-1
Y [En] +20° 3 |60 — &l +282D D |60 =& +
j=1 n=l j=1 n=1l j=1 (323)
m M-1 4 M-1 N M-1 )
4a,hey Y&, gca[hzw +7h> g, J vme{12,..,N}
n=l j=1 j=1 n=1 j=1

degerlendirmesini elde ederiz.
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Simdi 0;&;, fonksiyonunu degerlendirelim. Bunun igin (3.7) toplam ézdesliginin sol
tarafindaki ikinci terime kismi toplam formiiliinii uygulayarak 7 i fonksiyonunun yerine

Té}f_jn alalim. Bu durumda asagidaki 6zdeslik elde edilir:

M-1 M _ M-1 _ M-1 _
ihTz ‘5T§jn g aohfz57§jn5x (5f§jn ) + ia1hTZ 5X§jn5T§jn - hz'z aj‘fjn5f§jn +
-1 -1 i1 =t

(3.24)

5 _ M1 _
éjngré:jn = hTZ gjn5f§jn1 n=1N.
j=1

M-1 _ M-1
hrz ijjné}é‘jn + Iazhz'z fjn
=1 j=1

(3.24) ile eslenigini toplarsak

_aohz T (5¥§jn5Y (5t’gjn ) + 5?5?jn5i (5f§jn )) o Ialhrz (5X§jn5f§_jn > 5?5?jn5t’§jn ) -

j=1

hTN_IZlaj (é:jné‘t’é?jn + é?jné‘t’é:jn ) + hr“fvj (é:jné‘t’é?jn + gjné‘t’gjn ) + (325)

j
M-1

ia,hr )’
-1

é:jn i (gjné‘fgjn - gjnéfgjn ) = hrzl (gjnafgjn e gjné‘fgjn)
J:

yazilir. (3.25) de

7(6810c (8:En ) + 6,810 (0:,0)) = (6,810 (8810 ) + 5810 (0840 )

57§jn 5Xé:jn—l

2 2

5Y§jn _§Y§jn—l J

2
+

= = é:jn - gj—ln g_jn - Ejn—l g_jn - é?j—ln gjn - fjn—l
hT(5¥§jn5f§jn _5¥‘§jn5t’§jn): hT( h j( ]_[ h }( J

T T
= (_gjné?jn—l - é?jngj—ln + éj—lng_jn—l + é?jngjn—l + fjné_j—ln - éjn—lé?j—ln )
(gjngjn—l - gjné?jn—l - é?j—ln (gjn—l - §jn ) + gj—ln (gjn—l o gjn ))
= (lem (Ejné:jn—l) + lem (Ej—ln (gjn - fjn—l ))) ’

&l (20080 - E8:80) =, [ :, (En=8ns) : (&, 5,“)]
4 T
gjn i = — B g'n ? . _
= T (gjngjn—l _fjngjnfl) = . 2I|m(§jn§jnfl)
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ve (3.12) esitligini kullanirsak

|

2:|
M-1

zaiz('m@nan-mm(a-m(fm—fm-l)))—

5 é:]n - é:Jn -1

an_ijnl

j=1
M-1 2
hz aJ |: jn -1 g]n - gjnfl :|+ (326)
j=1
M -1 )
h Vi |: o jn—l gjn - é:jn_l j|_
j=1

2ahzl Im(£,8)= ZhTZRe(an5§Jn) =1N

jn

elde edilir. (3.26) daki biitiin bagintilar1 n indisi lizerinden 1’den m < N ’ye kadar

toplayalim. Bu durumda

5 g]n 5 gjn -1

jn X2 jn-1

i
M-1 M -1

m(einéjn_l)ﬂali Im(f (En-¢0))+

n=l j=1 n=l j=

N
S
N

1
M-1

(3.27)

elde edilir. (3. 27)’deki gerekli islemler yaplhrsa ve (3.2) sart1 kullanilirsa

jm in jn-1

n=l j=1
-1 M

+2a1i2'm(é g,“)uaiizl. EREREN DY

n=l j=1 n=l j

M-1 2 m M-1 m M-1
—hZaJ‘SJ‘ +hZZaJ En—Ena *+2a NN

=1 n=l j=1 n=l j=1
M-1

m _ m M-1
:_2hTZZRe(gjn5t§jn)+thj((fjm _ 19]\2)+hZZVJ
i=1 j=1 n=1 j=1

n=l j=

|_\

Im (gjné:jn l)

jn

2
gjn - fjn—l
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olup

+ 2alzm: Z Im (gjnéjn l)

jm Jn jn-1

n=l j=1
m M-1 _ M-1
23122 Im(fj_m(é’,—n —éjn-l))+hZaj ‘é‘m‘ +
n=l j=1 j=1
m M-1 2 m M-1 2 —
hY > a|E, - & +2a2hZZ Enl IM(&E04) (3.28)
n=l j=1 n=1l j=1
m M-1
=-2hry" > Re(9,,6:&;) +hza [&,[ +
n=1 j=1
M-1 m
hZVJ égJ'm2 hZV “9‘ +hZZVJ fJn 5Jn -1
j=1 n=1 j=1

esitligi elde edilir. (3.28) in sag tarafinda bulunan ilk toplama kismi toplam formiiliinii

uygularsak
m M-1 _
jm jin jn-1 _Zalzz Im(é:jngjn—l)_
j=1 n=1 j=1 n=1 j=1
m M-1 r M1
2312 Im(f—ln(é]n_égjn—l))_hzaj é:jm
j=1

I
[iN

n

LN

]:
-1

hi aJ Zlm(‘fjngjn—l)—i_

2hTmZ:leRe( ané?J”) ZhZRE(ngfjm)'FZhZRe( 11510)

n=.

§

2a2hzm:M21 &

n=1 j=1

éjn éfjn 1

jn

Il
4N
;_\

M-1 m M-1
hzl:aj‘s‘ +th ‘f,m‘ hzv ‘19‘ +hnz_l:§,V, Sin ff,n_l

esitligi elde edilir. Yukaridaki esitligin sol tarafindaki terimlerin pozitif oldugunu dikkate
alarak her iki tarafin mutlak degerini alip, (3.4) ve (3.5) sartlari1 kullanarak Young

esitsizligini uygularsak

39



M-1

2

+ thZ\gjm\ + thZ\sj

) m M-1
<ay. ( :
n=l j=1

M-1

5Y§jn _5¥§jn—1

m M-1

+|az|hZZ

M

1 j=1

m

n

2
4

5éim| +ahY >

M
ahY’
j=1

]

(3.29)

+

‘2

2

éjn—l

2

Sin

=t

=1

]

1 j=1

n

2

gjn _éjn—l :

M-1

n=l j=1

=1

J

M-1

2+h2\9j\2+hbozm:

M-1
+hZ‘gj1‘
j=1

2

Sim

M-1
+h)°
i1

2

M-1
hZ\gjm\
j=1

40

esitsizligi elde edilir. (3.29) da
oldugunu dikkate alirsak

ve



2 M-1m-1
+ay >

m M-1
jm e in jn-1f — %;; gjn = jn
m M-1 2 m M-1 2 M-1
alz‘lg ‘ aiz alZ é:jn gjn -1 +h/u0
j=1 n=1l j=1 n=l j=1
m M-1 m M-1 h M-1m-1 h
h/‘ozz g]n gnl hz jn4 a; 2251n4+a "9‘
n=l j=1 n=l j=1 j=1 n=1
2 M-1 M-1 2 m-1M-1
9, +h,u02“9j‘ +hby Y |&,, * +hb ZW +hr \&—9,” +
i= =1 n=1l j=1
m-1M-1 J J m M-1
hTZ]_; jn +hz Jm jl ‘ +hbozlzl §jn gjn—l
n=. = n=l j
olup, buradan
M-1 2
n n—OxEins (a1+hy0+hb0+h)2‘l9j‘ +
n=l j=1 j=1
M-1 2 m M-1 2
(h,u0+hb0+h+2a1)z Em| +(a+hby+hug ) DN NE =&+
= s (3.30)
m-1M-1 m M-1 h M-1m-1 h M -1
3, ) §jn ath 5,-n4+aLZZeﬂn4+aLZ\9j\4+
n=1 j=1 n=l j=1 2 j=1 n=1 2 j=1
2 m-1M-1 2 m-1M-1 2 M -1 2 M-1 2
6.5, +hey" Y 16ca,| +he . X [€u +h Y |an| +hY g,
j= n=l j=1 n=l j=1 j=1 j=1

esitsizligi yazilir.

2
terimi i¢in asagidaki lemmayi ifade ve ispat edelim.

jm

M-1
Simdi, (3.30) daki h)_|g
j=1

Lemma 3.2.2. : Herhangi me{1,2,..,N} icin

hZ‘ng‘ <(2+ j(rhNZ‘jMZlb g; +thN:MZl

n=1l j=1 n=1 j=1

Jn

J (3.31)

esitsizligi gecerlidir. Burada T =N > 0, verilen bir sabittir.

ispat:
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m-1

9l (04" =X (|90l [0

n=1

=(gm _gm—l)Gm +(gmfl_gm—2)gm—1+"'+(gz _gl)GZ +(gm _gm—l)gm—l+
(gm—l_gm—z)gm—z +"'+(g2 _gl)gl

m-1 m-1 m-1 m-1
= Z(gnﬂ -0, ) gn+1 + Z(gml - gn ) g, = ngfgngn+l + Tz 5fgngn =
n=1 n=1 n=1 n=1

m-1 m-1

|gm|2 =|gl|2 +T25Tgngn+l+rz5fgngn =
n=1 n=1
m-1 m-1

|gm|2 S |gl|2 +T2|5fgn||gn+l|+ TZ|§fgn||gn|
n=1 n=1

m-1 2 % m-1 2 % m-1 2 %
Sonsl |+ Sl | [ rla)
n=1 n=1 n=1

2 m-1 2 %
<[g)| +| 72169,
n=1

, m-1 Vo (o Y mi V2
-lof'+(Saaf | |( et | +(Slaf
n=1 n=1 n=1
5 m-1 N[, Ve m1 VA
Jaf'+(Soal | |(Slaf ) +(-Slal
n=1 n=2 n=1
2 m-1 2 %_ m 2 % m 2 }/2_
slaf'+(Slaaf | |(+Slaf | +[Slaf)
n=1 n=1 n=1
2 N-1 2 }é_ N 2 }é_
slaf' +( 2o | |2 S|
n=1 n=1

oldugundan buradan

N-1 N
|gm|2 < |gl|2 +TZ|5fgn|2 +TZ|gn|2 (3.32)
n-1 n-1

yazilir. Ayrica
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m-1 m-1
0./ =g/ —[rZé}gngnﬂ +rZ|5tgngn|zJ
n=1 n=1
m-1
+72.(08, 9|
n=1
2 & 2 L 2 2
o <[ Soa +3af |+l =
Slaf <53 rSha +e 2ol o3 ol
m=1

m-1
0. <|9.[ +7> |59,
n=1

gn+l

N
olup burada TZ =Nz =T oldugunu dikkate alirsak

m=1

N-1 N N
Tlaf <7(=Slaaf + Slaf [+l
n=1 n=1 m=1
2 & 2 2 1 2
o <72 [ag[ + 2 [o[ + 372 (| (3:33)
n=1 n=1 m=1
1 N 2 N-1 2
(143 ) laf +r3la0,
n=1 n=1
yazilir. (3.33)’1 (3.32)’de kullanirsak
N-1 N
0.1 <lo +r2l00. + 72 o
6. <1 jrzm el +r3jon+e3 o]
(2+2) 3 ja v aryag < 2+ j[rzw Fre3oal |

olup sonugta

ool <203 ) S +eSaf @3

bulunur. Burada her iki taraf | tizerinden 1’den M —1’e toplanir ve h ile ¢arpilirsa;

M-1 N
+rhzz
j=1 n=1

M-1N-1
hZ\ng\ <(2+ J[rh;;bgm

9, ZJ, vme{12,..,N}

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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Simdi (3.30) esitsizliginde Lemma 3.2.2°yi ve (3.23) degerlendirmesini kullanalim.

Boylece
M-1 2 m M
aohz 5x§]m‘ +a0hzz 5x§jn 5 gjn -1 < CAZ“g ‘
a S (3.35)
m-1M-1 M-1 N -1 4
c{thZ\a o,/ +nS 5, J a1 s
n=1 j=1 =1 n=1 j=1
degerlendirmesini elde ederiz. (3.35) ile (3.23) degerlendirmelerini birlestirirsek
m M-
jm jm jn jn-1 +2hzz‘§m §Jn -1
n=l j=1 n=l j=1
m M-1 m M-1 4
231722‘5”, Sjan +4a hTZZ‘fjn 3 Z“gi‘ (3.36)
n=1 j=1 n=l j=1 j=1

2 N M-1 m-1M-1
[hzw veny Sa, oS Soa,

n=1 j=1 n=1 j=1

} vme { 2,..., N}
elde edilir. Buradaki c, >0, h, 7 ve m ’den bagimsizdirlar.
Boylece Teorem 3.2.1 ispat edildi.

Bu teoremi kullanarak fark semasinin sag tarafa ve baslangi¢c sartina gore kararh

oldugunu kolaylikla gdsterebiliriz.

3.3. Fark Semasinin Hatasi

Bu béliimde fark semasinin hatasi i¢in bir bagint1 elde etmeye calisacagiz. Bunun igin,

ilk olarak ¥, fonksiyonunu, (Xj,tn) noktasinda l//(X,t) fonksiyonunun tam ¢ozimii

olmak tlizere

h

1 b ity _ _
L= x,t)dxdt, j=1LM -1, n=], )
Vin=" tf fht//( ) j (3.37)
n-1 Xj_E
W]OZSJ’ j:r' l/IOn:l//Mn:O' n:l’_N (338)
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olarak tanimlayalim ve

[e]= {ejn} = {5jn _‘/’in}

ile fark semasinin hatasini gésterelim. Bu durumda €y, asagidaki sistemi saglar

2 2
0., +a,0,.8, +iaoe, —ae +ve +ia | | & —|w., y/.n): I
7] j j iZin TYE 2_J J‘J j j (3.39)
J=LM-1, n=1
e,=0, J=0, (3.40)
e, =6, =0, n=1N. (3.41)
Burada
1% Px 0 .
j“:_h-[ J (|—+a 67+|a18—l)/(/—a( )w+v(x)y/+|a2|z//|2y/jdxdt
. 2
‘//Jn a,0, & in _Ia15¥an tayy, Vi, —1a, (‘an ‘//jn)v (3.42)
j=LM-1, n=L1N
dir.
Simdi €, icin bir degerlendirme elde etmeye calisalim. (3.39)-(3.41) sistemi
Non =T =0, LN sartlarini saglayan herhangi 77;, ag fonksiyonu i¢in

M-l M-1 M-1
hzié‘fejnﬁjn +a0hz5xiejnﬁjn +Ia1hz Jnan hzaje]nnm
j=1 j=1 j=1 j=1 (3 43)

2 _ =
‘/’jn)ﬂjn = hz o730 N=1N
i1

ijn _‘y/jn

M-1 _ . M -1 2
hZV,-ejnﬂjn +|a2h2(‘§jn
=1 =1

(3.43)’lin sol tarafindaki ikinci terime kismi toplam

toplam 06zdesligine denktir.
formiiliinii uygulayip 6zdeslikte 77 in fonksiyonunun yerine 7€;, ag fonksiyonunu alirsak
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hfZ (e e
her * tia hrZ(

M-1 M -
+|a1h72( )8 —h7 ) a,
B - (3.44)
1//J.n)e_jn = hfz I0€jns N =1,N
=t

]I’]

jn jn l//jn

yazilir. (3.44) esitliginden eslenigini ¢ikarirsak N = 1_N igin

'hTZ(( e, )8, +(58, e Jn>+laih2'2(( 0 )8+ (5, e]n)ejn)+

2 _
l//jnejn ):|

+ia2hz-2|:( jn~ijn é]n gjnejn)_( l//jn l//jnéjn + l//jn
j=1

M-1
=2ihr " Im(1,8;,)

j=1

olup buradan

hrZ(( e, )8, + (58, )e; )+a1hr_7((5Y ))& +(5,8, )e ,n)+

M-1 2 — 2 2
aZhTZ|:( n Jn jn é:jn égjnejn)_(l//jn l//jnejn + V/jn l//jnejn ):l (345)
j=1
M -
= 2hrz Im(1,&,)
j=1
yazilir.
(é:]n l//Jn l//Jn)e ( n jn l//jn gjn an - l//jn l//jn)ejn
2
:( in = +an( l//Jn )) jn
( jn ejn+an gjnfjn l//Jnl//Jn Jn[//Jn+§Jnl//Jn )

=g le

+l//Jn ('):Jn (é:jn _l/7jn)+l//jn (fjn _l//jn)) jn
i (8) ¢ 2

)_

jn

jn

2

= éfjn

(s
2 _ 2
an)ejn :( jn

e

jn V/jn n

2

+ an +W1n§jn (ejn)

oldugundan

2

2 Y S (éjn )2

|

Sin

Sin

)

- l//jn + Vljn

jn
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yazilir. Boylece

2

(1 &
=2( W

olur. (3.45)’de (3.12)-(3.13) ve (3.46) esitlikleri yerine yazilirsa
2
n[le.f Jracx [l }
sahe 3|2, +ol Yool +vicn @) 7500 | GaD
=L

= 2her|m(|jnéjn), n=1LN
j=1

2 —
é:jn

2 —_—
l//jn)ejn +(

2 2
Jle

jn

gjn

“Win —|W¥in

i l/7jn )ejn j|
o 2 (3.46)
+l//jn§jn (Ejn) +!/7jn§jn (ejn)

+ lr//jn

+

+

ejn _ej—ln

- jnl jin Jnl _‘Jln

+ l//jn

jn

elde edilir. (3.47) deki biitiin esitlikleri n {izerinden 1’den m< N ’ye toplayalim.
Boylece asagidaki esitlik yazilir:

hZZ[ }fhzm:MZ:em Jnl +airgh§[ ‘ j-tn }

Jnl

n=l j=1 n=l j
m M-1 m M-1
var> Y le, —e, .| +2a hfzz(gm tlw, )e].n2 (3.48)
n=1l j=1 n=l j=1
Jm M-1 _ rJn M-1 m M-1
:_aZth;;Wingjn(ein) a, Tn ,Z: Jn ( Jn) +2h7§§|m( in Jn)
(3.48) de
m M-1 M-1
2 ( ol =l 2) = Z(‘ejmr _‘eior)
n=l j=1 j=1
ve
m M-1 m
2 2 (el ~lernf ) = 2o el e
n=l j=1 n=1

oldugunu dikkate alarak (3.40)-(3.41) sartlarini kullanirsak
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hZ\e,m\ 03 Sle, e, +a1fZIeM S rard e, e
n=1l j=1 n=1l j=1
m M-1 m M-1
28,y D ([l + il Jleul =-nr Y X v (E) -
n=1 j=1 n=l j=1
mML m M-1
TZ VinSin ( J”) +2hTZZ'm( in Jn)
n=1 j=1 n=1 j=1
esitligi elde edilir. Buradan
m M-1 m M-1
hZ\eJm\ +hY > ley e +ar). > le, e,
n=l j=1 n=l j=1
m M-1 2 m M-1 2
2ney. (Il +w il Jleul <220eY Xl lElle, ]+ (349)
n=l j=1 n=l j=1
o s |
ZhTZZ Linl (€
n=1 j=1

esitsizligi yazilir. (3. 49)’un sag tarafindaki ilk terime Young esitsizligi uygularsak

€in-1 “+ ary, Z

n=1 j=1 n=l j=1

m M-1 2 m M-1
+a2hlezl( £l )e <o) 3|
n=l j= n=l j=

elde edilir. (3.50) nin sag tarafindaki toplamin m. terimin ayiralim ve ayirdigimiz terime

e

jm jn —1n

(3.50)

o V/jn jn jn ejn

& — Cauchy esitsizligini, kalan toplama da Young esitsizligini uygulayalim. Boylece

M-1

DYHAEDRY fraryy

ejn Jn -1 ejn —ln
n=1l j=1 n=1 j=1
m M-1 2 1 M-1 2 gM—l 2
ey ([ il Jlel <207 X le[ +20e E X[+ @5
n=1 j=1 2¢ j=1 2 =

2

m-1M-1 2 m-1M-1
hrzz I, +hTZZ

n=l j=1 n=1 j=1

e.

n

esitsizligi elde edilir. (3.51) de sol taraftaki biitiin terimlerin pozitif oldugunu gézoniine
alarak & = 27 olarak segcilirse

hZ‘eJm‘ <4Tth‘IJm‘ +2hrm§szl
n=1l j=1

2

m-1M-1
+2hrzz

n=l j=1

€.

in in

olup, buradan
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2
€in

N M-1
hZ‘eJm‘ <(4T+2)hed Y|

n=l j=1

(3.52)

Jr'l

m-1M-1
+2hrzz
n=0 j=1

esitsizligi yazilir. (3.52) de Vme{l, 2,3,...,N} icin  ayrik Gronwall lemmasini

kullanirsak

| (3.53)

N M-1
hZ‘eJm‘ <ched Sy

n=1 j=1

Jn

esitsizligi elde edilir. (3.53) deki | in ¥1 degerlendirmek i¢in iglem kolayligi agisindan
112 .13 .14 15 L8
=1+ + 1+

olarak gosterelim ve burada j=1,M -1, n =1 N icin

1 tﬂ J E- a'// i
== i —— dxdt —id-y .
) | & Vi (354)
%
.
1 t, 7o azw
2 =— ——dxdt—a,0,..
4 mtj | e BOt=ad,y, (3.55)
n—lx.,g
10 XJ+E. oy .
13 = — ia, — dxdt —ia,d. .
» e Iha1 ~ sy, (3.56)
n—lxj_E
o
LR dxd
= | —a(x)pdxdt+ay, (3.57)
tnfl h
Xj=5
x-+D
TR B
;n—EI [ v(x)pdxdt-vy, (3.58)
tha h
X~
X+ h
:—I j ia, || wdxdt—ia ‘l//m Vi (3.59)

2
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olsun.

Once j=LM -1, n =2,N icin It in ag fonksiyonunu degerlendirelim. (3.54) ve (3.37)

formiillerini kullanirsak asagidaki esitligi yazariz:

h
1 %72 5 .
15, = Ei X-Ih [ Ewdxdt —i6y
x+h 2 x+h x-+D
1 i I Y dxdt — | IJIZ X, t)dxdt ! T JIZ (x,t)dxdt
I_ - )
h at l// tnfzx h
Xj— 2 i7§
h h
i 1 t, xj+5
J' II—dth |— I J(w(x,t) v (xt—7))dxdt
Xj— 1Xj’g
t j t Xi j
ey - oy (x,t) 1 % oy (x,0)
EJ jhu dxdt sz jhj dédxdt
i - tn,lx_fat—r
h
i R oy (xt) oy (xt+6)
-] J j( 0 “120) oo
i
h
:thn szj(az//(xt) oy (X, t+9)]d6?dxdt.
o, . ot

n-1 Xj 2

Buradan j=1,M —-1,n=2,N igin

x+h
TJIZT
h-

%7y

oy (xt) Ay (xt+6) |d6’d "
ot |

jn

(3.60)

yazilir. (3.60) esitsizligi, Fubini teoremi ve Cauchy-Schwarz esitsizligi kullanilarak
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1 e oy (xt) oy xt+9|d it o
he? J U ot o |
Shi? T] I Yoy (xt) oy Xt+9%ddtd6 N

oy (xt) oy xt+e| it
ot

0
ey |jn2s%j[j ]de (3.61)
n=2 j=1 -] Q

esitsizligi elde edilir. Kuramsal Temeller Teorem1.2.1.’i dikkate alarak 2% : Y fonksiyonu

L, () normu anlaminda siirekli oldugundan; Ve >0 verildiginde || <7 <o iken

]

olacak sekilde bir o>0 sayist vardir. Dolayisiyla 7<0 ve 70 icin 6 >0

%
oy (xt) oy xt+9| .
ot o |

olacagindan

2
8y/(g;(,t)_8y/(x,t+9)‘ it .0

J

Q

olur. Boylece

M-1

N
hfz

n=2 j=1

(3.62)

olarak yazabiliriz. Burada Wf 7 ’ya bagli olup 7 —0 igin Wf — 0°dur.

Simdi j=1,M -1 igin |}1 fonksiyonunu degerlendirelim. (3.54) ve (3.37) formiillerini

kullanarak
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h

1% 2 oy .
Lo = Y dxdt —
it hr;[ Ihl dxdt —idy

oXj_E
h
1472 5 i| 1
hr{xjhla—?dxdt—% —I jh (x,t)dxdt -y,
™ Xj— 2
1 4 Xj+g a i_ Y Xi+g 4 Xj+g
hT{thu—‘fd dt - 7{ Ihw(x,t)dxdt———t{j w(x.t,) dxat
2 i) T2

jju—dxdu—j j ja"’(xg)dad dt =

N\:‘

h
5 “za (x,6) 2 477205
\<_j j‘ V/‘d xdt + hT” ‘/’ ‘d dH:h—Tt{X.jh‘Ew‘dxdt

2
esitsizligi elde edilir. Burada Cauchy-Schwarz esitsizligi uygulanirsa

2

dxdt

x+ a ,t
s

olup, buradan

dxdt =

4”X 0 x,t2
Py gLl

4

rhht:‘l}l‘z < 4] [
=

0\ 0

oy (xt)|

Jow ()|
ot

]dxdt:4 j
0

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlikte (2.74) degerlendirmesi kullanilirsa

dt

Lo(1)

M-1 -
thy |1L[ <cr, j=1M -1 (3.63)
=

yazilir. (3.62) ve (3.63) taraf tarafa toplanirsa
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N M-1

z'hzz

n=1l j=1

“<w ey (3.64)

1
I

elde edilir.

Simdi |J-2n yi degerlendirelim. (3.55) ve (3.37) formillerini kullanarak j=2,M -2,

n=1N igin
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t
|j2n:hz_tnlx i 0 3 dth_aOé‘xXan
72
X+
A 82'//(X,t) Wy —2W 0 W
_Etj Ih 0 W dth—aO ) hzJ j
"‘1X]—7§
A
1 2 2[//( )
"Ny dxdt
hTt,:[l ~h ° 8X2 X
X -v—D +D .
1 t, Tt ZV/(X t) 1 ty le//(X,t) 1 t, ‘it V/( )
- T dxdt ——2 dxdt dxdt
’ hTt"‘l Ih h* " v t-[ jh h? hth jh h
TS XFE Xja—
X~+E ‘. +D X+D
1 t, Mo GZV/(X,t) ao t, "7y
“he S et - - t) dxdt + 2 t) dxdt
hTt;[X_J.hao X’ ‘ hsft;[,(.jh v (xpods t‘[xjw (x o
i7y iy .
h h
a, t, M7 a, t, Sty
+h31t 1XhW(X ) X hsftjlxjhw(x ) X
iT i
& o
1 &2 821//()(’,[) a, t, ity
:Etj. jhao aXZ dth_h_sz'tJ. jh( (X+h,t)—(//(x,t))dxdt
1 xj—E - XFE
x40
a, i, Nt
‘Ef J (v (xt)=p (x—h,t))dxd
thgy N
12
x40
1 t, ity 821//( )
“he dxdt —
hftnjl I_h el
2

h3r 6, h X o 2 s c
2
Ll
t, i )
S LT, ) e
he o 2, 0 ox2
Xji—
g X+
[ 2x+ha t 12x+h8 ht
% IJW dddtfjfwg ddxdt
h T tn_1x_7ﬂ X t1 7&
] 2 J .
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:itj szaoaz"é( dx dt——T tj jzjhj oy )d dcdxdt

thq X__E tha g h x ¢g-h
2 )
wih wih
a t, 7V 2x+h ¢ sz(x,t) a t, 7V ox+h ¢ 621//(T7,t)
:Tori jh j Jh o~ dndgdxdt—h—;’rt_[ jh j ih—anz dndgdxdt
i )
h
t, ity xeh ¢ 2 2
a, Ow(xt) w(nt)
=—" - dndcdxdt
1T T (P oo

dndgdxdt

JJtzjljl- 821,V(X,t) _821//(X+g+77,t)
SANCS on’

h 0 2 2
J-J- Oy (x.t) Ow(x+c+n,t) ddeddt
0 -h

J. b o ox?

%52'// (Z@t) Oy (X;Xf +77’t)%dndgdxdt (3.65)

yazilir. (3.65) de Fubini Teoremi ve Cauchy-Schwarz esitsizligini kullanarak

. 1
Jeh| 2o % 2|aty (xt) & )
B T 15
=
h
280 tXJ+2821,// x,t) 0w (x+c+n,t
s ST o

2
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h
a2 holntn Oy (xt) O’y (x+g,t) %y (x+g,t)
i} T etesn cotcon.

) 2
0 ‘V(X+f+’7’t)| dxdt]dndg
OX ‘
0a2hol i 82l//(X,t) 821//(X+g,t)|2
<% — dxdt |[dnd
hz '(['[h tnjlx.J:h ox’ ox° ‘ X ng+
)
oy (s o (xrgen)f
2a02 n 12 aV/ X+g’t al// X+g+77)t
h’z ! J; i Ih ox’ - ox* ‘ et forde
T
—
X +1
2 M—2 P2

O’y (x.t) 821,//(X+g,t)|2
‘ e OX? ‘

dxdt dndg+

28,7 h%| QU b 2 'y (x+¢,1) azw(x-'_g-”]'t)z
B dxdt |dnd
h2 ‘([—J-h nz=;j=2 t;'.1x.'|.h axz axz o
172
olup
- 9g 2 0 azl/l(X,t) 82!//(X+§’t)|2
. |2n23 _ dxdt dzndg +
nz_;‘,_z i h? .([J;[l ox? ox? ‘ nag
3.66
2a02 h o 0 l//(x+g,t) azy,(x+§+77,t)|2d dt ldnd ( )
o A1 e |

62
esitsizligi elde edilir. Kuramsal Temeller Teorem1.2.1.”1 dikkate alarak a—X"j fonksiyonu

L, (Q) normu anlaminda siirekli oldugundan, Ve >0 verildiginde |g| <h<o iken

]

Vel
82w(x,t)_azt//(x+g,t)|2dxdt .z
ox° o | 2

ve |n|<h<o iken
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%
[J-|82 X+g, _821//(X+g+77,t)|2dxdt _£
ox* | 2

olacak sekilde bir o >0 sayis1 vardir. Dolayisiyla h<o ve h—0 i¢in ¢ -0 ve
77 — 0 olacagindan

821//(X,t) 'y (x+¢,t)
ox? ox?

J

Q

‘ddt—>0

ve

Oy (x+¢.t) ~ 82t//(x+g+77,t)|2dxdt o
ox? ox? ‘

J

[0

olur. Boylece

M-2

N
hrz

n=l j=2

(3.67)

olarak yazabiliriz. Burada W, h* a bagli olup h—0 igin W — 0°dur.

Simdi j=1 j=M -1 ve n=LN icin

terimlerini degerlendirelim.

hA —1n

Bunun i¢in (3.55) ve (3.37) formiilleri kullanilirsa
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h
2= T v (xY

dxdt—a,o,,
aX a‘0 xxl/lln

h
:3]“ ]2 P (%) e g Vo =i+ V)

ThtMX_D ox? h?
2
h h h
a b o) a1 150
:T_;tj thdxdt—F E{[ J.ht//(x,t)dxdt—ZEtj jhy/(x,t)dxdtw/on
n-1 Xl_E -1 x, _E n-1 Xl_E
h h
a t, X1+§ azl//(x’t) ao t, x2+5 t, x1+E
:T_otjj — ot j jh w(x,t)dxdt - th j (x,t)dxdt
'3 % "o
i]‘ oy (X, +%, t) Oy (X, —%,t) "
th, OX OX
h h
t, X1+§ t, ><1+E
% J. J'h(x//(x+h,t)—y/(x,t))dxdt—I J'h(w(x,t)—t//(xi—%,t))dxdt
thy n-s fh y, 1
t t, At x+h
POy (X +0.t) e
12 =8 [ VAT ) g ot
o th OX rhaJ. J-hJX- Xar
2
h
t, ><1+E " t,
3 oy (s:t) 8 [ ow(x—1%.t)
S0 2 dedxdt -2 [ 222t
Thstjlxjhxjh og e rhtn-[1 OX
22
h
t, "1%% x+h h
= F"’(Xl%) | )}dgdxdtJr
h°z 2 7o OX o
1Xl,E
.
Pt ow(et) ow(x-m1)
o - d cdxdt
N =
oyt
h h
t, xl+§ wih X+ 2 t, ><1+E % c 2
_ 3 Oy (n.t) 3 Oy (m.t)
_th ITdndgdxdt+h [T ] dendgdxdt
Toah % % L L I
1 1 1 2 1 2
=
x .l l
atn1x+h128 tlzxga t
<= ] ] ( )d dedxdt+—>=[ [ [ | ( )dnd dxdt
Ttn—lx_h X ¢ h t1x_hx_hx_ﬂ
) 2212



elde edilir. Buradan

h h h h
Xt %t +hx1+ Xts s Xty

i i 1§ T >\ S
’ 4 X o' h* Ty, hh on'
2 2 2 175 R AT
2a0 t, 1t 82(//(77,'[)
=— dndt d dt
hr tnjlx":h on’ 7 +
t2
3a. & 2|6k (nt
=22 AUt
T, h on
2
olup
Al
3a, ol azw(x,t) r
12|<=—= dxdt, n=1,N )
=", tj _[h PY (3.68)
nflxl_E
esitsizligi ve benzer sekilde
h
) 3, %’ o'y (xt) -

‘IM—ln —h—Ti j_ PV dxdt, n=1,N (3.69)

yazilir. (3.68) ve (3.69) dan Cauchy- Schwarz esitsizliginin yardimiyla

12| < 3%“ ddt  n=1N,
. 1
[ IRAETP. ? 2 _
‘|§I_ln 3ayV'7h J' J' M dxdt | , n=1,
Che Oy OX
Ml_E

bulunur. Buradan
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N h
hrz 12 i S9a02'[
n=1 0
N 2
hrZ‘l,\z,l_ln <9a,
n=1
olup
h 2
hri Ilzn 2 +h7i‘ll\2/l—ln ? £9a02 LIHG l//(2>(,.)
n=1 n=1 0 8X

2
I1n

N
yazilir. h—0 oldugunda hfz
n=1

) N
+ hrz
n=1

(3.70) ile (3.67)’i birlestirirsek sonugta

yazabiliriz.

Simdi 1} i degerlendirelim. (3.56) ve (3.

2 2

| 2
dx + ay(x.) W(ZX)
I-h

L(0.T) L(0T)

dx} (3.70)

I 2

M1 ‘ — 0 olur. Bu bilgileri dikkate alarak

(3.71)

37) formiillerini kullanarak j=2,M -2,

N=1LN i¢in
h
TR jjzi Y dxdt —ia,o
jn T hT e ; a1 aX ai il//jn
17
h
1% Xj+§. oy (‘//jn l//j—ln)
- = Y dxdt
hth‘l Ihlal X xdt —ia,
n-1 x -
i >(.+E X. -¢—E
:itj jjziala‘//dxdt_ii itj jj V/(x,t)dxdt——tj ljzw(x,t)dxdt
he o0 h|hr’ “h T
h h h
1 . xj+2 aw |a1 {, xj+2 a1 . XH+2
=—I Ilal—dxdt—Tj Iyx(x,t)ddeTj j w (x,t)dxdt
hr o 0 OX h Ch t,
2 i HHag

60



1% h oy ia, 7 gt a, ge
:EI I |a1—dxdt—hTTJ' Ihw(x,t)dt+TJ Iz//(x h,t)dxdt
" ) "o
t, % . t, Xi*g
:h_lrtj‘x.fhmi_'//dxdt—%lnj. Ih(w(xt) w(x—h,t))dxdt
iy Xji—y
h
5020 gy (x,t R
:%J Ihjh Wa(x )g e "}Ttnjl jhxjh ‘”(g ) dcaxet
2 2
= FJM dxdt—i—tjxjfgfg—"”(m t)dgdxdt
_z'hzt o Thch OX ] ‘l'hzt Lo hh S > °
iT )

- t, XJ+2 0
iy dyp(xt) Ay (x+gt)
__J' J' J[ s = dcdxdt =

X
]

lef

h
250w (xt) op(x+gt |
J; fv ‘d gaxat, (3.72)

esitsizligi elde edilir. (3.72) de, Fubini Teoremi ve Cauchy-Schwarz esitsizligini

kullanarak

_H.XJT Gl xt) oy x+gt|

dxdtd
h2 S OX ‘ e | =
N x; - >
2 0] %1%, (xt) oy(x+gt |
Hige VAT dxdt d
in z’hz'[] t,:|.1 Ih ox x ‘ X ¢ =
i

oy (x) oy (x+at) 4o (3.73)
ox x|

olur. Kuramsal Temeller Teorem1.2.1."i dikkate alarak 86—‘” fonksiyonu L, (©) normu
X

anlaminda siirekli oldugundan Ve >0 verildiginde |g| <h<o iken
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81//(X,t)_8!//(X+g,t)
OX OX

2 %
j dxdt | <e
Q

olacak sekilde bir o >0 vardir. Dolayisiyla h<o ve h—0 igin ¢ — 0 olacagindan

J

Q

oy (xt) oy (x+gt | it . 0
OX OX

olur. Boylece

M-2

N
hrz

n=l j=2

(3.74)

yazabiliriz. Burada W;, h’a bagli olup h—>0 iginW, —0°dur.

Simdi | =1, j—I\/I —1 ve n=1N i¢in

ve |15 4,

12 terimlerini degerlendirelim.

Bunun i¢in (3.56) ve (3.37) formiilleri kullanilirsa

h
Xt

ty 2
Ifnzhij jlai—dth—Ia15Wln
Toah
12
h
1% Vi~V
=— |a1—dxdt al( = °”j
hrtHXJ
2
h B h
_LTX1+2i V. dxdt — i]"wz (x,t)dxdt - [ ——t]
he ) "o h|ne) 1YW inTe
n—lx,E L n-1 x. E
i -
1 %72 oy ia,| 1% 2 ( hj
= i dxdt——| — X, t X, ——= dxdt
hrtjhaix n|ne ) v
nlxl,, L n—lxi,E
h
_ia Ta_wdxdt— j jzj s gt)dgdxdt:
Ttn,lo X In1x,,x,,
212
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oy (x,t)

t, h t, h 8!//
< dxdlt + -2+ ,t)|dgdt
’[J.l‘!‘ ax tj.l,l‘ 8g (g )‘ 3
t, h t, h
=Eljjaw(xwdmﬂ+ IIQﬂ(xodmﬂ
ht’ o oX T ol OX
2 %“aw
- J.J. (x,t) dxdt
t,, 0
olup
t, h _
12 S%E%J.légg(xi)dxdtlwzqu (3.75)
ve benzer sekilde
t, |
,an sﬁj J' Gy/(x t) dxdt, n=1,N (3.76)

esitsizlikleri yazilir. (3.75) ve (3.76) da Fubini Teoremi ve Cauchy-Schwarz esitsizligini

kullanirsak
t, h 2 2
1> _2a1\/_[jj (x,t) dxdt] ,n=1LN
7h 0
1
t o 2 o
\@4n jj wm],n:L
yazilir. Buradan
2
{j v (xt)f Jd v
ol  OX OX L(oT)
2
X,.)
rhz 1 <4a? (% ) }d y/( dx
i e ][0 =R
olup
| 2
I 1 <4a1 [J‘H l/l( ) dX+j M dXJ (3.77)
L,(0,T) I-h L,(0,T)

esitsizligi yazilir. (3.77) de h— 0 oldugunda
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3 2
l; —0

2 N,
|+ hrZ‘ I
-1

olacaktir. Dolayisiyla (3.77) ile (3.74) birlestirilirse

N
hrz
n=1

13 [
jn

n=1 j=1

<w (3.78)

yazabiliriz.

Simdi |?n1"1 degerlendirelim. (3.57) ve (3.37) formiillerini kullanarak j=1,M -1,

n=1LN igin
h h
) 1 i, Xty 1 i, Nty
Im——EtJ‘ Iha(x)w(x,t)dxdt+ajwjn—T—htJ. j(ajy/jn—a(x)z//(xt))dxdt
P2
= [ (e a0+ a(x)yy -a(xw (x.) didk
tn71xj_h
: :
1 §, Xity 1 {, Xty
== j (aj—a(x))wmdxdt+—h‘|' a(x) (v, —w (x.t))dxdt
¢ tlx]—D ¢ tf‘lxj—E
K i
1 Xj+s i 1 g, Xty
= ‘//Jnj _[(aj—a(x))dxdt+—j a(x)(wj, —w (xt))dxdt
h e hr, o
h2 h ’
Xj+§ 1 t xj+§
=V, Xf_(a,—a(X))dx+EM_ha(X)(V/m—l//(xt))dxdt
] h ] 2
1 (, Xty
W’”'0+r_hj I a(x)(wm—z//(x,t))dxdt

g—Tj j v, —w (% t)dxdt, j=LM -1 n=1N (3.79)

yazilir. Burada
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1%
l//Jn—t//(X,t)=Ej J.hl//(g 0)dgdd—w (x,t)
tn—lxj,,
1572
_Ei _h(;y(g 0)—y (x t))dgd0
2
h
1 g, Xty
== ] [ w(.0)-v(s)+v(s.t)-w(x1)dsdo
thay N
12
oldugundan
h
1 t, Xj+§68l//(g,77) 1 t, Xj+5§ 8(//(7/’t)
in~— 1) =— ————dndgdf+— ———~dydgd@ (3.
Wi —v(x1) Thtnj_l jh! P +Thtj jhj 5, 47ds00 (3.0
i i
yazilir. Boylece (3.80)’1 (3.79)’da dikkate alirsak
>(r+E xw—h x+h
Pl LT rlewlen) 1% ilov(nt)
14| <o A o dpdgdo+— VN dydsdo |dxdt
] L] LA o ooy ] 1 J7o, jarecaoe
2 b2 2
h h h h
t Xj+§ t, Xj 2t t, xJ+§x +E
Moo L v(s.n) 1 o (1.1)
grhtjlxj_h Thtnjlxjmjl o dnd de+hrtnj1 jh jh dydcdé |dxdt
2 i 53 %
b 7 oy (o)
=2 ~Zldndcd@dxdt +
(Th)z tr:[l X{ht 1X_J.htJ‘1 0
i+ x
Lot Tt )
Ho al//(}/,t)d
———dydcdOdxdt
(Th)ztnjlxjhtnjlxjhxjh oy
2 ]
h
f, Xty (Xt
L A /) Ry i e A C200) P
h tnlx.[h 0 ‘ S v t;'; J.h oy !
iy X~

olacagindan
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h
g, ity
AN I L)
T OX

h
PR oy (Xt
st ] [P 8

)
esitsizligi yazilir. (3.81) de once Cauchy-Schwarz, sonra Young esitsizligini kullanirsak

jnz 2#0 II
nlx 2

- +2th JI 81//(x,t

dxdt

éw(x,t)
ot

olup buradan

2 2
N ML oy (Xt oy (xt
thy S| <2m’c?| | (,gt | axet +2y02h2£j a( ) dxdt]
n=l j=1 Q Q
2 2
= 24,7 oy +2u,°h? ov
At (o) OX (0

esitsizligi elde edilir. Yukarida (2.74) degerlendirmesi kullanilirsa

<c, (22 +h?) (3.82)

n=l j=1

yazilir. Burada C,, >0 sabiti h ve 7 dan bagimsizdir.

Simdi | 1 degerlendirelim. (3.58) ve (3.37) formiillerini kullanarak j= =1 M -1,

n=1N igin
Wh
5 1 t, Mo
Ijn_z—_htnj.l _hV(X)V/ ¥
1 t iTy
:Et;[l _{h(V(X)V/(X t)—Vj',VJn+V( )an ( )'//Jn)dth
rz‘ h
1% 2 1 X+
== [ [ (v()-v))ypdxdt+= [ [ v(x)(y (xt)-y,, )dxdt
Thtn . 1t ta, b
] 2 i >
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v ) 1 t, "i73
- h;n J’(v(x)—vj)dxdtJrEJ‘ IV(X)(W(x,t) W,n)dth
X, tia, N
) T
t, xﬁg
=%ht“xj_hv<x>(w<x,t> )t
2

yazilir. Buradan (3.80) esitligini ve (2.73) sartin1 kullanarak

h

1 t, ><j+E
: sr—hbof [ Iy (xt)=y,|dxat
thgy N
XT3
b t, Xi"’g 1 t, i"%g 61//( t, Xi+
=2 — —ddde 4ddd9ddt
g L) [ 175, andedor + _J 22 ydcae)on
2 J
b t XiJrg t, Xi+25 al//(g_ 77)
<= [ ][] j—‘dngdedxdu
(Th) gy, Nty Nt
] 2
n " oy ()
=[] [[F=-dydgdodxdt
(Th) tiay, Nty hx
2
<D tj; W(g’n)‘dgd " 0] Jj+2 W) g
== y
h thay _h 877 T th " h 87/
2 2
h
t xj+5 >
:b_oj [ A L3)] - O (% Y)| gyt
h 0, T/ Ta OX
i2 2

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlikte dnce Cauchy-Schwarz esitsizligini sonra da Young

esitsizligini kullanirsak

h % h %
t, 972 2 t, Xity 2
Sbox/rh I J‘aw(x,t) it +b0\/2'h I f oy (x,t) st | =
h tnf D at T tnflx_,h at
x40 wih )
sz _ 207 P low (xt) 2b2h ' e2|ow (x,t)
<=1 | ddt ? j jh— dxdt =

12
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olup buradan

N M-1
) Lo I
n=1l j=1 L(Q) L(Q)
esitsizligi elde edilir. Yukarida (2.74) degerlendirmesi kullanilirsa
N M-1
<c, (2 +h?) (3.83)
n=1l j=1

yazilir. Burada C;; >0 sabiti h ve z dan bagimsizdir.

Simdi |?n y1 degerlendirelim. (3.59) ve (3.37) formiillerini kullanirsak j=1,M -1

Nn=1N i¢in

h
Xj+o

|6 _ I I:|W| wdxdt —ia, ‘//Jn_ .[ I(

t1XJ_E 1x——

h
X:+—

Vi 2l//jn+|v/|21//)0|><dt

- l//jn

2 +|l//|2)(t//,-n ~y)-vw (7, —z,i))dxdt —

2
ol ad §
e 2R (2 EEd) Lo (7o)
t"'lxrg 2
><~-¢-E X.+h
a, t oo g la, ? (2 p . p
<=2 j(t//,—n +|w| )t//jn—w\dxdu——f j(v/,-n +|y] )y/jn—y/\dxdt
T Gyt 2 th Gay
3a, p
32 Tl o -vioc
2 2 x40
3a , 2 |t Xity
<§_h[(1%@);1"’"”] (vraxu rg)ax|w|) JI Ih Vi —l//‘dth

oldugundan
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h
t,
> W oy max j j\w Vy

1<n<N th1 Xj—>
2

dxdt (3.84)

yazilir. (2.74) degerlendirmesini kullanarak

||W||Ln(§2) <C, ||W||c°[[0,T]vV\(’)22(')] =Gy

esitsizligi elde edilir. Burada c, >0 sabiti ile (2.74) degerlendirmesinin sag tarafi

gosterilmektedir. Boylece

], e < (3.85)

olur.

Simdi ‘l//jn ’lar1 degerlendirelim. Bunun i¢in (3.37) formiiliinii géz Oniine alirsak,
j=LM -1 n=LN icin
h

h
t Xj+=

—'[ j |y/|dxdt<—hf vrai rxr:?x|://| j dx dt

tha Xj—m thg VL
2 2

| <

(vral max|1//|)dt

xel

<Lvrai max || I dt = ||l//||

T xelx OT

yazilir. Burada (3.85) i kullanirsak

j=LM -1, n=1N igin |y,

<c, (3.86)

olur. Boylece (3.85) ve (3.86) y1 (3.84) de gdzoniine alirsak
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dydcdé dxdt

jaw( 1)

oy

P gydt

bl h bl
Xj 2 L Xt
a,\th oy (s.1) anth| % c2|ow (r.t)
dnd dydt
Yoh X.jhtnjl on Ll tnjlxjh o |
)
Al p b &
Jo| 6!//(977)‘ Jhl %o (rt)
=C,a,| ——= dndg | +—= dydt
e RO L
i 2
olup buradan
% h %
t, 1o t
2| V2] ] j ath) dudt | 30 [ ] YO
i Ciy Jo| o el o
2
yazilir. Boylece
Xi +h t x-+E 2
2oy (x.t v 2oy (Xt
<2, 222_[ j ov (ut)f dxdt + 2c2a Ej | VIO gt =
he, ot T Th| X
X —E = xj—E
N M-1 2 2
<ogait| V) vaciain| L
n=l j=1 L(Q) L(Q)
yazilir. Yukarida (2.74) degerlendirmesi kullanilirsa
-1
18 <c (22 +0%) (3.87)

n=l j=1
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elde edilir.

1 2 3 4 5 6
IJ.n—Ij.n+ljn+ljn+ljn+IJ.n+IJ.n

oldugundan

2

2 2 2 3 |2 4 |2 2
La| < 6[15,| +6[1% | +6[15, +6[15,| +6[15,[ +6

1
I

2
I

5
15

6
I

jn
esitsizliginde (3.64), (3.71), (3.78), (3.82), (3.83) ve (3.87) degerlendirmeleri dikkate
alinirsa

N N

thY > Ijnzswf+wﬁ+wﬂ] +C16(z'2+h2) (3.88)
n=l j=1
yazilir. Bu ifade Ve {1, 2,,..., N} i¢in (3.53) de dikkate alinirsa
M-1 2
hZ‘ejm‘ <G (W +W + W +7° +h?) (3.89)
=l

elde edilir. Boylece asagidaki Teorem ispatlanmis olur.

Teorem 3.3.1 : Teorem 3.2.1. in saglandigini kabul edelim. Bu durumda (3.1)-(3.3) fark

semasinin hatasi i¢in

hMZl‘ejm‘z <G (Wo+W) +w, +27+h°), vme{l,2,..,N}
=i

esitsizligi gecerlidir. Burada Cg >0 sayis1 7 veh’dan bagimsiz bir sabittir ve

r—>0veh—0 i¢in W —=0, W -0, W —0°dir.
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4. SONUCLAR VE TARTISMA

Bu ¢alismada, momentum operatoriinii i¢eren lineer olmayan Schrédinger denklemi i¢in
bir b.s.d.p ne sonlu fark metodu uygulanmistir. Bu amagla ilk olarak problem
ayriklastirilmistir. Daha sonra boliim (3.2)’de fark semasinin kararli oldugu ispatlanmis
olup bolim (3.3) de fark semasimin hatas1 degerlendirilmis ve yontemin yakinsakligi
gosterilmistir. Bu alanda, [15,26-35,37-39] ¢alismalarinda lineer olmayan Schrédinger
denkleminin nlimerik ¢éziimleri incelenmis ve gézoniine alinan problemlere sonlu fark
metoduyla yaklasilmistir. Bu c¢alismalarin ¢ogunda fark semasinin kararliligi ve
yakinsakligi gosterilmis ve niimerik drnekleme yapilmistir. Bu ¢aligmalarda incelenen
lineer olmayan Schrédinger denklemlerinin hi¢biri momentum operatériinii icermez.
Dolayisiyla bizim gézoniine aldigimiz denklem, momentum operatdrii oldugundan bu
calismada elde edilen sonuglar bu alanda literatiirdeki ¢aligmalardan oldukea farkli ve

giinceldir.
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