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OZET

(Yiksek Lisans Tezi)

BANACH UZAYLARINDA ASIMTOTIK iIZOMETRIK KOPYALAR iLE
SABIT NOKTA TEORIiSI TESPITi

Mehmet KILIC

Kafkas Universitesi
Fen Bilimleri Enstitisu
Matematik Anabilim Dali

Damgman: Dr. Ogr. Uyesi Veysel NEZIR

Asimtotik izometrik £ kopyaya sahip olma Banach uzaymn genislemeyen fonksiyonlar
i¢in sabit nokta teorisini bozduguna isarettir. Bu sonug ilk olarak Dowling, Lennard ve
Turett tarafindan verilmistir. Bu sonucun verildigi calismada asil ama¢ L' Lebesgue
Banach uzaylarinin yansimali olmayan tiim alt uzaylarinin sabit nokta teorisine sahip
olmadigint gostermek olmustur. Daha sonrasinda ise bu kavram vasitasiyla Banach
uzaylarmin sabit nokta teorisine sahip olmasi, yansimali olmasi, belirli smif
fonksiyonlar icin sabit nokta teorisine sahip olacak sekilde yeniden normlanmasi
konular1 karakterize edilmis; dolayisiyla bu kavram Banach uzay geometrisi i¢in 6nemli
bir ara¢ olmustur. Dowling, Lennard ve Turett’in ayn1 ¢caligmasinda asimtotik izometrik
co kopyaya sahip olma kavrami da ele alinmis ve aym sekilde bu kopyalara sahip
Banach uzaylarin genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisine sahip olmayacagi
gosterilmistir. Bu tez calismasinda sonsuz boyutlu yansimali olmayan Banach
uzaylarinin sabit nokta teorisine sahip olmadiklarinin testi i¢in kullanilan bu iki arag
incelenmistir. Unutulmamalidir ki yansimali olmayan Banach uzaylarinin tamaminin

sabit nokta teorisine sahip olmadiklar1 bilinmemektedir fakat diizglin konvekslik,



diizgiin rotundluk, normal yapiya sahip olma gibi bazi ek geometrik kosullar ile
yansimali Banach uzaylarinin sabit nokta teorisine sahip oldugu literatiirde
gosterilmistir. Tez ¢alismasinda oncelikle Banach uzaylarinin £ veya ¢, izomorfik
kopyalarindan birine sahip olmasi ile hangi tiir fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisini
bozduklar1 anlatilmistir. Daha sonra ise asimtotik izometrik £ veya c, kopyalardan
birini i¢ermesi kavrami ele alinmis, bu kavrama denk ifadeler incelenmis ve bu
durumlarda Banach uzayin genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisini bozdugu

gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: genislemeyen fonksiyon, sabit nokta teorisi, kapali sinirlt konveks
kiime, yansimali Banach uzay, Banach latis, asimtotik genislemeyen fonksiyon,
asimtotik izometrik £ kopya, asimtotik izometrik ¢, kopya, c,’m izomorfik kopyasi,

£1°in izomorfik kopyasi
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DETECTING THE FIXED POINT PROPERTY FOR BANACH SPACES USING
ASYMPTOTICALLY ISOMETRIC COPIES

Mehmet KILIC
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Supervisor: Asst. Prof Dr. Veysel NEZIR

Having asymptotically isometric copy of #* is a sign for a Banach space to fail the fixed
point property for nonexpansive mappings. This result was given firstly by Dowling,
Lennard and Turett. The main goal was to show that any nonreflexive subspace of the
Lebesgue Banach space L! fails the fixed point property when the result of containing
an asymptotically isometric copy of #1 was given in the study. Later, using this concept,
Banach spaces have been characterized to have fixed point property for certain class of
mappings, be reflexive and be renormed to have the fixed point property and so this
concept has become an important tool for the geometry of Banach space. In the same
study of Dowling, Lennard and Turett, the concept of having asymptotically isometric
copy of ¢, was also taken into consideration and similarly it was proven that Banach
spaces containing these type of copies cannot have the fixed point property. In this
thesis study, these two tools are investigated to test whether or not infinite dimentional
nonreflexive Banach spaces fail the fixed point property for nonexpansive mappings. It
should not be forgotten that it is unknown whether or not all nonreflexive Banach
spaces fail the fixed point property but with some additional conditions such as uniform

convexity, uniform rotundness, and normal structure, it was shown in literature that

Vi



reflexive Banach spaces do have fixed point property. In the thesis study, firstly, it is
explained for what type of mappings, the Banach spaces containing isomorphic copy of
£1 or ¢, fail the fixed point property. Next, the concept of having any asymptotically
isometric copy of #1 or ¢, is considered and alternative statements are investigated;
then, in these situations, it is shown that Banach spaces fail the fixed point property for

nonexpansive mappings.

Key Words: nonexpansive mapping, fixed point property, closed bounded convex
subset, reflexive Banach space, Banach lattice, asymptotically nonexpansive mapping,
asymptotically isometric copy of #1, asymptotically isometric copy of c,, isomorphic

copy of ¢, isomorphic copy of £1

2020, 31 pages

vii



ONSOZz

Oncelikle yiiksek lisans tez ¢alismamda damismanim Dr. Ogr. Uyesi Veysel NEZiR’e
degerli destekleri i¢in tesekkiir ve siikranlarimi sunarim. Ayrica tez siirecinde benden
destegini esirgemeyen sevgili esim Aysegiil’e ve bu siirecte yaramazlik yapmayarak
beni mutlu eden sevgili oglum Hiiseyin Mira¢’a ve maddi manevi emegi gecen herkese

tesekkiir ederim.

Mehmet KILIC

viii



ICINDEKILER

Sayfa

(@ 4 TSP PR PR 0\
A B S T R AT ettt b et e et e ar e b e rr e e VI
ONSOZ ...ttt bbbt viii
ICINDEKILER .........ocoooiiieoeeeeeeeeeeeeeeeeeete ettt iX
SEMBOLLER VE KISALTMALAR DIZINI ........cccccoooiiiiieed X
1. GENEL BILGILER .....coooitiiiiiiii e 1
1.1 GUIIS ceveueeiieieeteetee ettt b et b e b e 1
1.2 Kuramsal temeller..........cviiiie e 4

2. MATERYAL VE YONTEM......ooiiiiioieeee sttt 9
2.1 1 ve c, Banach uzaylari ve afin genislemeyen fonksiyonlar icin sabit nokta teorisi...... 9
2.2 Banach uzaymn £ veya c, izomorfik kopyalarindan birine sahip olmasi....................... 11

2.3 Bir Banach uzay icinde c,’1n veya #’in asimtotik izometrik kopyasinin tespiti i¢in

Alternatif ITAdEIET .........coiei e 14
3. ARASTIRMA BULGULARI .........coooiiiiii et 19
3.1 #Y’in bir asimtotik izometrik kopyasini iceren Banach uzaylar1 genislemeyen
fonksiyonlar i¢in sabit NOKLA tEOFISi .......eecvieeeierieiere e 19
3.2 ¢y’ 1n bir asimtotik izometrik kopyasini iceren Banach uzaylar1 genislemeyen
fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisine sahip 01amaz. ..........ccccevvevieveviecesieeere e, 22
4. SONUCLAR VE TARTISMA ..ottt 28
KAYNAKLAR oottt e e e e e e e st e e e e st e e e e e nnaaeeeesnnees 29
[0 Z.€] 005\ 1 1570 32



SEMBOLLER VE KISALTMALAR DIiZiNi

1 . Mutlak toplanabilir dizilerin Banach uzay1

Co . Sifira yakinsak dizilerin Banach uzay1

coC . C ‘nin konveks kabugu

coC . C ‘nin kapali konveks kabugu
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1. GENEL BIiLGILER

11 Giris

Bir Banach uzaymin sabit nokta teorisine sahip olmasi demek bu uzaydan alinan keyfi
her bos olmayan, kapali, siirli ve konveks alt kiimesi ilizerinde tanimli ve goriintii
noktalar1 yine ayni kiimede olacak her genislemeyen fonksiyonun yani goriintiiler arasi
uzaklik noktalar aras1 uzakligi asmayan fonksiyonun bir sabit noktaya sahip olmasi
demektir. Bu konuda ilk ¢alismada Brouwer [2] tarafindan Euclid uzaylarinda kapali ve
simirli kiimeler tizerinde tanimli siirekli fonksiyonlarin sabit noktaya sahip olmasi
sonucu verilmistir. Schauder tarafindan [24] ise bu sonu¢ tiim Banach uzaylarina
kompakt kiimeler i¢in genellestirilmistir. Daha sonrasinda ise Banach daralma prensibi
ad1 ile metrik uzay geometrisinin taninan 6nemli sonucu Banach tarafindan tam metrik
uzaylart lizerinde tanimli ve yine goriintii noktalar1 ele alinan Banach uzaylarinda
olacak sekilde tanimlanacak tiim daralan fonksiyonlarin bir tek sabit noktasinin oldugu
sonucu [1] literatiire kazandirilmistir. Arastirmacilar daha sonra kompakt kiimelerin
smifinin ¢ok dar bir simif oldugu gergegini ele alarak daha genel sonuglar igin
incelemelerde bulunmuslar. Sabit nokta teorisyenleri icin ¢ok dnemli bir tarih olarak
kabul edilen 1965 yilinda arka arkaya asagidaki sonuglar elde edilmistir. Oncelikle
Browder [3] tarafindan Hilbert uzaylarindan alinacak bos olmayan her kapali, sinirli ve
konveks kiime iizerinde tanimli ve yine goriintiisii ayn1 kiime i¢inde yer alan her
genislemeyen fonksiyonun sabit noktaya sahip oldugu gosterilmistir. Hatta bu teorem
Banach uzaylar1 i¢in sabit nokta teorisine sahip olma kavrami olarak literatiirde tanim
niteliginde kullanilmistir. Yine aym tarthde Browder’in bu sonucu birbirinden bagimsiz
olarak iki ayri1 ¢alisma ile yine Browder [4] ve Gohde [14] tarafindan Hilbert uzay
sonucu diizgiin konveks Banach uzaylara genellestirilmistir. Ayni tarihde Kirk [16]
tarafindan ise bu sonuglardan daha genel bir sonu¢ sunularak normal yapiya sahip

yansimali Banach uzaylarinin sabit nokta teorisine sahip oldugu sonucu verilmistir.

Banach uzaymin sabit nokta teorisine sahip olmasin1 gosteren bir ¢ok geometrik
ozellikler bulunmaktadir. Yansimali Banach uzaylarimin sabit nokta teorisine sahip

olmasi i¢in diizgiin rotundluk, diizgiin konvekslik veya normal yapiya sahip olma yeter



kosuldur. Klasik Banach uzaylar gz oniline alindiginda yansimali olanlar (1 < p < o
oldugunda Lebesgue integrallenebilen fonksiyonlar uzayr LP veya dizi uzaylar1 £P)
diizgiin rotund olduklarindan sabit nokta teorisine sahiptirler. Klasik yansimali olmayan
Banach uzaylar (sifira yakinsak diziler uzay1 c,, mutlak toplanabilen diziler uzay: £,
mutlak Lebesgue integrallenebilen fonksiyonlar uzay: L', hemen hemen heryerde sinirh
olgtilebilir fonksiyonlar uzay1 L, ve [0,1] araligi {izerinde tanimli siirekli fonksiyonlar
uzay1 C[0,1]) ise £1 veya c,’1n izometrik kopyalarindan birini icermesi sebebiyle sabit
nokta teorisini genigslemeyen fonksiyonlar i¢in bozar. Dolayisiyla asagidaki iki sorunun

ortaya ¢ikmasi dogal bir sonugtur.

Soru 1: Eger bir Banach uzay1 X sabit nokta teorisine sahip ise yansimali midir?

Soru 2: Eger bir Banach uzay1 X yansimali ise sabit nokta teorisine sahip midir?

[k soru ele alindiginda, arastirmacilar yansimali olmayan Banach uzaylarin sabit nokta
teorisine sahip olacak sekilde yeniden normlanip normlanamayacagi sorusuna cevap
aramalar1 tesvik edilmistir. Haliyle bu soruya cevap aranabilecek en makul yer en iyi
bilinen yansimali olmayan Banach uzaylar ¢, ve ¢! Banach uzaylari olmustur. Bu
Banach uzaylarin arastirmacilara sundugu 6nemli bir avantaj iyi bilinen literatiirde yer
alan bir gercek olan ([18] galismasi, Teorem 1.c.12 ve [19] g¢alismast Teorem 1.c.5
geregince) eger bir Banach uzay1 bir Banach latis veya sartsiz baza sahip bir Banach
uzay ise yansimali olmasi i¢in gerek ve yeter kosul uzaym c, veya #1’in hi¢ bir
1izomorfik kopyasini icermemesidir. Dolayisiyla, bu 6nemli sonug¢ arastirmacilara su
cikarimi sunmustur: eger hem ¢, hem de #! sabit nokta teorisine sahip olacak sekilde
yeniden normlanamaz ise Banach latis olan Banach uzaylarin veya sartsiz baza sahip
Banach uzaylarin sabit nokta teorisine sahip olmast Banach uzayin yansimali oldugunu
gosterirdi. Bu sebeple, bu iki uzayin izomorfizm smiflarini ¢alismak Banach uzaylarmin
cok genis bir smifi i¢cin ¢ok memnun edici sonuglarinin elde edilmesine imkan

taniyacaktir.

Bu konudaki ¢alismalar James [15] tarafindan baslatilmis ve ¢, veya £1’in izomorfik

kopyasin1 igeren Banach uzaylar karakterize edilmistir. Dowling, Lennard ve Turett



tarafindan gosterilmistir ki eger bir Banach uzay1 c¢,’in izomorfik kopyasini igeriyorsa
asimtotik genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisini saglayacak sekilde
yeniden normlanamaz. Ayrica, efer bir Banach uzayr #1’in izomorfik kopyasini
iceriyorsa, bu uzay diizgiin Lipschitz fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisini saglayacak
sekilde yeniden normlanamaz. Bu sonuglar sirasiyla [12] ve [9] calismalarinda yer
almaktadir. Ele alinan tez ¢alismasinda bu teoremler takip eden boliimlerde detayli
olarak anlatilmaktadir. Bilindigi iizere genislemeyen fonksiyonlar ayn1 zamanda hem
asimtotik genislemeyen hem de diizgiin Lipschitz olmas1 sebebiyle daha genel bir sinifi
olusturur. Fakat bu tarz izomorfik kopyalar1 iceren Banach uzaylarinda kapali, sinirh ve
konveks bir kiime tizerinde sabit noktasiz bir genislemeyen fonksiyonun varligi garanti
edilememistir. Bunun yerine ekstra kosullar iceren ve bu tarz kopyalari igeren ve
Banach uzaym asimtotik izometrik ¢, kopya igermesi veya Banach uzaymn asimtotik
izometrik #1 kopya igermesi isimleri verilen iki kavramlar vasitasityla Banach uzaylarin
asimtotik izometrik bu kopyalar1 icermesi halinde genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit

nokta teorisini bozdugu gosterilmistir.

Yani, asimtotik izometrik ¢! kopyaya sahip olma Banach uzayin genislemeyen
fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisini bozduguna isarettir. Bu sonug ilk olarak Dowling,
Lennard ve Turett [9] tarafindan verilmistir. Bu sonucun verildigi ¢alismada asil amag
L' Lebesgue Banach uzaylarinin yansimali olmayan tiim alt uzaylarinin sabit nokta
teorisine sahip olmadigim1 gostermek olmustur. Daha sonra bu kavram vasitasiyla
Banach uzaylarinin sabit nokta teorisine sahip olmasi, yansimali olmasi, belirli sinif
fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisine sahip olacak sekilde yeniden normlanmasi
konular1 karakterize edilmis; dolayisiyla bu kavram Banach uzay geometrisi i¢in onemli
bir ara¢ olmustur. Dowling, Lennard ve Turett’in ayn1 ¢alismasinda asimtotik izometrik
co kopyaya sahip olma kavrami da ele alinmis ve ayni sekilde bu kopyalara sahip
Banach uzaylarin genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisine sahip olmayacagi
gosterilmistir. Bu tez calismasinda sonsuz boyutlu yansimali olmayan Banach
uzaylarinin sabit nokta teorisine sahip olmadiklarinin testi i¢in kullanilan bu iki arag
incelenmistir. Unutulmamalidir ki yansimali olmayan Banach uzaylarinin tamaminin
sabit nokta teorisine sahip olmadiklar1 bilinmemektedir, fakat duzgin konvekslik,

diizglin rotundluk, normal yapiya sahip olma gibi baz1 ek geometrik kosullar ile



yansimali Banach uzaylarinin sabit nokta teorisine sahip oldugu literatiirde [13]

gosterilmistir.

Tez calismasinda Oncelikle Banach uzaylarinmm #1 veya ¢, izomorfik kopyalarindan
birine sahip olmasi ile hangi tiir fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisini bozduklari
anlatilmistir. Daha sonra ise asimtotik izometrik £1 veya c, kopyalardan birini icermesi
kavrami ele alinmis, bu kavrama denk ifadeler incelenmis ve bu durumlarda Banach

uzayin genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisini bozdugu gosterilmistir.

1.2 Kuramsal temeller

Bu boliimde tez ¢alismasi ile ilgili gerekli temel tanim, lemma ve teoremler verilecektir.

Oncelikle cok iyi bilindigi gibi (£%,1Ill;) Ve (co,ll‘ll) Banach uzaylarmin tam

tanimlar1 ve aligilmis normlar1 asagidaki sekilde tanimlanmaktadir.

Co = {(xn)nEN cR: 111_1)?0 Xn = 0}

ve
(o]
o = {(xn)neN cR: Z|xn| < oo}
n=1
olup
X = (Xp)nen € Co icin ||x||: = supl|x,| Oyle ki x € ¢, oldugundan ||x]||, = malN<s|xn|
neN ne
ve
(o]
X = Conen € 4 igin [lxllwi = ) x|
n=1
dir.

Tanim 1.1 [13] E kimesi (X, II-ll) Banach uzaymin kapali, sinirli ve konveks bir
altkiimesi olsun. Her x,y € E i¢in || Tx — Ty lI<Il x — y || kosulu saglanirsa, T: E = E

fonksiyonuna genislemeyen fonksiyon denir.



Tanim 1.2 [13] E kimesi (X, II-l) Banach uzaymin kapali, sinirli ve konveks bir
altkiimesi olsun. Her x,y € E icin || Tx — Ty lI=Il x — y || kosulu saglanirsa, T:E — E

fonksiyonuna izometrik fonksiyon denir.

Kolayca goriilebilir ki izometrik her fonksiyon ayni zamanda bir genislemeyen

fonksiyondur.

Tanim 1.3 [13] E kimesi (X, II-l) Banach uzaymin kapali, sinirli ve konveks bir
altklimesi olsun. Her x,y € E igin || Tx — Ty IS A |l x — y || kosulu saglanacak sekilde

en az bir A € (0,1) varsa, T:E — E fonksiyonuna daralan fonksiyon denir.

Not edilmelidir ki bir T: E — E fonksiyonun birbirinden farkli her x,y € E icin || Tx —
Ty lI<ll x —y I kosulunu sagliyor olmasi yukaridaki ifadeye denk ifadeyi sagliyor

olmasi anlamina gelir ki bu T fonksiyonun daralan fonksiyon oldugunu séyler.

Tanim 1.4 [13] E kimesi (X, lIl) Banach uzaymin kapali, sinirli ve konveks bir
altkimesi olsun. Her A €[0,1] ve her x,y€E i¢cin T(1-D)x+Ay)=(1-
A) T(x) + A T(y) kosulu saglanirsa T: E — E fonksiyonuna afin fonksiyon denir.

Tanim 1.5 [13] E kimesi (X, lI-l) Banach uzaymin kapali, sinirli ve konveks bir
altklimesi olsun. Her n € N ve her x,y € E igin II T™(x) — T™(y) IS k | x — y || kosulunu
saglayan en az bir k € [1,00) bulunabiliyorsa T:E — E fonksiyonuna diizgiin Lipschitz

fonksiyon ve k’ya ise diizgiin Lipschitz’lik katsayis1 denir.

Tanim 1.6 [13] E kiumesi (X, II-l) Banach uzaymin kapali, siirli ve konveks bir
altkimesi olsun. Her ne N ve her x,yeE icin I T*(x) —T"(y) ISk, Il x—y Il
olacak sekilde 1’e azalarak yaklasan en az bir (k,),en dizisi bulunabiliyor ise T:E — E

fonksiyonuna asimtotik genislemeyen fonksiyon denir.

Tanim 1.7 [13] Eger (X, |I-I) Banach uzaymimn her bostan farkli kapali, sinirli ve
konveks altkiimesi E iizerinde tanimli herhangi genislemeyen T: E — E fonksiyonunun

E’de en az bir sabit noktasi var isei yani en az bir x € E i¢in Tx = x ise bu durumda



(X, Il Banach uzayina genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisine sahip ya

da sabit noktasini korur denir.

Tanim 1.8 [13] Eger (X, lI-l) Banach uzaymin her bostan farkli kapali, sinirli ve
konveks altkimesi E flzerinde tamimli herhangi dlzgin Lipschitz T:E — E
fonksiyonunun E’de en az bir sabit noktasi var ise, yani en az bir x € E i¢in Tx = x ise
bu durumda (X, lI-l) Banach uzayma diizgin Lipschitz fonksiyonlar igin sabit nokta

teorisine sahip ya da sabit noktasini korur denir.

Tanim 1.9 [13] Eger bir (X, |I-Il) Banach uzaymin her bostan farkli kapali, smirl ve
konveks altkiimesi E iizerinde tanimli herhangi asimtotik genislemeyen T:E — E
fonksiyonunun E’de en az bir sabit noktas1 var ise, yani en az bir x € E i¢in Tx = x ise
bu durumda (X, I-ll) Banach uzaymna asimtotik genislemeyen fonksiyonlar ic¢in sabit

nokta teorisine sahip ya da sabit noktasini korur denir.
Asagidaki iki teorem James Distorsiyon teoremleri ismi ile anilir [15].

Teorem 1.10 Bir (X, II-Il) Banach uzayun ¢, " bir izomorfik kopyasini igermesi igin

gerek ve yeter kosul her € € (0,1) ve her (t,)nen € Co iCIN

(0]

2.t

n=1

(1 —¢&)suplt,| < < sup|t,|
n n

olacak sekilde X’de en az bir (X, )nen dizisinin varligidir.

Teorem 1.11 Bir (X, lI-ll) Banach uzayun ¢! ’in bir izomorfik kopyasini igermesi icin

gerek ve yeter kosul her £ € (0,1) ve her (t,)qen € £ icin

A=) Il <|[) twxaf| < > Ital
n=1 n=1

n=1
olacak sekilde X’de en az bir (xy,)nen dizisinin varligidir.

Dowling, Johnson, Lennard ve Turett [8] c¢alismasi ile yukarida verilen teoremler
genellestirilmis ve James Kuvvetlendirilmis Distorsiyon teoremleri isimleri ile

asagidaki teoremler sunulmustur.



Teorem 1.12 Bir (X, lI-Il) Banach uzayun ¢! ’in bir izomorfik kopyasini icermesi igin

gerek ve yeter kosul sifira yakinsayan her (&,)nen € (0,1) dizisi, her (t,)nen € £ Ve

=2 ) el <[ D tara]| < D It
n=k n=k n==k

olacak sekilde X’de en az bir (X, )phen dizisinin varligidir.

her k € N icin

Teorem 1.13 Bir (X, lI-ll) Banach uzayun c, ’mn bir izomorfik kopyasini igermesi icin
gerek ve yeter kosul sifira yakinsayan her (&,)neny € (0,1) dizisi, her (t,)nen € o Ve
her k € N icin

oo

2,

n=k

(1 = gosuplt,| <

nzk

< (1 + g)sup|t,|

nzk

olacak sekilde X’de en az bir (xy,)nen dizisinin varligidir.

Bu teoremlerin sabit nokta teorisinde nasil kullanishi oldugu materyal ve yontemler

boliminde anlatilmaktadir.

Tez c¢aligmasinin odaklandigi konu olan asimtotik izometrik kopyalar ise asagidaki

tanimlar ile verilmistir.

Tanim 1.14 [9] Bir (X, lI-ll) Banach uzayina asagidaki kosulu saglamasi durumunda
#1’in bir asimtotik izometrik kopyasini igerir denir: X’de en az bir (X,)nen dizisi ve
(0,1) araliginda sifira azalarak yaklasan bir (g,)qen dizisi varsa ki her (ap)nen € 1
dizisi i¢in

o)

> -elanl <

n=1

[ee)

<) lal

n=1

co
E aan
n=1

dir.

Tamim 1.15 [15,16] Bir (X, lI-Il) Banach uzayma asagidaki kosulu saglamasi durumunda

Co’mn bir asimtotik izometrik kopyasini igerir denir: X’de en az bir (X,)nen dizisi ve



(0,1) araliginda sifira azalarak yaklasan bir (g,),en dizisi varsa ki her (ap)nen € Co

(o]
g aan
n=1

dizisi icin

sup(1 —gp)lap| < < sup|ay|
n n

dir



2. MATERYAL VE YONTEM

Bu bolimde oncelikle #1 ve ¢, Banach uzaylarinin genislemeyen hatta afin izometrik
fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisini saglamadiklar1 gosterilmektedir. Daha sonra ise
bir Banach uzaymin ¢! veya c, izomorfik kopyalarindan birine sahip olmasi1 durumunda
uzay sabit nokta teorisi odakli sonuglari ile arastimacilarm Banach uzayinin #1 veya
co’mn asimtotik izometrik kopyalarini igerdigini test edebilmek i¢in alternatif tanim

sunan teoremler verilecektir.

2.1 £ ve ¢y Banach uzaylar ve afin genislemeyen fonksiyonlar icin sabit nokta

teorisi

Bu alt baslikda oncelikle mutlak toplanabilir dizilerin Banach uzay: #1’in sonra ise
sifira yakinsak dizilerin Banach uzay1 c,’m afin izometrik fonksiyonlarin dolayisiyla
afin genislemeyen fonksiyonlar icin sabit nokta teorisine sahip olmadiklar

gosterilmistir.

Teorem 2.1 [13] (¢%,1I:ll;) Banach uzayr ||-ll; —genislemeyen fonksiyonlar icin sabit

nokta teorisini bozar.

Ispat: c,’1n kanonik bazi e,, yani n’inci terimi 1 diger tiim terimleri 0 olan dizi ele

alinmak Uizere

Ezz{z then: her t, =0 ve Z t, = 1}

n=1 n=1

kiimesi goz oniine alinsin. Kolayca gorilur ki bu kiime birim kapali yuvar iginde kalan
bir kiimedir, dolayisiyla simirlidir. Ayrica k € N olmak (izere her x,x2, ...,x* € E i¢in
hers = 1,2, ..., k degerinde t,* > 0 ve };-; t,° = 1 kosullarin1 saglayan skalerler ile
x$ =Y | t,%e, formunda yazilir. O halde, YX_, a;, = 1 kosullarim1 saglayan keyfi
a; >0 (s€12..,k) skalerleri icin YK, axx*=Y2, Y ast,%e, olup
YK ast,® =0 ve ¥, YK, at,® = 1 dir. Dolaysiyla, E kiimesi konvekstir. Son

olarak ise gorilebilir ki E kumesi kapalidir. Gergekten de eger (x%)sen dizisi E



kiimesinin ~ x € #! noktasmna yakinsayan bir dizisi ise her s € N i¢in t,5 >
0 ve Yo—; t,® = 1 kosullarin1 saglayan skaler vardir ki x° = };_; t,°e, formunda

yazilir. Bu durumda kuvvetli yakinsaklik zayif yakinsakligi dolayisiyla koordinatsal

yakinsakligi gerektirdiginden her s koordinat1 igin t,* 5 ag olacak sekilde (ag)s € 1
dizisi vardir ki x = )02, aseg formunda yazilir. Ayrica bu noktasal yakinsaklik
dolayisiyla ise her s € N igin a; >0 ve Y2, ag =1 dir. O halde, x € E olup E

kiimesi kapalidir.

Simdi goriilebilir ki E kUmesinin Y, t,e, formunda yazilan noktalar1 igin
T(Q=q then) = Xgm=q tnensq kurali ile verilen saga kaydirma ismini alan iyi taiml
T: E — E fonksiyonu afin ||-|l; —genislemeyen (hatta afin ||-|l; —izometri) sabit noktasiz
bir fonksiyondur. Gergekten de her se€N icin a; >0, by =0, Y2, ag =
1ve Y¢2; bg = 1 kosullari1 saglayan skalerler vasitasiyla x = )02, age; Ve y =

Yoz, bses formunda yazilan keyfi x, y € E noktalari i¢in

I Tx =Ty = | (as = boesra|| = > lag=bsl = [ > (as = boes
s=1 1 s=1 s=1 1
=lx=yl

olacaktir. Bu fonksiyonun afin oldugunu goérmek c¢ok kolaydir. Sabit noktasinin
olmadigin1 gérmek i¢in ise olmayana ergi metodu kullanilabilir. Yani kabul edilsin ki en
az bir x €E igin Tx =x olsun ki bu nokta t, >0 ve -, t, =1 kosullarin
saglayan skalerler ile x = )7 t,e, formunda yazilsin. Bu durumda Y7, tpe,4q1 =
Yim—q tpen olacagindan tieq + Yooy (theq1 — tn)ensr = (0,0,0,...) yani

(t1,t; —tq, t3 — ty, oo, tiy1 — tr, . ) = (0,0,0,...)
olup her k € N igin t;, = 0 bulunur fakat bu ise }:;—, t, = 1 ile ¢elisir.

Teorem 2.2 [13] (cp, lI'llo) Banach uzay1 |||, —genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit

nokta teorisini bozar.

Ispat: ¢, 1n kanonik baz1 (e,,)ney yani n’inci terimi 1 diger tiim terimleri 0 olan dizi ele

alinmak tlizere
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E:= {Z then: 1= t; =t, >ty =+ >t, |, 0 (yani azalarak sifira yakinsar)
n=1
klimesi g6z Oniine alinsin. Kolayca goriiliirki bu kiime birim kapali yuvar iginde kalan
bir kiimedir. Dolayisiyla sinirlidir. Ayrica bir onceki teoremde uygulanan ayni ispat
teknigi ile koordinatsal yakinsama dolayisiyla kapali oldugu goriilecektir. Konveks
oldugu da bir onceki ispat yontemi ile gosterilir. Bu sebeple ispatin detaymna
girilmemistir. Simdi gordlebilir ki E kimesinin ),;°_; t,e, formunda yazilan noktalar
iIcin T(Xm=q then) = e1 + Yoy thensq kurali ile verilen saga kaydirma ismini alan iyi
taimli T: E — E fonksiyonu afin |I-|l,—genislemeyen (hatta afin |I-|l.,—izometri) sabit

noktasiz bir fonksiyondur. Gergekten de a; =1, by = 1 ve her s € N igin ag = agyq,

n n
a, = 0, bg = bs,1, b, = 0 kosullarin1 saglayan skalerler vasitasiyla x = ),J2; ages Ve

y = Yeeq bges formunda yazilan keyfi x, y € E noktalari i¢in

Z (as - bs)es+1

s=1

I TX = Ty lloo= = rr;gll\?slas —bg| =

Z (as - bs)es
s=1

oo [ee)

= x—y lo
olacaktir. Bu fonksiyonun afin oldugunu gérmek ¢ok kolaydir. Sabit noktasinin
olmadigini gérmek i¢in ise olmayana ergi metodu kullanilabilir. Yani kabul edilsin ki en
az bir x € E icin Tx = x olsun dyle ki bu nokta 1 =1t >t, >2t;=-->t, 1,0
kosullarin1 saglayan skalerler ile x = Y,_; t,e, formunda yazilsin. Bu durumda
e1 + Xn=1 tneni1 = Xn=1 tnén olacagindan Y70, (r4q — tn)enyq = (0,0,0,...) yani
(0,t, — tg,t3 =ty cees tigs1 — i ) = (0,0,0,...)
olup t; = 1 oldugundan her k € N i¢in t, = 1 bulunur fakat bu ise t, % 0 olmas: ile

celisir.

2.2 Banach uzaym £! veya ¢, izomorfik kopyalarindan birine sahip olmasi

Teorem 2.3 [9] #*’in bir izomorfik kopyasini igeren her (X, II-I) Banach uzay1 diizgiin
Lipschitz fonksiyonlar icin sabit nokta teorisini bozar. Yani, bir baska deyisle ¢!
duzgin Lipschitz fonksiyonlar icin sabit nokta teorisini saglayacak sekilde yeniden

normlanamaz.

11



Ispat: Kabul edilsin ki (X, lI-Il) Banach uzay1 #1’in bir izomorfik kopyasin igersin. Bu
durumda Teorem 1.12 geregince X’de en az bir (X,)ney dizisi vardir ki sifira yakinsak

her (£,)nen € (0,1), her (ty)neny € £ Ve her k € N igin

(o] (o]
Q. o
n=k

A—g&) ) ltal <
k

n=

< Z It,] (2:3.1)
n=k
dir.

E:={z taXxn: her t, =0 ve Z t, = 1}

n=1 n=1
kiimesi goz Oniine alinsin. 2.3.1 esitsizligi dolayisiyla kolayca gorilirki bu kiime birim
kapali yuvar iginde kalan bir kiimedir, dolayisiyla sinirlidir. Teorem 2.1°deki ispata
benzer sekilde E kiimesinin konveksligi kolayca goriilebilir. Kapalilik ise su sekilde
gosterilebilir. Yukaridaki 2.3.1 esitsizligi dolayisiyla (Xp)nen dizisi birim yuvar iginde
kalir ¢linkii n. terimin katsayis1 1 ve digerleri 0 olacak sekilde lineer kombinasyon ele
alindiginda ||x,|| < 1 olacaktir. O halde bu dizinin zayif yakinsak bir alt dizisi vardir
(sinirli her dizinin zayif yakinsak bir alt dizisi bulunur). Oyleyse bu alt dizi de
yukaridaki kosulu saglayacagindan genelligi bozmadan ele alinan ilk dizi alt dizi ile
degistirilebilecegi diistiniilerek (x,,)ney dizisinin zayif yakinsak oldugu kabul edilebilir.
Dolayisiyla bu dizinin konveks kombinasyonu da dizinin zayif yakinsadigi noktanin
ayn1 konveks kombinasyon katsayili konveks kombinasyonuna zayif yakinsayacaktir. O
halde E kiimesi konveks ve zayif kapalidir. Fakat iyi bilinen gercek olarak (bkz Sayfa 3,
property 1.1 [13]) bu E kiimesinin kapali oldugunu soyler. Not edilmelidir ki analiz ve
fonksiyonlar teorisi alaninda calisan arastirmacilarin da bildigi iizere bu kiimeye
literatiirde (x,)ney dizisinin kapali konveks kabugu denir ve zayif kapaliligi, konveks

olmas1 dolayisiyla kapaliligi da bir baska iyi bilinen gergektir.

Simdi Teorem 2.1’in ispatina benzer olarak saga kaydirma fonksiyonu T(Qn—; tpX,) =
Y1 thXneq kural ile tanimlanabilir. Bu durumda E kiimesinden alinan keyfi iki

Z =Yg thXy Ve W = Y1 SpX, noktalari ile her k € N igin

12



(0]

Z (tn — Sn)Xn+k

n=1

IT*z — T*w|| =

1
SE |tn—5n|S1_g
n=1 1

Z (tn - Sn)xn
n=1

= Z—w
7 2wl

sonucu elde edilir. Dolayisiyla, T fonksiyonu bir diizgln Lipschitz fonksiyondur.

Simdi olmayana ergi metodu ile bu fonksiyonun sabit noktasi olmadigi goriilebilir.
Gergekten de eger t, =0 ve Yo—; t, =1 olmak Uzere T(X =1 thXn) = Xme1 thXn
olacak sekilde bir noktanin varligi kabul edilir ise bu durumda },_; tpxpiq =
Y1 thx, olacaktir. Yani, t;x; + Ygeq (tne1 — t)Xne1 = 0 dir. Bu durumda 2.3.1
esitsizliginin ~ sol  tarafi  geregince (1 —e&)(t; + |t, —t;] + |t5 —t| + -+ +
|tps1 — tnl +:-) =0 ve bu ise her k €N igin t;, = 0 olacagin1 soyleyeceginden

celiskidir ¢iinkii };n—; t, = 1 olmasi gerekir.

Teorem 2.4 [11,12] cy’in bir izomorfik kopyasimi i¢eren her (X, II-I) Banach uzayi
asimtotik genislemeyen fonksiyonlar igin sabit nokta teorisini bozar. Yani, bir bagka
deyisle c, asimtotik genislemeyen fonksiyonlar icin sabit nokta teorisinisaglayacak

sekilde yeniden normlanamaz.

Ispat: Kabul edilsin ki (X, lI-Il) Banach uzay1 c,’m bir izomorfik kopyasini icersin. Bu
durumda Teorem 1.13 geregince X’de en az bir (X, )nen dizisi vardir ki sifira yakinsak

her (,)nen € (0,1), her (t,)nen € ¢ Ve her k € N igin

[ee)

RS

n=k

(1 = gosuplty| <

n2k

< (1 + &)sup|t,| (2.4.1)

nzk

dir.

E:= {Z thxn: 1=t =2t, =t3 = =>t, |, 0(yaniazalarak sifira yakinsar)

n=1
kiimesi goz Oniine alinsin. 2.4.1 esitsizligi dolayisiyla kolayca gorilirki bu kiime birim
kapali yuvar iginde kalan bir kiimedir, dolayisiyla smirhidir. Yine Teorem 2.1°deki
ispata benzer sekilde E kiimesinin konveksligi kolayca goriilebilir. Bir énceki teoremin

ispatindaki kiimenin kapaliliginin gosterildigi ayni1 yontem kullanilarak E kimesinin
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zayif kapali oldugu gorilir. CUnkU y, = Yp-; xx seklinde tamimlanan dizi 2.4.1

esitsizligini saglar ve E kiimesi (y,)nen dizisinin kapali konveks kabugudur.

Simdi Teorem 2.2’in ispatina benzer olarak saga kaydirma fonksiyonu T(Qn—; tpXx,) =
X1 + Ym=q tpXnsq kurall ile tanimlanabilir. Bu durumda E kiimesinden alinan keyfi iki

Z =Yg thXy Ve W = Y074 SpX, noktalari ile her k € N igin

IT%2 = T*wll = || (t = 5)%nsi]| < (L + £102) suplty = 53l
n=1 o n
<A+ e) [ (= sl = (14 2ia) 1z = wil
n=1

sonucu elde edilir. Dolayisiyla k — oo iken 1 + £,,; = 1 oldugundan T fonksiyonu bir
asimtotik genislemeyen fonksiyondur. Ayrica daha 6nceki teoremlerin ispatinda oldugu

gibi kolayca goriilebilir ki bu fonksiyonun bir sabit noktas1 yoktur.

2.3 Bir Banach uzay iginde cy’mn veya £1’in asimtotik izometrik kopyasinin

tespiti icin alternatif ifadeler

Bu bolimde bir (X, lI-ll) Banach uzayr c,’in veya #1’in bir asimtotik izometrik
kopyasini icerdigini anlamak i¢in alternatif ifadeler anlatilacaktir. Asagidaki iki teorem

ile tanim niteliginde olacak denklik belirten bu alternatif ifadeler verilmektedir.

Teorem 2.5 [8,9] X bir Banach uzayi olsun. Asagidaki ifadeler denktir:
(@) X £¥’in bir asimtotik izometrik kopyasin1 igerir.

(b) X’de en az bir (x;)ney dizisi ve 0 < m < M < oo sabit sayilart bulunabilir ki her

(tn)nEN € fl igin

[ee]
mZ [t <
n=1

co
n=1

[oe]
< M)
n=1

ve

lim |l x, | = m dir.
n—oo

(c) (0,1) arahiginda sifira azalarak yaklasan bir (&,),ey dizisi ve X’de en az bir

(%) nen dizisi bulunabilir ki her (t,,),en € €1 Ve her k € N igin
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(00}
Dl <
n=k

[ee]
n=k

< (1+a)) It
n=k

dir.

Ispat. () ifadesinin dogrulugu kabul edilsin. Bu durumda Tanim 1.14’e gore (0,1)
araliginda sifira azalarak yaklasan bir (&,)ney dizisi ve  X’de en az bir (¥,)nen

bulunabilir dyle ki her (t,)),en € €2 icin

D a=adltad < D tanf < D Il
n=1 n=1 n=1

dir. Her n € N igin x,, = (1 — &,) "y, olarak tanimlansin. Bu durumda her (t,,)nen €

£1 icin

oo
>l <
n=1

Dtiaf = D - el < A-e) )
n=1 n=1 n=1

dir. Ayrica, 1<l x, I< (1 —&,) ! olacagindan lim || x,, I= 1 dir. Buradan (b)
n-oo

ifadesi elde edilir.

Simdi tersine kabul edilsin ki (b) ifadesi gergeklessin. (0,1) araliginda sifira azalarak
yaklasan keyfi bir (&,),en dizisi ele alinsin. Gerekirse (a) ifadesindeki esitsizligin her

tarafi m sayisi ile bolunebileceginden m = 1 olarak kabul edilebilir. lim || x, l=m =
n—oo

1 ve her n € N i¢in |l x,, I= m = 1 oldugundan gerekirse alt diziye gegilerek, kabul
edilebilir ki her n € N icin 1 <l x,, IS 1 + &, dir. Her n € N igin y,, = (1 + &,) "',

olarak tammlansimn. Bu durumda |l y,, II< 1 olacagindan, her (t,),, € 1 icin

Dt < ) Il

dir. Ayrica,
Dt = DG ra a2 Y Are)nlz ) (-l
n=1 n=1 n=1 n=1

dir. Dolayisiyla X Banach uzay:1 #1’in bir asimtotik izometrik kopyasini icerir ve bu (b)

ifadesinin (a) ifadesi i¢in yeter kosul oldugunu ifade eder.
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(b) ve (c) ifadelerinin denkligi agiktit.

Boylece, Teorem 2.5’in ispat1 tamamdir.

Teorem 2.6 [11] X bir Banach uzayi olsun. Asaagidaki ifadeler denktir:
(@) X cy’1n bir asimtotik izometrik kopyasini igerir.

(b) X’de en az bir (x,)ney dizisi ve 0 < m < M < oo sabit sayilar1 bulunabilir ki her

(tn)neN € Co igin

msuplt,| < z thxn|l < M suplt,|
n n
n=1
ve
lim || x, | = M dir.
n—-oo

(¢) (0,1) araliginda sifira azalarak yaklasan bir (&,)nen dizisi ve X’de en az bir

(X)) nen dizisi bulunabilir ki her (t,,),en € ¢o Ve her k € N igin

2, ta

nzk

(1 — & )suplty| <
nzk

< sup|t,|
nzk

dir.

Ispat: Bir 6nceki teoremin ispatina bezer sekilde (a) ifadesinin dogrulugu kabul edilsin.
Bu durumda, Tanim 1.15’¢ gore (0,1) araliginda sifira azalarak yaklagan bir (&,,)nen

dizisi ve X’de en az bir (y,)nen bulunabilir dyle ki her (t,)nen € ¢ iGin

o

2,

n=1

< sup|ty]
n

sup (1 - gn) |tn| <
n

dir.

m = inf (1 — &,) olarak tanimlansin. Bu durumda 0 < m < 1 olup her (t;)nen € Co
n

icin

o0}

2.t

n=1

msup|t,| < < suplty|.
n n

dir. Ayrica 1 — ¢, <Il x, I< 1 oldugundan, lim || x,, lI= 1 dir.
n—-oo
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Simdi tersine kabul edilsin ki (b) ifadesi gergeklessin. (0,1) araliginda sifira azalarak
yaklagan keyfi bir (&,)neny dizisi ele alinsin. x, yerine esitsizligin her tarafi M ile
bolinerek x,/M gbz oniine alinirsa, kabul edilebilir ki M = 1 dir. Ohalde her n € N

icin m <|lx, I<1 ve lim || x, I=1 elde edilecektir. Bu sebeple ve gerekirse alt
n—>oo

diziye gegilebilecegi yani kosullar1 alt dizilerinde saglamasi sebebiyle her n € N igin
1—¢,<llx, I<1 kosulunu saglayan alt dizi ile en son bahsedilen dizinin
degistirilebilecegi diisiiniilerek ele alinan dizinin (b) ifadesinde yer alan esitsizligi
M=1 ve her neN i¢cin m<lx, I<1 ile 1-¢,<|lx,lI<£1 kosullarin

gerceklestirerek sagladigi kabul edilebilir.

Simdi de gerekirse (&,),ey dizisinin bir alt dizisine gegilerek yukaridaki kosullari ve
ayni zamanda her n € N igin &, < m/4 kosulunu sagladigi kabul edilebilir. Simdi

6, = mvehern > 2 igin §,, = (4/m)g, olarak tanimlansin.

t1, ty, ..., ty Skalerleri igin || Y:3_; tix; |l ifadesi géz Oniine alinsin. Kabul geregi ve

yukaridaki degerlendirmeler dogrultusunda

n

2,

k=1

< max |t;]

m max |t,| <
1<k=n

1<ks=n

dir. Ayrica, orantilama yapilarak kabul edilebilir ki max |tx| = 1 dir (Yani yukaridaki
<ksn
esitsizlikte tj’lar t;/ max |t,| ile yer degistirilebilir ve max |t;| = 1 olmak (zere
1<k=n 1<k=n

yukaridaki esitsizlik saglanir). Bu ise

m < <1

n
2, b
k=1

anlamma gelir. O halde, max |t;| = 1 kabul edilebileceginden X’in c,’1n bir asimtotik
SKsn

izometrik kopyasini igerdigini ispatlamak igin

< 1

max (1 —6,)|t,] <
1sk5n( lte] <

n
k=1

oldugunu ispatlamak yeterli olacaktir. Oyleyse, sag taraf esitsizligi bir Onceki
esitsizlikte goriildiigiinden sol taraf esitsizligini gdstermek ispati tamamlayacaktir.

Oncelikle not edilebilir ki eger [t;| < m ise bu durumda
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n
k=1

olacaktir. Simdi diger bir durum incelenebilir. Eger |t;| = m ise ¢; sayilari ¢; = sgn ¢;

olarak kabul edilebilir. Buradan ii¢gen esitsizligi geregince

N =

1
1-¢g <llxl< x; + Z citrxk|| + o | Z CitrXk

1<ksnk#j 1<ksn,k#j

N =

1
SE X + Z Citpxi || +
1<sksnk+j

olacaktir. Bu sebeple Il xj + Xq<kenk=j CitiXk 1= 1 — 2¢; dir. Yine iiggen esitsizligi

geregince
1-2¢ < ||+ z CitrX
1<sksnk+j
n
1 1
< > Citxk || + > (Z—Cjtj)xj+ Z CitrXy
k=1 1sksnk#j
n
< 2> x| + 3 @150
< = x =2 -t
2 k=1 o 2 ]

dir. Bu sebeple Il ¥3-; tipxx 1= [t;| — 4¢; elde edilir ve |¢;| = m kabulii geregince

n

2,

k=1

=2 || —4g = [t - @/m)ltle; = (1 —6)lt]

olacaktir. Ohalde, iki durumu goz Gniine alarak denilebilir ki || X7, tjx; || =

1m_ax(1—5j)|tj| dir. Dolayisiyla, X Banach uzayr c,’in bir asimtotik izometrik
<jsn

kopyasini igerir ve bu (b) ifadesinin (a) ifadesi i¢in yeter kosul oldugunu ifade eder.
(b) ve (c) ifadelerinin denkligi agiktir.

Boylece, Teorem 2.6’in ispat1 tamamdir.
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3. ARASTIRMA BULGULARI

Calismanin bu boélimiinde Dowling, Lennard ve Turett’in sonuglar1 [9,10,11,12]
anlatilacaktir. Gosterilecektir ki eger bir X Banach uzay1 £1’in veya c¢,’1n bir asimtotik
izometrik kopyasini igerirse, bu durumda X genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta

teorisini bozar. iki ayr1 alt basliklarla bu iki durum ele alinacak ve 6rnekler sunulacaktir.

3.1  £YV’in bir asimtotik izometrik kopyasim iceren Banach uzaylar

genislemeyen fonksiyonlar icin sabit nokta teorisi

Bu bolimde #’in bir asimtotik izometrik kopyasin1 iceren Banach uzaylarinin
genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisine sahip olmadigir gdsterilmekte ve

ornekler sunulmaktadir.

Teorem 3.1 [10,12] #*’in bir asimtotik izometrik kopyasini iceren her (X, lI-Il) Banach

uzay1 genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisini bozar.

Ispat: Kabul edilsin ki (X, |I-l) Banach uzayr £1’in bir asimtotik izometrik kopyasim
igersin. Bu durumda Tanim 1.14 geregince X’de en az bir (Xp)ney dizisi ve sifira

yakinsak, (0,1) aralifinda bir (&,,) ey dizisi bulunabilir ki her (t,) ey € £1 icin

D -t <[ tawl[ <) ltal (3.1.1)
n=1 n=1 n=1
dir. (A,)nen dizisi (1,00) araliginda azalan ve limA, =1 olacak sekilde segilsin.

n—-oo

Gerekirse alt diziye gecilerek veya (&,)qen dizisi alt dizisi ile degistirilerek yukaridaki
esitsizlik de saglanacak sekilde kabul edilebilir ki

A1 < (1= &)y
esitsizligi saglanir. Her n € N igin y,, = A,,x,, olarak tanimlansin ve bu dizinin kapali
konveks kabugu olarak tanimlanan C = co{y,:n € N} kiimesi ele alinsin. Daha 0nceki
boliimlerde ele aldigimiz kiimelerde oldugu gibi, agikg¢a, C kiimesi X’in Oyle bir kapali,
sinirli ve konveks alt kiimesidir ki elemanlart her n e Nigint, >0 ve Y  t, =1

olmak Uzere z=Y,_; t,y, formunda yazilir. Simdi T:C - C fonksiyonu
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TQr=1 thVn) = Xmeq thVn+1 kurali ile g6z 6niine alinsin. Olmayana ergi metodu ile
eger T fonksiyonunun C’de sabit noktasi vardir denilir ise Yoy tnVn = Xme1 thVns1
olacak sekilde her n € Nigint, > 0 ve ) _; t, = 1 kosullarini saglayan skalerlerin
mevcut oldugu beklenilir. Bu durumda t;A;x; + Ymeq X (Aps1tne1r — Antn) = 0 olup
(3.1.1) esitsizligi geregince (1 — &;)t;41 + Ymeq (1 — &) Ans1tnes — Antn] =0 ve
dolayisiyla, tiim pargalarin sifir olmasi gerekeceginden her n € N i¢in 0 = t;4; =

Ans1tns1 — Anty ; dolayisiyla her n € N igin t,, = 0 elde edilir fakat bu bir ¢eligkidir.

Simdi T fonksiyonunun genislemeyen (hatta T’nin daralan) fonksiyon oldugu

gosterilecektir.

C kiimesinin z # w olacak sekilde iki farkli z = Y7 t, ¥, Ve W = X7, S, Y, noktasi

g0z Oniine alinsin. Bu durumda

Z (th — Sn)Yn+1
n=1

<D = salln(1=2,) <

n=1

[0}

[ee]
< z |tn - Snl I Yn+1 1< Z |tn - Sn|/1n+1
n=1

n=1

I Tz —Tw =

(0]

PICEED S

n=1

=lz—-wll .

elde edilir ki bu ispat1 tamamlar.

Dowling, Johnson, Lennard ve Turett [8] tarafindan asagidaki drnek ile #1’in aligilmis
normuna bir esdeger norm ile yeniden normlamasmin #1’in asimtotik izometrik
kopyasini igermedigi gosterilmistir. Bu #1°in genislemeyen fonksiyonlar icin sabit nokta
teorisine sahip olabilmesi i¢in adaylarin var olabilecegine isaret etmistir. Gergekten de

asagidaki 6rnegin bir 6zel durumu ile Lin [17] ¢alismas1 bu gercegi kanitlamistir.
Ornek 3.2 (¥y)nen dizisi (0,1) araliginda bire artarak yakinsayan bir dizi olsun. #1’de

alisilmis norma bir esdeger norm her x = (&)neny € £ icin asagidaki sekilde

tanimlansin.

[lIx[[] = supyx E S|
n
k=n
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Bu durumda, (¢%,]|| - |||) Banach uzayr #1’in asimtotik izometrik kopyasimni igermez

[8].

Lin tarafindan [17] her n €N icin y, = olarak secerek (L, ]||- || ’in

148M

genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisine sahip oldugu gosterilmistir.

Bu konuda literatiirde asagida verilen 6nemli sonuglar elde edilmistir.

Teorem 3.3 [6] X bir Banach uzayi olsun. Asagidaki ifadeler denktir:
(@) X Banach uzay1 #1’in bir asimtotik izometrik kopyasini icerir.
(b) X* Dual Banach uzay1 L![0,1] ’in bir izometrik kopyasin igerir.

(c) X* Dual Banach uzay1 C[0,1]* dual Banach uzayinin bir izometrik kopyasini igerir.

Sonug 3.4 [6,9,12] Eger bir X Banach uzay1 #1’in bir asimtotik izometrik kopyasini
igerir ise ne X ne de dual Banach uzay X* genislemeyen fonksiyonlar igin sabit nokta

teorisine sahip olamaz.

Teorem 3.5 [10] T sayilamaz bir kiime olsun. Bu durumda #*(I)’in tiim esdeger
yeniden normlamalar1 #1’in bir asimtotik izometrik kopyasin igerir. Dolayistyla £1(T")
genislemeyen fonksiyonlar igin sabit nokta teorisini saglayacak sekilde yeniden

normlanamaz.

Teorem 3.6 [5] Agirlik fonksiyonu w {izerinde hafif kisitlamalar ile, Lorentz uzayi
L, 1(0,00) ¢¥’in bir asimtotik izometrik kopyasini igerir. Ayni kosullar goz Oniine
alinarak secilen agirlik fonksiyonu w ile, Lorentz uzay1 L,, 1 (0, ) nun bir alt uzayimnin
genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisine sahip olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul alt uzayin yansimali olmasidir.

Tanim 3.7 [23] #? (karesi toplanabilen dizilerin Banach uzayi) iizerinde tanimli iz-sinifi

operatOrlerin  (ize sahip kompakt operatorlerin) Banach uzayma C; iz sinifi
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denilmektedir. Not edilmelidir ki her A € C; ve her smirli operatér B icin T(AB) =

T (BA) kosulunu saglayan lincer fonksiyona C,’de bir iz denir.

Teorem 3.8 [7] C; iz smifinin yansimali olmayan her alt uzayr £1’in bir asimtotik
izometrik kopyasin igerir. C; iz sinifinin bir alt uzaymin genislemeyen fonksiyonlar
icin sabit nokta teorisine sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kosul alt uzayin yansimali

olmasidir.

Teorem 3.9 [10] Eger Y (#%,II-l})’in kapali, sonsuz boyutlu bir alt uzay: ise bu
durumda Y alt uzay1 £1’in bir asimtotik izometrik kopyasini icerir. O halde, (£2,1I-ll;)
‘in bir Y kapali alt uzayinin genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisine sahip

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Y kapali alt uzayimin sonlu boyutlu olmasidir.

3.2 €p’n bir asimtotik izometrik kopyasini iceren Banach uzaylar

genislemeyen fonksiyonlar icin sabit nokta teorisine sahip olamaz.

Bu bolimde cy’in bir asimtotik izometrik kopyasini iceren Banach uzaylarinin
genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisine sahip olmadig1 gosterilmekte ve

ornekler sunulmaktadir.

Teorem 3.10 [10,11,12] cy’in bir asimtotik izometrik kopyasini igeren her (X, II-1)

Banach uzay1 genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisini bozar.

Ispat. Kabul edilsin ki (X, lIl) Banach uzay1 c,’m bir asimtotik izometrik kopyasini
icersin. Bu durumda Tanim 1.14 geregince X’de en az bir (Xxp)nen dizisi ve sifira

yakinsak, (0,1) araliginda bir (&) ey dizisi bulunabilir ki her (t,)nen € ¢ iGN

o

n=1

sup(l —&p)lan| < < supl|a,] (3.10.1)
n n

(A nen dizisi (1, 00) araliginda azalan ve lim 4,, = 1 olacak sekilde segilsin. Gerekirse

n—->0oo
alt diziye gecilerek veya (&,)nen dizisi alt dizisi ile degistirilerek yukaridaki esitsizlik
de saglanacak sekilde kabul edilebilir ki
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/1n+1 < (1 - En)/ln
esitsizligi saglanir. Her n € N i¢in y,, = A,x,, olarak tanimlansin ve bu dizinin kismi

toplamlar dizisinin kapali konveks kabugu olan

C:= {Z thXn: 1=t 2t, =2t =+ >t, l, 0(yaniazalarak sifira yakinsar)
n=1
kiimesi goz Oniine alinsin. Daha 6nceki boliimlerde ele aldigimiz kiimelerde oldugu
gibi, acikga, C kimesi X’in kapali, smirli ve konveks bir alt kimesidir oyle ki
elemanlart 1 = t; >t, >t3 =+ >t, > Vvet, !, 0olmak lzere, z=Y,_; tyVs
formunda yazilir. Simdi T:C — C fonksiyonu T(Xo—q tnwVn) = V1 + 2=t tnVn+1
olarak tanimlansin. Olmayana ergi metodu ile eger T fonksiyonunun C’de sabit noktasi
vardir denilir ise Ypq tnVn = Y1 + 2meq tnVnsq Olacak sekilde 1= t; > t, >t3 >
o>ty = Ve t, 1, 0 kosullarin1 saglayan skalerlerin mevcut oldugu beklenilir.
Buradan, Yo, xp41(Aps1tnes — Anty) =0 olarak  bulunur.  Oyleyse, (3.10.1)

esitsizligi geregince tiim pargalarin sifir olmasi gerekeceginden her n € N igin 0 =

An

An+1

Ans1tns1 — Antn ; dolayisiyla her n € N igin t,,; = elde edilir. Fakat bu bir

celigkidir ¢linkii bu t,,’in bire yakinsadigini sdyler.

Simdi T fonksiyonunun genislemeyen (hatta T’nin daralan) fonksiyon oldugu

gosterilecektir.

C kumesinin z # w olacak sekilde iki farkli z = Y77 t,V, Ve W = Y7, S, Y, noktasi

g0z Oniine alinsin. Bu durumda,

Z (th — Sn)¥Yn+1
n=1

< Supltn - Sn|/1n+1 < Supltn - Snl/ln(1 - gn)
n n

Z (tn - Sn)lnxn
n=1

elde edilir ki bu ispat1 tamamlar.

I Tz-Twl =

[ee]
Z (tn - Sn)An+1xn+1
n=1

< =llz—-wl.

Dowling, Lennard ve Turett tarafindan asagidaki teoremden sonra verilen ornek ile

co’m alisilmis normuna bir esdeger norm ile yeniden normlamasinin ¢y’in  asimtotik
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izometrik kopyasini icermedigi gdsterilmistir. Bu ¢y’1in genislemeyen fonksiyonlar igin
sabit nokta teorisine sahip olabilmesi i¢in adaylarin var olabilecegine isaret etmistir.
Fakat hi¢ bir arastirmaci halen bu soruyu yanitlamayamamistir. Yakin ge¢miste ise tez
danismani Nezir ile Mustafa’nin ¢alismasi [22] sayesinde afinlik kosulu altinda cy’1in
genislemeyen fonksiyonlar icin sabit nokta teorisine sahip olacak sekilde yeniden

normlanabilecegi gosterilmistir.

Co’ 1N tamaminin genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisini bozdugu materyal
ve yontemler boliimiinde gosterilmisti. Fakat asagidaki teorem gostermektedir ki ¢y’da

cok biiyiik siniflar genislemeyen fonksiyonlar sabit nokta teorisine sahip olamaz.

Teorem 3.11 [11] (cg, lI'llw)’in kapali, sonsuz boyutlu her Y alt uzayr c,’in bir
asimtotik izometrik kopyasini igerir. O halde, (cg, lIllo)’in bir Y kapali alt uzayinin
genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisine sahip olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul Y kapal1 alt uzayinin sonlu boyutlu olmasidir.

Simdi (£, lI-ll,) Banach uzaymin bir yeniden normlamasi ve bu esdeger norm ile
tanimlandiginda uzayin c,’in  asimtotik izometrik kopyasini icermedigini ifade eden

ornek sunulacaktir.

Ornek 3.12 [11] #°°de alisilmis norma bir esdeger norm her x = (&,)pen € £ iGin

asagidaki sekilde tanimlansin

Il = suplg] + > 277]g] .
j =
Bu durumda, (4%, ||| - |||) Banach uzayi c,’1n asimtotik izometrik kopyasini igermez.
Kolayca gorilebilir ki ||| - ||| normu €°°’un alisilmig normuna esdeger olup, her x € £

iIcin ||x]|e < [l1x]l] £ 2]|%|| kosulunu saglamaktadir.

Olmayana ergi metodu ile kabul edilsin ki (£, ||| - |||) Banach uzay1 c,’1n bir asimtotik

izometrik kopyasini igersin. Yani, £* ’de en az bir (X,),en dizisi ve sifira yakinsak,
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(0,1) araliginda bir (&,)ney dizisi bulunabilir ki her n € N ve her ty,¢t,, ..., t, skaleri
icin
max (1 — £)[t;] < |||2 Gglll < max|y| (3.12.1)

1<]<

dir.

Genelligi bozmadan (x,)ney dizisinin koordinatsal olarak sifira yakinsadigi kabul
edilebilir ¢unku (3.12.1) esitsizligi bir alt dizinin zayif yakinsakligini, dolayisiyla
koordinatsal yakinsakligini ifade eder ve alt diziye gecilerek, ele alinan dizinin alt dizi
ile degistirildigi disiiniilerek (x,)ney dizisinin koordinatsal olarak sifira yakinsadigi
kabul edilebilir. Her n € N igin x,, = (§}")j%; olarak tanimlansin. [[|x{]|| =1 —¢& >0
oldugundan en az bir j € N vardir dyle ki E} # 0. k = min{j: E} #0}vea= 3% |E4]
olarak secilsin. Oyle bir N; > k bulunabilir ki DieN, +1 277 <% dir. N, € N oyle
secilsin ki her n > N, i¢in &, < a olsun. (X,)nen dizisi koordinatsal olarak sifira
yakinsadigindan, 6yle N > N, segilsin ki her j = 1,2, ..., Ny ve her n = N igin [§}'] < %

olsun. O halde, her n = N igin

1 oo < l1all] = 2 Moo + z 277¢n|
1 [oe
=l + ) 270+ > 27jgg
j=1 j=N1+1
< 1l Nl + 221—+ Z 27
] N1+1
<l lloo + 5
< Il x, lleo =
n 2
dir. Il normunun {iggen esitsizligi dolayisiyla || x;, Il < %(II X1+ X oo +l X1 —

X, ) olacaktir. Bu sebeple ya Il x; + x,, o=l X, llo Ya da Il x; — xp, o=l Xy, oo

dir. Eger Il x; + x5, lloo =l X, lloo iSE

> [l + il = Do+l + Y 277+ 67

j=1
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>l x, lo + 27F | EL+ &R

a
Z llxalll = 5+ 27 (lggl = 188D

v

el = 5+ 27% (1k1-5)
alll = @ + 27% gl

1 — & — a + 27%|&]

> 1 - a — a + 27%|&
=1+ «a

v

v

elde edilir. Fakat bu miimkiin degildir. Dolayisiyla, ¢eliskiye disiiliir.

Eger Il x1 — xp, lo=ll x5, llo 0ldugu kabul edilirse ayn1 sekilde ayni metod kullanilarak

celiski elde edilirdi. Dolayisiyla, (%,[||-[||) Banach uzayr cy,’in bir asimtotik

izometrik kopyasini igermez.

Not edilmelidir ki bir Banach uzayin ¢,’1n bir asimtotik izometrik kopyasini icermemesi
onun genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisine sahip oldugunu sdylemez.
Gergekten de ele alinan 6nceki 6rnek igin kanonik bazin kismi toplamlar dizisinin kapali
konveks kabugu kullanilip saga kaydirma fonksiyonu ele almirsa fonksiyonun

genislemeyen ve sabit noktasiz oldugu kolayca goriilebilir.

Teorem 3.13 [11,12] X Banach uzay1 c¢,’n bir asimtotik izometrik kopyasini igeren bir
Banach uzay: olsun. Bu durumda dual uzay X*, dual normu ile, #*’in bir asimtotik

izometrik kopyasini igerir.

Not edilmelidir ki yukaridaki teoremin tersi dogru degildir. Yani, dual uzay #’in bir
asimtotik izometrik kopyasini igerir ise uzaymn kendisi ¢y’in bir asimtotik izometrik
kopyasini igerir denilemez. Ornek olarak X = #1’in kendisi alisilmis norm ile ele

alinabilir.

Asagidaki sonu¢ Teorem 3.13’nin direkt sonucudur.
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Sonug 3.14 [11,12] Eger bir X Banach uzayi c,’in bir asimtotik izometrik kopyasini
icerir ise, bu durumda ne X ne de dual uzay X* genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit
nokta teorisine sahip olamaz, ve hatta dualin duali olan X** Banach uzayi sabit nokta

teorisine sahip olacak sekilde yeninden normlanamaz.

Teorem 3.15 [11] T sayilamaz bir kiime olsun. Bu durumda, cy(T) ’in tiim esdeger
yeniden normlamalar1 ¢y’ bir asimtotik izometrik kopyasini igerir. Dolayisiyla, ¢, (T)
genislemeyen fonksiyonlar icin sabit nokta teorisini saglayacak sekilde yeniden

normlanamaz.
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4. SONUCLAR VE TARTISMA

Bu tez ¢alismasinda £ veya c,’1n iyi kopyalarini iceren Banach uzaylar ele alinmustr.
Alternatif ifadeler ele alinmis ve farkli smif fonksiyonlar i¢in bu kopyalar1 igeren
Banach uzaylarinin sabit nokta teorisini saglamadiklar1 gosterilmistir. Literatirde bu
kopyalar sabit nokta teorisinin bozuldugunu test etmek icin 6nemli araglar olarak
kullanilmistir. Bu araglar baz1 Banach uzaylarinin veya alt uzaylarinin yansimaliligt
hakkinda bilgiler sunmus ve tez ¢alismasinda bu konuda ilgili teoremler tanitilmistir. Bu
araglarin genellestirmeleri ve denk ifadeleri yakin ge¢miste tez danigmani Nezir’in son
iki calismasinda [20,21] yapilmistir. Arastirmacilar bu araglari daha da genellestirmek

ve uygulamalarini gérmek i¢in ¢alismalar yapabilir.
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