T.C.
ISTANBUL TiCARET UNIiVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTIiTUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

MATEMATIK YUKSEK LISANS PROGRAMI

BAZ|I UZAYLARDAKI OPERATORLERIN
SPEKTRAL DAVRANISLARI

YUKSEK LIiSANS TEZi

Fikriye KONTLAR

1160Y55103

ISTANBUL 2013



T.C.
ISTANBUL TiCARET UNIiVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

MATEMATIK YUKSEK LiSANS PROGRAMI

BAZ| UZAYLARDAKI OPERATORLERIN
SPEKTRAL DAVRANISLARI

YUKSEK LIiSANS TEZi

Fikriye KONTLAR

1160Y55103

Damsman: Doc. Dr. Necip SIMSEK

ISTANBUL 2013



T.C.
ISTANBUL TiCARET UNIiVERSITESI

FEN BILIMLERI ENSTITUSU

ONAY SAYFASI

Yiiksek lisans 6grencisi Fikriye KONTLAR ‘in “Baz1 Uzaylardaki Operatorlerin

Spektral Davramislar1” konulu tez calismas jiirimiz tarafindan............cccoeeeeee..

Yiiksek Lisans tezi olarak (oybirligi / oycoklugu ) ile basarih bulunmustur.

Adi-Soyadi imza
Tez Danismani:......ccceeeiiiinnnnneeae iiiieeseees
Jiiri Uyesi D veeeereeeenirenenneeeee  eeeseeee

Jiiri Uyesi Deeececesnernesenennnenss  rreeeessesns



OZET

Bu calismada, belirli uzaylardaki operatorlerin spektral davranislari ele alindi ve bu

alanda yazilmig ¢aligmalarin bir kismi1 incelendi.
Birinci boliimde sonraki bolimlerde kullandigimiz temel tanim ve kavramlar verildi.

Ikinci boliimde A fark operatoriiniin ve B(r,s) fark operatoriiniin ¢, ¢, dizi uzaylarinda

ince spektrumu ele alindi. Ayrica ikinci dereceden genellestirilmis fark operatorii A”nin

C, dizi uzayi lizerinde ince spektrumu arastirilda.

Ugiincii boliimde genellestirilmis B(r,s) fark operatdriiniin ve ikinci dereceden
U(s,r,s) fark operatoriiniin ¢, dizi uzayinda ince spektrumu ele alind1.

Dordiincii boliimde 4 dizi uzay1 tizerinde A fark Operatoriiniin ince spektrumu

incelendi.
Abstract

In this study, we examine spectral properties of operators in certain sequences space and
we have investigated article, about this subject.

In the first chapter, some basic nations related to the subject were given for using other
sections.

In the second chapter, fine spectrum of A and generalized difference B(r,s) on ¢ and

¢, sequences spaces were analysed and second order generalized difference operator A?

were examined on C,,.

In the third chapter, generalized difference B(r,s) and second order difference operator

U (s, r,s) were examined on £,,sequences spaces .

In the last chapter, fine spectrum of A were examined on £, sequences spaces.
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. T operatdriiniin regiiler deger kiimesi
. T operatdriiniin ¢ekirdegi
: T operatoriiniin spektrumu
: Siirekli spektrum

: Artik spektrum

: Nokta spektrum

: T operatoriiniin adjointi

: X uzay1 lizerinde T operatoriiniin spektrumu

: X den'Y ye sinirlt lineer doniigiimlerin uzayi
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GIRIS

n boyutlu kompleks bir uzayda tanimli bir lineer doniisiimiin 6z degerleri
literatiirden bilindigi tizere A kompleks sayilarindan olusur. Bulunan bu kompleks A

degerleri kiimesine lineer doniisiimiin spektrumu adi verilir.

Modern fonksiyonel analiz ve onun uygulamalarinin ana dallarindan biride spektral
teoridir. Spektral teori ters operatdrler ve onlarm esas operatorle olan iliskilerinin
incelenmesidir. Ters operatorlerle ilgili &zellikler denklem ¢6zme problemlerinde
(lineer cebirsel denklem sistemleri, diferansiyel denklemler, integral denklemler ) ters

operatoriin karsimiza ¢ikmasindan dolay1 6nemlidir [12].

Bir operatoriin spektrumu fikri, lineer denklemlerin ve onlarin sonsuz boyutlu
genellemelerini igeren somut lineer cebir problemlerini anlamak i¢in yapilan girigimler

sonucu ortaya ¢ikmustir.

Sonsuz boyutlu uzaylarda spektrum sonlu boyutlu uzaylardakine gore daha
karmagik ve bulunmasi daha zordur. Bu yilizden, sonsuz boyutlu uzaylarda doniisiimiin
spektrumunu belirlemek i¢in sonlu boyutlu uzaylarda kullanilandan daha fazla bilgi ve

teoriye ihtiya¢ duyulur.

Doniigiimlerin spektrum kiimesinin belirlenmesi ve dahasi spektrum kiimesinin
hangi durumlarda ne tiir kiimelerden meydana geldiginin belirlenmesi i¢in, spektrum

kavramindan hareketle literatiirde ince spektrum kavramai ele almarak incelenmistir.

Ozellikle matris ddniisiimlerinin spektrumunun ve ince spektrumunun

incelenmesi ve arastirilmasi bircok dnemli problemi ve sonucu beraberinde getirmistir.

Dizi uzaylar iizerindeki doniisiimlerin spektrumu ile ilgili ilk ¢aligma Brown,
Holmas ve Shields tarafindan birinci mertebeden Cesaro doniigiimiiniin Hilbert uzay1

iizerindeki karekteristik degerlerini ve spektrum kiimesini belirleyen ¢aligmadir.

Literatiirde genis yer tutan diger operatorler ise A fark operatorii ve B(r,s)

genellestirilmis fark operatoriidiir.



B. Altay ve F. Basar [1], fark matrisinin C,, C dizi uzaylarindaki spektrumu, A. M.
Akhmedov ve F. Basar ise ¢, uzay: lzerindeki spektrumu ile ilgilenmislerdir. H.
Furkan ve ark. Sirasiyla B(r,s) genellestirilmis fark matrisin #; ve bV dizi uzaylarinda
spektral incelemesini yapmuslardir. Ayrica B(r,s) genellestirilmis fark matrisinin ¢, ve

¢ dizi uzaylarindaki spektrumu B. Altay ve F. Basar [2], tarafindan incelenmistir. Fark
operatori ile ilgili bir diger ¢calisma A. Farés ve B. de Malafosse tarafindan yapilmis

olup fark operatériiniin spektrumunu a= (a,) pozitif reel say1 dizisi olmak iizere

1

||x||=[§(|xn|/an)p]’, p=1

normuna sahip tiim dizilerin Banach uzayr olan #,(a) dizi uzayr lizerinde
incelemislerdir. Fark matrisi ile ilgili son ¢alismalardan biri de V. Karakaya ve ark. [9],

ikinci mertebeden fark operatoriiniin £, ve bv (1< p <o) dizi uzaylar iizerindeki
spektrum incelemeleridir.

Literatiir gelisimi igerisinde degisik operatorler belirli uzaylara etki ettirilmis ve

spektrumlar1 incelenmistir. Bu literatiire ait ayrint1 asagidaki gibi verilebilir.
V. Karakaya ve M. Altun Lacunary matrisinin spektrumunu elde etmislerdir. M.
Yildirim, Rhaly operatoriiniin sirasiyla C,, ¢ ve £, uzaylarindaki spektrum incelemesini

gerceklestirmistir. Bant matrislerin  spektrum caligmalar1 da literatiirde genis yer
tutmaktadir. B. Altay ve M. Karakus, bir bant matris olan Zweier matrisinin £; ve bv
uzaylar1 {izerindeki spektrumlarini elde etmislerdir. V.Karakaya ve M.Altun

calismasinda st tiggensel ikili-bant matrisinin ¢, ve ¢ uzaylar1 tizerindeki spektrum

analizini gerceklestirmiglerdir. M. Altun, {ist licgensel ve alt tiggensel n-bant sonsuz

matris olarak gosterilen Toeplitz operatoriiniin C, ve c¢ dizi uzaylar1 iizerindeki
spektrumlarin1 incelemistir. Bant matrisler ile ilgili diger bir ¢aligma ise A. M.
Akhmedov ve S. R. El-Shabrawy’ nin bazi ozelliklere sahip a =(a,)ve Ez(bk)
yakinsak dizileri ile ikili-bant matris tanimlayarak c¢ yakmsak diziler uzaymda D,

genellestirilmig fark matrisinin spektrumunu elde ettikleri ¢aligmalardir.



Bu ¢alismada yukarida bahsi gegen makalelerden 6zellikle; A fark [1], A? fark
operatorii[ 15], ikinci dereceden genellestirilmis fark operatorii U(s,r,s) [10] ve B(r,s) [6]
B(r,s)[2] genellestirilmis fark operatdrlerinin ¢, cC,, £1,£, uzaylar1 iizerinde ince

spektrumlar1 incelenmistir.



BOLUM 1

TEMEL TANIM VE TEOREMLER

1.1 Konu ile Tlgili Temel Tanim ve Teoremler

Bu boliimde sonraki bdliimlere yardimce1 olacak konu, kavram ve teoremler verilmistir.
Tamm 1.1 (Lineer uzay)

L bos olmayan bir kiime F (R veya C) bir cisim olsun. Asagidaki sartlar

saglaniyorsa L’ ye F tizerinde lineer uzay denir.

A) L, +islemine gore degismeli gruptur.
Gl) V x,ye L i¢in x+ye L dir. (kapalilik 6zelligi)
G2) V x,y,ze L i¢in x+(y+2)=(x+y)+z dir. (Birlesme 6zelligi)
G3) V xe L igin x+60=0+x olacak sekilde # e L vardir. (Birim eleman)
G4) V xe L igin x+(-x)=(-x)+x=0 olacak sekilde -xe L vardir. (Ters eleman)
Gb) V x,ye L i¢in x+y=y+x dir. (Degisme 06zelligi)

B) V x,ye L ve a,p €F olmak lizere asagidaki sartlar saglanir.
L1) axe L (skalerle garpmaya gore kapalilik)
L2) a(x+y)=ax+ay
L3) (a+p).x= ox+pPy
L4) (a.f)x=o.(bx)

L5) 1.x=x [1]



Tanim 1.2 (Lineer Bagimsizhk)

L, F cismi tizerinde bir vektor uzay1 ve S ={x;,X,,Xs,...,X,} de L nin sonlu bir

alt kiimesi olsun. «; € F olmak iizere,

olmast her i i¢in «o; =0olmasmi gerektiriyorsa S kiimesine veya {X;,X,,Xz,...,X,}

<y N

vektorlerine (F tizerinde) lineer bagimsiz denir. [5]
Tamm 1.3 (Baz)

L, F cismi iizerinde bir vektér uzay1 ve B, L nin bir altciimlesi olsun. B lineer
bagimsiz ve B, Lyi geriyorsa yani <B>=L ise B ye (F iizerinde) L nin bir bazi(tabani)
denir. [5]

Tamm 1.4 (Dizi)

Tanim kiimesi N dogal sayilar kiimesi olan fonksiyona dizi denir. Diziler deger

kiimelerine gore cesitli adar alirlar. Eger dizinin deger kiimesi reel sayilar kiimesi ise
diziye reel terimli dizi, rasyonel sayilar kiimesi ise diziye rasyonel terimli dizi adi

verilir. [3]
Tanim 1.5 (Smirh Dizi)

Her ne N i¢in |an| <M olacak sekilde M >0 sayis1 varsa @, dizisine sinirl dizi denir.

[18]

Tamm 1.6 (Monoton Dizi)

Her n21 i¢in a,<a,,, ise {a, } dizisine artan denir. Her n>1 i¢in a,>a,,, ise {a,}

dizisine azalan denir. Artan veya azalan bir diziye monoton denir.

Sinirlt ve monoton her dizi yakinsaktir. [18]



Tamm 1.7 (Kismi Toplamlar Dizisi)

Y a, =a,+a,+a,+... serisi verildiginde, bu serinin n. kismi toplami {S, 7} ile
n=1

gosterilsin:

S,=Y a, =a,+a,+a,+...+a,
=1

Eger {S,} dizisi yakmnsak ve limS, 6 =s bir gercel say1 olarak var ise ,Zan serisi

n—o

yakmsaktir denir. [18]

Tamm 1.8 (Geometrik Seri)

0

Zar”‘l —a+ar+ar’+...

n=1

geometrik serisi |r|<1 oldugu zaman yaknsaktir ve serinin toplami;

o0 ~ a .
E ar"t =—dir.
n=1 1_r

Eger |r| > lise geometrik seri rraksaktir.[18]

1.2 Lineer Doniisiimler ve Lineer Operatorler

Tanim 1.9 (Lineer Doniisiim)

X ve Y aym skaler cisimde tanimli vektér uzaylari olsun. T:X —Y

doniisiimii her X,y € X ve «,f €F i¢in;

T(ax+py )=aT(x)+BT(Y)



saglaniyorsa T ye lineer doniisiim denir.

T:X >Y lineer operatoriiniin tanim kiimesi D(T), goriintii kiimesi R(T) ve

cekirdegi N(T) ile gosterilen uzaylari;
D(T)={xeX: TxeY}
R(M={yeY: y=Tx, xe X}
N(T)={xeD(T): Tx=0 }

seklinde tanimlanir. D(T) uzayindaki farkli elemanlari, R(T) uzaymnda farkli elemanlara
tagiyan T doniisiimiine birebir doniisiim denir. T#=0 Ozelligine sahip bir T lineer

doniigtimiiniin birebir olmasi i¢in gerek ve yeter sart N(T) =6 olmasidir [12].

Teorem 1.1 X ve Y normlu uzaylar olmak iizere T :X —Y lineer doniisiimii i¢in

asagidaki onermeler denktir.
1)T,bir noktada siireklidir.
2)T, X uzay1 lizerinde diizgiin siireklidir.
3)T smurhidir.

T doniistimiiniin normu;

™
[T]}=sup™-r
o [X]

ile tanimlanir.[12]

Tanim 1.10 (Operator)

Reel analizde, reel degiskenli ve reel degerli fonksiyonlarla ¢aligilir. Fonksiyonel
analizde metrik uzaylar, normlu uzaylar ve lineer uzaylar gibi daha genel uzaylar ve bu

uzaylarda tanimli fonksiyonlar incelenir. Lineer uzaylarda tanimli doniisiimlere operator
denir. [5]



Tamm 1.11 (Lineer operator)
Lve L' aym bir F cismi iizerinde iki lineer uzay olsun. T : L — L' operatérii
Tx+y)=T(X)+T(y) ve T(ax) = aT(X)

sartlarin1 sagliyorsa T’ ye lineer operatdr denir. Kolayca goriildiigii gibi yukaridaki

sartlar

T(ox+py)=alX+ BTy a,peF
sartina denktir. [12]
Tanim 1.12 (Stmirh Lineer Operator)

X ve'Y bir normlu uzay ve T: D(T) — Y ye bir lineer operatdr olsun. Burada D(T)

X ” in alt kiimesidir. Eger her x e D(T) igin,

[T < x|

olacak sekilde ¢ >0 sayis1 varsa T’ ye sinirh lineer operator denir. [12]

Tamim 1.13 (Lineer Fonksiyonel)

F =R veya F =C olmak iizere L, F iizerinde bir vektor uzayi olsun. f:L —>F

operatoriine fonksiyonel denir. Burada L reel lineer uzay ise F=R; L kompleks lineer
uzay ise F= C dir.

Lineer fonksiyoneller, lineer operator olarak smirli ise yani,

f (9] <K

olacak sekilde k > 0 reel sayis1 varsa /" ye smirli lineer fonksiyonel denir [5].



Tamm 1.14 (Metrik Uzay)
X bos olmayan bir climle olsun. d:XxX — R fonksiyonu igin;
M1) d(x,y)>0
M2) d(x,y)=0 ise x=y
M3) d(x,y)=d(y,x)  (simetri 6zelligi)
M4) d(x,y)<d(x,z) +d(z,y) (iggen esitsizligi)

sartlar1 saglaniyorsa d ye X de bir metrik fonksiyonu ve (X,d) ikilisine ise bir metrik
uzay denir. [5]

Tanm 1.15 (izomorfizm)

Bir X vektér uzaymdan Y vektér uzayma tanimli, yapiy1r koruyan birebir ve
iizerine bir déniisiime izomorfizm denir. Ornegin X ve Y ayni cisim iizerinde iki lineer

uzay olsun. X den 'Y ye bir T izomorfizmi i¢in X,y e X igin;
T(x+y)=Tx+Ty
T(ox)=aTx

sartin1 saglayan birebir ve tlizerine bir doniisiimdiir. X ve Y uzaylar1 arasinda bir

izomorfizm varsa bu uzaylara izomorfik uzaylar denir. X=Y ile gosterilir.[12]

Tamim 1.16 (Normlu Uzay)

N bir lineer uzay olsun. | ||:N —R fonksiyonunun x deki degerini x| ile

gosterelim. Bu fonksiyon icin ¢ € F ve X,y € N olmak iizere;

N1) [¥|=0 <> x =6

N2) Jlexq =ed|]



N3) [x+y|<|x|+|y| (licgen esitsizligi)

sartlari saglamyorsa || || fonksiyonuna N tizerinde norm denir. [5]

Tamm 1.17 (Cauchy Dizisi)
(X,d) metrik uzay (x,) X de bir dizi olsun. Her &> 0 sayisina karsilik , her

m,n>n, icin d(X,,X,) <& olacak sekilde n, = n, (&) sayisi varsa (X, ) bir Cauchy dizisi

denir.[5]

Tanmim 1.18 (Tamhk)

(X,d) bir metrik uzay olsun. X uzayindaki her Cauchy dizisi yakinsak ise (X,d)

metrik uzayna tam uzay denir. [12]

Tanmim1.19 (Banach Uzayi)

N normlu bir lineer uzay olsun. N norm metrigine gére tam ise N ‘ye Banach

Uzayi denir. [12]

Tamim 1.20 (Siirekli Dual)

X herhangi bir normlu uzay olmak tizere; X’ den C(veya R) tiim sinirli lineer

doniisiimlerin X * in siirekli duali denir ve X ile gosterilir. Yani X~ = B(X,C) dir.

Tamim 1.21 (Do6niisiimiin Tersi)

Xve Y normlu uzaylar ve bu uzaylarmn alt uzaylart D(T) = X Ve R(T)cY
olmak tizere T :D(T)—Y birebir lineer doniisiim olsun. R(T) uzayindan D(T)

uzayina tanimli ve R(T) uzayindan alinan T, =Y € R(T) elemanini D(T) uzayinda

10



bir x elamanma tasiyan T " :R(T) —» D(T) doniisiimiine, T doniisiimiiniin tersi

denir.[12]

Tamm 1.22 (Operatoriin Adjointi)

Xve Y normlu uzaylar ve T:X —Y bir smirh operatdér olsun. X ve Y

uzaylarmin dual uzaylar1 X"ve Y’ olsun. Bu taktirde T operatdriiniin adjoint operatorii;
T Y > X' () =(T*g)(x)=9(T,)

seklinde tanimlanir. T* operatoriine T operatdriiniin adjoint operatorii denir.,[12]

1.3 Dizi Uzaylan ve Matris Doniisiimleri

Tamm 1.23 (C uzay1)

(X,) bir dizi olmak tizere,
c={x=(x,):limx,—1| =0, leC }
sartin1 saglayan dizilerin uzayidir. Bu uzay1 metrik uzay yapan fonksiyon;

d(x,y)= sup|x, — v, |

neN

dir.

Tanm 1.24 (C, uzay)
(X,) bir dizi olmak tizere,

Co ={x=(X,) :li[)rlxk =0}

11



sartin1 saglayan dizilerin uzayidir. Bu uzayir metrik uzay yapan fonksiyon;
d(x,y)=max||x, — y,| dir.

Tamim 1.25 (¢, uzay)

Smirl dizilerin £, uzay1 asagidaki gibi tanimlanir;

2o = {x=(X,):supx,| <o}

£, tzerindeki metrik X = (X, ) €€, ve Y = (Y,) € £, olmak iizere,

d., (X, y) =supx, = Y|
keN

dir.

Tamim 1.26 (£, uzayn)

© p
£, ={x=(x): > [x| <od}, O<p<ow
k=1

ve ¢, de norm;

1

» P\p
||x||p=(;|xk|} dir.

Tamm 1.27 (Matris Doniisiimleri)

A=(a, ) reel veya kompleks terimli bir sonsuz matris ve x=(x,) herhangi bir

dizi olsun. Eger her ne N i¢in;

12



(AX), = Z A Xy
k=0

serileri yakinsak ise Ax=( AX), dizisine x dizisinin A matrisi ile elde edilen donigiim

dizisi denir. 4 ve u herhangi iki dizi uzay1 ve A bir sonsuz matris olsun.

Eger her xe A igin AX doniisiim dizisi mevcut ve £ uzayma ait ise A matrisi 1

uzaymdan 4 uzayma taniml biitiin matris doniisiimlerinin kiimesi (A4, z2) ile

gosterilir.[8]

Tamm 1.28 (Ucgensel Matris)

A=(a,) bir matris olsun. k>n ic¢in a, =0 ve a, =0 terimlerinden olusan

A=(a, ) matrisine iiggen matris denir. U¢gen matris doniisiimleri birebirdir.

Teorem 1.2

A=(a, ) matrisinin ¢ uzayindan yine bu uzaya taniml sl lineer bir T € B(c)

operatoriine karsilik gelmesi i¢in gerek ve yeter sartlar;
i) A matrisinin biitiin satirlar1 £, uzayinda ve £; normlar1 sinirhdir.
ii) A matrisinin biitiin stitunlar1 ¢ uzayindadir.
iii) A matrisinin e=(1,1,1...) dizisini yine ¢ uzaymna tagimasidir.

Bu cins doniisiimlere, yakinsakligi koruyan operator denir. T operatoriiniin

normu, satirlarm €; normlarinin supremumudur.[17]

Teorem 1.3

A=(a, ) matrisinin ¢, uzayindan yine bu uzaya tanimli sl lineer bir

T € B(c,) operatoriine karsilik gelmesi i¢in gerek ve yeter sartlar;

1) A matrisinin biitiin satirlar1 ; uzaymda ve £; normlar1 smirhdir.
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i) A matrisinin biitiin siitunlar1 ¢, uzayndadur.

T operatoriiniin normu, satirlarin £; normlarmin supremumudur.[17]

Teorem 1.4

AcB(#, ) olmasi i¢in gerek ve yeter sart
[Al=sup Jan <o
n k

olmasidir. [13]

Teorem 1.5 Eger Ae B(£,, )N B(#;)ise AeB(f,) 1l<p<co’dur.[13]

Teorem1.6) Ae B(f, ) olsun. Eger AeB(£,), 1<p<w ve q>p iseAeB({,;)
dur. [7]

1.4 Sonlu Boyutlu Normlu Uzaylarda Spektral Teori
X sonlu boyutlu normlu uzay ve T : X — X lineer operator olsun. Bu tip uzaylarda
verilen operatorlerin spektral teorisi sonsuz boyutlu uzaylardaki operatorlerin spektral
teorisine gore daha basittir. Operatorlerin , matris temsiline sahip oldugunu
bildigimizden ve operatorlerin spektral teorisi esasta matrislerin 6z deger teorisi
oldugundan dolay1 matrislerle basliyacagiz. Bir matrisin biitlin 6z degerlerinin kiimesine

0 matrisin spektrumu denir.

Tamim 1.29 (Bir Matrisin Oz deger ve Oz vektorleri)

A kare matrisinin bir 6z degeri,

Ax= X

14



sartin1 saglayan X#0 gibi bir ¢dziime sahip olacak A sayisidir. A nm biitiin 6z

degerlerinin olusturdugu kiimeye A nin spektrumu denir. Yukaridaki denklemi,

(A= AD)x =0

seklinde yazabiliriz. Bu ise x in bilesenleri olan X,..., X, gibi n tane bilinmeyen

iceren n tane lineer denklemden olusan homojen bir sistemdir ve X # 0 gibi bir ¢oziime
sahip olabilmesi i¢in katsayilar determinanti1 olan det(A — A1) = Oolmasi
gerekmektedir.

Ornek: Asagidaki A matrisinin 6z degerlerini bulunuz.
3 5
A=
-2 4

Bu matris i¢in ;

3 5 10 3-4 5
A-Jl= -A =

I S (O
Boylece ;

det(A—AI) =B—-A)(4—-A)—-5(-2)=2°+41-2

Ve A nin 6z denklemi A* + 2 —2 =0 olur. Bu durumda 4, =1ve A, =-2 olur. Bu iki
deger A matrisinin spektrumunu verir.

1.5 Sonsuz Boyutlu Normlu Uzaylarda Spektral Teori

Sonsuz boyutlu uzaylarda spektrum sonlu boyutlu uzaylardakine goére daha
karmagik ve bulunmasi daha zordur. Bu yiizden, sonsuz boyutlu uzaylarda doniisiimiin
spektrumunu belirlemek i¢in sonlu boyutlu uzaylarda kullanilandan daha fazla bilgi ve

teoriye ihtiya¢ duyulur.
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Teorem 1.7

X normlu bir uzay ve T e B(X) olsun. Bu durumda T in smirh terse sahip

olmasi igin gerek ve yeter sart T* operatoriiniin 6rten olmasidir. [9]

Teorem 1.8

X normlu bir uzay ve T € B(X) olsun. Bu durumda T operatoriiniin X i¢ginde yogun bir

goriintiiye sahip olmasi igin gerek ve yeter sart T* operatoriiniin birebir olmasidir.[9]

Tamm1.30 (Resolvent)

X = {6}bir kompleks normlu uzay ve D(T) = X tanim kiimesi iken T: D(T) - X

bir lineer operator olsun. D(T) tizerinde [ birim operatér ve A kompleks say1 iken T i
T,=(T-4I)
operatori ile eslestiririz. Eger T, nin tersi varsar, (T) ile belirlenir. Yani;
R,(T)=T, ' =(T-4D)"

ve bu T operatoriiniin resolvent operatorii yada T operatoriiniin resolventi olarak

adlandirilir.[12]

Eger (T — A1) "mevcut sinirli ve X uzaymnda yogun kiimede tanimli ise burada ki

A skalerine T operatoriiniin regiiler degeri denir. T operatériiniin biitiin regiiler

degerlerinin kiimesine T operatdriiniin resolvent kiimesi 2(T) ile gosterilir.[12]
Tanim1.31 (Spektrum Kiimesi)

Kompleks diizlemde o(T)=C — p(T)nin spektrumu denir. 2 € o(T) ise T 'nin

spektral degeri olarak adlandirilir. Tiim spektral degerlerin olusturdugu kiimeye de

spektrum kiimesi denir.[12]
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Tamim 1.32 (ince Spektrum)

Lineer doniistimler {izerine arastirmalar yapan Goldberg, lineer doniisiimlerin su

sekilde siniflandirmasini yapmustir;

T: X—Y bir lineer déniisim olsun. R(T)’nin X i¢indeki kapanigint R(T) ile

gosterelim. Bu durumda R(T) i¢in;
1) R(T)=X

INR(T)#X fakat R(T)=X
1) R(T)#X
R(T) tizerinde g6z niine alman T igin,
1) T~ mevcut ve smirh
2) T mevcut fakat smirl degil
3) T mevcut degil
Yukaridaki durumlar gbz oniine alirsak;

I, 1,,15,10,, 11, 115 IIL,II1,, II; olmak iizere dokuz durum s6z konusudur.

Ornegin T < 1, ise R(T)=X ve T~ mevcut ve smurhdir. Te 111, ise R(T)#X ve T,

R(T) lizerinde mevcut ancak sinirl degildir.

Yukarida ki ayrisimlar yardimiyla spektrumla ilgili asagidaki terimler verilebilir.

Artik burada spektrum 3 e ayrilmustir.[9]

Tamm 1.34 (Nokta Spektrumu)

R,(T) nin var olmadig: yani; (T — A1) nin mevcut olmadigi durumda ki A
skalerlerinin kiimesine nokta spektrumu denir. o (T) ile gosterilir. Bu durumda A€

o (T) dir. [12]
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Tanim 1.35 (Siirekli Spektrum)

R,(T)nin var oldugu yani, (T — A1) nin mevcut oldugu, yogun bir kiime

iizerinde tammli oldugu, smirh olmadigi A <C kompleks sayilarmin kiimesine T

doniisiimiiniin siirekli spektrumu denir ve &_(T) ile gosterilir.[12]

Tanim 1.36 (Artik Spektrum)

R,(T) nin var oldugu yani,(T — A1) "nin mevcut oldugu, yogun bir kiime

tizerinde tanimli olmayan, sinirl olabilirde, olmayabilirde bu sekilde ki 4 e C kompleks
sayllarinin kiimesine T doniisimiiniin siirekli spektrumu denir. Ayrica o, (T) ile

gosterilir.[12]

Sonlu boyutlu durumlarda ; o (T)=0,(T)=6 ve spektrum sadece o, (T)
kiimesinden olusur. Yani o (T)=oc,(T) dir. Sonsuz boyutlu bir normlu uzay ise

T € B(X) operatérii igin o(T) =0, (T) esitligi daima gecerli degildir.

Yukaridaki tanimlardan elde edilen sartlar1 asagidaki tabloda gosterelim, bu tabloda

(R)): R,(T) vardr.
(R,): R, (T) swmirhdir.

(R3): R,(T) X de yogun kiime iizerinde tanimli

seklinde tanimlanmaistir.
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Saglanir Saglanmaz A elemanidir
R,,R,,R, o(T)
R, R, o, (T)
R, o, (T)
R, R, R, o.(T)

[12]
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BOLUM 2

A Fark Operatoriiniin ve B(r,s) Fark operatoriiniin c, c, Dizi

Uzaylarinda ince Spektrumu

2.1 A Fark Operatériiniin c, Dizi Uzay1 Uzerinde Ince Spektrumu
Bu boliimde; A fark operatoriiniin C,dizi uzayi iizerinde ince spektrum

davranislar1 incelenecektir.
A:c, —>C,

AX ={ Xg, X, — Xg, X, — X, -} olduguna gore bunun matris temsili su sekildedir,

1 0 O
-1 1 0
A=
0 -11
Teorem 2.1 o(A,¢,) ={x €C 1| -1 <1} [1]

Ispat: Spektrumun tanimindan, A operatdriiniin spektrumunun var olmasi igin

(A—al) ™ nin  B(c,) uzaymda mevcut olmamasi gerekir. Varsayahm ki

a & o (A c,) ={x eC:la-1<1}olsun. Bu durumda (A-al)™nin B(c,)da

oldugunu gostermek yeterlidir.
(A — od) matrisi alt iggensel matris oldugundan (A — ) matrisinin tersi mevcuttur.

(A-al)A-al)' =1 dr.

l-«o 0 0
-1 1-« O
0 -1 1-«

|
- O O B
- O B O
-k O O
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-« 0 0 ol | @y A Qg
-1 1-a 0 .| la, a, a,
0 -1 1l-« la, a;, ag

(l-«)a,+04a,+0a,=1

a; = )
1-a)

(-Day, +(1-a)a, +0a; =0
-a,+(1-a)a, +0.a, =1
-a,;+(1-a)a,; +0.8,, =0

A=t a,= T
21 (1—6{)2 ! 22 (1—“) '

8,5 =0

-a, +(1-a)a; +0a,, =0
-a, +(l-a)a, +a, =0
0a,—-a,,+1-a)a,; =1

1 1 1

ay=——, &
31 (1—61)3 32

Bu sekilde devam edersek ;

1 0 0
l-«a
1 1
A-al)'=|(1l-a)* (-a)
1 1 1
(1—.05)3 (1—_05)2 (1-a)

=2 A=
(1-a)* (1-a)

- O O B

- Ok, O

-k O O
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elde edilir.

(A —al )71: A
a,, matrisi i¢in ;
0; k>n
) (K
D ke
(1-a)
dir.
. [i-of

a-an?]  =supd,

(€0 .Co) NS [l-a

p(l+|1—a|+|1—a|2+---+|1—a|n}
=su n+l

neN |]_ — a|

|n+1

=sup>_
neN K=o

< 2.1
e (2.)

a ¢ o(A,¢,) kabuliimiizden dolay1 [1—a] >0 olur ve bunun sonucunda (2.1)
saglanmis olur.

Eger v € {ax € C :|r—1 <1} ise 0 zaman (2.1) ;

[(a-at)?| =
(Co ,Co)

oldugu goriiliir. Bunun anlami (A —ad)™ ¢ B(c,) dir. Bdylece o (A, c,) ={a €C

: |a —Zq <1} oldugu ispatlanmis olur.
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Teorem 2.2 o, (A,cy) = ¢ [1]

Ispat: c,uzaymda sectigimiz bir x = @ = (0,0,0,

¢Oozimu;

1 0 Xo Xo
-1 1 0 X, X,
0 -11 X, || X,
Xy = X,
X, — X, = X
X, =X,

X, —

) igin yazilan AX =oX esitliginin

denklem sistemini elde ederiz. Buradan « #1 ise x, =0 olur. Bu durumda x; = x, =

X3 = --- = 0olur, bu kabuliimiiz olan x # 8 = (0,0,0,...... ) ile gelisir. Eger a =1 ise
yine x; = x, = x3 = --- = 0 olur. Yani AX = aX esitligini saglayan x = @ dizisi mevcut
degildir.

Eger T :c, — ¢, matris temsili A olan bir operator ise T operatdriiniin adjoint

operatorii T~ :C, — C;in matris temsili A°(A nin transpozu) ile tamimli A® matris

temsiline sahiptir.

Teorem 2.3 o (A, c;) ={or €C :|a -1 <1} [1]
ispat:c; = ¢, uzayinda sectigimiz bir x =6 =(0,0,0,...... Jigin yazilan A'X = ax
esitliginin ¢oziimii;
1 -1 0 Xo Xo
0o 1 -1 X, X,
=a
0 0 1

X,
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Bu durumda;

X, — X, = X,
X, — X, = ax,

X, — X3 = X,

bu denklem sisteminden x,, = (1—a)"x, elde edilir. Burada bizim amacimiz x = @ iken

yazilan A'X = axesitligini saglayan « degerlerini bulmaktir. Eger ilk terimi sifir ise
X =6 olur ve kabuliimiizle celisir. Ilk terimi sifirdan farkli ise x =6 iken A'X = ax

esitligini saglayan o degerleri vardir. Bu yiizden ¢, dual uzaymnda nokta spektrumu

mevcuttur ve x = (X, ) € ¢, olmas1 gerekir. X, = (l—a)"X, € ¢, olmasi igin gerek ve yeter

sart | — 1| < 1 olmasidur.

Teorem 2.4 o, (A ,¢,) ={ox €C :|a-1 <1} [1]

Ispat: Rezidiiel spektrumun var olmasi i¢in (A —ed) nm tersinin meveut oldugunu ve

R(A—al) #c,oldugunu  gostermeliyiz. Oncelikle (A—al) alt iiggensel matris

oldugundan tersi vardir. Rezidiiel spektrumun ilk sartini sagladi.

Teorem 1.8 i kullanarak (A —eal) nin Cyda yogun bir goriintiiye sahip olup olmadigina

bakmaliyiz. Teorem2.3 den dolayt A" —al birebir degildir. Bdylece R(A—ad) # ¢, dir.

Buda ispat1 tamamlar.

Teorem 2.5 (A ,¢y) ={x €C ;| -1 =1} [1]
Ispat : Yukaridaki teoremlerde nokta spektrumunu, rezidiiel spektrumunu elde ettik.

c(T)=0,(T) o, (T)uo.(T)oldugunu bildigimizden dolay1 o, (A ,c,) ={x €C

| —1] =1} elde edilir.
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2.2 A Fark Operatériiniin ¢ Dizi uzay1 Uzerinde ince Spektrumu

Teorem2.6: o (A,c ) ={x €C :|a-1 <1} [1]

Ispat: Spektrumun tanimindan, A operatoriiniin spektrumunun var olmasi igin

(A—al) ' ninB(C )uzaymda  mevcut  olmamasi  gerekir.  Varsayalim ki

a & o(A,c)={a eC :la-1<1} olsun. Bu durumda (A-al)™nin B(c)de

oldugunu gostermek yeterlidir.
(A — al) matrisi alt tiggensel matris oldugundan (A — ad) matrisinin tersi mevcuttur.

(A—al).(A—ad) =1 dur.

l1-a 0 0 -] la, a, ajs 100
-1 1-a 0 .| la, a, a, 1010
0 -1 l-a --||a, a, a, 0 01
Buradan;
l-«
1 1
A-al)'=|(1-a)* (-a)
1 1 1
l-a) (1-a) (-«

(A —al )71: Ak
a,, matrisi i¢in ;
0: k>n
k
a, = (1—cx)n+l K<n
1-a)

25



dir. Boylece;

n
1o
=su
(c,0) nef\l?kz:c; |l— a

Jca -ty

|n+l

1+l-a|+l-af +-+1-a]

=su
neN |]__a|

O | Y O I
neN |1—a| |1—a| l-«o
n k+1
= — 2.2
snngkZ:(;l_a = (2.2)

elde edilir. Ciinkii [1—|>1 oldugundan <1 olur. O halde , (A-al)™"eB(c)

l-a

olur.

o e{a €C :|a—1<1}ise (2.2) den;

H(A—al)'lu =
c 0

oldugu agiktir. Buda ispat1 tamamlar.

Teorem 2.8 o ,(A,c) =¢ [1]

Ispat: ¢ uzayinda sectigimiz x =& =(0,0,0,...... ) i¢in yazilan AX=0X esitliginin

¢Ozimi;
1 0 0 Xo Xo
-1 1 0 X, X,
=a
0 -11 X, X,
elde edilir.
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Bu durumda;

X, = X,
X, — X, = X,

X, — X, = aX,

denklem sistemi elde edilir. & #1ise x, =0 olur. Bu durumda x; = x, = x5 = -+ =
0 olur buda kabuliimiiz olanx =& =(0,0,0,...... ) ile ¢elisir. Eger a =1 ise yine
X1 =X, = X3 =--=00lur. Yani AX=oXesitligini saglayan x = @ dizisi mevcut
degildir.

Eger T:C—C matris temsili A olan smirh bir lineer operatdr ise o zaman

T :¢" >c'm CO®I, uzayinda matris temsili

e 2

dir. . Burada x, A matrisinin satir toplamlar dizisinin limiti ile A matrisinin siitunlarinin

limitinin toplaminin farkidir ve b de her k € N igin A matrisinin k. siitununun limitidir.

Ohalde A:c—>c icin A eB(l;) matrisi;

. (0 0
A=

formundadir.

Teorem29 o (A, c’) ={a C:

a -1 < {0} [1]

ispat: c; = ¢, uzayinda sectigimiz x =6 =(0,0,0,...... )igin yazilan A'X = ax esitliginin

¢OzUimu;
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00 0 O Xo X,
01 -10 X X,
A=/0 0 1 -1 X, |=al X,

00 0 1 X3 Xq

0=oax,

X, — X, = aX,

X, — X3 = aX

2 . 3 2 (2.3)

Xy = Xyq = X

ise n>2 igin X, =(1—a)"X, elde edilir. Burada bizim amacimiz X # @ iken yazilan
A'X = axesitligini  saglayan « degerlerini bulunmaktadir. Eger « # 0Oisex, =0bu
durumda x=46 olur ve kabulimiizle ¢elisir. Eger X, #0 ise a = 0olur. ¢ = 0 igin
x # @iken yazilan A'X = oxesitligini saglayan « degerleri bulunmaktadir. Bu yiizden

C'dual uzayinda nokta spektrumu meveuttur ve X =(X,) € £, olmas1 gerekir.

X, = (l—a)"X, olmasi igin gerek ve yeter sart |& — 1| < 1 olmasidir.

Teorem 2100, (Ac ) ={xeC:|a—1 < U{0} [1]

Ispat: Rezidiiel spektrumun var olmasi i¢in (A —ed) nm tersinin meveut oldugunu ve
R(A—al) #c oldugunu gostermeliyiz. Oncelikle (A—ad)alt iiggensel matris

oldugundan tersi vardwr. Rezidiiel spektrumun ilk sartin1 sagladi. Teorem 1.8 1

kullanarak (A —cal)nin cde yogun bir goriintiiye sahip olup olmadigina bakmaliyiz.

Fakat teorem 2.9 dan dolay1 A" —al birebir degildir. Dolayis1 ile R(A—ad) # ¢ dir. Bu

da ispat1 tamamlar.

Teorem2.11o.(A ,c ) ={x C:

a -1 =1}\{0}

Ispat: Yukaridaki teoremlerde nokta spektrumunu, rezidiiel spektrumunu elde ettik.
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o(T)=0,(T)vo,(T)uo,(T)oldugundan dolay1 o (A ,¢c ) ={a €C :|a -1 =1}

elde edilir.

2.3 Genellestirilmis B(r,s)Fark operatériiniin c, Uzay1 Uzerindeki Ince
Spektrumu

Bu bolimde genellestirilmis B(r,s) fark operatoriiniin ¢, dizi uzayi iizerindeki spektrum,

nokta spektrumu, siirekli spektrum ve rezidiiel spektrumu incelenecektir.

B(r,s):c, — c,0lmak tizere ;

r 00
s r o0
B(r,s)=
() 0 s r
seklinde tanimlanmustir.
Teorem 2.12 o (B(r,s), ¢,) ={a €C: |a—r|<|sf} [2]

Ispat: Spektrumun tanimindan, B(r,s) operatoriiniin spektrumunun var olmasi icin

(B(r,s)—al)"nin  B(cy) uzaynda mevcut olmamas:i gerekir. Varsayalim ki
a & o(B(r,s),¢,) ={a €C:|a—r|<|s|} olsun. Bu durumda (B(r,s)-al)*nin

B(cy) uzaymnda var oldugunu gostermeliyiz. (B(r,s)—ad) alt iiggensel matris

oldugundan tersi vardir.

(B(r,s)—al) . (B(r,s) —al) *=1 oldugundan
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_ 0 0
r—a
-5 1
(B(r,s)—ad) ' = (r—a)2 (r-o)
s? -5

(r-a)’ (r-a)

(B(r,s) —al) *=a, matrisi elde edilir.

0; k>n
n—-k
ank: % k<n
(r-a)
Seklindedir. Simdi;
s\ k
|er9-ay| = ngan r(_a)yl T
n n-k
N—o| » (Lllf—o
s e,
el

sup Xp_ |(S) |<oo (2.3)

nen

olur. Ciinkii | & —r |> saldigimizdan <1 olur. Buradan (B(r,s)—al) ™ e (¢, C,)

r-o

olur. Benzer sekilde;

ae{aeC :|a— r| <s}ve o #lise o zaman (2.3) den goriiliir ki;

= 0

|| (B(r,s) —ad) ™ v
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bu sonugtan bizim aradigimiz (B(r,s) —al) ™ ¢ (c, C,) durumunu elde ederiz. Eger

a =rise B(r,s) —al = B(0,s) operator bu formdadir. Matris gdosterimi su sekildedir;

B(0,s)=

o » O
- O O
o O O

Buradan B(0,s) terslenemez. Bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 2.130,(B(r,s),¢,) = ¢ [2]

Ispat: varsayalim ki c,uzaymda sectigimiz x = 6 = (0,0,0.---) i¢in yazilan B(r,S)x= ax

esitligini ¢ozdiiglimiizde;
X, = X,
SX, + X, = X,
SX, +IX, = aX,

SXy + Xy = Xy

X = (x,)dizisinin ilk terimi sifirdan farkli ise bu taktirde o« =rolur. Bu bizim
kabuliimiizle x # € = (0,0,0.---) ile gelisir. a# 7 ise bu yine bizim x =6 =(0,0,0.---)

kabuliimiizle ¢elisir. Buda ispat1 tamamlar.

Teorem 2.14 o, (B(r,s)",¢, ) ={a e C:|a-1| < s} [2]

ispat: c, = ¢, uzaymda segilen x = @ = (0,0,0,...... ) igin yazilan B(r,s) X = ax esitligini

cozdiigiimiizde;
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X, + SX, = X,
X, +SX, = aX,
X, + SX; = oX,

X, + X,y = OX,

n
—-r . . . . *
X, = (aTj X,elde ederiz. Burada bizim amacimiz x = @ iken yazilan B(r,s) X = ax

esitligini saglayan « degerlerini bulmaktir. Eger ilk terimi sifir ise x=6 olur ve

kabuliimiizle celisir. 1lk terimi sifirdan farkli ise x =@ iken B(r,s) X = ox esitligini

saglayan o degerleri vardir. Bu yiizden ¢, dual uzayinda nokta spektrumu mevcuttur ve

n
. -r ..
X = (X,) € £, olmas1 gerekir. x, = (a—j X, € £, 0lmasi i¢in gerek ve yeter sart
S

'l <1 olmasidir. Dolayistyla |- 1| < sdir.

a_
S

Teorem 2.15 o, (B(r,s) ,¢, )={aeC:|a-r <5} [2]

Ispat: Rezidiiel spektrumun var olmasi igin (B(r,s) — ad) nin tersinin mevecut oldugunu

ve R(B(r,s) —al)#c,oldugunu gostermeliyiz. Oncelikle B(r,s)—aTalt iiggensel
matris oldugundan tersi vardir. Rezidiiel spektrumun ilk sartin1 sagladi. Teorem 1.8 i

kullanarak B(r,s) — aInin c,da yogun bir goriintiiye sahip olup olmadigina bakmaliyiz.

Teorem 2.14 ten dolay1 B(r,s)” — a1 bire-bir degildir. Dolayisiyla R(B(r,s) —al) #¢,

dir. Buda ispat1 tamamlar.

Teorem 2.16: o, (B(r,s) ,¢, )={aeC:|a-1| =5} [2]
Ispat: Yukaridaki teoremlerden rezidiiel spektrumunu, nokta spektrumunu elde ettik.

oM =0o,(Muo (T)uo.(T)
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oldugundan dolay1 o (B(r,s) ,c, )={aeC: |a- r| = s} elde edilir.

2.4 Genellestirilmis B(r,s) Fark operatoriiniin ¢ Uzay1 Uzerindeki ince Spektrumu

Teorem 2.17 o (B(r,s), ¢ ) ={a €C: |a—r| <|s} [2]

Ispat: Spektrumun tamimindan, B(r,s) operatériiniin spektrumunun var olmasi igin
(B(r,s)—od) 'nin  B(c )uzaynda mevcut olmamasi gerekir. Varsayalim ki
a ¢ o(B(r,s),c ) ={a €C :ja—r|<|s|} olsun. Bu durumda (B(r,s)-al)*nin
B(C)uzayinda var oldugunu gostermeliyiz. (B(r,s) —ad) alt tiggensel matris oldugundan

tersi vardir.

(B(r,s)—cd) . (B(r,s) —al) =1 oldugundan

1 0 0
r—a
-5 1 0
(B(r,s)—ad) ' = (r-a)’ (r-a)
s? -5
0
(r-a) (r-a)

(B(r,s) —al) *=a,, matrisi elde edilir.

0: k>n
_ _ n-k
e = —( s) 7 k<n
(r—-a)™

seklindedir. Simdi;

S)n k
a)n o _ \n—k+1

|| (B(r,s) —ad) ™ ||(C )

nen
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n n-k

sup
N k=0

N—o

r—o

(-5)"
sup Tito [ 25| < (25)

1
r=al hen

olur. Ciinkii| & — r |> saldigimizdan <1 olur. Buradan (B(r,s)-al)"e(cc)

r-o

olur. Benzer sekilde;

{oe{aeC:|a—r|<s}ve a#Tise 0 zaman (2.5) den goriiliir ki ;

|| (B(r,s) - ad)™ ||(m) =

Olur. Buda ispat1 tamamlar.

Teorem 2.18 o, (B(r,s),c ) =¢ [2]

Ispat: Varsayalim ki ¢ uzaymnda sectigimiz x = 6 = (0,0,0.---) icin yazilan B(r,s)x= ax
esitliginin ¢Ozimii;
X, = X,

SXo + X = aX,
X, + IX, = aX,

SXy + Xy = Xy

X = (x,)dizisinin ilk terimi sifirdan farkli ise bu taktirde o« =rolur. Bu bizim
kabuliimiizle x # € = (0,0,0.--+) ile gelisir. o #7T ise bu yine bizim x =6 =(0,0,0.---)

kabuliimiizle celisir. Buda ispat1 tamamlar.
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Eger T :C— C,matris temsili A olan smirli bir lineer operator ise 0 zaman

T :¢" >c'm C®I|, uzayinda matris temsili

X 0
b Al
dir. Burada x, A matrisinin satir toplamlarinin dizisinin limiti ile A matrisinin

situnlarmin limitinin toplamlarmm farkidir ve b de her k € N i¢in A matrisinin k.

sutununun limitidir.

Burada B(r,s):c —c i¢in B(r,s)*e€ B(/,) igin matrisi;

r+s 0
B(r.s) :{ 0 B(r,s)‘}

formundadir.

Teorem 2.19 o, (B(r,s)",¢ ') ={a € C:|a - 1] <|sfU{r +} [2]

ispat:c, = /,uzaymda sectigimiz ~ x =6 =(0,0,0,......)icin  yazilan B(r,s)" X = ax
esitligini ¢ozdiigiimiizde;

(r+s)x, =ax,

X, + SX, = aX,

X, + SX, = aX, (2.7)

X, +SX,,; = aX,

Buradan ;

X, =(“—_rj 3 (2.8)

elde ederiz.
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Eger X, =0 ise bu taktirde o =r+sdir. Yani x=6&iken yazilan B(r,s) x = ax

esitligini saglayan « degerlerini bulunmaktadir. Bunun anlami o =r +siken nokta

spektrumu vardir.

X = (X,) € £, olmas1 gerekir. (2.8) den goriliir ki; X =(X,) € ¢, olmasi i¢gin gerek

a—r

ve yeter sart ‘ <1 olmasidir. Yani | —r| <|s| olmasidir. Buda ispati tamamlar.

Teorem 2.20 o, (B(r,s) ,¢ ) ={a eC:la-r| <|s}{r+s} [2]

Ispat: Rezidiiel spektrumun var olmasi i¢in (B(r,s) — ad) nin tersinin mevecut oldugunu

ve R(B(r,s) —al)#coldugunu gostermeliyiz. Oncelikle B(r,s)—«lalt iicgensel

matris oldugundan tersi vardir. Rezidiiel spektrumun ilk sartin1 sagladi. Teorem 1.8 1

kullanarak B(r,s) —aInmn cde yogun bir goriintiiye sahip olup olmadigina bakmaliyiz.

Teorem 2.19 dan dolay1 B(r,s)” — a1 bire-bir degildir. Dolayisiyla R(B(r,s) —al)#c

dir. Buda ispat1 tamamlar.

Teorem 2.21 o, (B(r,s) ,¢ )={aeC:|a-1|=s}\{r+s} [2]
Ispat: Yukaridaki teoremlerden nokta spektrumu, rezidiiel spektrumunu elde ettik.

oM =0o,(Mvao (Mo (T)

oldugundan dolay1 o, (B(r,s) ,c, ) ={a €C: |0! - I‘| =s} elde edilir.

2.5 A’ Genellestirilmis Fark Operatoriiniin ¢, Dizi Uzay1 Uzerindeki ince
Spektrumu

Bu kisimda A’ fark operatoriiniin C,dizi uzayi iizerinde ince spektrumunu

inceleyecegiz.
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2.
A" :ic, > ¢,

1 0 O
-1 1 0
A=

0 -11

fark operatoriiniin matris temsilinin yukaridaki gibi oldugunu biliyoruz. O halde A’

Operatoriiniin matris temsilini kolayca bulabiliriz.

1 0 0 ---[|1 O
A2= -1 1 0 ---||-1 1
O -11 ---||0 -11
oldugundan;
1 0 0 0 ]
-2 1 0 O
A=l 1 -2 1 0
1 -2 1
elde edilir.

Teorem 2.22 o (A?,¢,) = {a C :

a—1<3} [15]

Ispat: Bu teoremin ispatin1 iki asamada yapicagiz. ilk olarak biza e C ve |1—a| >3
iken ¢ o (A’ c,)oldugunu  gostermeliyiz. (A —ad) ™" =a, iiggensel bir matris

oldugundan (A> —ad)™ bir terse sahiptir.

(A* — ad)(A’ — )™ =1 olduguna gore;
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1 0 O 1000 [1-a 0 0 0

-2 1 0 0 0100 -2 l-a 0 0

1 -2 1 0 -0 01 0 ---|=| 1 -2 l-a O
1 -2 1 0 0 01 0 1 -2 l-«a

1-« 0 0 0 0 O b, b, by b, by
-2 l-« 0 0 0 O b,, by, by b, by
1 -2 l-« 0 0 O b, by, Dby by, by
1 -2 l-« 0 O b, b, b, by b
0 1 -2 l1-a« O b, b, by, b, by
1
(l-a)b, +0b,, +---=1 b, :(1—0:)
@1-a)b, +0b,, +0b,; +:--=0 b, =0
(1-a)b,+0b, +---=0 b, =0
2
—2b11+(1—0,’)b21+0.b31+"':0 b21:m
-2b,+(1-a)b,, +0b,, +---=1 b22=L
(l-a)

-2b,+(1-a)by, +0by; +---=0 by, =0

- O O O O B

- O O O +— O

O O B O O
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b, -2b, +(1-a)by, +0b,, +---

b, —2b,, + @—a)by, +0.b,, +--

by, — 20, + (L= )by, +-- =1

b,, - 2b,, + (L—@)b,, +0bg, +---

b,, —2b,, + 1—a)b,, +---=0
by, =20, + (1-a)by; +---=0

b,, —2b,, + l-a)b,, +---=1

b, —2b,, + 1-a)b,, +---=0
b, —-2b,, + 1-a)b,, +---=0
by, =20, + (1—- )by, +---=0
b, —-2b,, + 1-a)b,, +---=0

Dy — 20, + (1— )by +---=1

o .2 1
e (-a)

2
b, =——
52 (1—05)2
1
b.. =
33 (1_a)
23 22
b. = -
Y l-e)t (-a)
b 22 1
¥ l-a) (-a)
2
byy=—o—
3 (1—a)2
1
b =
44 (1_a)

1

24 23 22
bs, = - - +
Y l-@)' (-e)P® (-e) ((-a)
23 22
b.. = -
? (l-a)' (-a)
g - 2 1
¥ -} (-a)?
2
1
b =
55 (1_a)
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1
(1-a)
2
(1-a)*
22 1

l-a)® (-a)
23 22

l-a)* (1-a)
24 23 22

1

0 0 0o 0
L 0 0o 0
1-a)
2 1 0 0
2(1—06)2 (1-a)
2 1 2 1
1-a) (-a) (-a) (-a)
2° 2’ 1 2 1

(A? — od) i yukaridaki matrise esittir. Genel hesap;

1

b —
kk (l— Of)
2
2 1

bk k-2 — 3 2
’ l-o) Q-

2 22
Be s = ~
U -a)t (-a)®

2 2°

22

1

Beys = 5 4 2T 3
' l-a)” (1-a) (- Q-

- @-ay (-a)f @-al-a) (-at-a @-a't-ail-a

bu sekilde devam eder. Oncelikle i|bnk| serisinin  yakinsak oldugunu
k=0

ispatlayalim :

k
Sk= Z‘bkj‘ = ‘bk,o‘ +‘bk,1‘ +‘bk,2‘ +‘bk,3‘ +'“+‘bk,k‘ = ‘bk,k‘+‘bk,k—l‘ +‘bk,k—2‘ +'“+‘bk,0‘
j=0
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a2z 1|z 2

Si= + 2|t 3 2|t 4 3|+
1-2)| |t-0)?| |1-a)® @-0)?| |@-a)* (@-a)
|2t 22 2 L1 |+...
1-a)* (1-0)® (1-a)' @-a)
Simdi;
RS 2> | | 2° 2 2 2

i i 2 || 2
imS, == + + i 5|t 5 7 ras 3
k 2llt-a)| |@-a)| |t-a) -2)®| |1-a)® (-a) (- (-«

1 1 1
|BZ|+|BZ|2+|BZ|3+§|BS|+|BZ|4+|BZ|3+|82|S+|BZ|4+§|BZ|4+Z|BZ|“')
3 3\ 3\’
-2+ S (2] e+ 3] |BZ|4+...]

3 3\ 3\’
<(|Bz|+§|82|2 +(§j |BZ|3+[EJ |BZ|4+"']

N |~

| =

O T - -
<|l—| 1+ + + +---
l-«o |1—a |1—a| |1—a|
1
= <o
l-aof-3

bu taktirde; IiLn Sy <o pozitif reel sayilarin bir serisidir ve yakmsaktir buda S,

nin sinirhiligini gerektirir.

Ikinci olarak |im|bnk| =0, bu her ke N, igin[l— ] >3 iken (A* —ad) " e B(c,)
nN—0

drr.

Asama 2. «aeo(A,C,) olursa. & # lve |1—a| <3iken(A® —ad) alt iiggensel

matris oldugundan tersi vardir.
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fakat supS, smirli degildir.[1— o] <3 iken (A’ —ad)™ ¢(c,,C,) dir.
k

a #1ve[l-o|=3iken limS, = olmasmi gerektirir. supS, smirl degildir.
k

(A —ad)™ ¢(c,,C,)dir ve son olarak o = lise;

0O 0 0 O
-2 0 0 O
(N-al)= |1 -2 0 0
1 -2 0
terslenemez ve bu ispat1 tamamlar.
Teorem 2.23 o (A°,c,) =¢ [15]

Ispat: c, uzayinda sectigimiz X# 0 icin yazilan A°’x = ax_esitligini agtigimizda;

1 0o 0 - Xo X,
-2 1 0 0 - X, X,
1 -2 1 0 - X, | =alX,
1 -2 1 . X3 Xq

Xy = O,

—2Xy + X, = 0%y
Xo — 2%, + X, = aX,

X, —2X, + X3 = X,

denklem sistemi elde ederiz. Buradan « #lise X, =0 olur. Bu durumda x; = x, =

x3 =+ =0 olur ki buda x=6=(0,0,0,...... ) ile ¢elisir. @ =1 ise yine yukaridaki

42



sistemden agiktir ki X, =0 olur ve x; = x, = x3 = --- = 0 olurki bu yine kabuliimiizle

celisir. Yani A’x = ax esitligini saglayan x = @ dizisi mevcut degildir.

Teorem 2.24 o ((A°)*¢,) ={c €C :|a -1 <2} [15]

ispat: ¢, = /, uzaymnda sectigimiz f = @ = (0,0,0,......)i¢in yazilan A" f = of olsun.

1 -2 1 fy f,
0 1 -2 1 f, f,
0 O 1 -2 f,|=alf,
0 O 1 f3 f3
fo—2f +f, =of,
f,-2f,+ f, =of,
f,-2f,+f,=aof,
f, —2f, ., + f,., =of,
2 f
f =—"—| f -2
° 1—0{(1 2]
2 f
f=—-1f -2
1 1_0(( 2 2)
buradan >loldugunda ;
L=
2 1 1
|fk| - M fra 5 frea|> [ fin 5 frio| = | fk+l| _‘E fri

elde edilir. Buradan aciktir ki her bir ke Nyi¢in f =(0,0,0,... f,, f,,;,0,..) 4 ya karsilik

gelen 6z vektordir. Benzer bir teknikle |fo|>|f|>|f,|>...>|f| oldugunu
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gosterebiliriz. Busup|f,| <o olmasmi gerektirir buda  |f;|<oooldugunu gsterir.
k

Aksine eger sup|f, | < lise [1—a| < 2 oldugunu gérmek kolaydur.
k

Teorem 2.25 o, (A,¢,) ={a € C:[1-o| < 2} [15]

Ispat:[1- o] <2igin A’ — ol tersi vardir. Fakat teorem 2.22 den (A*)" =l birebir

degildir. Dolayisiyla teorem 1.8 den R(A-al) #c, oldugunu biliyoruz. Buda ispati

tamamlar.

Teorem 2.26 o, (A*,¢,) ={o €C:2<[1- | <3} [15]
Ispat: & (A%,¢,) =0, (X ,c,) Uo, (A,¢,) Uo, (A, c,) olmahdir. Buradan

o.(A%,¢c,) ={a € : 2 <|L- & < 3} oldugu agiktir.

44



BOLUM 3

Genellestirilmis B(r,s) Fark operatoriiniin ve Ikinci Dereceden U(s,r,s)
Fark Operatériiniin ¢, Dizi Uzayinda ince Spektrumu

3.1 Genellestirilmis B(r,s) Fark operatoriiniin / , Uzay1 Uzerindeki Ince
Spektrumu

Teorem 3.1 B(r,s): ¢, —> ¢, smirli lineer operatér ise asagidaki esitligi

gerektirir.[15]

1
(r|” +]s|”)® s||B(r,s)||Zp <|r|+]s|

ispat: ¢ de e® =(100..) alahm. Bu taktirde de B(rs)e® =(r,s0..) olur. Biz

buradan;
HB(r, s)e© 1
= = =(r]* +[s")"
/“/P
yi elde ederiz.
HB(r,s)e‘O) / S
||B(r,s)||/p =sup He(o)H - =(|I’| +|S| )’
(/P
oldugundan dolay ;
1
(r|® +[s|")® <|B(r,9)| (3.1)

simdi, X = (X,) € £, burada Minkowski esitligini kullanalim ve X_, =0 alalim.
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© p 1
HB(r,s)x”% = Iy + 1% )P
k=0

<3 (5%ea|”) " + O ")®

e R RO ARE
-+ ), )
Buradan;
sl <k+f @2

(3.1) ve (3.2) den

1
(r|” +]s]")" < ||B(r, s)||€p <|r|+|s|

sonucunu elde ederiz.

Teorem 3.2 o(B(r,s),/,) ={aeC:la—r|<s} [15]

Ispat: Spektrumun tanimindan, B(r,s) operatoriiniin spektrumunun var olmasi igin

(B(r,s)—al) "nin B(/ ) uzaymda mevcut olmamasi gerekir. Varsayalim ki
ago(B(r,s), /)= {& €C :|a—r|<|s|} olsun. Bu durumda (B(r,s)—ad) " nin B(¢,)

uzayimnda var oldugunu gostermeliyiz. (B(r,s) —ol) alt iiggensel matris oldugundan tersi

vardir.
(B(r,s)—dl) . (B(r,s) —ad) " =I

Buradan;
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_ 0 0
r—a
-5 1
(B(r,s)—ad) ' = (I’—a)2 (r-o)
s? -5

elde edilir.

(B(r,s) —al) *=a,, matrisi elde edilir.

0; k>n
_ S L
A = Lﬂ k<n
(r—-a)™

seklindedir. Simdi AeB(/ ) olmasi igin gerek ve yeter sart
[Al=sup Jaw <o
nok

Olmasidir. Bu teoremi kullanalim;
Simdi;

H(B(r, 5) _“'){HM) :Sl:p2|ank|

n n—k

)
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olur. Ciinkii| @ —r |> saldigimizdan

<1 olur. Buradan(B(r,s)-al) " e(¢,,¢,)

r-o

olur. Benzer sekilde;

(B(r,s)—al)™ <o (2.10)
|

(s:t5)

olur. Buda gosterir ki  (B(r,s)-al) e (¢, ./, )N (¢, ¢,)dur. Teorem 1.5 den

(B(r,s)—al)™ e (¢,,¢,)dir. Benzer sekilde;
ae{aeC:la—r|<s}ve a#rliseozaman 2.10 dan goriilir ki

H(B(r,s)—al)’lu —

(Col)

Olur. Buda ispat1 tamamlar.

Teorem 3.3 o, (B(r,s),/,)=0 [15]

Ispat: ¢ , uzaymda x # @ = (0,0,0.---) i¢in yazilan B(r,s)Xx= & x esitligini agtigimizda;
X, = aX,
SX, + X, = ax,
SX, + IX, = aX,

SXy + Xy = Xy

a=rigin X, =% =X, =...=0 olur. Bu bizim kabuliimiizle x =& =(0,0,0.---)ile
gelisir. @ #r igin X, =0 olur, devam edersek X, = X, =X, =...=0 kabuliimiizle yani

x # @ ile gelisir. Yani B(r,s)X= « X esitligini saglayan X = @ mevcut degildir.
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Teorem 3.4 o, (B(r,s)",/, ) ={a eC:|a-1| <s} [15]
Ispat: p™ +q " =1iken ¢ p* =/, B(r,s)" x=ax esitligini ¢ozdiigiimiizde;

X, + X, = aX,
X, +SX, = aX,

X, + X, = X,

n
X, = (a_—rj X, elde ederiz. Burada bizim amacimiz x = @ iken yazilan B(r,s) X = ax
S

esitligini saglayan « degerlerini bulmaktir. Eger ilk terimi sifir ise x=6 olur ve

kabuliimiizle celisir. 1lk terimi sifirdan farkli ise x =@ iken B(r,s) X = ox esitligini

saglayan o degerleri vardir. Bu yiizden E*p dual uzayinda nokta spektrumu mevcuttur

n
. -r . .
ve X=(X,) €/, olmas1 gerekKir. X, = (a—j X, € £ olmas: i¢in gerek ve yeter sart

S
a-r :
‘ <lolmasidir. Dolayistyla | - 1| < sdir.
s
Teorem 3.5 o, (B(r,s),/,) ={@ €C:|a-r| < s} [15]

Ispat: Rezidiiel spektrumun var olmasi i¢in (B(r,s) — od) nin tersinin mevcut oldugunu

ve R(B(r,s) —al)#/ oldugunu gostermeliyiz. Oncelikle B(r,s)-a1 alt iiggensel

matris oldugundan tersi vardir. Rezidiiel spektrumun ilk sartini sagladi. Teorem 1.8 i

kullanarak B(r,s)—al min / de yogun bir goriintiiye sahip olup olmadigma

bakmaliyiz. Teorem 2.14 ten dolayr (B(r,s)" —«al) bire-bir degildir. Dolayisiyla

R(B(r,s) —al)# ¢, dir. Buda ispati tamamlar.
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Teorem 3.6 o, (B(r,s) ,/, )={aeC:|a-1|=s} [15]
Ispat: Yukaridaki teoremlerden nokta spektrumu, rezidiiel spektrumunu elde ettik.

oM =o,(Mvao (Mo (T)

oldugundan dolayr o (B(r,s) ,/, )={a e C:|a- r| = s} elde edilir.

3.2 ¢, Dizi Uzayr Uzerinde Ikinci Dereceden U(s,r,s) Fark Operatoriiniin Ince

Spektrumu

Bu boliimde ikinci derecedenU (s, r,s) fark operatoriiniin £ , dizi uzay: iizerindeki ince

spektrumunu inceleyecegiz. U (s, r,s) nin matris temsili su sekildedir.

r s 00
s r s 0
U(s,r,s)=|0 s r s
0 0 s r

Teorem 3 .7 U(s,r,s):/, — ¢ smirh lineer operatordiir ve asagidaki esitsizligi

saglar.[10]
1
(r]” +2ls]")" <[u(s,r.s)], <2s|+]r]

ispat: ¢ ;de e® =(010,.) alahm. Bu taktirde U(s,r,s)e® =(s,r,s,0..)olur. Biz

buradan;

HU (s,r,s)e®

He(l)

4

1
> =(|r]” +2s|”)”

lp

yi elde ederiz.
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[ues.r.s)e®

1
@ — o _ p Py p
luGs.r.s)e , =sup [ = (r]” +2s]")"
ep
Buradan agike¢a goriiliir ki;
1
(r]® +2s/")" < U s,r, ), (3.7)

olur. Simdi, x=(x,)€ ¢, ve |x|=1 alahm. Burada Minkowski esitsizligini kullanalim

ve X, =0 alalim.

o p 1
[s1& r,s)x”[p = (O] [8Xes + X + Xy )P
k=0

0 p 1 1 0 p 1
< sl )7+ oI )P+ fsxial )
k=0 k=0

=(r+2s)(x], )
Buradan;

U s, s)||[p < 2Js| +|r| (3.8)

(3.7) ve (3.8) den

1

(r)” +2ls")" <|us.r.9), <2is|+rl

sonucunu elde ederiz.

Teorem 3.8 a(U(s,r,8),4,) = [r-s, r+s] [10]

Ispat: Oncelikle Ag¢{leC:A=r+2s.c0os0,0¢<[0,2[1]} igin(U(s,r,s)—al) " nin

B(/,) de var oldugunu géstermeliyiz. Daha sonra;

Ae{ie C:A=r+2s.cos6,0 e [0,2I1]}
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I¢in (U(s,r,s) — al) nim terslenemez oldugunu ispatlayacagiz.
Ag o (s,r,8),0,)olsun. |a,|>1>]|a|iken;

P(X) =X +(r—A)x+s
polinomunun kokleri |a,|ve |a,| olsun.

(r=A)x +sx, =y,
X, +(r=A4)X, +sx; =Y,
X, +(F = A)Xs + X, = Y, (3.8)

X = (x,)icin y = (y, ) terimleri (U (s,r,s) — o) " nin matrisini verir.

Bu homojen olmayan lineer rekiirans bagmtisidir. X,y € £, gergegini kullanarak (3.8)
icin genel fonksiyonlarla bir ¢dziime ulasabiliriz.

Bu ¢6ziim;

@D

Z (3.9)

8(81 n=0

k

ile verilebilir. Burada;

k+l-n k+3 n

Eger kxnise, t,=a dir. Eger k<n ise; t,, =a"™* —a"™* " d.

Boylece;

UG s =supd|x| <sup(al+[a]"")) Ja] <o
f1.61 nek n=0
yani ;

(U(s,r,8)—ad) " e(/,,/,) dir. Benzer sekilde;

-1

UG, rs)-

(41 51)
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teorem 1.5 den (U(s,r,s)—ad) " (¢, ¢ ) dir. Buda gosterir ki;
oU(s,r,8),¢,)c{1eC:A=r+2s.cos0, 0 [0, 2I1]}
dir.

Aec(U(s,r,s),l )veA#r olsun. Bu taktirde (U(s,r,s)—ol)™" vardrr fakat

y=00,0,.) €/, ve x=(x,) £, de degildir. Bylece, a,| >1>|a,| olmas: gerckmez.
Yani, U(s,r,s)—al)™ i B(/,)de mevcut degildir. ~ Eger A=rise
U(s,r,s)—AI=U(s,0,s)dir. U(s,0,s)x=6  oldugundan x = 8 ={0,0,0,...)olmasini
gerektirir.U(s,r,8): ¢, > terslenemez. Bu da gosterir ki;

{1eC:A=r+2s.cos0,0¢< [0,2[1]} coU(s,r1,8), 1 ,)

dir. Diger taraftan a,.a, =li¢in bu kokler asagidaki formda yazilabilir.

Bu taktirde; “A-n_ a, +a, =e'’ +e~'"Y =2.cosd dir. Bdylece 4 =r+2s.c0s6 olur.
S

Teorem 3.9 c(U (s,1,5),1,) =¢ [15]
Ispat:U (s, r,s) operatdriiniin 6z degeri A olsun. X={x,X,X;..) €/ bu 6z degere
karsilik gelen bir 6z vektor olsun. Bu durumda asagidaki esitligi elde ederiz.

X, + SX, = AX;
SX; +IX, +SX; = AX,
SX, +IX; +SX, = AX,

Eger X, =0 ise bu taktirde her keN i¢in X, =0 olur. Buradan esitligin ¢6ziimii lineer

homojen rekiirans bagintisina doner.
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k>1icinX,,, + 0¥, + X, =0olur.

Burada g = r-4 dir. Rekiirans bagmtisinin karekteristik polinomu;
s

x> +qx+1=0
Burada iki durum vardir.

Durum 1: lq|=2

bu durumda karekteristik polinom bir koke sahiptir. Eger q=-2 ise a=1, eger g=2 ise a

=-1 dir. Boylece rekiirans bagintismin ¢oziimii asagidaki formdadir:

n+l

Eger q=-2ise X, =nx, ve eger =2 ise X, = (-1)"" nx.dir.
Bunun anlamida (X, ) € £ , dir. Bu yiizden bu durumda 6z deger yoktur.

Durum 2: lq|=2

bu durumda a,.a, =liken |a|=1ve |a,|#1 olmak iizere iki farkli koke sahiptir.

|a,| >1>|a,|alalim. Rekiirans bagmtisimn ¢6ziimi :
X, = A(@,)" +B(a,)"

formundadir. X, + X, = 0 gercegini kullanarak;

1 x B= 1
a, - g a, —a,

A= X,

elde ederiz. Boylece;

L (a)"-@)"

n Xl
az - al

elde ederiz. Bu durumda yine (x,) € ¢, dir. Bu yiizden 6z deger yoktur.
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Teorem 3.10 o, (U (s,1,5),1 5) = ¢ [15]

Ispat:U"(s,r,s) =U"'(s,r,s) =U(s,r,s) oldugundan dolay1 yukaridaki teoremden ispat

kolayca elde edilir.

Sonug:o, (U (s1,9)1,)=¢  [15]

Teorem3.11 o, (U (s,1,5),1 ) =[r-s, r+s]  [15]

ispat: o(U (5,1,9).¢,)=0,(U (5,1,5).,) U, U (5.1,5),£,) Uo,U (5.1.5).¢,)

oldugundan dolayr o (U (s,r,s),/,)=[r-s, r+s] vyielde ederiz.
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BOLUM 4

4.1 A Fark Operatoriiniin/, Dizi Uzay1 Uzerinde Ince Spektrumu

Teorem 4.1 0(A /) ={e €C :|a -1 <1} [11]

Ispat: Spektrumun tammmindan, A operatoriiniin  spektrumunun var olmasi igin

(A—al) " ninB(/,)uzaymda  mevcut  olmamasi  gerekir.  Varsayalim ki

ago(Al)={xeC :Ja-1<1} olsun. Bu durumda (A-al)™ninB(/,)de

oldugunu gostermek yeterlidir.
(A — ol ) matrisi alt liggensel matris oldugundan (A — ad ) nin tersi mevcuttur.

(A—cd).(A=al)™=1 dir.

l-a 0 o -|la, a, a; --| (1 00
-1 1-a 0 --|la, a, a,; - :0 1
0 -1 1l-a -||a, a, a; | |0 0 1
Buradan;
1 0 0
l-«
1 1
-1 2 0
A-al)"=| (1-a) (l1-a)
1 1 1
l-a) (-a) (-«
elde edilir.

(A —al )71: ank
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a,, matrisi k>n i¢in 0 dir. k<n ise ;

ank = Cl_a)k
(1_a)n+1

dir.

[a-a)f
2 p n+1
= Z e

p[1+|1a|+|1a|2+~--+|1a|n]
=Su
neN (1—a)n+l

=sup n
neN k= o|1 a|

< (4.1)

olur.
‘ 1
l-«

Eger a e{a eC:|a—1 <1} ise o0 zaman 2.3" den goriiliir ki ;

<loldugundan supz a,, <ooolur dolaystyla (A—ad)™ e B(4,) dir.

neN k=0

l(a-ea1)?

() — P

dur. Bu ifadenin anlamu;
(A-al )71 ¢ B(gl)

olmasidir. Buda ispat1 tamamlar.
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Teorem 4.2 o (A, () =0 [11]

Ispat: c,uzaymda sectigimiz x = 6 = (0,0,0,...... ) i¢in yazilan AX = aXesitligini

actigimizda;
1 0 0 Xo Xo
-1 1 0 X, X,
=a
0 -11 X, X,
X, = aX,
X, — X, =X,

X, — X, = X,

denklem sistemi elde edilir. Buradan « #1lise x, =0 olur. Bu durumda x; = x, =
X3 = -+ = 0 olur buda kabuliimiiz olan x = & = (0,0,0,...... Jile gelisir. Eger a =1 ise
yine x; =x,=x3=--=00lur. Yani AX=oXesitligini saglayan X = @ dizisi
mevcut degildir.

Eger T :/, — ¢, matris temsili A olan bir operator ise T operatoriiniin adjoint

operatorii T~ :C, — C;in matris temsili A°(A nin transpozu) ile tamimli A® matris

temsiline sahiptir.

Teorem 430, (A, ¢, ) ={a C :

a-1<1} [11]

Ispat: / 1* =/ uzaymda sectigimiz x = 6 = (0,0,0,...... Jigin yazilan A'X = ox  esitligini

¢cozdiigiimiizde;

f,— f, = of,

f,—f, = of,
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buradan, f, = (1—a)* f, elde edilir. (x,) € ¢, olmasi i¢in gerek ve yeter sart |a — 1] <

1 olmasidur.

Teorem 4.4 6,.(A,/,)={cr C :ja—1 <1} [11]

Ispat: |a — 1] < 1 icin (A—al) operatorii birebir oldugundan tersi vardir. Teorem 4.3

ten A" —al bire-bir degildir, dolayisiyla Teorem 1.8 den R(A —al) = ¢, dir. Buda ispat1

tamamlar.

Teorem 4.5 o, (A ,0,)= ¢ [11]

Ispat: o(T) = c,(Muo, (T)uo (T) oldugundan dolayr o.(A,/;)= ¢ elde edilir.
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SONUC

Bu caligmada, litaretiirde var olan bazi operatorlerin klasik dizi uzaylari

iizerindeki spektral davranislar1 incelenmistir.

Matematik alan1 disinda da biiyiilk 6nem ve uygulamalara sahip olan spektral
davranig, bu tezde Ozellikle matris operatorlerinin ince(fine) spektrumu i¢in

incelenmistir.

Yapilan bu ¢alismayla literatiirdeki bircok makale ve caligma taramasi yapilmis
ve konuyla ilgili daha sonra yapilacak olan lisansiistii ¢aligmalara alt yap1 olacak sekilde

literatiir ve bilgi edinilmis ve sonunda bu tez hazirlanmistir.
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