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ÖZET 

Bu tez dört bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm giriş kısmına ayrılmıştır. İkinci 

bölümde yoğunluk, istatistiksel yakınsaklık ve istatistiksel Cauchy yakınsak dizilerin 

kavramları verildi. Ayrıca lacunary istatistiksel yakınsaklık kavramı ve istatistiksel 

yakınsaklıkla arasındaki içerme teoremleri incelenmiştir. Üçüncü bölümde topolojik 

gruplarda istatistiksel yakınsaklık ve lacunary istatistiksel yakınsaklık kavramları 

verildi. Son bölümde topolojik uzaylarda ve yerel katı Riesz uzaylarında istatistiksel 

yakınsaklık verildi. Ayrıca yerel katı Riesz uzaylarda lacunary istatistiksel yakınsaklık 

incelendi. 

Anahtar Kelimeler: İstatistiksel yakınsaklık, Lacunary istatistiksel yakınsaklık, 

Topolojik grup,  Topolojik uzay, Riesz uzayı, Yerel katı Riesz uzayı 

2013, 60 sayfa 

 

ABSTRACT 

The thesis consists of four chapters. The first chapter is devoted to the introduction. In 

the second chapter, the concepts of denstiy, statistically convergent sequence and 

statistically Cauchy sequence are given and also the concepts of lacunary statistically 

convergent sequence and some inclusion theorems between lacunary statistical 

convergence and statistical convergence  are concerned . In the third chapter, statistical  

and lacunary statistical convergence in topological groups are given . In the last  

chapter, statistical convergence in topology and on locally solid Riesz spaces are given. 

Also lacunary statistical convergence in locally solid Riesz spaces is concerned. 

 

Key Words: Statistical convergence, Lacunary statistical convergence, Topological 

groups, Topological space, , Riesz space, Locally solid Riesz space  

2013, 60 pages 
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Giri³

Klasik analizdeki adi yak�nsakl�k kavram�ndan sonra birçok yak�nsakl�k kavramlar�

ortaya ç�km�³t�r. Yeni yak�nsakl�k kavramlar�ndan biri olan istatistiksel yak�nsak-

l�k ilk olarak 1949 y�l�nda Steinhaus taraf�ndan Polonya'da yap�lan bir konferansta

tan�t�lm�³t�r. Daha sonra Fast (1951) taraf�ndan geli³tirilmi³tir. Fridy (1985) istatis-

tiksel yak�nsak dizi ve istatistiksel Cauchy dizisi kavramlar�n�n denkli§ini gösterip

toplanabilme metodunda istatistiksel yak�nsakl�§� incelemi³tir. Fridy (1993) istatis-

tiksel limit noktas�n�n ve istatistiksel y�§�lma noktas�n�n tan�m ve özeliklerini ver-

mi³tir. Lacunary istatistiksel yak�nsakl�k kavram� Fridy ve Orhan (1993) taraf�ndan

incelenmi³tir. Topolojik gruplarda lacunary istatistiksel yak�nsak H. Çakall� (1995) üz-

erine çal�³ma yapm�³t�r. Daha sonra H. Çakall� (1996) topolojik gruplarda istatistiksel

yak�nsakl�§� incelemi³tir. Giuseppe Di Maio ve Ljubisa D.R.Kocinac (2008) topolojik

uzaylarda istatistiksel yak�nsakl�k kavram� üzerine çal�³ma yapm�³t�r. Topolojik vek-

tör uzay� olan yerel kat� Riesz uzaylar�nda istatistiksel yak�nsakl�k H. Albayrak ve

Serpil Pehlivan (2012) taraf�ndan, yerel kat� Riesz uzaylar�nda lacunary istatistiksel

yak�nsakl�k ise SA. Mohiuddine ve M.Alghamdi (2012) taraf�ndan incelendi.
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Bölüm 1

Genel Bilgiler

Bu bölümde konuyla ilgili daha sonraki bölümlerde kullan�lacak olan temel tan�m ve

teoremler verilecektir.

1.1 Temel Tan�m ve Teoremler

Tan�m 1.1.1. [4](Dizi)

Tan�m kümesi N do§al say�lar kümesi olan fonksiyona dizi denir.Diziler de§er kümeler-

ine göre adland�r�l�rlar. E§er dizinin de§er kümesi R reel say�lar kümesi ise diziye

reel terimli dizi , Q rasyonel say�lar kümesi olan diziye rasyonel terimli dizi denir ve

x = (xk) : N → R ³eklinde tan�mlan�r.

Tan�m 1.1.2. [19](Lacunary Dizisi) θ = {kr}, pozitif tamsay�lar�n artan bir dizisi

olsun. k0 = 0 olmak üzere r → ∞ için hr = kr − kr−1 → ∞ ise θ = {kr} dizisine

lacunary dizisi denir.

Burada θ = {kr} lacunary dizisi ile belirlenen aral�klar Ir = (kr−1, kr] ile ve qr =

kr
kr−1

ile gösterlecektir.
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Tan�m 1.1.3. [4](S�n�rl� Dizi) (xk) dizisi verilmi³ olsun . E§er ∀k ∈ N için ,

|xk| ≤ K

olacak ³ekilde bir K pozitif reel say�s� varsa (xk) dizisine s�n�rl� dizi denir.

Tan�m 1.1.4. [4](Yak�nsak Dizi)

(xk) bir reel say� dizisi ve x ∈ R olsun.∀ϵ > 0 için ,k > k0 oldu§unda |xk − x| < ϵ

kalacak ³ekilde k0 ∈ N bulunabiliyorsa (xk) dizisi x e yak�nsakt�r denir ve

limxk = x veya (xk) → x

³eklinde gösterilir.

Tan�m 1.1.5. [4](Cauchy Dizisi)

(xk) bir reel say� dizisi olsun .(xk) bir Cauchy dizisidir ⇔ ∀ϵ > 0 için bir k0 ∈ N

vard�r öyleki t, k ≥ k0 için

|xt − xk| < ϵ.

Tan�m 1.1.6. [5](Aç�k Ve Kapal� Küme)

X bir metrik uzay ve A ⊆ X olsun .Her x ∈ A için D(x; r) ⊆ A olacak ³ekilde bir

r pozitif say�s� varsa A, X de aç�kt�r denir.Tümleyeni aç�k olan kümeye kapal� küme

denir.
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Tan�m 1.1.7. [5](Lineer Uzay)

X bo³ olmayan bir küme ve F , reel yada kompleks say�lar cismi olsun. A³a§�daki

³artlar sa§lan�yorsa X e F üzerinde lineer uzay (veya vektör uzay�) denir.

A) X ,+ i³lemine göre de§i³meli bir gruptur. Yani,

G1)∀x, y ∈ X için x+ y ∈ X dir.(kapal�l�k özelli§i)

G2)∀x, y, z ∈ X için x+ (y + z) = (x+ y) + z dir.(birle³me özelli§i)

G3)∀x ∈ X için x+ 0 = 0 + x = x olacak ³ekilde 0 ∈ X vard�r.(Özde³ eleman�n

varl�§�)

G4)∀x ∈ X için x+ (−x) = (−x) + x = 0 olacak ³ekilde −x ∈ X vard�r.(ters

eleman�n varl�§�)

G5)∀x, y ∈ X için x+ y = y + x dir.(de§i³me özelli§i)

B) x, y ∈ X ve α, β ∈ F olmak üzere a³a§�daki ³artlar sa§lan�r:

L1)αx ∈ L dir.

L2)α(x+ y) = αx+ αy dir

L3)(α+ β)x = αx+ βxdir

L4)(αβ)x = α(βx)dir

L5)1.x = x dir.(Burada 1,F nin birim eleman�d�r)

Tan�m 1.1.8. [5](Topolojik Uzay)

X bo³ olmayan bir küme ve τ , X in altkümelerinin bir ailesi olsun.

(i) X ∈ τ ve ∅ ∈ τ ,

(ii) τ ya ait key� say�daki kümenin birle³imi τ ya aittir.

(iii)τ ya ait iki kümenin arakesiti τ ya aittir.
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³artlar� sa§lan�yorsa τ ya , X için bir topoloji ve (X, τ) çiftine de topolojik uzay

denir.

Tan�m 1.1.9. [20](Kom³uluklar)

Bir (X, τ) uzay�nda bir x ∈ X ö§esi ile V ⊂ X alt kümesini göz önüne alal�m. E§er

x ∈ T ⊂ V

biçiminde bir T aç�§� varsa V kümesine x noktas�n�n τ topolojisine göre bir

kom³ulu§u ya da bir τ-kom³ulu§u denir.

Bir (X, τ) uzay�nda bir x noktas�n�n tüm kom³uluklar ailesi B(x) ile gösterilecektir.

Önerme 1.1.1. [20]

Bir (X, τ) uzay�ndaki bir x noktas�n�n B(x) kom³uluklar ailesinin a³a§�daki özellikleri

vard�r.

(K1) B(x) ailesi bo³ de§ildir ve her V ∈ B(x) için x ∈ V olur.

(K2) Her V1 ∈ B(x) ve her V2 ∈ B(x) için V1

∩
V2 ∈ B(x) olur.

(K3) Her V ∈ B(x) ve her V ⊂ U için U ∈ B(x) olur.

(K4) E§er V ∈ B(x) ise her y ∈ W için V ∈ B(y) olacak biçimde bir W ∈ B(x)

ö§esi vard�r.

Tan�m 1.1.10. [20](Kom³uluk Taban�)

Bir (X, τ) uzay� ile bunun key� bir x noktas� verilsin . Bu noktan�n B(x) kom³uluklar

ailesinin bir σ(x) alt ailesini göz önüne alal�m . E§er ∀V ∈ B(x) için U ⊂ V olacak
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biçimde bir U ∈ σ(x) var ise σ(x) ailesine x noktas�n�n bir τ− kom³uluk taban�

denir.

Tan�m 1.1.11. [20](Birinci Say�labilir Uzay)

Bir (X, τ) uzay�nda al�nan her x ∈ X noktas�n�n say�labilir bir kom³uluklar taban�

varsa (X, τ) uzay�na birinci say�labilir topolojik uzay denir.

Önerme 1.1.2. [20]

Birinci say�labilir bir (X, τ) uzay�ndaki her x noktas�n�n say�labilir ve iç içe bir

kom³uluklar taban� vard�r.

.

Tan�m 1.1.12. [20](Hausdor� Uzay)

Bir (X, τ) uzay�n�n farkl� her x ve y noktalar�n�n ayr�k birer kom³ulu§u varsa bu

uzaya T2 uzay� yada Hausdor� uzay� denir.

Önerme 1.1.3. [20]

Bir Hausdor� uzay�nda yak�nsak her dizinin limiti tektir.
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Tan�m 1.1.13. [1](Topolojik Vektör Uzay�)

τ , bir X reel vektör uzay� üzerinde bir topoloji olsun.

+:X ×X → X; (x, y) → x+ y

*:R×X → X; (λ, x) → λx

tan�mlanan fonksiyonlar τ topolojisine göre sürekli ise τ ya lineer topoloji , (X, τ)

ikilisine de topolojik vektör uzay� denir.

Önerme 1.1.4. [1] Bir X vektör uzay� üzerinde tan�ml� her lineer τ topolojisinin,

s�f�r�n kom³uluklar�nda a³a§�daki özelikleri sa§layan bir N taban� vard�r:

a)∀V ∈ N dengeli bir kümedir yani ∀x ∈ V ve |λ| ≤ 1,∀λ ∈ R için λx ∈ V dir.

b)∀V ∈ N so§ur§an bir kümedir yani ∀x ∈ X için λx ∈ V olacak ³ekilde bir λ > 0

vard�r

c)Her bir V ∈ N için W +W ⊆ V olacak ³ekilde birçok W ∈ N vard�r.

Tan�m 1.1.14. [1]

X reel vektör uzay� ve ≤, bu uzayda k�sm� s�ralama ba§�nt�s� olsun. A³a§�daki özelik-

leri sa§layan X uzay�na s�ral� vektör uzay� denir.

i) y ≤ x iken her bir z ∈ X için y + z ≤ x+ z

ii)y ≤ x iken her bir λ ≥ 0 ∈ R için λy ≤ λx

Ek olarak X bu s�ralamaya göre lattice ise X uzay�na Riesz uzay� denir.
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Klasik lattice notasyonundan {x, y} nin supreumu x ∨ y = sup{x, y} olarak gös-

terilir. Benzer ³ekilde {x, y} nin in�mumu x ∧ y = inf{x, y} ile gösterilir.[2]

X bir Riesz uzay� ve x , X nin bir eleman� ve θ, X nin s�f�r eleman� olsun.x in

pozitif k�sm� x+ = x∨θ , x in negatif k�sm� x− = (−x)∨θ ve x in modülü |x| = x∨(−x)

olarak gösterilir.[1]

Tan�m 1.1.15. [2](Kat�(solid) Küme)

A bir X Riesz uzay�n�n altkümesi olsun. E§er |x| ≤ |y| ve y ∈ A iken x ∈ A oluyorsa

A kümesine kat�(solid) denir.

Tan�m 1.1.16. [1](Yerel Kat� Riesz uzay�)

Bir X Riesz uzay�n�n bir lineer τ topolojisi, kat� kümelerden olu³an s�f�rda bir ta-

bana(baza) sahip ise τ topolojisine yerel kat� topoloji denir. Yerel kat� topolojisiyle

donat�lmi³ (X, τ) Riesz uzay�na yerel kat� Riesz uzay� denir.

Yerel kat� bir topolojide, Nsol sembolü, önerme 1.1.4 deki (a), (b) ve (c) özeliklerini

sa§layan ve kat� kümelerden olu³an s�f�rda herhangi bir taban gösterir.[1]



Bölüm 2

�statistiksel Yak�nsakl�k

Bu bölümde, �statistiksel yak�nsakla direk ba§lant�l� olan yo§unluk kavram�ndan bahsedilip

istatistiksel yak�nsakl�k kavram�n�, istatistiksel Cauchy dizisi, istatistiksel limit nokta-

lar� ve istatistiksel y�§�lma noktalar� ile ilgili derinlemesine bir inceleme yap�lm�³t�r.

2.1 �statistiksel Yak�nsakl�k

�statistiksel yak�nsakl�§�n temeli yo§unluk kavram�na dayanmaktad�r. Bu nedenle önce-

likle yo§unlukla ilgili tan�m ve örnekler verilecektir.

Tan�m 2.1.1. [23](Yo§unluk )

N nin bir A alt kümesi için An = {k ≤ n : k ∈ A} olsun.

limn
|An|
n

limiti mevcut ise bu limit de§erine A kümesinin yo§unlu§u denir ve δ(A) ile gösterilir.

9
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Örnek 2.1.1. Yo§unlu§un tan�m�ndan

δ(N) = 1

δ({n2 : n ∈ N}) = 0

δ({2n : n ∈ N}) = 1
2

δ({2n− 1 : n ∈ N}) = 1
2

oldu§u kolayca görülür.

Do§al say�lar�n herbir sonlu altkümesi de s�f�r yo§unluktad�r. Bir A kümesi, do§al

yo§unlu§a sahip ise , bu durumda δ(A) = 1− δ(N\A) ve 0 ≤ δ(A) ≤ 1 d�r.[23]

Tan�m 2.1.2. [15]

x = (xk) bir dizisinin terimleri s�f�r yo§unluklu küme hariç di§er bütün k lar için bir

P özeli§ini sa§l�yorsa, (xk) dizisi hemen hemen her k için P özeli§ini sa§l�yor

denir ve h.h.k ³eklinde gösterilir.

Tan�m 2.1.3. [15](�statistiksel Yak�nsakl�k)

x = (xk) bir dizi olsun. E§er ∀ϵ > 0 için ,

limn→∞
1
n
|{k ≤ n : |xk − L| ≥ ϵ}| = 0

yani h.h.k için |xk − L| < ϵ ise x = (xk) dizisi L say�s�na istatistiksel yak�nsakt�r

denir ve st − limxk = L veya xk → L(S) biçiminde yaz�l�r. Burada S sembolü ile

istatistiksel yak�nsak tüm dizilerin kümesi gösterilir.

�imdide klasik yak�nsakl�kla istatistiksel yak�nsakl�k aras�ndaki ili³kiyi gösterelim:
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Yak�nsak bir dizi ayn� zamanda istatistiksel yak�nsakt�r.

Ancak bunun kar³�t� her zaman do§ru de§ildir.

Örnek 2.1.2. :x = (xk) dizisi,

xk=

 1, k = n2 ,n ∈ N

0, k ̸= n2

³eklinde tan�mlans�n .

limxk = 1 ve limxk = 0 oldu§undan (xk) dizisinin yak�nsak olmad�§� görülür. Her

ϵ > 0 için

|{k ≤ n : xk ̸= 0}| ≤
√
n

limn
1
n
|{k ≤ n : xk ̸= 0}| ≤ limn

√
n
n

= 0

bulunur .Böylece st − limxk = 0 elde edilir.Yani (xk) dizisi istatistiksel yak�nsakt�r.

Bu halde bir dizi istatistiksel yak�nsak ise klasik anlamda yak�nsak olma zorunlulu§u

yoktur.[15]

Ayr�ca bilindi§i gibi klasik anlamda yak�nsak bir dizi s�n�rl�d�r. Ancak istatistiksel

yak�nsak bir dizi s�n�rl� olmayabilir.
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Örnek 2.1.3.

xk=

 k, k = n2 ,n ∈ N

3, k ̸= n2

³eklinde tan�mlanan x = (xk) dizisi için st − limxk = 3 olup dizi s�n�rl� de§ildir.

Ayr�ca x = (−1, 1,−1, 1, . . . ) dizisi s�n�rl� oldu§u halde istatistiksel yak�nsak de§ildir.

Yard�mc� Teorem 2.1.1. [24]

x = (xk) dizisi verilsin. st− limxk = L olmas� için gerek ve yeter ko³ul δ(K) = 1 ve

limn→∞ xkn = L olacak ³ekilde bir,

K = {k1 < k2 < k3 < . . . } ⊆ N

altkümenin var olmas�d�r.

Yard�mc� Teorem 2.1.2. [24]

st− limk→∞ xk = a , st− limk→∞ yk = b ve c bir reel say� olsun. Bu durumda,

(i) st− limk→∞(xk + yk) = a+ b

(ii)st− limk→∞(c.xk) = c.a

d�r.

�spat:(i)

st− limk→∞ xk = a ve st− limk→∞ yk = b olsun.Bu durumda ∀ϵ > 0 için ,

δ({k : |xk − a| ≥ ϵ
2
}) = 0

δ({k : |yk − b| ≥ ϵ
2
}) = 0
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d�r.

{k : |(xk + yk)− (a+ b)| ≥ ϵ}︸ ︷︷ ︸
A

⊆ {k : |xk − a| ≥ ϵ

2
} ∪ {k : |yk − b| ≥ ϵ

2
}︸ ︷︷ ︸

B

oldu§unu görelim. Yani A ⊆ B oldu§unu göstermeliyiz. Bunun için bir m /∈ B için

m /∈ A oldu§unu göstermemiz yeterlidir. Ohalde bir m /∈ B alal�m. Bu takdirde

|xm − a| < ϵ
2

|ym − b| < ϵ
2

dir. Her iki tarafdan toplam al�n�rsa

|xm − a|+ |ym − b| < ϵ

elde edilir.

Ayr�ca üçgen e³itsizli§inden ,

|(xm + ym)− (a+ b)| ≤ |xm − a|+ |ym − b| < ϵ

oldu§undan ,

|(xm + ym)− (a+ b)| < ϵ olurki m /∈ A olur.

Böylece A ⊆ B oldu§unu gösterdik. �imdi her iki taraf�n yo§unlu§unu al�rsak,

δ({k : |(xk + yk)− (a+ b)| ≥ ϵ}) ≤ δ({k : |xk − a| ≥ ϵ
2
}) + δ({k : |yk − b| ≥ ϵ

2
})

δ({k : |(xk + yk)− (a+ b)| ≥ ϵ}) ≤ 0 + 0

δ({k : |(xk + yk)− (a+ b)| ≥ ϵ}) = 0
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olur. Bu takdirde st− limk→∞(xk + yk) = a+ b olur ve ispat tamamlan�r.

�spat (ii)

c = 0 için durum aç�kt�r. Çünkü (0.xk) = (0, 0, . . . ) buhalde (0.xk) → 0 yak�nsak her

dizi istatistiksel yak�nsak oldu§undan st− limk→∞(0.xk) = 0 olur.

c ̸= 0 ve c ∈ R olsun.st− limk→∞ xk = a oldu§undan,

δ({k : |xk − a| ≥ ϵ
|c|}) = 0 yazabiliriz.Ayr�ca ,

{k : |c.xk − c.a| ≥ ϵ} = {k : |c.(xk − a)| ≥ ϵ}

= {k : |c|.|(xk − a)| ≥ ϵ}

= {k : |xk − a| ≥ ϵ

|c|
}

. �imdi her iki taraftan yo§unluk ald�§�m�zda,

δ({k : |c.xk − c.a| ≥ ϵ}) = δ({k : |xk − a| ≥ ϵ

|c|
})

δ({k : |c.xk − c.a| ≥ ϵ}) = 0

oldu§undan st− limk→∞(c.xk) = c.a olur ve ispat tamamlan�r.

Ayr�ca (i) ve (ii) sa§land�§�ndan istatistiksel yak�nsak dizi uzay�n�n lineer uzay

oldu§u anla³�l�r. Ayr�ca reel say�lar�n tüm s�n�rl� istatistiksel yak�nsak dizi uzay�, reel

say�lar�n tüm s�n�rl� m lineer normlu uzay�n lineer bir alt uzay�d�r.(x = (xk)) ∈ m

olmak üzere ∥x∥ = supk=1,2,... |xk| normudur.)
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m0 ile reel say�lar�n tüm s�n�rl� istatistiksel yak�nsak dizi kümesini gösterelim

Teorem 2.1.3. [24]

m0 kümesi , m lineer normlu uzay�n kapal� lineer bir altuzay�d�r.

�spat:

x(n) = (x
(n)
k ) bir reel say� dizisi olsun. x(n) ∈ m0(n = 1, 2, . . . ) , x(n) → x ∈ m olsun

.Bu takdirde x ∈ m0 oldu§unu göstermeliyiz. x(n)(n = 1, 2, . . . ) istatistiksel yak�nsak

bir dizi oldu§undan ∀n için bir an say�s� vard�rki ,

st− limk→∞ x
(n)
k = an (n = 1, 2, . . . )

Göstermemiz gereken

a) {an}∞n=1 reel say� dizisinin bir a reel say�s�na yak�nsakt�r.

b)x = {xk}∞k=1 olmak üzere st− limk→∞ xk = a

(a) ve (b) ispatlad�ktan sonra bir önceki yard�mc� teoremi kullanarak x ∈ m0 oldu§unu

gösterece§iz. �spat (a):

{x(n)}∞n=1 dizisi m de yak�nsak bir dizi oldu§undan ∀ϵ > 0 ve ∀j, n > n0 için

∥x(j) − x(n)∥ < ϵ
3

(5)

olacak ³ekilde bir n0 ∈ N vard�r. Ayr�ca Yard�mc� Teorem 2.1.3. den δ(Aj) = δ(An) =

1 ve

limk→∞
k∈Aj

x
(j)
k = aj (6)

limk→∞
k∈An

x
(n)
k = an (7)
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olacak ³ekilde Aj, An ⊂ N kümeleri vard�r. Aj∩An kümesinin yo§unlu§u 1 oldu§undan

bu küme sonsuzdur. Ohalde bir k ∈ Aj ∩ An seçebiliriz, öyleki (6) ve (7) den

|x(j)
k − aj| < ϵ

3
, |x(n)

k − an| < ϵ
3

(8)

dir. Ayr�ca (5) ve (8) i kullanarak ∀j, n > n0 için,

|aj − an| ≤ |aj − x
(j)
k |+ |x(j)

k − x
(n)
k |+ |x(n)

k − an|

|aj − an| <
ϵ

3
+

ϵ

3
+

ϵ

3
= ϵ

elde ederiz. {ak}∞k=1 reel say� dizisi bir Cauchy dizisi oldu§undan , bir a reel say�s�na

yak�nsamak zorundad�r. Buradan

limk→∞ ak = a (9)

olur. Böylece (a) ko³ulu ispatlan�r.

�spat (b):

ϵ > 0 olsun .Yard�mc� Teorem 2.1.3 den δ(A) = 1 ve ∀k ∈ A için |xk − a| < ϵ olacak

³ekilde bir A ⊂ N kümesi var olmas� ispat için yeterli olacakt�r.

x(j) −→ x oldu§undan

∥x(p) − x∥ < ϵ
3

(10)

olacak ³ekilde bir p ∈ N say�s� vard�r.Ayn� ³ekilde (9) içinde böyle bir p ∈ N say�s�

seçilebilirki,

|ap − a| < ϵ
3

(11)

e³itsizli§ini sa§lar.

st− limk→∞ x
(p)
k = ap oldu§undan δ(A) = 1 ve ∀k ∈ A içi,
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|x(p)
k − ap| < ϵ

3
(12)

olacak ³ekilde bir A ⊂ N vard�r.(10), (11), (12) den ve ∀k ∈ A için

|xk − a| ≤ |xk − x
(p)
k |+ |ap − a|+ |x(p)

k − ap|

|xk − a| <
ϵ

3
+

ϵ

3
+

ϵ

3
= ϵ

oldu§undan (b) ko³uluda sa§lan�r. �imdi x ∈ m0 oldu§unu gösterece§iz.m0 lineer uzay

oldu§undan ,

x = (an − x(n)) + (x(n)) + (a− an) + (x− a)

yaz�labilir ve sa§ taraf m0 �n eleman� oldu§undan x ∈ m0 d�r.Böylece ispat tamam-

lanm�³ olur.

Tan�m 2.1.4. [15](�statistiksel Cauchy Dizisi)

Bir x = (xk) dizisinin ∀ϵ > 0 için

|xk − xN | < ϵ h.h.k.

olacak ³ekilde bir N = N(ϵ) say�s� var ise yani

limn→∞
1
n
|{k ≤ n : |xk − xN | ≥ ϵ}| = 0

ise x = (xk) dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir.

Teorem 2.1.4. [15] A³a§�daki önermeler birbirine denktir.

i)x dizisi istatistiksel yak�nsakt�r.

ii)x dizisi istatistiksel Cauchy dizisidir.

iii)x dizisi verilsin.Hemen hemen her k (h.h.k) için xk = yk olacak ³ekilde yak�nsak

bir yk dizisi vard�r.
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�spat: (i) → (ii) nin gösterilmesi yak�nsak her dizi bir Cauchy dizisidir teoreminin

ispat�na benzerdir. st− limxk = L ve ϵ > 0 olsun. Bu takdirde h.h.k. için |xk−L| < ϵ
2

dir. E§er |xN − L| < ϵ
2
olacak ³ekilde N seçilirse,

|xk − xN | < |xk − L|+ |xN − L|

<
ϵ

2
+

ϵ

2
h.h.k

Buradan x dizisinin istatistiksel Cauchy dizisi oldu§u görülür.

�imdi (ii) → (iii) yi gösterelim. (ii) ko³ulu sa§lans�n ve bir N say�s� seçelim öyleki

h.h.k. için I = [xN − 1, xN +1] aral�§� xk y� içersin. Yine bir M say�s� seçelim öyleki

h.h.k. için I ′ = [xM − 1
2
, xM + 1

2
] aral�§� xk y� içersin. I1 = I ∩ I ′ aral�§� h.h.k. için

xk y� içerdi§ini idda ediyoruz. �imdi bunu gösterelim,

{k ≤ n : xk /∈ I ∩ I ′} = {k ≤ n : xk /∈ I} ∪ {k ≤ n : xk /∈ I ′}

oldu§undan,

lim
n

1

n
|{k ≤ n : xk /∈ I ∩ I ′}| ≤ lim

n

1

n
|{k ≤ n : xk /∈ I}|+ lim

n

1

n
|{k ≤ n : xk /∈ I ′}|

= 0

elde edilir. Böylece,

limn
1
n
|{k ≤ n : xk /∈ I ∩ I ′}| = 0
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olur. Bu nedenle I1, h.h.k. için xk y� içeren ve boyu 1 yada daha küçük olan kapal�

bir aral�kt�r. I ′′ = [xN(2) − 1
4
, xN(2) +

1
4
] aral�§� h.h.k. için xk y� içerecek ³ekilde bir

N(2) say�s� seçerek devam ederiz. I2 = I1 ∩ I ′′ aral�§� h.h.k. için xk y� içeren ve boyu

1
2
yada daha küçük olan kapal� bir aral�kt�r. Bu ³ekilde devam edilirse {Im}∞m=1 kapal�

aral�klar dizisi olu³turulur öyleki her bir m eleman� için Im ⊇ Im+1, uzunlu§u 21−m

den büyük olmayan bir aral�k ve h.h.k için xk ∈ Im dir. �ç içe aral�klar teoreminden

∩∞
m=1Im ye e³it olan bir λ say�s� vard�r. h.h.k. için xk ∈ Im oldu§undan, n > Tm iken,

1
n
|{k ≤ n : xk /∈ Im}| < 1

m
(⋆)

olacak ³ekilde pozitif tam say�lar�n bir {Tm}∞m=1 dizisini buluruz. k > T1 ve Tm <

k < Tm+1 iken x /∈ Im olacak ³ekilde xk n�n tüm terimlerinden olu³an x in bir z alt

dizisini tan�mlayal�m. Buradan yeni bir y = (yk) dizisi tan�mlayal�m

yk=

 λ, xk, z nin bir terimi ise

xk, di§er durumlarda,

olsun. Bu takdirde lim yk = λ dir. Çünkü ϵ > 1
m

> 0 ve k > Tm ise xk, z nin

bir terimidir bu takdirde yk = λ, yada yk = xk ∈ Im olur ve |yk − λ| ≤ Im uzunlu§u

≤ 21−m dir. Ayr�ca h.h.k. için xk = yk oldu§unu idda ediyoruz. Bunu göstermek için,

e§er Tm < n < Tm+1 ise bu durumda,

{k ≤ n : ykxk} ⊆ {k ≤ n : xk /∈ Im},

olur. (⋆) dan ,

1
n
|{k ≤ n : yk ̸= xk}| ≤ 1

n
|{k ≤ n : xk /∈ Im}| < 1

m
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elde edilir. Buradan m → ∞ için, yukar�daki ifadenin limiti 0 olur ve h.h.k. için

xk = yk d�r. Böylece (ii) → (iii) oldu§u görülür.

�imdi (iii) → (i) oldu§unu gösterelim. O halde (iii) ko³ulu sa§lans�n. Bu takdirde

h.h.k. için xk = yk ve lim yk = L dir. ϵ > 0 olsun. Bu takdirde ∀n ∈ N için ,

{k ≤ n : |xk − L| ≥ ϵ} ⊆ {k ≤ n : xk ̸= yk} ∪ {k ≤ n : |yk − L| > ϵ}

dir. lim yk = L oldu§undan ikinci küme tam say�lar�n sabit bir l = l(ϵ) say�s�n� içerir

ki,

limn
1
n
|{k ≤ n : |xk − L| ≥ ϵ}| ≤ limn

1
n
|{k ≤ n : xk ̸= yk}|+ limn

1
n
= 0

olur. Çünkü h.h.k için xk = yk dir. h.h.k için |xk − L| < ϵ oldu§undan (i) ko³ulu

ispatlan�r. Böylece teoremin ispat� tamamlan�r.

�imdi istatistiksel limit noktas� ve istatistiksel y�§�lma noktalas� kavramlar�n� in-

celeyece§iz.

Tan�m 2.1.5. [16](Seyrek ve Seyrek Olmayan Alt Dizi) x = (xk) dizisi verilsin.(xkj)

, x dizisinin bir alt dizisi olsun.

K = {kj : j ∈ N}

kümesinin yo§unlu§u yani δ(K) = 0 ise (xkj) dizisine seyrek alt dizi denir. Di§er

taraftan δ(K) > 0 ise (xkj) dizisine seyrek olmayan alt dizi denir. Ayr�ca (xkj), (x)K

olarak ta gösterilebilir.
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Tan�m 2.1.6. [16](�statistiksel Limit Noktas�) Bir λ say�s�n�n bir x = (xk)

dizisinin istatistiksel limit noktas� olmas� için λ say�s�na yak�nsayan (xk) dizisinin

seyrek olmayan bir altdizisinin var olmas�d�r.

Bir (xk) dizisinin tüm istatistiksel limit noktalar�n�n kümesini Λx ile ve (xk)

dizisinin al�³�lm�³ limit noktalar�n�n kümesini Lx ile gösteririz. Herhangi bir dizi için

Λx ⊆ Lx oldu§u aç�kt�r. [16]

Örnek 2.1.4. [16]

xk=

 1, k = n2 ,n ∈ N

0, k ̸= n2

³eklinde tan�mlanan dizinin al�³�lm�³ limit noktalar�n�n kümesi Lx = {0, 1} iken bu

dizinin istatistiksel limit noktalar�n�n kümesi Λx = {0} d�r.

Örnek 2.1.5. [16]:{rk}∞k=1, de§er kümesi tüm rasyonel say�lar kümesi olan bir dizi

olsun.(xk) dizisini söyle tan�mlayal�m.

xk=

 rn, k = n2 ,n ∈ N

k, k ̸= n2

dogal say�lar�n karesi olan kümenin do§al yo§unlu§u s�f�r oldu§undan Λx = ∅ dir.

Ancak {rk : k ∈ N} kümesi R de yo§un oldu§undan Lx = R dir.



22

Tan�m 2.1.7. [16](�statistiksel Y�§�lma Noktas�) Bir x = (xk) dizi verilmi³ ol-

sun. ∀ϵ > 0 için,

{k ∈ N : |xk −m| < ϵ}

kümesi s�f�r do§al yo§unlu§a sahip de§ilsem say�s�na x dizisinin istatistiksel y�§�lma

noktas�d�r denir.

Bir x dizisinin tüm istatistiksel y�§�lma noktalar� kümesini Γx ile gösteririz. Her-

hangi bir x dizisi için Γx ⊆ Lx oldu§u aç�kt�r. Γx ile Λx aras�ndaki kapsama ili³kisini

görmek ise biraz daha zordur.

Al�³�lm�³ limit noktalar�ndaki bilgilerimizden Λx = Γx olmas�n� bekleriz ancak du-

rumun herzaman böyle olmad�§�n� Fridy [16]) de göstermi³tir.

.

Önerme 2.1.5. [16] Herhangi bir x = (xk) say� dizisi için Λx ⊆ Γx d�r.

Örnek 2.1.6. [16] x = (xk) dizisini ³öyle tan�mlayal�m.

xk =
1
p
, k = 2p−1(2q + 1)

ve p− 1 , k n�n asal çarpanlar�ndan 2 nin çarpanlar�n�n say�s� olsun.∀p için

δ({k : xk =
1
p
}) = 2−p > 0

oldu§unu görmek kolayd�r. Böylece 1
p
∈ Λx dir. Ayr�ca δ({k : 0 < xk < 1

p
}) = 2−p

oldu§undan 0 ∈ Γx dir . Böylece Γx = {0}∪{1
p
}∞p=1 elde ederiz. �imdi 0 /∈ Λx oldu§unu
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iddia ediyoruz. Bunun için (x)K limiti s�f�r olan bir alt dizi ise δ(K) = 0 oldu§unu

gösterebiliriz. ∀p için,

|Kn| = |{k ∈ Kn : xk ≥
1

p
}|+ |{k ∈ Kn : xk <

1

p
}|

≤ O(1) + |{k ∈ N : xk <
1

p
}|

≤ O(1) +
n

2p

Böylece δ(K) ≤ 2−p ve p key� oldu§undan δ(K) = 0 oldu§unu gösterir.

�imdi lacunary istatistiksel yak�nsakl�k kavram�n� verip kuvvetli lacunary yak�nsak-

l�k, istatistiksel yak�nsakl�k ve lacunary istatistiksel yak�nsakl�k aras�ndaki baz� içerme

teoremlerini inceleyece§iz

Tan�m 2.1.8. [19](Kuvvetli Lacunary Yak�nsakl�k) Herhangi bir θ = (kr) lacu-

nary dizisi için,

limr
1
hr

∑
k∈Ir |xk − L| = 0

olacak ³ekilde bir L say�s� varsa x = (xk) dizisi L say�s�na kuvvetli lacunary yak�n-

sakt�r denir ve kuvvetli lacunary yak�nsak dizilerin kümesi Nθ ile gösterilir. Burada

Nθ = {x = (xk) : limr
1
hr

∑
k∈Ir |xk − L| = 0} ile gösterilir.
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Tan�m 2.1.9. [17](Lacunary �statistiksel Yak�nsakl�k)

θ = (kr) bir lacunary dizisi olsun. ∀ϵ > 0 için,

limr
1
hr
|{k ∈ Ir : |xk − L| ≥ ϵ}| = 0

ise x = (xk) dizisi L say�s�na lacunary istatistiksel yak�nsakt�r denir ve Sθ− limx = L

yada xk → L(Sθ) biçiminde gösterilir.

Lacunary istatistiksel yak�nsak dizi uzay�,

Sθ = {x = (xk) : limr
1
hr
|{k ∈ Ir : |xk − L| ≥ ϵ}| = 0}

biçiminde Sθ sembolü ile gösterilir.

Teorem 2.1.6. [17] θ = {kr} bir lacunary dizisi olsun. Bu takdirde

(i) (a) xk → L(Nθ) ise xk → L(Sθ),

(b) Nθ, Sθ n�n özalt kümesidir.

(ii) x ∈ l∞ ve xk → L(Sθ) ise xk → L(Nθ),

(iii) Sθ ∩ l∞ = Nθ ∩ l∞

d�r.

�spat: (i) (a)ϵ > 0 ve xk → L(Nθ) olsun . Bu takdirde ,∑
k∈Ir |xk − L| ≥

∑
k∈Ir

|xk−L|≥ϵ
|xk − L| ≥ ϵ|{k ∈ Ir : |xk − L| ≥ ϵ}|,

yazabiliriz. Buradan da (a) ko³ulu gerçeklenir.

(b) Nθ ⊆ Sθ durumu aç�kt�r. θ = {kr} bir lacunary dizisi olsun. x = (xk) dizisini

Ir aral�§�nda ilk [
√
hr] tam say�lar�nda x, 1, 2, 3, . . . , [

√
hr], di§er durumlarda xk = 0

olarak tan�mlans�n. Bu dizi s�n�rl� de§ildir. ∀ϵ > 0 için,
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1
hr
|{k ∈ Ir : |xk − 0| ≥ ϵ}| = [

√
hr]
hr

→ 0 r → ∞,

d�r. Ohalde (xk) dizisi için xk → 0(Sθ) d�r. Di§er taraftan,

1
hr

∑
k∈Ir |xk − 0| = 1

hr

[
√
hr]([

√
hr]+1)

2
→ 1

2
̸= 0

oldu§undan xk 9 0(Nθ) d�r.

(ii) xk → L(Sθ) ve x ∈ l∞ oldu§unu varsayal�m. ∀k ∈ N için |xk − L| ≤ M

olsun. Verilen ϵ > 0 için,

1

hr

∑
k∈Ir

|xk − L| =
1

hr

∑
k∈Ir

|xk−L|≥ϵ

|xk − L|+ 1

hr

∑
k∈Ir

|xk−L|<ϵ

|xk − L|

≤ M

hr

|{k ∈ Ir : |xk − L| ≥ ϵ}+ ϵ

elde ederiz ki xk → L(Nθ) d�r.

(iii) (i) ve (ii) nin bir sonucudur.

Yard�mc� Teorem 2.1.7. [17] Herhangi bir θ = {kr} lacunary dizisi için S−limx =

L oldu§unda Sθ − limx = L olmas� için gerek ve yeter ko³ul lim infr qr > 1 olmas�d�r.

�spat:⇐ lim infr qr > 1 olsun. Bu takdirde yeterince büyük r için qr ≥ 1 + δ

olacak ³ekilde δ > 0 vard�r. Buda,

hr

kr
≥ δ

1+δ
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olmas�n� gerektirir. xk → L(S) ise her ϵ > 0 ve yeterince büyük r için ,

1

kr
|{k ≤ kr : |xk − L| ≥ ϵ}| ≥ 1

kr
|{k ∈ Ir : |xk − L| ≥ ϵ}|

≥ δ

1 + δ
.
1

hr

|{k ∈ Ir : |xk − L| ≥ ϵ}|

elde edilir. Böylece yeterlilik ispatlan�r.

⇒ lim infr qr = 1 olsun. [19] s. 510 daki gibi r(j) ≥ r(j − 1) + 2 olmak üzere,

kr(j)
kr(j)−1

< 1 + 1
j
ve

kr(j)−1

kr(j−1)
> j

olacak ³ekilde θ lacunary dizisinin bir {kr(j)} alt dizisini seçebiliriz. �imdi s�n�rl� bir

x = (xi) dizisi tan�mlayal�m j = 1, 2, . . . olmak üzere i ∈ Ir(j) ise xi = 1, di§er

durumlarda xi = 0 olsun. Bu takdirde [19, s.510] da x /∈ Nθ fakat x ∈ |σ1| oldu§unu

gösterir. Teorem 2.1.6. n�n (ii) ko³ulundan x /∈ Sθ olur. Fakat [6] deki Teorem 2.1

den x ∈ S oldu§u görülür. Buradan S * Sθ olur ve ispat tamamlan�r.

Yard�mc� Teorem 2.1.8. [17] Herhangi bir θ = {kr} lacunary dizisi için Sθ−limx =

L oldu§unda S− limx = L olmas� için gerek ve yeter ko³ul lim supr qr < ∞ olmas�d�r.

�spat ⇐ lim supr qr < ∞ ise bu takdirde her r için qr < H olacak ³ekilde H > 0

vard�r. xk → L(Sθ) ve Nr = |{k ∈ Ir : |xk − L| ≥ ϵ}| olsun.

limr
1
hr
|{k ∈ Ir : |xk − L| ≥ ϵ}| = 0

oldu§undan, her ϵ > 0 için r > r0 için,

Nr

hr
< ϵ
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olacak ³ekilde bir r0 ∈ N vard�r. M = max{Nr : 1 ≤ r ≤ r0} olarak tan�mlans�n ve n,

kr−1 < n ≤ kr aral�§�daki bir tam say� olsun. Bu takdirde,

1

n
|{k ≤ n : |xk − L| ≥ ϵ}| ≤ 1

kr−1

|{k ≤ kr : |xk − L| ≥ ϵ}|

=
1

kr−1

{N1 +N2 + · · ·+Nr0 +Nr0+1 + · · ·+Nr}

≤ M

kr−1

.r0 +
1

kr−1

{hr0+1
Nr0+1

hr0+1

+ · · ·+ hr
Nr

hr

}

≤ r0.M

kr−1

+
1

kr−1

(sup
r>r0

Nr

hr

){hr0+1 + · · ·+ hr}

≤ r0.M

kr−1

+ ϵ.
kr − kr0
kr−1

≤ r0.M

kr−1

+ ϵ.qr ≤
r0.M

kr−1

+ ϵH

yazabiliriz ve böylece yeterlilik ispatlanm�³ olur.

⇒ lim supr qr = ∞ olsun. [19] s. 511 deki gibi qr(j) > j olacak ³ekilde bir

θ = {kr} lacunary dizisinin bir {kr(j)} alt dizisini seçebiliriz. S�n�rl� bir x = (xi)

dizisi tan�mlayal�m. j = 1, 2, . . . için kr(j)−1 < i ≤ 2kr(j)−1 ise xi = 1 ve di§er du-

rumlarda xi = 0 olsun. [19] s. 511 den x ∈ Nθ fakat x /∈ |σ1| dir. Teorem 2.1.6 n�n (i)

ko³ulundan x ∈ Sθ d�r. Fakat [6] deki Teorem 2.1 den x /∈ S oldu§u görülür. Buradan

Sθ * S olur ve ispat tamamlan�r.

Yard�mc� Teorem 2.1.7 ve 2.1.8 den a³a§�daki teorem elde edilir.

Teorem 2.1.9. [17] θ = {kr} bir lacunary dizisi olsun. S = Sθ olmas� için gerek ve

yeter ko³ul 1 < lim infr qr ≤ lim supr qr < ∞ olmas�d�r.
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Tan�m 2.1.10. [18](Lacunary �statistiksel Cauchy Dizisi) θ = {kr} bir lacunary

dizisi olsun. Her bir r için k′(r) ∈ Ir, limr xk′(r) = L ve ∀ϵ > 0 için,

limr
1
hr
|{k ∈ Ir : |xk − xk′(r)| ≥ ϵ}| = 0

olacak ³ekilde x in bir {xk′(r)} alt dizisi varsa x dizisine lacunary istatistiksel Cauchy

dizisi yada Sθ-Cauchy dizisi denir.

Teorem 2.1.10. [18] Bir x = (xk) dizisinin lacunary istatistiksel yak�nsak olmas�

için gerek ve yeter ko³ul lacunary istatistiksel Cauchy dizisi olmas�d�r.

�spat: ⇒ xk → L(Sθ) ve her j ∈ N için K(j) = {k ∈ N : |xk − L| < 1
j
} olsun.

Buradan her bir j için K(j) ⊇ K(j+1) ve r → ∞ giderken,

|K(j)∩Ir|
hr

→ 1 (r → ∞)

d�r. r ≥ m(1) oldu§unda |K(1)∩Ir|
hr

> 0 olacak ³ekilde bir m(1) seçelim, yani K(1)∩Ir ̸=

∅ olsun. Ayn� ³ekilde r ≥ m(2) oldu§unda K(2) ∩ Ir ̸= ∅ olacak ³ekilde m(2) > m(1)

seçelim. Bu takdirde m(1) ≤ r < m(2) aral�§�ndaki herbir r için k′(r) ∈ Ir ∩ K(1)

olacak ³ekilde k′(r) ∈ Ir seçelim yani |xk′(r)−L| < 1 olsun. Genel olarak, r > m(p+1)

oldu§unda Ir ∩ K(p+1) ̸= ∅ olacak ³ekilde m(p + 1) > m(p) seçelim. Bu takdirde

m(p) ≤ r < m(p+ 1) aral�§�ndaki bütün r ler için k′(r) ∈ Ir ∩K(p) seçelim, yani

|xk′(r) − L| < 1
p

olsun. Buradan her bir r için k′(r) ∈ Ir ve |xk′(r) −L| < 1
p
oldu§undan limr xk′(r) = L

olur. Dahas�, her ϵ > 0 için,
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1
hr
|{k ∈ Ir : |xk − xk′(r)| ≥ ϵ}| ≤ 1

hr
|{k ∈ Ir : |xk − L| ≥ ϵ

2
}|

+ 1
hr
|{k ∈ Ir : |xk′(r) − L| ≥ ϵ

2
}|

dir.xk → L(Sθ) ve limr xk′(r) = L oldu§undan,

limr
1
hr
|{k ∈ Ir : |xk − xk′(r)| ≥ ϵ}| = 0

elde edilir. Böylece x dizisinin lacunary istatistiksel Cauchy dizisi oldu§u görülür.

⇐: x = (xk), lacunary istatistiksel Cauchy dizisi olsun. Her ϵ > 0 için,

|{k ∈ Ir : |xk − L| ≥ ϵ} ≤ |{k ∈ Ir : |xk − xk′(r)| ≥ ϵ
2
}|

+|{k ∈ Ir : |xk′(r) − L| ≥ ϵ
2
}|

elde ederiz. Buradan xk → L(Sθ) olur ve ispat tamamlan�r.

Sonuç 2.1.11. [18] Lacunary istatistiksel yak�nsak bir dizi yak�nsak bir alt diziye

sahiptir.



Bölüm 3

Topolojik Gruplarda �statistiksel ve
Lacunary �statistiksel Yak�nsakl�k

Bu bölümde topolojik gruplarda istatistiksel ve lacunary istatistiksel yak�nsakl�k kavram-

lar�ndan bahsedece§iz.

Bu bölümde X uzay�n�, birinci say�labilirlik aksiyomunu sa§layan ve toplamsal

olarak yaz�lan de§i³meli topolojik Hausdor� grup olarak gösterece§iz.

C(X) ve C0(X) s�ras�yla X uzay�ndaki yak�nsak tüm dizilerin kümesini ve 0 a

yak�nsak tüm dizilerin kümesi olsun.

S(X), X uzay�ndaki istatistiksel yak�nsak tüm dizilerin kümesi, özel olarak S0(X)

ise ,X uzay�ndaki 0 a istatistiksel yak�nsak tüm dizilerin kümesi olsun. Benzer ³ekilde

Sθ(X) sembolü X uzay�ndaki lacunary istatistiksel yak�nsak tüm dizilerin kümesini

gösterir.

30
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3.1 Topolojik Gruplarda �statistiksel Yak�nsakl�k

Tan�m 3.1.1. [8] (xn), X de bir dizi olsun. 0 �n her U kom³ulu§u için,

limm→∞m−1|{n ≤ m : xn − l /∈ U}| = 0

olacak ³ekilde bir l ∈ X varsa, (xn) dizisine l ye istatistiksel yak�nsakt�r denir.

Yak�nsak her dizi istatistiksel yak�nsakt�r yani C(X) ⊂ S(X) dir. Ancak bunun

tersi her zaman do§ru de§ildir. Bunu a³a§�daki örnekle gösterece§iz.

Örnek 3.1.1. [8]

xn=
{

x, n = m2, m = 1, 2, . . .
0, di§er durumlarda,

olsun. (xn) dizisi 0 a istatistiksel yak�nsakt�r ancak klasik anlamda yak�nsak de§ildir.

Teorem 3.1.1. [9] Bir (xn) dizisinin istatistiksel yak�nsak olmas� için gerek ve yeter
ko³ul a³a§�daki ³art�n sa§lamas�d�r.

(a) 0 �n her U kom³ulu§u için,

limr→∞ xk′(r) = l ve limn→∞
1
n
|{k ≤ n : xk − xk′(r) /∈ U}| = 0

olacak ³ekilde (xn) nin bir (xk′(r)) alt dizisi vard�r.

�spat: st − limn→∞ xn = l olacak ³ekilde bir (xn) dizisi alal�m. (Un), 0 �n iç içe
kom³uluklar taban�n�n bir dizisi olsun. Herhangi bir pozitif j tamsay�s� için K(j) =
{k ∈ N : k ≤ n ve xk − l ∈ Uj} olsun. Böylece her bir j için K(j + 1) ⊂ K(j)
ve limn→∞

1
n
|Kj| = 1 dir. n > m(1) oldu§unda 1

n
|K(1)| > 0 olacak ³ekilde m(1)

seçelim, yani, K(1) ̸= ∅ olsun. Bu takdirde m(1) ≤ r < m(2) aral�§�ndaki her bir
r pozitif tamsay�s� için,k(r) ∈ Kp seçelim yani xk′(r) − l ∈ U1 olsun. Genel olarak
, r > m(p + 1) oldu§unda Kp+1 ̸= ∅ olacak ³ekilde m(p + 1) > m(p) seçelim. Bu
takdirde m(p) ≤ r < m(p+ 1) e³itsizli§ini sa§layan tüm r ler için k′(r) ∈ Kp seçelim
yani xk′(r) − l ∈ Up olsun. Dahas� 0 �n her U kom³ulu§u için W + W ⊂ U olacak
³ekilde 0 �n bir W simetrik kom³ulu§u vard�r. Böylece,
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1
n
|{k ≤ n : xk − xk′(r) /∈ U}| ≤ 1

n
|{k ≤ n : xk − l /∈ W}|+ 1

n
|{k ≤ n : l − xk′(r) /∈ W}|

elde ederiz. st−limn→∞ xn = l, limn→∞
1
n
|{k ≤ n : xk−l /∈ W}| = 0 ve limr→∞ xk′(r) =

l oldu§undan limn→∞
1
n
|{k ≤ n : xk′(r) − l /∈ W}| = 0 d�r. Böylece limn→∞

1
n
|{k ≤ n :

xk − xk′(r) /∈ U}| = 0 elde edilir. Buradan (a) ko³ulu sa§lan�r.

�imdi (a) ko³ulunun sa§land�§�n� varsayal�m. Bu takdirde 0 �n herhangi bir U
kom³ulu§u için W + W ⊂ U olacak ³ekilde 0 �n bir W kom³ulu§unu seçebiliriz. Bu
takdirde,

1
n
|{k ≤ n : xk − l /∈ U}| ≤ 1

n
|{k ≤ n : xk − xk′(r) /∈ W}|+ 1

n
|{k ≤ n : xk′(r) − l /∈ W}|

yazabiliriz. (a) ko³ulu sa§land�§�ndan (xn) dizisinin istatistiksel yak�nsak oldu§u görülür.

Teorem 3.1.2. [9] limk→∞ xk = l ve st− limk→∞ yk = 0 ise,

st− limk→∞(xk + yk) = limk→∞ xk

d�r.

�spat: U , 0 �n herhangi bir kom³ulu§u olsun. Bu takdirde W + W ⊂ U olacak
³ekilde 0 �n bir W simetrik kom³ulu§unu seçebiliriz. limk→∞ xk = l oldu§undan bir k0
say�s� vard�r öyleki k ≥ k0 oldu§unda xk − l ∈ W dir. Buradan,

limn→∞
1
n
|{k ≤ n : xk − l /∈ W}| ≤ limn→∞

k0
n
= 0

olur ve st− limk→∞ yk = 0 oldu§undan limn→∞
1
n
|{k ≤ n : yk /∈ W}| = 0 d�r. Ohalde

{k ≤ n : (xk − l) + yk /∈ U} ⊂ {k ≤ n : xk − l /∈ W} ∪ {k ≤ n : yk /∈ W}

dir. Buradan,

1
n
|{k ≤ n : (xk − l) + yk /∈ U}| ≤ 1

n
|{k ≤ n : xk − l /∈ W}|+ 1

n
|{k ≤ n : yk /∈ W}|

olur. Yukar�daki e³itsizlikten,

limn→∞
1
n
|{k ≤ n : (xk − l) + yk /∈ U}| = 0

bulunur. Böylece st− limk→∞(xk + yk) = limk→∞ xk elde edilir ve ispat tamamlan�r.
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3.2 Topolojik Gruplarda Lacunary �statistiksel Yak�n-
sakl�k

Bu k�s�mda, topolojik gruplarda lacunary istatistiksel yak�nsakl�k kavram�n� ve istatis-

tiksel yak�nsak tüm dizilerin kümesi ile lacunary istatistiksel yak�nsak tüm dizilerin

kümesi aras�ndaki ili³kiyi gösterece§iz.

Tan�m 3.2.1. [7] x = (xk), X uzay�nda bir dizi olsun. S�f�r�n her U kom³ulu§u için,

limr→∞(hr)
−1|{k ∈ Ir : xk − l /∈ U}| = 0

oluyorsa x dizisine l ye lacunary istatistiksel yak�nsakt�r denir ve Sθ − limk→∞ xk = l
biçiminde yaz�l�r.

Teorem 3.2.1. [7] Lacunary istatistiksel yak�nsak dizinin limiti tektir.

�spat: x = (xn), X uzay�nda bir dizi olsun. x dizisinin l1 ve l2 gibi iki farkl�
lacunary istatistiksel limitinin oldu§unu varsayal�m. X bir Hausdor� uzay oldu§undan
l1− l2 /∈ U olacak ³ekilde 0 �n bir U kom³ulu§u vard�r. Bu takdirde W +W ⊂ U olacak
³ekilde 0 �n bir W kom³ulu§unu seçebiliriz. ∀k ∈ N için zk = l1− l2 olsun. Dolay�s�yla
∀r ∈ N için ,

{k ∈ Ir : zk /∈ U} ⊂ {k ∈ Ir : l1 − xk /∈ W} ∪ {k ∈ Ir : xk − l2 /∈ W}

dir. �imdi buradan ∀r ∈ N için ,

(hr)
−1|{k ∈ Ir : zk /∈ U}| ≤ (hr)

−1|{k ∈ Ir : l1 − xk /∈ W}
+ (hr)

−1|{k ∈ Ir : xk − l2 /∈ W}|

elde edilir. Sθ − limk→∞ xk = l1 ve Sθ − limk→∞ xk = l2 oldu§undan,

limr→∞(hr)
−1|{k ∈ Ir : zk /∈ U}| ≤ limr→∞(hr)

−1|{k ∈ Ir : l1 − xk /∈ W}
+ limr→∞(hr)

−1|{k ∈ Ir : xk − l2 /∈ W}|

elde ederiz. Buradan 1 ≤ 0 + 0 = 0 bulunur ve çeli³ki elde edilir. Ohalde l1 = l2
dir.
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Teorem 3.2.2. [7] Herhangi bir θ lacunary dizisi için, S(X) ⊆ Sθ(X) olmas� için
gerek ve yeter ko³ul lim infr qr > 1 olmas�d�r.

�spat: ⇐ lim infr qr > 1, lim infr qr = α oldu§unu varsayal�m. β = (α − 1)/2
olsun. Bu takdirde r ≥ n0 için qr ≥ 1+β olacak ³ekilde bir n0 pozitif tamsay�s� vard�r.
Buradan r ≥ n0 için,

hr(kr)
−1 = 1− (kr−1)(kr)

−1 = 1− (qr)
−1 ≥ 1− (1 + β)−1 = β(1 + β)−1

dir. Herhangi bir (xk) ∈ S(X) alal�m ve S − limk→∞ xk = l olsun. Sθ − limxk = l
oldu§unu gösterece§iz. 0 �n herhangi bir U kom³ulu§unu alal�m. Bu takdirde r ≥ n0

için,

(kr)
−1|{k ≤ kr : xk − l /∈ U}| ≥ (kr)

−1|{k ∈ Ir : xk − l /∈ U}|
= hr(kr)

−1(hr)
−1|{k ∈ Ir : xk − l /∈ U}|

≥ β(1 + β)−1(hr)
−1|{k ∈ Ir : xk − l /∈ U}|

olur. Dolay�s�yla Sθ − limxk = l dir.

⇒ lim infr qr = 1 oldu§unu varsayal�m. Bu takdirde,

r(j) > r(j − 1) + 2

olmak üzere

kr(j)(kr(j)−1)
−1 < 1 + j−1 ve kr(j)−1(r(j − 1))−1 > j

olacak ³ekilde θ lacunary dizisinin bir (kr(j)) alt dizisini seçebiliriz. X in 0 dan farkl�
bir x eleman�n� alal�m. (xk) dizisini ³öyle tan�mlayal�m,

xk=
{

x, k ∈ Ir(j) (j = 1, 2, . . . , n, . . . ),
0, di§er durumlarda,

olsun. Bu takdirde (xk) ∈ S(X)( hatta (xk) ∈ S0(X)) dir. Bunu göstermek için 0
�n herhangi bir U kom³ulu§unu alal�m. Bu takdirde W ⊂ U ve x /∈ W olacak ³ekilde 0
�n bir W kom³ulu§unu seçebiliriz. Di§er taraftan her bir m için kr(jm) < m < kr(jm)+1

olacak ³ekilde jm pozitif say�s� bulabiliriz. Bu takdirde her bir m için,

m−1|{k ≤ m : xk /∈ U}| ≤ k−1
r(jm)|{k ≤ m : xk /∈ W}|
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≤ k−1
r(jm){|{k ≤ kr(jm) : xk /∈ W}|+ |{kr(jm) < k ≤ m : xk /∈ W}|}

≤ k−1
r(jm)|{k ≤ kr(jm) : xk /∈ W}|+ k−1

r(jm)(kr(jm)+1 − kr(jm))

<(jm + 1)−1 + 1 + j−1
m − 1 < (jm + 1)−1 + j−1

m

olur. Dolay�s�yla (xk) ∈ S0(X) dir. �imdi (xk) /∈ Sθ(X) oldu§unu gösterece§iz. X
Hausdor� uzay� oldu§undan x /∈ V olacak ³ekilde 0 �n bir V simetrik kom³ulu§u
vard�r. Böylece,

lim
j→∞

(hr)
−1|{kr(j)−1 < k ≤ kr(j) : xk /∈ V }|

= lim
j→∞

(hr)
−1(kr(j) − kr(j)−1)

= lim
j→∞

(hr)
−1(hr(j)) = 1

ve

lim r→∞
r ̸=r(j),j=1,2,...

h−1
r |{kr−1 < k < kr : xk − x /∈ V }| = 1 ̸= 0

dir. Buradan ne x nede 0, (xk) dizisinin lacunary istatistiksel limitidir. Ayn� zamanda
X uzay�n�n hiç bir noktas� (xk) dizisinin lacunary istatistiksel limiti de§ildir. Böylece
(xk) /∈ Sθ(X) dir. Bu da teoremin ispat�n� tamamlar.

Teorem 3.2.3. [7] Herhangi bir θ lacunary dizisi için, Sθ(X) ⊆ S(X) olmas� için
gerek ve yeter ko³ul lim supr qr < ∞ olmas�d�r.

�spat: ⇐ lim supr qr < ∞ oldu§unu varsayal�m. ∀r için qr < H olacak ³ekilde
bir H > 0 vard�r. (xk) dizisi Sθ(X) in bir eleman� yani Sθ − limxk = l olsun.
0 �n herhangi bir U kom³ulu§unu alal�m. ϵ herhangi bir pozitif say� olsun. Nr =
|{k ∈ Ir : xk − l /∈ U}| ³eklinde tan�mlans�n. Lacunary istatistiksel yak�nsakl�§�n
tan�m�ndan ∀r > r0 için Nr(hr)

−1 < ϵ(2H)−1 olacak ³ekilde bir r0 pozitif tamsay�s�
vard�r. M = max{Nr : 1 ≤ r ≤ r0} ve n, kr−1 < n ≤ kr e³itsizli§ini sa§layan herhangi
bir tamsay� olsun. Bu takdirde,

n−1|{k ≤ n : xk − l /∈ U}| ≤ r0M(kr−1)
−1 + ϵ(2H)−1qr

yazabiliriz. limr→∞ kr = ∞ oldu§undan r > r1 için,

(kr−1)
−1 < (2r0M/ϵ)−1
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olacak ³ekilde bir r1 ≥ r0 pozitif tamsay�s� vard�r. Buradan r > r1 için,

n−1|{k ≤ n : xk − l /∈ U}| < ϵ/2 + ϵ/2 = ϵ

dir. Böylece S − limxk = l olur.

⇒ lim supr qr = ∞ oldu§unu varsayal�m. X in 0 dan farkl� bir x eleman�n�
alal�m. qr(j) > j, kr(j) > j + 3 olacak ³ekilde θ = (kr) lacunary dizisinin bir (kr(j)) alt
dizisini alal�m ve (xk) dizisini ³öyle tan�mlayal�m,

xk=
{

x, kr(j)−1 < k ≤ 2kr(j)−1 (j = 1, 2, . . . , n, . . . ),
0, di§er durumlarda,

olsun. U , x i içermeyen 0 �n simetrik bir kom³ulu§u olsun. Bu takdirde j > 1 için,

(hr)
−1|{k ≤ kr(j) : xk /∈ U}| < (kr(j)−1)(hr(j))

−1

= (kr(j)−1)(kr(j) − kr(j)−1)
−1 < (j − 1)−1

dir. Buradan (xk) ∈ Sθ(X) olur. Fakat (xk) /∈ S(X) dir.

(2kr(j)−1)
−1|{k ≤ 2kr(j)−1 : xk /∈ U}|

= (2kr(j)−1)
−1[kr(1)−1 + kr(2)−1 + · · ·+ kr(j)−1] >

1

2

oldu§undan (xk) dizisi istatistiksel yak�nsak olamaz. Böylece ispat tamamlan�r.

Sonuç 3.2.4. θ bir lacunary dizisi olsun. Bu takdirde S(X) = Sθ(X) olmas� için
gerek ve yeter ko³ul

1 < lim infr qr ≤ lim supr qr < ∞

olmas�d�r. ( H. Çakall�, [6])

Teorem 3.2.5. Bir (xk) dizisi hem S(X) e hemde Sθ(X) e ait ise ,

S − limk→∞ xk = Sθ − limk→∞ xk
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dir.

�spat: Herhangi bir (xk) ∈ S(X) ∩ Sθ(X) alal�m. S − limk→∞ xk = l1 ve Sθ −
limk→∞ xk = l2 olsun. l1 ̸= l2 oldu§unu varsayal�m. X bir Hausdor� uzay oldu§undan
l1 − l2 /∈ U olacak ³ekilde 0 �n bir U simetrik kom³ulu§u vard�r. W +W ⊂ U olacak
³ekilde 0 �n bir W simetrik kom³ulu§unu seçebiliriz. Bu takdirde a³a§�daki e³itsizli§i
elde ederiz: ∀k ∈ N için zk = l2 − l1 olmak üzere,

(km)
−1|{k ≤ km : zk /∈ U}|

≤ (km)
−1|{k ≤ km : xk − l1 /∈ W}|+ (km)

−1|{k ≤ km : l2 − xk /∈ W}|

Bu e³itsizlikten,

1 ≤ (km)
−1|{k ≤ km : xk − l1 /∈ W}|+ (km)

−1|{k ≤ km : l2 − xk /∈ W}|

elde edilir. Bu e³itsizli§in sa§ taraf�ndaki ikinci terim m → ∞ a giderken 0 a
yakla³�r. Bunu göstermek için,

tr = h−1
r |{k ∈ Ir : l2 − xk /∈ W}| olmak üzere

(km)
−1|{k ≤ km : l2 − xk /∈ W}| = (km)

−1|{k ∈
∪m

r=1 Ir : I2 − xk /∈ W}|

= (km)
−1

∑m
r=1 |{k ∈ Ir : l2 − xk /∈ W}| = (

∑m
r=1 hr)

−1(
∑m

r=1 hr.tr)

yazal�m. Sθ − limxk = l2 oldu§undan limr→∞ tr = 0 d�r. Bu nedenle tr nin regüler
a§�rl�k anlam�ndaki dönü³ümü de s�f�ra yak�nsar ki,

limm→∞(km)
−1|{k ≤ km : l2 − xk /∈ W}| = 0 (i)

olur. Di§er taraftan S − limxk = l1 oldu§undan,

limm→∞(km)
−1|{k ≤ kmxk − l1 /∈ W}| = 0 (ii)

d�r. (i) ve (ii) den,

limm→∞(km)
−1|{k ≤ km : z(k) /∈ U}| = 0

elde edilir ve bu durum çeli³ki yarat�r. Böylece ispat tamamlan�r.

Tan�m 3.2.2. θ = (kr) bir lacunary dizisi ve (xk), X de bir dizi olsun. ∀r için
k′(r) ∈ Ir, limr→∞ xk′(r) = l ve 0 �n her U kom³ulu§u için,

limr→∞(hr)
1|{k ∈ Ir : xk − xk′(r) /∈ U}| = 0
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olacak ³ekilde (xk) dizisinin bir (xk′(r)) alt dizisi varsa (xk) dizisine Sθ-Cauchy dizisi
denir. ( H. Çakall�, [6])

Teorem 3.2.6. Bir (xk) dizisinin Sθ-yak�nsak olmas� için gerek ve yeter ko³ul bir
Sθ-Cauchy dizisi olmas�d�r. ( H. Çakall�, [6])

�spat: ⇐ (xk) dizisinin bir Sθ-Cauchy oldu§unu varsayal�m. U , 0 �n herhangi bir
kom³ulu§u olsun. Bu takdirde W + W ⊆ U olacak ³ekilde 0 �n bir W kom³ulu§unu
seçebiliriz. Böylece,

(hr)
−1|{k ∈ Ir : xk − l /∈ U}| ≤ (hr)

−1|{k ∈ Ir : xk − xk′(r) /∈ W}|

+(hr)
−1|{k ∈ Ir : xk′(r) − l /∈ W}|

olur. limr→∞(hr)
−1|{k ∈ Ir : xk − xk′(r) /∈ U}| = 0 ve limr→∞ xk′(r) = l oldu§un-

dan, yukar�daki e³itsizlik yard�m�yla Sθ − limk→∞ xk = l olarak bulunur.

⇒ Sθ − limk→∞ xk = l olacak ³ekilde bir (xk) dizisi alall�m. (Un), 0 �n iç içe bir
kom³uluklar taban� olsun. Her bir j ∈ N için Kj = {k ∈ N : x(k) − l ∈ Uj} olsun.
Böylece her bir j için Kj+1 ⊆ Kj ve lim |Kj ∩ Ir|(hr)

−1 = 1 dir. r ≥ m(1) oldu§unda
|K(1) ∩ Ir| > 0 olacak ³ekilde bir m(1) seçelim, yani K(1) ∩ Ir ̸= ∅ olsun. Bu takdirde
m(1) ≤ r < m(2) sa§layan her bir r için k′(r) ∈ K(1) ∩ Ir olacak ³ekilde k′(r) ∈ Ir
seçelim, yani x(k′(r)) − l ∈ U1 Genel olarak r > m(p + 1) oldu§unda Ir ∩Kp+1 /∈ ∅
olacak ³ekilde m(p + 1) > m(p) seçelim. Bu takdirde m(p) ≤ r < m(p + 1) e³itsi-
zli§ini sa§layan ∀r için k′(r) ∈ Ir ∩K(p) seçeriz yani xk′(r) − l ∈ Up olsun. Buradan
limr→∞ x(k′(r) = l oldu§u görülür. U , 0 �n herhangi bir kom³ulu§u olsun. Bu takdirde
W +W ⊆ U olacak ³ekilde 0 �n bir W simetrik kom³ulu§unu seçebiliriz. Buaradan,

(hr)
−1|{k ∈ Ir : xk − xk′(r) /∈ U}| ≤ (hr)

−1|{k ∈ Ir : xk − l /∈ W}|

+(hr)
−1|{k ∈ Ir : l − xk′(r) /∈ W}|

olur. Sθ − limr→∞ xk = l ve limr→∞ xk′(r) = l oldu§undan,

limr→∞(hr)
−1|{k ∈ Ir : xk − xk′(r) /∈ U}| = 0

olur ve böylece ispat tamamlan�r.

Sonuç 3.2.7. Herhangi bir lacunary istatistiksel yak�nsak dizinin yak�nsak bir alt-
dizisi vard�r.



Bölüm 4

Topolojik Uzaylarda �statistiksel
Yak�nsakl�k

Bu bölümde topolojik uzaylarda istatistiksel yak�nsakl�k kavram�n� verip özel olarak
yerel kat� Riesz uzay�nda istatistiksel yak�nsakl�k ve lacunary istatistiksel yak�nsakl�k
kavramlar�n� ve özelliklerini inceleyece§iz.

4.1 Topolojik Uzaylarda �statistiksel Yak�nsakl�k

Tan�m 4.1.1. [21] (xn)n∈N , X topolojik uzay�nda bir dizi ve x ∈ X olsun. x in her
U kom³ulu§u için

δ({n ∈ N : xn /∈ U}) = 0

oluyorsa xn dizisi x e istatistiksel yak�nsakt�r denir ve s− limxn = x olarak gösterilir.

X = R ald�§�m�zda yukar�daki tan�m�n e³de§er bir ifadesi söyledir; (xn)n∈A → x
olacak ³ekilde δ(A) = 1 olan N do§al say�lar kümesinin bir A altkümesi vard�r, yani
x in herbir V kom³ulu§u için n ≥ n0 ve n ∈ A oldu§unda xn ∈ V olacak ³ekilde bir
n0 ∈ N vard�r.

Yukar�daki ifade, topolojik uzaylarda yeni bir yak�nsakl�k ifadesinin do§mas�n�
sa§lam�³t�r.

39
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Tan�m 4.1.2. [21]

(xn)n∈N , X topolojik uzay�nda bir dizi ve x ∈ X olsun. limxm→∞,m∈A = x olacak
³ekilde δ(A) = 1 olan bir A ⊂ N altkümesi varsa (xn) dizisi , x e s∗− yak�nsakt�r
denir ve s∗ − limxn = x olarak gösterilir.

Yard�mc� Teorem 4.1.1. [21]
(xn)n∈N, X topolojik uzay�nda bir dizi ve x ∈ X olsun. s∗−limxn = x ise s−limxn = x
dir.

�spat: U , x in bir kom³ulu§u olsun. s∗− limxn = x oldu§undan n ≥ n0 ve n ∈ A
oldu§unda xn ∈ U olacak ³ekilde δ(A) = 1 olan bir A ⊂ N altkümesi ve n0 = n0(U)
vard�r. Bu takdirde

{n ∈ N : xn /∈ U} ⊂ {1, 2, . . . , n0} ∪ (N\A)

d�r ve δ({1, 2, . . . , n0}∪(N\A)) = 0 oldu§undan s−limxn = x olur ve teorem ispatlan�r

Fakat, bunun kar³�t� birinci say�labilir uzaylarda sa§lan�r.

Yard�mc� Teorem 4.1.2. [21] X birinci say�labilir bir uzay, (xn)n∈N X uzay�ndaki
bir dizi ve x ∈ X olsun. s− limxn = x ise s∗ − limxn = x dir.

�spat:
X birinci say�labilir uzay oldu§undan bir x ∈ X noktas�nda X in say�labilir azalan
bir kom³uluk taban� vard�r ve bu kom³uluk taban� U1 ⊃ U2 ⊃ . . . olsun. Her bir i ∈ N
için

Ai = {n ∈ N : xn ∈ Ui}

olarak tan�mlayal�m. Buradan A1 ⊃ A2 ⊃ . . . ve ∀i ∈ N için δ(Ai) = 1 olur. k1 ∈ A1

alal�m. Ohalde her bir n ≥ k2 için
|A2(n)|

n
= |{m∈A2:m≤n}|

n
> 1

2

olacak ³ekilde bir k2 ∈ A, k2 > k1 vard�r(çünkü δ(A2) = 1). Ve böyle devam edersek
her bir n ≥ ki için,

|Ai(n)|
n

= |{m∈Ai:m≤n}|
n

> 1− 1
i

yi sa§layan k1 < k2 < . . . , ki ∈ Ai elde ederiz

A ⊂ N kümesini ³öyle olu³tururuz. Her k ≤ k1 için k ∈ A d�r. E§er i ≥ 1
ve ki < k < ki+1 ise k ∈ A olmas� için gerek ve yeter ko³ul k ∈ Ai olmas�d�r.
A = {n1 < n2 < . . . } olsun. E§er n ∈ N, ki < n < ki+1 aral�§�nda ise
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|A(n)|
n

≥ |Ai(n)|
n

> 1− 1
i

olur ve sonuç olarak δ(A) = 1 dir.
�imdi limn→∞,n∈A xn = limi→∞ xni

= x oldu§unu gösterelim. V , x in bir kom³ulu§u ve
Ui ⊂ V olsun. E§er n ∈ A ve n ≥ ki ise kj ≤ n ≤ kj+1 olacak ³ekilde j ≥ i vard�r ve
A n�n tan�m�ndan n ∈ Aj olur. Böylece herbir n ∈ A, n ≥ ki için xn ∈ Uj ⊂ Ui ⊂ V
olurki limi→∞ xni

= x elde edilir ve ispat tamamlan�r.

Teorem 4.1.3. [21]
Hausdor� uzaylarda istatistiksel yak�nsak dizinin limiti tektir.

Tan�m 4.1.3. [21](�statistiksel Yo§un Küme) Bir A ⊂ N alt kümesi için δ(A) = 1
ise A kümesine istatistiksel yo§undur denir.

Yard�mc� Teorem 4.1.4. [21]

Bir (xn)n∈N dizisinin istatistiksel yak�nsak olmas� için gerek ve yeter ko³ul istatis-
tiksel yo§un bir alt dizisinin istatistiksel yak�nsak olmas�d�r.

�spat:
Yeter ³art aç�kt�r.
Gerek ³art: (xn)n∈N dizisi , x e istatistiksel yak�nsak olsun ve (xnk

)k∈N dizisi (xn)n∈N
dizisinin istatistiksel olarak yo§un bir alt dizisi olsun. (xnk

)k∈N dizisinin istatistiksel
�raksak oldu§unu farzedelim. Ohalde ∀p ∈ X için δ({k ∈ N : xnk

/∈ V }) ̸= 0 olacak
³ekilde p nin bir V kom³ulu§u vard�r. Bu takdirde

δ({n ∈ N : xn /∈ V }) ≥ δ({k ∈ N : xnk
/∈ V }) ̸= 0

olup (xn) dizisi �raksar. Böylece çeli³ki elde edilir. Bu takdirde (xnk
)k∈N dizisi istatis-

tiksel yak�nsak olmal�d�r.

�imdi topolojik uzaylarda istatistiksel limit noktas� ve istatistiksel y�§�lma noktas�
tan�mlar�n� verece§iz.

Tan�m 4.1.4. [21](�statistiksel Limit Noktas�) (xn)n∈N ,bir X topolojik uzay�nda
bir dizi olsun. limk→∞ xnk

= x olacak ³ekilde ,

{n1 < n2 < · · · < nk < . . . } ⊂ N
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kümesinin yo§unlu§u s�f�rdan farkl� ise x noktas�na (xn) dizisinin istatistiksel limit
noktas� denir.

Bir (xn) dizisinin tüm istatistiksel limit noktalar�n�n kümesi, Λ(xn) ile gösterilsin.

Tan�m 4.1.5. [21](�statitiksel Y�§�lma Noktas�) (xn)n∈N , bir X topolojik uza-
y�nda bir dizi olsun. x in her U kom³ulu§u için {n ∈ N : xn ∈ U} kümesinin üst
yo§unlu§u pozitif ise x e (xn) dizisinin istatistiksel y�§�lma noktas� denir.

Bir (xn) dizisinin tüm istatistiksel y�§�lma noktalar�n�n kümesi ,Θ(xn) ile göster-
ilsin.

Teorem 4.1.5. [21] Herhangi bir X topolojik uzay� ve bu uzaydaki herhangi bir (xn)
dizisi için Λ(xn) ⊂ Θ(xn) dir.

�spat: y ∈ Λ(xn) olsun ve (xnk
) dizisi δ({nk : k ∈ N}) = α > 0 ve limk→∞ xnk

= y
ko³ullar�n� sa§layan (xn) nin bir alt dizisi olsun. U , y nin bir kom³ulu§u olsun. Bu
takdirde sonlu say�da k lar yani k1, k2, k3, . . . , ki0 hariç tüm k lar için xnk

∈ U dur.
Dahas�,

{n ∈ N : xn ∈ U} ⊃ {nk : k ∈ N}\{nk1 , . . . , nki0}

ve böylece

δ({n ∈ N : xn ∈ U}) = limm→∞ sup |{n≤m:xn∈U}|
m

≥ limm→∞ sup |{nk:k∈N}|
m

− 1
m
O(1) ≥ α

2

dir. (Burada kulland�§�m O klasik Landau notasyonudur). Böylece y ∈ Θ(xn) olur ve
ispat tamamlan�r.

Teorem 4.1.6. [21] X bir topolojik uzay ve (xn)n∈N bu uzayda herhangi bir dizi olsun.
Θ(xn) kümesi kapal�d�r.

�spat:y ∈ Θ(xn) ve U , y nin herhangi bir kom³ulu§u olsun. Bir z ∈ U ∩ Θ(xn)
noktas� vard�r. V ⊂ U olacak ³ekilde z nin bir V kom³ulu§unu alal�m. z, Θ(xn) de
oldu§undan,

δ({n ∈ N : xn ∈ V }) > 0

d�r. {n ∈ N : xn ∈ U} ⊃ {n ∈ N : xn ∈ V } oldu§undan,
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δ({n ∈ N : xn ∈ U}) > 0

elde edilir. Böylece y ∈ Θ(xn) dir.

Teorem 4.1.7. [21] (xn)n∈N ve (yn)n∈N , X uzay�nda birer dizi olsunlar. δ({n ∈ N :
xn ̸= yn}) = 0 ise Θ(xn) = Θ(yn) ve Λ(xn) = Λ(yn) dir.

�spat: p ∈ Θ(xn) ve U , p nin bir kom³ulu§u olsun. Bu takdirde δ({n ∈ N : xn ∈
U}) > 0 d�r.Ayr�ca

{n ∈ N : xn ∈ U}\{n ∈ N : xn ̸= yn} ⊆ {n ∈ N : yn ∈ U}

ve δ({n ∈ N : xn ̸= yn}) = 0 oldu§undan ,

δ({n ∈ N : yn ∈ U}) > 0

elde edilir. Böylece p ∈ Θ(yn) olur. Simetri al�narak Θ(yn) ⊂ Θ(xn) oldu§u görülür.
Böylece Θ(xn) = Θ(yn) e³itli§i sa§lan�r.

Λ(xn) = Λ(yn) e³itli§i benzer ³ekilde gösterilir.

Teorem 4.1.8. [21]
K , X uzay�n�n kompakt bir altkümesi olsun bu takdirde δ({n ∈ N : xn ∈ K}) > 0
olacak ³ekilde X deki herbir (xn)n∈N dizisi için K ∩Θ(xn) ̸= ∅ d�r.

�spat: K ∩ Θ(xn) = ∅ olsun.Bu takdirde her y ∈ K için y nin bir Vy kom³ulu§u
vard�r öyleki My = {n ∈ N : xn ∈ Vy} kümesinin yo§unlu§u 0 d�r. K n�n {Vy : y ∈ K}
aç�k örtüsünden K n�n {Vy1 , . . . , Vyj} sonlu altörtüsünü alal�m.

{n ∈ N : xn ∈ K} ⊂ My1∪, · · · ∪Myj

oldu§undan , δ({n ∈ N : xn ∈ K}) = 0 olur ve böylece çeli³ki elde etmi³ oluruz. Bu
takdirde K ∩Θ(xn) ̸= ∅ d�r. Böylece ispat tamamlan�r.
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4.2 Yerel Kat� Riesz Uzay�nda �statistiksel Yak�n-
sakl�k

Bu bölümde yerel kat� Riesz uzaylar�nda istatistiksel τ -yak�nsak, istatistiksel τ -Cauchy
yak�nsak ve istatistiksel τ -s�n�rl� dizi kavramlar�n� ve özelliklerini inceleyece§iz Daha
sonra istatistiksel süreklilik kavram�ndan ve özelliklerinden bahsedece§iz.

Tan�m 4.2.1. [1](�statistiksel τ-Yak�nsakl�k) (X, τ) yerel kat� bir Riesz uzay� ,
(xn) , X uzay�nda bir dizi ve x0 ∈ X olsun. S�f�r�n her U τ -kom³ulu§u için ,

δ({n ∈ N : xn − x0 /∈ U}) = 0

sa§lan�yorsa (xn) dizisi x0 a istatistiksel τ - yak�nsakt�r denir. K�saca stτ−limxn = x0

olarak gösterilir.

Örnek 4.2.1. (R2, ∥.∥) yerel kat� Riesz uzay�n� inceleyelim (∥.∥ norm Öklid normu)
ve (xn) dizisini ³öyle tan�mlayal�m,

xn=
{

(2 + 1
n
, 1 + 3

n
) n ̸= k2 ,k ∈ N

(5, 5) n = k2

Tüm V (ϵ) lar�n Nsol ailesi söyle tan�mlans�n,0 < ϵ ∈ R ve s�f�r taban� (θ = (0, 0))
olmak üzere,

V (ϵ) = {x ∈ R2 : ∥x∥ < ϵ}

x0 = (2, 1) için ,

xn − x0=
{

( 1
n
, 3
n
) n ̸= k2 ,k ∈ N

(3, 4) n = k2

S�f�r�n her U τ - kom³ulu§u ve ϵ > 0 için V (ϵ) ⊆ U olacak ³ekilde V (ϵ) ∈ Nsol
say�lar� vard�r öyleki A sonlu bir küme olmak üzere ,

{n ∈ N : xn − x0 /∈ V (ϵ)} = A ∪ {1, 4, 9, 16, . . . , k2, . . . }

Buradan ,

δ({n ∈ N : xn − x0 /∈ U}) ≤ δ({n ∈ N : xn − x0 /∈ V (ϵ)})
= δ(A) + δ({1, 4, 9, 16, . . . , k2, . . . })
= 0

d�r. Sonuç olarak stτ − limxn = (2, 1) olur.
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Tan�m 4.2.2. [1](�statistiksel τ-S�n�rl� Dizi)
(xn), (X, τ) yerel kat� Riesz uzay�nda bir dizi olsun. S�f�r�n her U τ -kom³ulu§u

için ,

δ({n ∈ N : λxn /∈ U}) = 0

olacak ³ekilde λ > 0 say�lar� varsa (xn) dizisine istatistiksel τ- s�n�rl�d�r denir.

Tan�m 4.2.3. [1](�statistiksel τ-Cauchy Dizisi)
(xn), (X, τ) yerel kat� Riesz uzay�nda bir dizi olsun. S�f�r�n her U τ -kom³ulu§u

için ,

δ({n ∈ N : xn − xk /∈ U}) = 0

olacak ³ekilde k ∈ N say�lar� varsa (xn) dizisine istatistiksel τ-Cauchy dizisi denir.

Teorem 4.2.1. (X, τ) bir Hausdorf yerel kat� bir Riesz uzay� olsun.(xn) ve (yn) , X
uzay�nda birer dizi olsunlar. A³a§�daki ifadeler sa§lan�r:

(a) stτ − limxn = x1 ve stτ − limxn = x2 ise x1 = x2 dir.
(b) stτ − limxn = x ise ∀α ∈ R için stτ − limαxn = αx dir.
(c) stτ − limxn = x ve stτ − lim yn = y ise stτ − lim(xn + yn) = x+ y dir.

�spat:(a)
U , s�f�r�n herhangi bir τ -kom³ulu§u olsun. Bu takdirde V ⊆ U olacak ³ekilde bir
V ∈ Nsol vard�r. Önerme 1.1.4 ün

(c) özelli§inden W+W ⊆ V olacak ³ekilde bir W ∈ Nsol seçebiliriz. stτ−limxn =
x1 ve stτ − limxn = x2 oldu§undan

K1 = {n ∈ N : xn − x1 ∈ W}

ve

K2 = {n ∈ N : xn − x2 ∈ W}

olacak ³ekilde bir δ(K1) = δ(K2) = 1 vard�r.
K = K1 ∩K2 olsun. ∀n ∈ K için ,

x1 − x2 = x1 − xn + xn − x2 ∈ W +W ⊆ V ⊆ U
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Böylece s�f�r�n her U τ -kom³ulu§u için x1 − x2 ∈ U . (X, τ) Hausdor� uzay� oldu§un-
dan , s�f�r�n tüm U τ -kom³uluklar�n�n kesi³imi tek nokta kümesi {θ} d�r. Buradan
x1 − x2 = θ d�r. Böylece x1 = x2 elde edilir.

�spat (b): stτ − limxn = x ve U , s�f�r�n key� bir τ -kom³ulu§u olsun. Bu takdirde
V ⊆ U olacak ³ekilde bir V ∈ Nsol vard�r. stτ − limxn = x oldu§undan ,

δ({n ∈ N : xn − x ∈ V }) = 1

|α| ≤ 1 olsun.V dengeli küme oldu§undan , xn−x ∈ V olmas� α(xn−x) ∈ V olmas�n�
gerektirir. Bu takdirde,

{n ∈ N : xn − x ∈ V } ⊆ {n ∈ N : αxn − αx ∈ V } ⊆ {n ∈ N : αxn − αx ∈ U}.

dur. Böylece s�f�r�n her U τ -kom³ulu§u için,

δ({n ∈ N : αxn − αx ∈ U} = 1

elde edilir. �imdi de |α| > 1 ve ⌈|α|⌉, |α| dan büyük veya e³it en küçük tamsay� olsun.
.⌈|α|⌉W ⊆ V olacak ³ekilde bir W ∈ Nsol vard�r. stτ − limxn = x oldu§undan ,

K = {n ∈ N : xn − x ∈ W}

olacak ³ekilde δ(K) = 1 vard�r. Bu takdirde ∀n ∈ K için,

|αx− αxn| = |α||x− xn| ≤ ⌈|α|⌉|x− xn| ∈ ⌈|α|⌉W ⊆ V ⊆ U

olur. V kat�(solid) oldu§undan αx−αxn ∈ V dir. Böylece ∀n ∈ K için αx−αxn ∈ U
olur. Bu takdirde s�f�r�n her U τ -kom³ulu§u için ,

δ({n ∈ N : αx− αxn ∈ U}) = 1

elde ederiz. Bu takdirde ∀α ∈ R için stτ − limαxn = αx olur ve ispat tamamlan�r.

�spat (c):U , s�f�r�n key� bir τ -kom³ulu§u olsun. Bu takirde V ⊆ U olacak ³ekilde
bir V ∈ Nsol vard�r. W +W ⊆ V olacak ³ekilde ba³ka bir W ∈ Nsol seçelim.stτ −
limxn = x ve stτ − lim yn = y oldu§undan,

K1 = {n ∈ N : xn − x ∈ W}

ve

K2 = {n ∈ N : yn − y ∈ W}

olacak ³ekilde bir δ(K1) = δ(K2) = 1 vard�r. K = K1 ∩ K2 olsun. Bu takdirde
δ(K) = 1 ve ∀n ∈ K için ,
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(xn + yn)− (x+ y) = (xn − x) + (yn − y) ∈ W +W ⊆ V ⊆ U.

Böylece,

δ({n ∈ N : (xn + yn)− (x+ y) ∈ U}) = 1

elde ederiz. U key� oldu§undan stτ − lim(xn + yn) = x+ y olur ve ispat tamamlan�r.

Teorem 4.2.2. (X, τ) yerel kat� Riesz uzay�ndaki bir (xn) dizisi istatistiksel τ -yak�nsak
ise istatistiksel τ -s�n�rl�d�r.

�spat:(xn) dizisi x0 ∈ X noktas�na istatistiksel τ -yak�nsak olsun. U , s�f�r�n key�
bir τ -kom³ulu§u olsun. Bu takdirde V ⊆ U olacak ³ekilde bir V ∈ Nsol vard�r. W +
W ⊆ V olacak ³ekilde bir W ∈ Nsol seçebiliriz. stτ − limxn = x0 oldu§undan ,

K = {n ∈ N : xn − x0 /∈ W}

olacak ³ekilde bir δ(K) = 0 vard�r. W so§ur§an oldu§undan µx0 ∈ W olacak ³ekilde
bir µ > 0 vard�r.λ ≤ 1 ve λ ≤ µ olsun. W kat�(solid) ve |λx0| ≤ |µx0| oldu§undan
λx0 ∈ W dir. W dengeli oldu§undan , xn − x0 ∈ W olmas� λ(xn − x0) ∈ W olmas�n�
gerektirir.∀n ∈ N\K için ,

λxn = λ(xn − x0) + λx0 ∈ W +W ⊆ V ⊆ U

olur. Böylece ,

δ({n ∈ N : λxn /∈ U}) = 0

elde ederiz. Sonuç olarak , (xn) dizisi istatistiksel τ -s�n�rl�d�r.

Teorem 4.2.3. (X, τ) yerel kat� Riesz uzay�ndaki bir (xn) dizisi istatistiksel τ -yak�nsak
ise istatistiksel τ -Cauchy dir.

�spat:(xn) dizisi x0 ∈ X noktas�na istatistiksel τ -yak�nsak olsun. U , s�f�r�n key�
bir τ -kom³ulu§u olsun. Bu takdirde V ⊆ U olacak ³ekilde bir V ∈ Nsol vard�r.W +
W ⊆ V olacak ³ekilde bir W ∈ Nsol seçebiliriz. stτ − limxn = x0 oldu§undan ,

K = {n ∈ N : xn − x0 /∈ W}

olacak ³ekilde bir δ(K) = 0 vard�r. ∀k, n ∈ N\K için ,

xn − xk = xn − x0 + x0 − xk ∈ W +W ⊆ V ⊆ U

oldu§undan
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{n ∈ N : xn − xk /∈ U} ⊆ K

Bu takdirde s�f�r�n her U τ -kom³ulu§u için,

δ({n ∈ N : xn − xk /∈ U}) = 0

olacak ³ekilde k ∈ N say�lar� vard�r. Buradan (xn) dizisinin istatistiksel τ -Cauchy
dizisi oldu§u görülür. Böylece ispat tamamlan�r.

Teorem 4.2.4. (X, τ) yerel kat� bir Riesz uzay� olsun ve ∀n ∈ N için xn ≤ yn ≤ zn
olacak ³ekilde (xn),(yn) ve (zn), X uzay�nda birer dizi olsunlar. E§er stτ − limxn =
stτ − lim zn = a ise bu takdirde stτ − lim yn = a d�r.

�spat: U , s�f�r�n key� bir τ -kom³ulu§u olsun.Buhalde V ⊆ U olacak ³ekilde bir
V ∈ Nsol vard�r.W +W ⊆ V olacak ³ekilde bir W ∈ Nsol seçebiliriz. stτ − limxn =
stτ − lim zn = a oldu§undan ,

K1 = {n ∈ N : xn − a ∈ W}

ve

K2 = {n ∈ N : zn − a ∈ W}

olacak ³ekilde bir δ(K1) = δ(K2) = 1 vard�r.K = K1 ∩K2 olsun.∀n ∈ K için,

xn ≤ yn ≤ zn

xn − a ≤ yn − a ≤ zn − a

|yn − a| ≤ |xn − a|+ |zn − a| ∈ W +W ⊆ V

V kat�(solid) oldu§undan ,∀n ∈ K

yn − a ∈ V ⊆ U

dur. Bu takdirde s�f�r�n her U τ -kom³ulu§u için ,

δ({n ∈ N : yn − a ∈ U}) = 1

olaca§�ndan stτ − lim yn = a elde edilir ve ispat tamamlan�r.
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�imdi yerel kat� Riesz uzaylar�nda istatistiksel süreklilik kavram�ndan ve özellik-

lerini inceleyelim.

Tan�m 4.2.4. [1](�statistiksel Süreklilik)
(X1, τ1) ve (X2, τ2) yerel kat� Riesz uzay� ve A ⊂ X1 olsun . f : A → X2 bir fonksiyon
olmak üzere bir x0 ∈ A noktas�nda stτ1 − limxn = x0 olmas� X2 uzay�nda stτ2 −
lim f(xn) = f(x0) olmas�n� gerektiriyorsa f fonksiyonu x0 noktas�nda istatistiksel
süreklidir denir.

Teorem 4.2.5. (X1, τ1) ve (X2, τ2) yerel kat� Riesz uzay� olsun.f : (X1, τ1) → (X2, τ2)
fonksiyonu düzgün sürekli ise f istatistiksel süreklidir.

�spat:f : (X1, τ1) → (X2, τ2) fonksiyonu düzgün sürekli olsun ve X1 de stτ1 −
limxn = x0 sa§lans�n. X1 ve X2 nin s�f�rlar� s�ras�yla θ1 ve θ2 ile gösterilsin. V , θ2
nin key� bir τ2-kom³ulu§u olsun. f düzgün sürekli oldu§undan ,

x− y ∈ W ⇒ f(x)− f(y) ∈ V (1)

olacak ³ekilde θ1 in W τ1-kom³uluklar� vard�r. stτ1 − limxn = x0 oldu§undan,

K = {n ∈ N : xn − x0 ∈ W}

olacak ³ekilde δ(K) = 1 vard�r. (1) den ∀n ∈ K için

f(xn)− f(x0) ∈ V.

olur. Böylece

K ⊆ {n ∈ N : f(xn)− f(x0) ∈ V }

elde ederiz. Bu takdirde

δ({n ∈ N : f(xn)− f(x0) ∈ V }) = 1

olur. Böylece stτ2 − lim f(xn) = f(x0) olur. Buda f nin istatistiksel sürekli oldu§unu
gösterir.
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Teorem 4.2.6. (X, τ) yerel kat� bir Riesz uzay� olsun. A³a§�daki dönü³ümler istatis-
tiksel süreklidir.

(a) (X, τ)× (X, τ) → (X, τ); (x, y) 7→ x ∨ y
(b) (X, τ)× (X, τ) → (X, τ); (x, y) 7→ x ∧ y
(c)(X,τ) → (X, τ);x 7→ |x|
(d)(X,τ) → (X, τ);x 7→ x−

(e)(X,τ) → (X, τ);x 7→ x+

�spat (a):stτ×τ − lim(xn, yn) = (x, y) ve U , X uzay�nda s�f�r�n key� bir τ -
kom³ulu§u olsun. Bu takdirde V ⊆ U olacak ³ekilde bir V ∈ Nsol vard�r. W +W ⊆ V
olacak ³ekilde bir W ∈ Nsol seçebiliriz. stτ×τ − lim(xn, yn) = (x, y) oldu§undan ,

K = {n ∈ N : (xn − x, yn − y) ∈ W ×W}

olacak ³ekilde δ(K) = 1 vard�r. Ayr�ca ∀n ∈ K için ,

|xn ∨ yn − x ∨ y| ≤ |xn − x|+ |yn − y| ∈ W +W ⊆ V

dir. V kat� oldu§undan ∀n ∈ K için xn ∨ yn − x ∨ y ∈ V dir. Bu takdirde

{n ∈ N : xn ∨ yn − x ∨ y ∈ U} ⊇ K

elde edilir. Ve böylece

δ({n ∈ N : xn ∨ yn − x ∨ y ∈ U}) = 1

olur. Sonuç olarak stτ − lim(xn ∨ yn) = x ∨ y dir.

�spat(b): U , s�f�r�n key� bir τ -kom³ulu§u olsun. Bu takdirde V ⊆ U olacak ³ekilde
bir V ∈ Nsol vard�r.W + W ⊆ V olacak ³ekilde bir W ∈ Nsol seçebiliriz. stτ×τ −
lim(xn, yn) = (x, y) oldu§undan ,

K = {n ∈ N : (xn − x, yn − y) ∈ W ×W}

olacak ³ekilde δ(K) = 1 vard�r.∀n ∈ K için ,

|xn ∧ yn − x ∧ y| = | − [(−xn) ∨ (−yn)] + [(−x) ∨ (−y)]|
≤ |(−x)− (−xn)|+ |(−y)− (−yn)|
= |xn − x|+ |yn − y| ∈ W +W ⊆ V

V kat� oldu§undan ∀n ∈ K için xn ∧ yn − x ∧ y ∈ V dir. Böylece,
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δ({n ∈ N : xn ∧ yn − x ∧ y ∈ U}) = 1

elde ederiz. Bu takdirde stτ − lim(xn ∧ yn) = x ∧ y dir.

�spat (c): U , s�f�r�n key� bir τ -kom³ulu§u olsun. Bu takdirde V ⊆ U olacak
³ekilde bir V ∈ Nsol vard�r. W + W ⊆ V olacak ³ekilde bir W ∈ Nsol seçebiliriz.
stτ − limxn = x ∈ X olsun. Bu takdirde,

K = {n ∈ N : xn − x ∈ W}

olacak ³ekilde δ(K) = 1 vard�r.∀n ∈ K için ,

||xn| − |x|| = |[xn ∨ (−xn)]− [x ∨ (−x)]|
≤ |xn − x|+ |(−xn)− (−x)| ∈ W +W ⊆ V

dir. V kat� oldu§undan ∀n ∈ K için |xn| − |x| ∈ V dir. Böylece,

δ({n ∈ N : |xn| − |x| ∈ U}) = 1

elde ederiz. Bu takdirde stτ − lim |xn| = |x| dir.

�spat(d): U , s�f�r�n key� bir τ -kom³ulu§u olsun. Bu takdirde V ⊆ U olacak ³ekilde
bir V ∈ Nsol vard�r. stτ − limxn = x olsun. Bu takdirde,

K = {n ∈ N : xn − x ∈ V }

olacak ³ekilde δ(K) = 1 vard�r. ∀n ∈ K için,

|x−
n − x−| = |[(−xn) ∨ 0]− [(−x) ∨ 0] ≤ |(−xn)− (−x)|+ |0− 0|

= |x− xn| ∈ V

dir. V kat� oldu§undan ∀n ∈ K için x−
n − x− ∈ V dir. Böylece,

δ({n ∈ N : x−
n − x− ∈ U}) = 1,

elde ederiz. Bu takdirde stτ − limx−
n = x− dir.

�spat(e): U , s�f�r�n key� bir τ -kom³ulu§u olsun. Bu takdirde V ⊆ U olacak ³ekilde
bir V ∈ Nsol vard�r.stτ − limxn = x olsun. Bu takdirde,

K = {n ∈ N : xn − x ∈ V }
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olacak ³ekilde δ(K) = 1 vard�r. ∀n ∈ K için,

|x+
n − x+| = |(xn ∨ 0)− (x ∨ 0) ≤ |xn − x|+ |0− 0|

= |xn − x| ∈ V

dir. V kat� oldu§undan ∀n ∈ K için x+
n − x+ ∈ V dir. Böylece ,

δ({n ∈ N : x+
n − x+ ∈ U}) = 1,

elde edilir. Bu takdirde stτ − limx+
n = x+ dir.
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4.3 Yerel Kat� Riesz Uzay�nda Lacunary �statistik-
sel Yak�nsakl�k

Bu k�s�mda, yerel kat� Riesz uzay� çerçevesinde lacunary istatistiksel τ -yak�nsakl�k,

lacunary istatistiksel τ - s�n�rl�l�k ve lacunary istatistiksel τ -Cauchy dizisi kavramlar�

ve özelikleri incelenecektir.

Bu k�s�mda yerel kat� Riesz uzay� LSR-uzay� ³ekilde kullan�lacakt�r.

Tan�m 4.3.1. [22](Lacunary �statistiksel τ- Yak�nsakl�k) (X, τ) bir LSR-uzay�
ve θ bir lacunary dizisi olsun. x = (xj), X uzay�nda bir dizi olsun. S�f�r�n her U
τ -kom³ulu§u için KU = {j ∈ N : xj − l /∈ U} olmak üzere δθ(KU) = 0 oluyorsa yani,

limr→∞
1
hr
|{j ∈ Ir : xj − l /∈ U}| = 0

ise x = (xj) dizisi, l ∈ X e lacunary istatistiksel τ -yak�nsakt�r denir ve Sθ(τ)−limx =
l biçiminde yaz�l�r.

Tan�m 4.3.2. [22](Lacunary �statistiksel τ-S�n�rl� Dizi) (X, τ), LSR-uzay�nda
bir dizi ve θ lacunary dizisi ve x = (xj), X de bir dizi olsun. S�f�r�n her U τ -kom³ulu§u
için,

δθ({j ∈ N : λxj /∈ U}) = 0

yani,

limr→∞
1
hr
|{j ∈ Ir : λxj /∈ U}| = 0

olacak ³ekilde λ > 0 say�lar� varsa x dizisine lacunary istatistiksel τ -s�n�rl�d�r denir.

Tan�m 4.3.3. [22](Lacunary �statistiksel τ-Cauchy Dizisi) (X, τ) bir LSR-
uzay�, θ bir lacunary dizisi ve x = (xj), X de bir dizi olsun. S�f�r�n her U τ -kom³ulu§u
için,

limr→∞
1
hr
|{j ∈ Ir : xj − xp /∈ U}| = 0
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olacak ³ekilde p ∈ N say�s� varsa x = (xj) dizisine lacunary istatistiksel τ -Cauchy
dizisi denir.

Teorem 4.3.1. (X, τ) bir Hausdor� LSR-uzay� ve θ bir lacunary dizisi olsun. x =
(xj) ve y = (yk), X uzay�nda birer dizi olsunlar. A³a§�daki ifadeler sa§lan�r:

(i) Sθ(τ)− limj xj = l1 ve Sθ(τ)− limj xj = l2 ise l1 = l2
(ii) Sθ(τ)− limj xj = l ise Sθ(τ)− limj αxj = αl, α ∈ R
(iii) Sθ(τ)− limj xj = l ve Sθ(τ)− limj yj = µ ise Sθ(τ)− limj(xj + yj) = l + µ

�spat (i)
Sθ(τ)−limj xj = l1 ve Sθ(τ)−limj xj = l2 oldu§unu varsayal�m. U , s�f�r�n herhangi bir
τ -kom³ulu§u olsun. Bu takdirde V ⊆ U olacak ³ekilde V ∈ Nsol vard�r. W +W ⊆ V
olacak ³ekilde bir W ∈ Nsol seçelim.

K1 = {j ∈ N : xj − l1 ∈ W},
K2 = {j ∈ N : xj − l2 ∈ W},

olsun. Sθ(τ) − limj xj = l1 ve Sθ(τ) − limj xj = l2 oldu§undan δθ(K1) = δθ(K2) = 1
dir. Bu takdirde δθ(K1 ∩K2) = 1 ve özel olarak K1 ∩K2 ̸= ∅ dir. j ∈ K1 ∩K2 olsun.
Bu takdirde,

l1 − l2 = l1 − xj + xj − l2 ∈ W +W ⊆ V ⊆ U

dur. Böylece s�f�r�n her U τ -kom³ulu§u için, l1−l2 ∈ U dur. (X, τ) Hausdor� oldu§un-
dan s�f�r�n tüm U τ -kom³uluklar�n�n kesi³imi tek nokta kümesi {Θ} d�r. Buradan
l1 − l2 = Θ olur, yani l1 = l2 dir.

�spat(ii) U , s�f�r�n key� bir τ -kom³ulu§u ve Sθ(τ)− limj xj = l olsun. Bu takdirde
V ⊆ U olacak ³ekilde V ∈ Nsol vard�r. Ayr�ca

limr→∞
1
hr
|{j ∈ Ir : xj − l ∈ V }| = 1

dir. V dengeli oldu§undan, |α| ≤ 1 olmak üzere her bir α ∈ R için xj − l ∈ V olmas�
α(xj − l) ∈ V olmas�n� gerektirir. Bu takdirde,

{j ∈ N : xj − l ∈ V } ⊆ {j ∈ N : αxj − αl ∈ V }
⊆ {j ∈ N : αxj − αl ∈ U}

olur. Böylece s�f�r�n her U τ -kom³ulu§u için,
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limr→∞
1
hr
|{j ∈ Ir : αxj − αl ∈ U}| = 1

elde edilir.
�imdi, |α| > 1 ve [|α]|, |α| ya e³it yada büyük en küçük tamsay� olsun. [|α|]W ⊆ V
olacak ³ekilde W ∈ Nsol vard�r. Sθ(τ)− limj xj = l oldu§undan,

K = {j ∈ N : xj − l ∈ W}

kümesinin θ-yo§unlu§u s�f�rd�r. Dolay�s�yla,

|αl − αxj| = |α||l − xj| ≥ [|α|]|l − xj| ∈ [|α|]W ⊆ V ⊆ U

dur. V kat� oldu§undan, αl−αxj ∈ V dir. Buradan αl−αxj ∈ U dur. Böylece s�f�r�n
her U τ -kom³ulu§u için ,

limr→∞
1
hr
|{j ∈ Ir : αxj − αl ∈ U}| = 1

dir. Buradan Sθ(τ)− limj αxj = αl olur.

�spat(iii): U s�f�r�n key� bir τ -kom³ulu§u olsun. Bu takdirde V ⊆ U olacak ³ekilde
V ∈ Nsol vard�r. W +W ⊆ V olacak ³ekilde W ∈ Nsol seçebiliriz. Sθ(τ)− limj xj = l
ve Sθ(τ)− limj yj = µ oldu§undan,

H1 = {j ∈ N : xj − l ∈ W},
H2 = {j ∈ N : yj − µ ∈ W}

olmak üzere δθ(H1) = δθ(H2) = 1 dir. H = H1 ∩H2 olsun. Bu takdirde δθ(H) = 1 ve

(xj + yj)− (l + µ) = (xj − l) + (yj − µ) ∈ W +W ⊆ V ⊆ U

dur. Böylece,

limr→∞
1
hr
|{j ∈ Ir : (xj + yj)− (l + µ) ∈ U}| = 1

dir. U key� oldu§undan, Sθ(τ)− limj(xj + yj) = l + µ dir.

Teorem 4.3.2. (X, τ) bir LSR-uzay� ve θ bir lacunary dizisi olsun. Bir x = (xj)
dizisi lacunary istatistiksel τ -yak�nsak ise lacunary istatistiksel τ -s�n�rl�d�r.

�spat:Bir x = (xj) dizisi bir l ∈ X noktas�na lacunary istatistiksel τ -yak�nsak
oldu§unu varsayal�m. U , s�f�r�n key� bir τ -kom³ulu§u olsun. Bu takdirde V ⊆ U
olacak ³ekilde V ∈ Nsol vard�r. W +W ⊆ V olacak ³ekilde bir W ∈ Nsol seçebiliriz.
Sθ(τ)− limj→∞ xj = l oldu§undan,

K = {j ∈ N : xj − l /∈ W}
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kümesinin θ-yo§unlu§u s�f�rd�r. W so§ur§an oldu§undan λl ∈ W olacak ³ekilde λ > 0
vard�r. α ≤ 1 ve α ≤ λ olsun. W kat� ve |αl| ≤ |λl| oldu§undan αl ∈ W dir. W dengeli
oldu§undan, xj − l ∈ W olmas� α(xj − l) ∈ W olmas�n� gerektirir. Bu takdirde, her
bir j ∈ N\K

αxj = α(xj − l) + αl ∈ W +W ⊆ V ⊆ U

dur. Böylece

limr→∞
1
hr
|{j ∈ Ir : αxj /∈ U}| = 0

olur. Ohalde (xj) lacunary istatistiksel τ -s�n�rl�d�r. Böylece teoremin ispat� tamam-
lan�r..

Teorem 4.3.3. (X, τ) bir LSR-uzay� ve θ bir lacunary dizisi olsun. E§er (xj), (yj)
ve (zj) dizileri,

(i) ∀j ∈ N için xi ≤ yj ≤ zj
(ii) Sθ(τ)− limj xj = l = Sθ(τ)− limj zj

³artlar�n� sa§l�yorsa Sθ(τ)− limj yj = l dir.

�spat: U , s�f�r�n key� bir kom³ulu§u olsun. Bu takdirde V ⊆ U olacak ³ekilde
V ∈ Nsol vard�r. W +W ⊆ V olacak ³ekilde bir W ∈ Nsol seçebiliriz. (ii) den

A = {j ∈ N : xj − l ∈ W}
B = {j ∈ N : zj − l ∈ W}

olmak üzere δθ(A) = δθ(B) = 1 dir. Ayr�ca δθ(A ∩B) = 1 ve (i) den ∀j ∈ N için,

xj − l ≤ yj − l ≤ zj − l

dir. Buradan ∀j ∈ A ∩B için ,

|yj − l| ≤ |xj − l|+ |zj − l| ∈ W +W ⊆ V

elde ederiz. V kat� oldu§undan, yj−l ∈ V ⊆ U dur. Bu halde s�f�r�n her U τ -kom³ulu§u
için,

limr→∞
1
hr
|{j ∈ Ir : yj − l ∈ U}| = 1

dir. Böylece, Sθ(τ)− limj yj = l olur. Bu da teoremin ispat�n� tamamlar.
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Teorem 4.3.4. (X, τ) bir LSR-uzay� ve θ bir lacunary dizisi olsun. Bir x = (xj)
dizisi lacunary istatistiksel τ -yak�nsak ise bu dizi lacunary istatistiksel τ -Cauchy dir.

�spat: Sθ(τ) − limj→∞ xj = l ve U s�f�r�n key� bir τ -kom³ulu§u olsun. V ⊆ U
olacak ³ekilde V ∈ Nsol vard�r. W +W ⊆ V olacak ³ekilde bir W ∈ Nsol seçebiliriz.
Bu takdirde,

limr→∞
1
hr
|{j ∈ Ir : yj − l /∈ U}| = 0

d�r. Ayr�ca

K = {j ∈ N : xj − l /∈ W}

olmak üzere ∀j, p ∈ N\K için

xj − xp = xj − l + l − xp ∈ W +W ⊆ V ⊆ U

dur. Dolay�s�yla,

{j ∈ N : xj − xp /∈ U} ⊆ K

d�r. S�f�r�n her bir U τ -kom³ulu§u için, ∀j, p ≥ N için,

limr
1
hr
{j ∈ Ir : xj − xp /∈ U} = 0

olacak ³ekilde N ∈ N vard�r.Buradan (xj) dizisi lacunary istatistiksel τ -Cauchy oldu§u
görülür. Böylece teoremin ispat� tamamlan�r.
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Sonuç

Bu çal�³man�n ilk bölümlerinde, klasik analizdeki yak�nsakl�k, Cauchy yak�nsakl�k,
limit ve y�§�lma noktalar� kavramlar�n�n istatistiksel yak�nsaktaki kar³�l�klar� ince-
lendi. Daha sonraki bölümlerde ise istatistiksel yak�nsakl�§�n son zamanlarda çal�³�lan
konular�na a§�rl�k verildi. Bu nedenle bu çal�³ma ayn� zamanda istatistiksel yak�nsak-
l�§�n günümüze kadarki tarihi geli³imini de göstermektedir.
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