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OZET

Bu tez dort bolimden olusmaktadir. Birinci bdliim giris kismma ayrilmistir. ikinci
boliimde yogunluk, istatistiksel yakimsaklik ve istatistiksel Cauchy yakisak dizilerin
kavramlar1 verildi. Ayrica lacunary istatistiksel yakinsaklik kavrami ve istatistiksel
yakinsaklikla arasindaki icerme teoremleri incelenmistir. Ugiincii bdliimde topolojik
gruplarda istatistiksel yakinsaklik ve lacunary istatistiksel yakinsaklik kavramlari
verildi. Son boliimde topolojik uzaylarda ve yerel kati1 Riesz uzaylarinda istatistiksel
yakinsaklik verildi. Ayrica yerel kat1 Riesz uzaylarda lacunary istatistiksel yakimsaklik

incelendi.
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ABSTRACT

The thesis consists of four chapters. The first chapter is devoted to the introduction. In
the second chapter, the concepts of denstiy, statistically convergent sequence and
statistically Cauchy sequence are given and also the concepts of lacunary statistically
convergent sequence and some inclusion theorems between lacunary statistical
convergence and statistical convergence are concerned . In the third chapter, statistical
and lacunary statistical convergence in topological groups are given . In the last
chapter, statistical convergence in topology and on locally solid Riesz spaces are given.

Also lacunary statistical convergence in locally solid Riesz spaces is concerned.
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Giris

Klasik analizdeki adi yakinsaklik kavramindan sonra bircok yakinsaklik kavramlar:
ortaya cikmigtir. Yeni yakinsaklik kavramlarindan biri olan istatistiksel yakinsak-
lik ilk olarak 1949 yilinda Steinhaus tarafindan Polonya’da yapilan bir konferansta
tanitilmigtir. Daha sonra Fast (1951) tarafindan geligtirilmigtir. Fridy (1985) istatis-
tiksel yakinsak dizi ve istatistiksel Cauchy dizisi kavramlarinin denkligini gosterip
toplanabilme metodunda istatistiksel yakinsakligi incelemigtir. Fridy (1993) istatis-
tiksel limit noktasinin ve istatistiksel yigilma noktasinin tanim ve o6zeliklerini ver-
migtir. Lacunary istatistiksel yakinsaklik kavrami Fridy ve Orhan (1993) tarafindan
incelenmistir. Topolojik gruplarda lacunary istatistiksel yakinsak H. Cakalli (1995) iiz-
erine ¢aligma yapmistir. Daha sonra H. Cakalli (1996) topolojik gruplarda istatistiksel
yakinsakligi incelemigtir. Giuseppe Di Maio ve Ljubisa D.R.Kocinac (2008) topolojik
uzaylarda istatistiksel yakinsaklik kavrami iizerine ¢aligma yapmigtir. Topolojik vek-
tor uzayi olan yerel kati1 Riesz uzaylarinda istatistiksel yakinsaklik H. Albayrak ve
Serpil Pehlivan (2012) tarafindan, yerel kat1 Riesz uzaylarinda lacunary istatistiksel

yakinsaklik ise SA. Mohiuddine ve M.Alghamdi (2012) tarafindan incelendi.



Bolum 1

Genel Bilgiler

Bu béliimde konuyla ilgili daha sonraki béliimlerde kullanilacak olan temel tanim ve

teoremler verilecektir.

1.1 Temel Tanim ve Teoremler

Tamim 1.1.1. [4](Dizz)

Tanim kiimesi N dogal sayilar kiimesi olan fonksiyona dizt denir. Diziler deger kiimeler-
ine gore adlandirilirlar. Eger dizinin deger kiimesi R reel sayilar kiimesi ise diziye
reel terimli dizi , Q rasyonel sayilar kimesi olan diziye rasyonel terimli dizi denir ve

x = (zx) : N = R seklinde tanimlanar.

Tamim 1.1.2. [19](Lacunary Dizisi) 0 = {k.}, pozitif tamsayilarn artan bir dizisi
olsun. ko = 0 olmak tizere r — oo i¢in h, = k, — k,_1 — o0 ise 0 = {k,} dizisine
lacunary dizisi denir.

Burada 0 = {k.} lacunary dizisi ile belirlenen araliklar I, = (k,_1, k,] ile ve q. =

kfil tle gosterlecektir.




Tamim 1.1.3. [4](Swnerls Dizi) (xy) dizisi verilmis olsun . Eger Vk € N igin

olacak sekilde bir K pozitif reel sayisi varsa (xy) dizisine sinrly dizi denir.

Tamim 1.1.4. [4](Yakwnsak Dizi)
(x) bir reel sayi dizisi ve x € R olsun.Ne > 0 igin ,k > ko oldugunda | — x| < €

kalacak sekilde ko € N bulunabiliyorsa (zy) dizisi v e yakinsaktir denir ve
limzy, =z veya (vg) — @

seklinde gdsterilir.

Tanim 1.1.5. [4] (Cauchy Dizisi)
(xk) bir reel sayu dizisi olsun .(xy) bir Cauchy dizisidir < Ve > 0 igin bir kg € N

vardwr oyleki t,k > ko i¢cin

|z — x| < e

Tamim 1.1.6. [5](A¢ik Ve Kapals Kiime)
X bir metrik uzay ve A C X olsun .Her x € A i¢in D(x;r) C A olacak sekilde bir
r pozitif sayist varsa A, X de agiktir denir. Timleyeni acik olan kiimeye kapali kiime

denir.



Tamim 1.1.7. [5](Lineer Uzay)
X bos olmayan bir kiime ve F' , reel yada kompleks saylar cismi olsun. Asagidaki

sartlar saglamyorsa X e F tzerinde lineer uzay (veya vektor uzayi) denir.

A) X + iglemine gore degismeli bir gruptur. Yani,

GiNz,y € X icin v +y € X dir.(kapallik 6zelligi)

G2Nz,y,z € X iginz+ (y + 2) = (x +y) + 2 dir.(birlesme zelligi)

G3Nz € X igin x +0=0+x =z olacak gekilde 0 € X vardzr.(ézde;s elemanin
varhg)

G4)Nx € X igin v+ (—x) = (—x) + = = 0 olacak sekilde —x € X vardir.(ters
elemanin varlg)

GoNz,y € X igin v +y =y + x dir.(degisme ozelligi)

B) z,y € X ve a, B € F olmak iizere asagidaki sartlar saglanr:

L1)ax € L dir.

L2)a(z+vy) = ax + ay dir

L3)(a+ B)xr = ax + Pxdir

Li)(af)x = aBz)dir

L5)l.x = x dir.(Burada 1,F nin birim elemanidar)

Tanim 1.1.8. [5](Topolojik Uzay)

X bos olmayan bir kiime ve 7, X in altkimelerinin bir ailesi olsun.

(i) X eTveler,
(i1) T ya ait keyfi sayrdaki kiimenin birlegimi T ya aittir.

(111)7 ya ait iki kimenin arakesiti T ya aittir.



sartlary saglanwyorsa T ya , X i¢in bir topologi ve (X, T) ¢iftine de topolojik uzay

denir.

Tanim 1.1.9. [20] (Komguluklar)

Bir (X, 1) uzayinda bir x € X dgesi ile V- C X alt kiimesini goz onine alalim. Eger

zeT CV

biciminde bir T ac¢igr varsa V' kiimesine x noktasinin 7 topolojisine gore bir

komsgulugu ya da bir T-komgulugu denir.

Bir (X, T) uzayinda bir x noktasinan tim komsuluklar ailesi B(x) ile gosterilecektir.

Onerme 1.1.1. [20]
Bir (X, 7) uzayindaki bir x noktasimn B(x) komsuluklar ailesinin asagudaki ézellikleri

vardr.

Ky) B(z) ailesi bos degildir ve her V € B(x) i¢in x € V olur.

(K1)
(Ks) Her Vi € B(x) ve her Vo € B(x) igin Vi (| Va € B(x) olur.
(K3) Her V € B(x) ve her V. C U i¢in U € B(x) olur.

(K4)

K,) Eger V€ B(z) ise her y € W i¢in V € B(y) olacak bi¢imde bir W € B(x)

ogest vardar.

Tanim 1.1.10. [20] (Komguluk Tabanz)
Bir (X, 1) uzay ile bunun keyfi bir x noktasi verilsin . Bu noktanin B(x) komsuluklar

ailesinin bir o(x) alt ailesini goz onine alalim . Eger VV € B(x) igin U C V olacak



bigimde bir U € o(x) var ise o(z) ailesine x noktasimn bir T— komguluk tabana

denir.

Tamim 1.1.11. [20](Birinci Saylabilir Uzay)
Bir (X, 1) uzayinda alinan her v € X noktasinin sayilabilir bir komsuluklar taban:

varsa (X, 1) uzayma birtnci sayilabilir topolojik uzay denir.

Onerme 1.1.2. [20]

Birinci saydabilir bir (X, 7) uzayindaki her x noktasinin sayilabilir ve i¢ ige bir

komsuluklar tabant vardar.

Tamim 1.1.12. [20](Hausdorff Uzay)
Bir (X,7) uzaywmn farkly her x ve y noktalarinin ayrik birer komsulugu varsa bu

uzaya Ty uzayr yada Hausdorff uzayr denir.

Onerme 1.1.3. [20]

Bir Hausdorff uzayinda yakinsak her dizinin limiti tektir.



Tamim 1.1.13. [1](Topolojik Vektor Uzayr)

7, bir X reel vektor uzay tzerinde bir topoloji olsun.

+ X XX = X;(x,y) > x+y

*Rx X — X;(\z) = Az

tanimlanan fonksiyonlar T topolojisine gore sirekli ise T ya lineer topoloji , (X, 1)

ikilisine de topolojik vektor uzayr denir.

Onerme 1.1.4. 1] Bir X wvektor uzay: tzerinde tanimle her lineer T topolojisinin,

sifirin komsuluklarinda asaqidaki 6zelikleri saglayan bir N tabana vardur:

a)NVV € N dengeli bir kiimedir yani Vo € V ve |\ < 1,VA € R i¢in Az € V' dir.
bVV € N sogurgan bir kiimedir yani Vx € X igin \x € V' olacak sekilde bir A > 0
vardir

c)Her bir V€ N i¢in W+ W CV olacak sekilde bircok W € N vardar.

Tanim 1.1.14. [1]
X reel vektor uzayr ve <, bu uzayda kismu siralama bagintist olsun. Asagqidaki ozelik-

leri saglayan X uzayina siraly vektor uzayr denir.

i)y < x iken her bir z € X iciny+z2<xz+2z2

ii)y < x iken her bir A >0 € R i¢in \y < \x

EEk olarak X bu siralamaya gore lattice ise X uzayina Riesz uzayr denir.



Klasik lattice notasyonundan {z,y} nin supreumu x V y = sup{z,y} olarak gis-

terilir. Benzer sekilde {x,y} nin infimumu x ANy = inf{x,y} ile gosterilir.[2]

X bir Riesz uzayr ve x , X nin bir elemani ve 0, X nin sifir elemans olsun.x in
pozitif kismu xt = xVO | x in negatif kismi x— = (—x)VO ve x in modiilii |x| = xV(—x)

olarak gosterilir.[1]

Tamim 1.1.15. [2](Kati(solid) Kiime)
A bir X Riesz uzayvmn altkimesi olsun. Eger |z| < |y| ve y € A iken x € A oluyorsa

A kimesine kati(solid) denir.

Tanim 1.1.16. [1](Yerel Kat: Riesz uzayz)
Bir X Riesz uzaywnin bir lineer T topolojisi, katv kiimelerden olusan sifirda bir ta-
bana(baza) sahip ise T topolojisine yerel kati topoloji denir. Yerel katv topolojisiyle

donatilmis (X, 1) Riesz uzayina yerel katr Riesz uzayr denir.

Yerel katy bir topolojide, N'sol sembolii, énerme 1.1.4 deki (a), (b) ve (¢) ozeliklerini

saglayan ve katy kiimelerden olusan sifirda herhangi bir taban gésterir.[1]



Bolum 2

Istatistiksel Yakinsaklik

Bu boliimde, Istatistiksel yakinsakla direk baglantiy olan yogunluk kavramindan bahsedilip
istatistiksel yakinsaklk kavramans, istatistiksel Cauchy dizisi, istatistiksel limit nokta-

lar wve istatistiksel yigilma noktalary ile ilgili derinlemesine bir inceleme yapilmastor.

2.1 Istatistiksel Yakimsakhk

Istatistiksel yakinsakligin temeli yogunluk kavramina dayanmaktadur. Bu nedenle énce-

likle yogunlukla ilgili tanim ve ornekler verilecektir.

Tanim 2.1.1. [23](Yogunluk )

N nin bir A alt kiimesi i¢in A, ={k <n :k € A} olsun.

o |An]
lim,, =

limiti mevcut ise bu limit degerine A kiimesinin yogunlugu denir ve 0(A) ile gosterilir.
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Ornek 2.1.1. Yogunlugun tanimindan

5(N) =

(
d({n*:n eN}) =

d({2n:neN}) =1
d({2n—1:neN}) =

oldugu kolayca goriliir.

Dogal saylarin herbir sonlu altkimesi de sifir yoqunluktadir. Bir A kiimesi, dogal

yogunluga sahip ise , bu durumda §(A) =1 —0(N\A) ve 0 < 0(A) <1 dur.[23]

Tanim 2.1.2. [15]
x = (z1) bir dizisinin terimleri sifir yogunluklu kime hari¢ diger bitin k lar igin bir
P ézeligini saghyorsa, (zx) dizisi hemen hemen her k i¢in P é6zeligini saghyor

denir ve h.h.k seklinde gdsterilir.
Tamm 2.1.3. [15](Istatistiksel Yakinsaklik)
x = (zy) bir dizi olsun. Eger Ve > 0 i¢in ,
limy, oo [{k <n:|z,— LI > €} =0

yani h.h.k i¢in |x, — L| < € ise x = (xy) dizisi L saysina istatistiksel yakinsaktir
denir ve st — limx, = L veya xx — L(S) bigiminde yazilir. Burada S sembolii ile

istatistiksel yakinsak tim dizilerin kimest gosterilir.

Simdide klasik yakinsaklikla istatistiksel yakinsaklk arasindaki iliskiyi gosterelim:
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Yakinsak bir dizi aynt zamanda istatistiksel yakinsaktar.

Ancak bunun karsits her zaman dogru degildir.

Ornek 2.1.2. :x = (v) dizisi,

1, k=n*mneN
T —
0, k+#n?
seklinde tanimlansin .
limz;, = 1 ve limzy, = 0 oldugundan (xy,) dizisinin yakinsak olmadige gorilir. Her
e >0 i¢in

Hk <n:zp #0} <+/n
lim, L|{k < n:ay # 0} Slimn%ﬁzo

bulunur .Boylece st — limxy, = 0 elde edilir. Yani (xy) dizisi istatistiksel yakinsaktur.
Bu halde bir dizi istatistiksel yakinsak ise klasik anlamda yakinsak olma zorunlulugu

yoktur.[15]

Ayrica bilindigi gibi klasik anlamda yakinsak bir dizi sinwrldir. Ancak istatistiksel

yakinsak bir dizi sinarly olmayabilir.
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Ornek 2.1.3.

k, k=n?>neN
T —

3, k#n?

Ayrica x = (=1,1,—1,1,...) dizisi sumarls oldugu halde istatistiksel yakinsak degildir.

Yardimci Teorem 2.1.1. [24]
x = (zy) dizisi verilsin. st — limxy = L olmasi i¢in gerek ve yeter kosul 6(K) =1 ve

lim,, o0 2k, = L olacak sekilde bir,
K:{]{?1<k32<l€3<}QN

altkimenin var olmasidar.

Yardimci Teorem 2.1.2. [24]

st —limg_ oo p = a , st — limg_,oo Yy = b ve ¢ bir reel sayr olsun. Bu durumda,

(i) st — limy oo (T +yx) =a+b

(11)st — limg_,o0(c.2g) = c.a
dar.
Ispat: (i)
st —limg_ oo xp = a ve st — limg_ oo Y = b olsun. Bu durumda Ve > 0 i¢in |
S({k : o —al > 51) = 0
(k< g — bl > £) = 0
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dur.

€ €
U |+ ) = (04 D) >} € (b o —al > S} (b g — 8] > £}

A B

oldugunu gorelim. Yani A C B oldugunu gostermeliyiz. Bunun i¢in bir m ¢ B igin

m & A oldugunu gostermemiz yeterlidir. Ohalde bir m ¢ B alalvm. Bu takdirde

|z, —al <

[ 2]

‘ym_b’ <

o)}

dir. Her iki tarafdan toplam alinirsa
|xm_a|+|ym_b| <€

elde edilir.

Ayrica tiggen esitsizliginden |
(@ 4 Ym) = (@ +0)| < |zm — af + [ym — b] <€
oldugundan
|(Zm + yYm) — (a+ )| < € olurki m ¢ A olur.
Boylece A C B oldugunu gésterdik. Simdi her iki tarafin yogunlugunu alirsak,
Ok [(we +ue) — (a+b)| = €}) <O({k: |ox —al = 5}) + 6({k : [yx — 0] = 5})

S({k: [(zk +yr) — (a+b)| >€e}) <040
6({k : [(z +yx) — (@ +b)| 2 €}) =0
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olur. Bu takdirde st — limy_,o(zx + yx) = a + b olur ve ispat tamamlanar.
Ispat (ii)
¢ =0 igin durum a¢ikter. Qunki (0.zx) = (0,0,...) buhalde (0.x) — 0 yakinsak her

dizi istatistiksel yakinsak oldugundan st — limg_,o0(0.2) = 0 olur.

c# 0 ve c € R olsun.st — limy_, o 1, = a oldugundan,

0({k :|zk —al > ‘—;}) = 0 yazabiliriz. Ayrica ,

{k:|cxy —ca|l >e} = {k:|c(xp—a)| > €}

= {k:lel|(zr —a)l = ¢}

€
= {k:|xpy —al > —
¢]

. Simdi her iki taraftan yogunluk aldigimizda,

S({k : |ean —cal > €}) = 6({k:|xk—a|2|—z|})

0({k : |cay —ca| >€}) =0

oldugundan st — limy_,(c.z) = c.a olur ve ispat tamamlanar.

Ayrica (i) ve (ii) saglandigindan istatistiksel yakinsak dizi uzayinin lineer uzay
oldugu anlagilir. Ayrica reel sayilarin tiim sinwrl istatistiksel yakinsak dizi uzays, reel
sayarm tim simarle m lineer normlu uzayn lineer bir alt uzayidir.(v = (xg)) € m

olmak tizere ||x|| = supy_; o |2x| normudur.)

geee
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myg tle reel sayilarin tim simarl istatistiksel yakinsak dizi kiimesini gosterelim

Teorem 2.1.3. [24]

mo kiimesi , m lineer normlu uzayin kapalr lineer bir altuzayidar.

fspat:
™ = (x,(j‘)) bir reel sayr dizisi olsun. 2™ € mo(n = 1,2,...) , 2" — x € m olsun
.Bu takdirde x € mg oldugunu gostermeliyiz. x™(n = 1,2,...) istatistiksel yakinsak

bir dizi oldugundan ¥Yn i¢in bir a, sayist vardirks ,

st—limkﬁoo:xé”) =a, (n=1,2,...)

Gostermemiz gereken

a) {a,}2, reel sayr dizisinin bir a reel sayisina yakinsaktur.

b)r = {z}32, olmak dzere st — limg_o0 T = a

(a) ve (b) ispatladiktan sonra bir énceki yardimer teoremi kullanarak x € mg oldugunu

gisterecegiz. Ispat (a):
{z™ o0 1 dizisi m de yakinsak bir dizi oldugundan Ve > 0 ve Vj,n > ng igin
lz?) 2™ < g (5)

olacak gekilde bir ng € N vardur. Ayrica Yardvmer Teorem 2.1.3. den 0(A;) = 6(A,) =

1 ve

hm’;ﬁgﬁ;’ 27 = q (6)
limy o0 20" = ay, (7)

keAn



16

olacak sekilde A;, A,, C N kiimeleri vardur. A;NA,, kimesinin yogunlugu 1 oldugundan
bu kiime sonsuzdur. Ohalde bir k € A; N A,, segebiliriz, oyleki (6) ve (7) den
o —al <5 —wl<g ()
dir. Ayrica (5) ve (8) i kullanarak ¥j,n > ng igin,
0 —anl < oy — o+ 12 — 2]+ 1) — ol
€ € €
laj —an] < -+z+z=c¢€

3 3 3

elde ederiz. {ax}32, reel sayu dizisi bir Cauchy dizisi oldugundan , bir a reel sayisina

yakinsamak zorundadir. Buradan
limy_ oo a, = a 9)

olur. Boylece (a) kosulu ispatlanar.

Ispat (b):
e > 0 olsun . Yardimer Teorem 2.1.3 den 6(A) = 1 ve Vk € A igin |z, — a| < € olacak
sekilde bir A C N kiimesi var olmasi ispat i¢in yeterli olacaktor.

29 — = oldugundan
l2®) —z|| < § (10)

olacak gekilde bir p € N sayst vardir. Ayna sekilde (9) iginde boyle bir p € N sayisi

sec¢ilebilirks,
|ap —al < % (11)
esitsizliging saglar.

st — limy_y o0 x}cp) = a, oldugundan 6(A) =1 ve Vk € A igi,
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W —wl<s  (12)
olacak sekilde bir A C N vardur.(10), (11), (12) den ve Yk € A igin
o —al < o=+ lap —al + 15 — o)
€ € €
Ty —a] < s+ -+ =¢

3 3 3

oldugundan (b) kosuluda saglanwr. Simdi x € mq oldugunu gosterecegiz.mg lineer uzay

oldugundan ,
x = (a, — x(")) + (:13(”)) +(a—ay)+ (xr —a)

yazlabilir ve sag taraf mg wn elemant oldugundan x € mgy dir. Béylece ispat tamam-

lanmas olur.

Tamim 2.1.4. [15](Istatistiksel Cauchy Dizisi)

Bir x = (z) dizisinin Ve > 0 i¢in
|z, —an| <€ h.h.k.
olacak sekilde bir N = N (€) sayist var ise yani
lim, o0 2[{k <n: |z —ay| > e} =0

ise x = (xy) dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir.

Teorem 2.1.4. [15] Asagidaki énermeler birbirine denktir.

i)z dizisi istatistiksel yakinsaktur.
ii)x dizisi istatistiksel Cauchy dizisidir.
iii)x dizisi verilsin. Hemen hemen her k (h.h.k) icin x) = yi, olacak sekilde yakinsak

bir yi dizisi vardar.
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Ispat: (i) — (ii) nin gosterilmesi yakinsak her dizi bir Cauchy dizisidir teoreminin
ispatina benzerdir. st —limxy = L ve € > 0 olsun. Bu takdirde h.h.k. igin |z, — L| < §

dir. Eger |xx — L| < § olacak sekilde N segilirse,
|.1'k —JjN‘ < ’$k — L’ + ’.%N — L|

€ €
—+ - h.hk
< 2—1—2

Buradan x dizisinin istatistiksel Cauchy dizisi oldugu goriliir.

Simdi (ii) — (1ii) yi gosterelim. (i1) kosulu saglansin ve bir N sayise segelim oyleki
h.h.k. i¢in I = [xn — 1, xn + 1] aralugs xy yi igersin. Yine bir M sayisi segelim oyleki
h.h.k. igin I' =[xy — %,mM + %] aralige xy, o icersin. Iy = I N1 araligr h.h.k. icin

Tk Yo igerdiging idda ediyoruz. Simdi bunu gosterelim,
{k<n:z¢INl'}={k<n:z, ¢I}U{k<n:x,¢1I}

oldugundan,

1 1 1
Iim—{k<n:z,¢INl'} < lim—K{k<n:x,&Il}+lim—|{k<n:z,¢&lIl}
n n n n n n

= 0

elde edilir. Boylece,

lim, 1{k <n:a, ¢ INI'} =0
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olur. Bu nedenle I, h.h.k. i¢in xp y1 iceren ve boyu 1 yada daha kicik olan kapal
bir araliktir. 1" = [IN(Q) — }l,xN(g) + }1] araligr h.h.k. icin xy 1y icerecek sekilde bir
N(2) sayusi segerek devam ederiz. Iy = Iy N I" aralige h.h.k. igin xy y i¢eren ve boyu
% yada daha kii¢ik olan kapali bir araliktir. Bu sekilde devam edilirse {1,,}o_, kapaly
arabiklar dizisi olusturulur éyleki her bir m elemans i¢in I, O Iny1, uzunlugu 21=™
den biiyiik olmayan bir aralik ve h.h.k icin xj, € I, dir. I¢ ice araliklar teoreminden

Noo_1Lm ye esit olan bir X sayise vardur. h.h.k. i¢in xy, € I, oldugundan, n > T,, iken,
Uik <niamg L)l <: ()

olacak sekilde pozitif tam sayilarin bir {1}, dizisini buluruz. k > Ty ve T,, <
k < Ty1 iken x ¢ I, olacak sekilde xy nin tim terimlerinden olusan x in bir z alt

dizisini tanmvmlayalim. Buradan yeni bir y = (yg) dizisi tanamlayalim

A, xg, 2 nin bir terimi ise
Y=
T, diger durumlarda,

olsun. Bu takdirde limy, = X\ dir. Clinki ¢ > % > 0 ve k > T, ise xx, z nin
bir terimidir bu takdirde y, = X, yada yy, = xx € Ly, olur ve |yp — N < I, uzunlugu

< 2™ dir. Ayrica h.h.k. icin x, = yp, oldugunu idda ediyoruz. Bunu géstermek icin,

eger T,, <n < 'Ty,41 ise bu durumda,
{k<n:yar} C{k<n:zy ¢ I},
olur. (x) dan

Uik <niy £ o] < Ak <o g LYl < 4
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elde edilir. Buradan m — oo i¢in, yukaridaki ifadenin limiti O olur ve h.h.k. icin

Ty = Yy dur. Boylece (i1) — (i) oldugu gorilir.

Simdi (iii) — (i) oldugunu gdsterelim. O halde (iit) kosulu saglansin. Bu takdirde

h.h.k. icin x) = yg ve limy, = L dir. € > 0 olsun. Bu takdirde ¥Yn € N icin |
{k<n:|ogy—L|>e C{k<n:xp#ytU{k <n:|ye — L| > €}

dir. limy, = L oldugundan ikinci kiime tam saylarin sabit bir | = l(€) sayisiny igerir
ki,
lim, *|{k <n: |z, — L] > €} <lim, 2[{k <n:xp # g}t 4+ lim, £ =0

olur. Cinkii h.h.k i¢in xx = yg dir. h.h.k igin |xx — L| < € oldugundan (i) kosulu

wspatlanir. Béylece teoremin ispaty tamamlanar.

Simdi istatistiksel limit noktasi ve istatistiksel yigilma noktalast kavramlaring in-

celeyecegiz.

Tamim 2.1.5. [16](Seyrek ve Seyrek Olmayan Alt Dizi) v = (xy,) dizisi verilsin.(zy,)

, x dizisinin bir alt dizisi olsun.
K= {k?] ] € N}

kiimesinin yogunlugu yani §(K) = 0 ise (xy;) dizisine seyrek alt dizi denir. Diger
taraftan 6(K) > 0 ise (vy,) dizisine seyrek olmayan alt dizi denir. Ayrica (xy;), (v)x

olarak ta gosterilebilir.
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Tamim 2.1.6. [16](Istatistiksel Limit Noktasi) Bir \ sayisinan bir © = (a3)
dizisinin istatistiksel limit noktast olmasy i¢in A sayisina yakinsayan (xy) dizisinin

seyrek olmayan bir altdizisinin var olmasidar.

Bir (xg) dizisinin tim istatistiksel limit noktalarinin kimesini A, ile ve (xy)
dizisinin aligilmas limit noktalarimin kimesini L, ile gosteririz. Herhangi bir dizi i¢in

A, C L, oldugu agiktur. [16]

Ornek 2.1.4. [16]

1, k=n*mneN
T —

0, k+#n?

seklinde tanimlanan dizinin abgilmag limit noktalarnan kimesi L, = {0,1} iken bu

dizinin istatistiksel limit noktalarinn kimesi A, = {0} dur.

Ornek 2.1.5. [16]:{r;}32,, deger kiimesi tiim rasyonel sayilar kiimesi olan bir dizi

olsun.(xy) dizisini soyle tanimlayalim.

r, k=n?>mneN
Tk —

k,  k+#n?

dogal saylarn karesi olan kiimenin dogal yogunlugu sifir oldugundan A, = O dir.

Ancak {ry : k € N} kiimesi R de yogun oldugundan L, =R dir.
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Tamim 2.1.7. [16] (Istatistiksel Yigilma Noktasi) Bir v = (x;) dizi verilmis ol-

sun. Ye > 0 i¢in,
{k € N: |z —m| <€}

kiimesi sifir dogal yogunluga sahip degilse m sayisina x dizisinin istatistiksel yigilma

noktasidir denir.

Bir x dizisinin tim istatistiksel yigilma noktalary kimesini Iy ile gosteririz. Her-
hangi bir x dizisi i¢in Uy C L, oldugu agikter. Ty, ile A, arasindaki kapsama iliskisini
gormek ise biraz daha zordur.

Algilmas limit noktalarindaki bilgilerimizden A, = T, olmasina bekleriz ancak du-

rumun herzaman béoyle olmadiguny Fridy [16]) de gostermigtir.

Ornek 2.1.6. [16] = = (x}) dizisini séyle tanumlayalum.

xk:%7 k:2p—1(2q+1)
vep—1,k nin asal carpanlarindan 2 nin ¢arpanlarinin sayist olsun.Np i¢in
({k:ap=2})=2"7>0

oldugunu gormek kolaydir. Boylece }D € A, dir. Ayrica 6({k : 0 < x} < %}) =277
oldugundan 0 € T, dir . Boylece I, = {O}U{%};‘;l elde ederiz. Simdi 0 ¢ A, oldugunu
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iddia ediyoruz. Bunun i¢in (x)gx limiti sifir olan bir alt dizi ise 6(K) = 0 oldugunu

gasterebiliriz. ¥p ig¢in,

1 1
1
< O(l)+|{k€N:xk<];}|

n
< O(l)+2—p

Boylece §(K) < 277 ve p keyfi oldugundan 6(K) = 0 oldugunu gosterir.

Simdi lacunary istatistiksel yakinsaklik kavramana verip kuvvetli lacunary yakinsak-
ik, 1statistiksel yakinsaklik ve lacunary istatistiksel yakinsaklk arasindaki bazi icerme

teoremlering inceleyecegiz

Tamim 2.1.8. [19](Kuvvetli Lacunary Yakwnsaklik) Herhangi bir 0 = (k) lacu-
nary dizisi i¢in,
lim,. h% > wer [T —L| =0

olacak gekilde bir L sayst varsa x = (xy) dizisi L sayisina kuvvetli lacunary yakin-

saktir denir ve kuvvetli lacunary yakinsak dizilerin kiimesi Ny ile gosterilir. Burada

Ny = { = () : lim, ;- 37, ., |vx — L| = 0} ile gdsterilir.
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Tamim 2.1.9. [17](Lacunary Istatistiksel Yakinsaklik)
0 = (k) bir lacunary dizisi olsun. Ye > 0 igin,
lim, h%|{l€ €l :|zxy—L| >€}|=0
ise x = (x) dizisi L sayisina lacunary istatistiksel yakinsaktur denir ve Sp—limz = L

yada x, — L(Sp) bi¢iminde gdsterilir.

Lacunary istatistiksel yakinsak dizi uzays,
So = {x = (xy) : lim, h%|{/€ €l :|zxy—L| > €} =0}

biciminde Sy sembolii ile gosterilir.

Teorem 2.1.6. [17] 0 = {k,} bir lacunary dizisi olsun. Bu takdirde

(1) (a) zx — L(Ng) ise x, — L(Sy),

(b) Ny, Sg man ozalt kiimesidir.
(i1) x € loo ve x — L(Sy) ise x — L(Ny),
(171) Sp N ls = Np Nl

dar.
Ispat: (i) (a)e > 0 ve 2, — L(Ny) olsun . Bu takdirde

> ker, [Tk — L| > Z| ker, |vp— Ll >el{k €I, : vy — L| > €},

xp—L|>e

yazabiliriz. Buradan da (a) kosulu gerceklenir.

(b) Ny C Sy durumu agiktr. 0 = {k,} bir lacunary dizisi olsun. v = (xy,) dizisini
I, arabgmda ilk [v/h,] tam saplarinda z, 1,2,3, ..., [V/h,], diger durumlarda x) = 0

olarak tamimlansin. Bu dizi sinirly degildir. Ye > 0 i¢in,
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dvr. Ohalde (xy) dizisi i¢in xx — 0(Sp) dur. Diger taraftan,
i Poker, 1k — 0] = %w — 140

oldugundan xj, - 0(Ny) dur.

(17) . — L(Sp) ve € ly oldugunu varsayalim. Vk € N i¢in |xpy — L] < M
olsun. Verilen € > 0 i¢in,

N I S P P SR e 1

" kel
|z —L|>€ | —L|<e

IA

M
h—|{k€IT:\xk—L|Ze}+e

elde ederiz ki x, — L(Ny) dur.
(1ii) () ve (i) nin bir sonucudur.

Yardimci Teorem 2.1.7. [17] Herhangi bir 0 = {k,} lacunary dizisi i¢in S —limx =

L oldugunda Sy — limx = L olmas: i¢in gerek ve yeter kosul liminf, ¢, > 1 olmasidur.

Ispat:<= liminf, g, > 1 olsun. Bu takdirde yeterince biyik v igin ¢ > 140

olacak sekilde 6 > 0 vardir. Buda,

|3‘

r )
r21+6

o
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olmasina gerektirir. x;, — L(S) ise her e > 0 ve yeterince biyik r i¢in ,

1 1
k< k- L2 el > kel n— L > e}

o 1

> —— I : —L| >
el 1+5hT!{/€€r ‘:Uk ‘—6}‘

elde edilir. Boylece yeterlilik ispatlanar.

= liminf, ¢, = 1 olsun. [19] s. 510 daki gibi r(j) > r(j — 1) + 2 olmak iizere,

Er(i)—1

ks .
r(5) 1 1
<147 ve PR > j

k() -1
olacak sekilde 0 lacunary dizisinin bir {k.j)} alt dizisini secebiliriz. Simdi sinarle bir
r = (x;) dizisi tanamlayalvm j = 1,2,... olmak tzere i € I,y ise x; = 1, diger
durumlarda x; = 0 olsun. Bu takdirde [19,5.510] da x ¢ Ny fakat x € |oy| oldugunu
gosterir. Teorem 2.1.6. nin (i1) kosulundan x ¢ Sy olur. Fakat [6] deki Teorem 2.1

den x € S oldugu gorilir. Buradan S ¢ Sy olur ve ispat tamamlanar.

Yardimci Teorem 2.1.8. [17] Herhangi bir @ = {k.} lacunary dizisi i¢gin Sp—lim x =

L oldugunda S —lim x = L olmasi i¢in gerek ve yeter kosul lim sup, g, < oo olmasidar.

Ispat < lim sup, ¢, < oo ise bu takdirde her r i¢in q. < H olacak sekilde H > 0

vardwr. x — L(Syp) ve N, = |{k € I, : |z — L| > €}| olsun.
lim,. h%|{k: €l,: |z, — L >€}|=0
oldugundan, her € > 0 i¢in r > rq i¢in,

Ny
h'r<6
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olacak sekilde bir ro € N vardir. M = max{N, : 1 <r <o} olarak tanimlansin ve n,

kr—1 <n <k, araligrdaki bir tam sayr olsun. Bu takdirde,

1 1
Sk <l Ll 26| € ——H{k <k o — Ll > ¢}
n r—1
1
= ? {Ni+No+---+ N,y + Nygi1+---+ N, }
r—1
M 1 N, N,
< , —{h, LR
S ot Vg T
To.M 1 Nr
< “Vh, it h,
S Ty T (U g e et )
S To.M _'_E.k;T_k:TO
kr—l kr—l
. M
< o +eq < +eH
kr—l r—1

yazabiliriz ve boylece yeterlilik ispatlanmas olur.

= limsup, ¢ = oo olsun. [19] s. 511 deki gibi g,y > j olacak sekilde bir
0 = {k,} lacunary dizisinin bir {k,} alt dizisini segebiliriz. Swnarl bir x = (x;)
dizist tanamlayalim. j = 1,2,... i¢in k-1 < @ < 2k.5—1 ise x; = 1 ve diger du-
rumlarda x; = 0 olsun. [19] s. 511 den x € Ny fakat x ¢ |oy| dir. Teorem 2.1.6 nun (i)
kosulundan x € Sy dur. Fakat [6] deki Teorem 2.1 den x ¢ S oldugu gérilir. Buradan

So € S olur ve ispat tamamlanar.

Yardimer Teorem 2.1.7 ve 2.1.8 den asagqidaki teorem elde edilir.

Teorem 2.1.9. [17] 0 = {k,.} bir lacunary dizisi olsun. S = Sy olmasy i¢in gerek ve

yeter kosul 1 < liminf, ¢. < limsup, ¢, < oo olmasidur.
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Tamm 2.1.10. [18] (Lacunary Istatistiksel Cauchy Dizisi) 0 = {k.} bir lacunary

dizisi olsun. Her bir v igin k'(r) € I, lim, x4,y = L ve Ye > 0 igin,
lim, 7=[{k € I : |21 — Tpor)| > €}[ =0

olacak sekilde x in bir {xp )} alt dizisi varsa x dizisine lacunary istatistiksel Cauchy

dizisi yada Sp-Cauchy dizisi denir.

Teorem 2.1.10. [18] Bir © = (xy) dizisinin lacunary istatistiksel yakinsak olmast

icin gerek ve yeter kosul lacunary istatistiksel Cauchy dizisi olmasidur.

Ispat: = 1z, — L(Sy) ve her j € N igin KW = {k e N: |z, — L| < jl} olsun.

Buradan her bir j icin KU D KUY ye r — 0o giderken,

|KDNI,|

o 1 (r — o0)

%)Tﬂlrl > 0 olacak sekilde bir m(1) segelim, yani KW NI, #

dur. v > m(1) oldugunda
0 olsun. Ayna sekilde v > m(2) oldugunda K® N I, # O olacak sekilde m(2) > m(1)
segelim. Bu takdirde m(1) < r < m(2) arabgmdaki herbir v icin k'(r) € I, N KW
olacak sekilde k'(r) € I, secelim yani |z )y —L| < 1 olsun. Genel olarak, r > m(p+1)
oldugunda I, N K®TY £ () olacak sekilde m(p + 1) > m(p) secelim. Bu takdirde

m(p) <r <m(p+1) arahgindaki biitin r ler icin k'(r) € I, N K®) secelim, yani
|~Tk’(r) — L’ < %

olsun. Buradan her bir v icin k'(r) € I, ve |xpq) — L] < % oldugundan lim, xp )y = L

olur. Dahasi, her € > 0 i¢in,
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kel oy —ape > el < -k € Lt o, — L] > §}

+hir|{l<: el oo — LI > 5}
dir.zy, — L(Sp) ve lim, 2y = L oldugundan,
lim, 7=[{k € I : |21 — T > €}[ =0

elde edilir. Boylece x dizisinin lacunary istatistiksel Cauchy dizisi oldugu goriliir.

<: x = (), lacunary istatistiksel Cauchy dizisi olsun. Her e > 0 ig¢in,

|{k € [r : ‘xk _L‘ Z 6} S |{k’ < Ir : |$k —xk/(r)‘ 2 %H

+|{k‘ - IT : |5L'k’(r) — L| > §}|

elde ederiz. Buradan x — L(Sp) olur ve ispat tamamlanar.

Sonug 2.1.11. [18] Lacunary istatistiksel yakinsak bir dizi yakinsak bir alt diziye

sahiptir.



Bolum 3

Topolojik Gruplarda Istatistiksel ve
Lacunary Istatistiksel Yakinsakhk

Bu boliimde topolojik gruplarda istatistiksel ve lacunary istatistiksel yakinsaklik kavram-

larindan bahsedecegiz.

Bu boliimde X wzayina, birinci sayilabilirlik aksiyomunu saglayan ve toplamsal

olarak yazilan degismeli topolojik Hausdorff grup olarak gosterecegiz.

C(X) ve Co(X) swraswyla X uzayindaki yakinsak tim dizilerin kimesini ve 0 a

yakinsak tim dizilerin kiimesi olsun.

S(X), X uzayndaki istatistiksel yakinsak tim dizilerin kiimesi, ézel olarak So(X)
1se , X uzayndak: O a istatistiksel yakinsak tim dizilerin kiimesi olsun. Benzer sekilde
So(X) sembolic X uzayndaki lacunary istatistiksel yakinsak tim dizilerin kimesini

gosterir.

30
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3.1 Topolojik Gruplarda Istatistiksel Yakinsaklik

Tanimm 3.1.1. [8] (z,), X de bir dizi olsun. 0 wn her U komgulugu i¢in,
lim, yoom '{n<m:z, —1¢ U} =0

olacak sekilde bir | € X wvarsa, (x,) dizisine | ye istatistiksel yakinsaktir denir.

Yakinsak her dizi istatistiksel yakinsaktir yani C(X) C S(X) dir. Ancak bunun

tersi her zaman dogru degildir. Bunu asagidaki drnekle gosterecegiz.

Ornek 3.1.1. [§]

T, n=m? m=12,...
Tp=

0, diger durumlarda,

olsun. (x,) dizisi 0 a istatistiksel yakinsaktir ancak klasik anlamda yakinsak degildir.

Teorem 3.1.1. [9] Bir (z,,) dizisinin istatistiksel yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul asaqidaki sartin saglamasidar.

(a) 0 wn her U komsulugu igin,
lim,n_mo Tpr(ry = l ve limn_m %Hk‘ S n T — Tg(r) §é U}| =0

olacak sekilde () nin bir (Tp () alt dizisi vardor.

Ispat: st — lim,_ o x, = | olacak sekilde bir () dizisi alalim. (Uy,), 0 wn i¢ ice
komsuluklar tabaninan bir dizisi olsun. Herhangi bir pozitif j tamsayisi i¢in K =
{k e N: k <nwveuz,—1 € U} olsun. Boylece her bir j i¢in K(j +1) C K(j)
ve lim, oo L|K7| = 1 dir. n > m(1) oldugunda 2|KM| > 0 olacak sekilde m(1)
segelim, yani, K # 0 olsun. Bu takdirde m(1) < r < m(2) aralgindaki her bir
r pozitif tamsayse icink(r) € KP segelim yani Ty — 1 € Uy olsun. Genel olarak
,r > m(p+ 1) oldugunda KP™ # O olacak sekilde m(p + 1) > m(p) secelim. Bu
takdirde m(p) <r <m(p+ 1) esitsizligini saglayan tim r ler i¢in k'(r) € K? segelim
yani Ty ey — I € Uy olsun. Dahasy 0 wn her U komgulugu icin W + W C U olacak
sekilde O wn bir W simetrik komsulugu vardir. Béylece,
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%|{k§n:xk—xk/(r)¢U}|§%|{k§n:xk—l¢W}|+%|{k§n:l—xk/(r)¢W}|

elde ederiz. st—lim,,_,oo x, = [, lim,,_, %]{k <n:xp—=l¢ W} =0 velim, o T () =
I oldugundan lim, o L|{k < n: 2y — 1 & W} =0 dur. Béylece lim, o |{k < n :
Ty — Ty € U = 0 elde edilir. Buradan (a) kosulu saglanar.

Simdi (a) kosulunun saglandigine varsayalim. Bu takdirde 0 wn herhangi bir U
komsulugu icin W + W C U olacak sekilde 0 wn bir W komsulugunu segebiliriz. Bu
takdirde,

Lk <n:ap -1 ¢ U< {k<n:zy—ape ¢ WH+L{k<n:ape —1¢ W}

yazabiliriz. (a) kogulu saglandigindan (x,) dizisinin istatistiksel yakinsak oldugu gorilir.

Teorem 3.1.2. [9] limy o0z = | ve st — limg_,o Yy = 0 ise,
st — limy_oo (Tg + Yp) = limy 00 T

dar.

Ispat: U, 0 wn herhangi bir komsulugu olsun. Bu takdirde W +W C U olacak
sekilde 0 wn bir W simetrik komsulugunu secebiliriz. limy_,o x, = [ oldugundan bir ko
sayisy vardwr 6yleki k > ko oldugunda z, — 1 € W dir. Buradan,

lim,, 00 %|{k‘ <n:ix,—1¢ W} <lim, %0 =0
olur ve st — limy_,o yx = 0 oldugundan lim,,_,. %|{/{: <n:y, & W} =0 dir. Ohalde
{k<n:(zpy—0)4+y ¢ Ut C{k<n:a,—1¢gW}U{k<n:y ¢ W}
dir. Buradan,
SH{E<n: (o =0+ ¢ UM < sk <n a1 ¢ W+ {k<n:y ¢ W}
olur. Yukaridaki esitsizlikten,
liny o (K < 1 (2 — 1)+ & UH =0

bulunur. Béylece st — limy_oo () + yr) = limg_oo Tk elde edilir ve ispat tamamlanar.
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3.2 Topolojik Gruplarda Lacunary Istatistiksel Yakin-
saklik

Bu kisimda, topolojik gruplarda lacunary istatistiksel yakinsaklik kavramans ve istatis-
tiksel yakinsak tim dizilerin kimest ile lacunary istatistiksel yakinsak tim dizilerin

kiimesi arasindaki iliskiyi gosterecegiz.

Tanim 3.2.1. [7] z = (xy), X uzaywnda bir dizi olsun. Sifirin her U komsulugu igin,
lim, oo(hy) "k €L i, — 1 ¢ U} =0

oluyorsa x dizisine | ye lacunary istatistiksel yakinsaktir denir ve Sy — limy oo ) = 1
biciminde yazilr.

Teorem 3.2.1. [7] Lacunary istatistiksel yakinsak dizinin limiti tektir.

Ispat: © = (z,), X wzayinda bir dizi olsun. x dizisinin 1, ve ly gibi iki farkh
lacunary istatistiksel limitinin oldugunu varsayalim. X bir Hausdorff uzay oldugundan
l1—1y ¢ U olacak gekilde 0 wn bir U komgulugu vardir. Bu takdirde W +W C U olacak
sekilde 0 wn bir W komsulugunu segebiliriz. Vk € N i¢cin z,, = [y — o olsun. Dolayisiyla

Vr € N igin ,
{kel,:z¢UC{kel, : lh—axp g WHU{kel, iz, — 1y ¢ W}
dir. Simdi buradan ¥Yr € N i¢in |

(h) "Mk el 2, ¢ UM < (h) Wk e : 1 —ay, ¢ W)
() Tk €L s ap — 1o ¢ W

elde edilir. Sy — limy_,oo ) = 11 ve Sy — limy_,oo 1 = Iy oldugundan,

lim, oo (b)) Yk €1 i 2, ¢ U < limy oo (hy) "{E €L 0 1y — 2, ¢ W}
+lim, oo () T{k € I sy — Iy & W

elde ederiz. Buradan 1 < 0+ 0 = 0 bulunur ve celigki elde edilir. Ohalde 11 = o
dir.
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gerek ve yeter kosul liminf, g, > 1 olmasidar.

Ispat: < liminf,q. > 1, liminf, ¢, = a oldugunu varsayalm. § = (o — 1)/2
olsun. Bu takdirde v > ng icin q. > 14 olacak sekilde bir ng pozitif tamsayist vardr.
Buradan r > ng i¢in,

he(ky) ™t =1 = (k1) (k) =1=(g;)"' 2 1= (1+B)"' =p(1+pB)""

dir. Herhangi bir (xy) € S(X) alalim ve S — limy_,oo 2 = 1 olsun. Sy — limzy = [
oldugunu gésterecegiz. 0 in herhangi bir U komsulugunu alalvm. Bu takdirde v > ng
1¢in,

k) k< hyiaon—1¢UY > () 'Hkel  aon—1¢U)|
= hr<kr)_1(hr)_1|{k €l :xy =1 ¢ U}|
> B+ B) () k€L, ax— 1 ¢ UY

olur. Dolaysiyla Sy — limxy =1 dir.

= liminf, ¢, = 1 oldugunu varsayalim. Bu takdirde,
r(j)>r(—1)+2
olmak tizere
o) (K1) 70 < 1470 ve ko a(r(G = 1)) 71 >

olacak sekilde 6 lacunary dizisinin bir (k.;)) alt dizisini secebiliriz. X in 0 dan farklh
bir x elemaniny alalvm. (xy) dizisini soyle tanimlayalim,

- T, kEIr(j) (j:1,2,...,n,...),
¥\ 0, diger durumlarda,

olsun. Bu takdirde (xy) € S(X)( hatta (zg) € So(X)) dir. Bunu gostermek igin 0
i herhangi bir U komgulugunu alalvm. Bu takdirde W C U ve x ¢ W olacak sekilde 0
i bir W komsulugunu segebiliriz. Diger taraftan her bir m igin ky¢j,.) < m < kp(,)+1
olacak sekilde j,, pozitif sayist bulabiliriz. Bu takdirde her bir m icin,

m{k<m:z, ¢ U} < k;&m)Hk <m:x ¢ W}
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< kg AHE < Egiy s an @ WH A [{Eog,) <k <m:ay, ¢ W}
< kg HE < B s an  WH A K (RrGy s = Kein)
T+ D)+ 145 =1 < (G + 1)+ 50

olur. Dolayiswyla (xy) € So(X) dir. Simdi (zx) ¢ Se(X) oldugunu gisterecegiz. X
Hausdorff uzayr oldugundan x ¢ V olacak gekilde 0 wn bir V' simetrik komsulugu
vardir. Boylece,

jli)rgo(hT)_lHkr(j)—l < k< kr(j) D Xg ¢ V}|
= lim (h) " (ke(g) — Fri)-1)

J—00

= lim (h) " (b)) = 1

j—00

ve

: -1 A _

llﬂlmér(;‘“)?jiol,zm hi'{kror <k <k iaop—x ¢ Vi =1#0
dir. Buradan ne x nede 0, (zy) dizisinin lacunary istatistiksel limitidir. Ayni zamanda
X wzayinan hig¢ bir noktasi (xy) dizisinin lacunary istatistiksel limiti degildir. Boylece
() & Sp(X) dir. Bu da teoremin ispatini tamamlar.

gerek ve yeter kosul limsup, g, < oo olmasidur.

Ispat: < lim sup, ¢, < o0 oldugunu varsayalim. ¥r i¢in q. < H olacak sekilde
bir H > 0 vardir. (vg) dizisi Sp(X) in bir elemans yani Sy — limzy = 1 olsun.
0 wn herhangi bir U komsulugunu alalim. € herhangi bir pozitif sayr olsun. N, =
H{k € I, : xp — 1 ¢ U}| seklinde tanamlansin. Lacunary istatistiksel yakinsakligin
tanwmandan Nr > ro igin N.(h,)™! < €(2H)™ olacak sekilde bir ro pozitif tamsayis
vardir. M = max{N, : 1 <r <o} ven, k._1 <n <k, egitsizligini saglayan herhangi
bir tamsay: olsun. Bu takdirde,

nHk<n:zy—1¢ U} <reM(k._1)™' +€(2H) g,

yazabiliriz. lim,_, k. = oo oldugundan r > ry icin,

(k’r_l)il < (2T0M/6)71
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olacak sekilde bir ri > ro pozitif tamsayist vardir. Buradan r > 11 i¢in,
nHk<n:z,—1¢U} <e/2+¢/2=¢

dir. Boylece S —limxy =1 olur.

= limsup, ¢. = oo oldugunu varsayalim. X in O dan farkle bir x elemaniny
alalim. qy(jy > j, krjy > j + 3 olacak sekilde 6 = (k,) lacunary dizisinin bir (k.(j)) alt
dizisini alalim ve (xy) dizisini soyle tanwmlayalim,

i T, kr(j)—l < k§2kr(j)_1 (j: 1,2,...,77,,...),
w 0, diger durumlarda,

olsun. U, x i icermeyen 0 wn simetrik bir komsulugu olsun. Bu takdirde 7 > 1 i¢in,

(he) "k < kriy 2 € UM < (krgy—1) (hoiy)
= (k-1 (kry) — kriy-1) 7 < (G —1)7"

dir. Buradan (xy) € So(X) olur. Fakat (zy) ¢ S(X) dir.

(2kr(y—1)'H{E < 2Kyt @k ¢ UY|
= (2k)-1) " et + Rr@mr o+ Egy] >

N | —

oldugundan (xy,) dizisi istatistiksel yakinsak olamaz. Béylece ispat tamamlanar.

Sonug 3.2.4. 6 bir lacunary dizisi olsun. Bu takdirde S(X) = Sp(X) olmasi igin
gerek ve yeter kosul

1 < liminf, ¢, <limsup, ¢, < 0o

olmasidur. ( H. Cakallr, [6])

Teorem 3.2.5. Bir (xy) dizisi hem S(X) e hemde Sp(X) e ait ise

S — hmk_)OO T = Sg - hmk_)OO T
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dir.

Ispat: Herhangi bir (xr) € S(X) N Sp(X) alalvm. S — limy_o v = 11 ve Sp —
limg oo k. = ls olsun. 1y # ls oldugunu varsayalim. X bir Hausdorff uzay oldugundan
l1 = ls ¢ U olacak gekilde 0 wn bir U simetrik komsulugu vardir. W + W C U olacak
sekilde 0 wn bir W simetrik komsulugunu segebiliriz. Bu takdirde asagidaki esitsizligi
elde ederiz: Vk € N i¢in z, = lo — l1 olmak tizere,

(k) " {k < ko 2 21 ¢ U

< (k) HHE < K v e — 10 @ WH A (k) 7 {E < K 12 — 21 ¢ WY
Bu egitsizlikten,
1< (k) "H{k < kpixp — U @ WHA (k) 7k < ki ly — 2 & WY

elde edilir. Bu egitsizligin sag tarafindaki ikinci terim m — oo a giderken O a
yaklagir. Bunu gostermek icin,

tr=h'{k € L. :ly — x) ¢ W} olmak iizere
(k) " k< i 2 1y = 2 @ WH = (k) 7T{E € ULy e 2 Lo — 2 @ W

= (km)il Z:«n:1 Hk €1l ly— ?é W}| = (Z:fnzl hr)’l(ZL hr'tr)

yazalim. Sy — limxy = ly oldugundan lim, . t, = 0 dir. Bu nedenle t, nin regiler
agirlik anlamindaki doniisimi de sifira yakinsar ki,

iy, oo (k) HHE <k :ilb—x, @ WH =0 (i)
olur. Diger taraftan S —lim zx = 1y oldugundan,
1y, oo (k) Y E < kg — 1L ¢ WH =0 (4i)
dur. (i) ve (i7) den,
00 (Ko ) T (K < b 2 2(K) ¢ U =0

elde edilir ve bu durum celiski yaratir. Béylece ispat tamamlanar.

Tanim 3.2.2. 6 = (k) bir lacunary dizisi ve (xy), X de bir dizi olsun. ¥r igin
K'(r) € I, lim,_,o xpr () = L ve 0 0n her U komsulugu i¢in,

lim, oo (hy)'{k € I, - xp — 2y ¢ U =0
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olacak sekilde (xy) dizisinin bir (xp () alt dizisi varsa (xy) dizisine Sp-Cauchy dizisi
denir. ( H. Cakally, [6])

Teorem 3.2.6. Bir (xy) dizisinin Sp-yakinsak olmasi icin gerek ve yeter kosul bir
Se-Cauchy dizisi olmasidir. ( H. Cakally, [6])

Ispat: < (xy) dizisinin bir Sg-Cauchy oldugunu varsayalim. U, 0 wn herhangi bir
komsulugu olsun. Bu takdirde W + W C U olacak sekilde 0 wn bir W komsulugunu
secebiliriz. Boylece,

(h) Yk €L, 2y —1 2 U < (h) Yk €Lz — 2y € W}
(b)) {k €Lt apy — L& W

olur. lim, oo (h,) " '{k € I, : 2 — 2y € U} = 0 ve lim, o0 Ty = 1 oldugun-
dan, yukardaki esitsizlik yardimayla Sy — limy,_,o 2 = [ olarak bulunur.

= Sy —limyg_00 x = I olacak gekilde bir (zy) dizisi alallim. (Uy), 0 wn i¢ ice bir
komsuluklar tabany olsun. Her bir j € N igin K7 = {k € N : (k) — [ € U,} olsun.
Baylece her bir j i¢in K7 C K7 ve lim|K? N IL|(h,)" ' =1 dir. r > m(1) oldugunda
|IKW N 1| > 0 olacak sekilde bir m(1) secelim, yani KU NI, # 0 olsun. Bu takdirde
m(1) < r < m(2) saglayan her bir v icin k'(r) € KW N I, olacak sekilde K'(r) € I,
secelim, yani z(K'(r)) — 1 € Uy Genel olarak r > m(p + 1) oldugunda I, N KP™' ¢ ()
olacak sekilde m(p + 1) > m(p) segelim. Bu takdirde m(p) < r < m(p + 1) egitsi-
Zigini saglayan Vr igin k' (r) € I, N K® seceriz yani Ty — 1 € U, olsun. Buradan
im, o0 Ty = 1 oldugu goriliir. U, 0 wn herhangi bir komsulugu olsun. Bu takdirde
W + W C U olacak sekilde O wn bir W simetrik komsulugunu se¢ebiliriz. Buaradan,

(h) 'k €I, : xp, — Ty € U} < (hy)*"{k el :azp,—1¢ W}

+(hr)71|{k3 el l— Tk (r) ¢ W}|

olur. Sp — lim, o0 21, = [ ve lim, o Ty = | oldugundan,
hmT_}oo(hT)ilHk el :x, — Tk (r) ¢ U}| =0

olur ve béylece ispat tamamlanar.

Sonuc¢ 3.2.7. Herhangi bir lacunary istatistiksel yakinsak dizinin yakinsak bir alt-
dizisi vardur.



Bolum 4

Topolojik Uzaylarda Istatistiksel
Yakinsaklik

Bu boliimde topolojik uzaylarda istatistiksel yakinsaklik kavramany verip ozel olarak
yerel katr Riesz uzayinda istatistiksel yakinsaklik ve lacunary istatistiksel yakinsaklik
kavramlarini ve ozelliklerini inceleyecegiz.

4.1 Topolojik Uzaylarda Istatistiksel Yakinsaklik

Tanim 4.1.1. [21] (2,)nen, X topolojik uzayinda bir dizi ve v € X olsun. x in her
U komsulugu i¢cin

d({neN:z,¢U})=0

oluyorsa x,, dizisi x e istatistiksel yakinsaktir denir ve s —lim x,, = x olarak gdsterilir.
X = R aldigumizda yukaridaki tanwman esdeger bir ifadesi soyledir; (Tp)nea — T
olacak sekilde 6(A) = 1 olan N dogal sayilar kimesinin bir A altkimesi vardir, yani

x in herbir V- komsulugu i¢in n > ng ve n € A oldugunda x,, € V olacak sekilde bir
ng € N vardzr.

Yukaridak: ifade, topolojik uzaylarda yeni bir yakinsaklk ifadesinin dogmasini
saglamagtir.

39



40

Tamim 4.1.2. [21]

(Zn)nen , X topolojik uzayinda bir dizi ve v € X olsun. im o0 mea = x olacak
sekilde 0(A) = 1 olan bir A C N altkimesi varsa (x,) dizisi , x e s*— yakinsaktir
denir ve s* —limx,, = x olarak gdosterilir.

Yardimci Teorem 4.1.1. [21]
(Zn)nen, X topolojik uzayinda bir dizi ve x € X olsun. s*—limx,, = z ise s—limz, = x
dir.

Ispat: U , z in bir komsulugu olsun. s* —limx,, = x oldugundan n > ng ven € A
oldugunda x,, € U olacak gekilde 5(A) = 1 olan bir A C N altkiimesi ve ng = no(U)
vardyr. Bu takdirde

{neN:z, ¢U} C{1,2,...,n0} U(N\A)
dirved({1,2,...,no}U(N\A)) = 0 oldugundan s—lim x,, = x olur ve teorem ispatlanir

Fakat, bunun karsite birinci sayilabilir uzaylarda saglanar.

Yardimci Teorem 4.1.2. [21] X birinci sayilabilir bir uzay, (T,)nen X uzayindaki
bir dizi ve x € X olsun. s — limx, = z ise s* — limx,, = = dir.

jspat:
X birinct saylabilir uzay oldugundan bir x € X noktasinda X in saylabilir azalan
bir komsuluk tabani vardir ve bu komsuluk tabani Uy D Uy D ... olsun. Her bir i € N
1¢in
Ai={neN:z, €U}

olarak tanamlayalim. Buradan Ay D Ay D ... ve Vi € N igin 0(A;) = 1 olur. ky € Ay
alalim. Ohalde her bir n > ko i¢in

As()| _ [{meAgmzn} o 1
n n 2

olacak sekilde bir ke € A, ko > ki vardur(¢inki §(As) = 1). Ve boyle devam edersek
her bir n > k; ic¢in,

[Ai(n)] _ {me€Aim<n}| ~1-_1
n n K3

yi saglayan kv < ko < ..., k; € A; elde ederiz

A C N Fkiimesini soyle olustururuz. Her k < ki i¢cin k € A dwr. Eger i > 1
ve ki < k < ki1 ise k € A olmast icin gerek ve yeter kosul k € A; olmasidar.
A={ny <ny <...} olsun. Ejer n € N, k; <n < ki1 arahginda ise
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A ~,

n

[Ai(n)]

n

>1-—

S

olur ve sonug olarak §(A) =1 dir.

Simdi im,, o0 nea Tn = lim;_,o0 T, = x oldugunu gosterelim. V', x in bir komsulugu ve
Ui CV olsun. Eger n € A ven > k; ise kj <n < ki olacak sekilde j > i vardir ve
A nin tammandan n € A; olur. Béylece herbirn € A,n > k; icinz, e U; CU;, CV
olurki im;_, x,, = x elde edilir ve ispat tamamlanar.

Teorem 4.1.3. [21]
Hausdorff uzaylarda istatistiksel yakinsak dizinin limiti tektir.

Tamim 4.1.3. [21] (Istatistiksel Yojun Kiime) Bir A C N alt kiimesi igin §(A) = 1
ise A kiimesine istatistiksel yogundur denir.

Yardimci: Teorem 4.1.4. [21]

Bir (x,,)nen dizisinin istatistiksel yakinsak olmast igin gerek ve yeter kogul istatis-
tiksel yogun bir alt dizisinin istatistiksel yakinsak olmasidar.

fspat:
Yeter sart aciktur.
Gerek sart: (x,)nen dizisi , x e istatistiksel yakinsak olsun ve (T, )ren dizisi (Zn)nen
dizisinin istatistiksel olarak yogun bir alt dizisi olsun. (T, )ren dizisinin istatistiksel
wraksak oldugunu farzedelim. Ohalde ¥p € X igin 6({k € N : z,,, ¢ V'}) # 0 olacak
sekilde p nin bir V' komsulugu vardwr. Bu takdirde

S({neN:a, ¢ VY > 6({k €N:ay ¢ V) £0

olup (x,,) dizisi wraksar. Boylece ¢eliski elde edilir. Bu takdirde (x,, )ren dizisi istatis-
tiksel yakinsak olmalidr.

Simdi topologik uzaylarda istatistiksel limit noktas: ve istatistiksel yigilma noktast
tanimlaring verecegiz.

Tamm 4.1.4. [21] (Istatistiksel Limit Noktasi) (x,)nen ,bir X topolojik uzaymda
bir dizi olsun. limy_, x,, = x olacak sekilde ,

{np<mg<---<mp<...}CN
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kimesinin yogunlugu sifirdan farkl ise x noktasina (x,) dizisinin istatistiksel limit
noktasy denir.

Bir (xy,) dizisinin tim istatistiksel limit noktalarinin kimesi, A(x,,) ile gosterilsin.

Tamim 4.1.5. [21](Istatitiksel Yigilma Noktasi) (x,)nen , bir X topolojik uza-
yinda bir dizi olsun. x in her U komgulugu i¢in {n € N : x, € U} kimesinin st
yogunlugu pozitif ise x e (x,) dizisinin istatistiksel yigilma noktast denir.

Bir (x,,) dizisinin tim istatistiksel yigilma noktalarinin kimesi ,©(x,) ile goster-
ilsin.

Teorem 4.1.5. [21] Herhangi bir X topolojik uzayr ve bu uzaydaki herhangi bir ()
dizisi i¢in A(z,) C O(xy,) dir.

Ispat: y € A(x,) olsun ve (x,,) dizisi 6({ny : k € N}) = a > 0 ve limg_,o0 T, = ¥
kosullariny saglayan (x,) nin bir alt dizisi olsun. U, y nin bir komgulugu olsun. Bu
takdirde sonlu sayida k lar yani ki, ko, ks, ..., ki, hari¢ tim k lar i¢in x,, € U dur.
Dahas,

{neN:z, €U} DO {np:keNN\{ng,. ...k}
ve boylece
0({n € N:xz, € U}) = lim,,_o0 sup W > lim,, 00 SUP W—%O(l) > 9

dir. (Burada kullandigim O klasik Landau notasyonudur). Boylece y € O(z,,) olur ve
1spat tamamlanar.

Teorem 4.1.6. [21] X bir topolojik uzay ve (xy,)nen bu uzayda herhangi bir dizi olsun.
O(xy,) kimesi kapalidor.

Ispat:y € O(z,) ve U, y nin herhangi bir komsulugu olsun. Bir z € U N O(x,,)
noktasy vardwr. V- C U olacak sekilde z nin bir V' komsulugunu alalim. z, ©(x,) de
oldugundan,

d({neN:z,€V}) >0

dir. {neN:x, €U} D{neN:zx, €V} oldugundan,
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0({neN:x,€U})>0

elde edilir. Boylece y € O(x,,) dir.

Teorem 4.1.7. [21] (2,)nen ve (Yn)nen , X uzayinda birer dizi olsunlar. §({n € N :
Tn # Yn}) = 0 ise O(z,) = O(y,) ve A(z,) = A(y,) dir.

Ispat: p € O(x,) ve U, p nin bir komsulugu olsun. Bu takdirde 5({n € N : z,, €
U}) >0 dur.Ayrica

{neN:z,eUN\{neN:z,#y,} C{neN:y, U}
ve 0({n € N: z, # y,}) = 0 oldugundan ,
0({fneN:y,€U}) >0

elde edilir. Boylece p € O(y,) olur. Simetri alinarak ©(y,) C O(x,) oldugu gorilir.
Boylece O(z,) = O(yy,) esitligi saglanar.

A(zy,) = A(yn) esitligi benzer sekilde gosterilir.

Teorem 4.1.8. [21] B
K |, X wzaywmin kompakt bir altkimesi olsun bu takdirde 6({n € N : z,, € K}) >0
olacak sekilde X deki herbir (x,)nen dizisi igin K NO(x,) # 0 dor.

Ispat: K N O(x,) = 0 olsun.Bu takdirde her y € K i¢in y nin bir V,, komgulugu
vardwr oyleki M, = {n € N: z,, € V,;} kiimesinin yogunlugu 0 dir. K mun {V, 1y € K}
agik ortisinden K nan {V,,, ..., V,. } sonlu altértisind alalim.

{neN:z, € K} C M,U,---UM,,

oldugundan , 6({n € N : x,, € K}) = 0 olur ve boylece ¢eligki elde etmis oluruz. Bu
takdirde K N O(x,) # 0 dir. Béylece ispat tamamlanar.
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4.2 Yerel Kat1 Riesz Uzayinda Istatistiksel Yakin-
saklik

Bu béliimde yerel katy Riesz uzaylarinda istatistiksel T-yakinsak, istatistiksel T-Cauchy
yakinsak ve istatistiksel T-sinarly dizi kavramlaring ve ozelliklerini inceleyecegiz Daha
sonra istatistiksel stureklilik kavramindan ve ézelliklerinden bahsedecegiz.

Tamim 4.2.1. [1](Istatistiksel 7-Yakinsaklik) (X, 7) yerel katv bir Riesz uzay
(xn) , X wzayinda bir dizi ve xo € X olsun. Sifurin her U T-komsulugu i¢in ,

d({neN:z,—20¢U})=0

saglanwyorsa (x,) dizisi xo a istatistiksel T- yakinsaktir denir. Kisaca st —lim x, = x
olarak gosterilir.

Ornek 4.2.1. (R?,||.||) yerel katv Riesz uzayina inceleyelim (||.]| norm Oklid normu,)
ve (x,,) dizisini soyle tanimlayalvm,

2+11+32) n#k* keN

(5,5) n = k?
Tiim V (€) larin Nsol ailesi soyle tanimlansin,0 < € € R ve sifir tabani (6 = (0,0))
olmak tizere,

Vie)={x e R*: ||z]| < €}

Tp—

xo = (2,1) igin ,
o (+,3) n#k* keN
In, XTo= { (374) n = k2

Sufirin her U 7- komgulugu ve € > 0 i¢in V(e) C U olacak sekilde V(e) € Nsol
saylary vardir dyleki A sonlu bir kiime olmak tizere ,

{neN:z, -z V(e)}=AU{1,4,9,16,...,k* ...}
Buradan ,
d{neN:z,—20¢U}) < d{neN:z,—x0¢V(e)})

§(A) +06({1,4,9,16,... k>, ... })
= 0

dir. Sonug olarak st; —limz, = (2,1) olur.
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Tamim 4.2.2. [1](Istatistiksel 7-Swnarls Dizi)
(xn), (X, 7T) yerel katr Riesz uzayinda bir dizi olsun. Sifirin her U T-komsulugu
i,

d({neN: Az, ¢U}) =0

olacak sekilde X > 0 sayilar varsa (x,) dizisine istatistiksel - sinarlidur denir.

Tamim 4.2.3. [1](Istatistiksel 7-Cauchy Dizisi)
(xn), (X, 7T) yerel katr Riesz uzayinda bir dizi olsun. Sifirin her U T-komgulugu
i,

d{neN:x, -2, ¢U})=0

olacak gekilde k € N sayular varsa (x,,) dizisine istatistiksel T- Cauchy dizisi denir.

Teorem 4.2.1. (X, 7) bir Hausdorf yerel katr bir Riesz uzayr olsun.(x,) ve (y,) , X
uzayinda birer dizi olsunlar. Asagidaki ifadeler saglanar:

(a) st; —limx, = x; ve st; —limz, = x5 ise v1 = xo dir.
(b) st; —limz, =z ise Va € R igin st, — limax,, = ax dir.
(c) st; —limz, =z ve st, — limy, =y ise st, — lim(x, + y,) =z +y dir.

Ispat:(a)
U , sifirin herhangi bir T-komsulugu olsun. Bu takdirde V- C U olacak sekilde bir
V € Nsol vardur. Onerme 1.1.4 in

(¢) 6zelliginden W+W C V olacak sekilde bir W € Nsol segebiliriz. st,—limz,, =
xy ve st, —limx, = xo oldugundan

Ky={neN:z,—x €W}

ve

Ky={neN:z, -1, W}

olacak sekilde bir §(K71) = 6(K3) = 1 vardur.
K = KN K olsun. Yn € K i¢in ,

Tl —To =T, —Tpn+Tp—T2o EWH+W CV CU
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Boylece sifurin her U T-komgulugu i¢in x1 — xo € U. (X, 7) Hausdorff uzay: oldugun-
dan , sifirin tim U T-komguluklarinin kesisimi tek nokta kimesi {0} diwr. Buradan
r1 — x9 = 0 dur. Boylece x1 = x5 elde edilir.

Ispat (b): st; —limz, =z ve U , ssfirin keyfi bir T-komgulugu olsun. Bu takdirde
V' C U olacak sekilde bir V € Nsol vardir. st, —limz,, = z oldujundan ,

S{neN:z,—zeV})=1

la| < 1 olsun.V dengeli kiime oldugundan , x, —x € V olmasi o(x,, —x) € V olmasina
gerektirir. Bu takdirde,

{neN:z,—2zeV}C{neN:ax,—ar eV} C{neN:ax, —arc U}
dur. Béylece sifirin her U T-komsulugu i¢in,
d({neN:ax, —axeU} =1

elde edilir. Simdi de |o| > 1 ve [|a|], || dan biyik veya egit en kiigiik tamsayr olsun.
[l TW CV olacak sekilde bir W € Nsol vardur. st, —limz, = x oldugundan ,

K={neN:z,—zecW}
olacak sekilde 6(K) = 1 vardwr. Bu takdirde ¥n € K ig¢in,
lax — azy| = |al|lz — @] < [lafl|lz —zo| € [la[]W SV CU

olur. V' kati(solid) oldugundan ax —ax,, € V dir. Boylece Vn € K i¢in ax —ax, € U
olur. Bu takdirde sifirin her U T-komsulugu i¢in |

S{neN:ax—az,cU}) =1

elde ederiz. Bu takdirde Voo € R i¢in st — lim ax,, = ax olur ve ispat tamamlanar.

Ispat (c):U , sifirin keyfi bir T-komsulugu olsun. Bu takirde V- C U olacak sekilde
bir Ve Nsol vardir. W +W C V olacak sekilde baska bir W € Nsol secelim.st, —

limz, =z ve st; —limy, =y oldugundan,
Ki={neN:z,—xeW}
ve
Ky={neN:y,—yeW}

olacak gekilde bir 0(Ky) = 6(K3) = 1 vardir. K = Ky N Ky olsun. Bu takdirde
(K)=1veVne K igin ,
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(@n+yn) = (@+y) = (@0 —2)+ (Y —y) eW+W CV CU.
Boylece,
S({neN: (v, +y,) —(z+y) eU}) =1

elde ederiz. U keyfi oldugundan st, — lim(x,, + y,) = x + y olur ve ispat tamamlanar.

Teorem 4.2.2. (X, 7) yerel katr Riesz uzayindaki bir (x,,) dizisi istatistiksel T-yakinsak
ise istatistiksel T-sinarlidar.

jspat:(a:n) dizist xg € X noktasina istatistiksel T-yakinsak olsun. U, sifirin keyfi
bir T-komsulugu olsun. Bu takdirde V' C U olacak sekilde bir V' € Nsol vardir. W +
W CV olacak sekilde bir W € Nsol segebiliriz. st, — lim x,, = xq oldugundan ,

K={neN:z,—xy¢ W}

olacak sekilde bir 0(K) = 0 vardwr. W sogurgan oldugundan pxo € W olacak sekilde
bir i > 0 vardir. X < 1 ve X < p olsun. W kati(solid) ve |Azg| < |puxo| oldugundan
Azg € W dir. W dengeli oldugundan , x, —xo € W olmasi A\(x,, — xo) € W olmasini
gerektirir.¥n € N\K i¢in ,

Ay = Nxy —xg) + Azg e WH+W CV CU
olur. Boylece ,
d({neN: Az, ¢U})=0

elde ederiz. Sonug olarak , (x,) dizisi istatistiksel T-sinarlidor.

Teorem 4.2.3. (X, 7) yerel katr Riesz uzayindaki bir (x,,) dizisi istatistiksel T-yakinsak
ise istatistiksel T-Cauchy dir.

jspat:(xn) dizist xog € X noktasina istatistiksel T-yakinsak olsun. U, sifirin keyfi
bir T-komsulugu olsun. Bu takdirde V- C U olacak sekilde bir V€ Nsol vardir. W +
W CV olacak sekilde bir W € Nsol segebiliriz. st;, —limz, = x¢ oldugundan ,

K={neN:z,—zo¢ W}
olacak sekilde bir §(K) = 0 vardir. Yk,n € N\K i¢in ,
$n—$k:xn—l’0+xo—xkEW—FWQVQU

oldugundan



48

{neN:z,—2, ¢ U} CK
Bu takdirde sifirin her U T-komsulugu i¢in,
d{neN:z,—z,¢U})=0

olacak sekilde k € N sayilary vardir. Buradan (x,) dizisinin istatistiksel 7-Cauchy
dizisi oldugu gorilir. Boylece ispat tamamlanar.

Teorem 4.2.4. (X, 1) yerel katr bir Riesz uzayr olsun ve ¥n € N i¢in z, < y, < z,
olacak sekilde (x,),(yn) ve (z,), X uzayinda birer dizi olsunlar. Eger st, —limx, =
st; —lim z,, = a ise bu takdirde st, —limy, = a dir.

Ispat: U, sifirin keyfi bir T-komsulugu olsun.Buhalde V- C U olacak sekilde bir
V € Nsol vardir. W +W C V olacak sekilde bir W € Nsol segebiliriz. st, — limx,, =

st; — lim z,, = a oldugundan ,
Ki={neN:z,—aecW}
ve
Ky={neN:z,—acW}
olacak gekilde bir 6(K1) = §(Ksy) = 1 vardir. K = K1 N Ky olsun.¥n € K igin,

T < Yo < 2
Th—a < yYyp—a<z,—a
Yy —a| < |zn—al+|zn—a eWH+WCV

V' kati(solid) oldugundan Nn € K
Yyp—a €V CU
dur. Bu takdirde sifirin her U T-komsulugu i¢in ,
d{neN:y,—acU})=1

olacagindan st, — limy, = a elde edilir ve ispat tamamlanar.
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Simdi yerel katr Riesz uzaylarinda istatistiksel streklilik kavramindan ve ozellik-

lerini inceleyelim.

Tamim 4.2.4. [1](Istatistiksel Siireklilik)

(X1, 71) ve (Xa, 7o) yerel katr Riesz uzayr ve A C X1 olsun . f: A — Xy bir fonksiyon
olmak tizere bir xqg € A noktasinda st., — limz, = x¢ olmast Xy uzayinda st,, —
lim f(x,) = f(zo) olmasim gerektiriyorsa f fonksiyonu xo noktasinda istatistiksel
stireklidir denir.

Teorem 4.2.5. (X1, 1) ve (Xo, 7o) yerel katy Riesz uzayr olsun. f : (X1, m) — (X2, 72)
fonksiyonu diizgiin stirekli ise f istatistiksel streklidir.

Ispat:f : (X1,11) — (Xo,72) fonksiyonu dizgin sirekli olsun ve X, de st —
limx, = x¢ saglansin. X1 ve Xo nin sifirlary siraswyla 01 ve 0y ile gdosterilsin. V' , 0y
nin keyfi bir o-komsulugu olsun. f dizgin sirekli oldugundan ,

z—yeW = fl@)-flyev 1)
olacak sekilde 01 in W t1-komsuluklar, vardur. st, — limx, = xy oldugundan,
K={neN:z,—zy€ W}
olacak sekilde 0(K) = 1 vardwr. (1) den Vn € K ig¢in
f(@n) = flzo) € V.

olur. Béylece

K C{neN: f(z,) - f(zo) € V}
elde ederiz. Bu takdirde

0({n € N: f(zn) = fz0) € V}) =1

olur. Boylece st,, —lim f(x,) = f(x¢) olur. Buda f nin istatistiksel siirekli oldugunu
gosterir.
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Teorem 4.2.6. (X, 7) yerel kati bir Riesz uzayr olsun. Asagqidaki donigtimler istatis-
tiksel streklidir.

(a) (X,7) X (X,7) = (X, 7); (z,y) » zVy
(b) (X,7)x (X,7) = (X,7);(z,y) =» Ay
(c)(X,7) = (X, 7)ix > |z]
(A)(X,7) = (X, 7);2— 2~
(e)(X,7) = (X, 7);z > a7

Ispat (a):str.; — lim(z,,y,) = (2,y) ve U , X wzaynda sifirin keyfi bir 7-
komsulugu olsun. Bu takdirde V- C U olacak sekilde bir V- € Nsol vardir. W +W CV
olacak sekilde bir W € Nsol segebiliriz. st,;«, — lim(z,,y,) = (z,y) oldujundan ,

K={neN:(z,—z,y,—y) e WxW}
olacak gekilde 0(K) = 1 vardwr. Ayrica ¥Yn € K igin |
Ty Vyn —zVy| < |z, —z|+|yp—yl e W+WCV
dir. V' kati oldugundan ¥Yn € K i¢in x, Vy, —xVy €V dir. Bu takdirde
{neN:z,Vy,—axVvVyeU} DK
elde edilir. Ve boylece
d{neN:z,Vy,—axVvyeU}) =1
olur. Sonug¢ olarak st; —lim(zx, Vy,) =x Vy dir.
jspat(b): U, sifirin keyfi bir 7-komsulugu olsun. Bu takdirde V- C U olacak sekilde

bir V€ Nsol vardir. W + W C V olacak sekilde bir W € Nsol secebiliriz. stry, —
lim(z,, y,) = (x,y) oldugundan ,

K={neN:(z,—z,y,—y) e WxW}
olacak sekilde 0(K) = 1 vardirNn € K igin |

[Tn Ay =z ANyl = | = [(=20) V (=ga)] + [(=2) V (=9)]]
(=) = (=zn)[ + |(=y) = (=yn)]

‘xn_x|+|yn_y‘€W+WgV

IN

V' katr oldugundan ¥n € K ic¢in x, Ny, —x ANy € V dir. Boylece,
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d{neN:z, Ny, —axANyeU})=1

elde ederiz. Bu takdirde st; — lim(xz, A y,) = x Ay dir.

Ispat (c): U, sifirn keyfi bir T-komgsulugu olsun. Bu takdirde V- C U olacak
sekilde bir V€ Nsol vardiwr. W +W C V olacak sekilde bir W € Nsol secebiliriz.
st, —limx, =x € X olsun. Bu takdirde,

K={neN:z,—zeW}

olacak sekilde 0(K) = 1 vardirNn € K igin |

|zn| = Jzl] = |lzn V (=2n)] = [z V (=2)]|
< ey —x|+ |(—zp) — ()| e W+ W CV

dir. V' katr oldugundan ¥n € K ig¢in |x,| — |z| € V dir. Boylece,
d{neN:|z,| —|z| € U}) =1

elde ederiz. Bu takdirde st, — lim |z, | = |z| dir.

fspat(d): U, sifirin keyfi bir T-komsulugu olsun. Bu takdirde V' C U olacak sekilde
bir V€ Nsol vardwr. st; — limx, = x olsun. Bu takdirde,

K={neN:z,—zeV}
olacak sekilde 6(K) = 1 vardwr. Vn € K ig¢in,

[z, =27 = |[(=2n) VO] = [(=2) VO] < [(=2n) — (=2)| + |0 = O]
= |z —x,| €V

dir. 'V katr oldugundan VYn € K i¢in x, —x~ € V dir. Boylece,
d{neN:z, —z- €U}) =1,
elde ederiz. Bu takdirde st; —limx, =z~ dir.

jspat(e): U, sifirin keyfi bir T-komsulugu olsun. Bu takdirde V- C U olacak sekilde
bir V€ Nsol vardir.st, —limx,, = x olsun. Bu takdirde,

K={neN:z,—2eV}



olacak sekilde 0(K) = 1 vardwr. Vn € K ig¢in,

ot — 2| = [(,VO0)— (zV0)< |2, — x|+ |00
= |z,—z|eV

dir. V' katr oldugundan ¥n € K i¢in x}t —at € V dir. Béylece
d{neN:zf —at eU}) =1,

elde edilir. Bu takdirde st, —limx} = x dir.

52



23

4.3  Yerel Kat1 Riesz Uzayinda Lacunary Istatistik-
sel Yakinsaklik

Bu kisimda, yerel katr Riesz uzayr ¢ercevesinde lacunary istatistiksel T-yakinsaklik,
lacunary istatistiksel T- sinwrlilik ve lacunary istatistiksel T7-Cauchy dizisi kavramlar

ve ozelikleri incelenecektir.
Bu kissmda yerel katy Riesz uzayr LS R-uzayr sekilde kullanilacaktur.

Tamim 4.3.1. [22] (Lacunary Istatistiksel - Yakinsaklhk) (X, 7) bir LSR-uzay
ve 8 bir lacunary dizisi olsun. x = (x;), X uzayinda bir dizi olsun. Sifirin her U
T-komgulugu i¢in Ky = {j € N:x; =1 ¢ U} olmak tzere 6o(Ky) = 0 oluyorsa yani,

limy oo - {j € Lty =1 ¢ U =0

ise x = (x;) dizisi, | € X e lacunary istatistiksel T-yakinsaktir denir ve Sp(7)—limx =
[ bigiminde yazilr.

Tanim 4.3.2. [22] (Lacunary Istatistiksel T-Swnarlh Dizi) (X, 7), LSR-uzaymda
bir dizi ve 6 lacunary dizisi ve v = (x;), X de bir dizi olsun. Sifirin her U T-komsulugu
1¢in,

({7 eN:AXz; ¢U}) =0
yani,
lim, o0 h%|{] €l,: \x; ¢ U} =0

olacak sekilde \ > 0 sayilary varsa x dizisine lacunary istatistiksel T-sinarlidir denir.

Tamim 4.3.3. [22](Lacunary Istatistiksel T-Cauchy Dizisi) (X,7) bir LSR-
uzays, 0 bir lacunary dizisi ve x = (x;), X de bir dizi olsun. Sifurin her U T-komsulugu
1¢in,

i, oo = {j € L iy —x, ¢ U =0
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olacak sekilde p € N sayist varsa x = (x;) dizisine lacunary istatistiksel T-Cauchy
dizist denir.

Teorem 4.3.1. (X, 1) bir Hausdorff LSR-uzay: ve 0 bir lacunary dizisi olsun. x =
(z;) ve y = (yr), X wzayinda birer dizi olsunlar. Asagidaki ifadeler saglanar:

(i) So(7) —lim; x; =3 ve Sp(7) —lim;x; =1y ise ly =y

(i1) Sp(7) — lim; x; =1 ise Sp(7) — lim; ax; = al,a € R

(111) Sp(7) — lim; x; = 1 ve Sp(7) — lim; y; = p ise Sp(7) — lim;(z; +y;) =1+ p
Ispat (i)

So(7)—lim; z; = l; ve Sy(7)—lim; x; = ly oldugunu varsayalim. U, sifirin herhangi bir
T-komsulugu olsun. Bu takdirde V C U olacak sekilde V € Nsol vardir. W +W CV
olacak sekilde bir W € Nsol secelim.

Klz{jEleL’j—llEW},
KQZ{jGNI[L'j—ZQEW},
olsun. Sp(T) — lim; xz; = Iy ve Sp(7) — lim; z; = ly oldugundan 6p(K71) = 6p(K2) =1
dir. Bu takdirde 69( K1 N Ky) = 1 ve ozel olarak K1 N Ky # 0 dir. j € K1 N Ky olsun.
Bu takdirde,

ll—l2:ll—l‘j+l’j—12EW—FWQVQU

dur. Boylece sifirin her U T-komgulugu igin, Iy —ly € U dur. (X, 7) Hausdorff oldugun-
dan sifirin tim U T-komguluklarinin kesigimi tek nokta kimesi {©} dur. Buradan
ly —ls = © olur, yani l; = ly dir.

Ispat(ii) U, sifurin keyfi bir T-komsulugu ve So(T) —lim; x; = [ olsun. Bu takdirde
V C U olacak sekilde V€ Nsol vardir. Ayrica
lim, o h%]{j €l,:x;—1leV}=1

dir. 'V dengeli oldugundan, |o| <1 olmak tzere her bir o« € R i¢in x; — 1 € V olmast
a(z; —1) € V olmasim gerektirir. Bu takdirde,

{jeN:iz;—-1eV} {jeN:azr;—al eV}

C
C {jeN:azx;—aleU}

olur. Boylece sifirin her U T-komsulugu icin,
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lim, o0 7-{j € I s ax; —al € U}| =1

elde edilir.
Simdi, |a| > 1 ve [|a]|, || ya egit yada biyik en ki¢ik tamsays olsun. [|a|]|]W C V
olacak sekilde W € Nsol vardur. So(T) — lim; x; = I oldugundan,

K:{jGNZZEj—ZEW}
kiimesinin 0-yogunlugu sifirdir. Dolayisiyla,
ol — aj| = |al|l = z;[ = [|af]ll — ;] € [lo]W SV CU

dur. 'V kati oldugundan, ol —ax; € V dir. Buradan ol —ax; € U dur. Béylece sifirin
her U T-komsulugu i¢in |

lim, oo -{j € I s azj —al € U} =1

dir. Buradan Syp(7) — lim; ax; = ol olur.

jspat(iii): U sifirin keyfi bir T-komsulugu olsun. Bu takdirde V' C U olacak sekilde
Ve Nsol vardir. W+W CV olacak sekilde W € Nsol segebiliriz. So(T) —lim; z; =1
ve Sp(7) — lim; y; = p oldugundan,

le{jeNin—ZGW},
Hy={jeN:y;—peW}

olmak iizere dg(Hy) = 0g(Hz2) = 1 dir. H = Hy N Hy olsun. Bu takdirde 69(H) =1 ve
(@j+y)—U+p)=(@-0+(y—peW+WcVcu
dur. Béylece,
litny o 14 € 1, 5 (2 +35) — (1 4+ ) € U} = 1
dir. U keyfi oldugundan, So(T) — lim;(x; +y;) =1 + p dir.

Teorem 4.3.2. (X, 7) bir LSR-uzay: ve 0 bir lacunary dizisi olsun. Bir v = ()
dizisi lacunary istatistiksel T-yakinsak ise lacunary istatistiksel T-sinarldar.

Ispat:Bir © = (xj) dizisi bir | € X noktasina lacunary istatistiksel T-yakinsak
oldugunu varsayalim. U, sifirin keyfi bir 7-komsulugu olsun. Bu takdirde V. C U
olacak sekilde V € Nsol vardir. W +W C V olacak sekilde bir W € Nsol secebiliriz.

So(T) — lim_y00 ; = 1 oldugundan,

K={jeN:z;—1¢W}
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kiimesinin 0-yogqunlugu sifirdir. W soqurgan oldugundan Nl € W olacak sekilde A > 0
vardir. o« < 1 ve a < X olsun. W katr ve |al| < || oldugundan ol € W dir. W dengeli
oldugundan, x; — 1 € W olmast a(x; — 1) € W olmasiny gerektirir. Bu takdirde, her
bir j € N\K

arj=a(z;—)+ad e W+W CV CU
dur. Boylece
lim, o0 i’{j €l,:ax; ¢ U} =0

olur. Ohalde (z;) lacunary istatistiksel T-sirlidir. Boylece teoremin ispaty tamam-
lanar..

Teorem 4.3.3. (X, 1) bir LSR-uzay: ve 0 bir lacunary dizisi olsun. Eger (x;), (y;)
ve (z;) dizileri,

(ii) Sp(T) — limj z; = 1 = Sp(7) — lim; 2;

sartlariny saglyorsa Sp(T) — lim; y; = 1 dir.

Ispat: U, sifirn keyfi bir komsulugu olsun. Bu takdirde V- C U olacak sekilde
V€ Nsol vardir. W+ W CV olacak sekilde bir W € Nsol segebiliriz. (it) den

A={jeN:z;—leW}
B:{jENIZj—ZGW}

olmak iizere dg(A) = 09(B) = 1 dir. Ayrica d9(AN B) =1 ve (i) den Vj € N ig¢in,
;=1 <y —1<z —1
dir. Buradan ¥Vj € AN B i¢in ,
ly; =l <l|zj =1+ |z -l e W+WCV

elde ederiz. V katy oldugundan, y;—l € V C U dur. Bu halde sifvrin her U T-komsulugu
1¢in,

limr_,ooiHj €l,:y—1lelU} =1

dir. Boylece, Sp(7) —lim; y; = [ olur. Bu da teoremin ispatine tamamlar.



o7

Teorem 4.3.4. (X, 7) bir LSR-uzay ve 0 bir lacunary dizisi olsun. Bir v = (x;)
dizisi lacunary istatistiksel T-yakinsak ise bu dizi lacunary istatistiksel T-Cauchy dir.

Ispat: Sy(T) — lim;_ oo x; = 1 ve U sifurn keyfi bir T-komsulugu olsun. V C U
olacak sekilde V € Nsol vardir. W +W CV olacak sekilde bir W € Nsol secebiliriz.
Bu takdirde,

limrﬁmh%\{j €l :y—1¢U}H=0

dur. Ayrica

K={jeN:z;—1¢W}
olmak iizere ¥j,p € N\ K i¢in

rj—xp=2;—l+l—2, e WH+WCV CU

dur. Dolaiyisiyla,

{jeNizj—2,¢ U} CK
dur. Siferin her bir U T-komsulugu i¢in, Vj,p > N i¢in,

limrhir{j €l,:z;—x,¢U} =0

olacak sekilde N € N vardur. Buradan (x;) dizisi lacunary istatistiksel T-Cauchy oldugu
gorilir. Boylece teoremin ispatt tamamlanar.
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Sonuc

Bu ¢calismanin ilk boliimlerinde, klasik analizdeki yakinsaklik, Cauchy yakinsaklik,
limit ve wigilma noktalary kavramlarinin istatistiksel yakinsaktaki karsiliklar: ince-
lendi. Daha sonraki bolimlerde ise istatistiksel yakinsakligin son zamanlarda ¢alisilan
konularina agurlik verildi. Bu nedenle bu ¢alisma ayni zamanda istatistiksel yakinsak-
hgin gunimiize kadark: tariht gelisiming de gostermektedir.
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