
T.C. 
İSTANBUL TİCARET ÜNİVERSİTESİ 

FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ 
MATEMATİK ANABİLİM DALI 

MATEMATİK YÜKSEK LİSANS PROGRAMI  
 
 
 

 
 
 

HEISENBERG GRUBUNDA ISI DENKLEMİ 
 
 
 
 
 
 
 

Yüksek Lisans Tezi 
 
 
 
 
 
 
 

Abdullah YENER 
 

1160Y55105 
 
 
 
 
 
 
 

Danışman: Prof. Dr. İsmail KÖMBE 
 
 
 
 
 
 
 

İstanbul, 2013 



T.C. 
İSTANBUL TİCARET ÜNİVERSİTESİ 

FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ 
MATEMATİK ANABİLİM DALI 

MATEMATİK YÜKSEK LİSANS PROGRAMI  
 
 
 

 
 
 

HEISENBERG GRUBUNDA ISI DENKLEMİ 
 
 
 
 
 
 
 

Yüksek Lisans Tezi 
 
 
 
 
 
 
 

Abdullah YENER 
 

1160Y55105 
 
 
 
 
 
 
 

Danışman: Prof. Dr. İsmail KÖMBE 
 
 
 
 
 
 
 

İstanbul, 2013 



T.C. 

İSTANBUL TİCARET ÜNİVERSİTESİ 

FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ 

 

ONAY SAYFASI 

 

   Yüksek lisans öğrencisi Abdullah Yener’in “Heisenberg Grubunda 

Isı Denklemi”  konulu tez çalışması jürimiz tarafından Matematik 

Yüksek Lisans Tezi olarak (oybirliği  / oyçokluğu ) ile başarılı 

bulunmuştur. 

                          

                                    Adı-Soyadı                          İmza 

 

Tez Danışmanı : Prof. Dr. İsmail Kömbe   

        Jüri Üyesi : Prof. Dr. Doğan Kaya   

        Jüri Üyesi : Doç. Dr. Ahmet Duran   

    

   Hazırlamış olduğum tez özgün bir çalışma olup YÖK ve İTİCÜ Lisansüstü 

Yönetmeliklerine uygun olarak hazırlanmıştır. Ayrıca, bu çalışmayı yaparken 

bilimsel etik kurallarına tamamıyla uyduğumu; yararlandığım tüm kaynakları 

gösterdiğimi ve hiçbir kaynaktan yaptığım ayrıntılı alıntı olmadığını beyan ederim. 

Bu tezin ihtiva ettiği tüm hususlar şahsi görüşüm olup İstanbul Ticaret 

Üniversitesi’nin resmi görüşünü yansıtmamaktadır. 



Özet

Bu çal¬̧smada,

ut � uxx = f (x; t)

¬s¬ denkleminin R deki ve Rn deki temel özellikleri verildikten sonra, Hn Heisenberg

grubunda a (w) > 0; V (w) 2 L1loc (
) potansiyelleri ile verilmi̧s
8
><

>:

ut = rHn (a (w)rHnu
m) + V (w) um; (w; t) 2 
� (0; T )

u (w; t) = 0; (w; t) 2 @
� (0; T )
u (w; 0) = u0 (w) � 0; w 2 


do¼grusal olmayan parabolik probleminin ne zaman pozitif çözümünün olmad¬¼g¬ is-

patlanm¬̧st¬r.

Anahtar Sözcükler: Is¬ denklemi, başlang¬ç de¼ger problemi, başlang¬ç-s¬n¬r

de¼ger problemi, temel çözüm, Fourier dönüşümü, Heisenberg grubu, singüler potan-

siyel, do¼grusal olmayan parabolik denklem.

Abstract

In this study, after the fundamental properties of

ut � uxx = f (x; t)

heat equation on R and Rn are given, nonexistence of positive solution to the follow-

ing

8
><

>:

ut = rHn (a (w)rHnu
m) + V (w) um; (w; t) 2 
� (0; T )

u (w; t) = 0; (w; t) 2 @
� (0; T )
u (w; 0) = u0 (w) � 0; w 2 


nonlinear parabolic equation with a (w) > 0; V (w) 2 L1loc (
) potentials on the Hn
Heisenberg group were analyzed.

Keywords:Heat equation, initial value problem, initial-boundary value problem,

fundamental solution, Fourier transform, Heisenberg group, singular potential, the

non-linear parabolic equation.
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Ayr¬ca üniversite e¼gitimim süresince üzerimde eme¼gi olan Ortado¼gu Teknik Üniver-

sitesi ve ·Istanbul Ticaret Üniversitesi Matematik Bölümleri�ndeki sayg¬de¼ger ho-
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Gösterimler

� R; reel say¬lar.

� R+; pozitif reel say¬lar.

� c = c (x) ; özgül ¬s¬.

� � = � (x) ; kütle yo¼gunlu¼gu.

� e (x; t) ; ¬s¬ enerjisi yo¼gunlu¼gu.

� k = k (x) ; maddenin ¬s¬ geçirgenlik katsay¬s¬.

� u(x; t); çubu¼gun herhangi bir t an¬nda x noktas¬ndaki s¬cakl¬¼g¬.

� 
; pürüzsüz s¬n¬rlara sahip aç¬k s¬n¬rl¬ bir bölge.

� @
; 
 n¬n s¬n¬r¬.

� �
 := 
 [ @
; 
 n¬n kapan¬̧s¬.

� 
T := 
� (0; T ] ; parabolik bölge.

� @
T ; 
T parabolik bölgesinin s¬n¬r¬.

� �
T := 
T [ @
T ; 
T parabolik bölgesinin kapan¬̧s¬.

�
...
�T := @
Tn([0; L]� fTg); 
T parabolik bölgesinin alt ve yan s¬n¬rlar¬.

� C (
) ; 
 bölgesindeki sürekli fonksiyonlar¬n s¬n¬f¬.

� C2;1 (
) := fu : 
! Rju; ux; uxx; ut 2 C (
)g ; 
 bölgesindeki x de¼gi̧skenine

göre 2: türevi, t de¼gi̧skenine göre 1: türevi sürekli fonksiyonlar¬n s¬n¬f¬.

� F ff (t)g = F (!) ; f fonksiyonun Fourier dönüşümü.

� F�1 fF (!)g ; f fonksiyonun ters Fourier dönüşümü.

� f � g; f ve g fonksiyonlar¬n¬n konvolusyonu.

� Rn; n�boyutlu Öklid uzay¬.

� x = (x1; x2; :::; xn), Rn de bir nokta.

� jxj := (x21 + x22 + :::+ x2n)
1=2
; Öklid normu.
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� Sn�1 := fx 2 Rn : jxj = 1g ; n�boyutlu Rn uzay¬ndaki birim hiperküre.

� � (x) :=
R1
0
tx�1e�tdt; 0 < x <1; gama fonksiyonu.

� VSn�1 (n) = �n=2

�(n2+1)
; Rn uzay¬ndaki birim hiperkürenin s¬n¬rlad¬¼g¬ bölgenin

hacmi.

� nVSn�1 (n) = n�n=2

�(n2+1)
; Rn uzay¬ndaki birim hiperkürenin yüzey alan¬.

� @u
@xi
(x) = uxi := limh!0

u(x+hei)�u(x)
h

; u fonksiyonunun xi de¼gi̧skenine göre k¬smi

türevi.

� � := @2

@x21
+ @2

@x22
+ :::+ @2

@x2n
; Rn de Laplace operatörü.

� j
j ; 
 n¬n Lebesgue ölçümü.

� Ckc (
) ; 
 bölgesinde k:mertebeden sürekli diferansiyellenebilir kompakt olarak
destekli fonksiyonlar¬n s¬n¬f¬.

� K �� 
 := �K kompakt ve K � �K � 
; 
 n¬n kompakt alt kümesi.

� kukp :=
�R


jujp dx

�1=p
<1; (1 � p <1) ; p-norm.

� Lp (
) :=
n
u : 
! Rj u Lebesgue ölçülebilir, kukp <1

o
; p-integrallenebilir

fonksiyonlar¬n kümesi.

� Lploc (
) := fu : 
! Rj her K �� 
 için u 2 Lp (
)g :

� K (x; t) ; ut = �u ¬s¬ denkleminin temel çözümü.

� Hn; Heisenberg grubu.

� w := (z; l) = (x; y; l) = (x1; :::; xn; y1; :::yn; l) ; Hn de bir nokta.

� �; Hn de tan¬ml¬ grup i̧slemi.

� Xi :=
@
@xi
+ 2yi

@
@l
; Yi :=

@
@yi
� 2xi @@l ; i = 1; :::; n; Hn deki vektör alanlar¬.

� rHn := (X1; :::; Xn; Y1; :::; Yn) ; H
n de Gradyan vektörü.

� �Hn :=
Pn

i=1 (X
2
i + Y

2
i ) ; H

n de Kohn-Laplace operatörü.

� Q = 2n+ 2; Hn nin homojen boyutu.
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� �� : Hn ! H
n; Heisenberg geni̧sletme dönüşümü.

� kwk
Hn
:=
�
(
Pn

i=1 x
2
i + y

2
i )
2
+ l2

�1=4
; Hn de tan¬mlanan norm.

� dHn (w; �) = k��1 � wkHn ; Hn de tan¬mlanan uzakl¬k fonksiyonu.

� BHn (a; r) := fw 2 Hn : d (a; w) < rg ; Hn de a merkezli r yar¬çapl¬ aç¬k yuvar.

� � (�; �; �1; :::; �2n�1) := w = (z; l) = (x; y; l) ; Hn de küresel dönüşüm.

� J (�) ; � dönüşümünün Jakobiyeni.

� det J (�) = �2n+1 sinn�1 � sin2n�1 �1::: sin �2n�2; J (�) nin determinant¬.

� dw = det J (�) d�1:::d�2n�2d�d�, Hn de küresel koordinatlarda birim kürenin

hacim diferansiyeli.

� �n :=
R �
0
d�1
R �
0
d�2:::

R �
0
d�2n�2

R �
0
d�2n�1 sin

2n�2 �1::: sin �2n�2; R
2n+1 deki 2n

boyutlu birim kürenin Lebesgue yüzey ölçümü.
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G·IR·IŞ

Bir k¬smi diferansiyel denklem, x1; x2; :::; xn ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skenlerine ba¼gl¬ bilin-

meyen u (x) = u (x1; x2; :::; xn) fonksiyonu ve onun uxi ; uxixj ; uxixjxk ; ::: gibi sonlu

say¬da k¬smi türevlerinin oluşturdu¼gu ba¼g¬nt¬d¬r. Bir k¬smi diferansiyel denklem en

genel haliyle

F
�
x1; x2; :::; xn; u; uxi ; uxixj ; uxixjxk ; :::

�
= 0

şeklinde yaz¬l¬r. K¬smi diferansiyel denklemler; mertebe, lineerlik gibi özelliklere göre

s¬n¬�and¬r¬l¬rlar. Bu s¬n¬�and¬rma, adi diferansiyel denklemlerin s¬n¬�and¬rmas¬na

benzerdir. Bir k¬smi diferansiyel denklemdeki en yüksek mertebeden türevin mer-

tebesine diferansiyel denklemin mertebesi denir. ·Ikinci mertebeden iki de¼gi̧skenli

k¬smi diferansiyel denklem en genel haliyle, x ve y ba¼g¬ms¬z de¼gi̧sken u = u (x; y)

olmak üzere,

F (x; y; u; ux; uy; uxx; uxy; uyy) = 0

olarak ifade edilir. E¼ger k¬smi diferansiyel denklem bilinmeyen fonksiyona ve bu

fonksiyonun bütün k¬smi türevlerine göre lineer ise bu denkleme lineer k¬smi difer-

ansiyel denklem denir. Örne¼gin ikinci mertebeden iki de¼gi̧skenli lineer k¬smi difer-

ansiyel denklemin en genel şekli

A (x; y) uxx +B (x; y) uxy + C (x; y) uyy

+D (x; y) ux + E (x; y) uy + F (x; y) u = G (x; y)

olarak verilir. E¼ger k¬smi diferansiyel denklem, sadece en yüksek mertebeden k¬smi

türevlere göre lineer ve katsay¬lar bilinmeyen fonksiyon ile onun düşük mertebeden

türevlerini de içeriyorsa, bu denkleme yar¬ lineer k¬smi diferansiyel denklem

denir. ·Ikinci mertebeden iki de¼gi̧skenli yar¬ lineer k¬smi diferansiyel denkleminin en

genel hali

A (x; y; u; ux; uy) uxx +B (x; y; u; ux; uy) uxy

+C (x; y; u; ux; uy) uyy = D (x; y; u; ux; uy)

gibidir. E¼ger k¬smi diferansiyel denklem yar¬ lineer ve denklemde görülen en yüksek

mertebeden türevlerin katsay¬lar¬ yaln¬zca ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skenlerin fonksiyonlar¬ ise

bu denkleme hemen-hemen lineer denir. ·Ikinci mertebeden iki de¼gi̧skenli hemen-

hemen lineer k¬smi diferansiyel denklem

A (x; y) uxx +B (x; y) uxy + C (x; y) uyy = D (x; y; u; ux; uy)

1



şeklinde verilir. Lineer k¬smi diferansiyel denklemler d¬̧s¬ndaki bütün denklemler li-

neer olmayan k¬smi diferansiyel denklem olarak adland¬r¬l¬r. Bundan dolay¬

yar¬ lineer ve hemen hemen lineer k¬smi diferansiyel denklemler lineer olmayan k¬smi

diferansiyel denklemlerin özel halleridirler.

Adi diferansiyel denklemlerin genel çözümleri, denklemin mertebesi kadar key�

sabit içeren ve her noktas¬ndan te¼get do¼grular¬n çizilebildi¼gi e¼gri aileleridir. ·Iki ba¼g¬m-

s¬z de¼gi̧skene sahip k¬smi diferansiyel denklemlerin genel çözümleri ise denklemin

mertebesi kadar key� fonksiyon ihtiva eden ve her noktas¬ndan te¼get düzlemlerin

çizilebildi¼gi yüzey aileleridir.

Bir k¬smi diferansiyel denklemi özdeş olarak sa¼glayan ve herhangi key� fonksiyon

veya key� parametre içermeyen fonksiyona bu k¬smi diferansiyel denklemin bir özel

çözümü denir. Di¼ger taraftan bir k¬smi diferansiyel denklemin mertebesi kadar

sürekli türetilebilir key� fonksiyon içeren ve denklemi özdeş olarak sa¼glayan bir yüzey

ailesine bu k¬smi diferansiyel denklemin genel çözümü denir.

Diferansiyel denklemler genel olarak �ziksel olaylar¬n matematiksel modellemesi

oldu¼gundan bir diferansiyel denklemin çözümü bu �ziksel olaylar¬n belirledi¼gi bir-

tak¬m koşullar¬n kullan¬lmas¬ ile elde edilir. Diferansiyel denklem ile verilen bu koşullar

başlang¬ç ve s¬n¬r koşullar¬ olarak adland¬r¬l¬r. K¬smi diferansiyel denklem ile den-

klemin t = t0 an¬ndaki u(t0) = u0 �ziksel durumu verilirse buna başlang¬ç koşulu

ve bu koşul ile birlikte verilen denkleme başlang¬ç de¼ger problemi denir. K¬smi

diferansiyel denklem ile beraber çözüm bölgesinin s¬n¬rlar¬nda çözüm fonksiyonu veya

çözüm fonksiyonunun türevlerinin de¼gerleri �ziksel olaya ba¼gl¬ olarak verilmi̧s ise

bunlara s¬n¬r koşullar¬ ve bu koşullar alt¬nda verilen denkleme s¬n¬r de¼ger prob-

lemi denir. Bu s¬n¬r koşullar¬ndan en s¬k kaŗs¬laş¬lanlar:

� Dirichlet s¬n¬r koşulu

u (0; t) = '1 (t) ; u (L; t) = '2 (t) ; t > 0;

� Neumann s¬n¬r koşulu

ux (0; t) = �1 (t) ; ux (L; t) = �2 (t) ; t > 0;

� Robin s¬n¬r koşulu

ux (0; t)� a0u (0; t) = 1 (t) ; t > 0; a0 � 0;

2



ux (L; t) + aLu (L; t) = 2 (t) ; t > 0; aL � 0

olarak tan¬mlanabilir. Hem başlang¬ç hem de s¬n¬r koşullar¬ ile verilen problemlere

de başlang¬ç-s¬n¬r de¼ger problemleri denir.

K¬smi diferansiyel denklemler; parabolik, hiperbolik ve eliptik olmak üzere üç

k¬s¬mda s¬n¬�and¬r¬l¬r. Denklemin türünü bilmek denklem hakk¬nda birçok bilgi vere-

ce¼ginden ikinci mertebeden, iki ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skenli hemen-hemen lineer

A (x; y) uxx +B (x; y) uxy + C (x; y) uyy = D (x; y; u; ux; uy) (1)

denklemininin A;B;C katsay¬lar¬na göre ne zaman parabolik, ne zaman hiperbolik,

ne zaman eliptik oldu¼gu verilecektir. Burada A;B;C katsay¬lar¬ ve u fonksiyonu

ikinci mertebeden sürekli türevlere sahip olsun ve katsay¬lar¬n hepsi ayn¬ anda s¬f¬r

olmas¬n. Bu s¬n¬�and¬rmada denklemin tipi belirlenirken birinci mertebeden türevleri

kapsayan terimlerin hiçbir etkisi olmayacak, s¬n¬�and¬rma

�(x; y) := B2 (x; y)� 4A (x; y)C (x; y)

olarak tan¬mlanan diskriminant fonksiyonunun i̧saretine göre belirlenecektir.

Tan¬m 0.0.1 (x0; y0) noktas¬nda (1) denklemi

� �(x0; y0) > 0 ise hiperbolik;

� �(x0; y0) = 0 ise parabolik;

� �(x0; y0) < 0 ise eliptik;

olarak adland¬r¬l¬r.

Matematiksel �zi¼gin en eski denklemleri olan

utt � c2uxx = 0 (2)

dalga denklemi hiperbolik tipten,

ut � kuxx = 0 (3)

¬s¬ denklemi parabolik tipten ve

uxx + uyy = 0 (4)

3



Laplace denklemi eliptik tipten denklemlere verilebilecek örneklerdir. Bu üç den-

klem tipi üzerindeki çal¬̧smalar çok daha genel ikinci mertebeden k¬smi diferansiyel

denklemler teorisine ¬̧s¬k tutmakta ve bu denklemler mekanik, ¬s¬ iletimi, olas¬l¬k

teorisi, matematik ve �zi¼gin di¼ger alanlar¬nda çok büyük etkiye sahiptir. Bundan

dolay¬ ikinci mertebeden denklemlere, özellikle de parabolik denklemlere, uzun y¬l-

lar boyu güçlü bir ilgi olmuştur. Bu (2) ; (3) ve (4) teki üç denklem s¬n¬f¬, başta

Leonhard Euler (1707 � 1783), James Bernoulli (1667 � 1748), Daniel Bernoulli
(1700 � 1782), J.L. Lagrange (1736 � 1813), Jean Joseph Fourier (1768� 1830) ;
George Green (1793� 1841) ; Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805� 1859) ; Karl
Gottfried Neumann (1832� 1925) ve Jacques Hadamard (1865� 1963) olmak üzere
çok say¬da meşhur matematikçinin çal¬̧sma alan¬nda olmuştur [28]. Bu çal¬̧sman¬n

konusu parabolik tipten denklemlerin en önemli temsilcisi olan

ut � kuxx = 0

¬s¬ denklemi üzerine olacakt¬r.

4



Bölüm 1

R DE ISI DENKLEM·I

Bu bölümde parabolik tipten k¬smi diferansiyel denklemlere verilebilecek en önemli

örneklerden biri olan ¬s¬ denklemi

ut � kuxx = 0; k > 0 (1.1)

tek boyutlu olarak çeşitli yönlerden incelenecektir. ·Ilk olarak �zikte ¬s¬ denklemi-

nin nas¬l ortaya ç¬kt¬¼g¬ ele al¬nacakt¬r. Daha sonra "Bir k¬smi türevli denklemin iyi

tan¬ml¬ olmas¬ ne demektir?", "Denklemin iyi tan¬ml¬ olabilmesi için denklemde hangi

şartlar aranmal¬d¬r?" gibi sorulara yan¬t aranacakt¬r. Son olarak, çeşitli başlang¬ç ve

s¬n¬r koşullar¬ alt¬nda verilen bir ¬s¬ denkleminin çözümü elde edilecektir.

1.1 Is¬ Denkleminin Ç¬kar¬l¬̧s¬

Bu bölümde bir boyutlu ¬s¬ denklemi

ut � �2uxx = f (x; t) (1.2)

enerji (¬s¬ enerjisi) korunumu temel prensibi kullan¬larak elde edilecektir. Öncelikle

bu denklem elde edilirken kullan¬lacak kavramlar ve gösterimler şöyle verilebilir:

Ak¬: Birim zamanda birim yüzey alan¬ndan geçen ¬s¬ ak¬m¬d¬r.

Özgül Is¬: c = c (x) ile gösterilir. Belli bir maddenin s¬cakl¬¼g¬n¬ bir birim artt¬ra-

bilmek için sa¼glanmas¬ gereken ¬s¬ enerjisidir.

Kütle Yo¼gunlu¼gu: � = � (x) ile gösterilir. Birim hacim baş¬na düşen kütledir.

Is¬ Enerjisi Yo¼gunlu¼gu: e (x; t) ile gösterilir. Birim hacim baş¬na düşen ¬s¬

miktar¬d¬r.
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Is¬ Geçirgenli¼gi: k = k (x) ile gösterilir. Maddenin ¬s¬ iletebilme özelli¼gidir.
·Ilk olarak, sabit A dik kesit alan¬na sahip, başlang¬ç s¬cakl¬¼g¬ bilinen, L uzun-

lu¼gundaki düzgün bir çubuk x�ekseni boyunca x = 0 dan x = L ye kadar uzat¬ls¬n.
Çubu¼gun herhangi t an¬nda x noktas¬ndaki s¬cakl¬¼g¬ u = u (x; t) ile gösterilsin. Den-

klem daha basit hale getirilmek için şu kabuller yap¬ls¬n:

� Çubuk, ince ve x�eksenine dik düzgün kesitlere sahip olsun.

� Her bir dik kesit üzerinde ¬s¬ sabit olsun.

� Çubu¼gun yanal yüzeyi ¬s¬ geçirmeyecek şekilde yal¬t¬lm¬̧s olsun. Yani çubukta
sadece x�ekseni yönünde bir ¬s¬ ak¬̧s¬ olsun.

Ayr¬ca, aşa¼g¬daki �ziksel prensipler hat¬rlans¬n:

� Fourier Kanunu: E¼ger bir bölgede s¬cakl¬k farkl¬l¬klar¬ varsa, ¬s¬ enerjisi, s¬cak
bölgeden so¼guk bölgeye do¼gru akar. Bu ¬s¬ ak¬̧s¬ s¬cakl¬¼g¬n türevi ux ile orant¬l¬

ve q = �kux dir.

� Is¬ Enerjisi Korunumu Prensibi: Yal¬t¬lm¬̧s bir sistemdeki enerjinin toplam
miktar¬ sabit kal¬r. Yani enerji kaybolmaz ancak şekli de¼gi̧sir.

� Kütlesim olan bir nesnenin s¬cakl¬¼g¬n¬�u kadar art¬rmak için gerekli ¬s¬ miktar¬
mc�u d¬r.

Tan¬mlanan c; �; k; termal katsay¬lar¬n¬n hepsi malzemeye ba¼gl¬ olduklar¬ndan

x in fonksiyonu olabilirler. Burada düzgün bir çubuk için ¬s¬ iletimi problemi ele

al¬nd¬¼g¬ndan c; �; k; termal katsay¬lar¬ birer sabittir. Ele al¬nan çubu¼gun içinde x ve

x+�x aras¬nda kalan ince bir dilim düşünelim. Bu dilimin hacmi A�x oldu¼gundan

dilimdeki ¬s¬ enerjisi Q (x; t) = e (x; t)A�x dir. Ayr¬ca dilimdeki toplam kütle �A�x

oldu¼gundan herhangi bir ince dilimdeki toplam ¬s¬ enerjisi Q (x; t) = �A�xc�u olur.

Böylece ¬s¬ enerjisi ile s¬cakl¬k aras¬ndaki ba¼g¬nt¬ elde edilir:

e (x; t) = c�u (x; t) : (1.3)

Çubu¼gun herhangi t an¬nda [x; x+�x] parças¬ndaki, ¬s¬ enerjisi miktar¬

x+�xZ

x

Ae (s; t) ds =

x+�xZ

x

Ac�u (s; t) ds; (1.4)
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s¬n¬rlardan geçen net ¬s¬ enerjisi miktar¬ Fourier kanunu gere¼gi

kA [ux (x+�x; t)� ux (x; t)] ; (1.5)

üretilen ¬s¬ enerjisi miktar¬ F (x; t) harici ¬s¬ kayna¼g¬ olmak üzere

A

x+�xZ

x

F (s; t) ds (1.6)

olarak ifade edilir. Bu dilim için ¬s¬ enerjisinin korunumu prensibi

[x; x+�x] parças¬ndaki net ¬s¬ de¼gi̧simi (1.7)

= s¬n¬rlardan geçen net ¬s¬ enerjisi miktar¬

+ [x; x+�x] de üretilen ¬s¬ enerjisi miktar¬

(1:3) ; (1:4) ; (1:5) ; (1:6) ve (1:7) deki ifadeler birleştirilerek matematiksel olarak

şöyle yaz¬l¬r:

d

dt

2

4
x+�xZ

x

c�Au (s; t) ds

3

5 = c�A

x+�xZ

x

ut (s; t) ds

= kA [ux (x+�x; t)� ux (x; t)]

+A

x+�xZ

x

F (s; t) ds:

Bu denklemde integral i̧saretinden kurtulmak için ortalama de¼ger teoremi kullan¬l¬rsa,

� 2 (x; x+�x) olmak üzere

c�Aut (�1; t)�x = kA [ux (x+�x; t)� ux (x; t)] + AF (�2; t)�x (1.8)

sonucuna ulaş¬l¬r. (1:8) deki eşitli¼gin her iki taraf¬ c�A�x ile bölündü¼günde

ut (�; t) =
k

c�

�
ux (x+�x; t)� ux (x; t)

�x

�
+
1

c�
F (�; t)

denklemi elde edilir. Burada �x! 0 için limit al¬n¬rsa, �2 = k=c� materyelin geçir-
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genli¼gi ve f (x; t) = F (x; t) =c� olmak üzere, bu denklem arzu edilen

ut (x; t)� �2uxx (x; t) = f (x; t) (1.9)

denklemine indirgenmi̧s olunur. Özel olarak f (x; t) = 0 ise, yani çubukta ¬s¬ oluşturan

bir kaynak yok ise, (1:9) daki denklem

ut � �2uxx = 0

halini al¬r. Buna bir boyutlu homojen ¬s¬ denklemi denir. Is¬n¬n bir nesne üz-

erinde, belli bir konumda ve zamanda, nas¬l da¼g¬laca¼g¬n¬ tan¬mlayan bir k¬smi diferan-

siyel denklemdir. ut s¬cakl¬¼g¬n zamana ba¼gl¬ de¼gi̧sim h¬z¬n¬, uxx ise çözüm gra�¼ginin

d¬̧sbükeylik ve içbükeylik durumunu göstermektedir. u (x; t) çözüm fonksiyonunun

d¬̧sbükey oldu¼gu noktalarda cismin s¬cakl¬¼g¬ artmakta, içbükey oldu¼gu aral¬kta ise

azalmaktad¬r.

1.2 Çözümün Özellikleri

Kaŗs¬laş¬lan bir diferansiyel denklemde sorulmas¬ gereken ilk soru çözümün varl¬¼g¬

ve tekli¼gi hakk¬nda olmal¬d¬r. Varl¬k ve teklik problemi halledildikten sonra sorul-

mas¬ gereken soru verilen problemdeki giri̧s verilerinde yap¬lan küçük de¼gi̧sikliklerin

çözüme nas¬l etki edece¼gi sorusudur. Yani çözümün giri̧s verilerine göre süreklili¼gi

konusudur. Ancak bu sorulara cevap verildikten sonra çözümün çeşitli özelliklerinden

veya onun say¬sal olarak bulunmas¬ndan söz edilebilir. Şimdi Frans¬z matematikçi

Jacques Solomon Hadamard (1865� 1963) taraf¬ndan ortaya at¬lan iyi tan¬ml¬l¬k
kavram¬n¬ verelim.

Tan¬m 1.2.1 K¬smi diferansiyel denklemlerde verilen bir problemin çözümü mevcut

ve tek ise ve giriş verilerine göre sürekli ise bu probleme iyi tan¬ml¬ problem denir.

E¼ger bu koşullar¬n herhangi birisi sa¼glanm¬yor ise probleme iyi tan¬mlanmam¬̧s

problem denir.

Tan¬m 1.2.2 ·Iyi tan¬ml¬ bir k¬smi diferansiyel denklemde, çözüm denklemde görülen

tüm k¬smi türevlere göre sürekli ise çözüme klasik çözüm denir.

Bu tan¬mlardan sonra, ilk olarak parabolik denklem için maksimum prensibi

kan¬tlanacak ve bu prensip kullan¬larak Dirichlet s¬n¬r koşullu başlang¬ç-s¬n¬r de¼ger
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probleminin

8
><

>:

ut � kuxx = f(x; t); 0 � x � L; t > 0
u(x; 0) = �(x); 0 � x � L
u(0; t) = g(t); u(L; t) = h(t); t > 0

(1.10)

iyi tan¬ml¬ olabilmesi için gereken çözümün tekli¼gi ve giri̧s verilerine göre süreklili¼gi

şartlar¬ incelenecektir. Daha sonra, verilen bir başlang¬ç de¼ger probleminin

(
ut � kuxx = 0; x 2 R; t > 0
u(x; 0) = �(x); x 2 R

(1.11)

iyi tan¬ml¬ olup olmad¬¼g¬ incelenip hangi şartlar alt¬nda çözümün tek ve giri̧s veriler-

ine göre sürekli oldu¼gu verilecektir.

Parabolik denklem için maksimum prensibine geçmeden önce çözüm bölgesi ile

ilgili gerekli tan¬mlar şöyle verilebilir:


 :=
�
(x; t) 2 R2 : 0 < x < L; t > 0

	

düzlemde bir bölge, � := @
 ise bu bölgenin s¬n¬r¬ olsun.


T :=
�
(x; t) 2 R2 : 0 < x < L; 0 < t < T

	

parabolik bölge olmak üzere, �T := @
T ile 
T � R
2 bölgesinin s¬n¬r¬ gösterilsin.

Ayr¬ca �
T := 
T [ �T ve
...
�T := �Tn([0; L] � fTg) olarak tan¬mlans¬n. Şimdi ut �

kuxx = 0 denkleminin �
T parabolik bölgesinde tan¬mlanm¬̧s u = u (x; t) çözümü için

maksimum-minimum prensibi şöyle ifade edilsin:

Teorem 1.2.1 [Maksimum-Minimum Prensibi ] : u(x; t) fonsiyonu parabolik �
T
bölgesinde

ut � kuxx = 0 (1.12)

denkleminin çözümü ise, bu fonksiyon maksimum ve minimum de¼gerini ya x = 0; ya

x = L, ya da t = 0 s¬n¬r¬nda al¬r. Yani

max
�
T
u = max...

� T

u ve min
�
T
u = min...

� T

u

dir.

Kan¬t. u (x; t) fonksiyonunun maksimum de¼gerini (x0; t0) 2 
T noktas¬nda ald¬¼g¬
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kabul edilsin. O halde, ut (x0; t0) = 0 ve uxx (x0; t0) � 0 olmal¬d¬r. E¼ger uxx (x0; t0) >
0 olsayd¬ u (x; t0) fonksiyonu x = x0 civar¬nda d¬şbükey bir fonksiyon olup, bu nok-

tada maksimum de¼gerine sahip olamazd¬.

i. E¼ger uxx (x0; t0) < 0 olursa, (x0; t0) noktas¬nda

ut � kuxx > 0

eşitsizli¼gi elde edilir ve bu da u (x; t) fonksiyonunun (1:12) ¬s¬ denkleminin

çözümü olmas¬yla çelişir.

ii. uxx (x0; t0) = 0 olsun. � > 0 için yeni bir

v (x; t) = u (x; t) + �x2 (1.13)

fonksiyonu tan¬mlans¬n. Fonksiyonun t ve x de¼gişkenlerine göre gerekli türevleri

al¬n¬p ¬s¬ denkleminde yerine yaz¬l¬rsa

vt � kvxx =

=0z }| {
ut � kuxx � 2�k (1.14)

= �2�k
< 0

eşitsizli¼gi elde edilir. Şimdi yeni tan¬mlanan v (x; t) fonksiyonunun maksimum

de¼gerine
...
�T s¬n¬r¬nda ulaşaca¼g¬ gösterilsin. v (x; t) fonksiyonunun maksimum

de¼gerine 
T bölgesindeki bir noktada ulaşt¬¼g¬ kabul edilsin. O halde, bu noktada

vt = 0 ve vxx � 0 yani
vt � kvxx � 0

olmal¬d¬r. Di¼ger yandan,

vt � kvxx = �2�k < 0

oldu¼gundan çelişki elde edilir. Bu da v (x; t) fonksiyonunun maksimum de¼gerine

x = 0; x = L, t = 0 veya t = T s¬n¬rlar¬nda ulaşabilece¼gi anlam¬na gelir. Son

olarak v (x; t) fonksiyonunun maksimum de¼gerini t = T üst s¬n¬r¬nda alamay-

aca¼g¬ gösterilsin. Herhangi (x0; T ) noktas¬nda v (x; t) fonksiyonunun maksi-

mum de¼gerini ald¬¼g¬ varsay¬ls¬n. Bu defa (x0; T ) maksimum noktas¬ oldu¼gundan
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vxx (x0; T ) � 0 ve v (x0; T ) � v (x0; T � h) eşitsizlikleri sa¼glan¬r. v (x0; T ) �
v (x0; T � h) eşitsizli¼ginden

vt (x0; T ) = lim
h!0+

v (x0; T )� v (x0; T � h)
h

� 0

elde edilir. Burada

vt (x0; T )� kvxx (x0; T ) � 0

oldu¼gundan (1:14) eşitsizli¼giyle yine çelişki elde edilir. Bu da v (x; t) fonksiy-

onunun maksimum de¼gerine
...
�T s¬n¬r¬nda ulaşaca¼g¬n¬ gösterir. Yani

max
�
T
v (x; t) � max...

� T

v (x; t) (1.15)

eşitsizli¼gi gerçeklenir. M := max...� T
u (x; t) olarak tan¬mlans¬n. (1:13) ten

max...
� T

v (x; t) � max...
� T

u (x; t) + max...
� T

�x2 =M + �L2; (1.16)

u (x; t) = v (x; t)� �x2 ve 0 � x � L oldu¼gundan

max
�
T
u (x; t) � max

�
T
v (x; t) (1.17)

olaca¼g¬ aşikard¬r. Sonuç olarak (1:15) ; (1:16) ve (1:17) den

max
�
T
u (x; t) � max

�
T
v (x; t) � max...

� T

v (x; t) �M + �L2 (1.18)

elde edilir. (1:18) eşitsizli¼ginde

max
�
T
u (x; t) �M

yaz¬labilir. u (x; t) fonksiyonu �
T bölgesinde sürekli oldu¼gundan

max
�
T
u (x; t) =M = max...

� T

u (x; t)

eşitli¼gi bulunur ki bu da ispat¬ tamamlar. Minimum de¼geri için teorem benzer

şekilde ispatlan¬r.
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Şimdi maksimum-minimum prensibi yard¬m¬yla Dirichlet s¬n¬r koşullu (1:10) parabo-

lik problemi için çözümün tekli¼gi ele al¬ns¬n.

Teorem 1.2.2 [Çözümün Tekli¼gi ] : f; �; g; h fonksiyonlar¬ verilmiş olsun. (1:10)

Dirichlet probleminin çözümü mevcut ise tektir.

Kan¬t. u ve v fonksiyonlar¬ denklem (1:10) ile verilen problemin çözümleri olsun. O

halde w = u� v fonksiyonu
8
><

>:

wt � kwxx = 0; 0 � x � L; t > 0
w(x; 0) = 0; 0 � x � L
w(0; t) = w(L; t) = 0; t > 0

(1.19)

homojen ¬s¬ probleminin çözümüdür. Maksimum�minimum prensibi gere¼gince çözüm,
maksimum ve minimum de¼gerini çözüm bölgesinin s¬n¬rlar¬nda, yani ya t = 0, ya

x = 0, yada x = L s¬n¬r¬nda al¬r. Denklem (1:19) daki başlang¬ç ve s¬n¬r koşullar¬na

göre bu s¬n¬r de¼gerlerinde w = 0 oldu¼gundan x 2 [0; L] ; t > 0 için

minw = 0 � w � 0 = maxw;

yani w(x; t) � 0 olur. Buradan da

u� v = w � 0 =) u � v

elde edilir. Bu da çözümün tek oldu¼gunun kan¬t¬d¬r.

Son olarak (1:10) probleminde giri̧s verilerindeki küçük de¼gi̧siklikler çözümü çok

etkiler mi? sorusuna cevap niteli¼gindeki şu teorem verilsin:

Teorem 1.2.3 [Çözümün Giriş Verilerine Göre Süreklili¼gi ]. (1:10) da ver-

ilen parabolik problemin u (x; t) çözümü giriş verilerine göre süreklidir.

Kan¬t. ui (i = 1; 2) fonksiyonlar¬

8
>>>><

>>>>:

uit � kuixx = fi(x; t); 0 � x � L; t > 0
ui(x; 0) = �i(x); 0 � x � L
ui(0; t) = gi(t); t > 0

ui(l; t) = hi(t); t > 0
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parabolik problemlerinin çözümleri olsun. O halde w = u1 � u2 fonksiyonu
8
>>>><

>>>>:

wt � kwxx = 0; 0 � x � L; t > 0
w(x; 0) = �1(x)� �2(x); 0 � x � L
w(0; t) = g1(t)� g2(t); t > 0

w(L; t) = h1(t)� h2(t); t > 0

verilen başlang¬ç-s¬n¬r koşullar¬yla birlikte homojen ¬s¬ denkleminin çözümüdür. Mak-

simum ve minimum prensipleri gere¼gi

� max
(x;t)2...� T

fjw(x; t)jg � max
(x;t)2�
T

fjw(x; t)jg � max
(x;t)2...� T

fjw(x; t)jg

eşitsizli¼gi gerçeklenir. Buradan

max
(x;t)2�
T

���u1(x; t)� u2(x; t)
��	 = max

(x;t)2�
T
fjw(x; t)jg

� max
(x;t)2...� T

fjw(x; t)jg

= max
(x;t)2�
T

(
j�1(x)� �2(x)j ; jg1(t)� g2(t)j ;
jh1(t)� h2(t)j

)

olur. Herhangi � > 0 say¬s¬ verilsin. Her (x; t) 2 [0; L]�(0;1) için j�1(x)� �2(x)j <
�; jg1(t)� g2(t)j < � ve jh1(t)� h2(t)j < � oldu¼gunda ju1(x; t)� u2(x; t)j < � olur. Bu
da (1:10) probleminin u (x; t) çözümünün giriş verilerine göre süreklili¼gini kan¬tlar.

Sonuç olarak (1:10) daki Dirichlet s¬n¬r koşullu ¬s¬ problemi iyi tan¬ml¬d¬r.

Şimdi (
ut � kuxx = 0; x 2 R; t > 0
u(x; 0) = �(x); x 2 R

(1.20)

başlang¬ç de¼ger problemi için çözümün tekli¼gi ve giri̧s verisine göre süreklili¼gi in-

celenecektir. ·Ilk olarak � : R ! R giri̧s fonksiyonu ve aranan u : R � R+ ! R

çözümü sürekli olsun. Fakat çözüm fonksiyonu üzerine başka koşul yüklenmedi¼gi

sürece çözümün tekli¼ginden bahsedilemez. Örne¼gin başlang¬ç verisi � (x) = 0 olarak

al¬nd¬¼g¬nda (1:20) problemi u (x; t) � 0 aşikar çözümünün d¬̧s¬nda çözümlere sahiptir.
Rus matematikçi Andrey Nikolaevich Tychonov (1905� 1993) taraf¬ndan bulunan

u (x; t) =

1X

k=0

1

(2k)!
x2k

dk

dtk

�
e�1=k

2
�
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fonksiyonu problemin aşikar olmayan bir çözümüdür. E¼ger (1:20) deki başlang¬ç de¼ger

probleminin çözümünün tekli¼ginden bahsedilmek isteniyorsa (1:20) denklemine baz¬

ek koşullar yüklenmelidir. Yüklenen koşul u (x; t) çözümünü her (x; t) 2 R � R+
de¼geri için s¬n¬rl¬ yapmal¬d¬r. Bu koşul şöyle ifade edilebilir:

ju (x; t)j � S; 8 (x; t) 2 R� R+: (1.21)

Tan¬mlanan s¬n¬rl¬l¬k koşulu ile sonsuz aral¬kta verilmi̧s (1:20) parabolik problemi-

nin çözümünün tekli¼gi bir teoremle ifade edilsin. Burada C2;1 (R� R+) ile R � R+
bölgesindeki x de¼gi̧skenine göre ikinci türevi, t de¼gi̧skenine göre birinci türevi sürekli

fonksiyonlar¬n s¬n¬f¬ gösterilmektedir.

Teorem 1.2.4 E¼ger u 2 C2;1 (R� R+) fonksiyonu (1:21) s¬n¬rl¬l¬k koşulunu sa¼gl¬yor
ve (1:20) başlang¬ç de¼ger probleminin çözümü ise tektir.

Kan¬t. Bak¬n¬z [23]:

Son olarak gerekli ek koşullar ile birlikte (1:20) probleminin R�R+ bölgesindeki
u (x; t) çözümünün � giri̧s verisine göre süreklili¼gi gösterilsin.

Teorem 1.2.5 (1:20) parabolik probleminde � 2 C (R) ve u 2 C2;1 (R� R+) olsun.
Ayr¬ca u (x; t) çözüm fonksiyonu x! �1 durumunda u (x; t)! 0 koşulunu ve � (x)

giriş verisi her x 2 R için j� (x)j � S� s¬n¬rl¬l¬k koşulunu sa¼glas¬n. O halde verilen

(1:20) başlang¬ç de¼ger probleminin u (x; t) çözümü giriş verilerine göre süreklidir.

Kan¬t. �i (i = 1; 2) giriş verileriyle verilmiş başlang¬ç de¼ger problemleminin çözüm-

leri ui (i = 1; 2) fonksiyonlar¬ olsun. Her x 2 R için S� := sup j�1 (x)� �2 (x)j olarak
tan¬mlans¬n. ui fonksiyonlar¬ (1:20) probleminin çözümü oldu¼gundan Poisson for-

mulü gere¼gi her (x; t) 2 R� R+ için

��u1(x; t)� u2(x; t)
�� =

������

1p
4�kt

1Z

�1

[�1(x)� �2(x)] e�
(x�y)2

4kt dy

������

� 1p
4�kt

������

1Z

�1

j�1(x)� �2(x)j| {z }
�S�

e�
(x�y)2

4kt dy

������

� S�p
4�kt

������

1Z

�1

e�
(x�y)2

4kt dy

������
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=
S�p
�

1Z

�1

e��
2

d�

| {z }
=
p
�

= S�

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. Bu da ispat¬ tamamlar.

Sonuç olarak baz¬ ek şartlar ile birlikte (1:20) parabolik problemi iyi tan¬ml¬ hale

getirilebilir.

1.3 Çözümün ·Incelenmesi

Bu bölümde L > 0 uzunlu¼gundaki yüzeyi izole edilmi̧s bir çubukta t 2 (0;1)
zaman¬na ba¼gl¬ ¬s¬ iletimi problemi ele al¬nacakt¬r. Bu problemin çözümleri başlang¬ç-

s¬n¬r de¼ger problemi ve başlang¬ç-de¼ger problemi olmak üzere iki alt başl¬k alt¬nda

incelenecektir.

1.3.1 Başlang¬ç-S¬n¬r De¼ger Problemleri

Parabolik denklemler zamana ba¼gl¬ �ziksel bir sürecin matematiksel modelini

yans¬tt¬¼g¬ndan dolay¬, bir çubuktaki ¬s¬ iletimi problemini oluşturmak için ilk olarak

t = 0 başlang¬ç an¬nda çubu¼gun herhangi bir x 2 (0; L) noktas¬ndaki s¬cakl¬¼g¬n¬

vermek gerekir:

u (x; 0) = � (x) ; x 2 (0; L) : (1.22)

Bu koşula ¬s¬ iletimi problemi için başlang¬ç koşulu denir. E¼ger çubuk sonlu ise

kaŗs¬laş¬lan �ziksel modele ba¼gl¬ olarak çok çeşitli s¬n¬r koşullar¬ tan¬mlanabilir. Bu

s¬n¬r koşullar¬ndan en s¬k kaŗs¬laş¬lanlar:

E¼ger çubu¼gun uçlar¬ndaki;

� s¬cakl¬k belli ise Dirichlet s¬n¬r koşulu

u (0; t) = '1 (t) ; u (L; t) = '2 (t) ; t > 0; (1.23)

� ak¬ verilmi̧s ise Neumann s¬n¬r koşulu

ux (0; t) = �1 (t) ; ux (L; t) = �2 (t) ; t > 0; (1.24)
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� ak¬ ile s¬cakl¬k aras¬nda do¼grusal bir ba¼g¬nt¬ verilmi̧s ise Robin s¬n¬r koşulu

ux (0; t)� a0u (0; t) = 1 (t) ; t > 0; a0 � 0; (1.25)

ux (L; t) + aLu (L; t) = 2 (t) ; t > 0; aL � 0

olarak tan¬mlanan s¬n¬r koşullar¬d¬r. Bu k¬s¬mda sonlu bir çubukta çeşitli s¬n¬r

koşullar¬yla verilmi̧s

8
><

>:

ut � kuxx = F (x; t) ; k > 0
u (x; 0) = � (x) ; x 2 [0; L]
S¬n¬r Koşullar¬

¬s¬ iletimi probleminin çözümü, Frans¬z matematikçi Joseph Fourier�in 1800 lü y¬l-

lar¬n başlar¬nda bizlere kazand¬rd¬¼g¬ Fourier serisi yöntemi, di¼ger ad¬yla de¼gi̧skenlere

ay¬rma yöntemi, ile ele al¬nacakt¬r.

Dirichlet Koşullu Başlang¬ç-S¬n¬r De¼ger Problemi

·Ilk olarak ut � kuxx = 0 ¬s¬ denkleminin ve (1:23) Dirichlet s¬n¬r koşullar¬n¬n ho-
mojen oldu¼gu durum, yani çubu¼gun uç noktalar¬ndaki s¬cakl¬¼g¬n s¬f¬r oldu¼gu ve çubuk

üzerinde ¬s¬ üreten bir kayna¼g¬n olmad¬¼g¬ durum detayl¬ bir şekilde incelenecektir.

ut � kuxx = 0; 
 =
�
(x; t) 2 R2 : 0 < x < L; t > 0

	
(1.26)

homojen ¬s¬ denklemi,

u(x; 0) = �(x); x 2 [0; L] (1.27)

başlang¬ç koşulu ve

u(0; t) = 0; u(L; t) = 0; t � 0 (1.28)

homojen Dirichlet s¬n¬r koşulu ile verilmi̧s olsun. Burada �(x) fonksiyonu çubu¼gun

başlang¬ç s¬cakl¬¼g¬n¬, u(x; t) ise herhangi bir t an¬nda çubu¼gun x noktas¬ndaki s¬cak-

l¬¼g¬n¬ göstermektedir.

Tan¬m 1.3.1 u 2 C2;1 (
) \ C
�


�
fonksiyonu 
 � R

2 bölgesinde (1:26) homojen

¬s¬ denklemini, t = 0 başlang¬ç an¬nda (1:27) başlang¬ç şart¬n¬, x = 0 ve x = L s¬n¬r-

lar¬nda (1:28) Dirichlet s¬n¬r koşullar¬n¬ sa¼gl¬yor ise bu fonksiyona verilen başlang¬ç-

s¬n¬r de¼ger probleminin klasik çözümüdür denir.
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Çözüm fonksiyonu

u(x; t) = X(x)T (t) 6� 0

olarak iki tek de¼gi̧skenli fonksiyonun çarp¬m¬ şeklinde kabul edilip denklem (1:26) da

yerine konursa
T
0
(t)

kT (t)
=
X

00
(x)

X(x)
(1.29)

eşitli¼gi elde edilir. Eşitli¼gin sa¼g taraf¬ sadece x de¼gi̧skenine sol taraf¬ ise sadece t

de¼gi̧skenine ba¼gl¬ oldu¼gundan (1:29) oran¬

T
0
(t)

kT (t)
=
X

00
(x)

X(x)
= ��; 8x 2 (0; L) ; t > 0

bir sabite, �� 2 R sabitine, eşittir. Son özdeşlikte (1:28) Dirichlet s¬n¬r koşullar¬

uygulan¬rsa, problem

T 0(t) + �kT (t) = 0 (1.30)

birinci dereceden adi diferansiyel denklem ve

X
00

(x) + �X(x) = 0; (1.31)

X (0) = 0; X (L) = 0 (1.32)

ikinci dereceden özde¼ger problemine (Sturm-Liouville problemine) dönüşür. Sturm-

Liouville probleminde çeşitli � 2 R de¼gerlerine kaŗs¬l¬k gelen çözümleri ayr¬ ayr¬

inceleyelim:

i. � < 0 olsun. B ve C reel say¬lar¬ için (1:31) denkleminin çözümü olarak

X(x) = Be
p
��x + Ce�

p
��x

elde edilir. B ve C katsay¬lar¬n¬ bulmak için

X(0) = 0 = X(L)

s¬n¬r koşullar¬ uyguland¬¼g¬nda B = C = 0 olur. Yani (1:31) ve (1:32) ile verilen

özde¼ger problemin tek çözümü X(x) � 0 olarak bulunur.

ii. � = 0 olsun. B ve C reel say¬lar olmak üzere (1:31) denkleminin genel çözümü

X(x) = Bx+ C

17



fonksiyonudur. S¬n¬r koşullar¬ndan dolay¬ B = C = 0 oldu¼gundan sadece

X(x) � 0

aşikar çözümü bulunur.

iii. � > 0 olsun. B;C reel say¬lar olmak üzere (1:31) adi diferansiyel denkleminin

çözümü

X(x) = B sin(
p
�x) + C cos(

p
�x) (1.33)

fonksiyonu olacakt¬r. X (0) = 0 s¬n¬r koşulundan C = 0, X (L) = 0 koşulundan

ise n 2 Z+ olmak üzere p
� =

n�

L
;

yani

� = �n =
�n�
L

�2

özde¼gerleri bulunur. Bu özde¼gerlere kaŗs¬l¬k

Xn(x) = sin
n�x

L
, n = 1; 2; 3; :::

özfonksiyonlar¬ elde edilir.

Her bir �n =
�
n�
L

�2
de¼geri için T 0(t) + �nkT (t) = 0 adi diferansiyel denkleminin

genel çözümü

Tn(t) = Ane
��nkt; t > 0; n = 1; 2; 3; :::

olarak bulunur. Sonuç olarak her n = 1; 2; 3; ::: için verilen s¬n¬r koşullar¬yla birlikte

homojen ¬s¬ denklemini 
 bölgesinde sa¼glayan

un(x; t) := Xn(x)Tn(t) = Ane
��nkt sin

n�x

L
(1.34)

özel çözümleri bulunur. (1:26) ¬s¬ denklemi lineer ve homojen oldu¼gundan, üst üste

bindirme prensibi gere¼gince (1:34) çözümlerinin lineer birleşimi de (1:28) s¬n¬r koşulu

ile birlikte (1:26) ¬s¬ denkleminin çözümüdür. Bu nedenle,

u(x; t) =
1X

n=1

Ane
�(n�

L
)2kt sin

n�x

L
(1.35)
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sonsuz serisi de yak¬nsak ve x e göre iki, t ye göre bir kez türetilebilir olmak koşulu ile,

(1:28) Dirichlet s¬n¬r koşullu (1:26) homojen ¬s¬ denklemini sa¼glar. Geride sa¼glanmas¬

gereken tek koşul (1:27) başlang¬ç koşuludur. Bu koşul ile An katsay¬lar¬ belirlenecek-

tir. Çözümün verilen başlang¬ç şart¬n¬ sa¼glad¬¼g¬ düşünülürse

� (x) = u(x; 0) =

1X

n=1

An sin
n�x

L
; x 2 (0; L) (1.36)

koşulu elde edilir. Yani � (x) başlang¬ç fonksiyonu sin n�x
L
fonksiyonlar¬ cinsinden

yaz¬labilmelidir. Burada hangi şartlar alt¬nda bu serinin � (x) başlang¬ç fonksiyonuna

yak¬nsad¬¼g¬ sorusu akla gelmektedir. Lejeune Dirichlet taraf¬ndan incelenen bu sorun

bir teorem olarak şöyle verilebilir.

Teorem 1.3.1 [Fourier Serisinin Yak¬nsakl¬¼g¬ ] : 2L periyotlu f fonksiyonu ve

onun türevi, [�L;L] aral¬¼g¬nda parçal¬ sürekli olsun. O halde her x reel say¬s¬ için

Fourier serisi; f (x) in sürekli oldu¼gu noktalarda f (x) e, süreksiz oldu¼gu noktalarda

ise f (x) in sol ve sa¼g limitlerinin ortalamas¬na
f(x+)+f(x�)

2
yak¬nsar.

(1:36) daki An ler � (x) fonksiyonunun Fourier sinüs serisinin katsay¬lar¬d¬r. [0; L]

aral¬¼g¬nda
�
sin n�x

L

	1
n=1

fonksiyon dizisi ortogonal bir sistem oluşturur. Bundan dolay¬

An katsay¬lar¬n¬ hesaplamak için (1:36) eşitli¼ginin her iki taraf¬ sin m�xL ile çarp¬l¬p 0

dan L ye kadar integre edilirse,

LZ

0

� (x) sin
m�x

L
dx =

LZ

0

sin
m�x

L
sin
n�x

L
dx =

�
0; m 6= n
L
2
; m = n

oldu¼gundan Fourier sinüs katsay¬lar¬

An =
2

L

LZ

0

�(x) sin
n�x

L
dx (1.37)

olarak bulunur. Yap¬lanlar özetlenecek olunursa, e¼ger u(x; 0) = �(x) başlang¬ç fonksiy-

onu [0; L] aral¬¼g¬nda sürekli, (0; L) aral¬¼g¬nda birinci türevi parçal¬ sürekli ve �(0) =

�(L) = 0 şartlar¬n¬ sa¼gl¬yor ise verilen ¬s¬ iletimi probleminin tek çözümü (1:37) deki

An Fourier sinüs katsay¬s¬ ile

u(x; t) =

1X

n=1

Ane
�(n�

L
)2kt sin

n�x

L
(1.38)
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olarak bulunur.

(1:38) çözüm fonksiyonunda (1:37) deki An Fourier sinüs katsay¬s¬ yerine yaz¬l¬p

gerekli düzenlemeler yap¬ld¬¼g¬nda

u(x; t) =
1X

n=1

2

4 2
L

LZ

0

�(y) sin
n�y

L
dy

3

5 e�(
n�
L
)2kt sin

n�x

L

=

LZ

0

"
2

L

1X

n=1

e�(
n�
L
)2kt sin

n�y

L
sin
n�x

L

#

�(y)dy

integrali elde edilir. Bu integralde

G (x; t; y) :=
2

L

1X

n=1

e�(
n�
L
)2kt sin

n�y

L
sin
n�x

L
(1.39)

şeklinde tan¬mlananG (x; t; y) fonksiyonuna verilen ¬s¬ denklemine aitGreen fonksiy-

onu denir. Böylelikle (1:26) ; (1:27) ve (1:28) ile verilmi̧s ¬s¬ probleminin çözümü

(1:39) Green fonksiyonu yard¬m¬ ile ifade edilmi̧s olunur:

u (x; t) =

LZ

0

G (x; t; y)�(y)dy; x 2 [0; L] ; t > 0:

Şimdi uçlar¬ farkl¬ T1 > 0 ve T2 > 0 s¬cakl¬¼g¬nda olan bir çubuk ve çubuk üzerinde

herhangi bir ¬s¬ kayna¼g¬n¬n söz konusu olmad¬¼g¬ durum için,

8
>>>><

>>>>:

ut � kuxx = 0; 0 < x < L; t > 0

u(x; 0) = �(x); 0 � x � L
u(0; t) = T1; t > 0

u(L; t) = T2; t > 0

(1.40)

¬s¬ iletimi problemi ele al¬nacakt¬r. T1 ve T2 ler s¬f¬rdan farkl¬ olduklar¬ için homojen

olmayan s¬n¬r şartlar¬ mevcuttur. De¼gi̧skenlerine ay¬rma metodunu kullanabilmek

için verilen Dirichlet s¬n¬r koşullar¬ homojen hale getirilmelidir. Bunun için (1:40)

probleminin çözümü

u(x; t) =
h
T1 +

x

L
(T2 � T1)

i
+ U(x; t) (1.41)
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fonksiyonu şeklinde aranacakt¬r. O halde (1:41) çözümünde gerekli türevler al¬n¬p

denklem (1:40) ta yerine kondu¼gunda

u (0; t) = T1 = T1 + U(0; t) =) U(0; t) = 0;

u (L; t) = T2 = T2 + U(L; t) =) U(L; t) = 0

homojen s¬n¬r koşullar¬ ve

U(x; 0) = �(x)�
h
T1 +

x

L
(T2 � T1)

i

başlang¬ç de¼geri elde edilir. Sonuç olarak,

��(x) = �(x)�
h
T1 +

x

L
(T2 � T1)

i

olmak üzere (1:40) taki problem

8
><

>:

Ut � kUxx = 0; 0 < x < L; t > 0

U(x; 0) = ��(x); 0 � x � L
U(0; t) = U(L; t) = 0; t > 0

(1.42)

homojen s¬n¬r koşullu hale çevrilmi̧s olunur. Daha önce bulundu¼gu gibi (1:42) nin

çözümü

An =
2

L

LZ

0

��(x) sin
n�x

L
dx

olmak üzere,

U(x; t) =
1X

n=1

Ane
�(n�

L
)2kt sin

n�x

L

dir. Böylece çözüm fonksiyonu

u(x; t) =

" 1X

n=1

Ane
�(n�

L
)2kt sin

n�x

L

#

+ T1 +
x

L
(T2 � T1)

olarak bulunur.
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Şimdi homojen olmayan denklem ve homojen s¬n¬r koşullar¬ olarak verilen

8
><

>:

ut � kuxx = F (x; t) ; 0 < x < L; t > 0
u(x; 0) = �(x); 0 � x � L
u(0; t) = u(L; t) = 0; t > 0

(1.43)

başlang¬ç-s¬n¬r de¼ger probleminin çözümü

u(x; t) =

1X

n=1

Tn (t)Xn (x)

serisi şeklinde aranacakt¬r. Bu serideki Xn (x) ler (1:43) denkleminin homojen haliyle

ili̧skili olan Sturm-Louville probleminin

Xn (x) = sin
n�x

L

özfonksiyonlar¬d¬r. Yani (1:43) problemi için çözüm

u(x; t) =

1X

n=1

Tn (t) sin
n�x

L
(1.44)

olarak aranacak ve Tn (t) ler belirlenmeye çal¬̧s¬lacakt¬r. (1:44) çözüm serisinin t ve

x de¼gi̧skenlerine göre gerekli türevleri al¬n¬rsa

ut =
1X

n=1

T
0

n (t) sin
n�x

L
; (1.45)

uxx = �
1X

n=1

�n�
L

�2
kTn (t) sin

n�x

L
(1.46)

serileri elde edilir. (1:45) ve (1:46) serileri ve (1:44) çözüm serisi yak¬nsak oldu¼gu

varsay¬larak (1:43) denkleminde yerine yaz¬l¬rsa

1P

n=1

h
T
0

n (t) +
�
n�
L

�2
kTn (t)

i
sin n�x

L
= F (x; t) ;

1P

n=1

T
0

n (t) sin 0 = 0;

1P

n=1

Tn (t) sinn� = 0;

1P

n=1

Tn (0) sinn�x = � (x)
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eşitlikleri, yani

1P

n=1

h
T
0

n (t) +
�
n�
L

�2
kTn (t)

i
sin n�x

L
= F (x; t) ;

1P

n=1

Tn (0) sinn�x = � (x)

(1.47)

denklemleri elde edilir. (1:47) deki denklemlerin her iki taraf¬ sin m�x
L
fonksiyonu ile

çarp¬l¬p 0 dan L ye kadar integre edilirse, (1:43) problemi adi diferansiyel denklem-

lerde 8
>><

>>:

T
0

n (t) +
�
n�
L

�2
kTn (t) =

2
L

LR

0

F (x; t) sin n�x
L
dx;

Tn (0) =
2
L

LR

0

� (x) sin n�x
L
dx

(1.48)

başlang¬ç-de¼ger problemine dönüşür. Dikkat edilirse (1:48) deki ilk eşitli¼gin sa¼g taraf¬n-

daki integral F (x; t) fonksiyonunun, ikinci eşitli¼gin sa¼g taraf¬ndaki integral ise � (x)

fonksiyonunun Fourier sinüs katsay¬lar¬d¬r.

Fn (t) =
2

L

LZ

0

F (x; t) sin
n�x

L
dx

ve

An =
2

L

LZ

0

� (x) sin
n�x

L
dx

olarak al¬n¬rsa, her n = 1; 2; 3; ::: için

(
T
0

n +
�
n�
L

�2
kTn = Fn;

Tn (0) = An

başlang¬ç-de¼ger probleminin çözümü

Tn (t) = Ane
�(n�L )

2
kt +

tZ

0

e�(
n�
L )

2
k(t�y)Fn (y) dy

olarak bulunur. Yani

u (x; t) =

1X

n=1

Tn (t) sin
n�x

L
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=

1X

n=1

2

4Ane�(
n�
L )

2
kt +

tZ

0

e�(
n�
L )

2
k(t�y)Fn (y) dy

3

5 sin
n�x

L

serisi 
 = (0; L)� (0;1) bölgesinde (1:43) probleminin çözümü olur. Dikkat edilirse
çözümde beliren ilk seri (1:43) probleminin homojen halinin çözümüdür. Do¼gal olarak

çözümde beliren ikinci seri homojen olmayan bölüme katk¬y¬ yapan k¬s¬md¬r.

Son olarak, (1:26) denkleminin ve (1:28) s¬n¬r koşullar¬n¬n homojen olmad¬¼g¬ du-

rum 8
>>>><

>>>>:

ut � kuxx = F (x; t) ; 0 < x < L; t > 0
u(x; 0) = �(x); 0 � x � L
u(0; t) = T1; t > 0

u(L; t) = T2; t > 0

(1.49)

ele al¬ns¬n. Bu problemin çözümüne daha önce elde edilen (1:40) ve (1:43) problem-

lerinin çözümlerinin toplam¬ şeklinde rahatl¬kla ulaş¬labilir.

Neumann Koşullu Başlang¬ç-S¬n¬r De¼ger Problemi

ut � kuxx = 0 ¬s¬ denkleminin ve (1:24) Neumann s¬n¬r koşullar¬n¬n homojen

oldu¼gu durum; yani çubu¼gun uç noktalar¬ndaki ak¬n¬n s¬f¬r oldu¼gu ve çubuk üzerinde

¬s¬ üreten bir kayna¼g¬n olmad¬¼g¬ durum

8
><

>:

ut � kuxx = 0; 0 < x < L; t > 0

u(x; 0) = �(x); 0 � x � L
ux (0; t) = ux (L; t) = 0; t > 0

(1.50)

incelenecektir. Burada de¼gi̧skenlerine ay¬rma yöntemi kullan¬l¬p Neumann s¬n¬r şart-

lar¬ uygulan¬rsa, problem (1:50)

T 0(t) + �kT (t) = 0 (1.51)

denklemi ve (
X

00
(x) + �X(x) = 0;

X (0) = 0; X (L) = 0
(1.52)

Sturm-Liouville problemine dönüşmüş olur. (1:52) Sturm-Liouville probleminde çeşitli

� 2 R de¼gerlerine kaŗs¬l¬k gelen çözümler incelendi¼ginde

�n =
�n�
L

�2
; Xn (x) = cos

n�

L
; n = 0; 1; 2; ::: (1.53)
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özde¼ger-özfonksiyon çiftleri elde edilir. Burada Dirichlet s¬n¬r koşullu ¬s¬ proble-

minden farkl¬ olarak � = 0 özde¼gerine kaŗs¬l¬k X (x) = 1 özfonksiyonu oldu¼gu için

(1:53) te n = 0 dan başlam¬̧st¬r. (1:51) denkleminin

Tn (t) = Ane
��nkt sin

n�x

L

çözümleri de dikkate al¬narak verilen ¬s¬ denkleminin homojen Neumann s¬n¬r şart-

lar¬n¬ sa¼glayan çözümü

u(x; t) =
1

2
A0 +

1X

n=1

Ane
�(n�

L
)2kt cos

n�x

L
(1.54)

olur. u(x; 0) = �(x) başlang¬ç koşulu dikkate al¬nd¬¼g¬nda

� (x) =
1

2
A0 +

1X

n=1

An cos
n�x

L
;

An katsay¬lar¬

An =
2

L

LZ

0

�(x) cos
n�x

L
dx; n = 0; 1; 2; :::

olarak bulunur.

1.3.2 Başlang¬ç De¼ger Problemi (Cauchy Problemi)

Sonsuz Aral¬kta Cauchy Problemi

Bu k¬s¬mda başlang¬ç an¬nda belirli bir ¬s¬ya sahip, x�ekseni üzerinde bulu-
nan sonsuz uzunluktaki bir çubukta ¬s¬ da¼g¬l¬m¬ problemi incelenecektir. Bir önceki

bölümde ele al¬nan problem sonlu aral¬kta tan¬mland¬¼g¬ndan Fourier serisi yöntemi

kullan¬larak çözüme ulaş¬ld¬. Sonsuz aral¬kta tan¬mlanm¬̧s periyodik olmayan fonksiy-

onlar için Fourier serisi yöntemi i̧se yaramayacakt¬r. Bu durum söz konusu oldu¼gu za-

man, problemin çözümüne Fourier serisi gösteriminin do¼gal geni̧slemesi olan Fourier

dönüşümü yard¬m¬ ile ulaş¬labilir. Fourier dönüşümü de¼gi̧sik bilim dallar¬nda kul-

lan¬lan çok etkin bir güce sahiptir. Elektrik, ¬s¬ ve ¬̧s¬kla ilgili denklemleri çözmekte,

astronomi, t¬p ve kimya gibi birçok alanda kullan¬l¬r [28]. Problemin çözümü ince-

lenmeye geçilmeden önce çözümde kullan¬lacak olan Fourier integralleri ve Fourier

dönüşümleri hakk¬nda k¬sa bilgi verelim.
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Tan¬m 1.3.2
�
Fourier ·Integrali

�
: f tüm reel x de¼gerleri için tan¬ml¬ ve mutlak

integrallenebilen bir fonksiyon olsun. O halde f nin Fourier integrali;

A (!) =
1

�

1Z

�1

f (t) cos (!t) dt (1.55)

ve

B (!) =
1

�

1Z

�1

f (t) sin (!t) dt (1.56)

Fourier katsay¬lar¬ olmak üzere,

f (x) =

1Z

0

[A (!) cos (!x) +B (!) sin (!x)] d! (1.57)

şeklinde ifade edilir.

(1:55) ve (1:56) Fourier katsay¬lar¬ (1:57) denkleminde yerine yaz¬larak f fonksiy-

onunun farkl¬ bir Fourier integral gösterimi elde edilir:

f (x) =
1

�

1Z

0

1Z

�1

f (t) cos [! (t� x)] dtd!: (1.58)

Bu tan¬mdan sonra hangi şartlar alt¬nda f nin Fourier integral gösterimine sahip

olaca¼g¬n¬ ifade eden teoremin verilmesi uygun olur.

Teorem 1.3.2
�
Fourier ·Integralinin Yak¬nsakl¬¼g¬

�
: f : R! R fonksiyonu her

[�L;L] sonlu aral¬¼g¬nda parçal¬ sürekli ve
1R

�1
jf (x)j dx integrali yak¬nsak ise, f nin

Fourier integrali, f (x) in

i. sürekli oldu¼gu noktalarda f (x) de¼gerine

ii. süreksiz oldu¼gu noktalarda ise
f(x+)+f(x�)

2
de¼gerine yak¬nsar.

Fourier integralinin incelenmesinde bazen integrali kompleks fonksiyonlar cinsin-

den ifade etmek daha kullan¬̧sl¬ olabilmektedir. Ayr¬ca Fourier dönüşümlerinin elde

edili̧sinde kompleks Fourier integrali temel teşkil edece¼ginden (1:57) denkleminde

cos (!x) ve sin (!x) trigonometrik fonksiyonlar¬ yerine 1
2
[ei! + e�i!] ve 1

2
[ei! � e�i!]
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kompleks üstel formlar¬ yaz¬larak gerekli i̧slemler yap¬ld¬¼g¬nda aşa¼g¬daki tan¬m ver-

ilebilir.

Tan¬m 1.3.3
�
Kompleks Fourier ·Integrali

�
: f nin kompleks Fourier integrali;

C (!) =
1

2�

1Z

�1

f (t) e�i!tdt (1.59)

kompleks Fourier katsay¬s¬ olmak üzere,

f (x) =

1Z

�1

C (!) ei!xd! (1.60)

şeklinde ifade edilir.

Ayr¬ca (1:59) kompleks Fourier katsay¬s¬n¬n (1:60) integralinde yerine konulmas¬

ile, f nin kompleks Fourier integrali için başka bir gösterim şöyle verilebilir:

f (x) =
1

2�

1Z

�1

1Z

�1

f (t) e�i!(t�x)dtd!: (1.61)

(1:61) integrali (1:58) deki integralin sadece farkl¬ bir yaz¬m şekli oldu¼gundan orada

verilen yak¬nsakl¬k şartlar¬ burada da geçerli olacakt¬r. (1:61) kompleks Fourier inte-

grali kullan¬larak Fourier dönüşümleri şöyle ifade edilebilir.

Tan¬m 1.3.4 [Fourier ve Ters Fourier Dönüşümü ] : f : R ! R fonksiyonu

her [�L;L] sonlu aral¬¼g¬nda parçal¬ sürekli ve
1R

�1
jf (x)j dx integrali yak¬nsak olsun.

O halde,

F ff (x)g = F (!) = 1p
2�

1Z

�1

f (x) e�i!xdx

integraline f (x) fonksiyonunun Fourier dönüşümü,

F�1 fF (!)g = f (x) = 1p
2�

1Z

�1

F (!) ei!xd!

integraline de f (x) nin ters Fourier dönüşümü denir.
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Problemin Fourier dönüşümü yard¬m¬yla çözümünde gerekli olan bir fonksiyonun

türevinin Fourier dönüşümü formülü şu şekilde verilsin:

Teorem 1.3.3 f : R ! R fonksiyonu sürekli ve integrallenebilir, f 0 türevi parçal¬

sürekli ve integrallenebilir olsun. Ayr¬ca jxj ! �1 için f (x)! 0 koşulunu sa¼glas¬n.

O halde

F ff 0 (x)g = (i!)F ff (x)g

dir.

Bu sonuç daha genel olarak

F
�
f (n) (x)

	
= (i!)nF ff (x)g

formülü ile verilir. Şimdi iki fonksiyonun çarp¬m¬n¬n ters Fourier dönüşümünün bu-

lunmas¬ gerekti¼ginde çok faydal¬ olacak bir tan¬m ve teorem verilecektir.

Tan¬m 1.3.5 [Konvolusyon ] : f; g : R ! R fonksiyonlar¬ integrallenebilir olsun.

O halde

(f � g) (x) = 1p
2�

1Z

�1

f (x� y) g (y) dy

integraline, yak¬nsak olmas¬ halinde, (�1;1) aral¬¼g¬nda f ve g fonksiyonlar¬n¬n
konvolusyonu denir.

Teorem 1.3.4 F ff (x)g = F (!) ve F fg (x)g = G (!) olmak üzere F ff � gg =
F (!)G (!) ve F�1 fF (!)G (!)g = f � g dir.

Fourier integrali ve dönüşümleri hakk¬ndaki bu k¬sa önbilgiden sonra sonsuz ar-

al¬kta tan¬mlanm¬̧s

(
ut � kuxx = 0; x 2 R; t 2 (0;1)
u(x; 0) = �(x); x 2 R

(1.62)

başlang¬ç de¼ger probleminin çözümü incelenecektir. Burada �(x) 2 C (R) ve u (x; t) 2
C2 (R;R+) oldu¼gu varsay¬ls¬n ve x! �1 için u (x; t)! 0 olsun. Ayr¬ca (1:62) prob-

lemi için aran¬lan u (x; t) çözümünün x de¼gi̧skenine göre Fourier dönüşümü U (!; t)

olsun. O halde

F fu (x; t)g = U (!; t) = 1p
2�

1Z

�1

u (x; t) e�i!xdx
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olur. (1:62) denklemindeki gerekli türevler için Fourier dönüşümü uygulan¬rsa

F fuxx (x; t)g = (i!)2F fu (x; t)g = �!2U (!; t) ;

F fut (x; t)g =
1p
2�

1Z

�1

@

@t
[u (x; t)] e�i!xdx

=
@

@t

2

4 1p
2�

1Z

�1

u (x; t) e�i!xdx

3

5

=
@

@t
[U (!; t)]

elde edilir. Yani ut � kuxx = 0 ¬s¬ denklemine Fourier dönüşümü uyguland¬¼g¬nda

F fut � kuxxg = F futg � kF fuxxg =
dU

dt
+ k!2U = 0 (1.63)

t de¼gi̧skenine göre (1:63) adi diferansiyel denklemi elde edilir. Elde edilen bu den-

klemin genel çözümü C sabit olmak üzere

U (!; t) = Ce�k!
2t (1.64)

dir. Di¼ger yandan verilen u(x; 0) = �(x) başlang¬ç koşuluna da Fourier dönüşümü

uyguland¬¼g¬nda

U (!; 0) = F fu (x; 0)g = F f�(x)g

=
1p
2�

1Z

�1

�(x)e�i!xdx

elde edilir. Buradan (1:63) denkleminin genel çözümündeki C sabiti

U (!; 0) = C = F f�(x)g

olarak bulunur. Bu (1:64) te yerine konursa

U (!; t) = F f�(x)g e�k!2t
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=
1p
2�

1Z

�1

�(x)e�i!xe�k!
2tdx

çözümüne ulaş¬l¬r. Şimdi U (!; t) nin ters Fourier dönüşümü al¬n¬rsa (1:62) parabolik

Cauchy probleminin çözümü

u (x; t) = F�1 fU (!; t)g

=
1p
2�

1Z

�1

U (!; t) ei!xd!

=
1p
2�

1Z

�1

2

4 1p
2�

1Z

�1

�(y)e�i!ye�k!
2tdy

3

5 ei!xd!

=
1

2�

1Z

�1

2

4
1Z

�1

e�k!
2t�i!(y�x)�(y)dy

3

5 d! (1.65)

olarak bulunur. (1:65) çözümü konvolusyon özelli¼ginden yararlan¬larak daha sade

şekilde ifade edilebilir. Çözüm fonksiyonu

u (x; t) = F�1 fU (!; t)g
= F�1

n
F f�(x)g e�k!2t

o

= F�1 fF f�(x)gg � F�1
n
e�k!

2t
o

= �(x) � F�1
n
e�k!

2t
o

şeklinde yaz¬ld¬ktan sonra F�1
n
e�k!

2t
o
ters Fourier dönüşümü hesaplans¬n:

F�1
n
e�k!

2t
o

=
1p
2�

1Z

�1

e�k!
2tei!xd!

=
1p
2�

1Z

�1

e�k!
2t cos (!x) d! +

ip
2�

1Z

�1

e�k!
2t sin (!x)| {z }

tek fonksiyon

d!

| {z }
=0

=
1p
2�

1Z

�1

e�k!
2t cos (!x) d!
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integralini elementer yollardan hesaplamak mümkün de¼gildir. Onun için

P (x; t) :=
1p
2�

1Z

�1

e�k!
2t cos (!x) d! (1.66)

olarak tan¬mlan¬p, (1:66) eşitli¼ginde x de¼gi̧skenine göre türev al¬n¬rsa

dP

dx
=

1p
2�

1Z

�1

�! sin (!x) e�k!2td! (1.67)

elde edilir. (1:67) denkleminin sa¼g¬ndaki integralin sonucuna ulaşabilmek için k¬smi

integrasyon yap¬l¬rsa

dP

dx
=

1p
2�

1

2kt
lim
R!1

�
sin (!x) e�k!

2t
����
R

�R| {z }
=0

� x

2kt

1p
2�

1Z

�1

e�k!
2t cos (!x) d!

| {z }
=P (x;t)

= � x

2kt
P;

yani
dP

dx
+
x

2kt
P = 0 (1.68)

adi diferansiyel denklemine ulaş¬l¬r. Bu denklemin genel çözümünü bulmak için

� (x; t) = e
R

x
2kt
dx = e

x2

4kt

integral çarpan¬ ile (1:68) in her iki taraf¬ çarp¬l¬rsa

d

dx

�
Pe

x2

4kt

�
= 0;

P (x; t) = Ce�
x2

4kt (1.69)

genel çözümü elde edilir. Buradaki C sabitini belirlemek için

P (0; t) =
1p
2�

1Z

�1

e�k!
2td!
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başlang¬ç şart¬ eklenirse,

P 2 =

2

4 1p
2�

1Z

�1

e�k!
2td!

3

5

2

4 1p
2�

1Z

�1

e�k�
2td�

3

5

=
1

2�

1Z

�1

1Z

�1

e�kt(!
2+�2)d!d�

=
1

2�

2�Z

0

1Z

0

e�ktr
2

rdrd�

=

1Z

0

e�ktr
2

rdr

=
1

2kt
lim
R!1

�
�e�ktr2

����
R

0

=
1

2kt

oldu¼gundan

P (0; t) =
1p
2kt

olur ve (1:69) çözümündeki C sabiti

C =
1p
2kt

olarak belirlenir. Yani e�k!
2t fonksiyonun ters Fourier dönüşümü

F�1
n
e�k!

2t
o
=

1p
2kt
e�

x2

4kt

dir. Sonuç olarak verilen (1:62) başlang¬ç koşullu ¬s¬ probleminin çözümü konvolusyon

özelli¼gi yard¬m¬yla

u (x; t) = �(x) � F�1
n
e�k!

2t
o

= �(x) �
�
1p
2kt
e�

x2

4kt

�

=
1p
4�kt

1Z

�1

�(y)e�
(x�y)2

4kt dy
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olarak bulunur. Buradaki

K(x� y; t) := e�
(x�y)2

4kt

p
4�kt

fonksiyonuna kaynak fonksiyonu, Green fonksiyonu, Gaussian, temel çözüm

veya ¬s¬ çekirde¼gi denir. Yani, x�ekseni üzerinde bulunan sonsuz uzunluktaki bir
çubukta ¬s¬ da¼g¬l¬m¬n¬ veren (1:62) başlang¬ç de¼ger probleminin çözümü

1Z

�1

K(x� y; t)�(y)dy

integrali ile verilir. K(x�y; t) := e�
(x�y)2

4ktp
4�kt

olarak tan¬mlanan temel çözümü K(x; t) =

e�
x2

4ktp
4�kt

şeklinde göstermek daha uygun olacakt¬r. Temel çözümün önemli özellikleri

aşa¼g¬daki gibi verilebilir:

i. Her x 2 R ve t > 0 için K(x; t) > 0 d¬r.

ii. Her x 2 R ve t > 0 için ut � kuxx = 0 ¬s¬ denkleminin bir çözümüdür.

iii. R� (0;1) bölgesinde x ve t de¼gi̧skenlerine göre sonsuz kere türevlenebilirdir.

iv. Her t > 0 için
Z

R

K(x; t)dx = 1 dir.

Kan¬t. (iv) u = xp
4kt
; de¼gi̧sken dönüşümü yap¬l¬rsa dx = (

p
4kt)du olur. Sonuç olarak

1Z

�1

K(x; t)dx =

1Z

�1

e�
x2

4kt

p
4�kt

dx =
1p
�

1Z

�1

e�u
2

du

| {z }
=
p
�

=
1p
�

p
� = 1

oldu¼gu görülür.
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Bölüm 2

R
n DE ISI DENKLEM·I

Bir önceki bölümde detayl¬ bir şekildeR de ¬s¬ denklemi ele al¬nd¬ktan sonra, şimdi

bu konular¬n daha genel halleri Rn de ele al¬nacakt¬r. Gerçel say¬larda ¬s¬ denklem-

ine dair kan¬tlanan maksimum-minimum prensibi ve di¼ger hemen hemen her sonuç

R
n de kan¬tlanabilir. Böylece R için tan¬mlanan kavramlar ve kan¬tlanan sonuçlar

genelleştirilerek çok daha genel kavram ve sonuçlar elde edilir.

n�boyutlu ¬s¬ denklemi
ut ��u = 0; (2.1)

başlang¬ç ve s¬n¬r koşullar¬ ile birlikte çeşitli yönlerden incelenecektir. Burada 
 � Rn
aç¬k düzgün bir bölge, @
; 
 n¬n s¬n¬r¬ ve �
 = 
 [ @
 olmak üzere,

u : �
� [0;1)! R

x = (x1; x2; :::; xn) 2 �
 uzay ve t > 0 zaman de¼gi̧skenlerine ba¼gl¬ n+ 1 de¼gi̧skenli bir
fonksiyondur. Ayr¬ca, Laplace operatörü x = (x1; x2; :::; xn) uzay de¼gi̧skeni ile

� =
@2

@x21
+
@2

@x22
+ :::+

@2

@x2n

şeklinde verilir.

2.1 Temel Çözüm ve Özellikleri

·Ilk olarak homojen

ut ��u = 0 (2.2)

34



¬s¬ denkleminin çözümü elde edilecektir. Burada � > 0 için

v = ��u (2.3)

� = ��x (2.4)

� = �t (2.5)

benzerlik dönüşümü yap¬l¬p gerekli k¬smi türevler

@u

@t
= ���

@v

@�

@�

@t|{z}
=�

+ ���
nX

k=1

@v

@�k

@�k
@t|{z}
=0

= �1��
@v

@�
;

@u

@xi
= ���

@v

@�

@�

@xi|{z}
=0

+ ���
nX

k=1

@v

@�k

@�k
@xi

= ���
@v

@�i

@�i
@xi|{z}
=��

= ����
@v

@�i
;

@2u

@x2i
=

@

@xi

�
����

@v

@�i

�

= ����
@2v

@�@�i

@�

@xi|{z}
=0

+ ����
nX

k=1

@2v

@�k@�i

@�k
@xi

= ����
@2v

@�2i

@�i
@xi|{z}
=��

= �2���
@2v

@�2i

hesaplanarak (2:2) denkleminde yerine yaz¬l¬rsa, (2:2) ¬s¬ denklemi

�1��
@v

@�
� �2�����v = 0 (2.6)
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denklemine dönüşür. Is¬ denkleminin dönüşümden etkilenmemesi için (2:6) da 1�� =
2��� olmal¬d¬r. Yani � = 1=2; � > 0 için (2:2) denklemi ölçekleme alt¬nda de¼gi̧smez:

v� ���v = 0:

Bunun sonucunda, her � > 0 için

u (x; t) = ��u
�p
�x; �t

�
(2.7)

olur. (2:7) çözüm fonksiyonundaki t de¼gi̧skeninden kurtulmak için � = t�1 al¬n¬p

u (x; t) = t��u

�
xp
t
; 1

�
:= t��v

�
xp
t

�

şeklindeki çözümler arans¬n. Önce y = xp
t
olarak tan¬mlan¬p u (x; t) = t��v (y) for-

mundaki çözüm (2:2) ¬s¬ denkleminde yerine yaz¬ls¬n:

�t�(�+1)v (y) +
1

2
t�(�+1)yrv (y) + t�(�+1)�v (y) = 0: (2.8)

(2:8) eşitli¼ginde her taraf t�(�+1) ifadesi ile sadeleştirilirse

�v (y) +
1

2
yrv (y) + �v (y) = 0 (2.9)

denklemine ulaş¬l¬r. Şimdi, �� operatörü rotasyon alt¬nda de¼gi̧smeyece¼ginden, v (y)

fonksiyonu radyal r = jyj olarak düşünülüp v (y) = w (jyj) = w (r) cinsinden çözüm
aran¬rsa, (2:9) daki denklem

�w +
1

2
r
dw

dr
+
d2w

dr2
+
n� 1
r

dw

dr
= 0 (2.10)

ikinci dereceden adi diferansiyel denklemine dönüşür. � = n
2
için (2:10) denklemi

d

dr

�
rn�1

dw

dr

�
+
1

2

d

dr
(rnw) = 0

şeklinde yaz¬labilir. Buradan c sabit olmak üzere

rn�1
dw

dr
+
1

2
rnw = c (2.11)
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elde edilir.

lim
r!1

w (r) = lim
r!1

w0 (r) = 0

ek koşullar¬ ile (2:11) denkleminde c = 0 olarak belirlenir. Sonuç olarak, (2:10) adi

diferansiyel denklemi
dw

dr
= �r

2
w

denklemine indirgenip, b sabit olmak üzere

w (r) = be
�r2

4

çözümüne ulaş¬l¬r. Gerekli düzenlemeler ile

u (x; t) =
b

tn=2
e
�jxj2

4t (2.12)

çözümü elde edilir. Burada b = 1

(4�)n=2
seçilerek (2:2) deki n�boyutlu ¬s¬ denklemi

için temel çözüme ulaş¬lm¬̧s olunur.

Tan¬m 2.1.1 [Temel Çözüm ] :

K (x; t) =

8
<

:

1

(4�t)n=2
e
�jxj2

4t ; x 2 Rn; t > 0
0; x 2 Rn; t < 0

(2.13)

şeklinde tan¬mlanm¬ş K (x; t) : Rn�R+ ! R fonksiyonuna ut��u = 0 homojen ¬s¬
denkleminin temel çözümü denir.

(0; 0) noktas¬n¬n temel çözüm fonksiyonu için singüler nokta oldu¼gu aşikard¬r.

Şimdi (2:13) temel çözümünün baz¬ özellikleri verilebilir:

i. K (x; t) 2 C1 (Rn � R+) ;

ii.
�
@
@t
��

�
K (x; t) = 0; t > 0;

iii. K (x; t) > 0; t > 0;

iv.
R

Rn

K (x; t) dx = 1; t > 0:
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Kan¬t. (iv.)

Z

Rn

K (x; t) dx =
1

(4�t)n=2

Z

Rn

e
�jxj2

4t dx

=
1

(�)n=2

Z

Rn

e�j�j
2

d�

=
1

(�)n=2

nY

i=1

1Z

�1

e��
2
i d�i

| {z }
=
p
�

= 1:

2.2 Başlang¬ç De¼ger Problemi

(
ut ��u = 0; x 2 Rn; t > 0
u (x; 0) = � (x) ; x 2 Rn

(2.14)

başlang¬ç de¼ger probleminin çözümü, tek boyutlu ¬s¬ denkleminde oldu¼gu gibi Fourier

dönüşümü metodu ile elde edilecektir. Tek fark Fourier dönüşümünün n bileşenli

x = (x1; x2; :::; xn) de¼gi̧skenine uygulanacak olmas¬ndan kaynaklanan katsay¬lar-

dan ibaret olacakt¬r. Fourier dönüşümünün temel özelliklerine bir önceki bölümde

de¼ginildi¼ginden bu bölümde tekrar de¼ginilmeyecektir. ·Ilk olarak, x 2 R
n de¼gi̧ske-

nine göre (2:14) ¬s¬ denklemindeki gerekli türevler ve başlang¬ç koşulu için Fourier

dönüşümü uygulan¬rsa, F fu (x; t)g = U (!; t) olmak üzere

F fut (x; t)g =
@

@t
U (!; t) ;

F f�u (x; t)g =

nX

j=1

(i!j)
2 U (!; t)

= �
�
!21 + !

2
2 + :::+ !

2
n

�
U (!; t)

= � j!j2 U (!; t) ;

F fu (x; 0)g = U (!; 0) = F f� (x)g
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elde edilir. Yani çözülmesi gereken (2:14) problemi,

(
dU
dt
+ j!j2 U = 0;

U (!; 0) = F f� (x)g
(2.15)

adi diferansiyel denklemine dönüşür. Buradan (2:15) denkleminin çözümü

U (!; t) = F f� (x)g e�j!j2t (2.16)

olarak bulunur. (2:16) da ters Fourier dönüşümü uygulan¬rsa, aranan çözüm konvo-

lusyon yard¬m¬ ile

u (x; t) = F�1 fU (!; t)g
= F�1

n
F f� (x)g e�j!j2t

o

= � (x) � F�1
n
e�j!j

2t
o

şeklinde ifade edilir. Buradaki e�j!j
2t fonksiyonun ters Fourier dönüşümü

F�1
n
e�j!j

2t
o
=

1

(2�)n=2

Z

Rn

e�j!j
2tei!xd!

=
nY

k=1

2

4 1p
2�

1Z

�1

e�!
2
ktei!kxkd!k

3

5

=

nY

k=1

2

66666
4

1p
2�

1Z

�1

e�!
2
kt cos (!kxk) d!k +

ip
2�

1Z

�1

e�!
2
kt sin (!kxk) d!k| {z }
tek fonksiyon| {z }
=0

3

77777
5

=
nY

k=1

2

4 1p
2�

1Z

�1

e�!
2
kt cos (!kxk) d!k

3

5

=

nY

k=1

�
1p
2t
e�

x2k
4t

�

=
1

(2t)n=2
e�

jxj2

4t
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oldu¼gundan, (2:14) başlang¬ç de¼ger probleminin çözümü

u (x; t) = � (x) � 1

(2t)n=2
e�

jxj2

4t

=
1

(4�t)n=2

Z

Rn

e�
jx�yj2

4t � (y) dy

olarak bulunur. Bu integrale Poisson integrali denir. Sonuç olarak, çözüm fonksiy-

onu ut � �u = 0 homojen ¬s¬ denkleminin K (x; t) temel çözümü ve verilen � (x)

başlang¬ç de¼ger fonksiyonunun Rn üzerindeki integrasyonu olarak ifade edilir:

u (x; t) =

Z

Rn

K (x� y; t)� (y) dy; x; y 2 Rn; t > 0:

Burada dikkat edilmesi gereken önemli bir nokta u (x; 0) = � (x) başlang¬ç verisi

pozitif olarak verildi¼ginde, K (x� y; t) temel çözümü de pozitif oldu¼gundan,
(
ut ��u = 0; x 2 Rn; t > 0
u (x; 0) = � (x) � 0; x 2 Rn

başlang¬ç de¼ger probleminin çözümünün de pozitif olaca¼g¬d¬r.

2.3 Başlang¬ç-S¬n¬r De¼ger Problemi

8
><

>:

ut ��u = 0; (x; t) 2 
� (0;1)
u = 0; @
� [0;1)
u = �; 
� ft = 0g

(2.17)

başlang¬ç-s¬n¬r de¼ger probleminin çözümü, 
 � R
n aç¬k ve düzgün s¬n¬rl¬ bir bölge

ve @
 da onun s¬n¬rlar¬ olmak üzere,

u (x; t) = X (x)T (t) 6� 0 (2.18)

formunda aranacakt¬r. Bu çözüm (2:17) ¬s¬ denklemini ve s¬n¬r koşullar¬n¬ sa¼gla-

mal¬d¬r. (2:18) formundaki çözümde x = (x1; x2; :::; xn) 2 
 ve t � 0 de¼gi̧skenlerine
göre gerekli türevler al¬n¬rsa

ut (x; t) = X (x)T
0 (t) ; (2.19)
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�u (x; t) = �X (x)T (t) (2.20)

eşitlikleri elde edilir. (2:19) ve (2:20) deki eşitlikler ¬s¬ denkleminde yerine yaz¬ld¬¼g¬nda

ut (x; t)��u (x; t) = X (x)T 0 (t)��X (x)T (t) = 0 (2.21)

denklemine ulaş¬l¬r. (2:21) ifadesi farkl¬ bir şekilde yaz¬l¬rsa,

T 0 (t)

T (t)
=
�X (x)

X (x)
(2.22)

eşitli¼ginin sol taraf¬ yaln¬zca t > 0 de¼gi̧skenine sa¼g taraf¬ ise sadece x 2 
 de¼gi̧skenine
ba¼gl¬ oldu¼gundan bu (2:22) oran¬ sadece sabit bir de¼gere eşit olabilir. Buradan, ��
ay¬rma sabiti olmak üzere,

(
�X (x) + �X (x) = 0; x 2 

X (x) = 0; x 2 @


(2.23)

ikinci dereceden özde¼ger problemi ve

T 0 (t) + �T (t) = 0 (2.24)

birinci dereceden adi diferansiyel denklemine ulaş¬l¬r. (2:23) özde¼ger probleminin

�n özde¼gerlerine kaŗs¬l¬k gelen s¬f¬rdan farkl¬ Xn (x) çözümlerine özfonksiyon denir.

(2:23) probleminin özde¼gerleri

0 < �1 � �2 � ::: � �n � :::

n ! 1 durumunda �n ! 1 sonsuza giden pozitif artan bir dizi oluşturur. Ayr¬ca

fXng1n=1 özfonksiyonlar dizisi ortogonal bir sistem teşkil eder. Yani

m 6= n için
Z




Xm (x)Xn (x) dx = 0

d¬r. (2:24) adi diferansiyel denkleminin �n özde¼gerlerine kaŗs¬l¬k gelen çözümü c sabit

olmak üzere n = 1; 2; ::: için

Tn (t) = Ane
��nt
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dir. Böylece her n = 1; 2; 3; ::: için

un (x; t) = AnXn (x) e
��nt (2.25)

fonksiyon dizisi verilen s¬n¬r koşullar¬yla birlikte (2:17) homojen ¬s¬ denklemini sa¼glar.

(2:25) fonksiyon dizisinde n ! 1 için An katsay¬s¬ yeteri kadar h¬zl¬ şekilde s¬f¬ra

giderse ¬s¬ denklemi lineer ve homojen oldu¼gundan üst üste bindirme prensibi gere¼gince

(2:25) çözümlerinin lineer birleşimi

u (x; t) =

1X

n=1

AnXn (x) e
��nt

de s¬n¬r koşullar¬yla birlikte (2:17) ¬s¬ denkleminin biçimsel çözümüdür. Geride sa¼glan-

mas¬ gereken tek koşul u (x; 0) = � (x) başlang¬ç koşuludur. Bu başlang¬ç koşulunun

sa¼glanmas¬ için An katsay¬s¬

u (x; 0) = � (x) =
1X

n=1

AnXn (x) (2.26)

denklemini sa¼glayacak şekilde seçilmelidir. Yani � başlang¬ç fonksiyonuXn özfonksiy-

onlar¬ cinsinden yaz¬lmal¬d¬r. Bunun için � fonksiyonu üzerine baz¬ şartlar yüklen-

melidir. Şimdi hangi şartlar alt¬nda bir fonksiyonun özfonksiyonlar cinsinden aç¬la-

bilece¼gini söyleyen önemli bir teoremi ifade edelim.

Teorem 2.3.1 E¼ger � 2 C2
�
�

�
ve @
 s¬n¬r¬nda � (x) = 0 oluyorsa � fonksiyonu

(2:23) özde¼ger probleminin Xn özfonksiyonlar¬ cinsinden ifade edilebilir.

Şimdi An katsay¬s¬n¬ hesaplamak için (2:26) eşitli¼ginin her iki taraf¬ Xn (x) öz-

fonksiyonu ile çarp¬l¬p 
 bölgesinde integre edilirse

An =

R


� (x)Xn (x) dxR


[Xn (x)]

2 dx
(2.27)

oran¬ elde edilir. Sonuç olarak � (x) başlang¬ç fonksiyonunun uygun şartlar¬ sa¼glamas¬

halinde (2:17) başlang¬ç-s¬n¬r de¼ger probleminin çözümü (2:27) katsay¬s¬ ile birlikte

u (x; t) =
1X

n=1

AnXn (x) e
��nt (2.28)

olarak bulunur.
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Bölüm 3

HEISENBERG GRUBU�NDA ISI

DENKLEM·I

Heisenberg grubu harmonik analiz, quantum mekanik, çok de¼gi̧skenli komplex

analiz, k¬smi diferansiyel denklemler gibi matemati¼gin birçok dal¬nda önemli roller

üstlenir [24]. Hörmander�in 1967 y¬l¬ndaki vektör alanlar¬n¬n karelerinin toplam¬

şeklindeki operatörleri konu alan çal¬̧smas¬ bu alanda büyük etkiye sahiptir [25].

Heisenberg grubundaki birçok geli̧sme E. Stein�¬n [30] 1970 y¬l¬nda Fransa�daki ulus-

lararas¬ kongrede nilpotent Lie gruplar¬ üzerine vermi̧s oldu¼gu sunumdan sonra h¬z

kazanm¬̧st¬r. Ayr¬ca Folland ve Stein [13] taraf¬ndan 1974 y¬l¬nda yap¬lan çal¬̧sman¬n

Heisenberg grubu üzerindeki analiz için önemli bir yeri vard¬r.

Bu bölümde Heisenberg grubunun özellikleri üzerinde geni̧sçe duralacakt¬r. ·Ilk

olarak H1 Heisenberg grubu üzerindeki gerekli tan¬m ve sonuçlar verilecektir. Daha

sonra bu kavramlar¬n daha genel halleri Hn uzay¬nda tan¬mlanacakt¬r. Son olarak

do¼grusal ve do¼grusal olmayan parabolik denklemlerde pozitif çözümün yoklu¼gu üz-

erine yap¬lm¬̧s çal¬̧smalar incelenecek ve

8
><

>:

ut = rHn (a (w)rHnu
m) + V (w) um; (w; t) 2 
� (0; T )

u (w; t) = 0; (w; t) 2 @
� (0; T )
u (w; 0) = u0 (w) � 0; w 2 


do¼grusal olmayan parabolik probleminin ne zaman pozitif çözümünün olmad¬¼g¬ is-

patlanacakt¬r. Okurlar burada bulamad¬klar¬ ispat ve aç¬klamalar için [5; 6; 29] kay-

naklar¬na bakabilir.
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3.1 H
1 Heisenberg Grubu

Tan¬m 3.1.1 H1, R3 uzay¬ üzerinde

(x; y; l) � (x0; y0; l0) = (x+ x0; y + y0; l + l0 � 2 (xy0 � yx0)) (3.1)

işlemi ile verilmiş bir gruptur.

Burada (x; y; l) yerine (z; l) ; z = x+ iy kompleks koordinatlar¬ düşünülürse (3:1)

ile verilen grup i̧slemi

(z; l) � (z0; l0) =
�
z + z0; l + l0 + 2 Im zz0

�

olarak daha sade şekilde yaz¬labilir.H1 = (R3; �) grubunun birim eleman¬ e = (0; 0; 0)
ve bir eleman¬n tersi (x; y; l)�1 = (�x;�y;�l) dir.

X =
@

@x
+ 2y

@

@l
; Y =

@

@y
� 2x @

@l
; T =

@

@l
(3.2)

vektör alanlar¬ H1 Heisenberg grubundaki tanjant uzay¬ için bir baz oluşturur. Z =

(X � iY ) =2 kompleks formunda düşünülürse, (3:2) de tan¬mlanan vektör alanlar¬,

@

@z
=
1

2

�
@

@x
� i @
@y

�

olmak üzere

Z =
@

@z
+ iz

@

@l
; T =

@

@l

şeklinde verilebilir. H1 de gradyan vektörü rH1 := (X; Y ) ve Laplace operatörü

�H1 = (X)2 + (Y )2 (3.3)

=

�
@

@x
+ 2y

@

@l

�2
+

�
@

@y
� 2x @

@l

�2

=
@2

@x2
+
@2

@y2
+ 4

@

@l

�
y
@

@x
� x @

@y

�
+ 4

�
x2 + y2

� @2

@l2

olarak tan¬mlan¬r. H1 de tan¬mlanan (3:3) ikinci dereceden diferansiyel operatörü

kompleks formda

�H1 = �
1

2

�
Z �Z + �ZZ

�
= � @2

@z@z
+ i

@

@l

�
z
@

@z
� z @

@z

�
� jzj2 @

2

@l2
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olarak da verilebilir. (x; y; l) ; (x0; y0; l0) 2 H1 olsun. H1 de, norm

k(x; y; l)k
H1

=
��
x2 + y2

�2
+ l2

�1=4
(3.4)

=
�
jzj4 + l2

�1=4

şeklinde, uzakl¬k fonksiyonu ise bu norm ve grup i̧slemi yard¬m¬ ile

dH1 ((x; y; l) ; (x
0; y0; l0)) =

(x0; y0; l0)�1 � (x; y; l)

H1

(3.5)

olarak verilir. Burada �; (3:1) deki grup i̧slemi ve (x0; y0; l0)�1 = (�x0;�y0;�l0)
oldu¼guna dikkat edilirse (3:5) uzakl¬k fonksiyonu aç¬k olarak

dH1 ((z; l) ; (z
0; l0)) = k(�z0; l0) � (z; l)k

H1

=
z � z0; l � l0 � 2 Im zz0


H1

=
�
jz � z0j4 +

�
l � l0 � 2 Im zz0

�2�1=4

şeklinde yaz¬labilir. Heisenberg geni̧sletme dönüşümü

�� (z; l) =
�
�z; �2l

�
; � > 0; (z; l) 2 H1

şeklinde tan¬mlan¬r. O halde u; H1 de tan¬ml¬ bir fonksiyon olmak üzere, �H1 difer-

ansiyel operatörü

�H1

�
u
�
�z; �2l

��
= �2 (�H1u)

�
�z; �2l

�

eşitli¼gini gerçekledi¼ginden dolay¬ bu fonksiyonun H�homojenlik derecesi 2 dir.
H
1 Heisenberg grubu topolojik olarak R3 üç boyutlu öklid uzay¬na homeomor�k-

tir. Şimdi H1 ve R3 uzaylar¬ aras¬ndaki analoji şöyle ifade edilebilir:

1. R3 te geni̧sletme dönüşümü, � > 0 olmak üzere

�� (x1; x2; x3) = (�x1; �x2; �x3)

iken, H1 de

�� (x; y; l) =
�
�x; �y; �2l

�

olarak verilir.
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2. R3 te Laplace operatörü

� =
@2

@x21
+
@2

@x22
+
@2

@x23

şeklinde iken, H1 de Laplace operatörü

�H1 =
@2

@x2
+
@2

@y2
+ 4

@

@l

�
y
@

@x
� x @

@y

�
+ 4

�
x2 + y2

� @2

@l2

şeklinde verilir.

3. R3 te herhangi x = (x1; x2; x3) noktas¬n¬n orjinden uzakl¬¼g¬

dR3 (x) =
�
x21 + x

2
2 + x

2
3

�1=2
;

herhangi iki nokta x; y 2 R3 aras¬ uzakl¬k ise

dR3 (x; y) =
�
(x1 � y1)2 + (x2 � y2)2 + (x3 � y3)2

�1=2

şeklindedir. H1 de ise herhangi (z; l) 2 H1 noktas¬n¬n orjinden uzakl¬¼g¬

dH1 ((z; l)) =
�
jzj4 + l2

�1=4
;

herhangi iki nokta (z; l) ; (z0; l0) 2 H1 aras¬ uzakl¬k ise

dH1 ((z; l) ; (z
0; l0)) =

�
jz � z0j4 +

�
l � l0 � 2 Im zz0

�2�1=4

şeklinde verilir.

4. R3 te aç¬k birim yuvar

BR3 (0; 1) =
n
(x1; x2; x3) 2 R3 :

�
x21 + x

2
2 + x

2
3

�1=2
< 1
o

olarak tan¬mlan¬rken, H1 de ise

BH1 (0; 1) =
n
(z; l) 2 H1 :

�
jzj2 + l2

�1=4
< 1
o

şeklinde tan¬mlan¬r.

Daha detayl¬ bilgi için Greiner�¬n [22] deki çal¬̧smas¬na bak¬labilir. Bu k¬sa analo-
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jiden sonra H1 deki integral hesaplamalar¬nda kolayl¬k sa¼glayan ve s¬kça kullan¬lan

küresel koordinatlar¬ verelim:

0 < � <1; 0 � � � �; 0 � � < 2�;

x = � sin1=2 � cos �;

y = � sin1=2 � sin �;

l = �2 cos�:

Bu dönüşüm

� =
�
jzj4 + l2

�1=4
;

z = jzj ei� = � sin1=2 �ei�;

l + i jzj2 = �2ei�

şeklinde yaz¬larak gerekli i̧slemler yap¬l¬rsa

Z =
@

@z
+ iz

@

@l

= e�i�
�
i

2
sin1=2 �e�i�

@

@�
+
sin1=2 �

�
e�i�

@

@�
� i

2

1

� sin1=2 �

@

@�

�
;

@

@l
=

cos�

2�

@

@�
� sin�

�2
@

@�

elemanlar¬ küresel koordinatlarda gösterilmi̧s olunur. H1 de t zaman de¼gi̧skeni olmak

üzere, ¬s¬ operatörü
@

@t
��H1 =

@

@t
� 1
2

�
X2 + Y 2

�
(3.6)

şeklinde gösterilir. Bu ¬s¬ operatörüne kaŗs¬l¬k gelen temel çözüm fonksiyonuK (z; l; t) :

H
1 � R+ ! R

+;
@K (z; l; t)

@t
��H1K (z; l; t) = 0; t > 0 (3.7)

homojen ¬s¬ denkleminin çözümüdür ve

lim
v!0

K (z; l; t) = � (z) � (l)

limit şart¬n¬ sa¼glar [6]: Şimdi (3:7) ¬s¬ denkleminin temel çözümü verilebilir:
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Teorem 3.1.1 H1 de (3:7) deki ¬s¬ denkleminin K (z; l; t) temel çözümü

f (z; l; �) = �i� l + h� coth (2�h)
�
x2 + y2

�

fonksiyonu ve

V (�) =
2h�

sinh (2h�)

hacim eleman¬ ile birlikte,

K (z; l; t) =
1

(2�t)2

1Z

�1

e�
f(z;l;�)

t V (�) d�

şeklinde verilir.

Daha fazla bilgi için Calin, Chang ve Greiner�¬n çal¬̧smalar¬na bak¬labilir [6]:

3.2 H
n Heisenberg Grubu

Tan¬m 3.2.1 w := (z; l) = (x; y; l) = (x1; :::; xn; y1; :::yn; l) 2 Rn � Rn � R nokta-

lar¬ndan oluşan,

�w (w
0) = w � w0 =

 

x+ x0; y + y0; l + l0 + 2

nX

i=1

(xiy
0
i � yix0i)

!

de¼gişmeli olmayan grup operasyonu ile tan¬mlanm¬ş (R2n+1; �) yap¬s¬na 2n+1 boyutlu
H
n Heisenberg grubu denir.

Burada w � w0 6= w0 � w oldu¼guna dikkat edilmelidir. Hn üzerinde tan¬mlanan

vektör alanlar¬ şöyle verilir:

Xi :=
@

@xi
+ 2yi

@

@l
; Yi :=

@

@yi
� 2xi

@

@l
; i 2 f1; :::; ng :

Tan¬m 3.2.2 [Lie Parantez Operatörü ]. � (TM) ile birM manifoldu üzerindeki

vektör alanlar¬n¬n kümesi gösterilsin. M bir diferansiyellenebilir manifold, M man-

ifoldunda bir U aç¬k kümesi üzerinde vektör alanlar¬ X ve Y olmak üzere, f 2
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C1 (U;R) fonksiyonu için

[; ] : � (TM)� � (TM)! � (TM)

[X; Y ] f = X (Y f)� Y (Xf)

ile tan¬mlanan dönüşüme X ve Y vektör alanlar¬n¬n Lie operatörü denir. Burada

X (f) ; f fonksiyonunun X vektör alan¬na göre yöne göre türevidir.

Her i = 1; 2; :::; n için ilgili Lie parantezleri

[Xi; Xj] = [Yi; Yj] =

�
Xi;

@

@l

�
=

�
Yi;

@

@l

�
= 0

s¬f¬r oldu¼gundan sadece

[Xi; Yj] = �4�ij
@

@l

komütatör ili̧skisi vard¬r. Burada buna kaŗs¬l¬k gelen Heisenberg gradyan vektörü

rHn := (X1; :::; Xn; Y1; :::; Yn)

şeklindedir. Verilen gradyan vektörü Hn deki her nokta için 2n boyutlu bir vektör

alan¬ oluşturur. Burada Kohn Laplace operatörü

�Hn :=
nX

i=1

�
X2
i + Y

2
i

�
(3.8)

şeklinde tan¬mlan¬r. (3:8) Kohn Laplace operatörü daha aç¬k olarak

�Hn =

nX

i=1

�
@2

@x2i
+
@2

@y2i
+ 4yi

@2

@xi@t
� 4xi

@2

@yi@t
+ 4

�
x2i + y

2
i

� @2

@t2

�

şeklinde yaz¬l¬r. Bu operatör ikinci dereceden self-adjoint bir diferansiyel operatördür.

Heisenberg geni̧sletme dönüşümü �� : Hn ! H
n; � > 0 için

�� (w) :=
�
�x; �y; �2l

�

olarak tan¬mlan¬r.

Tan¬m 3.2.3 E¼ger Hn üzerinde tan¬ml¬ f fonksiyonu her � > 0 için

f (�� (w)) = f
�
�z; �2l

�
= �mf (z; l)
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eşitli¼gini sa¼gl¬yor ise, bu fonksiyonun Hn üzerindeki H�homojenlik derecesi m dir

denir.

H
n Heisenberg grubunun homojen boyutu Q = (2n+ 1) + 1 = 2n + 2 dir ve ��

nin Jakobiyeninin determinant¬ �Q olarak bulunur. Xi ve Yi nin �� a göre birinci

dereceden homojen vektör alanlar¬ olduklar¬n¬ göstermek çok zor de¼gildir:

Xi (��) = ��� (Xi) ; Yi (��) = ��� (Yi) :

H
n de,rHn ve �Hn operatörleri �w (w0) sol ötelemeye göre invaryant ve s¬ras¬yla

birinci ve ikinci dereceden �� geni̧sletme dönüşümüne göre homojendir. Daha aç¬k

bir şekilde gösterilecek olunursa

rHn (u � �w) = (rHnu) � �w; rHn (u � ��) = � (rHnu) � ��;

�Hn (u � �w) = (�Hnu) � �w; �Hn (u � ��) = �2 (�Hnu) � ��

şeklinde yaz¬labilir. Folland ve Stein [13] taraf¬ndan tan¬mlananHn Heisenberg grubun-

daki norm

kwk
Hn
=

0

@
 

nX

i=1

x2i + y
2
i

!2
+ l2

1

A

1
4

şeklindedir. Hn deki orjin 0 = (0; 0) ve orjinden herhangi bir w noktas¬na uzakl¬¼g¬

veren fonksiyon

� = d (w) = d (z; l) =
�
jzj4 + l2

� 1
4

şeklinde tan¬mlan¬r. Bu fonksiyon aşa¼g¬daki baz¬ özelliklere sahiptir:

i. d (w) = 0() w = 0;

ii. d (w�1) = d (�w) = d (w) ;

iii. d (��w) = �d (w) ;

iv. d (w) : Hn �! R
+ fonsiyonu süreklidir.

H
n deki herhangi iki nokta aras¬ndaki mesafeyi veren uzakl¬k fonksiyonu şöyle

tan¬mlan¬r:
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w; � 2 Hn olsun. ��1 noktas¬ � grup i̧slemine göre � n¬n tersi ve ��1 = �� olmak
üzere, Hn deki uzakl¬k fonksiyonu

dHn (w; �) =
��1 � w


Hn

şeklindedir. Uzakl¬k fonksiyonu simetri özelli¼gini sa¼glar:

dHn (w; �) = d (�; w) :

Ayr¬ca yaklaş¬k olarak üçgen eşitsizli¼gini sa¼glar [13]. Yani her w1; w2; w3 2 Hn için

dHn (w1; w2) � C (dHn (w1; w3) + dHn (w3; w2))

dir. Şimdi tan¬mlanan uzakl¬k fonksiyonu ile birlikte Hn deki aç¬k yuvar¬n tan¬m¬

verilebilir. Hn deki r yar¬çapl¬, a merkezli aç¬k yuvar

BHn (a; r) := fw 2 Hn : d (a; w) < rg

şeklindedir. Buna Heisenberg yuvar¬, bazen de Koranyi yuvar¬ denir. Rn uzay¬nda

Öklid yuvar¬n¬n üstlendi¼gi rolü Hn de Koranyi yuvar¬ üstlenir.

Folland, Kohn Laplace operatörü ile klasik Laplace operatorü aras¬nda çok önemli

bir ba¼glant¬ kurmuştur [12]. cQ > 0 uygun bir pozitif sabit olmak üzere

	(w) =
cQ

d (w)Q�2

s¬f¬r noktas¬nda bir kutup noktas¬na sahip, ��Hn operatörünün temel çözümüdür.

Burada Q = 2n+ 2 dir.

Şimdi ilerideki hesaplamalarda çok faydas¬ olacak bir lemman¬n ifade ve ispat¬

şöyle verilebilir.

Lemma 3.2.1 � = � (�) fonksiyonu Hn de sadece � de¼gişkenine ba¼gl¬ olsun. Ve

� =
�
(x2 + y2)

2
+ l2

� 1
4
= (r4 + l2)

1
4 olarak verilsin. O halde

jrHn�j2 =
r2

�2
j�0 (�)j2 (3.9)

dir.
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Kan¬t.

Xi� =

�
@�

@xi
+ 2yi

@�

@l

�
�0 (�) ; Yi� =

�
@�

@yi
� 2xi

@�

@l

�
�0 (�) ; i 2 f1; :::; ng (3.10)

olmak üzere

jrHn�j2 =
nX

i=1

�
(Xi�)

2 + (Yi�)
2� (3.11)

oldu¼gu biliniyor. Gerekli hesaplamalar yap¬larak

@�

@xi
=

h�
x2 + y2

�2
+ l2

i�3=4 �
x2 + y2

�
xi�

0 (�) (3.12)

=
�
r4 + l2

��3=4
xir

2�0 (�)

=
r2

�3
xi�

0 (�) ;

@�

@yi
=

h�
x2 + y2

�2
+ l2

i�3=4 �
x2 + y2

�
yi�

0 (�) (3.13)

=
�
r4 + l2

��3=4
yir

2�0 (�)

=
r2

�3
yi�

0 (�) ;

@�

@l
=

h�
x2 + y2

�2
+ l2

i�3=4 l
2
�0 (�) (3.14)

=
l

2
��3�0 (�)

k¬smi türevleri elde edilir. Bu (3:12) ; (3:13) ve (3:14) deki k¬smi türevler (3:10)

eşitli¼ginde yerine yaz¬l¬rsa

Xi� =

�
r2

�3
xi + 2yi

l

2
��3
�
�0 (�)

ve

Yi� =

�
r2

�3
yi + 2xi

l

2
��3
�
�0 (�)

eşitlikleri bulunur. Sonuç olarak

jrHn�j2 =
nX

i=1

�
(Xi�)

2 + (Yi�)
2� =

r2

�2
j�0 (�)j2

elde edilir.
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Son olarak,
R
D
� (w) dw integralini hesaplayabilmek için D�Ambrosio [9] taraf¬n-

dan kullan¬lan Hn deki küresel dönüşümler verilecektir. Burada 0 � R1 < R2

yar¬çaplar¬ ve � 2 L1 (D) operatörü ile birlikte D = BHn (0; R2) nBHn (0; R1) halkas¬
verilsin. Heisenberg grubundaki herhangi bir nokta, R1 < � < R2; � 2 (0; �) ;

i = 1; :::; 2n� 2 için �i 2 (0; �) ve �2n�1 2 (0; 2�) olmak üzere, küresel koordinatlara

w = (z; l) = (x; y; l) = (x1; :::; xn; y1; :::yn; l) := � (�; �; �1; :::; �2n�1) ;

x1 = � (sin �)1=2 cos �1;

y1 = � (sin �)1=2 sin �1 cos �2;

:::

xn�1 = � (sin �)1=2 sin �1 sin �2::: cos �2k�3;

yn�1 = � (sin �)1=2 sin �1 sin �2::: sin �2k�3 cos �2k�2;

xn = � (sin �)1=2 sin �1 sin �2::: sin �2k�3 sin �2k�2 cos �2k�1;

yn = � (sin �)1=2 sin �1 sin �2::: sin �2k�3 sin �2k�2 sin �2k�1;

l = �2 cos �

olarak dönüştürülür. Burada

� =
��
x2 + y2

�2
+ l2

� 1
4
;

� = sin�1

0

@ x2 + y2

�
(x2 + y2)2 + l2

� 1
2

1

A ;

�1 = cos�1

 
x1

(x2 + y2)1=2

!

;

:::

�2n�2 = cos�1

0

@ yn�1

(x2 + y2)1=2
Y2n�3

i=1
sin �i

1

A ;

�2n�1 = cos�1

0

@ x2n�2

(x2 + y2)1=2
Y2n�2

i=1
sin �i

1

A

dir. � operatörünün jakobiyeni J (�) ile gösterilirse, Hn de küresel koordinatlarda
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birim kürenin hacim diferansiyeli

dw = dxdydl = det J (�) d�1:::d�2n�2d�d�

ve J (�) nin determinant¬

det J (�) = �2n+1 sinn�1 � sin2n�2 �1::: sin �2n�2

olarak hesaplan¬r. E¼ger r =
p
x21 + :::+ x

2
n + y

2
1 + :::+ y

2
n; (x; y) 2 R2n nin Öklid

normu ve � (w) = � (r; l) silindirik fonksiyon ise,

�n :=

�Z

0

d�1

�Z

0

d�2:::

�Z

0

d�2n�2

�Z

0

d�2n�1 sin
2n�2 �1::: sin �2n�2

R
2n+1 deki 2n boyutlu birim kürenin Lebesgue yüzey ölçümü olmak üzere,

R
D
� (w) dw

integrali

Z

D

� (w) dw = �n

�Z

0

d�

R2Z

R1

�2n+1 (sin �)n�1 �
�
�2 sin �; �2 cos �

�
d�

olarak hesaplanabilir.

3.3 H
n de Singüler Potansiyele Sahip Parabolik

Denklemler

Bu bölümde, Hn Heisenberg grubunda a (w) > 0 ve V (w) potansiyelleri ile ver-

ilmi̧s

8
><

>:

ut = rHn (a (w)rHnu
m) + V (w) um; (w; t) 2 
� (0; T )

u (w; t) = 0; (w; t) 2 @
� (0; T )
u (w; 0) = u0 (w) � 0; w 2 


(3.15)

do¼grusal olmayan parabolik probleminde pozitif çözümün yoklu¼gu üzerinde durula-

cakt¬r. Burada 
 � Hn düzgün s¬n¬rlara sahip s¬n¬rl¬ bir bölgedir.
Son y¬llarda singüler potansiyele sahip parabolik denklemler üzerinde pozitif

çözümün varl¬¼g¬ ve yoklu¼gu üzerine birçok çal¬̧sma vard¬r [3, 7, 17, 18, 19, 21].
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Bütün bu çal¬̧smalara motivasyon kayna¼g¬ olarak Baras ve Goldstein [3] ikilisinin

1984 y¬l¬nda yapt¬¼g¬ çal¬̧sma gösterilebilir. Bu çal¬̧smada, Baras ve Goldstein taraf¬n-

dan Rn de c
jxj2 singüler potansiyeline sahip

(
ut = �u+

c
jxj2u; x 2 Rn; t > 0

u (x; 0) = u0 (x) � 0; x 2 Rn
(3.16)

do¼grusal Cauchy-Dirichlet probleminin pozitif çözümü incelenmi̧stir [3]. Problemin

çözümünde c
jxj2 potansiyelinin rolü çok kritiktir.

·Incelemenin sonucunda (3:16) prob-

leminin, c >
�
n�2
2

�2
için u � 0 d¬̧s¬nda negatif olmayan çözümünün olmad¬¼g¬,

c �
�
n�2
2

�2
için ise pozitif zay¬f çözümlerinin varl¬¼g¬ gösterilmi̧stir. Bu önemli çal¬̧s-

mada kullan¬lan potansiyel çok özel bir potansiyeldir. Bu, Acaba daha genel pozitif

singüler potansiyeller için pozitif çözüm var m¬d¬r? sorusunu akla getirmi̧stir.

Ve bu soru 1999 y¬l¬nda Cabre ve Martel [7] taraf¬ndan yap¬lan çal¬̧smada cevap

bulmuştur. Bu çal¬̧smada pozitif çözümün varl¬¼g¬ ve yoklu¼gu üzerindeki temel etkenin

�inf (V ; 
) := inf
0 6��2C1c (
)

R


jr�j2 dx�

R


V (x) j�j2 dx

R


j�j2 dx

(3.17)

enerji fonksiyonunun büyüklü¼gü oldu¼gu gösterilmi̧stir. Bu çal¬̧smalar¬n paralelinde,

Goldstein ve Kömbe [19] 2003 y¬l¬nda yapt¬klar¬ çal¬̧smalar¬nda Rn de V (x) potan-

siyeline sahip do¼grusal olmayan parabolik problem üzerinde önemli sonuçlar elde

etmi̧slerdir.

Bu aşamada do¼gal olarak Rn de çal¬̧s¬lan bütün bu problemlerinHn de bir kaŗs¬l¬¼g¬

var m¬d¬r? sorusu akla gelmektedir. Rn Öklid uzay¬nda yap¬lan bu çal¬̧smalar vesile-

siyle Hn Heisenberg grubunda singüler potansiyele sahip parabolik problemlere olan

ilgi daha da artm¬̧st¬r. Buna ili̧skin ilk örnek 2001 y¬l¬nda Goldstein ve Zhang [21]

taraf¬ndan Rn deki problem (3:16) n¬n bir kaŗs¬l¬¼g¬ olarak ele al¬nan, Hn deki

(
ut = �Hnu+

ajzj2
jzj4+l2u;

u (z; l; 0) = u0 (z; l) ; w = (z; l) 2 Hn; t 2 (0; T ]
(3.18)

do¼grusal parabolik problemi olarak gösterilebilir. Bu problemin sonucu şöyle ver-

ilebilir:

Teorem 3.3.1 [Goldstein-Zhang ] : a 2 R+ ve a� =
�
Q�2
2

�2
=
�
2n+2�2

2

�2
= n2

olsun.
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i. a � a� ise (3:18) probleminin baz¬ u0 > 0 de¼gerleri için pozitif çözümü vard¬r.

ii. a > a� iken (3:18) problemi u � 0 çözümü d¬ş¬nda negatif olmayan çözüme sahip
de¼gildir.

Goldstein ve Zhang bu çal¬̧smalar¬n¬n ard¬ndan Hn de daha genel singüler potan-

siyele sahip do¼grusal ¬s¬ denklemleri üzerinde durdular [20]. Daha sonra, 2004 y¬l¬nda

Goldstein ve Kömbe [18], 2003 y¬l¬nda yapt¬klar¬ Rn deki çal¬̧smalar¬n¬ geni̧sleterek,

H
n de 8

><

>:

ut = �Hn (u
m) + V (w) um; 
� (0; T ) ; 0 < m < 1

u (w; t) = 0; @
� (0; T )
u (w; 0) = u0 (w) � 0; 


(3.19)

do¼grusal olmayan difüzyon (porous medium) denkleminde pozitif çözümün yoklu¼gu

üzerine yo¼gunlaşt¬lar.

2005 y¬l¬nda G. R. Goldstein, J. A. Goldstein ve I. Kömbe [17] 0 < m < 1;

V 2 L1loc (
) ve  2 R olmak üzere, 
 � Rn bölgesinde bütün bu çal¬̧smalar¬ içeren
8
><

>:

ut = r
�
jxj�2rum

�
+ V (x) um; 
� (0; T )

u (x; t) = 0; @
� (0; T )
u (x; 0) = u0 (x) � 0; 


(3.20)

problemini ele ald¬lar. Dikkat edilirse,  = 0 ve m = 1 olarak düşünüldü¼günde bu

problem V (x) = c
jxj2 potansiyeli için Baras ve Goldstein�¬n 1984 y¬l¬nda inceledikleri

c
jxj2 singüler potansiyelli (3:16) do¼grusal problemine dönüşür. Sadece  = 0 kabul

edildi¼ginde (3:20) deki problem Goldstein ve Kömbe�nin ilk olarak Rn de, daha sonra

H
n de çal¬̧st¬klar¬ do¼grusal olmayan problemdir [18, 19].

Bizi motive eden bütün bu çal¬̧smalar¬n ¬̧s¬¼g¬nda, Rn deki jxj�2 potansiyeli için
çal¬̧s¬lan (3:20) do¼grusal olmayan probleminin acaba daha genel a (w) > 0 potan-

siyeli için Hn de bir kaŗs¬l¬¼g¬ var m¬d¬r? sorusunu sorabiliriz. Bu sorunun yan¬t¬na

geçmeden önce ele al¬nacak olan problemin çözümünde ihtiyaç duyulacak olan Rn

deki Sobolev eşitsizli¼ginin Folland ve Stein [13] taraf¬ndan bulunan Hn deki kaŗs¬l¬¼g¬

şöyle verilebilir:

Teorem 3.3.2 [Folland-Stein ]. 1 < p < Q; p� = pQ
Q�p olsun. � 2 C1c (Hn) için

0

@
Z

Hn

j�jp� dw

1

A

1=p�

� S

0

@
Z

Hn

jrHn�jp dw

1

A

1=p

(3.21)
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eşitsizli¼ginin gerçeklendi¼gi pozitif S say¬s¬ vard¬r.

Folland-Stein teoreminin do¼gal sonucu olarak şu lemma verilebilir:

Lemma 3.3.1 
 � H
n s¬n¬rl¬ bir bölge olmak üzere 1 � p < Q de¼geri için M 2

LQ=p (
) ve � 2 Cpc (
) olsun. O halde her � > 0 için
Z




M (w) j�jp dw � �

1� �

Z




jrHn�jp dw + C (�)
Z




j�jp dw (3.22)

eşitsizli¼gini gerçekleyen C (�) > 0 sabiti vard¬r.

Kan¬t.Mk (w) := min fM (w) ; kg olarak tan¬mlans¬n. k !1 için kMk �MkLQ=p !
0 olur. Buradan

Z




M (w) j�jp dw �
Z




jMk �M j j�jp dw + k
Z




j�jp dw

eşitsizli¼gi elde edilir. Bu eşitsizli¼gin sa¼g¬ndaki ilk integral ifadesi için Hölder eşitsizli¼gi

uyguland¬¼g¬nda

Z




M j�jp dw �

0

@
Z




jM �Mnj
Q
p dw

1

A

p
Q
0

@
Z




j�j
Qp
Q�p dw

1

A

Q�p
Q

+ k

Z




j�jp dw

olur. � 2 C1c (Hn) olsun. 1 � p < Q ve q = Qp
Q�p oldu¼gunda (3:21) Folland-Stein

eşitsizli¼gi kullan¬l¬rsa

0

@
Z




j� (w)jq dw

1

A

1=q

� S

0

@
Z




jrHn� (w)jp dw

1

A

1=p

elde edilir. Buradan

Z




M j�jp dx � S

0

@
Z




jM �Mnj
Q
p dx

1

A

p
Q Z




jrHn�jp dw + k
Z




j�jp dw

eşitsizli¼ginin gerçeklendi¼gi görülür. Sonuç olarak yeteri kadar büyük k sabiti için

0

@
Z




jM �Mnj
Q
p dx

1

A

p
Q

� �

(1� �)S
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olur. Böyle bir k sabiti için C (�) = k seçilirse istenen sonuç elde edilmiş olunur.

Problem 3.3.1 
 � Hn s¬n¬rl¬ bölgesinde V (w) ve pozitif a (w) fonksiyonlar¬ L1loc (
)
s¬n¬f¬ndan ve 0 < m < 1 olmak üzere

8
><

>:

ut = rHn (a (w)rHnu
m) + V (w) um; (w; t) 2 
� (0; T )

u (w; t) = 0; (w; t) 2 @
� (0; T )
u (w; 0) = u0 (w) � 0; w 2 


(3.23)

do¼grusal olmayan parabolik probleminin pozitif çözümü hangi şartlar alt¬nda yoktur?

Teorem 3.3.3 n � 3 do¼gal say¬s¬ için n
n+1

� m < 1 ve 
 � H
n s¬n¬rl¬ bölgesinde

a (w) > 0; V (w) 2 L1loc (
) olsun. E¼ger

inf
0 6��2C1c (
)

R


(�+ a (w)) jrHn�j2 dw �

R


V (w) j�j2 dw

R


j�j2 dw

= �1 (3.24)

ise (3:23) probleminin u > 0 çözümü yoktur.

Kan¬t. Bu ispat kontrapozitif tekni¼gi yard¬m¬ ile verilecektir. Herhangi T > 0 say¬s¬

için u : [0; T )! L1 (
) fonksiyonunun 
� (0; T ) bölgesinde u0 � 0 olan fakat u � 0
olmayan, (3:23) probleminin pozitif çözümü oldu¼gu kabul edilsin. � 2 C1c (
) olmak
üzere

ut = rHn (a (w)rHnu
m) + V (w) um

eşitli¼ginin her iki taraf¬ �2=um test fonksiyonu ile çarp¬ld¬ktan sonra 
 � H
n böl-

gesinde integre edilirse

1

1�m
d

dt

Z




u1�m�2 (w) dw (3.25)

=

Z




rHn (a (w)rHnu
m)
�2

um
dw +

Z




V (w)�2 (w) dw

eşitli¼gi yakalan¬r. Bu eşitli¼gin sa¼g¬ndaki ilk integrale k¬smi integrasyon uyguland¬¼g¬nda,

bu integral r
Hn
um = mum�1r

Hn
u özdeşli¼gi ile

Z




rHn (a (w)rHnu
m)
�2

um
dw

= �
Z




(a (w)rHnu
m)rHn

�
u�m�2

�
dw
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= �
Z




�
a (w)mum�1rHnu

� �
�mu�m�1 (rHnu)�

2 + u�m2� (rHn�)
�
dw

=

Z




a (w)

�
m2�

2

u2
jrHnuj2 � 2m

�

u
rHnurHn�

�
dw

= �
Z




a (w) jrHn�j2 dw +
Z




a (w)

����m
�

u
rHnu�rHn�

����
2

dw (3.26)

olarak ifade edilir. Buradaki
R


a (w)

��m�
u
rHnu�rHn�

��2 dw integrali pozitif oldu¼gun-
dan (3:26) eşitli¼ginden ç¬kar¬l¬rsa

Z




rHn (a (w)rHnu
m)
�2

um
dw � �

Z




a (w) jrHn�j2 dw (3.27)

eşitsizli¼gi elde edilir. (3:25) ve (3:27) deki ifadeler birleştirilirse

Z




V (w)�2 (w) dw �
Z




a (w) jrHn�j2 dw �
1

1�m
d

dt

Z




u1�m�2 (w) dw (3.28)

eşitsizli¼gi bulunur. 0 < t1 < t2 < T olmak üzere, (3:28) deki integral eşitsizli¼ginin her

iki taraf¬ t de¼gişkenine göre t1 den t2 ye kadar integre edilirse

(t2 � t1)
Z




V (w)�2 (w) dw � (t2 � t1)
Z




a (w) jrHn�j2 dw

� 1

1�m

Z




�
u1�m (w; t2)� u1�m (w; t1)

�
�2 (w) dw

olur. Yani

K =
1

(1�m) (t2 � t1)
olmak üzere

Z




V (w)�2 (w) dw �
Z




a (w) jrHn�j2 dw (3.29)

� K

Z




�
u1�m (w; t2)� u1�m (w; t1)

�
�2 (w) dw

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. 
 � H
n s¬n¬rl¬ oldu¼gundan j
j sonludur. Şimdi bu basamakta,
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n
n+1

� m < 1 için f (x) = x(1�m)(n+1) konkav fonksiyonuna 
 bölgesinde Jensen

eşitsizli¼gi uygulan¬rsa, u (w; ti) 2 L1 (
) oldu¼gundan

Z




(u (w; ti))
(1�m)(n+1) dw � C (j
j)

0

@
Z




u (w; ti) dw

1

A

(1�m)(n+1)

<1

sonlu integrali elde edilir. Bu da

u1�m (w; ti) 2 Ln+1 (
)

demektir. Buradan da

�
u1�m (w; t2)� u1�m (w; t1)

�
2 Ln+1 (
)

sonucuna ulaş¬l¬r. Şimdi (u1�m (w; t2)� u1�m (w; t1)) fonksiyonu için Sobolev eşitsi-
zli¼ginin do¼gal sonucu olan Lemma 3:3:1 kullan¬l¬rsa; her � > 0 için

K

Z




�
u1�m (w; t2)� u1�m (w; t1)

�
�2 (w) dw � �

Z




jrHn�j2 dw + C (�)
Z




�2dw

eşitsizli¼ginin sa¼gland¬¼g¬ bir C (�) > 0 say¬s¬ bulunur. Son olarak, elde edilen bu son

eşitsizlik (3:29) da kullan¬l¬p

Z




V (w)�2 (w) dw �
Z




a (w) jrHn�j2 dw � �
Z




jrHn�j2 dw + C (�)
Z




�2dw

gerekli düzenlemeler yap¬ld¬¼g¬nda

R


(�+ a (w)) jrHn�j2 dw �

R


V (w)�2 (w) dw

R


�2dw

� �C (�)

eşitsizli¼gi, yani

inf
0 6��2C1c (
)

R


(�+ a (w)) jrHn�j2 dw �

R


V (w)�2 (w) dw

R


�2dw

> �1

sonucu elde edilir. Bu ise

inf
0 6��2C1c (
)

R


(�+ a (w)) jrHn�j2 dw �

R


V (w)�2 (w) dw

R


�2dw

6= �1
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demektir. Bu da ispat¬ tamamlar. Yani (3:23) nolu problemin u > 0 çözümü yoktur.

Verilen bu ispattan sonra, Hangi uygun a (w) > 0 ve V (w) potansiyelleri için

çözümün yoklu¼gundaki en büyük etken olan

inf
0 6��2C1c (
)

R


(�+ a (w)) jrHn�j2 dw �

R


V (w)�2 (w) dw

R


�2dw

enerji fonksiyonu �1 a gider?, Bu uygun potansiyeller nas¬l bulunabilir? gibi sorular

sorulabilir. ·I̧ste bu gibi sorular¬n cevab¬ daha sonraki çal¬̧smalar¬m¬zda verilmeye

çal¬̧s¬lacakt¬r.
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SONUÇ

Giri̧s bölümünde konuyla ilgili temel tan¬m ve önbilgiler verildikten sonra çal¬̧s-

man¬n ilk bölümünde öncelikle ut = �2uxx + f (x; t) bir boyutlu ¬s¬ denklemi enerji

korunumu temel prensibi kullan¬larak elde edilmi̧stir. Bunun ard¬ndan ut = kuxx den-

kleminin �
T parabolik bölgesinde tan¬mlanm¬̧s u = u (x; t) çözümü için maksimum-

minimum prensibi ispat¬ ile verilmi̧stir. Maksimum prensibi yard¬m¬ ile Dirichlet

s¬n¬r koşullu başlang¬ç-s¬n¬r de¼ger ve başlang¬ç de¼ger problemlerinin iyi tan¬ml¬ ola-

bilmesi için gereken çözümün tekli¼gi ve giri̧s verilerine göre süreklili¼gi şartlar¬ incelen-

mi̧stir. Daha sonra Fourier serisi yöntemi kullan¬larak çeşitli Dirichlet ve Neumann

s¬n¬r koşullar¬ ile verilmi̧s başlang¬ç-s¬n¬r de¼ger probleminin çözümü elde edilmi̧stir.

Bölümün sonunda sonsuz aral¬kta tan¬mlanm¬̧s başlang¬ç de¼ger probleminin çözümü

elde edilirken Fourier serisi gösteriminin do¼gal geni̧slemesi olan Fourier dönüşümü

kullan¬lm¬̧st¬r.

Çal¬̧sman¬n ikinci bölümünde ut � �u = 0 n�boyutlu ¬s¬ denklemi başlang¬ç
ve s¬n¬r koşullar¬ ile birlikte çeşitli yönlerden incelenmi̧stir. R de ¬s¬ denklemine

dair tan¬mlanan kavramlar ve kan¬tlanan sonuçlar genelleştirilerek, çok daha genel

kavramlar ve sonuçlar elde edilebilir. ·Ilk olarak gerekli benzerlik dönüşümleriyle

n�boyutlu ¬s¬ denkleminin temel çözümü verilmi̧stir. Daha sonra Rn de verilen
bir başlang¬ç de¼ger probleminin çözümü tek boyutlu ¬s¬ denklemlerinde oldu¼gu gibi

Fourier dönüşümü metodu ile elde edilmi̧stir. Burada Fourier dönüşümü n bileşenli

x = (x1; x2; :::; xn) de¼gi̧skenine göre uygulanacak olmas¬ndan kaynaklanan birtak¬m

farkl¬l¬klar ortaya ç¬km¬̧st¬r. Son olarak verilen başlang¬ç-s¬n¬r de¼ger problemi, u (x; t) =

X (x)T (t) formunda çözüm aranarak, ikinci dereceden özde¼ger problemi ve birinci

dereceden adi diferansiyel denklemine indirgenip çözüme ulaş¬lm¬̧st¬r.

Son bölüm olan üçüncü bölüm tezin esas konusu olan Hn Heisenberg Grubu�nda

do¼grusal ve do¼grusal olmayan parabolik denklemlerine ayr¬lm¬̧st¬r. Öncelikle Heisen-

berg grubundaki kavramlar¬n daha rahat anlaş¬labilmesi için H1 Heisenberg grubu

ile R3 Öklid uzay¬ aras¬ndaki paralellikler verilerek konuya giri̧s yap¬lm¬̧st¬r. H1 de

tan¬mlanan bu kavramlar Hn e genelleştirilerek çal¬̧sman¬n omurgas¬ say¬labilecek

altyap¬ kurulmuştur. Bu bölümün son k¬sm¬nda ise öncelikle ele al¬nan probleme bir

anlamda ilham kayna¼g¬ olan o alanda yap¬lan çal¬̧smalar kronolojik s¬ras¬ ve birbir-

leriyle olan ili̧skisi dikkate al¬narak özetlenmi̧stir.
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Bütün bu ön haz¬rl¬klardan sonra Heisenberg grubunda aşa¼g¬daki

8
><

>:

ut = rHn (a (w)rHnu
m) + V (w) um; (w; t) 2 
� (0; T )

u (w; t) = 0; (w; t) 2 @
� (0; T )
u (w; 0) = u0 (w) � 0; w 2 


(3.30)

do¼grusal olmayan parabolik probleminin u > 0 çözümünün yoklu¼gu incelenmi̧stir.

Çözümün yoklu¼guna etki eden en büyük unsurun

inf
0 6��2C1c (
)

R


(�+ a (w)) jrHn�j2 dw �

R


V (w)�2 (w) dw

R


�2dw

enerji fonksiyonunun büyüklü¼gü oldu¼gu gösterilerek şu sonuç elde edilmi̧stir:

Teorem 3.3.4 n � 3 do¼gal say¬s¬ için n
n+1

� m < 1 ve 
 � H
n s¬n¬rl¬ bölgesinde

a (w) > 0; V (w) 2 L1loc (
) olsun. E¼ger

inf
0 6��2C1c (
)

R


(�+ a (w)) jrHn�j2 dw �

R


V (w) j�j2 dw

R


j�j2 dw

= �1

ise (3:30) probleminin u > 0 çözümü yoktur.

a (w) > 0; V (w) 2 L1loc (
) s¬n¬f¬ndan genel fonksiyonlar için ele al¬nan bu prob-
lemde hangi özel V (w) ve a (w) > 0 potansiyelleri seçilirse enerji fonksiyonunun

�1 de¼gerine yak¬nsayaca¼g¬ sorusu gündeme gelmektedir. Bu soru başl¬ baş¬na bir

araşt¬rma konusu olup ileriki çal¬̧smalarda cevaplanmaya çal¬̧s¬lacakt¬r.
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EK: Baz¬ Tan¬m, Eşitsizlik,

Teorem ve Formüller

Teorem 3.3.5
�
·Integraller için Ortalama De¼ger Teoremi

�
: f : [a; b] ! R

sürekli bir fonksiyon ise
bZ

a

f (x) dx = f (c) (b� a)

eşitli¼gini sa¼glayan bir c 2 [a; b] say¬s¬ vard¬r.

Tan¬m 3.3.1 [Konkav Fonksiyon ] : E¼ger her a; b 2 Rn ve her t 2 [0; 1] için,

f ((1� t) a+ tb) � (1� t) f (a) + tf (b)

ise o zaman f : Rn ! R fonksiyonuna konkav denir.

Tan¬m 3.3.2
�
Ölçülebilir Fonksiyon

�
: f : Rn ! R fonksiyonu verilsin. Her-

hangi bir I � R alt aral¬¼g¬ için

f�1 (I) = fx 2 Rn : f (x) 2 Ig 2 M

ise f fonksiyonuna ölçülebilir denir.

Tan¬m 3.3.3 [Toplanabilir Fonksiyon ] : E¼ger

Z

Rn

jf j dx <1

integrali sonlu ise ölçülebilir f fonksiyonuna toplanabilir denir.

Teorem 3.3.6 [Jensen Eşitsizli¼gi ] : 
 � Rn aç¬k ve s¬n¬rl¬ bir bölge, u : 
 ! R
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toplanabilir ve f : R! R konkav bir fonksiyon olsun. O zaman

f

0

@ 1

j
j

Z




udx

1

A � 1

j
j

Z




f (u) dx

olur.

Kan¬t. f konkav oldu¼gundan, her p 2 R için öyle bir r 2 R say¬s¬ vard¬r ki

f (q) � f (p) + r (q � p)

eşitsizli¼gi her q 2 R için geçerlidir. p := 1
j
j
R


udx; q := u (x) olarak al¬nd¬¼g¬nda

f (u (x)) � f

0

@ 1

j
j

Z




udx

1

A+ r

0

@u (x)� 1

j
j

Z




udx

1

A

eşitsizli¼gi elde edilir. Bu eşitsizlikte her iki taraf 
 üzerinde x de¼gişkenine göre integre

edilirse ispat tamamlan¬r.

Teorem 3.3.7 [Young Eşitsizli¼gi ] : a ve b � 0 olsun. p ve q say¬lar¬ pozitif olsun-
lar ve 1

p
+ 1

q
= 1 eşitli¼gini sa¼glas¬nlar. O zaman

ab � ap

p
+
bq

q

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

Kan¬t. ex fonksiyonu d¬şbükey oldu¼gundan

ab = eln a+ln b = e
1
p
ln ap+ 1

q
ln aq � 1

p
eln a

p

+
1

q
eln a

q

=
ap

p
+
bq

q

elde edilir. Ayr¬ca ex mutlak artan oldu¼gundan eşitlik ancak ve ancak ap = bq ise

geçerlidir.

Teorem 3.3.8 [Hölder Eşitsizli¼gi ] : 1 � p; q � 1; 1p + 1
q
= 1 ve u 2 Lp (
) ; v 2

Lq (
) olsun. O zaman Z




juvj dx � kukp kvkq

olur.
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Kan¬t. kukp = kvkq = 1 kabul edilirse 1 < p; q <1 için Young eşitsizli¼ginden

Z




juvj dx � 1

p

Z




jujp dx+ 1
q

Z




jujq dx = 1 = kukp kvkq

olur.

Burada u 2 C1 (
) ; 
 � Rn düzgün s¬n¬rl¬ bir bölge, v = (v1; :::; vn) @
 s¬n¬r¬n¬n
d¬̧s birim normal vektör alan¬, v = (v1; :::; vn) vektörü @
 s¬n¬r¬n¬n birim d¬̧s normali,

@u

@v
:= vru

ise u fonksiyonunun normal yönündeki türevi olsun.

Teorem 3.3.9 [Gauss-Green Teoremi ] : 
 � R
n s¬n¬rl¬ ve aç¬k bir bölge olsun.

u 2 C1
�
�

�
ise i = 1; 2; :::; n için

Z




@u

@xi
dx =

Z

@


uvidS

olur.

Teorem 3.3.10
�
K¬smi ·Integrasyon

�
: 
 � Rn s¬n¬rl¬ ve aç¬k bir bölge ve u;w 2

C1
�
�

�
olsun. O zaman i = 1; 2; :::; n için

Z




@u

@xi
wdx = �

Z




u
@w

@xi
dx+

Z

@


uwvidS

olur.

Teorem 3.3.11 [Green Formülleri ] : 
 � R
n s¬n¬rl¬ ve aç¬k bir bölge ve u;w 2

C2
�
�

�
olsun. O zaman ru =

�
@u
@xi
; :::; @u

@xn

�
gradyan vektörü olmak üzere

i.
R


�udx =

R
@


@u
@v
dS;

ii.
R


(rw:ru) dx = �

R


(u�w) dx+

R
@


�
@w
@v
u
�
dS;

iii.
R


(u�w � w�u) dx =

R
@


�
u@u
@v
� w @u

@v

�
dS

formülleri geçerlidir.
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