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Yiiksek lisans ogrencisi Abdullah Yener’in “Heisenberg Grubunda
Isi Denklemi” konulu tez calismasi jurimiz tarafindan Matematik
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Hazirlamis oldugum tez 6zgiin bir calisma olup YOK ve ITICU Lisansistii
Yoénetmeliklerine uygun olarak hazirlanmigtir. Ayrica, bu g¢alismay! yaparken
bilimsel etik kurallarina tamamiyla uydugumu; yararlandigim tim kaynaklari
gosterdigimi ve higbir kaynaktan yaptigim ayrintili alinti olmadigini beyan ederim.
Bu tezin ihtiva ettigi tim hususlar sahsi goriisim olup Istanbul Ticaret

Universitesi'nin resmi gériisiinii yansitmamaktadir.



Ozet

Bu caligmada,
Ut — Ugy = f(l‘,t)

1s1 denkleminin R deki ve R™ deki temel ozellikleri verildikten sonra, H" Heisenberg

grubunda a (w) > 0, V (w) € L}, () potansiyelleri ile verilmis

loc

u; = Van (a (w) Vinu™) +V (w) u™, (w,t) € Q@ x (0,T)
u(w,t) =0, (w,t) € 92 x (0,T)
u(w,0) =ug (w) >0, w €

dogrusal olmayan parabolik probleminin ne zaman pozitif ¢oziimiiniin olmadig: is-

patlanmigtir.

Anahtar Soézciikler: Is1 denklemi, baglangic deger problemi, baslangic-sinir
deger problemi, temel ¢oziim, Fourier doniisiimii, Heisenberg grubu, singiiler potan-

siyel, dogrusal olmayan parabolik denklem.

Abstract

In this study, after the fundamental properties of

Ut — Ugy = f(l‘,t)

heat equation on R and R" are given, nonexistence of positive solution to the follow-

ing

u = Vin (@ (w) Vgnu™) + V (w) u™, (w,t) € Q x (0,7
u(w,t) =0, (w,t) € 092 x (0,T)
u(w,0) = up (w) >0, w € Q

nonlinear parabolic equation with a (w) > 0, V (w) € L;,. (Q) potentials on the H"

loc

Heisenberg group were analyzed.

Keywords: Heat equation, initial value problem, initial-boundary value problem,
fundamental solution, Fourier transform, Heisenberg group, singular potential, the

non-linear parabolic equation.
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Gosterimler

R, reel sayilar.

R*, pozitif reel sayilar.

c=c(x), ozgiil 1s1.

p = p(x), kiitle yogunlugu.

e (x,t), 181 enerjisi yogunlugu.

k =k (), maddenin 1s1 gecirgenlik katsayisi.

u(z,t), gubugun herhangi bir ¢ aninda = noktasindaki sicaklhigi.
), piiriizsiiz sinirlara sahip agik sinirh bir bolge.

022, 2 min siiri.

Q:= QU N, Q nin kapanisi.

Qp :=Q x (0,7], parabolik bolge.

OO, Qr parabolik bolgesinin siniri.

Qp = Qp U 0Qyp, Qp parabolik bolgesinin kapanisi.

Ty = 0Q7\(0, L] x {T}), Q7 parabolik bolgesinin alt ve yan smirlari.
C (), Q bolgesindeki siirekli fonksiyonlarin smufi.

C?H(Q) == {u: Q — Rlu, uy, Ug, us € C ()}, Q bolgesindeki = degiskenine

gore 2. tiirevi, t degiskenine gore 1. tiirevi siirekli fonksiyonlarin sinifi.
F{f({t)} = F(w), [ fonksiyonun Fourier doniisiimii.

F~H{F (w)}, f fonksiyonun ters Fourier déniigiimii.

f =g, f ve g fonksiyonlarinin konvolusyonu.

R", n—boyutlu Oklid uzayn.

x = (21,9, ...,2,), R™ de bir nokta.

2] = (22 + 22 + ... + 22)"/*, Oklid normu.
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Snti={z € R": |x| = 1}, n—boyutlu R" uzaymdaki birim hiperkiire.

[(z):= [[7t"le7dt, 0 < x < 0o, gama fonksiyonu.

n/2

Vgn-1(n) = F(ﬂnﬂ), R™ uzayindaki birim hiperkiirenin siirladigi bolgenin
)
hacmi.
nVgn-1 (n) = F’Z}:ﬁ), R™ uzayindaki birim hiperkiirenin yiizey alani.
3
g—; () = Uy, = limy,_o w, u fonksiyonunun z; degiskenine gore kismi
tirevi.

2 2 2 P
A= aan + aa_mg + ...+ 8‘97%, R"™ de Laplace operatorii.
2], © min Lebesgue 6lgtimii.

Ck(Q), Q bolgesinde k.mertebeden siirekli diferansiyellenebilir kompakt olarak

destekli fonksiyonlarin sinifi.
K cc Q:= K kompakt ve K C K C €, Q nin kompakt alt kiimesi.
[ull, := (fQ |ul? dm)l/p < 00, (1 <p<o0), p-norm.

LP(Q) := {u : © — R| u Lebesgue olgiilebilir, [luf|, < oo} , p-integrallenebilir

fonksiyonlarin kiimesi.

LP

Pe():={u:Q—R|her K CCQicinue L?(Q)}.

K (z,t), uy = Au 151 denkleminin temel ¢oziimii.

H", Heisenberg grubu.

w = (z,0) = (z,y,1) = (1, .o, T, Y1, ---Yn, L) , H" de bir nokta.

o, H" de tanimli grup islemi.

X; = 8%2_ + 2yi%, Y, = a%i — 2xi%, 1 =1,...,n, H" deki vektor alanlari.
Vin = (X1, ..., Xy, Y1, ..., Y,,) , H* de Gradyan vektorii.

Apn =Y " (X2 +Y?), H" de Kohn-Laplace operatorii.

@ = 2n + 2, H" nin homojen boyutu.

vi



0 : H* — H", Heisenberg genigletme doniigtimii.
) 1/4
|w]ggn = <(Z7:1 2?4+ y?)” + l2> , H" de tanimlanan norm.
dyn (w,n) = |~ ow|| yyn , H" de tamimlanan uzaklhk fonksiyonu.
By (a,7) :={w e H" : d(a,w) < r}, H" de a merkezli r yarigaph acik yuvar.
D (p,0,01,....,00, 1) :=w=(z,1) = (x,y,l), H" de kiiresel doniigiim.
J (®), ¢ doniigiimiiniin Jakobiyeni.

det J (@) = p?"*1sin” 1 @sin®* "1 0)...sin 0y, o, J (P) nin determinanti.

dw = det J (®) db;...dOs,_2dOdp, H" de kiiresel koordinatlarda birim kiirenin

hacim diferansiyeli.

L, = [ dOy [ ds... [ doy—s [y dBsn1sin®* 2 6;...sin by, 5, R deki 2n

boyutlu birim kiirenin Lebesgue yiizey ol¢iimii.
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GiRisS

Bir kismi diferansiyel denklem, x4, zs, ..., z, bagimsiz degigkenlerine bagh bilin-
meyen u (v) = u(z1,Ts, ..., T,) fonksiyonu ve onun wuy,, Uy, Ussz;ay, - giDi sonlu
sayida kismi tiirevlerinin olugturdugu bagmtidir. Bir kismi diferansiyel denklem en

genel haliyle

F (xla Zo, -"7xn7uyuxmuxixjyumizjzka ) =0

seklinde yazilir. Kismi diferansiyel denklemler; mertebe, lineerlik gibi tzelliklere gore
siniflandirilirlar. Bu simiflandirma, adi diferansiyel denklemlerin siniflandirmasina
benzerdir. Bir kismi diferansiyel denklemdeki en yiiksek mertebeden tiirevin mer-
tebesine diferansiyel denklemin mertebesi denir. Ikinci mertebeden iki degiskenli
kismi diferansiyel denklem en genel haliyle, z ve y bagimsiz degisken v = u (z,y)
olmak fizere,

F ($>y>uaux7uyauxmauxyyuyy) =0

olarak ifade edilir. Eger kismi diferansiyel denklem bilinmeyen fonksiyona ve bu
fonksiyonun biitiin kismi tiirevlerine gore lineer ise bu denkleme lineer kismi difer-
ansiyel denklem denir. Ornegin ikinci mertebeden iki degiskenli lineer kismi difer-

ansiyel denklemin en genel sekli

A (2, Y) Uga + B (2,Y) Uzy + C (2, y) uy,
+D (x,y) uy + E(x,y) uy + F (z,y)u =G (z,y)

olarak verilir. Eger kismi diferansiyel denklem, sadece en yiiksek mertebeden kismi
tiirevlere gore lineer ve katsayilar bilinmeyen fonksiyon ile onun diigitk mertebeden
tiirevlerini de igeriyorsa, bu denkleme yari lineer kismi diferansiyel denklem
denir. Ikinci mertebeden iki degiskenli yar1 lineer kismi diferansiyel denkleminin en
genel hali

A (2, y,u, Uy, Uy) Ugy + B (2, Y, U, Uy, Uy) Ugy

+C (@, Y, U, Uy, Uy) Uyy = D (2, Y, U, Uy, Uy)
gibidir. Eger kismi diferansiyel denklem yari lineer ve denklemde goriilen en yiiksek
mertebeden tiirevlerin katsayilari1 yalnizca bagimsiz degigkenlerin fonksiyonlar: ise
bu denkleme hemen-hemen lineer denir. Tkinci mertebeden iki degiskenli hemen-

hemen lineer kismi diferansiyel denklem

A(xay) uww +B(‘Tay> uxy + C($7y) uyy - D(‘%'?y?Uﬂuxuuy)



seklinde verilir. Lineer kismi diferansiyel denklemler digindaki biitiin denklemler li-
neer olmayan kismi diferansiyel denklem olarak adlandirilir. Bundan dolay1
yari lineer ve hemen hemen lineer kismi diferansiyel denklemler lineer olmayan kismi
diferansiyel denklemlerin 6zel halleridirler.

Adi diferansiyel denklemlerin genel ¢oziimleri, denklemin mertebesi kadar keyfi
sabit iceren ve her noktasindan teget dogrularin cizilebildigi egri aileleridir. Tki bagim-
siz degiskene sahip kismi diferansiyel denklemlerin genel ¢oziimleri ise denklemin
mertebesi kadar keyfi fonksiyon ihtiva eden ve her noktasindan teget diizlemlerin
cizilebildigi yiizey aileleridir.

Bir kismi diferansiyel denklemi 6zdeg olarak saglayan ve herhangi keyfi fonksiyon
veya keyfi parametre icermeyen fonksiyona bu kismi diferansiyel denklemin bir 6zel
¢Oziimii denir. Diger taraftan bir kismi diferansiyel denklemin mertebesi kadar
siirekli tiiretilebilir keyfi fonksiyon igeren ve denklemi 6zdes olarak saglayan bir yiizey
ailesine bu kismi diferansiyel denklemin genel ¢6ziimii denir.

Diferansiyel denklemler genel olarak fiziksel olaylarin matematiksel modellemesi
oldugundan bir diferansiyel denklemin ¢oziimii bu fiziksel olaylarin belirledigi bir-
takim kogullarin kullanilmast ile elde edilir. Diferansiyel denklem ile verilen bu kogullar
baslangi¢ ve sinir kosullari olarak adlandirilir. Kismi diferansiyel denklem ile den-
klemin ¢ = ¢y anmndaki u(tg) = ug fiziksel durumu verilirse buna baslangi¢ kosulu
ve bu kosul ile birlikte verilen denkleme baglangi¢c deger problemi denir. Kismi
diferansiyel denklem ile beraber ¢oziim bolgesinin sinirlarinda ¢oziim fonksiyonu veya
¢oziim fonksiyonunun tiirevlerinin degerleri fiziksel olaya bagl olarak verilmis ise
bunlara simir kosullari ve bu kosullar altinda verilen denkleme sinir deger prob-

lemi denir. Bu sinir kogullarindan en sik kargilagilanlar:

e Dirichlet sinir kosulu
w(0,t) =, (), u(L,t) =y (t), t >0,
e Neumann simir kosulu
g (0,8) = py (£) ug (Lt) = py (£), £ >0,

e Robin siir kosulu

um(oat)_a0u<07t) =N (t)7 t>07 Qo 207



Uy (Lyt) +apu(L,t) =v,(t), t>0, a, >0

olarak tamimlanabilir. Hem baglangic hem de sinir kogullar: ile verilen problemlere
de baslangig-sinir deger problemleri denir.

Kismi diferansiyel denklemler; parabolik, hiperbolik ve eliptik olmak iizere iig
kisimda siniflandirilir. Denklemin tiirtinii bilmek denklem hakkinda bir¢ok bilgi vere-

ceginden ikinci mertebeden, iki bagimsiz degiskenli hemen-hemen lineer
A (Jf, y) uwz + B (‘TJ y) uxy + C (aja y) uyy = D (.7}, y7 U, uwu uy) (1)

denklemininin A, B, C' katsayilarina gére ne zaman parabolik, ne zaman hiperbolik,
ne zaman eliptik oldugu verilecektir. Burada A, B, C' katsayilar1 ve u fonksiyonu
ikinci mertebeden siirekli tiirevlere sahip olsun ve katsayilarin hepsi ayni anda sifir
olmasin. Bu simiflandirmada denklemin tipi belirlenirken birinci mertebeden tiirevleri

kapsayan terimlerin hicbir etkisi olmayacak, siniflandirma
A (z,y) := B* (z,y) — 4A (2,y) C (x,7)
olarak tanimlanan diskriminant fonksiyonunun isaretine gére belirlenecektir.
Tanim 0.0.1 (xg, ) noktasinda (1) denklems
o A (z9,y0) > 0 ise hiperbolik;
o A (z9,90) = 0 ise parabolik;
o A (z9,y0) <0 ise eliptik;

olarak adlandirilir.

Matematiksel fizigin en eski denklemleri olan

Uy — Uy = 0 (2)
dalga denklemi hiperbolik tipten,

Uy — kg = 0 (3)
1s1 denklemi parabolik tipten ve

Uz + Uyy = 0 (4)



Laplace denklemi eliptik tipten denklemlere verilebilecek orneklerdir. Bu ii¢ den-
klem tipi tizerindeki galigmalar ¢ok daha genel ikinci mertebeden kismi diferansiyel
denklemler teorisine 1s1k tutmakta ve bu denklemler mekanik, 1s1 iletimi, olasilik
teorisi, matematik ve fizigin diger alanlarinda ¢ok biiyiik etkiye sahiptir. Bundan
dolay1 ikinci mertebeden denklemlere, tzellikle de parabolik denklemlere, uzun yil-
lar boyu giiglii bir ilgi olmustur. Bu (2), (3) ve (4) teki {i¢ denklem simufi, basta
Leonhard Euler (1707 — 1783), James Bernoulli (1667 — 1748), Daniel Bernoulli
(1700 — 1782), J.L. Lagrange (1736 — 1813), Jean Joseph Fourier (1768 — 1830),
George Green (1793 — 1841), Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805 — 1859), Karl
Gottfried Neumann (1832 — 1925) ve Jacques Hadamard (1865 — 1963) olmak {izere
¢ok sayida meghur matematikginin galigma alaninda olmustur [28]. Bu ¢alismann

konusu parabolik tipten denklemlerin en énemli temsilcisi olan
U — kgy = 0

181 denklemi iizerine olacaktar.



Bolim 1

R DE ISI DENKLEMI

Bu boliimde parabolik tipten kismi diferansiyel denklemlere verilebilecek en 6nemli

orneklerden biri olan 181 denklemi
Uy — kg =0, k>0 (1.1)

tek boyutlu olarak cesitli yonlerden incelenecektir. ilk olarak fizikte 1s1 denklemi-
nin nasil ortaya ¢iktigi ele alinacaktir. Daha sonra "Bir kismi tiirevli denklemin iyi
tanimli olmasi ne demektir?", "Denklemin iyi tanimli olabilmesi i¢in denklemde hangi
sartlar aranmalidir?" gibi sorulara yanit aranacaktir. Son olarak, gesitli baglangi¢ ve

sinir kogullar1 altinda verilen bir 1s1 denkleminin ¢6ziimii elde edilecektir.

1.1 Is1 Denkleminin Cikarilisi

Bu boliimde bir boyutlu 1s1 denklemi
Uy — 0Py, = f (1,1) (1.2)

enerji (151 enerjisi) korunumu temel prensibi kullanilarak elde edilecektir. Oncelikle
bu denklem elde edilirken kullanilacak kavramlar ve gosterimler soyle verilebilir:
Aki1: Birim zamanda birim yiizey alanindan gecen 1s1 akimidir.
Ozgiil Isi: ¢ = ¢ (z) ile gosterilir. Belli bir maddenin sicakligimi bir birim arttira-
bilmek i¢in saglanmasi gereken 1s1 enerjisidir.
Kiitle Yogunlugu: p = p(z) ile gosterilir. Birim hacim bagina diigen kiitledir.
Ist Enerjisi Yogunlugu: e(z,t) ile gosterilir. Birim hacim bagina diigen 1s1

miktaridir.



Is1 Gegirgenligi: k = k () ile gosterilir. Maddenin 1s1 iletebilme 6zelligidir.

Ik olarak, sabit A dik kesit alanina sahip, baslangic sicakhigi bilinen, L uzun-
lugundaki diizgiin bir ¢ubuk xz—ekseni boyunca x = 0 dan x = L ye kadar uzatilsin.
Cubugun herhangi ¢ aninda = noktasindaki sicakhigy u = u (x,t) ile gosterilsin. Den-

klem daha basit hale getirilmek icin su kabuller yapilsin:

e (Cubuk, ince ve x—eksenine dik diizgiin kesitlere sahip olsun.
e Her bir dik kesit tizerinde 1s1 sabit olsun.

e Cubugun yanal yiizeyi 151 gegirmeyecek sekilde yalitilmig olsun. Yani ¢cubukta

sadece r—ekseni yoniinde bir 1s1 akigi olsun.
Ayrica, asagidaki fiziksel prensipler hatirlansin:

e Fourier Kanunu: Eger bir bolgede sicaklik farkliliklar: varsa, 1s1 enerjisi, sicak
bolgeden soguk bolgeye dogru akar. Bu 1s1 akist sicakligin tiirevi u, ile orantili

ve ¢ = —ku, dir.

e Is1 Enerjisi Korunumu Prensibi: Yalitilmis bir sistemdeki enerjinin toplam

miktar:1 sabit kalir. Yani enerji kaybolmaz ancak sekli degisir.

e Kiitlesi m olan bir nesnenin sicakligin1 Au kadar artirmak icin gerekli 1s1 miktar:

meAuw dir.

Tamimlanan ¢, p, k, termal katsayilarinin hepsi malzemeye bagl olduklarindan
x in fonksiyonu olabilirler. Burada diizgiin bir ¢ubuk igin 1s1 iletimi problemi ele
alindigindan ¢, p, k, termal katsayilar1 birer sabittir. Ele alinan ¢ubugun icinde = ve
x + Az arasinda kalan ince bir dilim diigiinelim. Bu dilimin hacmi AAx oldugundan
dilimdeki 1s1 enerjisi Q (z,t) = e (z,t) AAx dir. Ayrica dilimdeki toplam kiitle pAAz
oldugundan herhangi bir ince dilimdeki toplam 1s1 enerjisi Q (z,t) = pAAzcAu olur.

Boylece 151 enerjisi ile sicaklik arasindaki baginti elde edilir:
e(x,t) = cpu(x,t). (1.3)

Cubugun herhangi ¢t aninda [z, x + Az] parcasindaki, 1s1 enerjisi miktar:

r+Ax r+Ax
/Ae(s,t)ds: / Acpu (s,t) ds, (1.4)



sinirlardan gecen net 1s1 enerjisi miktar: Fourier kanunu geregi
kA [ug, (x + Az, t) — u, (x,1)], (1.5)

iiretilen 1s1 enerjisi miktar1 F' (z,¢) harici 151 kaynag olmak iizere

r+Ax

A / F(s,t)ds (1.6)

xT

olarak ifade edilir. Bu dilim i¢in 1s1 enerjisinin korunumu prensibi

[z, x + Az] parcasindaki net 1s1 degisimi (1.7)
= smirlardan gecen net 1s1 enerjisi miktari

+ [z, + Az] de iiretilen 1s1 enerjisi miktar:

(1.3), (1.4), (1.5), (1.6) ve (1.7) deki ifadeler birlegtirilerek matematiksel olarak

soyle yazilir:

z+Az z+Azx

% / cpAu (s, t)ds| = cpA / ug (s,t)ds
= kA[u, (x + Az, t) — u, (x,1)]
+Ax

+A / F (s,t)ds.

x

Bu denklemde integral isaretinden kurtulmak i¢in ortalama deger teoremi kullanilirsa,

¢ € (r,x + Ax) olmak iizere
cpAuy (&1,t) Ax = kA [u, (v + Az, t) — u, (v, )] + AF (&, 1) Ax (1.8)

sonucuna ulagilir. (1.8) deki esitligin her iki tarafi cpAAz ile boliindiigiinde

k Tug (z+ Az, t) —ug (x,t) 1

denklemi elde edilir. Burada Az — 0 igin limit alimirsa, o = k/cp materyelin gegir-



genligi ve f (z,t) = F (x,t) /cp olmak iizere, bu denklem arzu edilen
up (2,1) — Uy (2,1) = f (7,1) (1.9)

denklemine indirgenmis olunur. Ozel olarak f (x,t) = 0 ise, yani cubukta 1s1 olusturan
bir kaynak yok ise, (1.9) daki denklem

U — @ Uyy =0

halini alir. Buna bir boyutlu homojen 1s1 denklemi denir. Isinin bir nesne iiz-
erinde, belli bir konumda ve zamanda, nasil dagilacagini tanimlayan bir kismi diferan-
siyel denklemdir. wu; sicakligin zamana bagh degisim hizini, u,, ise ¢oziim grafiginin
digbiikeylik ve i¢biikeylik durumunu gostermektedir. u (x,t) ¢oziim fonksiyonunun
digbiikey oldugu noktalarda cismin sicakligi artmakta, icbiikey oldugu aralikta ise

azalmaktadar.

1.2 Coziimiin Ozellikleri

Kargilagilan bir diferansiyel denklemde sorulmasi gereken ilk soru ¢oziimiin varhig
ve tekligi hakkinda olmalidir. Varlik ve teklik problemi halledildikten sonra sorul-
mas1 gereken soru verilen problemdeki giris verilerinde yapilan kiiciik degisikliklerin
¢oziime nasil etki edecegi sorusudur. Yani ¢oziimiin girig verilerine gore siirekliligi
konusudur. Ancak bu sorulara cevap verildikten sonra ¢oziimiin ¢esitli 6zelliklerinden
veya onun sayisal olarak bulunmasindan s6z edilebilir. Simdi Fransiz matematikci
Jacques Solomon Hadamard (1865 — 1963) tarafindan ortaya atilan iyi tanimhlik

kavramini verelim.

Tanim 1.2.1 Kismi diferansiyel denklemlerde verilen bir problemin ¢éziimi mevcut

ve tek ise ve giris verilerine gore stirekli ise bu probleme tyt tanimls problem denir.

Eger bu kogullarin herhangi birisi saglanmiyor ise probleme iyi tanimlanmamais

problem denir.

Tanim 1.2.2 yi tanwmb bir kismi diferansiyel denklemde, ¢oziim denklemde goriilen

tim kwsmu tiirevlere gore siirekli 1se ¢oziime klastk ¢oztim denir.

Bu tanimlardan sonra, ilk olarak parabolik denklem icin maksimum prensibi

kanitlanacak ve bu prensip kullanilarak Dirichlet sinir kogullu basglangi¢-sinir deger



probleminin

up — kug, = f(x,t), 0<z<L t>0
u(z,0) = ¢(z), 0<z<L (1.10)
u(0,1) = glt), u(L,t) = h(), t>0

iyi tamimh olabilmesi icin gereken ¢oziimiin tekligi ve girig verilerine gore siirekliligi

sartlar1 incelenecektir. Daha sonra, verilen bir baglangic deger probleminin

— ktge = 0, eR, t>0
{“t ! ’ (1.11)

u(z,0) =¢(z), z€R

iyi tanimli olup olmadig: incelenip hangi sartlar altinda ¢oziimiin tek ve giris veriler-
ine gore siirekli oldugu verilecektir.
Parabolik denklem icin maksimum prensibine ge¢cmeden 6nce ¢oziim bolgesi ile

ilgili gerekli tanimlar soyle verilebilir:
Q:={(z,t) ER*:0<z <L, t>0}
diizlemde bir bolge, I' := 0f) ise bu boélgenin simir1 olsun.
Qr :={(z,t) eR*:0<z <L, 0<t<T}

parabolik bolge olmak iizere, 'y := 90Qr ile Qr C R? bolgesinin smir1 gosterilsin.
Ayrica Qp == Qr UTy ve Ty := I7\([0, L] x {T'}) olarak tanimlansm. Simdi u; —
k., = 0 denkleminin Q7 parabolik bolgesinde tanimlanmig u = u (,t) ¢oziimii igin

maksimum-minimum prensibi goyle ifade edilsin:

Teorem 1.2.1 [Maksimum-Minimum Prensibi |. u(x,t) fonsiyonu parabolik Qr
bélgesinde
up — kg, =0 (1.12)

denkleminin ¢ézimii ise, bu fonksiyon maksimum ve minimum degerini ya x = 0, ya

x =1L, ya dat =0 stwrinda alr. Yan:

maxu = maxu ve minu = minu
Qr 'r Qp I'r

dir.

Kanat. u(z,t) fonksiyonunun maksimum degerini (xo,ty) € Qp noktasinda aldige
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kabul edilsin. O halde, u; (zg,t9) = 0 ve Uy, (To,t0) < 0 olmalidir. Eger w,, (xo,ty) >
0 olsaydi u (z,tg) fonksiyonu x = xy civarinda disbiikey bir fonksiyon olup, bu nok-

tada maksimum degerine sahip olamazda.
i. Eger g, (xo,to) < 0 olursa, (xq,tg) noktasinda
Up — Klgg >0

esitsizligi elde edilir ve bu da u(x,t) fonksiyonunun (1.12) s denkleminin

¢Oziimii olmaswyla celigir.

ii. Uy (70,t0) = 0 olsun. € > 0 i¢in yeni bir
v(z,t) = u(z,t) + ex? (1.13)

fonksiyonu tanmimlansin. Fonksiyonun t ve x degiskenlerine gore gerekli tiirevleri

alinip 181 denklemainde yerine yazilirsa

=0
—
Vp — kUpw = U — KUy, — 2€k (1.14)
= —2k

< 0

esitsizligi elde edilir. §imdi yeni tanamlanan v (z,t) fonksiyonunun maksimum
degerine T'r stmrinda ulasacage gosterilsin. v (xz,t) fonksiyonunun maksimum
degerine Qp bolgesindeki bir noktada ulastige kabul edilsin. O halde, bu noktada
vy = 0 ve v < 0 yans

Uy — kUgy >0

olmalidwr. Diger yandan,
U — kg, = —2e¢k < 0

oldugundan ¢eligki elde edilir. Bu da v (z,t) fonksiyonunun maksimum degerine
x=0,x=0L,t=0wveyat =T sumrlarinda ulagabilecegi anlamina gelir. Son
olarak v (z,t) fonksiyonunun maksimum degerini t =T st sinmrinda alamay-
acagn gosterilsin. Herhangi (xo,T) noktasinda v (x,t) fonksiyonunun maksi-

mum degerini aldigy varsayusin. Bu defa (xo,T) maksimum noktas: oldugundan

10



Vg (0, T) < 0 ve v(xo,T) > v(xo, T — h) egitsizlikleri saglanwr. v (xg,T) >
v (zo, T — h) egitsizliginden

T) — T —
Ut(xO’T):hliIg+v(x0’ ) Z(wo, h)ZO

elde edilir. Burada
Vg (20, T) — kvgg (20, T) > 0

oldugundan (1.14) egitsizligiyle yine celiski elde edilir. Bu da v (x,t) fonksiy-

onunun maksimum degerine T'p sinirinda ulasacagine gosterir. Yani

max v (z,t) < maxv (z,t) (1.15)
Qp I'r

esitsizligi gergeklenir. M := max- . u (z,t) olarak tanvmlansin. (1.13) ten

max v (z,t) < maxu (x,t) + maxer? = M + eL?, (1.16)
I'r I'r I'r

u(z,t) =v(x,t) —ex® ve 0 < x < L oldugundan

max u (z,t) < maxv (x,1) (1.17)
QT QT

olacag agikardir. Sonug olarak (1.15), (1.16) ve (1.17) den

max v (z,t) < maxv (z,t) < maxwv (x,t) < M + eL? (1.18)
Qrp Qp I'r

elde edilir. (1.18) egitsizliginde

maxu (x,t) < M
Qr

yazlabilir. u (z,t) fonksiyonu Qr bélgesinde siirekli oldugundan

maxu (z,t) = M = maxu (z,t)
QT I'r

esitlgi bulunur ki bu da ispatr tamamlar. Minimum degeri i¢in teorem benzer

sekilde ispatlanar.
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Simdi maksimum-minimum prensibi yardimiyla Dirichlet sinir kogullu (1.10) parabo-

lik problemi i¢in ¢oziimiin tekligi ele alinsin.

Teorem 1.2.2 [Céziimiin Tekligi |. [, ¢, g, h fonksiyonlar: verilmis olsun. (1.10)
Dirichlet probleminin ¢éziimii mevcut ise tektir.
Kanat. u ve v fonksiyonlary denklem (1.10) ile verilen problemin ¢ozimleri olsun. O

halde w = u — v fonksiyonu

— kwg, =0, 0<z<Lt>0
w(z,0) =0, 0<z<L (1.19)
w(0,t) =w(L,t) =0, t>0

homojen 181 probleminin ¢oziimiidiir. Maksimum—minimum prensibt geregince ¢ozim,
maksimum ve minimum degerini ¢éziim bélgesinin sinarlarnda, yant ya t = 0, ya
r =0, yada x = L sinarinda alir. Denklem (1.19) daki baslangi¢ ve sinar kosullarina

gore bu sumar degerlerinde w = 0 oldugundan x € [0, L], t > 0 i¢in
minw =0 <w <0 =maxw,
yani w(z,t) =0 olur. Buradan da
u—v=w=0=u=v

elde edilir. Bu da ¢ozimiin tek oldugunun kanitidir. m

Son olarak (1.10) probleminde girig verilerindeki kiigiik degisiklikler ¢oziimii ¢ok

etkiler mi? sorusuna cevap niteligindeki su teorem verilsin:

Teorem 1.2.3 [Céziimiin Girig Verilerine Gére Sirekliligi |. (1.10) da ver-
ilen parabolik problemin u (x,t) ¢ézimi girig verilerine gore streklidir.

Kanat. u' (i = 1,2) fonksiyonlar

= fi(z,t), 0<z<L,t>0
(x

) @ ), 0<z<L
( t) = gi(t), t>0
u'(l,t) = hy(t), t>0

12



1

parabolik problemlerinin ¢éziimleri olsun. O halde w = u* — u? fonksiyonu

Wy — kwy, =0, 0<z<IL,t>0
w(z,0) = ¢1(z) — gy(2), 0<z <L

w(0,1) = gi(t) — g2(t), t>0
w(L,t) = hn(t) — ha(t), t>0

verilen baslangic-sinar kosullariyla birlikte homojen ws1 denkleminin ¢ozimiidir. Mak-

simum ve minimum prensipleri geregi

— max, {|lw(z,t)|} < max {|Jw(z,t)|} < max {|w(x,t)|}
(el T (2.)eQr (z)eT T

egitsizligi gerceklenir. Buradan

max u:ct—u Tt = max w(x,t
max {Ju'(e. ) — (@ 0]} = max {w(o)
< max {|w(x,t)|}
(z,t)eT

16w = @) (0 — el
(@w0evr | |hy(t) — ha(t)]

olur. Herhangi € > 0 sayust verilsin. Her (z,t) € [0, L] x (0, 00) i¢in |p,(x) — ¢o(2z)| <
€ |91(t) — g2(t)| < € ve |hy(t) — ha(t)] < € oldugunda |u'(x,t) — u*(x,t)| < € olur. Bu
da (1.10) probleminin u (x,t) ¢oziminin girig verilerine gore strekliligini kanitlar.

Sonug olarak (1.10) daki Dirichlet simir kogullu 1s1 problemi iyi tanimhdir.
Simdi
— kg, = 0, eER, t>0
{ e ’ (1.20)

u(z,0) = ¢(z), zeR

baslangi¢ deger problemi i¢in ¢oziimiin tekligi ve giris verisine gore siirekliligi in-
celenecektir. Ik olarak ¢ : R — R girig fonksiyonu ve aranan u : R x Rt — R
¢oziimii siirekli olsun. Fakat ¢oziim fonksiyonu iizerine bagka kosul yiiklenmedigi
stirece ¢oziimiin tekliginden bahsedilemez. Ornegin baslangig verisi ¢ (x) = 0 olarak
alindiginda (1.20) problemi u (x,t) = 0 agikar ¢oziimiiniin diginda ¢oziimlere sahiptir.
Rus matematik¢i Andrey Nikolaevich Tychonov (1905 — 1993) tarafindan bulunan

i Ik (e_l/k2>

k:O
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fonksiyonu problemin agikar olmayan bir ¢oziimiidiir. Eger (1.20) deki baglangic deger
probleminin ¢oziimiiniin tekliginden bahsedilmek isteniyorsa (1.20) denklemine baz
ek kogullar yiiklenmelidir. Yiiklenen kogul w (x,t) ¢oziimiinii her (z,t) € R x R*

degeri i¢in sinirh yapmalhidir. Bu kosul soyle ifade edilebilir:
lu(z,t)| < S, V(z,t) € R x RT. (1.21)

Tanimlanan siirhlik kogulu ile sonsuz aralikta verilmig (1.20) parabolik problemi-
nin ¢oziimiiniin tekligi bir teoremle ifade edilsin. Burada C%! (R x R") ile R x R
bolgesindeki = degiskenine gore ikinci tiirevi, ¢ degiskenine gore birinci tiirevi siirekli

fonksiyonlarin sinifi gosterilmektedir.

Teorem 1.2.4 Egeru € C%! (R x R") fonksiyonu (1.21) siarlibik kosulunu saghyor
ve (1.20) baslangi¢ deger probleminin ¢ézimii ise tektir.
Kanat. Bakiniz [253]. m

Son olarak gerekli ek kogullar ile birlikte (1.20) probleminin R x R* bolgesindeki

u(z,t) ¢oziimiiniin ¢ girig verisine gore siirekliligi gosterilsin.

Teorem 1.2.5 (1.20) parabolik probleminde ¢ € C' (R) ve u € C** (R x RY) olsun.
Ayrica u (z,t) ¢ozim fonksiyonu x — oo durumunda u (z,t) — 0 kosulunu ve ¢ ()
girig verisi her © € R igin |¢ (z)| < Sy svarhbk kosulunu saglasin. O halde verilen
(1.20) baslangi¢ deger probleminin u (z,t) ¢ozimi girig verilerine gore sireklidir.

Kamt. ¢, (i = 1,2) girig verileriyle verilmis baslangi¢ deger problemleminin ¢oziim-
leriu® (i = 1,2) fonksiyonlar: olsun. Her v € R igin S, := sup |¢; (x) — ¢y ()| olarak
tamimlansin. u' fonksiyonlar: (1.20) probleminin ¢éziimii oldugundan Poisson for-

mulii geregi her (x,t) € R x RT i¢in

|ul(z,t) — u?(z,t)] =

IN

A }‘
o~
~

IN

/ e (I;lgt)z dy
Varkt
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esitsizligi saglanir. Bu da ispatt tamamlar. |

Sonug olarak baz1 ek sartlar ile birlikte (1.20) parabolik problemi iyi tamimh hale
getirilebilir.

1.3 Co6ziimiin Incelenmesi

Bu boliimde L > 0 uzunlugundaki yiizeyi izole edilmig bir gubukta t € (0, 00)
zamanina bagli 1s1 iletimi problemi ele alinacaktir. Bu problemin ¢oziimleri baglangic-
sinir deger problemi ve baslangic-deger problemi olmak iizere iki alt baslik altinda

incelenecektir.

1.3.1 Baslangi¢-Sinir Deger Problemleri

Parabolik denklemler zamana bagh fiziksel bir siirecin matematiksel modelini
yansittigindan dolay1, bir ¢gubuktaki 1si iletimi problemini olusturmak icin ilk olarak
t = 0 baglangigc aminda ¢ubugun herhangi bir x € (0, L) noktasindaki sicakligini

vermek gerekir:
u(z,0)=¢(x), 2€(0,L). (1.22)

Bu kogula 1s1 iletimi problemi i¢in baglangi¢c kosulu denir. Eger ¢cubuk sonlu ise
kargilagilan fiziksel modele bagh olarak ¢ok cesitli sinir kogullar1 tanimlanabilir. Bu
sinir kosullarindan en sik karsilagilanlar:

Eger cubugun uglarindaki;
e sicaklik belli ise Dirichlet sinir kogulu

w(0,t) =@y (t), u(L,t) =y (t), t >0, (1.23)
e aki verilmis ise Neumann sinir kogulu

ug (0,8) = iy () g (Lyt) = py (1), £ >0, (1.24)
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e aki ile sicaklik arasinda dogrusal bir bagint1 verilmis ise Robin simir kogulu

ug (0,t) —apu (0,t) = ~,(t), t >0, ag >0, (1.25)
uZ<L7t)+aLu(L7t) = ’72(1‘-)7 t>07 ar, Z 0

olarak tanimlanan simir kosullaridir. Bu kisimda sonlu bir ¢ubukta cesitli sinir

kosullariyla verilmis

u — kg, = F(x,t), k>0
u(z,0) = ¢ (), z € [0, L]

Simir Kosullar:

1s1 iletimi probleminin ¢oziimii, Fransiz matematik¢i Joseph Fourier’in 1800 lii yil-
larin baglarinda bizlere kazandirdigi Fourier serisi yontemi, diger adiyla degiskenlere

ayirma yontemi, ile ele alinacaktir.

Dirichlet Kosullu Baslangi¢g-Sinir Deger Problemi

Ik olarak u; — kg, = 0 151 denkleminin ve (1.23) Dirichlet sinir kogullarinin ho-
mojen oldugu durum, yani gubugun ug noktalarindaki sicakligin sifir oldugu ve gubuk

tizerinde 1s1 iireten bir kaynagin olmadigi durum detaylh bir gekilde incelenecektir.

U — kug, =0, Q={(z,t) eR*: 0<z <L, t >0} (1.26)
homojen 1s1 denklemi,
u(@,0) = ¢(z), =€ [0, 1] (1.27)
baslangi¢ kosulu ve
w(0,t) =0, u(L,t) =0, t>0 (1.28)

homojen Dirichlet smir kogulu ile verilmis olsun. Burada ¢(x) fonksiyonu ¢ubugun
baglangi¢ sicakligini, u(x, t) ise herhangi bir ¢+ aninda ¢gubugun z noktasindaki sicak-

ligin1 gostermektedir.

Tanmm 1.3.1 v € C*' (Q) N C (Q) fonksiyonu Q C R? bélgesinde (1.26) homojen
151 denklemini, t = 0 baglangi¢ aminda (1.27) baslangi¢ sartine, © = 0 ve x = L sinur-
larnda (1.28) Dirichlet sinur kosullarina saghyor ise bu fonksiyona verilen baslangig-

svmar deger probleminin klasik ¢oziimdiddir denir.
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Coziim fonksiyonu

u(z,t) = X(2)T(t) #0

olarak iki tek degiskenli fonksiyonun ¢arpimi seklinde kabul edilip denklem (1.26) da

yerine konursa

()  X'(x)
KT~ X(2) (1:29)

esitligi elde edilir. Esitligin sag tarafi sadece = degigkenine sol tarafi ise sadece t
degiskenine bagh oldugundan (1.29) orani
Tt X'(x)

T X)) v we@L), >0

bir sabite, —A € R sabitine, esittir. Son 6zdeslikte (1.28) Dirichlet sinir kogullar
uygulanirsa, problem
T'(t) + \kT(t) =0 (1.30)

birinci dereceden adi diferansiyel denklem ve
X"(z) + \X(x) =0, (1.31)

X(0)=0, X(L)=0 (1.32)

ikinci dereceden zdeger problemine (Sturm-Liouville problemine) doniigiir. Sturm-
Liouville probleminde cesitli A € R degerlerine karsilik gelen coziimleri ayri ayri

inceleyelim:

i. A <0 olsun. B ve C reel sayilar i¢in (1.31) denkleminin ¢6ziimii olarak
X(z) = BeV™ 4 Ce vV
elde edilir. B ve C katsayilarini bulmak igin
X(0)=0=X(L)

siur kogullar: uygulandiginda B = C' = 0 olur. Yani (1.31) ve (1.32) ile verilen

ozdeger problemin tek ¢oziimii X (z) = 0 olarak bulunur.

ii. A =0 olsun. B ve C reel sayilar olmak iizere (1.31) denkleminin genel ¢oziimii
X(z)=Bx+C
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fonksiyonudur. Sinir kogullarindan dolay1 B = C' = 0 oldugundan sadece

agikar ¢oziimii bulunur.

iii. A > 0 olsun. B, C reel sayilar olmak iizere (1.31) adi diferansiyel denkleminin
¢Ozumi

X (z) = Bsin(v/Az) + C cos(VAz) (1.33)

fonksiyonu olacaktir. X (0) = 0 sir kogulundan C' = 0, X (L) = 0 kogulundan

ise n € Z* olmak iizere

nm
VA=

yani

)

ozdegerleri bulunur. Bu 6zdegerlere kargilik

ozfonksiyonlari elde edilir.

Her bir A, = (2)? degeri i¢in T"(t) + \,kT(t) = 0 adi diferansiyel denkleminin
genel ¢oziimii
T,(t) = Ape ™ ¢t >0, n=1,2,3, ...

olarak bulunur. Sonug olarak her n = 1,2, 3, ... i¢cin verilen sinir kogullariyla birlikte

homojen 1s1 denklemini €2 bolgesinde saglayan

U (2,) == X, (2) T, (t) = Ape " sin n_zx (1.34)

ozel ¢oziimleri bulunur. (1.26) 1s1 denklemi lineer ve homojen oldugundan, {ist iiste
bindirme prensibi geregince (1.34) ¢oziimlerinin lineer birlegimi de (1.28) siur kogulu

ile birlikte (1.26) 181 denkleminin ¢oziimiidiir. Bu nedenle,

u(x,t) = Z Ane~CE)  gin ? (1.35)
n=1
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sonsuz serisi de yakinsak ve x e gore iki, ¢ ye gore bir kez tiiretilebilir olmak kogulu ile,
(1.28) Dirichlet smir kogullu (1.26) homojen 1s1 denklemini saglar. Geride saglanmasi
gereken tek kogul (1.27) baglangic koguludur. Bu kosul ile A,, katsayilar1 belirlenecek-

tir. Coziimiin verilen baglangic sartini1 sagladig1 diisiiniiliirse
¢ (z) = u(z,0) = ZA” sin —, x € (0,L) (1.36)

kogulu elde edilir. Yani ¢ (x) baslangic fonksiyonu sin “7* fonksiyonlar1 cinsinden
yazilabilmelidir. Burada hangi gartlar altinda bu serinin ¢ ( ) baglangi¢ fonksiyonuna
yakinsadig1 sorusu akla gelmektedir. Lejeune Dirichlet tarafindan incelenen bu sorun

bir teorem olarak soyle verilebilir.

Teorem 1.3.1 [Fourier Serisinin Yakwinsaklige |. 2L periyotlu f fonksiyonu ve
onun tirevi, [—L, L] araliginda parcaly strekli olsun. O halde her x reel sayisi i¢in

Fourier serisi; f (x) in strekli oldugu noktalarda f (x) e, streksiz oldugu noktalarda

. . o g - . f(z*)—kf(:n*)
ise [ (z) in sol ve sag limitlerinin ortalamasina =——=——= yakinsar.

(1.36) daki A, ler (b( ) fonksiyonunun Fourier siniis serisinin katsayilaridir. [0, L]

nmx

L
A,, katsayilarini hesaplamak i¢in (1.36) esitliginin her iki tarafi sin ™~

araliginda {sm _, fonksiyon dizisi ortogonal bir sistem olugturur. Bundan dolay:

m7T$

ile carpilip 0

dan L ye kadar integre edilirse,

L L
. mnx . MmTT . NTT 0, m#n
¢ (x)sin dr = [ sin sin ——dx =
L L L m=n
0 0 27
oldugundan Fourier siniis katsayilar:
) L
—/¢ ) sin @d:c (1.37)
L
0

olarak bulunur. Yapilanlar 6zetlenecek olunursa, eger u(x, 0) = ¢(x) baglangig fonksiy-
onu [0, L] araliginda siirekli, (0, L) araliginda birinci tiirevi parcal siirekli ve ¢(0) =
¢(L) = 0 sartlarini saghyor ise verilen 1s1 iletimi probleminin tek ¢oziimii (1.37) deki

A,, Fourier siniis katsayisi ile
ZA e~ VE) Rt sm? (1.38)
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olarak bulunur.
(1.38) ¢oziim fonksiyonunda (1.37) deki A,, Fourier siniis katsayisi yerine yazihip

gerekli diizenlemeler yapildiginda

= | 2 n
u(z,t) = Z L/¢ sdey e Tkt g

=1

L
= /[ Ze (W)thsm—nzy sin Lo o(y)dy
0

3

L

n=1

integrali elde edilir. Bu integralde

G (x,t,y) Lze*"")%t — sin (1.39)

seklinde tamimlanan G (z, ¢, y) fonksiyonuna verilen 1s1 denklemine ait Green fonksiy-
onu denir. Boylelikle (1.26), (1.27) ve (1.28) ile verilmis 1s1 probleminin ¢oziimii

(1.39) Green fonksiyonu yardimu ile ifade edilmis olunur:

L

u(x,t) :/G(x,t,y)qﬁ(y)dy, re(0,L],t>0.

0

Simdi uglar farkli 77 > 0 ve T, > 0 sicakliginda olan bir ¢ubuk ve ¢ubuk iizerinde

herhangi bir 1s1 kaynaginin s6z konusu olmadigi durum igin,

U — kug, =0, 0<x<L,t>0
u(z,0) =o¢(z), 0<z<L
u(0,t) =11, t>0
uw(L,t)y=Ty,, t>0

(1.40)

1s1 iletimi problemi ele alinacaktir. 77 ve Ty ler sifirdan farkh olduklari igin homojen
olmayan simir sartlari mevcuttur. Degiskenlerine ayirma metodunu kullanabilmek
i¢in verilen Dirichlet smir kogullar1 homojen hale getirilmelidir. Bunun igin (1.40)

probleminin ¢oziimii

u(a,t) = [Tl + 2 (B =T)| + Ula,1) (1.41)

20



fonksiyonu geklinde aranacaktir. O halde (1.41) ¢oziimiinde gerekli tiirevler alinip

denklem (1.40) ta yerine kondugunda
u(0,t) =Ty =Ty +U(0,t) = U(0,t) = 0,
uw(L,t) =T, =T, +U(L,t) = U(L,t) =0
homojen smir kogullar: ve

Ula,0) = 6(a) = |71 + T (Ta = T3)]

7

baglangi¢ degeri elde edilir. Sonug olarak,

- T
Ox) = olw) = [T+ T (1 — 1)
olmak tizere (1.40) taki problem
Ui — kU, =0, O<ax<L,t>0
U(x,0) = ¢(x), 0<z<L (1.42)
U,t) =U(L,t) =0, t>0

homojen simir kogullu hale ¢evrilmis olunur. Daha 6énce bulundugu gibi (1.42) nin

L
. nrx
/ ) sin —dx
0

¢Ozimii

bll\D

olmak iizere,

o0
_inmy2p, . MAT
= E A, e V) kgin 2
n=1

dir. Boylece ¢oziim fonksiyonu

T
— (T —T)

u(z,t) = ZAnef(%)% Sinn_zm + 1) + 7 (

n=1

olarak bulunur.
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Simdi homojen olmayan denklem ve homojen sinir kogullar: olarak verilen

— kg, = F(z,t), 0<x <L, t>0
u(z,0) = ¢(x), 0<z<L
w(0,t) =u(L,t) =0, t>0

(1.43)

baslangi¢-sinir deger probleminin ¢oziimii

[ee]

u(z,t) = ZT” (t) X, (x)

serisi seklinde aranacaktir. Bu serideki X, (x) ler (1.43) denkleminin homojen haliyle

iligkili olan Sturm-Louville probleminin

ozfonksiyonlaridir. Yani (1.43) problemi i¢in ¢oziim

Z T, (t)sin @ (1.44)

olarak aranacak ve T,, (t) ler belirlenmeye ¢aligilacaktir. (1.44) ¢oziim serisinin ¢ ve

x degiskenlerine gore gerekli tiirevleri alinirsa

Z T’ (t)sin @ (1.45)
L /2 . nTT
Uy = — ; <T) kT, (t) sin A (1.46)

serileri elde edilir. (1.45) ve (1.46) serileri ve (1.44) ¢oziim serisi yakinsak oldugu

varsayilarak (1.43) denkleminde yerine yazilirsa

() + ("—5)2 kT, (t)] sin % = F (x,t),

M]3
:ﬂ\

3
I
—

" (t)sin0 = 0,

NgE

i
L

n (1) sinnm =0,

3
Il
—

8
T

w (0)sinnmr = ¢ (x)

[]8

3
Il
—
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esitlikleri, yani

M8

{ (n_L7T)2 KT, (t)] sin 7 = F'(x,t), (1.47)

n=1

Z T, (0) sinnmz = ¢ (x)

n=1

8

denklemleri elde edilir. (1.47) deki denklemlerin her iki tarafi sin ™= fonksiyonu ile
carpihip 0 dan L ye kadar integre edilirse, (1.43) problemi adi diferansiyel denklem-

lerde

(1.48)

baglangi¢-deger problemine doniigiir. Dikkat edilirse (1.48) deki ilk esitligin sag tarafin-
daki integral I’ (z,t) fonksiyonunun, ikinci esitligin sag tarafindaki integral ise ¢ (z)

fonksiyonunun Fourier siniis katsayilaridir.

ve

hlw

L

. nTx
/ ¢ (x)sin —dx
0

olarak alimirsa, her n = 1,2, 3, ... i¢in

T, (0) = A,

baslangi¢-deger probleminin ¢oziimii
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t
- L)2kt+/€(ll:rr> M9 (y) dy | sin —mgx
0

I
1)

serisi Q = (0, L) x (0, 00) bolgesinde (1.43) probleminin ¢oziimii olur. Dikkat edilirse
¢oziimde beliren ilk seri (1.43) probleminin homojen halinin ¢oziimiidiir. Dogal olarak
¢oziimde beliren ikinci seri homojen olmayan boliime katkiyr yapan kisimdir.

Son olarak, (1.26) denkleminin ve (1.28) sinir kogullarinin homojen olmadig: du-

rum
— kg, =F(x,t), 0<z <L, t>0
);

u(a:, 0) = o(x 0<z<L
U(O,t) - Tl, t>0
U(L,t) =15, t>0

(1.49)

ele alimsin. Bu problemin ¢oziimiine daha énce elde edilen (1.40) ve (1.43) problem-

lerinin ¢oziimlerinin toplami seklinde rahatlikla ulagilabilir.

Neumann Kosullu Baglangig-Sinir Deger Problemi

u; — kuge = 0 181 denkleminin ve (1.24) Neumann simir kogullarimin homojen
oldugu durum; yani ¢ubugun ug noktalarindaki akinin sifir oldugu ve ¢ubuk tizerinde

1s1 iireten bir kaynagin olmadigi durum

—kum:O, O<zx<L,t>0
0<x<L (1.50)
Lit)y=0, t>0

incelenecektir. Burada degiskenlerine ayirma yontemi kullanilip Neumann sinir sart-

lar1 uygulanirsa, problem (1.50)

T'(t) + NeT(t) = 0 (1.51)

denklemi ve

(1.52)

X"(z)+ X (z) =0,
X(0)=0, X(L)=0

Sturm-Liouville problemine déniigmiis olur. (1.52) Sturm-Liouville probleminde gesitli

A € R degerlerine kargilik gelen ¢oziimler incelendiginde

2
)\n - (n%) ) X” (l’) :Cosnfﬂ—a n:O71727"' (153)
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ozdeger-ozfonksiyon ciftleri elde edilir. Burada Dirichlet simir kogullu 1s1 proble-
minden farkh olarak A\ = 0 6zdegerine kargihk X (z) = 1 6zfonksiyonu oldugu i¢in
(1.53) te n = 0 dan baglamugtir. (1.51) denkleminin

. nrwx
Ankt sl ——
L

T, (t) = Ane”

¢oziimleri de dikkate alinarak verilen 1s1 denkleminin homojen Neumann sinir sart-

larimi saglayan ¢oziimii

1 E nx
u(z,t) = §Ao + Z ApeCEPH cog n_za: (1.54)

n=1

olur. u(z,0) = ¢(x) baslangi¢ kosulu dikkate alindiginda

nmx

o(x ):—A0+ZA CO8 ——

A, katsayilar

hll\ﬁ

L
/qb COS—dw n=20,1,2,...
0

olarak bulunur.

1.3.2 Baslangi¢ Deger Problemi (Cauchy Problemi)
Sonsuz Aralikta Cauchy Problemi

Bu kisimda baglangi¢ aninda belirli bir i1siya sahip, x—ekseni {izerinde bulu-
nan sonsuz uzunluktaki bir ¢gubukta 1s1 dagilimi problemi incelenecektir. Bir 6nceki
boliimde ele alinan problem sonlu aralikta tanimlandigindan Fourier serisi yontemi
kullanilarak ¢oziime ulagildi. Sonsuz aralikta tanimlanmig periyodik olmayan fonksiy-
onlar i¢in Fourier serisi yontemi ige yaramayacaktir. Bu durum sz konusu oldugu za-
man, problemin ¢oziimiine Fourier serisi gosteriminin dogal geniglemesi olan Fourier
dontigtimii yardimi ile ulasilabilir. Fourier dontistimii degisik bilim dallarinda kul-
lanilan ¢ok etkin bir giice sahiptir. Elektrik, 1s1 ve 1g1kla ilgili denklemleri ¢ozmekte,
astronomi, tip ve kimya gibi bir¢ok alanda kullamlir [28]. Problemin ¢oziimii ince-
lenmeye gecilmeden once coziimde kullanilacak olan Fourier integralleri ve Fourier

doniistimleri hakkinda kisa bilgi verelim.
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Tamim 1.3.2 [Fourier Integrali | . f tiim reel x degerleri i¢in tanamh ve mutlak

integrallenebilen bir fonksiyon olsun. O halde f nin Fourier integrali;

Alw) = % / F (1) cos (wt) dt (1.55)
B(w) = % / f(t)sin (wt) dt (1.56)

Fourier katsayilar: olmak tzere,
f(x)= / [A (w) cos (wz) + B (w) sin (wz)] dw (1.57)

seklinde ifade edilir.

(1.55) ve (1.56) Fourier katsayilar1 (1.57) denkleminde yerine yazilarak f fonksiy-

onunun farkli bir Fourier integral gosterimi elde edilir:

oo o0

f@):% / / £ (1) cos [w (£ — o)) dtdw. (1.58)

0

Bu tanimdan sonra hangi sartlar altinda f nin Fourier integral gosterimine sahip

olacagim ifade eden teoremin verilmesi uygun olur.

Teorem 1.3.2 [Fourier Integralinin Yakinsakli ] . f: R — R fonksiyonu her
|—L, L] sonlu araliginda parcaly sirekli ve [ |f (z)|dx integrali yakinsak ise, f nin

Fourier integrali, [ (x) in

i. strekli oldugu noktalarda f (x) degerine

f(at)+1(=7)

3 degerine yakinsar.

ii. stireksiz oldugu noktalarda ise

Fourier integralinin incelenmesinde bazen integrali kompleks fonksiyonlar cinsin-
den ifade etmek daha kullanigh olabilmektedir. Ayrica Fourier déniigiimlerinin elde
edilisinde kompleks Fourier integrali temel tegkil edeceginden (1.57) denkleminde

cos (wz) ve sin (wz) trigonometrik fonksiyonlar yerine 1 [¢™ + =] ve § [¢™ — ¢7]
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kompleks iistel formlar1 yazilarak gerekli iglemler yapildiginda agagidaki tanmim ver-
ilebilir.

Tanim 1.3.3 [Kompleks Fourier 1nteg'r'ali] . [ nin kompleks Fourier integrali;

o0

1 ot
= — W 1‘
C(w) o / ft)e ™ dt (1.59)
kompleks Fourier katsayist olmak tizere,
f(x)= / C (w) e“"dw (1.60)

seklinde ifade edilir.

Ayrica (1.59) kompleks Fourier katsayisinin (1.60) integralinde yerine konulmasi

ile, f nin kompleks Fourier integrali i¢in bagka bir gosterim goyle verilebilir:

f(x)= % / / f () e D dtdw. (1.61)

(1.61) integrali (1.58) deki integralin sadece farkli bir yazim sekli oldugundan orada
verilen yakisaklk gartlar burada da gegerli olacaktir. (1.61) kompleks Fourier inte-

grali kullanilarak Fourier doniistimleri soyle ifade edilebilir.

Tanim 1.3.4 [Fourier ve Ters Fourier Déntigimd]. f : R — R fonksiyonu
her [—L, L] sonlu araliginda parcaly siirekli ve [ |f (x)| dz integrali yakinsak olsun.

O halde,

F{f@)}) =F(w)= ¢L27 / F(e) e

integraline f (x) fonksiyonunun Fourier déntigtimii,
F P (W) = f(2) = —— / F (w) " du
V21
integraline de [ (x) nin ters Fourier doniisimi denir.
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Problemin Fourier doniigiimii yardimiyla ¢oziimiinde gerekli olan bir fonksiyonun

tiirevinin Fourier déniisiimii formiilii su sekilde verilsin:

Teorem 1.3.3 f : R — R fonksiyonu stirekli ve integrallenebilir, f' tirevi parcaly
stirekli ve integrallenebilir olsun. Ayrica |x| — fo0 i¢in f (x) — 0 kosulunu saglasin.
O halde

F{f' (x)} = (iw) F{f (z)}
dir.

Bu sonug daha genel olarak

F{f™ (@)} = ()" F{f ()}

formiilii ile verilir. Simdi iki fonksiyonun ¢arpiminin ters Fourier doniigiimiiniin bu-

lunmasi gerektiginde ¢ok faydali olacak bir tanim ve teorem verilecektir.

Tanim 1.3.5 [Konvolusyon |. f,g : R — R fonksiyonlar: integrallenebilir olsun.
O halde

o0

! /f(w—y)g(y)dy

(f*g)(x):\/—Q—ﬁ

integraline, yakinsak olmasi halinde, (—o0,00) arahginda f ve g fonksiyonlarinin

konvolusyonu denir.

Teorem 1.3.4 F{f(z)} = F(w) ve F{g(x)} = G(w) olmak tizere F{f % g} =
F(w)G(w) ve FHF (W) G (w)} = f x g dir.

Fourier integrali ve doniisiimleri hakkindaki bu kisa ¢nbilgiden sonra sonsuz ar-

alikta tanimlanmig

{ ur — kug, =0, x€R,te(0,00) (1.62)

u(z,0) =¢(z), z€R
baglangi¢ deger probleminin ¢oziimii incelenecektir. Burada ¢(x) € C' (R) ve u (z,t) €
C? (R,R") oldugu varsayilsin ve & — Foo igin u (2, t) — 0 olsun. Ayrica (1.62) prob-
lemi i¢in aranilan u (x,t) ¢oziimiiniin = degiskenine gore Fourier doniistiimii U (w, t)

olsun. O halde

o

/ u(x,t) e dr

—00

Flu(x,t)} =U (w,t) =

5~
3
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olur. (1.62) denklemindeki gerekli tiirevler i¢in Fourier déniisiimii uygulanirsa

F{ttge (1)} = (iw)zf{u (z,0)} = —w?U (w, ),

Flu(,0)} = \/% / %[u(x,t)} e iy

a 1 I —wx
= 5 —\/%/u(x,t)e dx
0
10

elde edilir. Yani u; — ku,, = 0 151 denklemine Fourier doniigiimii uygulandiginda
F{ur — kuge} = F{up} — kF {ug,} = v + kw*U =0 (1.63)

t degiskenine gore (1.63) adi diferansiyel denklemi elde edilir. Elde edilen bu den-

klemin genel ¢oziimii C' sabit olmak {izere
U(w,t) = Ce ™™ (1.64)

dir. Diger yandan verilen u(x,0) = ¢(x) baslangig kosuluna da Fourier doniigiimii

uygulandiginda
Uw,0) = Flu(z,0)} =F{o(x)}
.. ]o Sryerd
= xT)e X

V2m

elde edilir. Buradan (1.63) denkleminin genel ¢oziimiindeki C' sabiti
U(w,0) = C=F{o(x)}

olarak bulunur. Bu (1.64) te yerine konursa

Ul(w,t) = F{p(x)} e "™
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1 7 . —k 2t
= — z)e e dy
m/w

¢oztimiine ulagilir. §imdi U (w, t) nin ters Fourier doniistimii alinirsa (1.62) parabolik

Cauchy probleminin ¢oziimii

u(r,t) = FHU (w,t)}

17 |
= — | U(w,t)e“dw
V2T / (%)

o0

o0

I R
- - e—zwye—kw td ezwzdw
=) v o v

1 oo oo , '
= o /ek“ =) g (y)dy | dw (1.65)

olarak bulunur. (1.65) ¢oziimii konvolusyon ¢zelliginden yararlanilarak daha sade

sekilde ifade edilebilir. Coziim fonksiyonu

ue,t) = FHU @0}
= FHF @) e
= FHF{o@) = 7 {0
= ¢(x)>k.7:71{e*k“2t}

seklinde yazildiktan sonra F ! {e_kWZt} ters Fourier doniigiimii hesaplansin:

F-1 {e—kw2t}

kw2t i
e kw tezwa:dw

o0

—kw?t ¢ —kw?t _:
e cos (wx)dw+ —= [ e sin (wz)dw
V2T N—

-0 tek fonksiyon

é\,g é\g

v~ sl
3 3

J/

~
=0

vl -
3

oo
/ e " cos (w) dw
— 00
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integralini elementer yollardan hesaplamak miimkiin degildir. Onun i¢in

P (z,t):= \/_/ " cos (wr) dw (1.66)

olarak tanimlanip, (1.66) esitliginde = degiskenine gore tiirev alinirsa

P17 )
Cfl—x:\/—Q_w/—wsin (wz) e ™™ dw (1.67)

elde edilir. (1.67) denkleminin sagindaki integralin sonucuna ulagabilmek i¢in kismi

integrasyon yapilirsa

dpP 1 1

[ — — 1 << )kat)R )d
o o 2]{;7551—1};0 sin (wx) e . 2l<:t _27T tcos (wx) dw
-0 _
=P(xz,t)
B T
2kt
yani
dP T
—+—P =0 1.68
dx * 2kt ( )

adi diferansiyel denklemine ulagilir. Bu denklemin genel ¢oziimiinii bulmak i¢in

1 (x,t) = ﬁtdm — eikt

P(a,t) = Ce i (1.69)

genel ¢oziimii elde edilir. Buradaki C' sabitini belirlemek icin

1
P(0,t) = —27T

g2
e kwtdw

8\8
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baslangig sart1 eklenirse,

17 1 [
pP? = —/ek“ tdw —/ek” td
V2T V2T P
1 —kt(w?+p?)
= 5 e P dwdp
T

2m o0

1
= —//ektTQTdrdé’
27
0 0
= / ekt gy
0
1

1
o 2kt
oldugundan
1
P(0,1) = ——
0.9 2kt
olur ve (1.69) ¢oziimiindeki C' sabiti
1
C=——
2kt

dir. Sonug olarak verilen (1.62) baglangi¢ kosullu 1s1 probleminin ¢6ziimii konvolusyon

ozelligi yardimiyla

u(x,t) = o) F! {e—kw2t}

. ¢(x)*{\/;_mef:t}

1 gy _ (e—y)?
_ / o(y)e T dy

VAarkt
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olarak bulunur. Buradaki

ef(xikyt)z
Kz —y,t) = T

fonksiyonuna kaynak fonksiyonu, Green fonksiyonu, Gaussian, temel ¢6ziim

veya 1s1 ¢ekirdegi denir. Yani, x—ekseni iizerinde bulunan sonsuz uzunluktaki bir

gubukta 1s1 dagilimim veren (1.62) basglangig deger probleminin ¢oziimii

oo

/ K(x —y,0)6(y)dy

_@=p)?
integrali ile verilir. K (z—y, ) := “-—=— olarak tammlanan temel ¢oziimii K (z,t) =
67%"1
VAarkt

seklinde gostermek daha uygun olacaktir. Temel ¢oziimiin énemli 6zellikleri
asagidaki gibi verilebilir:

i. Her z € Rvet > 0 igin K(x,t) > 0 dir.

ii. Her x € R ve t > 0 icin u; — ku,, = 0 151 denkleminin bir ¢oziimiidiir.

R x (0, 00) bolgesinde x ve t degiskenlerine gore sonsuz kere tiirevlenebilirdir

iv. Her ¢ > 0 icin /K(x,t)dz =1 dir.

Kanit. (iv) u = i degisken doniigiimii yapihrsa dz = (V4kt)du olur. Sonug olarak

gy €4kt 1 gy 2 1
thdac—/ — | e Vdu= —=y/m =1
/ N e vl
—_—

=vT
oldugu goriiliir. m
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Boliim 2

R"™ DE ISI DENKLEMI

Bir 6nceki boliimde detayli bir sekilde R de 1s1 denklemi ele alindiktan sonra, simdi
bu konularin daha genel halleri R" de ele alinacaktir. Gergel sayilarda 1s1 denklem-
ine dair kanitlanan maksimum-minimum prensibi ve diger hemen hemen her sonug
R™ de kanitlanabilir. Boylece R ic¢in tanimlanan kavramlar ve kanitlanan sonuclar
genellestirilerek cok daha genel kavram ve sonuglar elde edilir.

n—boyutlu 1s1 denklemi

u — Au =0, (2.1)

baslangic ve sinir kosgullari ile birlikte ¢esitli yonlerden incelenecektir. Burada 2 C R”

acik diizgiin bir bolge, 9, Q nin smir1 ve = Q U 09 olmak iizere,

u:x[0,00) = R

x = (21, T, ...,7,) € Q uzay ve t > 0 zaman degiskenlerine bagli n + 1 degiskenli bir

fonksiyondur. Ayrica, Laplace operatorii © = (x1, 23, ..., ¥,,) uzay degiskeni ile

0? 0? 0?
Azﬁ_ﬁ+8_ﬂfg+"'+a_l’gl

seklinde verilir.

2.1 Temel Coziim ve Ozellikleri

Ik olarak homojen
u —Au=0 (2.2)
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1s1 denkleminin ¢oziimii elde edilecektir. Burada A > 0 i¢in

v o= Nu (2.3)
n = Mz (2.4)
T = M (2.5)

benzerlik doniigtimii yapilip gerekli kismi tiirevler

Ju ov Ot Ca = Ov On,
ot or ot A Z
~~

Ju ov Ot Ca = Ov Oy
o = N oran A2
—~—

@ = 0 AP %
0x? 0x; on;

0% 67’ ﬁaz 0*v  In,
oTon; 8301 6nk8nz Ox;

A

=7

_,0%v On,

on? Ox;
~—
=)\B

82

)\2B «
on?

7

hesaplanarak (2.2) denkleminde yerine yazilirsa, (2.2) 1s1 denklemi

v _ ANPTON 0 =0 (2.6)

)\1704
or
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denklemine doniistir. Is1 denkleminin doniistimden etkilenmemesi i¢in (2.6) da 1—a =
23— olmahdir. Yani = 1/2, A > 0 igin (2.2) denklemi 6lgekleme altinda degismez:

vy — Ayu = 0.
Bunun sonucunda, her A > 0 icin
u(x,t) = A"u <\/Xx, At) (2.7)
olur. (2.7) ¢oziim fonksiyonundaki ¢ degiskeninden kurtulmak i¢in A = ¢~* alinip

u(z,t) =t""u (%’ 1) R (%>

seklindeki ¢oziimler aransm. Once y = 7 olarak tammlanip u (x,t) =t v (y) for-

mundaki ¢oziim (2.2) 181 denkleminde yerine yazilsin:
1
at= @Dy (y) + §t_(a+1)va () +t~ DAY (1) = 0. (2.8)
(2.8) esitliginde her taraf t=(@+1) ifadesi ile sadelestirilirse
1
av (y) + iva (y) +Av(y) =0 (2.9)

denklemine ulagilir. Simdi, A, operatorii rotasyon altinda degismeyeceginden, v (y)
fonksiyonu radyal r = |y| olarak diisiiniiliip v (y) = w (Jy|) = w (r) cinsinden ¢6ziim
aranirsa, (2.9) daki denklem

1 dw d*w n—1dw

ez 27 — =0 2.10
aw+2rd7’+d7’2+ r dr ( )

ikinci dereceden adi diferansiyel denklemine doniisiir. o = % icin (2.10) denklemi

d (L, adw\ 1d .,
5(7” %>+§5(T’w)—0

seklinde yazilabilir. Buradan c sabit olmak {izere

d 1
d—l: + §r”w =c (2.11)

n—1
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elde edilir.

lim w (r) = lim w' (r) =0

T—00 r—00

ek kosullari ile (2.11) denkleminde ¢ = 0 olarak belirlenir. Sonug olarak, (2.10) adi
diferansiyel denklemi

dw
ar 2"

denklemine indirgenip, b sabit olmak tizere
2
w(r)=be+

¢oziimiine ulagilir. Gerekli diizenlemeler ile

u(z,t) = —5e @ (2.12)

¢oziimii elde edilir. Burada b = ﬁ segilerek (2.2) deki n—boyutlu 1s1 denklemi

(47
i¢in temel ¢oziime ulagilmig olunur.

Tamim 2.1.1 [Temel Cozim |.

K (z,8) = { @7 (2.13)

geklinde tanmamlanmig K (z,t) : R* x RT — R fonksiyonuna u; — Au = 0 homojen 181

denkleminin temel ¢oziimii denir.

(0,0) noktasinin temel ¢oziim fonksiyonu igin singiiler nokta oldugu agikardir.

Simdi (2.13) temel ¢oziimiiniin baz1 6zellikleri verilebilir:
i. K (z,t) € C® (R x RY),
ii. (2 —A)K(2,t)=0,t>0,

fii. K (2,t)>0,t>0,

iv. [ K(z,t)de=1,¢t>0.
R
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Kanit. (iv.)

1 o
K (z,t)de = ——— [ e idy
(4mt)"?
Rn

]Rn

2.2 Baslangi¢ Deger Problemi

(2.14)

uy — Au =0, reR"t>0
u(x,0)=¢(x), zeR"

baslangi¢ deger probleminin ¢oziimii, tek boyutlu 1s1 denkleminde oldugu gibi Fourier
doniisiimii metodu ile elde edilecektir. Tek fark Fourier doniisiimiiniin n bilegenli
r = (x1,T9,...,x,) degiskenine uygulanacak olmasindan kaynaklanan katsayilar-
dan ibaret olacaktir. Fourier doniisiimiiniin temel 6zelliklerine bir 6énceki boliimde
deginildiginden bu béliimde tekrar deginilmeyecektir. 1k olarak, # € R" degiske-
nine gore (2.14) 1s1 denklemindeki gerekli tiirevler ve baglangi¢ kogulu igin Fourier

doniistimii uygulanirsa, F {u (x,t)} = U (w, t) olmak iizere

FAlug (x,t)} = %U(u},t),

n

FlAu(z,t)} = > (iw;)’U(w,t)

j=1
= —(WiHwi+..+w))U(w,t)
= = ‘w|2U<w7t)’

Flu(z,0)} = U(w,0)=F{o(x)}
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elde edilir. Yani ¢oziilmesi gereken (2.14) problemi,

{ W WU =0, (215
U(w,0) =F{o(x)}

adi diferansiyel denklemine doniigiir. Buradan (2.15) denkleminin ¢oziimii

U(w,t) = F{¢(z)t e (2.16)

olarak bulunur. (2.16) da ters Fourier doniigiimii uygulanirsa, aranan ¢tziim konvo-

lusyon yardimu ile

u(r,t) = F U (w,t)}
= FH{F o) e
= ¢(z)*x F! {e*“"%}

seklinde ifade edilir. Buradaki eIl fonksiyonun ters Fourier doniigtimii

f_l {e—\w\zt} _ 1n/2 /e—wzteiwmdw
en) )

1 2
— - e wi ezwkxkdw
H V2T / "

n 1 o0
— H E/e b cos (wray) dwy, + —— / tsin wkxk) dwk

tek fonkmyon

J/

70
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oldugundan, (2.14) baglangic deger probleminin ¢oziimii

1 =
ww) = o) e £
1 lo—y|?
= —— o [e T oy)dy
(4rt) R[

olarak bulunur. Bu integrale Poisson integrali denir. Sonug olarak, ¢oziim fonksiy-
onu u; — Au = 0 homojen 1s1 denkleminin K (z,t) temel ¢oziimii ve verilen ¢ (x)

baslangi¢ deger fonksiyonunun R" iizerindeki integrasyonu olarak ifade edilir:

w@n = [K@=u060)dy 2y R0
Rn
Burada dikkat edilmesi gereken 6nemli bir nokta u (z,0) = ¢ (z) baslangig verisi
pozitif olarak verildiginde, K (z — y,t) temel ¢oziimii de pozitif oldugundan,

uy — Au = 0, reR"t>0
u(z,0)=¢(r) >0, zeR"

baslangi¢ deger probleminin ¢oziimiiniin de pozitif olacagidir.
2.3 Baslangi¢-Sinir Deger Problemi

u— Au=0, (z,t) € x(0,00)
u =0, 00 x [0, 00) (2.17)
w= ¢, O x {t =0}

baglangi¢-sinir deger probleminin ¢oziimii, {2 C R™ agik ve diizgiin sinirli bir bolge

ve 0f) da onun siirlar1 olmak iizere,
u(x,t) =X ()T (t) #0 (2.18)

formunda aranacaktir. Bu ¢oziim (2.17) 1s1 denklemini ve smir kogullarini sagla-
malidir. (2.18) formundaki ¢oziimde = = (x1, 2, ...,x,) € Q ve t > 0 degiskenlerine

gore gerekli tiirevler alinirsa
u (x,t) = X (2) T (¢), (2.19)

40



Au(z,t) = AX (2) T (t) (2.20)
esitlikleri elde edilir. (2.19) ve (2.20) deki esitlikler 1s1 denkleminde yerine yazildiginda
ug (2,t) — Au(2,t) = X ()T (t) —AX (2) T (t) =0 (2.21)

denklemine ulagilir. (2.21) ifadesi farkli bir gekilde yazilirsa,

T'(t)  AX(x)
T X ()

(2.22)

esitliginin sol tarafi yalnizca ¢t > 0 degiskenine sag tarafi ise sadece = € €2 degiskenine
baglh oldugundan bu (2.22) oram sadece sabit bir degere esit olabilir. Buradan, —\

ayirma sabiti olmak {izere,

AX AX =0 Q
(1) +AX (1) =0, w ¢ 02
X (z) =0, x € 08
ikinci dereceden 6zdeger problemi ve
T (t)+ AT (t) =0 (2.24)

birinci dereceden adi diferansiyel denklemine ulagilir. (2.23) 6zdeger probleminin
A, 0zdegerlerine kargilik gelen sifirdan farkh X, (z) ¢oziimlerine 6zfonksiyon denir.

(2.23) probleminin 6zdegerleri

n — oo durumunda A, — oo sonsuza giden pozitif artan bir dizi olusturur. Ayrica

{X,}>2 | ozfonksiyonlar dizisi ortogonal bir sistem tegkil eder. Yani

m # n i¢in /Xm(x)Xn(:U)dJSO
0

dir. (2.24) adi diferansiyel denkleminin \,, 6zdegerlerine kargilik gelen ¢oziimii ¢ sabit
olmak tizere n = 1,2, ... i¢in
T, (t) = A e ™!
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dir. Boylece her n = 1,2, 3, ... i¢cin
Uy, (1,1) = A, X, (2) e (2.25)

fonksiyon dizisi verilen sinir kogullariyla birlikte (2.17) homojen 1s1 denklemini saglar.
(2.25) fonksiyon dizisinde n — oo igin A, katsayisi yeteri kadar hizh gekilde sifira
giderse 151 denklemi lineer ve homojen oldugundan {ist iiste bindirme prensibi geregince

(2.25) ¢oziimlerinin lineer birlegimi

u(z,t) = Z A X, (z) e
n=1

de smur kosullariyla birlikte (2.17) 1s1 denkleminin bigimsel ¢ziimiidiir. Geride saglan-
masi gereken tek kogul u (z,0) = ¢ () baglangi¢ koguludur. Bu baglangig kogulunun

saglanmasi icin A,, katsayisi
u(z,0)=¢(x) = A X, (x) (2.26)
n=1

denklemini saglayacak sekilde secilmelidir. Yani ¢ baglangi¢ fonksiyonu X,, 6zfonksiy-
onlar1 cinsinden yazilmalidir. Bunun i¢in ¢ fonksiyonu iizerine baz sartlar yiiklen-
melidir. §imdi hangi sartlar altinda bir fonksiyonun ézfonksiyonlar cinsinden agila-

bilecegini soyleyen tnemli bir teoremi ifade edelim.

Teorem 2.3.1 Eger ¢ € C? (Q) ve 02 simrinda ¢ (x) = 0 oluyorsa ¢ fonksiyonu

(2.23) dzdeger probleminin X,, ozfonksiyonlary cinsinden ifade edilebilir.

Simdi A, katsayisin1 hesaplamak igin (2.26) esitliginin her iki tarafi X, (z) 6z-

fonksiyonu ile carpilip €2 bolgesinde integre edilirse

4 - fQ ¢ (r) X, (x)dx
" Jo [Xa (2)]? dz

(2.27)

orani elde edilir. Sonug olarak ¢ (x) baglangi¢ fonksiyonunun uygun sartlar: saglamasi

halinde (2.17) baslangig-sinir deger probleminin ¢oziimii (2.27) katsayist ile birlikte

u(z,t) = Z A X, (x) et (2.28)

olarak bulunur.
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Bolim 3

HEISENBERG GRUBU’NDA ISI
DENKLEMI

Heisenberg grubu harmonik analiz, quantum mekanik, ¢ok degiskenli komplex
analiz, kismi diferansiyel denklemler gibi matematigin bir¢ok dalinda énemli roller
iistlenir [24]. Hormander’in 1967 yilindaki vektor alanlarimin karelerinin toplami
seklindeki operatorleri konu alan c¢aligmasi bu alanda biiyiik etkiye sahiptir [25].
Heisenberg grubundaki birgok gelisme E. Stein’in [30] 1970 yilinda Fransa’daki ulus-
lararasi kongrede nilpotent Lie gruplari {izerine vermis oldugu sunumdan sonra hiz
kazanmigtir. Ayrica Folland ve Stein [13] tarafindan 1974 yilinda yapilan ¢aligmanin
Heisenberg grubu tizerindeki analiz i¢in énemli bir yeri vardir.

Bu béliimde Heisenberg grubunun ozellikleri iizerinde genisce duralacaktir. ilk
olarak H! Heisenberg grubu iizerindeki gerekli tanim ve sonuclar verilecektir. Daha
sonra bu kavramlarin daha genel halleri H" uzayinda tanimlanacaktir. Son olarak
dogrusal ve dogrusal olmayan parabolik denklemlerde pozitif ¢oziimiin yoklugu iiz-

erine yapilmis calismalar incelenecek ve

w = Vn (a (w) Vinu™) +V (w) u™, (w,t) € Qx (0,T)
u(w,t) =0, (w,t) € 092 x (0,T)
u(w,0) = ug (w) >0, w €

dogrusal olmayan parabolik probleminin ne zaman pozitif ¢oziimiiniin olmadigi is-
patlanacaktir. Okurlar burada bulamadiklar: ispat ve agiklamalar icin [5, 6, 29] kay-

naklarina bakabilir.
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3.1 H' Heisenberg Grubu

Tamim 3.1.1 H!, R? uzay: tizerinde
(@,y. 0oy l)=(@+a"y+y I+ =2y —ya')) (3.1)

1slemi ile verilmisg bir gruptur.

Burada (z,y,1) yerine (z,1) , z = x + iy kompleks koordinatlar1 diigiiniiliirse (3.1)

ile verilen grup islemi
(z,0) 0 (2,I') = (z+ 2,1+ 1+ 2Im 22/)

olarak daha sade sekilde yazilabilir. H' = (R3, o) grubunun birim elemani e = (0, 0, 0)
ve bir elemanm tersi (z,y,1)"" = (—z, —y, —1) dir.
0 0 0 0 0

= — 4+ 9Y—. V= — —p— T = — 2

X
ay ol ol

vektor alanlarn H! Heisenberg grubundaki tanjant uzay: icin bir baz olusturur. Z =

(X — 1Y) /2 kompleks formunda diistiniiliirse, (3.2) de tanimlanan vektor alanlar,
o _1(9 0
dz  2\0r Oy

o o .. D
ZZE‘F’LZE, T—a

seklinde verilebilir. H' de gradyan vektorii Vi := (X,Y") ve Laplace operatorii

olmak {izere

A = (X7 4 (V) (33)
B o2

A Ay (VL Y T
022 a2 YA (y(')x £8y>+ (" +9°) 55

olarak tamimlanir. H' de tammlanan (3.3) ikinci dereceden diferansiyel operatorii

kompleks formda

1, - = 0? 0 a _0 s 02
A =-3 (ZZ+ ZZ) __8,2624_@@ (za—z%) — 2" =
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olarak da verilebilir. (z,y,1), (2/,y',I') € H! olsun. H' de, norm

1/4
Iy Dl = (@ +9)°+2)

- (|z\4 + 12)1/4
seklinde, uzaklik fonksiyonu ise bu norm ve grup isglemi yardimu ile

i ((@,9.0), @y, 1) = |[@y/ . 1) o (D)

Hl

(3.4)

(3.5)

olarak verilir. Burada o, (3.1) deki grup islemi ve (z/,¢/,1)”" = (=2, —y, 1)

olduguna dikkat edilirse (3.5) uzaklik fonksiyonu agik olarak

dH1 ((Z7 l) ) (Z/7 l/)) = ||(_Z/7 l/) ° (Z, Z)H]I-]Il

= ||z—71-1- ZImz?HH1

o1/
— <|z — 2"+ (I—1-2Im zz’)Q)
seklinde yazilabilir. Heisenberg genisletme doniisiimii

6x(2,0) = (A2, A%), A>0, (z,1) e H'

seklinde tanimlanir. O halde u, H' de tamiml bir fonksiyon olmak iizere, Ay difer-

ansiyel operatorii
A (u (A2, X)) = 2 (Amu) (Az, A1)

esitligini gerceklediginden dolay1 bu fonksiyonun H—homojenlik derecesi 2 dir.

H' Heisenberg grubu topolojik olarak R? ii¢c boyutlu ¢klid uzayma homeomorfik-

tir. Simdi H' ve R? uzaylar1 arasindaki analoji soyle ifade edilebilir:
1. R3 te genisletme doniistimii, A > 0 olmak {izere
O (T1, 72, 73) = (A1, AT2, AT3)

iken, H! de
5/\ (Jf, Y, l) - ()\1', Aya )\2l)

olarak verilir.
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2. R? te Laplace operatorii

0* 0* 0P
e i 0} * 0’

seklinde iken, H' de Laplace operatorii

seklinde verilir.
3. R3 te herhangi x = (x1, 79, v3) noktasmin orjinden uzakhig

drs () = (27 + 23 + x%)l/g

i

herhangi iki nokta z,y € R? aras1 uzaklik ise
2 2 2\1/2
dps (2,y) = (21— 11)" + (22 — 1) + (25 — y3)")
seklindedir. H' de ise herhangi (z,1) € H' noktasinin orjinden uzakligi

i (2.1)) = (2 +1)"",
herhangi iki nokta (z,1), (2/,1") € H' aras1 uzaklik ise
o\ 1/4
dm ((z,1),(2,1) = (\z — )+ (I—1—-2Im zz’)2>

seklinde verilir.

4. R? te acik birim yuvar
B (0,1) = { (21, 72,25) € R : (a3 +2f +23)"* <1}
olarak tanimlanirken, H! de ise
By (0,1) = {(2,1) cH : (|22 +12) 1}
seklinde tanimlanir.

Daha detayl bilgi i¢in Greiner’in [22] deki ¢alismasina bakilabilir. Bu kisa analo-
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jiden sonra H' deki integral hesaplamalarinda kolaylik saglayan ve sikca kullanilan

kiiresel koordinatlar: verelim:

0<p<oo, 0<op<m 0<60<2m,

r = psin'/?¢cosh,
y = psin'/?¢sind,
= p*coso.

Bu doniigiim
1/4
p=(["+2)",
2= |z| € = psin®/? pe?,

L +i|z? = p*e?

seklinde yazilarak gerekli islemler yapilirsa

o _0
Z = &-FZZE
. - 1/2 -
_ it (Y12 _ieﬁ sin™/” ¢ —wi_f;ﬁ
e (28111 pe 0p+—p e 96 2psn 2506
2 B cosqSQ_sinqbi
o 2p Op p? 0¢

elemanlar kiiresel koordinatlarda gosterilmis olunur. H! de ¢t zaman degiskeni olmak

lizere, 1s1 operatorii

0 2 WP
a—AHl_at—2(X +Y?) (3.6)

seklinde gosterilir. Bu 1s1 operatoriine kargilik gelen temel ¢oziim fonksiyonu K (z, ;1) :
H! x RT — RT,
0K (z,1;t)
ot

homojen 1s1 denkleminin ¢oziimiidiir ve

— AmK (z,1;)=0, t >0 (3.7)

lim K (z,0;t) =0 (2) 6 (1)

v—0

limit sartin saglar [6]. Simdi (3.7) 1s1 denkleminin temel ¢oziimii verilebilir:
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Teorem 3.1.1 H' de (3.7) deki 151 denkleminin K (z,1;t) temel ¢éziimii
f(z,1,7) = —itl + h7 coth (27h) (2* + y°)

fonksiyonu ve

2hT
Vir) = sinh (2hT)
hacim elemans ile birlikte,
1 r FACHED
K(z,l;t):—2/e o V(r)dr
(27t)

seklinde verilir.

Daha fazla bilgi i¢in Calin, Chang ve Greiner'in galismalarina bakilabilir [6].

3.2 H" Heisenberg Grubu

Tanim 3.2.1 w := (z,1) = (z,y,1) = (1, ..., Tn, Y1, ---Yn, ) € R" x R" x R nokta-

larindan olusan,

n
Tw (W) =wouw = <$+x’,y+y’,l+l’+22($i%{ — yzx;))
i=1
degismeli olmayan grup operasyonu ile tanimlanmag (R*"*1 o) yapisina 2n+1 boyutlu

H"™ Heisenberg grubu denir.

Burada w o w’ # w' o w olduguna dikkat edilmelidir. H" iizerinde tanimlanan

vektor alanlar soyle verilir:

0 0 g .
+ 2yza, }/Z = 8_:% — 21’1&’ 1€ {17 ,TL} .

Xi =
al‘i

Tanim 3.2.2 [Lie Parantez Operatori |. I (T M) ile bir M manifoldu tizerindeki
vektor alanlarimin kiimesi gosterilsin. M bir diferansiyellenebilir manifold, M man-

ifoldunda bir U agik kiimesi tizerinde vektor alanlar: X wve Y olmak tizere, f €
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C*> (U,R) fonksiyonu igin

]: T(TM)xT(TM)—T(TM)
[(XY]f=X(Yf)=Y(X[)

ile tanymlanan dontisime X ve Y wvektor alanlarinin Lie operatort denir. Burada

X (f), [ fonksiyonunun X vektor alanina gore yone gore tirevidir.

Her + = 1,2, ...,n icin ilgili Lie parantezleri

XX =] = [ X | = g ] =0

sifir oldugundan sadece
0
v3

komiitator iligkisi vardir. Burada buna karsilik gelen Heisenberg gradyan vektorii

[(X:,Y;] = —40

an = (X17 ceey Xn, Y’l, cory Yn)

seklindedir. Verilen gradyan vektorii H™ deki her nokta icin 2n boyutlu bir vektor

alani olusturur. Burada Kohn Laplace operatorii

n

Apn =Y (X7 +Y7) (3.8)

i=1

seklinde tamimlanir. (3.8) Kohn Laplace operatorii daha agik olarak

"l o o2 L g
AHn—ZZ:;(a—x?—f‘a—yg—f—llyiamiat—4$iayiat+4($i+yi)@>

seklinde yazilir. Bu operator ikinci dereceden self-adjoint bir diferansiyel operatordiir.

Heisenberg genigletme doniigiimii ¢, : H* — H", A > 0 i¢in
Oy (w) := (Az, Ay, A1)
olarak tanimlanir.
Tanim 3.2.3 Eger H" tizerinde tanamly [ fonksiyonu her A > 0 i¢in

FOx(w)) = f (A2, X°1) = X" f (2,1)
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esithgini saghyor ise, bu fonksiyonun H" tizerindeki H—homojgenlik derecest m dir

denir.

H" Heisenberg grubunun homojen boyutu @ = (2n + 1) + 1 = 2n + 2 dir ve 0,
nin Jakobiyeninin determinanti A9 olarak bulunur. X, ve Y; nin §, a gore birinci

dereceden homojen vektor alanlar1 olduklarini gostermek ¢ok zor degildir:
Xi(6x) = A0 (Xi), Yi(0x) = Aoy (V7).

H" de,Vy» ve Agn operatorleri 7, (w') sol 6telemeye gore invaryant ve sirasiyla
birinci ve ikinci dereceden 9§, genisletme doniisiimiine gore homojendir. Daha agik

bir sekilde gosterilecek olunursa
Vin (wo 7y) = (Vinu) 0 Ty, Ve (wody) = A (Venu) oy,

Agn (10 Ty) = (Apnt) 0 Ty, Apn (w0 dy) = A2 (Agnu) 0 6y

seklinde yazilabilir. Folland ve Stein [13] tarafindan tanimlanan H" Heisenberg grubun-

daki norm )
i

2
n

[w]lgn = <Zl’?+yi2> +12
i=1

seklindedir. H" deki orjin 0 = (0,0) ve orjinden herhangi bir w noktasina uzakligi

veren fonksiyon

p=d(w)=d(z1) = (|2 +2)F
seklinde tanimlanir. Bu fonksiyon agagidaki bazi ozelliklere sahiptir:
i. d(w) =0<<= w=0,
ii. d(w™) =d(—w) =d(w),
iii. d (0 w) = A (w),
iv. d(w) : H" — R fonsiyonu siireklidir.

H"™ deki herhangi iki nokta arasindaki mesafeyi veren uzaklik fonksiyonu soyle

tammlanir:
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w,n € H" olsun. ! noktasi o grup islemine gére n min tersi ve 7! = —n olmak

iizere, H" deki uzaklik fonksiyonu

dir (w, ) = [|n~ " ow||,,.

seklindedir. Uzaklik fonksiyonu simetri 6zelligini saglar:
dzgn (w,n) = d (0, w) .
Ayrica yaklagik olarak iiggen esitsizligini saglar [13]. Yani her wy, wq, w3 € H™ i¢in
dyn (wy,wy) < C (dgn (wy, w3) + dygn (w3, w2))

dir. Simdi tanimlanan uzaklik fonksiyonu ile birlikte H" deki acik yuvarin tanimi

verilebilir. H" deki r yarigapli, a merkezli agik yuvar
By (a,7) :={w e H" : d(a,w) <1}

seklindedir. Buna Heisenberg yuvari, bazen de Koranyi yuvari denir. R" uzayinda
Oklid yuvarinin tistlendigi rolii H" de Koranyi yuvar iistlenir.
Folland, Kohn Laplace operatorii ile klasik Laplace operatorii arasinda ¢ok énemli

bir baglant: kurmustur [12]. ¢g > 0 uygun bir pozitif sabit olmak iizere

¥ = e

sifir noktasinda bir kutup noktasina sahip, —Apg» operatoriiniin temel ¢oziimiidiir.
Burada @) = 2n + 2 dir.
Simdi ilerideki hesaplamalarda ¢ok faydasi olacak bir lemmanin ifade ve ispati

soyle verilebilir.

Lemma 3.2.1 ¢ = ¢ (p) fonksiyonu H" de sadece p degiskenine bagly olsun. Ve
p= ((x2 +2)7 + l2> t = (r* + l2)i olarak verilsin. O halde

2

Vi g|® = p— @' (p)]” (3.9)

dir.
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Kanit.

9 9 B 9
Xi¢p = (a;j +2yia—’;) & (p), Yo = (8; —2%—?) & (p), i€ {l,.,n} (3.10)

olmak tizere

n

Vandl? =) ((Xi9)® + (Yig)?) (3.11)

i=1

oldugu biliniyor. Gerekli hesaplamalar yapilarak

gﬁ. = [(fQ +97)" + 52} o (z* + ) 2:¢' (p) (3.12)
- ) )
2
= 7"_3%(/5, (p),
g; = {(1’2 +4)"+ 52} ) ud () (3.13)
= (7’4 + l2)_3/4 yﬂ“2¢/ (0)
2
= %yigb, (P)
0 3/4 |
a_/l) = (@ +y)"+ 0] 5% (0) (3.14)
[ /
= §P Ko (p)

kismi tiirevleri elde edilir. Bu (3.12), (3.13) ve (3.14) deki kismi tiirevler (3.10)

esitliginde yerine yazilirsa

r? L5\
Xi¢p = Exi + 23/15P ¢ (p)

ve
2

r _
Yip = (Eyz +2z,-p 3) ¢’ (p)
esitlikleri bulunur. Sonug olarak
n 2
r /
Vanol = 3 (Xi9)* + (¥i0)") = 10/ (o)

i=1

elde edilir. m
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Son olarak, [ ¢ (w)dw integralini hesaplayabilmek i¢in D’Ambrosio [9] tarafin-
dan kullanilan H" deki kiiresel doniisiimler verilecektir. Burada 0 < R; < Ry
yarigaplar1 ve ¢ € L' (D) operatorii ile birlikte D = Bya (0, Ry) \ Bgn (0, R;) halkasi
verilsin. Heisenberg grubundaki herhangi bir nokta, Ry < p < Rs, 6 € (0,m7),

i=1,...2n—2i¢in #; € (0,7) ve O, 1 € (0,27) olmak iizere, kiiresel koordinatlara

w = (Zal) - (xayvl) - (xla ces Ty Y1, ynal) = q) (paeaely "-702n71)7

1 = p(sind)*cosbs,
y1 = p(sin 9)1/2 sin 0 cos 0y,
Tpo1 = p(sin 9)1/2 sin #, sin 0s... cos 0oy, _3,
Yn—1 = p(sin 9)1/2 sin 0 sin @y... sin Oo,_3 cos Ooy_o,
r, = p(sin 0)1/2 sin 6, sin 0y... sin Oy, _5 sin Oop,_o coS o1,
Yo = p(sin 0)1/2 sin f1 sin @y... sin Oo;_3 sin gy, _o Sin Ooy,_1,
I = p?cosb

olarak doniistiiriiliir. Burada

#; = cos

092n_2 = COSi1 ( Y1 — s

Lon—2

09,1 = cos 53

2 4 ,2)1/2 ino.
(2?2 4+ y?) Hi:l sin 0;

dir. ® operatoriiniin jakobiyeni J (®) ile gosterilirse, H" de kiiresel koordinatlarda
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birim kiirenin hacim diferansiyeli
dw = dxdydl = det J (®) db;...dOs, _odldp
ve J () nin determinant

det J (@) = p*"*sin” ' Osin®* "2 0,...sin Oy,

olarak hesaplanir. Eger r = /22 + ...+ 22 + 2 + ... + 12, (z,y) € R? nin Oklid

normu ve ¢ (w) = ¢ (r,!) silindirik fonksiyon ise,

Fn = /d¢91/d@g.../d@gn_g/d92n_1 sin2"_2 (91...SiH92n_2
0 0 0 0

R***1 deki 2n boyutlu birim kiirenin Lebesgue yiizey 6l¢iimii olmak iizere, [, ¢ (w) dw

integrali
T Ro
/(b (w)dw =T, / d(‘)/,oQ"Jrl (sin@)"" ¢ (p?sin 6, p* cos 0) dp
D 0 Ry

olarak hesaplanabilir.

3.3 H" de Singiiler Potansiyele Sahip Parabolik

Denklemler

Bu béliimde, H™ Heisenberg grubunda a (w) > 0 ve V' (w) potansiyelleri ile ver-

ilmig

u = Vpn (@ (w) Vgnu™) + V (w) u™, (w,t) € Q x (0,7
u(w,t) =0, (w,t) € 02 x (0,T) (3.15)
u(w,0) = ug (w) >0, w €

dogrusal olmayan parabolik probleminde pozitif ¢oziimiin yoklugu iizerinde durula-
caktir. Burada 2 C H" diizgiin sinirlara sahip sinirh bir bolgedir.
Son yillarda singiiler potansiyele sahip parabolik denklemler iizerinde pozitif

¢oziimiin varhg ve yoklugu iizerine birgok calisma vardir [3, 7, 17, 18, 19, 21].
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Biitiin bu ¢alismalara motivasyon kaynag olarak Baras ve Goldstein [3] ikilisinin

1984 yilinda yaptigi calisma gosterilebilir. Bu ¢alismada, Baras ve Goldstein tarafin-

dan R” de ﬁ singiiler potansiyeline sahip

uy = Au + —Su, reR" t>0

' E (3.16)
u(x,0) =ug(z) >0, ze€R”

dogrusal Cauchy-Dirichlet probleminin pozitif ¢oziimii incelenmigtir [3]. Problemin

¢oziimiinde ﬁ potansiyelinin rolii ¢ok kritiktir. Incelemenin sonucunda (3.16) prob-

leminin, ¢ > (

n—2

2
c < (’%2)2 icin ise pozitif zayif ¢oziimlerinin varligr gosterilmistir. Bu 6nemli ¢alis-

)2 icin v = 0 disinda negatif olmayan coziimiiniin olmadigi,

mada kullanilan potansiyel ¢ok zel bir potansiyeldir. Bu, Acaba daha genel pozitif
singiiler potansiyeller i¢in pozitif ¢6ziim var midir? sorusunu akla getirmigtir.
Ve bu soru 1999 yilinda Cabre ve Martel [7] tarafindan yapilan ¢alismada cevap

bulmustur. Bu ¢alismada pozitif ¢oziimiin varligi ve yoklugu iizerindeki temel etkenin

[oIVo)?dz — [,V (2)|¢]* dx
0£EC2(Q) [olo| dx

it (V;0) 1= (3.17)
enerji fonksiyonunun biiyiikliigii oldugu gosterilmigtir. Bu caligmalarin paralelinde,
Goldstein ve Kombe [19] 2003 yilinda yaptiklar: ¢ahgmalarinda R™ de V' (x) potan-
siyeline sahip dogrusal olmayan parabolik problem {izerinde 6nemli sonuglar elde
etmisglerdir.

Bu asamada dogal olarak R" de caligilan biitiin bu problemlerin H" de bir karsilig
var midir? sorusu akla gelmektedir. R” Oklid uzaymda yapilan bu calismalar vesile-
siyle H" Heisenberg grubunda singiiler potansiyele sahip parabolik problemlere olan
ilgi daha da artmigtir. Buna iligkin ilk 6rnek 2001 yilinda Goldstein ve Zhang [21]
tarafindan R™ deki problem (3.16) min bir kargilig1 olarak ele alinan, H" deki

alz|?

{ Uy = AHnu + WU,

(3.18)
u(z,0,0) =ug(2,0), w=(z1)eH", te(0,T]

dogrusal parabolik problemi olarak gosterilebilir. Bu problemin sonucu soyle ver-
ilebilir:

Teorem 3.3.1 [Goldstein-Zhang |. a € RT ve a* = (%)2 = (%)2 = n?

olsun.
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i. a <a* ise (3.18) probleminin bazi ug > 0 degerleri igin pozitif ¢ozimi vardar.

il. a > a* tken (3.18) problemi v = 0 ¢ozimi diginda negatif olmayan ¢éziime sahip

degildir.

Goldstein ve Zhang bu c¢aligmalarinin ardindan H"” de daha genel singiiler potan-
siyele sahip dogrusal 1s1 denklemleri iizerinde durdular [20]. Daha sonra, 2004 yilinda
Goldstein ve Kémbe [18], 2003 yilinda yaptiklar: R™ deki ¢alismalarim genigleterek,
H" de

up = Age (™) +V (w)u™, Qx(0,T), 0<m<1
u(w,t) =0, o0 x (0,7) (3.19)
u(w,0) = ug (w) >0, Q

dogrusal olmayan difiizyon (porous medium) denkleminde pozitif ¢oziimiin yoklugu
iizerine yogunlagtilar.

2005 yilinda G. R. Goldstein, J. A. Goldstein ve I. Kombe [17] 0 < m < 1,
Ve L}, (Q) ve v € R olmak iizere, 2 C R" bolgesinde biitiin bu ¢aligmalar igeren

loc

u =V (|| V™) + V (2)u™, Qx (0,T)
u(z,t) =0, 00 x (0,7) (3.20)
u(x,0) =wug(x) >0, Q

problemini ele aldilar. Dikkat edilirse, v = 0 ve m = 1 olarak diisiiniildiigiinde bu
problem V' (x) = ﬁ potansiyeli i¢in Baras ve Goldstein’in 1984 yilinda inceledikleri
# singiiler potansiyelli (3.16) dogrusal problemine doniigiir. Sadece v = 0 kabul
edildiginde (3.20) deki problem Goldstein ve Kémbe'nin ilk olarak R” de, daha sonra
H" de ¢ahgtiklar: dogrusal olmayan problemdir [18, 19].

Bizi motive eden biitiin bu ¢aligmalarn 1gimda, R™ deki |z|~*" potansiyeli icin
calisilan (3.20) dogrusal olmayan probleminin acaba daha genel a (w) > 0 potan-
siyeli i¢in H" de bir kargiligi var midir? sorusunu sorabiliriz. Bu sorunun yanitina
ge¢meden once ele alinacak olan problemin ¢oziimiinde ihtiya¢ duyulacak olan R™
deki Sobolev esitsizliginin Folland ve Stein [13] tarafindan bulunan H" deki karsihg

soyle verilebilir:
Teorem 3.3.2 [Folland-Stein |. 1 <p < Q, p* = é’—?p olsun. ¢ € C (H") igin
1/p 1/p

Jioraw)  <s{ [1Vwor (3.21)
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egitsizliginin gerceklendigi pozitif S sayist vardar.

Folland-Stein teoreminin dogal sonucu olarak su lemma verilebilir:

Lemma 3.3.1 Q2 C H" sinwrl bir bolge olmak dizere 1 < p < @ degeri i¢in M €
LR/ (Q) ve ¢ € O (Q) olsun. O halde her € > 0 igin

/M(w) |o" dw < %_6/|VHn<bpdw + C(e)/|¢|pdw (3.22)
Q Q 0

esitsizligini gergekleyen C (€) > 0 sabiti vardur.
Kanat. My, (w) :=min {M (w) , k} olarak tansmlansin. k — oo igin || My, — M| ;0 —

0 olur. Buradan
Jartoran < [ 13— o du i [ 167 du
Q Q Q

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizligin sagindaki ilk integral ifadest i¢in Holder esitsizligi

uygulandiginda

2 Q—p
Q
/M\qsypdwg /yM—Mn\ffdw /WQQpﬂdw +k/y¢\pdw
Q Q Q Q
olur. ¢ € C* (H") olsun. 1 < p < Q ve q = % oldugunda (3.21) Folland-Stein

esitsizligi kullanilirsa

1/q
/\¢(w)\qdw <S8 /!VHn¢(w)\pdw
Q Q

1/p

elde edilir. Buradan

%
/M\¢ypdx <S /yM—Mnﬁdx /|an¢|pdw+k/y¢\pdw
Q Q Q Q

esitsizliginin gerceklendigi gorilir. Sonug¢ olarak yeteri kadar biyik k sabiti i¢in

Qs

Q
_ > <
/\M B e F
Q
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olur. Boyle bir k sabiti i¢in C (¢) = k segilirse istenen sonug elde edilmis olunur. m

Problem 3.3.1 Q C H" simurly bilgesinde V (w) ve pozitif a (w) fonksiyonlar: Li.. ()

siafindan ve 0 < m < 1 olmak iizere

u = Vn (@ (w) V™) + V (w) u™, (w,t) € Q x (0,7
u(w,t) =0, (w,t) € 02 x (0,T) (3.23)
u(w,0) = ug (w) >0, w € )

dogrusal olmayan parabolik probleminin pozitif ¢éziimi hangi sartlar altinda yoktur?

Teorem 3.3.3 n > 3 dogal says igin —5 < m < 1 ve Q C H" simarh bilgesinde
a(w) >0,V (w) € L. (Q) olsun. Eger

n d d
e Joleta() |VenoP dw— [V w) [P dw (324
0Z£$€Ce () Jo lof? dw

ise (3.23) probleminin u > 0 ¢ézimii yoktur.

Kanat. Bu ispat kontrapozitif teknigi yardvma ile verilecektir. Herhangi T > 0 sayist
icinu : [0,T) — L' (Q) fonksiyonunun Q x (0,T) bélgesinde ug > 0 olan fakat u = 0
olmayan, (3.23) probleminin pozitif ¢ozimi oldugu kabul edilsin. ¢ € C° () olmak

uzere

ur = Vpn (a () Vgnu™) +V (w) u™

esitliginin her iki tarafe ¢* /u™ test fonksiyonu ile carpildiktan sonra Q C H" bol-

gesinde integre edilirse

ﬁi u' "¢ (w) dw (3.25)

2
/VHn w) Vignu™ )¢—mdw+/V(w) ¢* (w) dw

Q

esitlign yakalanmr. Bu esitligin sagindaki ilk integrale kisma integrasyon uyqulandiginda,

bu integral V,, u™ = mu™ 'V, u dzdesligi ile

¢2

= —/(a (w) Vynu™) Vign (u*m¢2) dw

Q
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= — / (a (w) mu™ ' Vgnu) (—mu™"" (Vi) H* + um20 (Vin¢)) dw

2
w) <m2% |Vignu|? — 2m§VHWUVHn¢> dw

I
P
s  ©

2

- —/a(w)]VHn¢‘2dw—l—/a(w) ‘m%VHnu—Vanﬁ dw (3.26)

Q Q

olarak ifade edilir. Buradaki fQ a(w) }m%VHnu — VHn¢|2 dw integrali pozitif oldugun-
dan (3.26) egitliginden ¢ikariirsa

2
/ Van (@ () Vg™ )f—mdw > / o (w) |Vano|? duw (3.27)

Q

egitsizligi elde edilir. (3.25) ve (3.27) deki ifadeler birlegtirilirse

[V e o [ o) Vasd< i WG () (3.28)

Q Q

egitsizligi bulunur. 0 < t; < ty < T olmak tizere, (3.28) deki integral esitsizliginin her

ki tarafi t degiskenine gore t1 den ty ye kadar integre edilirse

(b — 1) /V(w) & (w) dw — (ts — 1) /a(w) (Ve[ duo

Q

/ (w,ts) —u' ™™ (w, t1)) ¢* (w) dw

olur. Yani )

i s Yy

olmak 1tizere

/V(w) ¢* (w) dw—/a(w) Vi ¢|” dw (3.29)

Q

/ (w,ta) —u' ™™ (w, t1)) ¢* (w) dw

egitsizligi saglanar. @ C H" sinwrly oldugundan || sonludur. §imdi bu basamakta,
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S5 < m < 1igin f(r) = =m0 konkav fonksiyonuna Q bolgesinde Jensen

egitsizligi uygulamrsa, v (w,t;) € L* (Q) oldugundan

(1—=m)(n+1)

/(u (w, 1)) "™ gy < C(|) /u(w,ti) dw < oo

Q Q

sonlu integrali elde edilir. Bu da
u' ™" (w,t;) € L"TH(Q)
demektir. Buradan da
(ul_m (w, ty) —ut™™ (w,t1)) € L (Q)

sonucuna ulagilir. §imdi (u*~™ (w, t) — u'~™ (w, t;)) fonksiyonu i¢in Sobolev egitsi-

2liginin dogal sonucu olan Lemma 3.3.1 kullanilirsa; her € > 0 i¢in

K [ (u' " (w,ts) — u' ™™ (w, 1)) ¢* (w) dw < € [ |Vund|*dw + C (€) | ¢*dw
/ / /

egitsizliginin saglandige bir C (€) > 0 sayist bulunur. Son olarak, elde edilen bu son
egitsizlik (3.29) da kullanalip

V (w) ¢* (w)dw — | a(w)|Van¢|>dw < € [ |Vand|” dw + C (€) | ¢*dw
/ / / /

gerekli diizenlemeler yapildiginda

Jo (64 a(w) Ve dw — [,V (w) ¢* (w) dw

T > =Cld

egitsizligi, yani

Jo (e +a(w)) Vi | dw — Jo V (w) ¢* (w) dw

f o
026602 () [, #*dw o0
sonucu elde edilir. Bu ise
2
a0 () [VardPdo— [V (@) ¢ @)dw
0Z£peC () fQ o*dw
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demektir. Bu da ispati tamamlar. Yani (3.23) nolu problemin u > 0 ¢ézimi yoktur.

Verilen bu ispattan sonra, Hangi uygun a(w) > 0 ve V (w) potansiyelleri igin

¢oziimiin yoklugundaki en biiyiik etken olan

nf Jo(e+a(w)) Ve o’ dw — [,V (w) ¢* (w) dw
0£€C2(Q) I, dw

enerji fonksiyonu —oo a gider?, Bu uygun potansiyeller nasil bulunabilir? gibi sorular
sorulabilir. Iste bu gibi sorularm cevabi daha sonraki caligmalarimizda verilmeye

caligilacaktir.
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SONUC

Girig boliimiinde konuyla ilgili temel tanim ve onbilgiler verildikten sonra galig-
mamnin ilk boliimiinde éncelikle u; = o*u,, + f (x,t) bir boyutlu 181 denklemi enerji
korunumu temel prensibi kullanilarak elde edilmistir. Bunun ardindan u; = ku,, den-
kleminin Q7 parabolik bolgesinde tamimlanmis u = u (,t) ¢oziimii icin maksimum-
minimum prensibi ispati ile verilmigtir. Maksimum prensibi yardimi ile Dirichlet
sinir kosullu baglangi¢-sinir deger ve baslangig deger problemlerinin iyi tanimh ola-
bilmesi i¢in gereken ¢oziimiin tekligi ve girig verilerine gore siirekliligi sartlar: incelen-
mistir. Daha sonra Fourier serisi yontemi kullanilarak cesitli Dirichlet ve Neumann
sinir kogullar: ile verilmis baslangic-sinir deger probleminin ¢oziimii elde edilmistir.
Boliimiin sonunda sonsuz aralikta tanimlanmis baslangic deger probleminin ¢oziimii
elde edilirken Fourier serisi gosteriminin dogal geniglemesi olan Fourier doniisiimii
kullanilmigtir.

Qaligmanin ikinci boliimiinde vy — Au = 0 n—boyutlu 1s1 denklemi baslangig
ve sinir kosullar1 ile birlikte gesitli yonlerden incelenmigtir. R de 1s1 denklemine
dair tanimlanan kavramlar ve kanitlanan sonuclar genellestirilerek, cok daha genel
kavramlar ve sonuclar elde edilebilir. Ilk olarak gerekli benzerlik doniisiimleriyle
n—boyutlu 1s1 denkleminin temel coziimii verilmigtir. Daha sonra R™ de verilen
bir baglangi¢ deger probleminin ¢oziimii tek boyutlu 1s1 denklemlerinde oldugu gibi
Fourier doniisiimii metodu ile elde edilmistir. Burada Fourier doniisiimii n bilesenli
r = (1,9, ..., T,) degiskenine gore uygulanacak olmasindan kaynaklanan birtakim
farkhiliklar ortaya ¢ikmigtir. Son olarak verilen baglangig-sinir deger problemi, u (x,t) =
X (z) T (t) formunda ¢oziim aranarak, ikinci dereceden zdeger problemi ve birinci
dereceden adi diferansiyel denklemine indirgenip ¢oziime ulagilmigtir.

Son boliim olan iigiincii boliim tezin esas konusu olan H" Heisenberg Grubu’nda
dogrusal ve dogrusal olmayan parabolik denklemlerine ayrilmistir. Oncelikle Heisen-
berg grubundaki kavramlarin daha rahat anlasilabilmesi icin H' Heisenberg grubu
ile R* Oklid uzay1 arasindaki paralellikler verilerek konuya giris yapilmstir. H' de
tamimlanan bu kavramlar H" e genellegtirilerek ¢aligmanin omurgasi sayilabilecek
altyap1 kurulmustur. Bu boliimiin son kisminda ise oncelikle ele alinan probleme bir
anlamda ilham kaynagi olan o alanda yapilan caligmalar kronolojik sirasi ve birbir-

leriyle olan iligkisi dikkate alinarak 6zetlenmistir.
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Biitiin bu 6n hazirliklardan sonra Heisenberg grubunda asagidaki

ur = Van (@ (w) Vgnu™) + V (w) u™, (w,t) € Q x (0,7
u(w,t) =0, (w,t) € 9Q x (0,7T) (3.30)
u(w,0) = ug (w) >0, w € )

dogrusal olmayan parabolik probleminin v > 0 ¢oziimiiniin yoklugu incelenmistir.

Coziimiin yokluguna etki eden en biiyiik unsurun

, fQ (e+a(w))|Van§|2 dw—fQV(w) ¢* (w) dw
inf 5
0£pEC (Q) Jo &7 dw

enerji fonksiyonunun biiyiikliigii oldugu gosterilerek su sonug elde edilmistir:

Teorem 3.3.4 n > 3 dogal sayist igin 25 < m < 1 ve Q@ C H" simurly bolgesinde
a(w) >0,V (w)e L, (Q) olsun. Eger

loc

o Joleta() Ve dw — oV ()| dw
ORIECE () Jo |6F du

ise (3.30) probleminin u > 0 ¢ézimii yoktur.

a(w) >0,V (w) € L., () smfindan genel fonksiyonlar igin ele alinan bu prob-
lemde hangi 6zel V (w) ve a(w) > 0 potansiyelleri segilirse enerji fonksiyonunun
—oo degerine yakinsayacagi sorusu giindeme gelmektedir. Bu soru bagh bagina bir

aragtirma konusu olup ileriki ¢aligmalarda cevaplanmaya galigilacaktir.
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EK: Bazi1 Tanim, Esitsizlik,

Teorem ve Formiiller

Teorem 3.3.5 [1ntegraller i¢in Ortalama Deger Teoremz’}. f a0 = R

stirekli bir fonksiyon ise

egitligini saglayan bir ¢ € [a,b] sayise vardar.

Tamim 3.3.1 [Konkav Fonksiyon |. Eger her a,b € R™ ve her t € [0, 1] i¢in,
F(A=t)a+tb) > (1 —1t) f(a) +1f (D)

1se 0 zaman f : R™ — R fonksiyonuna konkav denir.

Tanim 3.3.2 [Olgiilebilir Fonk:sz'yon}. f : R" — R fonksiyonu verilsin. Her-
hangi bir I C R alt aralige i¢in

() ={zeR": f(z)el}eM
1se [ fonksiyonuna olgtilebilir denir.

Tanim 3.3.3 [Toplanabilir Fonksiyon |. Eger

/|f|dm < 00
Rn

integrali sonlu ise ol¢iilebilir f fonksiyonuna toplanabilir denir.

Teorem 3.3.6 [Jensen Egitsizligi |. ) C R™ agik ve sinarly bir bolge, u : Q@ — R
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toplanabilir ve f : R — R konkav bir fonksiyon olsun. O zaman

1 1
f @/udx Zﬁg/f(u)dw

Q

olur.

Kanat. [ konkav oldugundan, her p € R igin dyle bir r € R sayist vardur ki

fl@)<f(p)+r(g—p)

egitsizligi her ¢ € R i¢in gecerlidir. p := ﬁ fQ udx, q :=u(x) olarak alindiginda

1 1
fu(x) <f ﬁ/ud:ﬁ +r u(x)—ﬁﬂ/uda:

Q

esitsizligi elde edilir. Bu egitsizlikte her iki taraf C) tizerinde x degiskenine gore integre

edilirse ispat tamamlanir. |

Teorem 3.3.7 [Young Egitsizligi |. a ve b > 0 olsun. p ve q saylar: pozitif olsun-
lar ve % + % =1 esitligini saglasinlar. O zaman
a?  be
ab< —+ —
p q
esitsizligi saglanar.

Kanat. e fonksiyonu digbiikey oldugundan

lingP+lings _ 1 1 a? b
ab = elna+1nb _ eplna +5Ina < _elnap + _elnaq _

p q p q

elde edilir. Ayrica e mutlak artan oldugundan egitlik ancak ve ancak a? = b? ise

gecerlidir. m

Teorem 3.3.8 [Hoélder Egitsizligi|. 1 < p,q < oo, % + % =1lwveue P (Q),ve
L1(Q) olsun. O zaman

/ juv] da < JJull, 1],

Q

olur.
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Kanat. ||lul|, = |v||, =1 kabul edilirse 1 < p,q < 0o i¢gin Young esitsizliginden

1 1
Jiuwldo <3 [ as o [ juftdo = 1= Jul, o,
Q Q Q

olur. m

Burada v € C* (), Q C R diizgiin sinirh bir bolge, v = (v!,...,v™) 9Q smirmn

dig birim normal vektor alani, v = (v!, ..., v") vektorii 9 simrinin birim dig normali,

@ = vVu

ov

ise u fonksiyonunun normal yoniindeki tiirevi olsun.

Teorem 3.3.9 [Gauss-Green Teoremi |. Q2 C R™ sinurle ve agik bir bolge olsun.
u e Cl (Q) ise 1 =1,2,...,n i¢in

g:d:t: = / wv'dS
Q

o0

olur.

Teorem 3.3.10 [Kzsmi 1nteg'r'asyon] . Q C R"™ ssnarl ve agik bir bolge ve u,w €

ok (Q) olsun. O zaman i =1,2,....n icin

Ou wdr = —/uawdx+/uwvid5

Q Q o0

olur.

Teorem 3.3.11 [Green Formiilleri |. Q) C R™ sumrl ve agik bir bolge ve u,w €

C? (Q) olsun. O zaman Vu = <%, e C%i) gradyan vektori olmak tizere

i. fﬂ Audr = fa&z g—ZdS,
ii. [, Vw.Vu)ds = — [, (uAw)dz + [, (3%u) dS,
iii. [, (uAw — wAu) dr = [, (u% —wd)dS

formiilleri gecerlidir.
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