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OZET

BAZI OZEL FONKSIiYONLAR iLE ANALITiK FONKSIYONLARIN
YAKLASIMI

DELIMELKONOGLU, Lara
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Danismani: Dog. Dr. Hamdullah Sevli

Mayis 2013, 85 sayfa

Bes boliimden olusan bu ¢alismada bazi diferansiyel denklemlerin Hyers-Ulam
kararlilig1 incelenmistir.

Bu c¢alismanin birinci ve ikinci boliimiinde konuya giris yapilmis ve literatiire
deginilmistir. Ugiincii boliimde ise daha sonra kullanmlacak olan temel tanim ve
teoremlere yer verilmistir.

Dérdiincii bolimde, birinci mertebeden lineer homojen ve homojen olmayan
diferansiyel denklemlerin Hyers-Ulam kararliligi incelenerek iistel fonksiyonlarin
yaklagim 6zelligi ele alinmistir.

Bu ¢alismanin besinci boliimiinde ise Airy, Legendre, Hermite ve Chebyshev
diferansiyel denklemlerinin ¢6ziimleri bulunmus olup buradan elde edilen sonuglar her
analitik fonksiyonun bu 6zel fonksiyonlar tarafindan belli bir hata st ile
yaklagtirilabileceginin ispatlanmasinda kullanilmistir.

Anahtar Kelimeler: Diferansiyel Denklemlerin Kararliligi, Hyers-Ulam Kararlilik, Airy
denklemi, Legendre denklemi, Hermite denklemi, Chebyshev denklemi



ABSTRACT

APPROXIMATION OF ANALYTIC FUNCTIONS BY SOME SPECIAL
FUNCTIONS

DELIMELKONOGLU, Lara
MSc, Mathematics Science
Supervisor: Assoc.Prof.Dr.Hamdullah Sevli

May 2013, 85 pages

In this study consisting of five sections, Hyers-Ulam stability of some differential
equations were investigated.

In the first and second sections of the study, introduction to the subject in hand and
the relevant literature were mentioned. In the third section, the basic definitions and
theorems which will be utilized were stated.

In the fourth section, Hyers-Ulam stability of first order linear homogeneous and
nonhomogeneous differential equations and approximation property of exponential
functions were examined.

In fifth section of this study inhomogeneous Airy, Legendre, Hermite and
Chebyshev differential equations were solved and these results applied to prove every
analytic functions can be approximated by these special functions with an error bound.

Key words: Hyers-Ulam stability, The stability of differential equations, Airy equation,
Legendre equation, Hermite equation, Chebyshev equation



ONSOZ

Diferansiyel denklemlerin tarihi 300 yildan daha fazla bir siireye, 17. ylizyila
dayanmaktadir. Diferansiyel denklemler, uygulamali matematigin ¢ok Onemli
kollarindan biri olup, bir¢ok problemin ¢oziimiinde 6nemli bir aragtir. Bu problemlere
ornek olarak salinim problemleri, roket, uydu ve gezegenlerin hareketleri, kimyasal

reaksiyonlar, radyoaktif maddelerin pargalanmasi verilebilir.

Son zamanlarda, fonksiyonel denklemlerin Hyers Ulam kararlilik teorisinin
diferansiyel denklemlere uygulanmasiyla yeni bir ¢alisma alani ortaya ¢ikmustir. Bir
fonksiyonun bazi sartlar altinda yaklasik olarak bir diferansiyel denklemi sagladigini
kabul edersek; bu diferansiyel denklemi tam olarak saglayan ve bu fonksiyona yakin
olan baska bir fonksiyonu bulmanin miimkiin olup olmadigini incelemek diferansiyel

denklemlerin Hyers Ulam kararlilik problemi olarak ifade edilir.

Genellikle, deneysel veya gozlenen veriler teorik beklentilerle tamamen Ortiismez.
Denklemlerin kullanilmasiyla dogal olay1 agiklayabiliriz, fakat gercek deney verilerinin
Ol¢iilmesi veya gozetilmesi yiiziinden ortaya ¢ikan hatalar olabilir. Eger dogal olay1
aciklamak icin esitlikler yerine esitsizlikleri kullanirsak, bu hatalar esitsizliklerin
coziimlerine absorbe edilir. Bu acidan bakildiginda diferansiyel denklemlerin Hyers

Ulam kararlili§1 6nemli bir ¢alisma alanidir.

Bu c¢alismada ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklemlerin Hyers Ulam
kararlilik teorisi ve baz1 6zel fonksiyonlar yardimiyla analitik fonksiyonlarin yaklagimi

incelenmistir.

Bu konuyu bana veren ve ¢aligmalarimda benden yardimlarini esirgemeyen degerli
hocam Sayin Dog¢. Dr. Hamdullah SEVLI’ ye tesekkiir eder, saygilarimi sunarim.
Ayrica yiiksek lisans egitimim sirasinda {iniversitemizde ziyaret¢i profesor olarak
bulunan Saym Prof. Dr. Soon-Mo JUNG'a (Hongik Univ. Giiney Kore) tezim

hakkindaki tavsiye ve yonlendirmelerinden dolay1 tesekkiirii bir borg bilirim
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1. GIRIS

Bazi matematik tarihcilerine gore diferansiyel denklemler ile ilgili caligmalar 1675
yilinda Leibniz'in
[ xdx = (1/2)x?
denklemini yazmasiyla baslamistir. Daha sonra Newton'un birinci mertebeden
diferansiyel denklemleri
(1) dy/dx = f(x)
(2) dy/dx = f(x,y)
3) x Z—Z + yg—; =u
seklinde li¢ smifa ayirmasiyla diferansiyel denklemlerin integrasyonu ile ilgili genel
metotlar geligsmistir. Burada ilk iki denklemde bilinmeyen fonksiyon yalmizca bir
bagimsiz degiskene bagimli oldugundan adi diferansiyel denklem olarak adlandirilir.
Son denklemde ise bilinmeyen fonksiyon birden fazla bagimsiz degiskene bagimli
oldugundan kismi diferansiyel denklem olarak adlandirilir (Sasser,1992).
17. yiizyilin sonlar1 ve 18. ylizyil arasinda i¢lerinde pek ¢ok iinlii matematikg¢i olan
Isvecli Bernoulli ailesinin diferansiyel denklemlere ¢ok biiyiik katkilar1 olmustur.
Diferansiyel denklemler uzun zamandir ¢ok ¢esitli pratik problemin modellenmesi
ve ¢oOziilmesi i¢in bilim adamlar1 ve miihendisler tarafindan kullanilmaktadir. Bir¢ok
bilimsel problem bazi anahtar degiskenlerin diger degiskenlere gore olan degisimlerini
igerir. Genellikle bu degiskenlerdeki ¢ok kiiciik degisimlerin dikkate alinmasi daha
genel ve hassas bir tamimlama saglar. Degiskenlerin sonsuz kiiciik veya diferansiyel
degisimlerinin dikkate alinmasi durumunda, degisim hizlarini tiirevlerle ifade etmek
suretiyle, fiziksel prensip ve kanunlar i¢in kesin matematiksel formiilasyonlar saglayan
diferansiyel denklemler elde edilir. Bu yiizden diferansiyel denklemler uzun zamandir
doga bilimleri ve miihendislikte karsilasilan c¢ok farkli problemlere basariyla
uygulanmaktadir.
Aragtirmalar, diferansiyel denklemlerin yeni uygulamalarimi kesfetmeye sadece
fiziksel bilimlerde degil ayn1 zamanda biyoloji, tip, istatistik, sosyoloji, psikoloji ve

ekonomi gibi alanlarda da devam etmektedir. Hem teorik hem de uygulamali



diferansiyel denklem arastirmalari giiniimiizde ¢ok aktif arastirma konular1 arasinda
almaktadir.

Fiziksel kanun ve prensiplerin, géz Oniine alinan degiskenlerdeki sonsuz kiigiik
degisimleri dikkate almak suretiyle, bir probleme uygulanmasiyla diferansiyel
denklemler elde edilmektedir. Dolayisiyla diferansiyel denklemin elde edilmesi problem
hakkinda yeterli bilgi sahibi olmay1, probleme dahil olan degiskenleri belirleyebilmeyi,
uygun basitlestirmeler ve varsayimlar yapabilmeyi, kullanilacak fiziksel prensip ve
kanunlar1 bilmeyi ve de dikkatli bir analiz yapabilmeyi gerektirir.

Ornegin, Newton’un ikinci kanununu kullanarak diiz bir ¢izgi boyunca
F kuvvetinin etkisi altinda hareket eden m kiitleli bir cismin konumunu s olarak
tanimlayan diferansiyel denklemi elde edelim.

Hiz ve ivme tanimlar1 asagidaki gibidir:

ds
V==
dt
dv d(ds) d?s
a=—=—\|—)]|=—
dt dt \dt dt?

Newton'un ikinci kanunu Kuvvet = Kiitle x ivme seklinde ifade edildiginden,

d?s
F(t) =ma(t) = m—s

elde edilir. Diizenleme yapilarak

F(t) _ d?s
m de?

diferansiyel denklemi elde edilir.

1940 yilinda Wisconsin Universitesi’nde yapilan bir konferansta, Stanislaw Ulam,
konusmasinda birgok ¢Oziilmemis problem sunmustur. Bu problemlerden biri
fonksiyonel denklemlerin kararlilik teorisinin baslangi¢ noktas1 olmustur.

Matematik alaninda “kararlilik” kavrami genel olarak asagidaki gibi ifade

edilmektedir:

“Bir teoremin hipotezlerinde ufak bir degisiklik yaparak teoremin ana sonucunun

dogru ya da yaklasik olarak dogru kaldigini hangi durumlarda sdyleyebiliriz?”
Genel fonksiyonel denklemler i¢in asagidaki soru sorulabilir:

Birbirinden ¢ok az farkli olan iki fonksiyonel denklemin c¢oziimlerinin de

birbirlerine ¢ok yakin olmast ne zaman dogrudur? Benzer sekilde verilen bir



fonksiyonel denklem bir fonksiyonel esitsizlik ile degistirildiginde esitsizligin

¢oziimlerinin denklemin ¢oziimlerine yakin olmasi gerektigi ne zaman iddia edilebilir?
(Gy,.) bir grup ve (G, *), d(.,.) metrigi ile bir metrik grup olsun. & > 0 sayis1
verilsin. Her x,y € G, i¢in
d(h(x-y),h(x) * h(y)) <6

esitsizligini saglayan h: G; = G, bir doniisiim ise, her x € G; i¢in d(h(x),H(x)) < ¢
ile H: G; = G, bir homomofizm olacak sekilde bir § > 0 sayis1 var midir? Diger bir
deyisle hangi sartlar altinda bir yaklasim homomorfizmine yaklasan bir homomorfizm

vardir (Ulam,1940).

Ulam’m (1940) sorusu, Hyers (1941) tarafindan X ve Y Banach uzaylar1 igin
yanitlanmistir. f:X - Y , herx,y € X vebazi1 § > 0 i¢in;

Ifx+y)—f&x)—fOII<d
olacak sekilde Banach uzaylari arasinda bir doniisiim olsun. Bu takdirde her x € X igin
IfC)—T <6

olacak sekilde bir tek T:X — Y toplamsal donilisiimii vardir. Her x € X icin; T: X - Y

fonksiyonu
T(x) = lim,_, 27" f(2™x)
limiti var olacak sekilde elde edilmistir.

Eger yukarida verilen f fonksiyonu X deki bir noktada siirekli ise T doniisiimii

X de her yerde siireklidir.
Hyers’in (1941) bu 6nemli sonucu asagidaki sekilde aciklanabilir:

fc+y)=fx)+fQ»)

toplamsal Cauchy fonksiyonel denklemi Banach uzayinin herhangi bir ¢ifti i¢in

kararlidir.
Yo fxe+y) =) - f()
fonksiyonu Cauchy farki olarak adlandirilir.

Rassias (1978), Hyers (1941) teoreminin bir genellemesini Cauchy farkini sinirsiz

alarak asagida verilen teoremle ispatladi.



f:X->Y, herx,y € Xigine > 0ve0 <p <1 olmak iizere
If G +y) = fx) = FOI < elllxlI” + llylIP)
olacak sekilde Banach uzaylar1 arasinda bir doniisiim olsun. Bu taktirde her x € X i¢in
T(x) = 1111_1)1010 27" f(2™x)

2

—— iken

limiti vardir ve k =

1f G0 =TIl < kellx]|P
olacak sekilde birtek T:X — Y toplamsal donilistimii vardir.

Ulam'in probleminin bir genellestirmesi olarak fonksiyonel denklemlerin yerine
diferansiyel denklemlerin kullanilmasiyla yeni bir g¢alisma alani ortaya c¢ikmistir.
Lineer diferansiyel denklemlerin Hyers Ulam kararlilign tanimi asagidaki gibi

verilebilir:

X, K cismi lizerinde bir normlu uzay olsun ve [ € R bir acik aralik olsun.
Burada K cismi olarak R veya C alinir. ag,a4,...,a,:1 = K ve g:1 - X siirekli
fonksiyonlart verilsin. n-defa siirekli diferansiyellenebilir her bir y:I — X fonksiyonu

icin, her t € I ve verilen bir € > 0 igin

[an®y™(©) + an-1 Oy D) + - + a; (DY) + @, Oy + gD < €
esitsizligi saglandiginda,

an(®)y™ (@) + ap_ 1 Oy (@) + -+ a; (O)y'(£) + ag(Dy () + g(t) =0

diferansiyel denkleminin herhangi bir t € I igin ||y (t) — yo(t)|| < K(¢) olacak sekilde
n-defa siirekli diferansiyellenebilir bir yy: I = X ¢6ziimii varsa, bu durumda yukaridaki
diferansiyel denklem Hyers Ulam kararliliga sahiptir denir. Burada K (¢), € na bagh ve
lim,_,y, K(¢) = 0 sartim1 saglayan bir ifadedir (Jung, 2006). Yani, eger y(t) stirekli
diferansiyellenebilir fonksiyonu diferansiyel denklemin bir yaklasik ¢6ziimii ise, o
zaman denklemin y(t) ye yakin bir y,(t) ¢6ziimii vardir. Diger bir ifade ile diferansiyel
denkleminin tiim ¢oziimlerinin kiimesi ile y(t) fonksiyonu arasindaki uzaklik

arasindaki fark en fazla K (¢) kadardir.

Birinci mertebeden y'(t) = Ay(t) lineer diferansiyel denklemi ile ifade edilebilen

bir kapali sistemi ele alalim. Eger bu diferansiyel denklemin genel ¢ézlimiinii ve bir



baslangi¢c kosulunu biliyorsak, bu sistemin ge¢misi, simdiki an1 ve gelecegi tamamen
belirlenmistir. Boylece, bu sistem “Ongoriilebilir” dir. Bazen, distan kaynaklanan bir
nedenle, sistem y'(t) = Ay(t) diferansiyel denklemi ile belirlenemeyebilir, sadece
|y'(t) - Ay(t)l < ¢ gibi bir esitsizlik tarafindan agiklanabilir. O zaman bu sistemin

gelecegini tam olarak dngérmek imkansizdir.

Sistem, disaridan kaynakli nedenlerden dolay1 tamamen ongoriilemez olmasina
ragmen, eger sistemin reel gelecegi smirli bir hata ile y'(t) = Ay(t) diferansiyel
denkleminin ¢oziimiinii takip ediyorsa, y'(t) = Ay(t) diferansiyel denklemi Hyers
Ulam kararliliga sahiptir deriz. Fakat eger hata sinir1 ¢ok biiyiik ise, y'(t) = Ay(t)

diferansiyel denklemi Hyers Ulam kararliliga sahip degildir deriz.

Genellikle, deneysel (veya go6zlenen) veriler teorik beklentilerle tamamen
ortlismez. Denklemlerin kullanilmasiyla dogal olay1 agiklayabiliriz, fakat ger¢ek deney
verilerinin Ol¢iilmesi veya gozetilmesi yiiziinden ortaya ¢ikan hatalar olabilir. Eger
dogal olay1 aciklamak ig¢in esitlikler yerine esitsizlikleri kullanirsak, bu hatalar
esitsizliklerin ¢ozlimlerine absorbe edilir. Bu acgidan bakildiginda diferansiyel

denklemlerin Hyers Ulam kararliligi nemlidir (Jung, 2012).

Bu ¢alismada ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklemlerin Hyers Ulam
kararlilik teorisi ve bazi 6zel fonksiyonlar yardimiyla analitik fonksiyonlarin yaklagimi

incelecektir.

ay,a,; Ve a, analitik fonksiyonlar olmak {iizere, en genel ikinci mertebeden

degisken katsayili homojen lineer diferansiyel denklem

ap()y"+ a; () y +a (x)y=0
seklinde ifade edilir.

Sabit katsayili homojen lineer diferansiyel denklemler cebirsel yoOntemlerle
¢oziilebilirler ve c¢oziimler elementer fonksiyonlar cinsinden ifade edilebilirler. Fakat
degisken katsayili denklemler i¢in durum o kadar kolay degildir. Boyle denklemler bir
ka¢ 6zel denklem sinifi disinda cebirsel yontemlerle ¢oziilemez ve ¢oziimleri elementer
fonksiyonlar cinsinden ifade edilemez. Bu nedenle ozellikle ¢oziimleri elementer
fonksiyonlar cinsinden ifade edilemeyen diferansiyel denklemleri ¢6zmek i¢in genel bir
yontem gelistirilmistir. Seriler yontemi denilen bu yontemde ¢oziimler kuvvet serisi

cinsinden olacaktir. Yontem, ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklemlere
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uygulanabildigi gibi yiiksek mertebeden lincer denklemlere de uygulanabilir. Bu
calismada ikinci mertebeden homojen ve homojen olmayan lineer diferansiyel

denklemlere uygulanisi ele alinacaktir.

Degisken katsayili ikinci mertebe lineer bir diferansiyel denklemin genel ¢oziimii

y(x) = coy1(x) + c1y,(x)

seklinde verilir. Burada y, (x) ve y,(x) herhangi iki kuvvet serisidir. Diger taraftan, her
zaman x in her degeri i¢in bu genel ¢éziim gecerli olmayabilir. O zaman genel ¢ézlimiin
gecerli oldugu, kullamlir oldugu araligin belirlenmesi gerekmektedir. Iste bu nedenle,
genel ¢oziimde, verilen serilerin her biri i¢in yakinsaklik araliginin bulunmasi
zorunludur. Bu durumda, her iki serinin birlikte yakinsak oldugu aralik, diferansiyel

denklemin genel ¢oziimiiniin gegerli oldugu bolgeyi verecektir.

Uygulamada ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklemlere sik rastlanir. ikinci
mertebeden lineer diferansiyel denklemlerin en 6nemlileri arasinda Airy, Legendre,

Hermite, Chebyshev, Bessel ve Lagurre denklemleri sayilabilir.

Airy diferansiyel denkleminin ¢6ziimii olan Airy fonksiyonlar1 astronomi ve
mikroskopide kullanilmaktadir. Legendre diferansiyel denklemi daha cok fizikte ve
diger teknik alanlarda kullanilir. Ozellikle kiiresel koordinat sisteminde, kismi
diferansiyel denklem ile ilgili Laplace denklemi c¢ozerken ortaya g¢ikar. Hermite
diferansiyel denklemi, kuantum mekanigi, olasilik teorisi ve istatistiksel mekanikte
oldukga sik kullanilir. Chebyshev denklemi fizik ve miihendislikte biiyiik rol oynarken
Bessel denklemi Laplace denkleminin silindirik koordinatlardaki ¢6ziimiinde ortaya

cikar. Lagurre denklemi ise kuantum mekaniginde kullanilir.

Bu c¢alismada ikinci mertebeden pek c¢ok lineer diferansiyel denkleme
uygulanabilen kuvvet serisi metodunu kullanarak Airy, Legendre, Hermite ve
Chebyshev denklemlerinin Hyers Ulam Kkararliliklar1 ve yaklasim ozellikleri

incelenecektir.


http://tr.wikipedia.org/wiki/K%C3%BCresel_koordinat_sistemi
http://tr.wikipedia.org/wiki/K%C4%B1smi_diferansiyel_denklem
http://tr.wikipedia.org/wiki/K%C4%B1smi_diferansiyel_denklem
http://tr.wikipedia.org/wiki/Laplace_denklemi

2. KAYNAK BIiLDiRiSLERIi

Lineer diferansiyel denklemlerin Hyers Ulam kararliligini inceleyen ilk bilinen
kisi Obtoza (1993;1997) dir. Daha sonra Alsina ve Ger (1998), bir diferansiyel
denklemin Hyers Ulam kararliligini arastiran ilk ¢alismalarini yayinlamiglardir. Bu

calismada yazarlar, eger y: I —» R, hert € I igin

ly'(@®) —y@®) <e

esitsizligini saglayan bir diferansiyellenebilir fonksiyon ise, 0 zaman g(t) = e® olmak

tizere, her t € I i¢in

ly(®) =g (@] < 3¢

olacak sekilde herhangi bir t € I igin g'(t) = g(t) esitligini saglayan bir g: 1 - R
diferansiyellenebilir fonksiyonunun var oldugunu ispatladilar. Alsina ve Ger'in (1998)
bu sonucu Miura ve Ark. (2001), Miura (2002) ve Takahasi ve Ark. (2002) tarafindan
genellestirildi.

Takahasi ve Ark. (2002) X bir kompleks Banach uzayi olmak fizere, eger
@:1 - X, hert €1 igin

lp'(t) = Ap()| < €

esitsizligini saglayan bir diferansiyellenebilir fonksiyon ise, o zaman y'(t) = Ay(t)
diferansiyel denkleminin tiim ¢oziimlerinin kiimesi ile ¢@(t) fonksiyonu arasindaki

uzakligin en fazla €/|Re A| oldugunu gosterdiler.

ly(®) — g < 3¢
olacak sekilde herhangi bir t € I igin g'(t) = g(t) esitligini saglayan bir g:I - R
diferansiyellenebilir fonksiyonunun var oldugunu ispatladilar.
Miura ve Ark. (2004) tarafindan A bir kompleks sabit olmak iizere Banach uzay1
degerli y'(t) = Ay(t) diferansiyel denkleminin Hyers Ulam kararliligina sahip oldugu
ispatlandi. Yani, eger f siirekli diferansiyellenebilir fonksiyonu y'(t) = Ay(t)

diferansiyel denkleminin bir yaklagik ¢oziimii ise, o zaman denklemin f ye yakin bir



¢Ozlimiiniin var oldugunu gosterdiler. Jung ve Lee (2006) ise aym1 denklemin Hyers

Ulam kararliligini ispatlayarak Alsina ve Ger (1998) in bir teoremini genellestirdiler.

Birinci mertebeden lineer diferansiyel denklemlerin Hyers Ulam kararliligit Wang
ve Ark. (2008) , Popa ve Rasa (2011) ve Jung ve Brzdek (2010) ¢alismalarinda da ele

alinmistir.

Bu diisiince tarzinin paralelinde ikinci ve daha yiiksek mertebeden diferansiyel

denklemlerin Hyers Ulam kararliliklar1 da incelenmistir.

Li ve Shen (2010) c¢alismalarinda ikinci mertebeden lineer diferansiyel

denklemlerin Hyers Ulam kararliliklarini incelemislerdir.

Cimpeanve ve Popa (2010) calismalarinda yiiksek mertebeden sabit katsayili lineer

diferansiyel denklemlerin Hyers Ulam kararliliklarini incelemisglerdir.

Abdollahpour ve Najati (2011) calismalarinda y € C3[a,b] , f € C[a, b] ve

—oo < a < b < 4o olmak iizere,

yE®) +ay'®) + By’ +yy(@® = f(©)

formundaki {iglinci mertebeden lineer diferansiyel denklemlerin Hyers Ulam

kararliliklarini incelemislerdir.

Jung (2008) ¢alismasinda homojen olmayan

y"'(x) —xy(x) = Xm=o amx™
formundaki Airy diferansiyel denklemini kuvvet serisi metoduyla ¢6zmiis ve her
analitik fonksiyonun, sirli bir bolge iizerinde, hata sinir1 ikinci dereceden bir

fonksiyon olmak tizere Airy fonksiyonu ile yaklastirilabilecegini ispatlamstir.

Ayni sekilde (Jung, 2009a,2009b,2011a,2011b,2011c) calismalarinda sirasiyla
homojen olmayan Legendre, Hermite, Bessel, Chebyshev ve Lagurre diferansiyel
denklemlerini ¢o6zmiis ve bu sonuglar dogrultusunda analitik fonksiyonlarin bu 6zel

fonksiyonlar yardimiyla yaklastirilabilecegini ispatlamistir.

Bu teorinin birinci mertebeden lineer kismi diferansiyel denklemlere uygulamalari
ilk olarak Jung (2009c) calismasinda incelenmistir. Gorjdi ve ark.(2011) ikinci
mertebeden lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin kararliligini incelemislerdir.
Daha sonra Lungu ve ark.(2012) birinci mertebeden kismi diferansiyel denklemlerin

Hyers Ulam kararlilig1 tizerine ¢aligmislardir.



Jung ve ark. (2013) Gauss fonksiyonlarinin yaklasim 6zelligi lizerine ¢alismalari
son zamanlardaki calismalar arasinda gosterilebilir. Bu ¢alismada kuvvet serisi

metodunu kullanarak homojen olmayan birinci mertebeden

y' () + Ax — Wy (x) = Y=o (x — )™
Gauss fonksiyonunun yaklasim 6zelligi ispatlanmustir.

Jung ve Sevli (2013) calismasinda Hyers-Ulam kararlilig1 ispatlayabilmek igin, pek
cok farkli ikinci mertebeden lineer diferansiyel denkleme uygulanabilen kuvvet serisi
metodu gelistirmislerdir. Jung ve ark. (2013), pertiirbe Volterra integro-diferansiyel
denklemlerin Hyers Ulam kararlilig1 {izerine ¢alismalari yine son zamanlardaki

calismalar arasinda gosterilebilir.

Hamid Rezaei ve ark. (2013) calismasinda n. mertebeden lineer diferansiyel
denklemlerin Hyers-Ulam kararliligint incelemislerdir. Daha 6zel olarak «, skaler, y ve
f, n defa siirekli diferansiyellenebilir fonksiyonlar olmak tiizere, Laplace transformu

metodunu kullanarak

n-1
O+ ) @y ®©) = £(0)
k=0

diferansiyel denkleminin Hyers Ulam kararlilign iizerine caligmiglar ve Laplace

transformu ile bu teoriyi bir araya getirmislerdir

Bu calismanin dordiincli boliimiinde birinci mertebeden, besinci boliimiinde ise
ikinci mertebeden diferansiyel denklemlerin Hyers Ulam kararlilik teorisi ele
almacaktir. Calismanin ileride bu konuda calisacaklara yol gosterici nitelikte olmasi

amaglanmaktadir.



3. TEMEL BILGILER

Bu boliimde daha sonraki boliimlerde kullanilacak temel tanim ve teoremlere yer

verilecektir.

3.1. Onbilgiler

Tamm 3.1.1. (Lineer Uzay)

X # @ bir kiime ve F (reel/kompleks) sayilarin bir cismi olsun.
+HXXX-X cFxX->X

(x,y) > x+y (A,x) > Ax

fonksiyonlar1 asagidaki sartlar1 sagliyorsa, X kiimesine F cismi lizerinde bir vektor

uzay1 (lineer uzay) denir. Vx,y,z € X ve A, u € F i¢in;
(L) x+y=y+x
L) x+(y+2)=x+y)+z
(L3) x + 0 = x olacak sekilde bir 8 € X vardir.
(L4) Her bir x € X i¢in x + (—x) = 6 olacak sekilde (—x) € X vardir.
(L5) Herx e Xi¢in1-x =x
(L6) A(x+y) =Ax+ Ay
(L7) A+ w)x = Ax+ ux

(L8) A(ux) = (Au)x

Tamm 3.1.2. (Metrik Uzay)

X #@birkimeved:X XX - R, (x,y) = d(x,y) bi¢iminde fonksiyonu verilsin.
Her x,y,z € X icin,

(MD)d(x,y) =0 x=y
(M2) d(x,y) = d(y,x)

(M3) d(x,y) <d(x,z) + d(z,y) (icgen esitsizligi)



ozeliklerini sagliyorsa d ye X iizerinde bir metrik (uzaklik fonksiyonu) denir. (X, d)
ikilisine metrik uzay denir.

Tanim 3.1.3.

Bir (X, d) metrik uzay1 iizerinde (x,,) dizisi verilsin. Ve > 0 igin m,n > n, iken
d(x,, x,) < & olacak sekilde ny € N varsa yani m,n - o iken d(x,,, x,) = 0

oluyorsa (x,,) dizisine bir Cauchy dizisi denir.

Tanim 3.1.4.

Bir (X, d) metrik uzayimndaki her Cauchy dizisi X i¢inde bir noktaya yakinsak ise,

(X, d) metrik uzayimna tam metrik uzay denir.

Tanim 3.1.5. (Normlu Uzay)
U, F cismi iizerinde bir lineer uzay olsun.
Il: U - R*
x = ||x|]

dontisiimii asagidaki sartlari sagliyorsa bu doniisiime bir norm ve (U, ||-||) ikilisine de

normlu uzay denir. Vx,y € U i¢in;
(ND) |lx]| =0 x=86
(N2) [[ax|| = lalllx|l (« skaler)

(N3) [lx + yll < llxll + I¥ll

Tanm 3.1.6.

X bir normlu uzay ve elemanlar1 X den alinan bir (x,,) dizisi verilsin. Eger m,n — oo
iken ||x,,, — x,|l 20 olmasi durumunda n—oo iken ||x,, — x|| 20 olacak sekilde bir

X € X varsa X uzayina tam normlu uzay veya Banach uzay1 denir.
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Tanmm 3.1.7.

(i) AcR, f:A—- R bir fonksiyon ve x, € A olsun. Herbir £ > 0 sayis1 igin,
|x —xo| < & iken |f(x) — f(xy)| < € olacak sekilde bir 6:5(g, x,) > 0 reel sayisi

bulunabilirse f fonksiyonu x, noktasinda siireklidir denir.
(if) Her € > 0 sayisina karsilik |x; — x, | < 6 kosulunu saglayan her x,, x, € A igin

|f(x1) — f(x2) | < € olacak sekilde en az bir § = §(&) > 0 sayis1 bulunabilirse, f

fonksiyonu A kiimesinde diizgiin siireklidir denir.

(i1) den her diizgiin siirekli fonksiyonun siirekli oldugu goriiliir.

Teorem 3.1.1.

Kapal1 bir aralikta siirekli her fonksiyon o aralikta diizgiin stireklidir.

Teorem 3.1.2.(Weierstrass Teoremi )

f fonksiyonu [a, b] araliginda siirekli olmak iizere verilen her € > 0 ve x € [a, b]

i¢in,
lf () —P)| <e

sartini saglayan en az bir P(x) polinomu bulunabilir.

Tanim 3.1.8.

Bir ya da daha fazla fonksiyonun tlirevlerini igeren denklemlere diferansiyel

denklem denir.

Tanim 3.1.9.

Bir diferansiyel denklem eger bir tek bagimsiz degiskenden olusan tiirevleri

bulunduruyorsa bu tiir diferansiyel denklemlere adi diferansiyel denklemler denir.
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Genel olarak bagimli degiskeni y, bagimsiz degiskeni x olan bir adi diferansiyel

denklem,

F(x, v,y y", ...,y(")) =0

seklinde bir fonksiyon olarak tanimlanir.

Tanim 3.1.10.

Eger bir diferansiyel denklem bir veya birden fazla bagimsiz degiskenin kismi
tiirevlerini bulunduruyorsa bu tiir diferansiyel denklemlere de kismi tiirevli diferansiyel
denklemler denir. Genel olarak bagimli degiskeni u, bagimsiz degiskenleri x ve y olan

bir kismi diferansiyel denklem,

F(x; y; uxl u'yp uxx’uxy'uyy, e ) = 0

seklinde bir fonksiyon olarak tanimlanir.
Tamm 3.1.11.

Bir diferansiyel denklemde goriilen en yiliksek mertebeden tiirevin mertebesine

diferansiyel denklemin mertebesi denir.

Tanim 3.1.12.

Eger bir diferansiyel denklem var olan tim tlirevlere gore bir polinom denklem
bi¢iminde ise, en yiiksek mertebeden tiirevin kuvvetine diferansiyel denklemin derecesi

denir.
Tanim 3.1.13.

Eger bir diferansiyel denklem bilinmeyen fonksiyon ve bilinmeyen fonksiyonun var
olan tiirevlerine gore birinci dereceden ise, diferansiyel denkleme lineerdir denir. En

genel lineer diferansiyel denklem

ao ()y™+ a; )y VY + L+ a0 Y+ an ()Y =Q(x)

seklindedir. Burada ay, a4, ... a, Ve Q , x in verilmis fonksiyonlaridir.
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Tanim 3.1.14.

Diferansiyel denklemler bagimli degisken ve tiirevlerinin katsayilarinin durumuna
gore de smiflandirilmaktadir. Eger bu katsayilar birer sabit ise sabit katsayili
diferansiyel denklem, eger bagimsiz degiskene bagl fonksiyonlar ise degisken katsayilt
diferansiyel denklemler denir.

3.2. Kuvvet Serileri

Bu boliimde kuvvet serileri ile ilgili temel tanim ve teoremlere deginilecektir.

Tamm 3.2.1.
Yo ok (x—a)f=cote(x—a)+c(x—a)+ ..+ cp(x—a) + .. (3.1)

seklindeki bir seriye kuvvet serisi denir. Buradaki c; sayilarina serinin katsayilar1 adi

verilir.

Verilen bir kuvvet serisinde esas konu, bu serinin iraksakligi veya yakinsakligi
problemi degildir. Ciinkii serinin terimleri x 'e bagli oldugundan, bu seri bazi x ler igin
yakinsak bazilar1 i¢in 1raksak olabilir. Kuvvet serilerinde esas problem serinin hangi x

ler i¢in yakinsak hangileri i¢in 1raksak oldugunu belirlemektir.

Tanim 3.2.2.

x in belli bir degeri i¢in (3.1) bir say1 dizisidir. Eger x = x; ig¢in

o]

y() = ) e (o — )

k=0

say1 serisi yakinsak ise, (3.1) serisi x = x; de yakinsaktir denir.
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Tanmm 3.2.3.

Y7 ock (x —a)*® kuvvet serisinin |x —a| <R igin yakinsak oldugu en biiyiik
pozitif R sayisina, bu kuvvet serisinin yakinsaklik yarigapi, seriyi yakinsak yapan x

noktalarinin olusturdugu (a — R, a + R) araligina da yakinsaklik aralig1 denir.

Eger seri sadece x = a noktasinda yakinsak ise R = 0; tiim x ler i¢in yakinsak ise

R = oo yazilir.

Tanim 3.2.4.

Bir kuvvet serisinin yakinsakligi boliim kriteri ile belirlenebilir. Bu kritere gore eger

Cn+1
CTl

|x —al =1L

n—-oo

ise ;
L < 1 i¢in seri yakinsak,
L > 1 icin seri raksaktir.

Bu kriterden kolayca goriilebilir ki (3.1) serisinin yakinsaklik yarigap1

. Cn
R = lim,_, [—
Cn+1

seklindedir.

3.2.5. Kuvvet Serilerinin Tiirev ve Integrali

Bir kuvvet serisinin toplami, yakinsaklik araliginda
fx) = Xi—o cx (x — a)¥

ile verilen bir f fonksiyonu tammlar. Bu fonksiyon (X%_,cx (x —a)*) polinom

dizisinin limiti oldugundan polinomlarin sahip oldugu birgok 6zellige sahiptir. Bu
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Ozelliklerin varligi, serinin diizgiin yakinsak olmasinin sonucudur. Simdi serinin diizgiin

yakinsakligini veren teorem verilecektir.
Teorem 3.2.1.

Yakinsaklik yarigcap1 R olan Y.%_, cx (x — a)* serisi, (a — R,a + R) tarafindan

kapsanan her bir kapali aralik iizerinde diizgiin ve mutlak yakinsaktir.

Teorem 3.2.2.
Y% o Ck (x — a)¥ serisinin yakisaklik yaricapi R ve x € (a — R, a + R) igin
fx) = Zzocr (x —a)*

olsun. f fonksiyonu integrallenebilirdir ve [c,d]c(a — R,a + R) i¢in

[ Cieco e (2 = @))dx = Eizo i ([ (2 — @) dx)

saglanir.

Teorem 3.2.3.

Herhangi bir (c;) dizisi ve a sayist i¢in  Y5_, ¢, (x — a)* serisi ve terimleri bu
serinin terimlerinin tiirevlerinden olusan Yj5_o k ¢, (x — a)*™! serisinin yakinsaklik

yarigaplar1 aynidir.

Ispat

Y ¢, (x — a)* serisinin yakisaklik yaricapt Ry, Y. k ¢, (x — a)*~1 serisinin
yakinsaklik yaricap1 R, olsun. Eger [x; — a| < R, ise , Y k ¢, (x — a)*"1 mutlak

yakinsaktir.

Yo (x—a) =g —a)X ¢ (xy — @)
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ve
| ey — )M < |k (e, — )71

oldugundan Y, ¢, (x; — a)¥ serisi de mutlak yakimsaktir. Y. k ¢, (x; — a)*~1 serisini

yakinsak yapan her x; noktas1 Y, ¢, (x; — a)¥ serisini de yakinsak yaptigindan
RZ S Rl (3'2)
olur.

Y ¢ (x; —a)¥ serisi yakinsak olsun. |x, — a| < |x; — a| bagintisin1 saglayan

her bir x, icin Y, ¢x (x, — a)¥ serisinin mutlak yakinsak olacag agiktir.

kc, (x, —a)k?t x, —a|k1 1
(g — a)* X1 —a " xg —al
ifadesinde
xZ —a
=r
x1 —a
denilirse,
k-1
kc,(x,—a) 1 opk-1
(g — a)* lx, — al
bulunur.0 <r < 1 igin
limy,_,o krk=1
olacagindan p— kr*=1 siirhdir. Su halde
-

_ k
ki (e, — )7 < M| (e — @)

olacak sekilde bir M sayis1 vardir. Dolayisiyla, Y ¢ (x; — a)k™?

yakinsak
oldugundan ¥, ¢ (x, — a)*~! yakinsaktir. ) ¢, (x, — a)* serisinin yakinsak oldugu

aciktir.
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Y ¢ (x — a)¥ serisinin yakinsak oldugu her x, noktasinda Y kc, (x — a)*~1 yakinsak

oldugundan
R, <R, (3.3
bulunur.

O halde (3.2) ve (3.3) den R; = R, dur.

Teorem 3.2.4.
¥ ¢ (x — a)* serisinin yakinsaklik yarigapt R ve Vxe(a — R,a + R) igin
f() = Xizo o (x — )"
olsun. f fonksiyonu (a — R, a + R) araliginda tiirevlenebilirdir ve
f1e0) = Erzock (x — ) = Eiolen(x — )] = Eiookey (x — @)

olur.

Tanmm 3.2.6.

Eger bir f fonksiyonu a noktasinin bir I komsulugundaki tiim x ler i¢in

fO) = Ei=pcr (x — )"

bi¢giminde yakinsak bir kuvvet serisine agilabiliyor ise , f fonksiyonuna a noktasinda
analitiktir denir. Bir fonksiyon a noktasinda her mertebeden tiireve sahip degilse a

noktasinda analitik olamaz.

Ornek 3.2.1.

Iki polinomun béliimii olan % rasyonel fonksiyonu Q(a) = 0 olan a lar harig, tim

a lar i¢in analitiktir. Bunun gibi e* , sinx, cosx fonksiyonlari tiim x ler i¢in analitiktir.
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Bu fonksiyonlarin seriye agilimi;

2 n
eX=1+x++ =30 =
mx = x— 2+ X oy X
Sinx =X =1+ 4 = Zn=o(—1) (2n+1)!
x2 x4 . x2n
cosx =1— ; + Z — e = ano(—l)nm
seklindedir.
3.3. Diferansiyel Denklemlerde Adi ve Tekil Nokta
Ikinci mertebeden degisken katsay1li
d’y dy _
2T P(x)a +Q(x)y =0 (3.4)

diferansiyel denklemini g6z 6niine alalim.

Eger P(x) ve Q(x) x, noktasinda analitik ise, x, noktasina (3.4) diferansiyel
denkleminin adi noktas1 denir.
Eger x,, (3.4) denkleminin bir adi noktas1 degil ise, ona (3.4) denkleminin bir tekil

noktas: denir.

Teorem 3.3.1. (Analitik Coziimlerin Varhgi)

Eger x = x, (3.4) diferansiyel denkleminin adi noktasi ise, bu diferansiyel
denklemin her ¢6ziimii x = x, da analitiktir. O halde R > 0 yakinsaklik yarigap1

olmak tizere;
y=ao+ a; (x —x0) + a; (x —x0)* + ... = Yoo am (x — %)™

seklinde kuvvet serisine agilabilir.
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3.4. Diferansiyel Denklemlerde Kuvvet Serisi Coziim Metodu

i) Oncelikle x, noktasinin adi nokta oldugu dogrulanur.

i) ag,ay, a, , ... sabitler olmak tizere ¢6ziimiin

e}

y=ap+ a; (x —x9) + a, (x —x0)* + ... = Z A (X — x0)™
m=0
seklinde oldugunu varsayilir.
..y dy d?y - . . . .
iii) — Ve—3 degerleri hesaplanip diferansiyel denklemde yerine yazilir.

iv) Homojen denklemin sag tarafi sifir olacagindan (x —x,) m kuvvetleri sifira
esitlenir. Bu sekilde tiim katsayilar1 bulabilmemizi saglayan indirgeme bagintilart elde

edilir.
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4. BIRINCI MERTEBEDEN LINEER DIFERANSIYEL
DENKLEMLERIN HYERS-ULAM KARARLILIGI

Birinci mertebeden lineer diferansiyel denklemlerin en genel sekli

ag(x)y +a; (x)y = Q(x) (4.1)
bicimindedir. Burada a,, a; ve Q x in verilmis fonksiyonlaridir.

Q(x) = 0 halinde, (4.1) denklemi homojen lineer denklem adini alir ve bu denklem

degiskenlerine ayrilabilir bir denklemdir.

O LG )
y ag(x)

biciminde yazdiktan sonra integral alinirsa,

ap(x)
fao(x) x

y=Ce
elde edilir. Burada C, bir keyfi sabittir.

(4.1) denklemini normal form diyecegimiz
2+ p()y = q(x) (4.2)
formuna getirelim. Burada p(x) = a;(x)/ay(x), q(x) = Q(x)/ay(x) dir.
Simdi (4.2) nin her iki yanin1 bir u(x) carpani ile carpalim. Bu suretle elde edilen
() 2 + p@p()y = p()q(x)

denkleminin birinci tarafinin g(x)y nin tiirevine esit, yani

() 2+ p@p()y = < [u(x)y]

olmast i¢in u niin

LB = @)

denklemini saglamasi1 gerektigi aciktir. Buradan
'u(x) = efp(x)dx
elde edilir. u(x) fonksiyonuna denklemin integral ¢arpani denir.
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Integral ¢arpan1 yardimiyla (4.2) denklemi

= [u(x)y] = u(x)q(x)

seklinde yazilabilir. Buradan integral alarak,

y = f (g dx + —— ()

elde edilir. Bu (4.2) denkleminin genel ¢oziimiidiir.

a ve b reel sayilar1 —o < a < b < +o esitsizligini saglamak tizere, I = (a, b)
bir agik reel aralik olsun. Ustelik ¢:1 — R nin herhangi bir t € I i¢in f;% integrali
var olacak sekilde verilmis bir fonksiyon oldugunu kabul edelim.

Birinci mertebeden lineer

)y () = y(©) (4.3)
diferansiyel denkleminin Hyers-Ulam kararlilig1 Jung (2004) tarafindan ele alinmistir.
Daha kesin olarak, eger ya her t € I igin ¢@(t) > 0 esitsizligi ya da her t € I i¢in
@(t) < 0 esitsizligi saglanmiyorsa ve dahasi eger her bir diferansiyellenebilir y: I - R
fonksiyonu her t € I igin |(p(t)y’(t) —y(t)l < ¢ esitsizligini sagliyorsa, o zaman
herhangi bir t € I igin

t dt
Jap

<e¢

‘y(t) —ce

olacak sekilde bir ¢ reel sayisinin var oldugu Jung (2004) tarafindan ispatlanmistir.

Lemma 4.1.

Bir siirekli diferansiyellenebilir z: I — R fonksiyonunun verilmis oldugunu kabul

edelim.

(@) z(t) < @(t) z'(t) esitsizliginin her t € I i¢in dogru olmasi igin gerek ve yeter
sart her t € I icin a'(t)p(t) = 0 ve

=
z(t) = a(t)e're®

olacak sekilde bir diferansiyellenebilir @: I — R fonksiyonunun var olmasidir.
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(b) z(t) = @(t)z'(t) esitsizliginin herhangi bir t € I icin dogru olmas1 igin gerek
g

ve yeter sart her t € I i¢in B'(t)p(t) < 0 ve

t dt
o)

z(t) = B(t)e
olacak sekilde bir diferansiyellenebilir 5: I — R fonksiyonunun var olmasidir.

(Jung, 2004).

Teorem 4.1.
€ > 0 verilmis olsun. Siirekli birinci tiireve sahip bir y: I — R fonksiyonunun her
t €1 igin
ey ®) —y®)| <e (4.4)

esitsizliginin bir ¢6zlimii olmasi i¢in gerek ve yeter sart herhangi bir ¢ € [ i¢in

tdr
y(t) = € + a(t) el (4.5)
ve
: -t
0<a(®)p(t) < 2ce "2® (4.6)

olacak sekilde bir stirekli diferansiyellenebilir a: I — R fonksiyonunun var olmasidir

(Jung, 2004).

(4.3) diferansiyel denkleminin Hyers Ulam kararliligi asagida verilecek teorem

ile ifade edilmektedir.

Teorem 4.2.

Eger her t € I icin ¢ > 0 esitsizligi saglanirsa veya her t € [ i¢in ¢ < 0 esitsizligi
saglanirsa, ve eger her bir siirekli diferansiyellenebilir y: I — R fonksiyonu her t € I
i¢cin

lo@y' @) —y(®)| < e

esitsizligini sagliyorsa, o zaman herhangi bir t € [ i¢in

t dt
lagpem

<e& 4.7)

|y(t) —ce
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olacak sekilde bir ¢ reel sayis1 vardir (Jung, 2004).

It dt

Burada, y bir keyfi reel sabit olmak iizere, ye’*¢®@ fonksiyonunun (4.3) diferansiyel

denkleminin genel ¢6ziimii oldugu dikkate alinmistir.

Teorem 4.2, (4.4) esitsizliginin her bir ¢6ziimiine (4.3) diferansiyel denkleminin bir
¢oziimii ile bir € uzaklig1 iginde yaklasilabilir. Maalesef, Teorem 4.1 den y(t) nin
davranislar1 iizerine bazi bilgiler alabilmemize ragmen, (4.7) esitsizligindeki ¢ sabitini

bulmak i¢in etkili bir yol yoktur.

Bununla birlikte, eger bir baslangi¢ kosulu bilinirse, ki onu y(a) ile gosterirsek, o
zaman asagidaki sonug, y(t) i¢in alt ve list sinir degerlendirmeleri almamiza olanak

Verir.

Sonuc 4.1.

a nin bir reel say1 oldugunu ve her t € I i¢in @(t) > 0 oldugunu kabul edelim.
y:1 U {a} = R, I lizerinde siirekli diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Ayrica y, a
noktasinda sagdan siirekli olsun. Eger y fonksiyonu her t € I i¢in ve bir € > 0 igin (4.4)
esitsizligini sagliyorsa, o zaman herhangi bir t € [ i¢in

ft dt ft dt

(v(a) — e)e’e® + £ < y(t) < (y(a) + £)e’we® — ¢ (4.8)

degerlendirmesi vardir (Jung, 2004).

Sonugc 4.2.

a nin bir reel say1 oldugunu ve her t € I icin ¢(t) < 0 oldugunu kabul edelim.
Dahasi, y:1 U {a} - R, [ lizerinde siirekli diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun.
Ayrica y, a noktasinda sagdan siirekli olsun. Eger y fonksiyonu her t € I i¢in ve bir
€ > 0 i¢in (4.4) esitsizligini sagliyorsa, o zaman herhangi bir t € [ i¢in

t drt tdr
J

(@) + £)eIv® — ¢ < y(t) < (y(a) — £)e'we® + ¢ (4.9)

degerlendirmesi vardir (Jung, 2004).
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Birinci mertebeden homojen olmayan

y' (@) +g9@y® +h(®) =0 (4.10)

lineer diferansiyel denklemin Hyers Ulam kararlilig1 Jung (2006a) tarafindan elde

edilmistir.
X bir kompleks Banach uzay1 ve (a, b) bir keyfi aralik olsun. Dahas1 g: I — C,
t
h:l - X ve @:1 - [0,00)nin keyfi c €I icin g(t) ve ela9@p(t) (a,c) iizerinde

t
integrallenebilir ve ayrica ¢ (t)e™ /a9 | iizerinde integrallenebilir olacak sekilde
fonksiyonlar oldugunu kabul edelim. Burada R(w) ile w kompleks sayisinin reel kismi

gosterilecektir.
Teorem 4.3 de, eger her bir siirekli diferansiyellenebilir y: I — X fonksiyonu her
t €[ igin
Iy’ () + gy (&) + h(®)|] < (1) (4.11)

esitsizligini sagliyorsa, o zaman (4.10) diferansiyel denkleminin her t € I i¢in

t b »
ly(®) = Yol < e™ g0 f p(v)eM a9t gy

t

olacak sekilde bir tek ¢éziimiiniin var oldugu ifade edilmektedir.

Teorem 4.3.

X bir kompleks Banach uzay1 ve (a, b) bir keyfi aralik olsun. Burada a < b olmak
tizere a,b € RU {xo0} keyfi bir bigimde verilmistir. g:/ — C ve h:I - X 1n her bir

t
¢ € Iigin g(t) ve ela 9% p(1) (g, ¢) iizerinde integrallenebilir fonksiyonlar oldugunu

t
kabul edelim. Ayrica ¢@:1 — [0,0) nin @(t)e®/a9@a | jizerinde integrallenebilir

olacak sekilde bir fonksiyon oldugunu kabul edelim.

Eger bir siirekli diferansiyellenebilir y: I — X fonksiyonu her t € I i¢in (4.11)

esitsizligini sagliyorsa, o zaman her bir t € [ i¢in

25



t v
Hy(t) — e‘f;g(u)du (X _ j h(v)efa g(u)dudv>

a

b
< e Rlegwau f o(v)eM N 9tdugy, (4.12)
t

olacak sekilde bir tek x € X vardir (Jung, 2006a).

Uyan 4.1.

(4.10) diferansiyel denkleminin genel ¢6ziimiiniin

t
y(t) = e~ Jag(Wau <x — f h(v)ef:g(”)d“dv>
a

olduguna dikkat edelim. Burada x, X in keyfi bir elemanidir (Jung, 2006a).

Sonuc 4.3.

X bir kompleks Banach uzayi ve I = (a, b) bir agik aralik olsun. Burada a < b olmak
tizere a,b € RU {+} keyfi bir bi¢imde verilmistir. g:I — C ve h:] = X 1n her bir
c €1 igin g(t) ve elrd Wdup () fonksiyonlari (c, b) iizerinde integrallenebilir olacak
sckilde fonksiyonlar oldugunu kabul edelim. Ustelik ¢: I — [0, 00) nin ¢ (£)e®Jp 92,
I iizerinde integrallenebilir olacak sekilde bir fonksiyon oldugunu kabul edelim. Eger

her bir siirekli diferansiyellenebilir y:1 — X fonksiyonu her t € igin (4.11)

esitsizligini sagliyorsa, o zaman herhangi bir t € [ i¢in

t
Hy(t) — e—fbtg(u)du <X _ J h(v)ef;g(u)dudv>
b

b
< o Rl otadu f o (v)e s 9aaugy, (4.13)

a

olacak sekilde bir tek x € X vardir (Jung, 2006a).
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Uyar 4.2.

(4.10) diferansiyel denkleminin genel ¢6ziimiiniin

t
y(t) = e—fbtg(u)du <x _ f h(v)ef;g(u)dudv>
b

biciminde olduguna dikkat edelim. Burada x, X in keyfi bir elemanidir (Jung, 2006a).

Simdi Hyers Ulam kararliliga sahip olan birinci mertebeden lineer diferansiyel

denklem Ornegi verilecektir.

Ornek 4.1.
Eger Teorem 4.3 de h(t) = 0 ve @(t) = ¢ alirsak, asagidaki sonucu elde ederiz:
X bir kompleks Banach uzay1 ve a,b € R U {£oo} olmak tizere I = (a, b) bir agik

t
aralik olsun. g: I — C nin her bir ¢ € I igin e®Ja 9% (1) fonksiyonu (a, ¢) iizerinde
integrallenebilir olacak sekilde bir siirekli ve integrallenebilir fonksiyonlar oldugunu

kabul edelim. Eger bir siirekli diferansiyellenebilir y: I — X fonksiyonu her t € I igin

ly'(®) + gyl < e

esitsizligini sagliyorsa, o zaman her bir t € [ igin

b
”y(t) - e‘fatg(u)dux” < ge—iﬂf;g(u)duf esnf;’g(u)dudv
t

olacak sekilde bir tek x € X vardir (Jung, 2006a).

Farkl1 bir bakis agisiyla, Jung (2009d) ¢alismasinda kuvvet serisi metodunu

kullanarak,

y'(x) = Ay(x) = Y=o m (x — )™ (4.14)

formundaki birinci mertebeden homojen olmayan lineer diferansiyel denkleminin genel

¢Oziimiinii bulmus ve iistel fonksiyonlarin yaklasim 6zelligini ispatlamistir.
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Birinci mertebeden lineer

y'(®)—Ay(®) =0 (4.15)
diferansiyel denklemi en yaygin kullanilan diferansiyel denklem olup, bircok

uygulamada karsimiza ¢ikar. (4.15) denkleminin her ¢oziimii y(x) = ae?* formundadir

ve listel fonksiyon olarak adlandirilir.

Teorem 4.4.
c ve A, swrasiyla sabit bir reel say1 ve sabit bir kompleks sayr olsunlar. Eger
Y=o am (x — c)™ kuvvet serisinin yarigapt p > 0 ise, 0 halde (4.14) diferansiyel

denkleminin her y: (c — p,c + p) = C ¢oziimii, her x € (¢ — p,c + p) i¢in

m—1 k!/‘Lm—k—l

y(x) = yp(x) + Xin=1 LS —— @ (x — )™ (4.16)

formundadir. Burada y;, (x) homojen (4.15) denkleminin ¢6ziimiidir (Jung, 2009d).

Ispat

(4.14) denkleminin her katsayisi x = ¢ de analitik oldugundan, (4.14) denkleminin her
¢Oziimii x — ¢ nin kuvvetleri seklinde kuvvet serisine agilabilir. y: (c — p,c + p) = C
fonksiyonunun (4.16) daki gibi verildigini varsayalim. Oncelikle y(x) — y;, (x) seklinde
tammlanan y,(x) fonksiyonunun homojen olmayan (4.14) denklemini sagladig

ispatlanacaktir.

Yp () = Ayp(x) =

yeo Zm—lkl/lm_k_1 (x — )m—l_zoo Zm—lk!lm_k —)M =32 _\m
m=14k=0 (m—-1)! A X c m=14k=0 m! ak(x C) - m:Oam(x C)

olur ki buradan y,, (x) in homojen olmayan (4.14) denkleminin 6zel bir ¢6ziimii oldugu
goriiliir. (4.14) {in her ¢oziimii, homojen denklemin ¢oziimii y;, (x) ve homojen olmayan
denklemin 6zel ¢dziimii y,(x) in toplami olarak ifade edilebileceginden, (4.14) iin her

coziimii (4.16) deki gibidir.
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Simdi
D e ) P | PR (417)

kuvvet serisini goz oniine alalim.

ym-1 klAI™

Cm'= Lk=0 il |ak|

olmak iizere (4.17) kuvvet serisine oran testini uygulanarak,

cmar _ [l gm- 1k'|1|m - 1| | + |am|] [Zm 1k'|z|m i 1|a |]
Cm m+1 k=0 Qe k
| lam| [(m—1)! m | a
< + = Iam_1| = + =
m+1 m+1 m! m+1 lam—1
elde edilir.
Buradan,
m+1 am
lim,, e sup| | < lim,,_,o SUp - |
m—1

elde edilir ki, bu (4.17) kuvvet serisinin yakinsaklik yarigapinin };r_o @, (x — )™
kuvvet serisinin yakinsaklik yarigapindan daha az olmadigi anlamina gelir. Bu nedenle
(4.16) daki kuvvet serisinin yakinsaklik yaricap1 p dan az degildir. O halde (4.16) daki
y(x),(c — p,c + p) aralifinda iyi tanimlidir.

Varsayalim ki p,p, Ve p; 0 < p; < p, < p sartin1 saglayan sabitler olsunlar.
Verilen bir K > 0 i¢in, tim f:(c —p,c + p) = C fonksiyonlarmin kiimesi Cy ile

tanimlansin ve asagidaki 6zellikler saglansin:
(@) f (x) yakinsaklik yari¢api en az p olan;»_, b, (x — ¢)™ kuvvet serisine agilabilsin,
(b) m = 0 i¢in a,, = (m + 1)b,, .1 — Ab,, olmak iizere
Ym=o0lamps'| < K|Xm=0 ampo'|
sarti saglansin.

{b,,} reel sayilarmm her m >0 igin b,,,; = Ab,,/(m+1) ya da m =0 igin

bpi1 < Aby,/(m + 1) sartin1 saglayan bir dizisi olsun. Eger f:(c —p,c+p) > R
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fonksiyonu f(x) = Y7m—obm(x —c)™ seklinde tanimlanirsa, K > 1 olmak {izere f

fonksiyonu Cy kiimesine aittir. Yani K > 1 i¢in Cx kiimesi bos degildir (Jung, 2009d).

Simdi istel fonksiyonlarin yaklagim o6zelligi incelenecektir. Daha &zel olarak
birinci mertebeden lineer diferansiyel denklemlerin lokal Hyers Ulam kararlilig:

ispatlanacaktir.
Teorem 4.5.
Eger bir y € Cy fonksiyonu her x € (¢ — p,c + p) ve bazit € = 0 igin

ly'(x) = y(0)] < € (4.18)
esitsizligini saglarsa, 0 halde (4.15) diferansiyel denkleminin bir y,: (c — p,c + p) = C
0zel ¢oziimii vardir 6yle ki herhangi x € [c — p4, ¢ + p4] igin,

ly(x) = yn (0] < Clx — ¢

esitsizligi saglanir. Burada

1 p [IApoll-1 Kt \el*r1l—
C=Ke|l+-—— 419
€ [ + 2 po—p1 + ( k=0 |3P0|k) [Ap1l ( )

seklindedir. Ozel olarak, y,, € Cy saglanir (Jung, 2009d).

Ispat

v, Cx kiimesine ait oldugundan, (a) ve (b) 6zelliklerinden her x € (¢ — p, ¢ + p) igin,
y'(x) = Ay(x) = Xm=ol(m + Dbpmyy — Abp] (x — )™ = Yoo am (x — )™ (4.20)
saglanir.
(4.18) ve (4.20) goz oniine alinarak, her x € (¢ — p, ¢ + p) igin,

[Xm=oam (x =)™ < ¢
elde edilir. Eger x yerine c + p, alinirsa,
[Yim=0@m po™| < &

saglanir. Bu esitsizlik ve (b) 6zelliginden,
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| Xm=0am Po™| < K|Xm=0am po™| < Ke
elde edilir.

Abel formiilii kullanilarak,

Lke= 01|akpo||/1p I =(Z ﬁgllaip(ﬂ IJ(LZ;:‘)! Lk= 02(2 o|a1P0|) 2P0 |k( II;;;I)

(m-1)! I/lpol -1kl
<K — 4.21
= fe <|/1Po|m P |,1p0|"> (4.21)

elde edilir.
k = |Ap,| = Ligin 1—(k + 1)/ |Ap,| < 0 oldugundan, (4.20),(4.21) ve Teorem 4.4 den

(4.15) diferansiyel denkleminin bir y, ¢6ziimii mevcuttur dyleki her x € (¢ — p,c + p)
i¢in,

o 1AMt
ly() = yp ()| < Ts = 1x c|m2’,:‘ollakpo|w C

m
X—C

Po

|/1P0|] 1K Apg|™”
< Kelx —c| Xz 0[ + 2= D1

x—c m

Do

X—C m

[12p0l]- Ky . [Apol™
m=

- KSlX - Cl [Zm 0 1 k=0 |/1P |k (m+1)!

] (4.22)

m+1
saglanir.

Ote yandan, herhangi x € [c — py, ¢ + p;] igin,

x=c|™ 1 (p\™ 1 p
< Yo (_1) <1 L S
Lim= 0m+1 Po _Zm‘omﬂ po/ T +2po—pl
ve
o 1Apol™ [x—c|™ <y Ap™ (b m_ 1Ap1l —q
Zm:O — - Zm=0 P (e o )
(m+1)! (m+1)! \po I/lpll

oldugundan (4.22) den, her x € [c — p;,c + p;] ve C, (4.19) deki gibi olmak {izere,

ly(x) = yp(x)| < Clx — |

elde edilir. y,(x) = ae?* 6zelligini saglayan kompleks a sayist mevcut oldugundan,

Yr Nin Cg kiimesine ait oldugunu gérmek kolaydir.
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Simdi y, nin tekligi ispatlanacaktir. Varsayalim ki y;:(c —p,c+p) —>C
, 1 € {1,2}, homojen (4.15) denkleminin ¢6ziimii olsun. Her x € [c — p;, ¢ + p,] Ve bazi
C; > 0 sabitleri i¢in
ly(x) — ()| < Cilx —c|
esitsizligi saglansin. O halde her bir i € {1,2} icin y;(x) = a;e?* olacak sekilde bir a;
kompleks sayis1 mevcuttur. Buradan, herhangi x € [¢ — py, ¢ + p4] icin

|a1elx - azeﬂxl = y1(x) =y, ()| < (€1 + C)|x — ¢l

elde edilir. Eger bu esitsizlikte x = ¢ almirsa |a; — a,|e?* = 0 olur ki buradan
Y1 = Yy, oldugu goriliir (Jung, 2009d).

Sonuc 4.4.

Varsayalim ki A bir kompleks sabit; p, po ve p; ise 0<p; <py< p Ve
|Apo| < 1 sartlarim1 saglayan pozitif sabitler olsunlar. Eger y € Cy fonksiyonu her
x € (c —p,c+p)vebazi e = 0icin (4.18) esitsizligini sagliyorsa, (4.15) diferansiyel
denkleminin herhangi x € [c — p4, ¢ + p4] igin,

[y = ynCOl < Ke (1432 ) 1x —cl

esitsizligini saglayan bir tek y,: (c — p,c + p) = C ¢6ziimii mevcuttur (Jung, 2009d).
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5. IKINCi MERTEBEDEN DIiFERANSIYEL DENKLEMLERIN
YAKLASIM OZELLIKLERI

5.1. Airy Denklemi

Airy diferansiyel denklemi uygulamali matematikte bircok hesapta karsilasilan

bir denklemdir.

Jung (2008) calismasinda, a,, kuvvet serisinin katsayilar1 ve p yakinsaklik

yarigap1 olmak iizere p > 0 ve her x € (—p, p) igin

y"'(x) = xy(x) = Xm=o amx™ (5.1)

formundaki homojen olmayan Airy diferansiyel denkleminin ¢6ziimiinii incelemistir.

5.1.1. Homojen Airy Diferansiyel Denklemi

Uygulamali matematikteki bir¢cok hesapta karsimiza ¢ikan

y"'(x) = xy(x) (5.2)

Airy diferansiyel denkleminin genel ¢oziimii kuvvet serileri cinsinden ifade edilebilir.
Bu boliimde b,, kuvvet serisinin katsayilart ve p yakinsaklik yaricapit olmak iizere

p >0 veher x € (—p,p) igin
y(x) = Xm=o bnx™ (5.3)
Y'(x) = Xm=1 M by x™ ™1
y"(x) = Xm=2m(m — Dbpx™ 2 (5.4)
(5.3) ve (5.4) esitlikleri (5.2) denkleminde yerine konularak
2by + Yo m+2)(m+ Dbyey — b1 x™ =0

elde edilir.
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Buradan,

b,=0ve Ym=>=1ligin (im+2)(m+ 1)b,,4» = by_1
elde edilir.

_ bo
3M ™ 3m)(3m—1)...6.5.3.2

(5.5)

by
(3m+1)(3m)...7.6.4.3

(5.6)

b3m+1 =

esitlikleri elde edilir.

(5.2), (5.5) ve (5.6) esitliklerinden homojen (5.2) denkleminin genel ¢6ziimii
. ~171
y(x) = bo Xim—o[[1]: (3 — DBNH] ~ x3™

+ by T[T (3) + 1)(B)] x2m+ (5.7)

olarak bulunur.

5.1.2. Homojen Olmayan Airy Diferansiyel Denklemi

(5.1) denkleminin g6z oniine alalim.
y(x) = Xim=o Cmx™

y'(x) = Yo mcux™mt

y"(x) = =z m(m — Deypx™?

Bu verileri (5.1) denkleminde yerine koyarak;

2¢; + Ymzol(m +3)(m + 2)cyz — Cnl XM = ag + Yoo Qs XM

elde edilir. Buradan ¥ m € N, igin,
2C2 = ao ve
(m+2)(m+ Demyz — Cmo1 = A

indirgeme bagntilar elde edilir.
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.« . a
m=0 igincg = ——

3.2
. . a; +C1
m=1icinc, =
I Cy 43
.. a a
m=2igincg = =+ —=
54 254

Buradanm = {0,1,2,...} i¢in degerler yerine konularak ve c, =0, ¢; =0

kabul ederek (5.1) denkleminin ¢éziimii
, , -1
Yp () = 22X o[[1}=1(3j + D@Bj +2)]  x3+2

7 B Mo Dot Qi e X3 [[Toy(3) + K+ DG +k+2)] 200 (5.8)

seklinde bulunur (Jung, 2008).

Lemma 5.1.
T > 2 tamsayisti igin , {@,, } negatif olmayan sayilarin dizisi olsun dyle ki her

n€ {0,1,2,...}i¢in  ®ppy1 = Arpyz = = Appyq saglansin ve {f,,} normlu

uzayda kismi toplamlar1 B (m) = B; + B, +...+[, olan bir dizi olsun.

Eger her m € N igin ||B(m)|| < C sartin1 saglayan bir C sabiti mevcut ise herhangi
n € {0,1,2,...} i¢in

”Z?=o Zﬁ=1 ari+kﬁri+k” < 2C Z?:o it

esitsizligi saglanir (Jung,2008).

Teorem 5.1.

Yim=0amx™ kuvvet serisinin yakinsaklik yarigapt p > 0 olsun. Homojen olmayan
Airy diferansiyel denkleminin her y: (—p, p) = C ¢oziimii, her x € (—p, p) ve y,(x)

homojen Airy denkleminin ¢6ziimii olmak iizere
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y(x) =
o () + L3 [[Tes (3] + DG +2)] %2 +

X2 B o N Bt Qaia i A ([T (3) + k + (3 + k +2)] 230D (5.9)

bigimindedir (Jung, 2008).

Ispat

Denklem (5.1) deki her katsay1 x=0 da analitik oldugundan, (5.1) in her ¢6ziimii
kuvvet serisine acilabilir. (5.9) esitligindeki y: (—p,p) = C fonksiyonu ile (5.2)
denkleminin ¢6ziimii olan y,(x) fonksiyonunu alalim. Oncelikle y(x) — vy (x)
seklinde tanimlanan y,(x) fonksiyonunun homojen olmayan (5.1) denklemini

sagladigini gosterilecektir.
Bunun i¢in

Vp' () — xy, (x) = Xn—o Amx™
oldugunu gostermemiz gerekir.

(5.8) den dolay1

¥ (x) =
Sy o[ B + D(3j +2)] 7 B+ 2)Bn+ 1) 23 +

. . -1 . .
+ Ym0 X0 Xhe1 @zin e [TT=iBj+k+DGBj+k+2)]  GBj+k+1)(3) +k +2)x5n+k

Buradan da y," (x) ,

ay + LT[ G + DGj+2)] 7 2% + Bhey a x* + Ny Ty agp o 2%
+ X1 X150 Th=1 G3i4 i [H;l:_il@j +k+1)@j+k+ 2)]_1 x3ntk

seklinde bulunur.

. . -1 o e .
xy,(x) = %Z?&l[l'[?:f(w +1D(3j + 2)] X3 e N a1 30k k [H}l:il(3] +k+
1)(3j+k+2)] a3tk
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bulunur.

V" () = xyp(x) = ag + =y Qe X" + Xitor Tjimr Az e x5

olur. Buradan da
V' (%) = xyp () = Y=o Anx™
bulunur.
O halde y,, (x) homojen olmayan Airy denkleminin 6zel bir ¢dziimiidiir.
¥ () —xy(x) = Xm=o amx™

denkleminin her ¢6ziimiinii homojen denklemin ¢6ziimii y,(x) ve homojen olmayan

denklemin &zel ¢6ziimii olan y, (x) in toplami olarak yazabiliriz.

O halde y"'(x) —xy(x) = Yo a@mx™  denkleminin her ¢éziimi (5.9) seklinde

verilebilir.

Oran testi (5.7) denklemine uygulanirsa kuvvet serisinin her noktada yakinsak
oldugunu goriiliir. O halde, (5.1) denkleminin x in kuvvet serisi seklinde yazilabilen
ozel bir y, (x) ¢oziimii vardir ki yakinsaklik yarigap1 en az p kadardir. Ote yandan, 6zel
¢6ziim ¥, (x), yo(x) ve y,(x) in toplamu olarak yazilabileceginden yakinsaklik yarigap:
en az p kadardir (Jung,2008).
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5.1.3. Airy Fonksiyonlarmin Yaklasim Ozelligi

Bu boliimde her analitik fonksiyonun smirli bir bolge tizerinde hata sinirt ikinci

dereceden bir fonksiyon olan Airy fonksiyonu ile yaklastirilabilecegini ispatlanacaktir.

Teorem 5.2.

Varsayalim ki p ve po , p < min{3/6, p,} olacak sekilde pozitif sabitler olsun. Eger

y: (—p, p) = C fonksiyonu yakinsaklik yarigap1 p, olan

y(x) = Y=o Cmx™

seklindeki kuvvet serisi ile gosterilebiliyorsa, o halde Airy denkleminin bir

Vi (—p, p) = C ¢oziimii ve Vx € (—p, p) olmak iizere
ly(x) =y ()| < Cx?
esitsizligini saglayan bir C > 0 sabiti vardir (Jung, 2008).

Ispat

(5.10)

Varsayalim ki y(x), yakinsaklik yarigapt p, > p olan Yon_, cnx™ seklindeki bir

kuvvet serisiyle gosterilsin.O halde,

-2 o9) m
— X Ym=0Cm X

Lm=2m(m —1) cpx™
=2¢; + Ym=a[m+2)(m + Depyy — Cpoq | x™
olur ki bu kuvvet serisinin de yakinsaklik yarigap1 p, dir.
Bu kuvvet serisi Yoo —o @, x™ ile gosterilecektir, yani
Tm=am(m — 1) ¢y x™ 2
olur. Buradan da her x € (—py, pg) vem € {0,1,2, ... } i¢in

2c,=0a9 , (M+2)(m+ D)cpyz — o1 = an

indirgeme bagintilart bulunur.

- xz;.)?l=0 CnXx™ = Z?rol=0 A x™

(5.11)

(5.12)
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Y=o AmXx™ serisinin yakinsaklik yarigapt p, > p dur ve bu seri yakinsaklik

araliginda mutlak yakinsaktir. Yani Vx € (—py, py) i¢in
Lm=olamx™| < o0
olur.

Bu kuvvet serisi [-p, p] araliginda siireklidir. O halde 3C, > 0 sabiti vardir dyle ki bazi
x € (—p, p) icin,

Ym=olamx™| < C, olur.
Bu durumda her x € (—p, p) ve herbir n > 0 tamsayisi igin;
[Xm=1amx™ | < Xq=olamx™| < Co
olur.
Herhangin € N, i€ {0,1,2,...,n} ve k € {1,2,3} i¢in T = 3 alirsak ;
A3ivk = [H}l:i(3]' +k+1DGj+k+2)] HxPOD
B3i+k= |a3i+kx3i+k|
elde ederiz. Buradan her i,n > 0 i¢in,
i=0 213c=1ﬂ3i+k = 2%1=+13|amxm
ve
A3i4+1 > A3iy2 > A3i43
elde edilir.

Denklem (5.10) ve (5.11) den goriiriiz ki y(x) homojen olmayan (5.1) Airy

denkleminin ¢éziimiidiir.
Lemma 5.1 den,
|2t Xhet @3in ke Baivic | =

. ., -1 s .
| Yo Zaaa[lT=iBj+k+ DBj+k+2)]  |x?D 3itk

. |a3i+kx
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< 2Co Xtz 1 = 2Co Xiso[[TimiBj+2)(3j +3)] 71 x>0

elde edilir.

Teorem 5.1 ve (5.12) den her |x| < p i¢in
ly(x) = yn (0|

120l sroo . . -1 o
= %271:0[“7121(3] + 1)(3] + 2)] |x|3n+2 + x? Zn=0|2?=o Zi=1 A3iv ke Baivk |

oo : . -1
|ba| o[ [T722(Bj + D@Bj +2)]  [x[*"*2

IA

+ 2CO x? Z?lozo Z?:()[ ?=1(3] + 2)(3_] + 3)]_1 |x|3(n—i)
saglanir.

Ote yandan |x| < V6 oldugundan;
- . . -1
bl Zoso[[TF=a Bj + D3 +2)]  [x[*™*2
. . -1
< byl |12 + 25 [xI° + B[, G+ DG+ 2] x|
2 6 oo n N[ -1 5
< Ibola? |14 =+ L[ ONG + D] 6]
2 3, 1 wo [2\"
<Ibylw? |14 5+ 3 e (3) |
_ 22 2
BT |b2|x
ve
© . . -1 —i
2Co ¥ T Lo [T1=iBj + 2)(Bj + )] [x3D

= 260 %% [2+ By To[[T=i(3j + 2@ + 3] xP0D ]

< 2C, x? [§+ S o |19 (4 +§)]_1 6n_i]

26022 [+ S [ 202 () (M G +27] + [ B2 |
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AN

26 [f 455 () + 2 () [ 6+ 57+

n
< 26 fod i [+ 2+ 2]
= 2Co (Z+20(4) +£4(2))x?
elde edilir.
Burada {(x) Riemann ¢ — fonksiyonudur.
Sonug olarak |x| < p igin
22 7, 4 2 P
Y0 =y @I < [Z byl + (C+27@) +27@) 6] x
elde edilir (Jung, 2008).

Sonug 5.1.

Varsayalim ki p ve py, p < min{1/6, p,} olacak sekilde pozitif sabitler olsun. Eger
y: (—p, p) = C fonksiyonu yakinsaklik yarigapi p, olan olan (5.12) kuvvet serisiyle
gosterilebiliyorsa, 0 halde Airy denkleminin bir y,: (—p, p) = C ¢6ziimii vardir dyle ki

x — 0 iken,

ly(x) = yn ()] = 0(x?)
olur (Jung, 2008).
Ornek 5.1.

y(x) = e* fonksiyonu ele alinsin. Bu fonksiyon x in kuvvet serisine agilabilir. Her

m € {0,1,2,...}i¢in b, = % alinirsa ve 0 < p < V6 olacak sekilde p sabiti secilirse
(5.12) den, herhangi m € N i¢in
-1 _ 1 1
a,=1vea, = o - —(m—l)!

elde edilir.

Hern € Nve x € (—p, p) i¢in
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[Sher @™ | = [ThesG — )™ | = [ - 1+ A -0 I 5
m=1%¥m m=14Yn1  (m-1)! I Y m=0

3eyn
<maxpey CL + 1+ (1+Y6) e V6 = (14 V6)(1+ e ¥6)

n!

Sonug 5.1 den, Airy denkleminin bir y,: (—p, p) = C ¢6ziimii vardir dyle ki her
x € (—=p,p)
icin

11 2n*+ 1572 + 315
le* —yn ()| < I 205 (1+%)(1+e%) x?% < 34x?

saglanir. Burada yy, (x) ,

Vi (0) = S2o[[Ty B = DBH] ™ *™ + T[Ty B) + DGENH] T 27+

seklindedir (Jung, 2008).
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5.2. Legendre Denklemi

(1-xH)y"(x) —2xy'(x) + p(p + D)y(x) = 0 (5.13)

diferansiyel denklemine p. mertebeden Legendre denklemi denir. Burada p, verilmis bir
pozitif reel sayidir. Bu denklemin bir ¢6ziimiine Legendre fonksiyonu denir. Legendre
denklemi fizik ve miihendislikte Ozellikle de kiiresel simetri gosteren smir deger

problemlerinde kullanilir.
Soon- Mo Jung (2007) ¢alismasinda
(1= x®)y"(x) = 2xy' () + p(p + Dy(x) = Xz @ x™ (5.14)

seklindeki homojen olmayan Legendre diferansiyel denkleminin genel ¢oziimiinii

incelemistir. Daha sonra soyle bir sonug elde etmistir:
p < 1 olmak iizere y:(—p, p) — C analitik fonksiyonu her x € (—p, p) igin
(1= x®)y" () = 2xy'C0) + p(p + Dy(x)| < ¢

esitsizligini sagliyorsa,

2
ly () — yr (0l < € 2

olacak sekilde bir C > 0 sabiti ve y,: (—p, p) = C Legendre fonksiyonu vardir.

5.2.1. Homojen Legendre Denklemi

(5.13) denklemini g6z Oniine alalim.

x =41, (5.13) denkleminin aykirt noktalaridir. Bunlarin disindaki tiim noktalar,
ozellikle x = 0 adi noktadir. Legendre denkleminin x = 0 civarindaki ¢6ziimleri
onemlidir. Bu nokta civarindaki ¢oziimler , |x| < 1 araliginda yakinsak kuvvet serisi

acilimina sahiplerdir. Bu ¢oziimleri elde etmek igin

y(x) = Xk-o Ckxk
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Y'(0) = Liq kot

Y (x) = Bz k(k — Doy’

degerlerini (5.13) de yerine koyalim. Gerekli islemlerden sonra

Yicoltk +2)(k + Degrz — [ — k) + k + Dl ]xk =0
bulunur.
Buradan ;

. _(k—p)(k+P+1)C
k27 k+2)(k+1) Ok

indirgeme bagintis1 bulunur. Bu bagintidan ¢, katsayilari elde edilir.

Bu katsayilar yerine konulursa,
o x2k k , .
y(x) = € [1+ T o Ty (2 = 2 = p)(2k = 2j +p+ 1] +

2k+1
o [x+ S oy @k = 2/ —p+ D2k - 2j +p + 2)| (5.15)

5.2.2. Homojen Olmayan Legendre Denklemi

(5.14) denklemini gbz oniine alalim. y,(x) = ¥.77_ C;px™ olmak iizere bulunan

degerler (5.14) denkleminde yerine koyulursa;
Ym=ol(m +2)(m + Depy, — [(p —m)(p + m+ D]cyp] x™ = Y5_oamx™
elde edilir. Buradan ,

a, _ p(p+1)

m=01¢in ¢, = - o 0

_ .. __ay , 2-p(p+1)
m=1 i¢in ¢3 = - o 1
co = ¢4 = 0 alinirsa,
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. a; | 32-p(p+1
m=2icin ¢, = ﬁ+$ a

as + 4.3-p(p+1)

m = 3 icin Cs = -, o

1

me€ {2,3,...} ve [%] , m/2 yi gegmeyen en biiylik tamsayiy1 gostermek {izere

= =32 — 20) Lag 5 T2 (m — 2j —p)(m — 2j + p + 1) (5.16)

C =
m m!

bulunur. Bazi iglemler yardimiyla m € {2,3, ... } i¢in,

i 1 (m-p)(m+p+1)
Cm+2 = (m+2)(m+1) ™ (m+2)(m+1) ™

(5.17)

elde edilir (Jung, 2007).

Teorem 5.3.

Varsayalim ki p bir reel say1 ve Y. p—o @, X serisinin yakinsaklik yarigapi po > 0

olsun. Varsayalim ki p; ;
Ck

by = lim, ., |2
Ck+1

>0 (5.18)

seklinde tanimlanan pozitif bir tam say1 ve p ,
p = min{l,py p;}
0zelligini saglayan pozitif tamsay1 olsun.

O halde y;, (x) Legendre fonksiyonu olmak iizere, (5.14) diferansiyel denkleminin her

y: (=p,p) = C¢oziimi
y(x) = yp(x) + XY=z G x™ (5.19)
seklinde yazilabilir.

Burada bazi ¢, ve c; sabitleri i¢in y,(x), (5.15) seklindedir (Jung, 2009b).
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Ispat

(5.19) seklinde tanimlanan her bir y: (—p, p) = C fonksiyonunun homojen olmayan
(5.14) denkleminin ¢6ziimii oldugu gosterilecektir. Burada y,(x) Legendre

fonksiyonudur ve c,, (5.16) da verilmistir.
Bu nedenle,
Vp(X) = Xn=2 cmx™ in (5.14) denklemini sagladigin1 gormemiz yeterlidir.
(1= x3)y, () = 2xy, (x) + p(p + Dy, (x) =
=2¢, +6c3x + Ymol(m+2)(Mm+ 1Dcpyy — [(M—p)(m +p + D], ] x™
=ag+ ax+ Ym—y @y x™
Buradan her m € {2,3, ...} i¢in;
ag = 2¢,
a, = 6¢c3

(m+2)(m+ Demyr — [(m—p)(m+p + Dlcy, = ap
elde edilir.
Kabulden dolayr y,(x) = XY=z cnx™ in yakimsaklik yarigap1 p, dir. Oran testi

kullanilarak y,(x) in yakinsaklik yarigapmin 1 oldugu gorilir. Bu nedenle

y(x), (—p, p) tizerinde tanimlidir (Jung, 2009b).

Sonugc 5.2.

Teorem 5.3 {in ifadesi gecerli olmak {izere, herhangi x € (—p, p) i¢in;

xm

s Cnx™ = 22 m — 20) V@ T4 0m = 2j — p)(m — 2j +p + 1)

—yo .20 g amx™ ;—1{ _ p(p+1) }
Lz X Zm=°(m+2i)(m+1) =11 (m+2i-2j+1)(m+2i-2J)

esitligi saglanir (Jung, 2009b).
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Ispat

(m—-2i)! 1 i1 1
m m@m-2i+1) =1 (m-2j+1)(m-2j)

esitliginin saglandig1 asikardir.

Buradan ;

Sy Cnx™ = N2 m — 20) L [TE4(m — 2/ —p)(m — 2/ +p + 1)

_ [m/2] Am—2i i—1 (m=2j-p)(m-2j+p+1)

=Lm= ZZ m(m 21+1)H (m-2j+1)(m-2j)
elde edilir. Buradan;

m [m/Z] Am—2i p(p+1)
Lim=2 CmX Zm 22 m(m 21+1)H { (m—2j+1)(m—2j)}
ve
__ Qm2i p(p+1)
mi = m— 21+1)H { (m—2j+1)(m—2j)}

olarak alinirsa
[m/2]
Z?rolzz me _Zm 22 Ami X m
olur.

Y=z CX™ serisi x € (—p, p) araliginda mutlak yakinsaktir. Bu nedenle sagdaki

serinin terimlerini toplami degistirmeden alt alta siralayabiliriz.
[m/2] - 2 3
Ym=22i=1 AmiX™ = A21X° + 31X
+ g xt + agxt
5

+ag x° + ag,x

+ag X8 + agx® + agyx®

— \'©0 m co m 00 m
—Zm=2am1x +Zm=4am2x +Zm=6am3x + ..

47



= Yot Xm=zi Ami X™

_yoo oy Gnopix™ mi-1fq __ p@+1)
- Zi:l Zm:Zi m(m—2i+1) l_[j=1 {1 (m—2j+1)(m—2j)}

_yo L 2iyoeo  Gmopi XM ;—1{ _ p(p+1) }
Liz1 X mzz‘m(m—2i+1)l_[]=1 1 (m—2j+1)(m—2))

Buradan da m yerine (m — 2i) yazarak sonuca ulasilir (Jung, 2009Db).

5.2.3. Legendre Fonksiyonlarimin Yaklasim Ozelligi

Bu boliimde Legendre fonksiyonlarinin yaklasim 6zelligi incelenecektir. Daha 6zel
olarak (5.18) ozelligini saglayan bir analitik fonksiyonun Legendre fonksiyonu ile

yaklastirilabilecegi incelenecektir.
y(x) fonksiyonu
y(x) = Xin=o bmx™ (5.20)

seklinde kuvvet serisine agilabilen ve yakinsaklik yarigap1 p, > 0 olan bir fonksiyon
olsun. O halde

(1—xy () — 2xy'(x) + p(p + Dy ()
= Zm=ol(m + 2)(m + Dby, — [(m —p)(p + m+ D]bp] x™
=Y Ay X™ (5.21)
burada her m € {0,1,2, ... } i¢in ;
ay = (M +2)(m+ Dby, — [(m—p)p +m+ Dby, (5.22)
olur,

Bazi uzun hesaplamalardan sonra asagidaki Lemma ispatlanmistir.
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Lemma5.2.

A » by ve ¢, (5.16) ve (5.22) gibi tanimlanmak iizere, her m € {0,1,2 ... } i¢in
Cm = by — AT (o — 2 — p) (m— 2 +p + 1)

esitligi saglanir (Jung, 2009b).
ispat

Bu esitligin dogrulugu tiim ¢ift ve tek tamsayilar i¢in ayr1 ayri ispatlanacaktir.
m = 2 i¢in,

Cy =% a, =b, +Mb0

esitligi dogrudur.

Simdi bu esitligin k > 2 olacak sekilde tiim ¢ift tamsayilar i¢in gecerli oldugunu kabul

edelim.

(5.17) esitligini kullanarak

_ 1 (k—p)(k+p+1)
Cr+2 = (k+2)(k+1) ¥ (k+2)(k+1) ¥

_ ak (k—p)(k+p+1) by- 2[k/2] k/z] _ _
T (k+2)(k+1) + (k+2)(k+1) by — H (k 2j p) (k Zj+p+ 1)]

elde edilir.

(5.22 ) bagmtisindan,

b [k , .
=bisz =~ AL (k=2 = p) (k=2 +p + 1)

= brss — —b"+2(k2+“;‘;2)/2] M0 +2-2G+ D) -p)(k+2-2(+1) +p+1)

bulunur.

k = j + 1 doniisiimii yapilirsa,
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b — . .
= by — AR (e 4 2 = 2j = p) (k +2 -2/ +p+ D)

elde edilir. Bu da bagintinin k + 2 i¢in dogru oldugunu gosterir.

Ayn1 yontemle k > 3 olacak sekilde tiim tek terimler i¢in bu formiil ispatlanabilir
(Jung, 2009D).

Teorem 5.4.
Varsayalim ki p ve py p < p, olacak sekilde pozitif sabitler olsunlar.

y: (—p,p) = C fonksiyonu yakinsaklik yarigapt p, olan (5.20) formunda kuvvet

serisine agilabilsin. Varsayalim ki p; (5.18) 6zelligini saglayan pozitif bir say1 olsun.
b,, ve c,, Lemma 5.2 deki gibi ve y(x) (5.20) deki gibi verilmis olsun.

Eger , p < min{l, py,p.} ise, 0 halde y,: (—p, p) = C olacak sekilde bir Legendre

fonksiyonu mevcuttur ayrica C > 0 ve her x € (—p, p) i¢in

xZ
1—x2

ly(x) =y < C

olur (Jung, 2009b).

Ispat

y(x), yakinsaklik yarigcapi p < p, olacak sekilde kuvvet serisine agilsin.O halde,
A—=x3)¥r _m(m— Dby, x™ 2 =2xY"_mby, x™ 1+ p(p+1)Xo_omby, x™
yazilabilir ki bu da yakinsaklik yarigapt p, olan bir kuvvet serisidir.

Buradan (5.21) ve (5.22) kullanilarak, her x € (—pg, po) i¢in
A—x)¥r_mm— )b, x™ 2 —2x Y5 _mb, x™ 1 +p(p+ 1) X5_omb,, x™

==§Eﬁ=oan1x"l
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yazilabilir.

y(x) = Y=o bmx™
Y'(x) = Xm=1 M by x™ !
y"(x) = Lm=am(m — Dbpyx™?
oldugundan her x € (—p, p) i¢in
(1= 2Py (x) — 2xy'(x) + p(p + Dy(x) = Liizg amx™

elde edilir ki burada }’;n— a,,x™ serisinin yakinsaklik yarigap1 p, dir.

Y=o Amx™ kuvvet serisi yakinsaklik araliginda mutlak yakinsaktir. Bu aralik [—p, p]

araligini igerir. Y —ola,x™| kuvvet serisi [—p, p] araliginda stireklidir.
O halde her n > 0 tamsayilar1 ve her x € (—p, p) igin bir C; sabiti mevcuttur dyle ki ;
Lm=olamx™| < (5.23)

olur .

Herm € {0,1,2 ... } icin { pozitif sayilarin azalan bir dizisidir.

)
(m+2i)(m+1)
Buradan her x € (—p, p) ve i€ {0,1,2 ... } i¢in,

%) lamx™| ﬂ
Zm=0 (m+2i)(m+1) — 2i (5.24)
yazilabilir. Ote yandan,

yeo p(p+1) _ _Ip+1)] Ip(p+1)I
k=1|m+2k+D(m+2k)| — (m+3)(m+2) ~ (m+5)(m+4)

lp(p+1)|
4

<

1
D=1 z S ®
seklindedir.

Herhangi m > 0 tamsayisi igin

e 1 )|

T (m+2k+)(m+2k)

51



sonsuz ¢arpimi yakinsaktir.

k=1i—j>=1 degisimi yapilirsa, heri > 1 ve m = 0 i¢in

N - ) =

olacak sekilde bir C, > 0 sabiti vardir.

Sonug 5.2 den her x € (—p, p) igin

i [amx™|
|Xm=2 cmx™| < G, Z;o=1|x|212;.13=0 m -

(5.24) ve (5.26) kullanilarak, her x € (—p, p) igin

IxIZi C1C2 x2
|Xm=z cmx™| < C1C, 2?117 S = oz

elde edilir ki bu da ispat1 tamamlar (Jung, 2009b).

Sonugc 5.3.

Varsayalim ki p ve p,

P < Po

olacak sekilde pozitif sabitler olsunlar.

+2i)(m+1)

(5.25)

(5.26)

(5.27)

y: (—p,p) = C fonksiyonu yakinsaklik yaricapt p, olan (5.20) formunda kuvvet

serisine agilabilsin. Varsayalim ki p; (5.18) 6zelligini saglayan pozitif bir say1 olsun.

b,, ve c,, Lemma 5.2 deki gibi ve y(x) (5.20) deki gibi verilmis olsun.

Eger, p <min{l,p,,p,}ise, 0 halde y,: (—p, p) = C olacak sekilde bir Legendre

fonksiyonu mevcuttur 6yle ki x — 0 iken,

ly() —ya (] < 0(x?)

olur (Jung, 2009b).
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Ornek 5.2.
Legendre diferansiyel denkleminde p = 1 alalim.

0 < p <1 olmak iizere verilen bir p sabiti i¢in, (5.20) seklinde kuvvet serisine

acilabilen y: (—p, p) — C fonksiyonu goz 6niine alinsin.

{0, m € {0,1}

1
10—m, mz=2

by =

seklinde alinsin.

Kuvvet serisinin yakinsaklik yarigcapinin p, =10 oldugu gorilir. by =b; =0

oldugundan Lemma 5.2 den her bir m € {2,3,...} i¢in ¢,, = b,,, oldugu goriiliir.
(5.18) esitligindeki gibi bir pozitif p; sabiti vardir dyle ki

b
k=10

= lim

k—o0

p1 = lim

k—o0

Cr+1 br+1

olur.

(5.22) bagintisindan

1 3
ao =2 b2=5 Vea1 =6b3=%

elde edilir. (5.23) esitsizligindeki C; sabitini bulabilmeki¢in p = 1 alinirsa , (5.22)
bagintisindan her x € (—p, p) i¢in,

1 3 —(m-2)(m+1)+100(m—-1)(m+2)
Yim=olamx™| < -+ - 1x| + Xin=, Tomi2 lx|™

1 3 m2+m-2
<lplye mime

— 50 ' 500 10m
1 3 5 1

S—F+——+232_,—

~ 50 ' 500 4Zm—2 5m

_ 177 _

“2000 1

(5.25) deki C, sabiti 1 segilecektir ¢linkii ,i = 1 ve m > 0 tamsayilari igin
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i-1(4 _ 2 _
| j=1{1 (m+2i—2j+1)(m+2i—2j)}| =1l=0G

olacaktir. p <min{l,py,p,} = 1 olacagindan, (5.27) den p = 1 olacak sekilde bir
Yn: (—p, p) = C Legendre fonksiyonu mevcuttur oyle ki x € (—p, p) icin

177  x?
ly(x) =y < 50572

olur (Jung, 2009b).
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5.3. Hermite Diferansiyel Denklemi

Hermite diferansiyel denklemi; kuantum mekanigi, olasilik teorisi istatistiksel
mekanik ve Laplace denkleminin parabolik koordinatlarindaki ¢éziimlerinde 6nemli rol

oynar.

Jung (2009a) ¢alismasinda her x € (—p, p) , A € R, yakinsaklik yarigapt p > 0

ve a,, ler kuvvet serisinin katsayilar1 olmak tizere
' (x) = 2xy'(x) + 2Ay(x) = Y=o A X™ (5.28)

formundaki homojen olmayan Hermite diferansiyel denkleminin ¢ozimiini

incelemistir.

5.3.1. Homojen Hermite Diferansiyel Denklemi

Bu boéliimde
y'(x) —2xy'(x) + 2Ay(x) =0 (5.29)
formundaki homojen Hermite diferansiyel denkleminin ¢oziimii ile ilgilenilecektir.

Bu ¢oziimleri elde edebilmek i¢in;

y(x) = Xa—ocn x™ (5.30)
y'(x) = Xp=anep, x™ 7
y'(x) = X2 ,n(n—1)c, x" 2
degerleri (5.29) denkleminde yerine yazilsin.
Yoo on(n—1)c, x" 2 = 2x 3% nc, xV L+ 2435, ¢ x2 =0

2o+ 2) (0 + Depyn X — Tiog 20y X + 2 N Cu X" = 0

Buradan her n € {0,1,2,3, ...} i¢in,
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m+2)(n+ 1Dy —2n—AVc, =0

indirgeme bagintisi elde edilir. Buradan da tiim c,, katsayilar1 bulunup (5.30) da yerine

konulursa a; ve a, keyfi sabitler olmak tizere (5.29) denkleminin genel ¢oziimii

o (2)™ _ . . -2)" - ,
y () = @y T ar X TG (R = 2) + at Btz o X2 TSR = (2] + D]
(5.31)

olarak bulunur.

5.3.2. Homojen Olmayan Hermite Denklemi

(5.28) denklemi goz Oniine alinsin.
Vp (%) = Xim=o Cnx™
Yp'(x) = =y My x™ 1
¥ () = Em=am(m — 1)cjp x™ 2
degerleri (5.28) denkleminde yerine konulursa,
(m+2)(m+ Depyy —2(m — ey, = apy (5.32)
bagintist bulunur.
m = 0i¢in ay = 2.1c, — 2(—A)cy
m=1i¢in a; =3.2¢3—2(1 —A)c

co = ¢; = 0 olarak alinirsa,

Ao
c, = —
27 o1
aj
C —
37 32
a; 2(2—)1)
C,=—+——
43 ' 432

__as 2(3-Aaq
€5 =354 5.4.3.2
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Bu sekilde devam edilirse her x € (—p, p) ve m € {0,1,2,...} i¢in (5.28) denkleminin

genel ¢oziimii

2n .
¥p (1) = Eis G Bia (=2)" 721 = D)y, [T151 (A - 27)

x2

n+1 .
Ty s S (-2 i = Dl g TR - (2] + 1)) (533)

olarak bulunur Jung (2009a).

Teorem 5.5.

Varsayalim ki Yoo _oa,x™ kuvvet serisinin yakinsaklik yarigapi p olsun. Burada p
pozitif bir reel say1 veya sonsuz olabilir. Homojen olmayan (5.28) denkleminin her

y: (—p, p) = Ccdziimii her x € (—p, p) icin

y(x) =

2n .
Yr(x) + Z%Oﬂﬁ (22— 2) ag, H;:il(/1 —2j) +

e, g ()20 — Dlag [T5HA — (2) + 1)] (5.34)

(2n+1)!

seklindedir, burada y;, (x) (5.29) denkleminin ¢oztiimiidiir (Jung, 2009a).

Ispat

(5.28) diferansiyel denkleminin her katsayisi x = 0 da analitik oldugundan , (5.28) in
her ¢Oziimii x in kuvvet serisine agilabilir.(5.34) de verilen y:(—p,p) = C
fonksiyonuna bakilirsa y,(x) Hermite denkleminin (5.29) c¢oziimiidiir. Oncelikle
y(x) — yn(x) seklinde tanimlanan y,(x) fonksiyonunun homojen olmayan Hermite

denklemini sagladig1 goriilecektir.

Yo' () = 2xy," (%) + 22y, (%)

2n-2 .
=Ye1 gy e (—2)" (20 = 2)! agi, [T (2 - 2))
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2n-1 . _ ;
+ Ziet Gy 21 (72021 = Dy [TH2HA = (27 + D)

- Z%0=1(2n—_1)! P (=2)""(2i = 2)lay, M= a - 2))

= Enes G 2t (22)" 21 = Dty [T = (2 + D)

21 —ifn: - .
T I (-2 (21— 2) g, TSR - 2)

A —iro: - ,
T PP (~2)" i = Dl agi [ZHA - (2] + D)) (5.35)

(5.35) esitliginin sag tarafindaki ilk terim {i¢ terim halinde yazilabilir.

Li(=2)"" 1(21—2)'6121 zn (1—2]‘)

Xin= 1(2n 2)!
=50ty — 2) @y, T = 2))
=ao + 2n= 1(2 )! = 2)lag;- ZH i{(A=2j)

2n .
=y + Yot Gy [ZHe1 (2™ 720 = Dy, [T - 2) + (20)! a5, ]

=m0 Ao X*™ + X 1(2 ),(471_2/1)2 = (=2)" (20 = 2)ay, H}'l:_il(/l_zj)

. o  2x2n Zirn - ,
= Yo Az X" + Zn=1ﬁ =1 (=22 = 2) ag, H?:il(/’l —2j)

—2n=1 (Zn)' = (=2)" (2 = 2)!ay;- zn (1_2]‘)

Benzer sekilde (5.34) esitliginin ikinci terimi de degistirilebilir.

Y= 1(2n D e (=2)" ‘2i-1)! azi— 1H [ —(2j+ )]

o o 2x2MH1 o _ .
=m0 Qa1 XM + Zn=1ﬁ 1(=2)""2i - Dlazi4 ?:il[/l - (2j+1)]

2Ax2n+1 n—i ' _
— Y= 1 an+n) &t 1 (=2)"Q2i - Dl azi—q [ —(2j+1)]
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Bu degerler (5.34) de yerine yazildiginda

' (x) = 2xy," (x) + 24y, (x)
= Ym0 AanX 2™ + X Agpyq X201

= Ym=0 Amx™

olur ki buradan y,,(x) in homojen olmayan (5.28) denkleminin 6zel bir ¢6ziimii oldugu
goriiliir. O halde (5.28) denkleminin her ¢6ziimii homojen denklemin ¢éziimii y;, (x) ve

homojen olmayan denklemin 6zel ¢dziimii y,(x) in toplamu seklinde ifade edilebilir

(Jung, 2009a).

5.3.3. Hermite Fonksiyonlarinin Yaklasim Ozelligi

Bu béliimde sinirlt bir bélgede bir analitik fonksiyon Hermite fonksiyonu tarafindan

yaklastirildiginda ortaya ¢ikan hata sinir1 incelenecektir.

Teorem 5.6.

A, 1 den kiiciik olmayan reel bir sabit olsun. Varsayalim ki p ve p, , po > p olacak
sekilde pozitif sabitler olsunlar. Eger y: (—p, p) — C fonksiyonu yakinsaklik yaricap1 p,

olan
y(x) = Xm=o b x™ (5.36)
formunda seriye agilabiliyorsa, o halde her x € (—p, p) ve C > 0 olmak iizere
ly(x) — yp(x)| < Cx2e*’
olacak sekilde bir y;: (—p, p) = C Hermite fonksiyonu mevcuttur.

Burada C ; p,A ve y ye baghdir (Jung, 2009a).
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Ispat

Varsayalim ki y(x) yakinsaklik yarigap1 p, > p olan (5.36) kuvvet serisine
acilabilsin. O halde,

Yo _om(m — Dby, x™ 2 = 2x Yooy mby, x™ 1+ 24350 by x™

ifadesi de yakisaklik yarigap1 p, olan bir kuvvet serisidir. Bu kuvvet serisi her

X € (—po, Po) igin XYoo _oam x™ olarak gosterilirse,
Yoo om(m — Db, x™ 2 = 2x 3% _ mby, x™ L 4+ 2430 _ by x™ = YAy x™
yazilir. Burada a,,, katsayilarim € {0,1,2, ... } i¢in
a, =m+2)(m+1)b,,, —2(m — A)b,,
seklindedir.

Yim=0am X™ kuvvet serisi yakinsaklik araliginda mutlak yakinsak oldugundan, ki bu

aralik [—p, p] araligini igerir, Yn_ola,x™| kuvvet serisi [—p, p] araliginda stireklidir.
Her x € (—p, p) i¢in

Ym=olamx™| < K (5.37)
olacak sekilde K > 0 sabiti mevcuttur. Burada K sabiti 4, p ve y ye baghdir.

Ote yandan

2n .
B 5o Ty (=2)" 21 = 2) i, [ (A - 2))|

© (2i-2)! 11,4 -
<Y YR = ag | T4 — 24

=1 (2p)
- Zoo x2n n 4n_i|a2i—2| (n—1)! n-1 |l _ i
n=1 =1 (2n)(2n-1)(2n-2)..2i)(2i-1) (i-1)! ~ =t 2j
_\'o0 2nyn 2" Yay_,| n-1 | e
=Xn=1% =1 (2n)(2n-1)(2n-3)..(2i+1)(2i-1) =t L 2j
=Y x2nyn lazi—z| n-1|: _ A
n=1 =1 (2n)[(n—-1/2)(n—3/2)..(i+1/2)](2i-1) ~ =t 2j
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_\"00 2 n (l 1)! A
=Xin=1 X" Xl m2(2i-1) |az;i—o| H Y
(i-1)!
<Co Yo~ Ziky 20D |%2i-2l
olur ki burada C,, her i,n € N i¢in
n-1|, _ 4
o |z 2j|s Co (5.38)

Ozelligini saglayan bir sabittir. Buradan;

T A (—2)" (2 = D)l 4y T (A — 2))

o (=1
SCO | Az 2|Z !

i=13(2i-1)
_ (x2)n-i il
=C —— |a x22y e .
o i 121(21 1) |azi-| n=l (-1 “n(n-1)..(n—i+1)
2 1 i
< Cox%e* Y2 ———|a,;|x?
= =0 ‘_02(i+1)(2i+1)| 2il

C 2
< fxzex Ym=olaamllx[*™

Y=o Am X™ Kuvvet serisi yakinsaklik araliginda mutlak yakinsak oldugundan,

({i—1!

x2n
CoXiz 122i-0) |azi—2| Xn= 17 mutlak yakinsaktir.

Benzer sekilde,

| Zis oy B (2" (20 = Dl TEA - (2) + D]

2n+1 Qi-Dt, o pgn-i D e g AL
Zn— |X| Zl 12n +1),| 21—1| (i-1) Y=t | 2j |
_ 2n+1 "agi| n-1|q _ A1
= Zn=1lx| Xi- 1(2n+1)(2n)(2n 1)(2n-3)..(2i+1) 7L 2j
2n+1 |a21 1| 7]-__1| — /1;1
=Xn=11%| Xi- 1 2n+1)@2n)[(n-1/2)(n-3/2)..(i+1/2)] 1=t 2j

D!lazi—q| -1 A-1
< 2n+1 (-Dlazi-al n-1]1 _
Sn=alx| Li=1 (an+2) mt T 2j
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. |x|2n+1 n i :
<G Zn:l( i=1(l — D! |az_4l

4n+2) .n!

|2n+1

=2 32,6 = D! lagi| By

n=i (n+1/2) n!

c (l 1)||x|2n+21
= Zoo1 x?|az;_4] |x|2‘ 1 Do i e

2i—1 voo (AT (+1)!
| azi— 1| |x| Zn [ (n-i)! (n+1)n n-1)..(n—i+1)

C
=?1 Zfo=1

(L+1)

|2i—1

C

C 2
< zlxzex Z?ﬁ:o|a2m+1”x|2m+1

Pozitif C; sabiti her i,n € N icin

_ A—
nl |1 - 2—]1| < ¢, (5.39)

esitsizligini saglar.
C, = max{Cy/2,C,/6}olarak tanimlanirsa her x € (—p, p) i¢in
Y () = ya ()] < 2x2e™ Tim_olagm|lx[?™ + 2 x%e*” Tin_olagmyn ||x]2m1
<C, x%e™ X —olamllx|™
< C,K x2e*”

olur ki bu da ispat1 tamamlar (Jung, 2009a).

Sonuc 5.4.

A, 1 den kiiciik olmayan reel bir sabit olsun. Varsayalim ki p ve p, , pg > p olacak
sekilde pozitif sabitler olsunlar. Eger y: (—p, p) — C fonksiyonu yakinsaklik yarigcapi p,

olan (5.36) formunda seriye agilabiliyorsa , x — 0 iken

ly() = yn(0)] = 0(x?)

olacak sekilde bir y;: (—p, p) = C Hermite fonksiyonu mevcuttur ( Jung, 2009a).
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Ornek 5.3.

y(x) = engonksiyonu g0z Oniine alinsin.

y(x) = Ym0 x;l—r'n seklinde kuvvet serisine agilabilir. Teorem 5.6 da A = 1 alinirsa ve
her k € {0,1,2, ...} igin by == Ve by = bayyz = 0 dir.
Ay = M+ 2)(Mm+ Dby, —2(m — )by,

bagintisindan herhangi k € {0,1,2, ... } i¢in ;

—6k+2 __ 9k+6 — 0 bul
T ) a3k+1 - T y a3k+2 —_ 0 utunur.

Azx =
Buradan her x € (—p, p) igin;

Ym=ol@mx™| < Zf=o|a3k9¢3k| + Zl(io=0|a3k+1x3k+1| + Zliozola3k+2x3k+2

_ o) —6k+2 3k o) 9k+6 3k+1
_Zk=°| PR + Yk=o TR

< 9x|* + 6 |x|3 + 6|x| + 2)elF’
< (9p* + 6 p3 + 6p + 2)e”’
bulunur.
K = (9p* + 6 p> + 6p + 2)e”’ almr ve (5.38) ve (5.39) da C, = C; = 0 aliursa

Teorem 5.6 dan bir y,: (—p, p) = C Hermite fonksiyonu bulunabilir 6yle ki herhangi
x € (=p, p) i¢in

|e"3 — yh(x)| < (g p*+ 3p3+ 3p+ 1) eP’x2 ¥’
saglanir.

2(22: [1721(2j — 1) seklindedir.

Burada y(x) = —Xazo

Bu nedenle de |x| — 0 iken

||

. 271. 2n _ .
e* + T, (;:1)! 17212 - 1)| = 0(|x|6el*+e™"y

ozelligi saglanir Jung (2009a).
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5.4. Chebyshev Diferansiyel Denklemi

Her x € (—1,1) ve a pozitif tam say1 olmak iizere,

(1—xHy"(x) —xy'(x) + a’y(x) = 0 (5.40)

formundaki denkleme, Chebyshev diferansiyel denklemi denir. Bu denklemin her bir

¢oziimili Chebyshev fonksiyonudur. Bu denklem fizik ve miihendislikte biiyiik rol oynar.
Jung (2011b) ¢alismasinda,
(1—x2)y" () —xy'(x) + a’y(x) = o amx™ (5.41)

formundaki homojen olmayan Chebyshev diferansiyel denkleminin gelen ¢oziimiinii

incelemistir.

5.4.1. Homojen Chebyshev Denklemi

Bu bolimde (5.40) formundaki homojen Chebyshev diferansiyel denkleminin

¢ozlimii ile ilgilenilecektir.
Bu ¢6ziimleri elde edebilmek igin,
y(x) = Xin=oCn X"
Y'(x) = Lazancy x" 7 = X o(n + Depyq x™
Y'(x) =Xnan(n = De, x" 72 = X o(n+ 2)(n + Dy x"
degerleri (5.40) denkleminde yerine yazilsin.
A =x®) ¥ on+2)(n+ e, , " —x X2 o+ D, X" +a? T g, x" =0

Trmo(m+2)(n + Denyp x™ = Ton(n — Dep x™ — Xy nep X + a? Tig e X =
0

2¢, + 6C3x — ¢y x + a’cy + a’eyx

+¥% ,[(n+2)(n+ ey, —n(n— )¢, — nc, + a?c,]x™ =0
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(2cy4a?cy) + [(a? — )¢y + 6az]x + Z[(n +2)(n+ Dcypp + (@? —n?)c,]x™ =0

n=2
Buradan asagidaki indirgeme bagintilarina ulagilir.
2¢,,a%c, =0
(a? —1)c; + 6¢c3 =0
Hern = 2,3,4, ... icin,

B n? — q?
N e TG D R

bagintilar elde edilir. Buradan (5.40) denkleminin ¢6ziimii,

2 V2
+eyx [1 _ (a—li(!a+1) xz n (a—3)(a—1)5(!0(+1)(a+3) x4 _ ] (5.42)

seklinde bulunur.

5.4.2. Homojen Olmayan Chebyshev Denklemi

Bu béliimde (5.41) formundaki homojen olmayan Chebyshev denkleminin ¢oziimii

incelenecektir.
Yp (%) = Y=o Cmx™

Yp’(x) = Ym=1MCy x™ 1

¥ () = Lm=am(m — 1)cpp x™ 2
degerleri (5.41) denkleminde yerine konulursa,
(2cy.a?cy) + [(a? — 1)cq + 6as]x

+Xm=2[(m 4+ 2)(m + Depyp + (@® — m?)cp Jx™

oo
= Qop QX + Ypnn A X™
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bagntis1 elde edilir.

Buradan herm € {0,1,2, ...} i¢in
(m+2)(m+ Depyy — (M? —a®)cy, = ayy, (5.43)
indirgeme bagintisi elde edilir.

Kolaylik agisindan ¢, = ¢; = 0 alinarak sirastyla degerler bulunursa,

. a
m =20 i¢inc, = 70
. aq
m=1 icincy; = —
¢ e = 35
.. a, , (22-n?)
m=2 icinc, = =—+—a
¢ €y = 73 + 432 0
.. a 32_n2
m =3 igin ¢cg = —3+¥a2
54 ' 5432

Bu sekilde devam edilirse uzun islemler sonrasinda katsayilar i¢in genel terimlere
ulasilir.

Her m € N i¢in,

m-1_G2i ym-1 (2)%-a?
=0 2i+1 FUFHL 25(25+1)

1
Com = EZ

(5.44)

c —_1 Zm—1a2i+1 m—1 (2j+1)%—a?
2mAL T o A0S0 g4 YU 541y (2542)

bagntilar1 elde edilir (Jung, 2011b).

Teorem 5.7.

Varsayalim ki @ pozitif bir tamsay1 ve Yn_oamx™ kuvvet serisinin yakisaklik
yarigapt p > 0 olsun. p, = min{1, p} olmak iizere,(5.41) Chebyshev denkleminin her
y: (=po, Po) = C ¢ozimi

y(x) = yp(x) + Xin=z Cmx™ (5.45)

seklindedir, burada y; (x) Chebyshev fonksiyonu ve c,, katsayilar1 (5.44) deki gibidir
(Jung, 2011b).
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Ispat
j € Nigin, [(2/)? — a?| > 2j(2j + 1) oldugu agiktir.
Buradan 2j < « i¢in,

j< ‘1“;*8“2 < “8? (5.46)

oldugu goriiliir. Buradan, a, = [0{/\/@] olmak tizere 1 < j < a, esitsizligi saglanir.

Eger m > a, ise,
lcom| < iz“e—l |azil (Hae |(2f)2_“2|) ( m-1 |(2j)2_“2|)
2ml = o &i=0 2i+1 \MU=i+1 25(2j+1) J=aetl 3j2j+1)

1=te 2541 L U=IFL 5j(2741)

1 wae—1 2D)(a?-4) % |azil
< W TR gy | 4yt e
2m = (ag+1)! e2ap+1

maxg<i<q, ((20)!/Qag+1)!)(a?—4)%e _
S 0_1_6{3(( )/( e ))( ) Zyiollale

2m

Simdi 1 £ m < a, oldugunu varsayalim. @ > 3 igin,

izm—l layil Hm—l |(2j)2_a2|

C S P P
| 2m| 1=0 2i+1 ]—l+1 21(2]_'_1)

1 $m—1122il fym-1 |a®—4]
S 2 2i=0 g 1lj=it1 2j(2j+1)

_4_)‘)11 1-i

m—1 (21)'(a
2 (2m—1)! ayl
maxosism_l((2i)!/(2m—1)!)(a2—4)m-1-i ym-1

=< om =0 lay;l

elde edilir. Bu iki esitsizlikten her m € N igin
Me g'm-1
|Com| < S =20 Azl (5.47)

elde edilir. Burada M,, ,
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(21)' .
M, = maxy<i<i<q, m( a? — 4l (5.48)

seklindedir.

Diger taraftan, eer j € N ve [(2j+1)2 —a?| > (2j+1)(2j+2) ise 2j+1<a

i¢in,
< V8a2+1 -5 < V8a? —4 < a1 (5.49)
8 8 2 2
olur.

Buradan a, =[a/V8 —1/2] olmak iizere, 1 < j < , elde edilir.

m > «a ise (5.44) den,

[Comnl < s poot ol (oo J@IDPell) (pnoa | JCJ+ 07l
ZMALL = o1 4i=0 242 j=i+1 (2j+1)(2j+2) j=ap+1 2j+1)(2j+2)
L _ym- 1182041l fym-1  [@j+D?-a?|
2m+1S1=% 2i42 VU= (541)(2j+2)
;Zao—1(2i+1)!((x2_9)ao ll |+ Zm 1 lazisal
= 2m+1 <=0 (2ag+2)! Azi+1 =00 20,42
Maxosiza, ((2i+1)!/(2ag+2)!)(@?-9)%0~t .
= Yizo 12141l

2m+1
Eger1 <m < apise, a = 5igin, (5.44) den

Zm 1|a21+1|l—[m 1 |(2j+1)2_“2|

C S .
|Camal < 2m+1 2i+2 UL 741y (2j+2)

1 m—1 l22i+1| rym—1 a’-9
= 2m+141=0 242 U= 24 1)(2j42)

elde edilir. j < @y oldugundan 2j + 1 < 2n/v/8 < n esitsizligi saglanir.

Buradan,

ym- 1 i+1)/(a2—9)m-1-i

lcamal < ) = Qi1
maxosism—1((2i+1)!/(2m)!)(@2—-9ym-1=t
= = 2m+1 Zﬁo |612i+1|

Bu esitsizliklerden her m € N ig¢in,
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M
lCom+1] < > Z |a2i+1| (5.50)

2m+1
elde edilir ki burada M, ,

2i+1)!
M, = maxo<i<i<q, m( —9)it (5.51)

seklindedir.

P1 , Po dan kiigiik keyfi bir pozitif say1 olsun. (5.47) ve (5.50) den herhangi
€ [—p1, p1] icin,

Y=z cmx™| < Xrm=ilcaml 1x12™ + X5o1lcamen | 2T

|| 2™
< M, 3oy Bl ay | + Mo Sosy S S g

2 2t
=M, Y=ol @am|lx|*™ X2 15(m +)+ Mo Y=ol @amar | 1x*" T X2 1 o(m+i)+1

elde edilir.

0 < p; < py <1 oldugundan,

Z;xi |x|2l < 1 |x|2 , Z;xi |x|ZL < 1 |x|2 (552)

=120m+i) — 2m+2 1-|x|? =lo(m+d+1 = 2m+3 1—|x|2

elde edilir.

Buradan her x € [—p,, p;] igin,

2m+1 2
o) m| < o |a2mx | |x| |a2m+1x | x|
| 2im=z Gmx™| < Me 2Zim=0 =, 5710 et Mo X003 1—|x|2
|x|? |amx™|
<
S (5.53)

saglanir.

p1, 0 < p; < p, esitsizligini sagladigindan, (5.53) esitsizligi her x € (— pg, py) icin
saglanir. Ayrica Y om—o @ X™ Kuvvet serisi (—p, p) araliginda mutlak yakinsaktir. Bu

nedenle her x € (— py, po) icin,

[Xm=2 Cmx™| < 0 (5.54)

saglanir.
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Bu nedenle Y. _, ¢, x™ kuvvet serisi her bir x € (— py, po) igin yakinsaktir.

Simdi Y ;- ¢, x™ kuvvet serisinin homojen olmayan (5.41) Chebyshev diferansiyel

denklemini her x € (— py, po) icin sagladigini gorecegiz.(5.41) esitliginde y(x) yerine

%) m __ [o] 2m e} 2m+1
Zmzz CmX - Zm:l ComX + Zm:l Com+1X

yazilirsa, her x € (—py, po) igin,
(1= x)y"(x) —xy'(x) + a®y(x)
=¥ _o2m+2)2m+ 1)cp2x?™ + X0 _o(2m + 3)(2m + 2)cppppz3x 2™t
— Xm=12m(2m — D)comx®™ — Eno12m + D(2m) ey x°™H
— Xm=1 2MComx®™ — X 1(2m + 1)com 2™
+Y =1 A2 ComX*™ + X @ Com g X2
=2¢, + 6c3x + Y1 [(2m + 2)(2m + D cypmyn + (@? — (2m)?) ey |x2™
+Ym=1[Cm + 3)(2m + 2)camys + (@ — Cm + 1)?)CppmyqJx*™H
=205 + 603X + X1 Ao X 2™ + Yoo Ay X2
=) =0 AmxX™ (5.55)

saglanir.

O halde, >m—,cmx™ homojen olmayan Chebyshev denkleminin (5.41), 6zel bir

¢oziimidiir. Bu nedenle (5.41) in her y: (—py, po) — C ¢dziimii,
y(x) = yp(x) + Lim=z Cmx™ (5.56)

seklinde gosterilebilir. Burada y;, (x) Chebyshev fonksiyonudur (Jung, 2011b).
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5.4.3. Chebyshev Fonksiyonlarmmin Yaklasim Ozelligi

Bu bolimde K >0 ve p >0 sabitler olmak iizere tim y:(—p,p) = C
fonksiyonlarinin kiimesi Cy ile gosterilecektir ve asagidaki 6zelliklerin saglandig: kabul

edilecektir.
(@) y(x) yakinsaklik yarigapi en az p olan }.;»_, b, x™ kuvvet serisine agilabilir,
(b) Herhangi x € (—p, p) igin
Ym=olamx™| < K |X5-0 amx™|
ozelligi saglanir. Burada , m € N, ve by = b; = 0 olmak iizere
a, = (m+2)(m+ b,,, — (M? — a?)b,, (5.57)

seklindedir.

Bu boéliimde Chebyshev diferansiyel denkleminin Hyers Ulam kararlilig1 incelecektir
(Jung, 2011b).

Teorem 5.8.

a pozitif bir tamsay1 olsun. Varsayalim ki herbir y € Cy fonksiyonu her x € (—p, p)

ve bazi € > 0 igin,
(1= x®)y" (x) —xy'(x) + a’y(x)| < € (5.58)

ozelligini saglasin. py = min{1, p} olsun. O halde her x € (—py, py) Ve M, (5.48)deki

gibi tanimlanmak {izere

KMge x?
2 1-x2

ly(x) — yr ()] < (5.59)

esitsizligini saglayan bir yy: (—pg, po) = C Chebyshev fonksiyonu mevcuttur (Jung,
2011b).
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Ispat

(5.55) den her x € (—p, p) i¢in
(1—x2)y" () —xy'(x) + a’y(x) = Xm0 amx™ (5.60)
esitligi saglanmaktadir. (b) ve (5.58) kullanilarak
Ym=olamx™| S K [Xm-o amx™| < Ke (5.61)
elde edilir.
Teorem 5.7 ve (5.60) dan y(x), her x € (—pg, po) icin Y, (x) + Yoy Cpx™
seklinde yazilabilir ki burada y, Chebyshev fonksiyonu ve c,, (5.44) deki gibidir.

(5.53) ve (5.61) den her x € (—pg, po) igin,

x*_Ke (5.62)

€1-x2 2

ly(x) =y ()| = [Em=z ™ <= M

elde edilir.

Eger p, 1 den kiiglik alinirsa, yani p, = p < 1 igin Teorem 5.8, (5.40) Chebyshev
diferansiyel denkleminin Hyers Ulam kararliligin1 gerektirir(Jung, 2011b).

Sonug 5.5.

a pozitif bir tamsay1 olsun. Varsayalim ki y € Cy fonksiyonu her x € (—p, p) ve bazi

€ > 01i¢in ,(5.58) esitsizligini saglasin. p, = min{1, p} olsun.
Bu taktirde x — 0 iken,

ly(x) = yr(x)| = 0(x?) (5.63)

esitsizligini saglayan bir y,: (—pg, po) = C Chebyshev fonksiyonu mevcuttur (Jung
,2011D).
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6. SONUC

Ulam'in 1940 yilinda ortaya attifi bir problem sonrasinda gelisen fonksiyonel
denklemlerde kararlilik teorisinin, diferansiyel denklemlere uygulanmasiyla yeni bir
calisma alani ortaya ¢ikmustir. Hyers Ulam kararlilik teorisi olarak adlandirilan bu teori
yillar i¢inde ¢esitli diferansiyel denklemlere uygulanmis olup, kismi diferansiyel

denklemlere uygulanmasi ise literatiirde en yeni ¢alisma alanlar1 arasindadir.

Bu ¢alismada Hyers Ulam kararlilik teorisinin, Kuvvet serisi metodunu kullanarak
baz1 ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklemlere uygulanisi incelenmistir. Bu
calisma sirasinda diferansiyel denklemlerin Hyers-Ulam kararliligin1 incelerken, kuvvet
serisi metodunu her diferansiyel denkleme ayri ayri uyarlamanin uzun hesaplamalar
yapmay1 gerektirdigi goOriilmiistir. Bu nedenle bircok diferansiyel denkleme
uygulanabilen bir kuvvet serisi metodu gelistirmeye yonelik ¢alismalar literatiirde son

zamanlarda biiylik 6nem kazanmustir.

Ayrica kuvvet serisi metoduyla ikinci mertebeden diferansiyel denklemlerin homojen
olmayan ¢oziimlerini bulabilmek olduk¢a uzun hesaplamalar yapmayi gerektirir. Bu
coziimleri bulmay1 kolaylastirmak amaciyla sembolik hesaplama yapabilen

programlama dilleri kullanilirsa birgok denklem kolaylikla incelenebilir.

Bu ¢alismada yapilan incelemelerin, ilerde diferansiyel denklemlerin Hyers-Ulam

kararlilik teorisi alaninda yapilacak ¢aligmalara temel teskil etmesi amaglanmaktadir.
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