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                                                       ÖZET 

 

  BAZI ÖZEL FONKSĠYONLAR ĠLE ANALĠTĠK FONKSĠYONLARIN 

YAKLAġIMI 

 

                                          DELĠMELKONOĞLU, Lara 

                                  Yüksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dalı 

                                       Tez DanıĢmanı: Doç. Dr. Hamdullah ġevli 

                                                      Mayıs 2013, 85 sayfa 

 

 

         BeĢ bölümden oluĢan bu çalıĢmada bazı diferansiyel denklemlerin Hyers-Ulam 

kararlılığı incelenmiĢtir. 

         Bu çalıĢmanın birinci ve ikinci bölümünde konuya giriĢ yapılmıĢ ve literatüre 

değinilmiĢtir. Üçüncü bölümde ise daha sonra kullanılacak olan temel tanım ve 

teoremlere yer verilmiĢtir. 

         Dördüncü bölümde, birinci mertebeden lineer homojen ve homojen olmayan 

diferansiyel denklemlerin Hyers-Ulam kararlılığı incelenerek üstel fonksiyonların 

yaklaĢım özelliği ele alınmıĢtır. 

         Bu çalıĢmanın beĢinci bölümünde ise Airy, Legendre, Hermite ve Chebyshev 

diferansiyel denklemlerinin çözümleri bulunmuĢ olup buradan elde edilen sonuçlar her 

analitik fonksiyonun bu özel fonksiyonlar tarafından belli bir hata sınırı ile 

yaklaĢtırılabileceğinin ispatlanmasında kullanılmıĢtır.  

 

 

 

Anahtar Kelimeler:  Diferansiyel Denklemlerin Kararlılığı, Hyers-Ulam Kararlılık, Airy 

denklemi, Legendre denklemi, Hermite denklemi, Chebyshev denklemi  
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                                                  ABSTRACT 

 

  APPROXIMATION OF ANALYTIC FUNCTIONS BY SOME SPECIAL 

FUNCTIONS 

   

                                          DELĠMELKONOĞLU, Lara 

                                                  MSc, Mathematics Science 

                                       Supervisor: Assoc.Prof.Dr.Hamdullah ġevli 

      May 2013, 85 pages 

 

 

      In this study consisting of five sections, Hyers-Ulam stability of some differential 

equations were investigated. 

      In the first and second sections of the study, introduction to the subject in hand and 

the relevant literature were mentioned. In the third section, the basic definitions and 

theorems which will be utilized were stated. 

      In the fourth section, Hyers-Ulam stability of first order linear homogeneous and 

nonhomogeneous differential equations and approximation property of exponential 

functions were examined. 

      In fifth section of this study inhomogeneous Airy, Legendre, Hermite and 

Chebyshev differential equations were solved and these results applied to prove every 

analytic functions can be approximated by these special functions with an error bound.  

 

 

 

Key words: Hyers-Ulam stability, The stability of differential equations, Airy equation, 

Legendre equation, Hermite equation, Chebyshev equation 
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                                                            ÖNSÖZ 

 

 

       Diferansiyel denklemlerin tarihi 300 yıldan daha fazla bir süreye, 17. yüzyıla 

dayanmaktadır. Diferansiyel denklemler, uygulamalı matematiğin çok önemli 

kollarından biri olup, birçok problemin çözümünde önemli bir araçtır. Bu problemlere 

örnek olarak salınım problemleri, roket, uydu ve gezegenlerin hareketleri, kimyasal 

reaksiyonlar, radyoaktif maddelerin parçalanması verilebilir.  

      Son zamanlarda, fonksiyonel denklemlerin Hyers Ulam kararlılık teorisinin 

diferansiyel denklemlere uygulanmasıyla yeni bir çalıĢma alanı ortaya çıkmıĢtır.  Bir 

fonksiyonun bazı Ģartlar altında yaklaĢık olarak bir diferansiyel denklemi sağladığını 

kabul edersek; bu diferansiyel denklemi tam olarak sağlayan ve bu fonksiyona yakın 

olan baĢka bir fonksiyonu bulmanın mümkün olup olmadığını incelemek diferansiyel 

denklemlerin Hyers Ulam kararlılık problemi olarak ifade edilir.  

     Genellikle, deneysel veya gözlenen veriler teorik beklentilerle tamamen örtüĢmez. 

Denklemlerin kullanılmasıyla doğal olayı açıklayabiliriz, fakat gerçek deney verilerinin 

ölçülmesi veya gözetilmesi yüzünden ortaya çıkan hatalar olabilir. Eğer doğal olayı 

açıklamak için eĢitlikler yerine eĢitsizlikleri kullanırsak, bu hatalar eĢitsizliklerin 

çözümlerine absorbe edilir. Bu açıdan bakıldığında diferansiyel denklemlerin Hyers 

Ulam kararlılığı önemli bir çalıĢma alanıdır. 

      Bu çalıĢmada ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklemlerin Hyers Ulam 

kararlılık teorisi ve bazı özel fonksiyonlar yardımıyla analitik fonksiyonların yaklaĢımı 

incelenmiĢtir. 

       Bu konuyu bana veren ve çalıĢmalarımda benden yardımlarını esirgemeyen değerli 

hocam Sayın Doç. Dr. Hamdullah ġEVLĠ’ ye teĢekkür eder, saygılarımı sunarım. 

Ayrıca yüksek lisans eğitimim sırasında üniversitemizde ziyaretçi profesör olarak 

bulunan Sayın Prof. Dr. Soon-Mo JUNG'a (Hongik Univ. Güney Kore) tezim 

hakkındaki tavsiye ve yönlendirmelerinden dolayı teĢekkürü bir borç bilirim  
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      1. GĠRĠġ 

 

  

Bazı matematik tarihçilerine göre diferansiyel denklemler ile ilgili çalıĢmalar 1675 

yılında Leibniz'in  

                                           ∫             

denklemini yazmasıyla baĢlamıĢtır. Daha sonra Newton'un birinci mertebeden 

diferansiyel denklemleri 

                                                              

                                                               

                                                 
  

  
  

  

  
    

 Ģeklinde üç sınıfa ayırmasıyla diferansiyel denklemlerin integrasyonu ile ilgili genel 

metotlar geliĢmiĢtir. Burada ilk iki denklemde bilinmeyen fonksiyon yalnızca bir 

bağımsız değiĢkene bağımlı olduğundan adi diferansiyel denklem olarak adlandırılır. 

Son denklemde ise bilinmeyen fonksiyon birden fazla bağımsız değiĢkene bağımlı 

olduğundan kısmi diferansiyel denklem olarak adlandırılır (Sasser,1992). 

       17. yüzyılın sonları ve 18. yüzyıl arasında içlerinde pek çok ünlü matematikçi olan 

Ġsveçli Bernoulli ailesinin diferansiyel denklemlere çok büyük katkıları olmuĢtur. 

      Diferansiyel denklemler uzun zamandır çok çeĢitli pratik problemin modellenmesi 

ve çözülmesi için bilim adamları ve mühendisler tarafından kullanılmaktadır. Birçok 

bilimsel problem bazı anahtar değiĢkenlerin diğer değiĢkenlere göre olan değiĢimlerini 

içerir. Genellikle bu değiĢkenlerdeki çok küçük değiĢimlerin dikkate alınması daha 

genel ve hassas bir tanımlama sağlar. DeğiĢkenlerin sonsuz küçük veya diferansiyel 

değiĢimlerinin dikkate alınması durumunda, değiĢim hızlarını türevlerle ifade etmek 

suretiyle, fiziksel prensip ve kanunlar için kesin matematiksel formülasyonlar sağlayan 

diferansiyel denklemler elde edilir. Bu yüzden diferansiyel denklemler uzun zamandır 

doğa bilimleri ve mühendislikte karĢılaĢılan çok farklı problemlere baĢarıyla 

uygulanmaktadır. 

       AraĢtırmalar, diferansiyel denklemlerin yeni uygulamalarını keĢfetmeye sadece 

fiziksel bilimlerde değil aynı zamanda biyoloji, tıp, istatistik, sosyoloji, psikoloji ve 

ekonomi gibi alanlarda da devam etmektedir. Hem teorik hem de uygulamalı 



2 
 

diferansiyel denklem araĢtırmaları günümüzde çok aktif araĢtırma konuları arasında 

almaktadır. 

       Fiziksel kanun ve prensiplerin, göz önüne alınan değiĢkenlerdeki sonsuz küçük 

değiĢimleri dikkate almak suretiyle, bir probleme uygulanmasıyla diferansiyel 

denklemler elde edilmektedir. Dolayısıyla diferansiyel denklemin elde edilmesi problem 

hakkında yeterli bilgi sahibi olmayı, probleme dahil olan değiĢkenleri belirleyebilmeyi, 

uygun basitleĢtirmeler ve varsayımlar yapabilmeyi, kullanılacak fiziksel prensip ve 

kanunları bilmeyi ve de dikkatli bir analiz yapabilmeyi gerektirir.  

       Örneğin, Newton’un ikinci kanununu kullanarak düz bir çizgi boyunca 

  kuvvetinin etkisi altında hareket eden   kütleli bir cismin konumunu   olarak 

tanımlayan diferansiyel denklemi elde edelim. 

 Hız ve ivme tanımları aĢağıdaki gibidir: 

                                               
  

  
  

                                               
  

  
 

 

  
(
  

  
)  

   

     

Newton'un ikinci kanunu                       Ģeklinde ifade edildiğinden, 

                                                        
   

      

elde edilir. Düzenleme yapılarak 

                                              
    

 
 

   

   
  

 diferansiyel denklemi elde edilir. 

        1940 yılında Wisconsin Üniversitesi’nde yapılan bir konferansta, Stanislaw Ulam, 

konuĢmasında birçok çözülmemiĢ problem sunmuĢtur. Bu problemlerden biri 

fonksiyonel denklemlerin kararlılık teorisinin baĢlangıç noktası olmuĢtur.  

 Matematik alanında “kararlılık” kavramı genel olarak aĢağıdaki gibi ifade 

edilmektedir:  

“Bir teoremin hipotezlerinde ufak bir değiĢiklik yaparak teoremin ana sonucunun 

doğru ya da yaklaĢık olarak doğru kaldığını hangi durumlarda söyleyebiliriz?”  

Genel fonksiyonel denklemler için aĢağıdaki soru sorulabilir:  

Birbirinden çok az farklı olan iki fonksiyonel denklemin çözümlerinin de 

birbirlerine çok yakın olması ne zaman doğrudur? Benzer Ģekilde verilen bir 
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fonksiyonel denklem bir fonksiyonel eĢitsizlik ile değiĢtirildiğinde eĢitsizliğin 

çözümlerinin denklemin çözümlerine yakın olması gerektiği ne zaman iddia edilebilir? 

        bir grup ve       ,         metriği ile bir metrik grup olsun.      sayısı 

verilsin. Her        için 

                      

eĢitsizliğini sağlayan         bir dönüĢüm ise, her      için                

ile         bir homomofizm olacak Ģekilde bir     sayısı var mıdır? Diğer bir 

deyiĢle hangi Ģartlar altında bir yaklaĢım homomorfizmine yaklaĢan bir homomorfizm 

vardır (Ulam,1940). 

 Ulam’ın (1940) sorusu,  Hyers (1941) tarafından    ve   Banach uzayları için 

yanıtlanmıĢtır.         ,  her        ve bazı     için; 

                     

olacak Ģekilde Banach uzayları arasında bir dönüĢüm olsun. Bu takdirde her      için  

              

olacak Ģekilde bir tek          toplamsal dönüĢümü vardır. Her      için;       

fonksiyonu 

                      

limiti var olacak Ģekilde elde edilmiĢtir.  

 Eğer yukarıda verilen   fonksiyonu   deki bir noktada sürekli ise   dönüĢümü 

   de her yerde süreklidir.  

 Hyers’in (1941) bu önemli sonucu aĢağıdaki Ģekilde açıklanabilir: 

                 

toplamsal Cauchy fonksiyonel denklemi Banach uzayının herhangi bir çifti için 

kararlıdır. 

     ↦                  

fonksiyonu Cauchy farkı olarak adlandırılır. 

Rassias (1978), Hyers (1941) teoreminin bir genellemesini Cauchy farkını sınırsız 

alarak aĢağıda verilen teoremle ispatladı. 
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      ,  her       için     ve       olmak üzere  

                                

olacak Ģekilde Banach uzayları arasında bir dönüĢüm olsun. Bu taktirde her      için  

        
   

          

limiti vardır ve   
 

     
 iken  

                    

olacak Ģekilde bir tek          toplamsal dönüĢümü vardır. 

       Ulam'ın probleminin bir genelleĢtirmesi olarak fonksiyonel denklemlerin yerine 

diferansiyel denklemlerin kullanılmasıyla yeni bir çalıĢma alanı ortaya çıkmıĢtır.          

Lineer diferansiyel denklemlerin Hyers Ulam kararlılığı tanımı aĢağıdaki gibi 

verilebilir: 

 ,   cismi üzerinde bir normlu uzay olsun ve     bir açık aralık olsun. 

Burada   cismi olarak   veya   alınır.                 ve        sürekli 

fonksiyonları verilsin.  -defa sürekli diferansiyellenebilir her bir        fonksiyonu 

için, her     ve verilen bir     için  

‖      
               

                                    ‖    

eĢitsizliği sağlandığında, 

      
               

                 
                      

diferansiyel denkleminin herhangi bir     için                   olacak Ģekilde 

 -defa sürekli diferansiyellenebilir bir        çözümü varsa, bu durumda yukarıdaki 

diferansiyel denklem Hyers Ulam kararlılığa sahiptir denir. Burada     ,   na bağlı ve   

             Ģartını sağlayan bir ifadedir (Jung, 2006). Yani, eğer      sürekli 

diferansiyellenebilir fonksiyonu diferansiyel denklemin bir yaklaĢık çözümü ise, o 

zaman denklemin      ye yakın bir       çözümü vardır. Diğer bir ifade ile diferansiyel 

denkleminin tüm çözümlerinin kümesi ile      fonksiyonu arasındaki uzaklık 

arasındaki fark en fazla      kadardır.  

        Birinci mertebeden             lineer diferansiyel denklemi ile ifade edilebilen 

bir kapalı sistemi ele alalım. Eğer bu diferansiyel denklemin genel çözümünü ve bir 
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baĢlangıç koĢulunu biliyorsak, bu sistemin geçmiĢi, Ģimdiki anı ve geleceği tamamen 

belirlenmiĢtir. Böylece, bu sistem “öngörülebilir” dir. Bazen, dıĢtan kaynaklanan bir 

nedenle, sistem             diferansiyel denklemi ile belirlenemeyebilir, sadece 

|           |    gibi bir eĢitsizlik tarafından açıklanabilir. O zaman bu sistemin 

geleceğini tam olarak öngörmek imkânsızdır. 

 Sistem, dıĢarıdan kaynaklı nedenlerden dolayı tamamen öngörülemez olmasına 

rağmen, eğer sistemin reel geleceği sınırlı bir hata ile             diferansiyel 

denkleminin çözümünü takip ediyorsa,             diferansiyel denklemi Hyers 

Ulam kararlılığa sahiptir deriz. Fakat eğer hata sınırı çok büyük ise,             

diferansiyel denklemi Hyers Ulam kararlılığa sahip değildir deriz.  

         Genellikle, deneysel (veya gözlenen) veriler teorik beklentilerle tamamen 

örtüĢmez. Denklemlerin kullanılmasıyla doğal olayı açıklayabiliriz, fakat gerçek deney 

verilerinin ölçülmesi veya gözetilmesi yüzünden ortaya çıkan hatalar olabilir. Eğer 

doğal olayı açıklamak için eĢitlikler yerine eĢitsizlikleri kullanırsak, bu hatalar 

eĢitsizliklerin çözümlerine absorbe edilir. Bu açıdan bakıldığında diferansiyel 

denklemlerin Hyers Ulam kararlılığı önemlidir (Jung, 2012). 

        Bu çalıĢmada ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklemlerin Hyers Ulam 

kararlılık teorisi ve bazı özel fonksiyonlar yardımıyla analitik fonksiyonların yaklaĢımı 

incelecektir. 

       ve    analitik fonksiyonlar olmak üzere, en genel ikinci mertebeden 

değiĢken katsayılı homojen lineer diferansiyel denklem 

       
            

            

Ģeklinde ifade edilir. 

Sabit katsayılı homojen lineer diferansiyel denklemler cebirsel yöntemlerle 

çözülebilirler ve çözümler elementer fonksiyonlar cinsinden ifade edilebilirler. Fakat 

değiĢken katsayılı denklemler için durum o kadar kolay değildir. Böyle denklemler bir 

kaç özel denklem sınıfı dıĢında cebirsel yöntemlerle çözülemez ve çözümleri elementer 

fonksiyonlar cinsinden ifade edilemez. Bu nedenle özellikle çözümleri elementer 

fonksiyonlar cinsinden ifade edilemeyen diferansiyel denklemleri çözmek için genel bir 

yöntem geliĢtirilmiĢtir. Seriler yöntemi denilen bu yöntemde çözümler kuvvet serisi 

cinsinden olacaktır. Yöntem, ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklemlere 



6 
 

uygulanabildiği gibi yüksek mertebeden lineer denklemlere de uygulanabilir. Bu 

çalıĢmada ikinci mertebeden homojen ve homojen olmayan lineer diferansiyel 

denklemlere uygulanıĢı ele alınacaktır. 

        DeğiĢken katsayılı ikinci mertebe lineer bir diferansiyel denklemin genel çözümü                       

                                                                            

 Ģeklinde verilir. Burada       ve       herhangi iki kuvvet serisidir. Diğer taraftan, her 

zaman   in her değeri için bu genel çözüm geçerli olmayabilir. O zaman genel çözümün 

geçerli olduğu, kullanılır olduğu aralığın belirlenmesi gerekmektedir. ĠĢte bu nedenle, 

genel çözümde, verilen serilerin her biri için yakınsaklık aralığının bulunması 

zorunludur. Bu durumda, her iki serinin birlikte yakınsak olduğu aralık, diferansiyel 

denklemin genel çözümünün geçerli olduğu bölgeyi verecektir. 

 Uygulamada ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklemlere sık rastlanır. Ġkinci 

mertebeden lineer diferansiyel denklemlerin en önemlileri arasında Airy, Legendre, 

Hermite, Chebyshev, Bessel ve Lagurre denklemleri sayılabilir.  

Airy diferansiyel denkleminin çözümü olan Airy fonksiyonları astronomi ve 

mikroskopide kullanılmaktadır. Legendre diferansiyel denklemi daha çok fizikte ve 

diğer teknik alanlarda kullanılır. Özellikle küresel koordinat sisteminde, kısmi 

diferansiyel denklem ile ilgili Laplace denklemi çözerken ortaya çıkar. Hermite 

diferansiyel denklemi, kuantum mekaniği, olasılık teorisi ve istatistiksel mekanikte 

oldukça sık kullanılır. Chebyshev denklemi fizik ve mühendislikte büyük rol oynarken 

Bessel denklemi Laplace denkleminin silindirik koordinatlardaki çözümünde ortaya 

çıkar. Lagurre denklemi ise kuantum mekaniğinde kullanılır.  

Bu çalıĢmada ikinci mertebeden pek çok lineer diferansiyel denkleme 

uygulanabilen kuvvet serisi metodunu kullanarak Airy, Legendre, Hermite ve 

Chebyshev denklemlerinin Hyers Ulam kararlılıkları ve yaklaĢım özellikleri 

incelenecektir. 

 

 

 

 

http://tr.wikipedia.org/wiki/K%C3%BCresel_koordinat_sistemi
http://tr.wikipedia.org/wiki/K%C4%B1smi_diferansiyel_denklem
http://tr.wikipedia.org/wiki/K%C4%B1smi_diferansiyel_denklem
http://tr.wikipedia.org/wiki/Laplace_denklemi
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2. KAYNAK BĠLDĠRĠġLERĠ 

 

 

Lineer diferansiyel denklemlerin Hyers Ulam kararlılığını inceleyen ilk bilinen 

kiĢi Obłoza (1993;1997) dır. Daha sonra Alsina ve Ger (1998), bir diferansiyel 

denklemin Hyers Ulam kararlılığını araĢtıran ilk çalıĢmalarını yayınlamıĢlardır. Bu 

çalıĢmada yazarlar, eğer      , her     için 

|          |    

eĢitsizliğini sağlayan bir diferansiyellenebilir fonksiyon ise, o zaman         olmak 

üzere, her     için 

|         |     

olacak Ģekilde herhangi bir     için            eĢitliğini sağlayan bir       

diferansiyellenebilir fonksiyonunun var olduğunu ispatladılar. Alsina ve Ger'in (1998) 

bu sonucu Miura ve Ark. (2001), Miura (2002) ve Takahasi ve Ark. (2002) tarafından 

genelleĢtirildi.  

Takahasi ve Ark. (2002)   bir kompleks Banach uzayı olmak üzere, eğer 

     , her     için 

|           |    

eĢitsizliğini sağlayan bir diferansiyellenebilir fonksiyon ise, o zaman             

diferansiyel denkleminin tüm çözümlerinin kümesi ile      fonksiyonu arasındaki 

uzaklığın en fazla  |    |⁄  olduğunu gösterdiler. 

|         |     

olacak Ģekilde herhangi bir     için            eĢitliğini sağlayan bir       

diferansiyellenebilir fonksiyonunun var olduğunu ispatladılar. 

 Miura ve Ark. (2004) tarafından   bir kompleks sabit olmak üzere Banach uzayı 

değerli             diferansiyel denkleminin Hyers Ulam kararlılığına sahip olduğu 

ispatlandı. Yani, eğer   sürekli diferansiyellenebilir fonksiyonu             

diferansiyel denkleminin bir yaklaĢık çözümü ise, o zaman denklemin   ye yakın bir 
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çözümünün var olduğunu gösterdiler. Jung ve Lee (2006) ise aynı denklemin Hyers 

Ulam kararlılığını ispatlayarak Alsina ve Ger (1998) in bir teoremini genelleĢtirdiler. 

        Birinci mertebeden lineer diferansiyel denklemlerin Hyers Ulam kararlılığı Wang 

ve Ark. (2008) , Popa ve RaĢa (2011) ve Jung ve Brzdek (2010) çalıĢmalarında da ele 

alınmıĢtır. 

        Bu düĢünce tarzının paralelinde ikinci ve daha yüksek mertebeden diferansiyel 

denklemlerin Hyers Ulam kararlılıkları da incelenmiĢtir.  

        Li ve Shen (2010) çalıĢmalarında ikinci mertebeden lineer diferansiyel 

denklemlerin Hyers Ulam kararlılıklarını incelemiĢlerdir. 

        Cîmpeanve ve Popa (2010) çalıĢmalarında yüksek mertebeden sabit katsayılı lineer 

diferansiyel denklemlerin Hyers Ulam kararlılıklarını incelemiĢlerdir. 

        Abdollahpour ve Najati (2011) çalıĢmalarında     [   ] ,    [   ]  ve 

          olmak üzere, 

                                                                      

formundaki üçüncü mertebeden lineer diferansiyel denklemlerin Hyers Ulam 

kararlılıklarını incelemiĢlerdir. 

        Jung (2008) çalıĢmasında homojen olmayan  

                                                   ∑      
                                

formundaki Airy diferansiyel denklemini kuvvet serisi metoduyla çözmüĢ ve her 

analitik fonksiyonun, sınırlı bir bölge üzerinde, hata sınırı ikinci dereceden bir 

fonksiyon olmak üzere Airy fonksiyonu ile yaklaĢtırılabileceğini ispatlamıĢtır.  

Aynı Ģekilde (Jung, 2009a,2009b,2011a,2011b,2011c) çalıĢmalarında sırasıyla 

homojen olmayan Legendre, Hermite, Bessel, Chebyshev ve Lagurre diferansiyel 

denklemlerini çözmüĢ ve bu sonuçlar doğrultusunda analitik fonksiyonların bu özel 

fonksiyonlar yardımıyla yaklaĢtırılabileceğini ispatlamıĢtır.  

Bu teorinin birinci mertebeden lineer kısmi diferansiyel denklemlere uygulamaları 

ilk olarak Jung (2009c) çalıĢmasında incelenmiĢtir. Gorjdi ve ark.(2011) ikinci 

mertebeden lineer olmayan kısmi diferansiyel denklemlerin kararlılığını incelemiĢlerdir.  

Daha sonra Lungu ve ark.(2012) birinci mertebeden kısmi diferansiyel denklemlerin 

Hyers Ulam kararlılığı üzerine çalıĢmıĢlardır.   
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 Jung ve ark. (2013) Gauss fonksiyonlarının yaklaĢım özelliği üzerine çalıĢmaları 

son zamanlardaki çalıĢmalar arasında gösterilebilir. Bu çalıĢmada kuvvet serisi 

metodunu kullanarak homojen olmayan birinci mertebeden 

                                          ∑        
                                      

Gauss fonksiyonunun yaklaĢım özelliği ispatlanmıĢtır. 

        Jung ve ġevli (2013) çalıĢmasında Hyers-Ulam kararlılığı ispatlayabilmek için, pek 

çok farklı ikinci mertebeden lineer diferansiyel denkleme uygulanabilen kuvvet serisi 

metodu geliĢtirmiĢlerdir. Jung ve ark. (2013), pertürbe Volterra integro-diferansiyel 

denklemlerin Hyers Ulam kararlılığı üzerine çalıĢmaları yine son zamanlardaki 

çalıĢmalar arasında gösterilebilir. 

 Hamid Rezaei ve ark. (2013) çalıĢmasında    mertebeden lineer diferansiyel 

denklemlerin Hyers-Ulam kararlılığını incelemiĢlerdir. Daha özel olarak    skaler,   ve 

 ,   defa sürekli diferansiyellenebilir fonksiyonlar olmak üzere, Laplace transformu 

metodunu kullanarak 

      ∑   

   

   

             

diferansiyel denkleminin Hyers Ulam kararlılığı üzerine çalıĢmıĢlar ve Laplace 

transformu ile bu teoriyi bir araya getirmiĢlerdir 

 Bu çalıĢmanın dördüncü bölümünde birinci mertebeden, beĢinci bölümünde ise 

ikinci mertebeden diferansiyel denklemlerin Hyers Ulam kararlılık teorisi ele 

alınacaktır. ÇalıĢmanın ileride bu konuda çalıĢacaklara yol gösterici nitelikte olması 

amaçlanmaktadır.  
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3. TEMEL BĠLGĠLER  

 

    Bu bölümde daha sonraki bölümlerde kullanılacak temel tanım ve teoremlere yer 

verilecektir. 

3.1.  Önbilgiler 

 

Tanım 3.1.1. (Lineer Uzay) 

     bir küme ve   (reel/kompleks) sayıların bir cismi olsun.  

                                           

                                              

fonksiyonları aĢağıdaki Ģartları sağlıyorsa,     kümesine   cismi üzerinde bir vektör 

uzayı (lineer uzay) denir.          ve       için;  

(L1)          

(L2)                  

(L3)        olacak Ģekilde bir     vardır. 

(L4)  Her bir     için          olacak Ģekilde        vardır. 

(L5)  Her     için       

(L6)               

(L7)               

(L8)              

 

Tanım 3.1.2. (Metrik Uzay) 

       bir küme ve         ,              biçiminde fonksiyonu verilsin. 

Her         için,  

(M1)              

(M2)               

(M3)                       (üçgen eĢitsizliği) 
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özeliklerini sağlıyorsa    ye   üzerinde bir metrik (uzaklık fonksiyonu) denir.        

ikilisine metrik uzay denir.  

 

Tanım 3.1.3. 

       Bir       metrik uzayı üzerinde      dizisi verilsin.      için         iken 

           olacak Ģekilde      varsa yani        iken             

oluyorsa      dizisine bir Cauchy dizisi denir. 

 

Tanım 3.1.4. 

       Bir       metrik uzayındaki her Cauchy dizisi   içinde bir noktaya yakınsak ise,  

      metrik uzayına tam metrik uzay denir. 

 

Tanım 3.1.5. (Normlu Uzay) 

        ,   cismi üzerinde bir lineer uzay olsun. 

                                                     

                                                    

dönüĢümü aĢağıdaki Ģartları sağlıyorsa bu dönüĢüme bir norm ve         ikilisine de 

normlu uzay denir.        için; 

(N1)           

(N2)      | |    (          

(N3)               

 

Tanım 3.1.6. 

      bir normlu uzay ve elemanları   den alınan bir      dizisi verilsin. Eğer       

iken         0 olması durumunda     iken        0 olacak Ģekilde bir 

    varsa   uzayına tam normlu uzay veya Banach uzayı denir. 
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Tanım 3.1.7. 

    (i)      ,       bir fonksiyon ve      olsun. Herbir     sayısı için, 

|    |    iken  |          |    olacak Ģekilde bir             reel sayısı 

bulunabilirse   fonksiyonu    noktasında süreklidir denir. 

   (ii) Her     sayısına karĢılık |      |    koĢulunu sağlayan her         için  

|            |    olacak Ģekilde en az bir          sayısı bulunabilirse,   

fonksiyonu   kümesinde düzgün süreklidir denir. 

(ii) den her düzgün sürekli fonksiyonun sürekli olduğu görülür. 

 

Teorem 3.1.1. 

  Kapalı bir aralıkta sürekli her fonksiyon o aralıkta düzgün süreklidir. 

 

Teorem 3.1.2.(Weierstrass Teoremi ) 

      fonksiyonu [   ]  aralığında sürekli olmak üzere verilen her     ve   [   ] 

için, 

                                                   |         |     

Ģartını sağlayan en az bir      polinomu bulunabilir. 

 

Tanım 3.1.8. 

      Bir ya da daha fazla fonksiyonun türevlerini içeren denklemlere diferansiyel 

denklem denir. 

 

 

Tanım 3.1.9. 

      Bir diferansiyel denklem eğer bir tek bağımsız değiĢkenden oluĢan türevleri 

bulunduruyorsa bu tür diferansiyel denklemlere adi diferansiyel denklemler denir. 



13 
 

Genel olarak bağımlı değiĢkeni  , bağımsız değiĢkeni   olan bir adi diferansiyel 

denklem,  

                                       (                 )    

Ģeklinde bir fonksiyon olarak tanımlanır. 

 

Tanım 3.1.10. 

      Eğer bir diferansiyel denklem bir veya birden fazla bağımsız değiĢkenin kısmi 

türevlerini bulunduruyorsa bu tür diferansiyel denklemlere de kısmi türevli diferansiyel 

denklemler denir. Genel olarak bağımlı değiĢkeni  , bağımsız değiĢkenleri   ve   olan 

bir kısmi diferansiyel denklem, 

                                     (                       )    

Ģeklinde bir fonksiyon olarak tanımlanır. 

Tanım 3.1.11. 

     Bir diferansiyel denklemde görülen en yüksek mertebeden türevin mertebesine 

diferansiyel denklemin mertebesi denir. 

 

Tanım 3.1.12. 

     Eğer bir diferansiyel denklem var olan tüm türevlere göre bir polinom denklem 

biçiminde ise, en yüksek mertebeden türevin kuvvetine diferansiyel denklemin derecesi 

denir. 

Tanım 3.1.13. 

      Eğer bir diferansiyel denklem bilinmeyen fonksiyon ve bilinmeyen fonksiyonun var 

olan türevlerine göre birinci dereceden ise, diferansiyel denkleme lineerdir denir. En 

genel lineer diferansiyel denklem  

       
             

                    
                 

Ģeklindedir. Burada            ve   ,   in verilmiĢ fonksiyonlarıdır. 



14 
 

Tanım 3.1.14. 

         Diferansiyel denklemler bağımlı değiĢken ve türevlerinin katsayılarının durumuna 

göre de sınıflandırılmaktadır. Eğer bu katsayılar birer sabit ise sabit katsayılı 

diferansiyel denklem, eğer bağımsız değiĢkene bağlı fonksiyonlar ise değiĢken katsayılı 

diferansiyel denklemler denir. 

 

3.2. Kuvvet Serileri 

 

    Bu bölümde kuvvet serileri ile ilgili temel tanım ve teoremlere değinilecektir. 

 

Tanım 3.2.1.   

 ∑   
 
           c                                             (3.1) 

 Ģeklindeki bir seriye kuvvet serisi denir. Buradaki    sayılarına serinin katsayıları adı 

verilir. 

     Verilen bir kuvvet serisinde esas konu, bu serinin ıraksaklığı veya yakınsaklığı 

problemi değildir. Çünkü serinin terimleri   'e bağlı olduğundan, bu seri bazı   ler için 

yakınsak bazıları için ıraksak olabilir. Kuvvet serilerinde esas problem serinin hangi   

ler için yakınsak hangileri için ıraksak olduğunu belirlemektir.  

 

Tanım 3.2.2. 

     in belli bir değeri için (3.1) bir sayı dizisidir. Eğer        için 

     ∑  

 

   

          

sayı serisi yakınsak ise, (3.1) serisi      de yakınsaktır denir. 
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Tanım 3.2.3. 

     ∑   
 
           kuvvet serisinin |   |    için yakınsak olduğu en büyük 

pozitif   sayısına, bu kuvvet serisinin yakınsaklık yarıçapı, seriyi yakınsak yapan   

noktalarının oluĢturduğu           aralığına da yakınsaklık aralığı denir.  

 Eğer seri sadece     noktasında yakınsak ise       tüm   ler için yakınsak ise             

     yazılır. 

 

Tanım 3.2.4. 

     Bir kuvvet serisinin yakınsaklığı bölüm kriteri ile belirlenebilir. Bu kritere göre eğer 

  

   
   

|
    

  
| |   |     

ise ; 

    için seri yakınsak, 

    için seri ıraksaktır. 

Bu kriterden kolayca görülebilir ki (3.1) serisinin yakınsaklık yarıçapı  

                                                         |
  

    
|  

Ģeklindedir. 

 

3.2.5.  Kuvvet Serilerinin Türev ve Ġntegrali 

       Bir kuvvet serisinin toplamı, yakınsaklık aralığında   

                                                ∑   
 
          

ile verilen bir     fonksiyonu tanımlar. Bu fonksiyon   ∑   
 
           polinom 

dizisinin limiti olduğundan polinomların sahip olduğu birçok özelliğe sahiptir. Bu 
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özelliklerin varlığı, serinin düzgün yakınsak olmasının sonucudur. ġimdi serinin düzgün 

yakınsaklığını veren teorem verilecektir. 

Teorem 3.2.1. 

     Yakınsaklık yarıçapı   olan  ∑   
 
           serisi,            tarafından 

kapsanan her bir kapalı aralık üzerinde düzgün ve mutlak yakınsaktır.  

 

Teorem 3.2.2. 

     ∑   
 
          serisinin yakınsaklık yarıçapı   ve             için 

                                        ∑   
 
          

olsun.   fonksiyonu integrallenebilirdir ve  [   ]            için 

                      

                        ∫  ∑   
 
             ∑   

 
   

 

 
(∫       

 

 
  )  

sağlanır. 

 

Teorem 3.2.3. 

     Herhangi bir      dizisi ve   sayısı için  ∑   
 
          serisi ve terimleri bu 

serinin terimlerinin türevlerinden oluĢan   ∑     
 
             serisinin yakınsaklık 

yarıçapları aynıdır. 

 

 Ġspat  

      ∑          serisinin yakınsaklık yarıçapı   ,  ∑              serisinin 

yakınsaklık yarıçapı     olsun. Eğer |    |      ise  ,  ∑             mutlak 

yakınsaktır. 

 ∑               ∑              
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ve  

|            |  |             | 

olduğundan  ∑            serisi de mutlak yakınsaktır. ∑               serisini 

yakınsak yapan her    noktası ∑            serisini de yakınsak yaptığından  

                                                                              (3.2) 

olur.  

         ∑               serisi yakınsak olsun. |    |   |    | bağıntısını sağlayan 

her bir      için  ∑             serisinin mutlak yakınsak olacağı açıktır. 

                               

|
              

              
|   |

    

    
|
   

   
 

|    |
 

ifadesinde  

|
    

    
|    

denilirse,  

|
              

              
|  

 

|    |
       

bulunur.         için 

                                               

olacağından  
 

|    |
       sınırlıdır. ġu halde 

|            |   |         | 

olacak Ģekilde bir   sayısı vardır. Dolayısıyla,  ∑                yakınsak 

olduğundan ∑                 yakınsaktır. ∑             serisinin yakınsak olduğu 

açıktır. 
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∑         serisinin yakınsak olduğu her    noktasında ∑               yakınsak 

olduğundan   

                                                                                       (3.3) 

bulunur. 

O halde  (3.2) ve (3.3) den        dır. 

 

Teorem 3.2.4. 

   ∑         serisinin yakınsaklık yarıçapı   ve              için  

                                            ∑   
 
          

olsun.   fonksiyonu            aralığında türevlenebilirdir ve  

          ∑   
 
            ∑ [        ]  

      ∑    
 
             

olur. 

 

Tanım 3.2.6. 

    Eğer bir   fonksiyonu   noktasının bir   komĢuluğundaki tüm   ler için  

                                               ∑   
 
           

biçiminde yakınsak bir kuvvet serisine açılabiliyor ise ,    fonksiyonuna   noktasında 

analitiktir denir. Bir fonksiyon   noktasında her mertebeden türeve sahip değilse   

noktasında analitik olamaz. 

Örnek 3.2.1. 

   Ġki polinomun bölümü olan 
    

    
 rasyonel fonksiyonu          olan   lar hariç, tüm 

  lar için analitiktir. Bunun gibi                 fonksiyonları tüm   ler için analitiktir.  
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Bu fonksiyonların seriye açılımı; 

                                              
  

 
   ∑

  

  
 
     

                                             
  

  
 

  

  
   ∑      

     

       
 
     

                                             
  

  
 

  

  
   ∑      

   

     
 
     

Ģeklindedir. 

 

3.3. Diferansiyel Denklemlerde Adi ve Tekil Nokta 

 

     Ġkinci mertebeden değiĢken katsayılı 

                                        
    

         
  

  
                                                    (3.4)                              

diferansiyel denklemini göz önüne alalım. 

Eğer       ve          noktasında analitik ise,    noktasına (3.4) diferansiyel 

denkleminin adi noktası denir. 

Eğer   , (3.4) denkleminin bir adi noktası değil ise, ona (3.4) denkleminin bir tekil 

noktası denir. 

 

Teorem 3.3.1. (Analitik Çözümlerin Varlığı) 

   Eğer       (3.4)  diferansiyel denkleminin adi noktası ise, bu diferansiyel 

denklemin her çözümü        da analitiktir. O halde     yakınsaklık yarıçapı 

olmak üzere;          

                                              
      ∑   

 
         

   

Ģeklinde kuvvet serisine açılabilir. 
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3.4. Diferansiyel Denklemlerde Kuvvet Serisi Çözüm Metodu  

 

i) Öncelikle    noktasının adi nokta olduğu doğrulanır.  

ii)           , ... sabitler olmak üzere çözümün 

                           
      ∑   

 

   

      
  

Ģeklinde olduğunu varsayılır.  

iii)  
  

  
  ve 

   

      değerleri hesaplanıp diferansiyel denklemde yerine yazılır. 

iv) Homojen denklemin sağ tarafı sıfır olacağından (     ) ın kuvvetleri sıfıra 

eĢitlenir. Bu Ģekilde tüm katsayıları bulabilmemizi sağlayan indirgeme bağıntıları elde 

edilir. 
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4.   BĠRĠNCĠ MERTEBEDEN LĠNEER DĠFERANSĠYEL 

DENKLEMLERĠN HYERS-ULAM KARARLILIĞI 

 

 

   Birinci mertebeden lineer diferansiyel denklemlerin en genel Ģekli 

                                           
                                                                   (4.1) 

biçimindedir. Burada       ve     in verilmiĢ fonksiyonlarıdır.  

       halinde, (4.1) denklemi homojen lineer denklem adını alır ve bu denklem 

değiĢkenlerine ayrılabilir bir denklemdir. 

                                         
    

 
 

     

     
      

biçiminde yazdıktan sonra integral alınırsa,  

                                            
 ∫

     

     
  

  

elde edilir. Burada  , bir keyfi sabittir. 

(4.1) denklemini normal form diyeceğimiz 

                                        
  

  
             (4.2) 

formuna getirelim. Burada                ⁄ ,               ⁄  dir. 

ġimdi (4.2) nin her iki yanını bir      çarpanı ile çarpalım. Bu suretle elde edilen  

                                        
  

  
                    

denkleminin birinci tarafının       nin türevine eĢit, yani 

                                       
  

  
           

 

  
[     ] 

olması için   nün  

                                               
     

  
           

denklemini sağlaması gerektiği açıktır. Buradan 

                                                      ∫        

elde edilir.      fonksiyonuna denklemin integral çarpanı denir. 
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Ġntegral çarpanı yardımıyla (4.2) denklemi 

                                                  
 

   
[     ]            

Ģeklinde yazılabilir. Buradan integral alarak, 

  
 

    
∫           

 

     
 

elde edilir. Bu (4.2) denkleminin genel çözümüdür. 

   ve   reel sayıları           eĢitsizliğini sağlamak üzere,         

bir açık reel aralık olsun. Üstelik       nin herhangi bir     için ∫
  

    

 

 
 integrali 

var olacak Ģekilde verilmiĢ bir fonksiyon olduğunu kabul edelim. 

Birinci mertebeden lineer  

                                                                           (4.3) 

diferansiyel denkleminin Hyers-Ulam kararlılığı Jung (2004) tarafından ele alınmıĢtır. 

Daha kesin olarak, eğer ya her     için        eĢitsizliği ya da her     için 

       eĢitsizliği sağlanıyorsa ve dahası eğer her bir diferansiyellenebilir       

fonksiyonu her     için |              |    eĢitsizliğini sağlıyorsa, o zaman 

herhangi bir     için 

|       
∫

  
    

 
 |    

olacak Ģekilde bir   reel sayısının var olduğu Jung (2004) tarafından ispatlanmıĢtır.  

 

Lemma 4.1.  

     Bir sürekli diferansiyellenebilir       fonksiyonunun verilmiĢ olduğunu kabul 

edelim.  

(a)                 eĢitsizliğinin her     için doğru olması için gerek ve yeter 

Ģart her     için             ve  

                                             
∫

  

    

 
   

olacak Ģekilde bir diferansiyellenebilir       fonksiyonunun var olmasıdır. 
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(b)                 eĢitsizliğinin herhangi bir     için doğru olması için gerek 

ve yeter Ģart her     için             ve 

          
∫

  
    

 
  

olacak Ģekilde bir diferansiyellenebilir       fonksiyonunun var olmasıdır. 

(Jung, 2004).  

 

Teorem 4.1. 

         verilmiĢ olsun. Sürekli birinci türeve sahip bir       fonksiyonunun her 

    için  

        |              |                                               (4.4) 

eĢitsizliğinin bir çözümü olması için gerek ve yeter Ģart herhangi bir     için 

                     
∫

  

    

 
                                             (4.5) 

ve  

                     
 ∫

  

    

 
                                       (4.6) 

olacak Ģekilde bir sürekli diferansiyellenebilir       fonksiyonunun var olmasıdır 

(Jung, 2004). 

  (4.3) diferansiyel denkleminin Hyers Ulam kararlılığı aĢağıda verilecek teorem 

ile ifade edilmektedir. 

 

Teorem 4.2.  

    Eğer her     için     eĢitsizliği sağlanırsa veya her     için     eĢitsizliği 

sağlanırsa, ve eğer her bir sürekli diferansiyellenebilir       fonksiyonu her     

için  

                                                          |              |                                                                                            

eĢitsizliğini sağlıyorsa, o zaman herhangi bir     için 

           |       
∫

  

    

 
 |                                             (4.7) 
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olacak Ģekilde bir   reel sayısı vardır (Jung, 2004). 

Burada,   bir keyfi reel sabit olmak üzere,   
∫

  

    

 
  fonksiyonunun (4.3) diferansiyel 

denkleminin genel çözümü olduğu dikkate alınmıĢtır. 

        Teorem 4.2, (4.4) eĢitsizliğinin her bir çözümüne (4.3) diferansiyel denkleminin bir 

çözümü ile bir   uzaklığı içinde yaklaĢılabilir. Maalesef, Teorem 4.1 den      nin 

davranıĢları üzerine bazı bilgiler alabilmemize rağmen, (4.7) eĢitsizliğindeki   sabitini 

bulmak için etkili bir yol yoktur. 

Bununla birlikte, eğer bir baĢlangıç koĢulu bilinirse, ki onu      ile gösterirsek, o 

zaman aĢağıdaki sonuç,      için alt ve üst sınır değerlendirmeleri almamıza olanak 

verir. 

 

Sonuç 4.1. 

       nın bir reel sayı olduğunu ve her     için        olduğunu kabul edelim. 

         ,   üzerinde sürekli diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Ayrıca  ,   

noktasında sağdan sürekli olsun. Eğer   fonksiyonu her     için ve bir     için (4.4) 

eĢitsizliğini sağlıyorsa, o zaman herhangi bir     için   

                 
∫

  

    

 
                  

∫
  

    

 
                 (4.8) 

değerlendirmesi vardır (Jung, 2004). 

 

 

Sonuç 4.2. 

      nın bir reel sayı olduğunu ve her     için        olduğunu kabul edelim. 

Dahası,          ,   üzerinde sürekli diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. 

Ayrıca  ,   noktasında sağdan sürekli olsun. Eğer   fonksiyonu her     için ve bir 

    için (4.4) eĢitsizliğini sağlıyorsa, o zaman herhangi bir     için   

             
∫

  

    

 
                  

∫
  

    

 
                    (4.9) 

değerlendirmesi vardır (Jung, 2004). 
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Birinci mertebeden homojen olmayan  

                                                                                                         (4.10) 

lineer diferansiyel denklemin Hyers Ulam kararlılığı Jung (2006a) tarafından elde 

edilmiĢtir. 

   bir kompleks Banach uzayı ve       bir keyfi aralık olsun. Dahası      , 

      ve     [    nin keyfi     için      ve  ∫       
 
            üzerinde 

integrallenebilir ve ayrıca       ∫       
 
 ,   üzerinde integrallenebilir olacak Ģekilde 

fonksiyonlar olduğunu kabul edelim. Burada      ile   kompleks sayısının reel kısmı 

gösterilecektir. 

Teorem 4.3 de, eğer her bir sürekli diferansiyellenebilir       fonksiyonu her 

    için  

                                                         (4.11) 

eĢitsizliğini sağlıyorsa, o zaman (4.10) diferansiyel denkleminin her     için 

                ∫       
 
 ∫       ∫       

 
   

 

 

 

olacak Ģekilde bir tek çözümünün var olduğu ifade edilmektedir. 

 

Teorem 4.3. 

         bir kompleks Banach uzayı ve       bir keyfi aralık olsun. Burada     olmak 

üzere            keyfi bir biçimde verilmiĢtir.       ve       ın her bir 

    için      ve  ∫       
 
            üzerinde integrallenebilir fonksiyonlar olduğunu 

kabul edelim. Ayrıca     [     nin       ∫       
 
 ,   üzerinde integrallenebilir 

olacak Ģekilde bir fonksiyon olduğunu kabul edelim. 

      Eğer bir sürekli diferansiyellenebilir       fonksiyonu her     için  (4.11) 

eĢitsizliğini sağlıyorsa, o zaman her bir     için 
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‖       ∫       
 
 .  ∫      ∫       

 
   

 

 

/‖

    ∫       
 
 ∫       ∫       

 
   

 

 

                                              

olacak Ģekilde bir tek     vardır (Jung, 2006a). 

 

Uyarı 4.1. 

  (4.10) diferansiyel denkleminin genel çözümünün 

       ∫       
 
 .  ∫      ∫       

 
   

 

 

/ 

olduğuna dikkat edelim. Burada  ,   in keyfi bir elemanıdır (Jung, 2006a). 

 

Sonuç 4.3. 

      bir kompleks Banach uzayı ve         bir açık aralık olsun. Burada     olmak 

üzere            keyfi bir biçimde verilmiĢtir.       ve       ın her bir 

    için      ve  ∫       
 
      fonksiyonları       üzerinde integrallenebilir olacak 

Ģekilde fonksiyonlar olduğunu kabul edelim. Üstelik     [     nin       ∫       
 
 , 

  üzerinde integrallenebilir olacak Ģekilde bir fonksiyon olduğunu kabul edelim. Eğer 

her bir sürekli diferansiyellenebilir       fonksiyonu her     için (4.11) 

eĢitsizliğini sağlıyorsa, o zaman herhangi bir     için 

‖       ∫       
 
 .  ∫      ∫       

 
   

 

 

/‖

    ∫       
 
 ∫       ∫       

 
   

 

 

                                                         

olacak Ģekilde bir tek     vardır (Jung, 2006a). 
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Uyarı 4.2.  

    (4.10) diferansiyel denkleminin genel çözümünün 

       ∫       
 
 .  ∫      ∫       

 
   

 

 

/ 

biçiminde olduğuna dikkat edelim. Burada  ,   in keyfi bir elemanıdır (Jung, 2006a). 

 

     ġimdi Hyers Ulam kararlılığa sahip olan birinci mertebeden lineer diferansiyel 

denklem örneği verilecektir. 

 

Örnek 4.1.  

      Eğer Teorem 4.3 de        ve        alırsak, aĢağıdaki sonucu elde ederiz: 

   bir kompleks Banach uzayı ve            olmak üzere         bir açık 

aralık olsun.       nin her bir     için   ∫       
 
      fonksiyonu       üzerinde 

integrallenebilir olacak Ģekilde bir sürekli ve integrallenebilir fonksiyonlar olduğunu 

kabul edelim. Eğer bir sürekli diferansiyellenebilir       fonksiyonu her     için  

                   

eĢitsizliğini sağlıyorsa, o zaman her bir     için 

‖       ∫       
 
  ‖      ∫       

 
 ∫   ∫       

 
   

 

 

 

olacak Ģekilde bir tek     vardır (Jung, 2006a). 

 

         Farklı bir bakıĢ açısıyla, Jung (2009d) çalıĢmasında kuvvet serisi metodunu 

kullanarak, 

                                              ∑   
 
             (4.14) 

formundaki birinci mertebeden homojen olmayan lineer diferansiyel denkleminin genel 

çözümünü bulmuĢ ve üstel fonksiyonların yaklaĢım özelliğini ispatlamıĢtır. 
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   Birinci mertebeden lineer 

                                                                                                                  (4.15) 

diferansiyel denklemi en yaygın kullanılan diferansiyel denklem olup, birçok 

uygulamada karĢımıza çıkar. (4.15) denkleminin her çözümü           formundadır 

ve üstel fonksiyon olarak adlandırılır. 

 

Teorem 4.4. 

      ve  , sırasıyla sabit bir reel sayı ve sabit bir kompleks sayı olsunlar. Eğer 

∑   
 
          kuvvet serisinin yarıçapı     ise, o halde (4.14) diferansiyel 

denkleminin her               çözümü, her             için 

                                       ∑ ∑
        

  

   
   

 
                                  (4.16) 

formundadır. Burada       homojen (4.15) denkleminin çözümüdür (Jung, 2009d). 

 

Ġspat 

   (4.14) denkleminin her katsayısı     de analitik olduğundan, (4.14) denkleminin her 

çözümü     nin kuvvetleri Ģeklinde kuvvet serisine açılabilir.               

fonksiyonunun (4.16) daki gibi verildiğini varsayalım. Öncelikle            Ģeklinde 

tanımlanan       fonksiyonunun homojen olmayan (4.14) denklemini sağladığı 

ispatlanacaktır. 

                  

∑ ∑
        

      
   
   

 
              ∑ ∑

      

  
   
   

 
            ∑   

 
           

olur ki buradan       in homojen olmayan (4.14) denkleminin özel bir çözümü olduğu 

görülür. (4.14) ün her çözümü, homojen denklemin çözümü       ve homojen olmayan 

denklemin özel çözümü       in toplamı olarak ifade edilebileceğinden, (4.14) ün her 

çözümü (4.16) deki gibidir.  
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 ġimdi  

                                       ∑ ∑
  | |     

  

   
   

 
   |  ||   |                                (4.17)                                 

kuvvet serisini göz önüne alalım. 

      ∑
  | |     

  
|  |

   
    

olmak üzere (4.17) kuvvet serisine oran testini uygulanarak, 

 

             
    

  
 *

| |

   
∑

  | |     

  
|  |

   
    

|  |

   
+ *∑

  | |     

  
|  |

   
   +

  

                

                       
| |

   
 

|  |

   
*
      

  
|    |+

  

 
| |

   
 

 

   
|

  

    
| 

elde edilir. 

Buradan, 

                                         |
    

  
|           |

  

    
|  

elde edilir ki, bu (4.17) kuvvet serisinin yakınsaklık yarıçapının ∑   
 
          

kuvvet serisinin yakınsaklık yarıçapından daha az olmadığı anlamına gelir. Bu nedenle 

(4.16) daki kuvvet serisinin yakınsaklık yarıçapı   dan az değildir. O halde (4.16) daki 

                aralığında iyi tanımlıdır. 

        Varsayalım ki      ve               Ģartını sağlayan sabitler olsunlar. 

Verilen bir     için, tüm               fonksiyonlarının kümesi    ile 

tanımlansın ve aĢağıdaki özellikler sağlansın: 

(a)      yakınsaklık yarıçapı en az   olan∑          
    kuvvet serisine açılabilsin, 

(b)     için                  olmak üzere 

                                     ∑ |    
 |   |∑     

  
   | 

     

şartı sağlansın. 

             reel sayıların her     için                ya da     için  

               Ģartını sağlayan bir dizisi olsun. Eğer               
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fonksiyonu      ∑          
    Ģeklinde tanımlanırsa,     olmak üzere    

fonksiyonu     kümesine aittir. Yani     için    kümesi boĢ değildir (Jung, 2009d). 

        ġimdi üstel fonksiyonların yaklaĢım özelliği incelenecektir. Daha özel olarak 

birinci mertebeden lineer diferansiyel denklemlerin lokal Hyers Ulam kararlılığı 

ispatlanacaktır. 

Teorem 4.5. 

   Eğer bir      fonksiyonu her             ve bazı     için 

                                               |           |      (4.18) 

eĢitsizliğini sağlarsa, o halde (4.15) diferansiyel denkleminin bir                 

özel çözümü vardır öyle ki herhangi   [         ] için, 

                                          |          |   |   | 

eĢitsizliği sağlanır. Burada  

                              *  
 

 

  

     
 (∑

  

|   |
 

[|   |]  
   )

 |   |  

|   |
+                  (4.19) 

Ģeklindedir. Özel olarak,       sağlanır (Jung, 2009d). 

 

Ġspat 

     ,    kümesine ait olduğundan, (a) ve (b) özelliklerinden her             için, 

            ∑ [             ] 
          ∑   

 
             (4.20) 

sağlanır. 

(4.18) ve (4.20) göz önüne alınarak, her             için, 

                                             |∑   
 
         |     

elde edilir. Eğer   yerine      alınırsa, 

                                                 |∑   
 
     

 |     

sağlanır. Bu eĢitsizlik ve (b) özelliğinden,           
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                                    |∑   
 
     

 |   |∑   
 
     

 |                                                                                               

elde edilir. 

Abel formülü kullanılarak, 

 ∑ |    
 |

  

|   |
 

   
    (∑ |    

 |   
   )

      

|   |
    ∑ (∑ |    

 | 
   )

  

|   |
 (  

   

|   |
)   

                                                                                            

                                           .
      

|   |
    ∑

  

|   |
 

[|   |]  

   
/ (4.21) 

elde edilir. 

  |   |    için 1        |   |    olduğundan, (4.20),(4.21) ve Teorem 4.4 den 

(4.15) diferansiyel denkleminin bir    çözümü mevcuttur öyleki her              

için, 

                     |          |  ∑
| |   

  
 
   |   | ∑ |    

 |
  

|   |
 

   
     

                          |   |∑ 0
 

   
 ∑

  |   |
   

      

[|   |]  

   
1 

   |
   

  
|
 

  

          |   | *∑
 

   

 
   |

   

  
|
 

 ∑
  

|   |
 

[|   |]  
   ∑

|   |
 

      

 
   |

   

  
|
 

+    (4.22) 

 sağlanır. 

 Öte yandan, herhangi   [         ] için, 

                     ∑
 

   

 
   |

   

  
|
 

 ∑
 

   

 
   (

  

  
)
 

   
 

 

  

     
  

ve 

                  ∑
|   |

 

      

 
   |

   

  
|
 

 ∑
|   |

 

      

 
   (

  

  
)
 

 
 

|   |
( |   |   )  

olduğundan (4.22) den, her   [         ] ve  , (4.19) deki gibi olmak üzere, 

|          |   |   | 

elde edilir.             özelliğini sağlayan kompleks   sayısı mevcut olduğundan, 

   nin    kümesine ait olduğunu görmek kolaydır. 
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         ġimdi     nin tekliği ispatlanacaktır. Varsayalım ki                

,        , homojen (4.15) denkleminin çözümü olsun. Her   [         ] ve bazı 

     sabitleri için 

|          |    |   | 

eĢitsizliği sağlansın. O halde her bir         için          
   olacak Ģekilde bir    

kompleks sayısı mevcuttur. Buradan, herhangi   [         ] için 

|   
      

  |  |           |         |   | 

elde edilir. Eğer bu eĢitsizlikte      alınırsa |     | 
     olur ki buradan 

      olduğu görülür (Jung, 2009d). 

 

Sonuç 4.4. 

   Varsayalım ki   bir kompleks sabit;       ve    ise            ve         

|   |    Ģartlarını sağlayan pozitif sabitler olsunlar. Eğer      fonksiyonu her 

            ve bazı     için  (4.18) eĢitsizliğini sağlıyorsa, (4.15) diferansiyel 

denkleminin herhangi   [         ] için, 

                             |          |    (  
 

 

  

     
 ) |   |  

eĢitsizliğini sağlayan bir tek                 çözümü mevcuttur (Jung, 2009d). 
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5.  ĠKĠNCĠ MERTEBEDEN DĠFERANSĠYEL DENKLEMLERĠN 

YAKLAġIM ÖZELLĠKLERĠ 

 

5.1. Airy Denklemi 

 

Airy diferansiyel denklemi uygulamalı matematikte birçok hesapta karĢılaĢılan 

bir denklemdir. 

Jung (2008) çalıĢmasında,      kuvvet serisinin katsayıları ve   yakınsaklık 

yarıçapı olmak üzere     ve her           için 

                                       ∑      
                                                   (5.1)                                

formundaki homojen olmayan Airy diferansiyel denkleminin çözümünü incelemiĢtir. 

  

5.1.1. Homojen Airy Diferansiyel Denklemi  

 

Uygulamalı matematikteki birçok hesapta karĢımıza çıkan 

                                                                                                    (5.2)                               

Airy diferansiyel denkleminin genel çözümü kuvvet serileri cinsinden ifade edilebilir. 

Bu bölümde      kuvvet serisinin katsayıları ve   yakınsaklık yarıçapı olmak üzere 

     ve her           için 

                                       ∑      
                                                  (5.3) 

                                       ∑          
        

                                       ∑              
                                  (5.4) 

(5.3) ve (5.4) eĢitlikleri (5.2) denkleminde yerine konularak 

                        ∑ ⌈                   ⌉  
  

           

 elde edilir. 
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Buradan, 

          ve         için                         

elde edilir. 

                                    
  

                  
                                      (5.5)                 

                                     
  

                  
                                  (5.6)     

eĢitlikleri elde edilir. 

(5.2) , (5.5) ve (5.6) eĢitliklerinden homojen (5.2) denkleminin genel çözümü  

                              ∑ [∏            
   ]

   
         

                                       ∑ [∏            
   ]

   
                               (5.7)             

olarak bulunur. 

 

5.1.2. Homojen Olmayan Airy Diferansiyel Denklemi 

 (5.1) denkleminin göz önüne alalım. 

                                ∑      
     

                                 ∑          
        

                                 ∑              
       

Bu verileri (5.1) denkleminde yerine koyarak; 

     ∑ ⌈                 ⌉          ∑      
 
        

     

elde edilir. Buradan         için, 

                                            ve  

                                            

indirgeme bağıntıları elde edilir.  
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                                     için      
        

   
 

                                    için      
        

   
 

                                    için      
   

   
 

  

     
 

Buradan                için değerler yerine konularak ve       ,        

kabul ederek (5.1) denkleminin çözümü 

       
  

 
∑ [∏              

   ]
   

           

   ∑ ∑ ∑           
      

   [∏                  
   ]

   
   

 
                 (5.8) 

Ģeklinde bulunur (Jung, 2008). 

 

Lemma 5.1. 

           tamsayısı için ,      negatif olmayan sayıların dizisi olsun öyle ki her          

               için                            sağlansın ve      normlu 

uzayda kısmi toplamları                           olan bir dizi olsun. 

      Eğer her     için           Ģartını sağlayan bir   sabiti mevcut ise herhangi  

               için     

                     ∑ ∑           
 
   

 
         ∑      

 
                                        

eĢitsizliği sağlanır (Jung,2008).  

 

Teorem 5.1. 

      ∑      
      kuvvet serisinin yakınsaklık yarıçapı     olsun. Homojen olmayan 

Airy diferansiyel denkleminin her            çözümü, her          ve       

homojen Airy denkleminin çözümü olmak üzere  
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∑ [∏              

   ]
   

          

  ∑ ∑ ∑           
      

   [∏                  
   ]

   
   

 
                     (5.9) 

biçimindedir (Jung, 2008). 

 

Ġspat  

    Denklem (5.1) deki her katsayı x=0 da analitik olduğundan, (5.1) in her çözümü 

kuvvet serisine açılabilir. (5.9) eĢitliğindeki             fonksiyonu ile (5.2) 

denkleminin çözümü olan       fonksiyonunu alalım. Öncelikle              

Ģeklinde tanımlanan       fonksiyonunun homojen olmayan (5.1) denklemini 

sağladığını gösterilecektir. 

Bunun için  

                                               
             ∑      

     

 olduğunu göstermemiz gerekir. 

(5.8) den dolayı  

  
      = 

  

 
∑ [∏              

   ]
  

             
       

 ∑ ∑ ∑           
 
   [∏                  

   ]
   

   
 
                          

Buradan da    
      , 

   
  

 
∑ [∏                

   ]
   

       ∑   
 
      ∑ ∑           

      
   

 
     

 ∑ ∑ ∑           
 
   [∏                    

   ]
     

   
 
          

Ģeklinde bulunur. 

       
  

 
∑ [∏                

   ]
   

        ∑ ∑ ∑         
 
   [∏          

   
   
   

 
   

          ]
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bulunur. 

                       
                + ∑   

 
      ∑ ∑           

      
   

 
      

olur. Buradan da  

                                   
              ∑      

     

  bulunur.  

     O halde       homojen olmayan Airy denkleminin özel bir çözümüdür. 

                                              ∑      
       

denkleminin her çözümünü homojen denklemin çözümü        ve homojen olmayan 

denklemin özel çözümü olan       in toplamı olarak yazabiliriz. 

     O halde               ∑      
       denkleminin her çözümü (5.9) Ģeklinde 

verilebilir. 

    Oran testi (5.7) denklemine uygulanırsa kuvvet serisinin her noktada yakınsak 

olduğunu görülür. O halde, (5.1) denkleminin   in kuvvet serisi Ģeklinde yazılabilen 

özel bir       çözümü vardır ki yakınsaklık yarıçapı en az   kadardır. Öte yandan, özel 

çözüm      ,       ve        in toplamı olarak yazılabileceğinden yakınsaklık yarıçapı 

en az   kadardır (Jung,2008). 
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5.1.3. Airy Fonksiyonlarının YaklaĢım Özelliği 

 

     Bu bölümde her analitik fonksiyonun sınırlı bir bölge üzerinde hata sınırı ikinci 

dereceden bir fonksiyon olan Airy fonksiyonu ile yaklaĢtırılabileceğini ispatlanacaktır. 

 

Teorem 5.2. 

    Varsayalım ki   ve             √ 
 

     olacak Ģekilde pozitif sabitler olsun. Eğer 

           fonksiyonu yakınsaklık yarıçapı    olan  

                                                         ∑      
        (5.10) 

 Ģeklindeki kuvvet serisi ile gösterilebiliyorsa, o halde Airy denkleminin bir   

            çözümü ve           olmak üzere 

                                                    |          |      

eĢitsizliğini sağlayan bir     sabiti vardır (Jung, 2008). 

Ġspat   

    Varsayalım ki     , yakınsaklık yarıçapı       olan ∑      
    Ģeklindeki bir 

kuvvet serisiyle gösterilsin.O halde, 

                     ∑        
       

      ∑   
 
        

                            ∑ ⌈                   ⌉  
  

    

olur ki bu kuvvet serisinin de yakınsaklık yarıçapı    dır. 

   Bu kuvvet serisi ∑      
     ile gösterilecektir, yani  

                     ∑        
       

      ∑   
 
       ∑      

                 (5.11) 

olur. Buradan da her            ve              için 

        ,                                                                 (5.12) 

indirgeme bağıntıları bulunur. 
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∑      
     serisinin yakınsaklık yarıçapı       dur ve bu seri yakınsaklık 

aralığında mutlak yakınsaktır. Yani             için 

                                             ∑ |    | 
      

olur. 

Bu kuvvet serisi [-   ] aralığında süreklidir.  O halde       sabiti vardır öyle ki bazı 

         için, 

                     ∑ |    | 
         olur. 

Bu durumda her          ve herbir     tamsayısı için; 

                                        |∑      
    |      ∑ |    | 

         

 olur. 

Herhangi     , i             ve              için       alırsak ; 

                                          [∏                  
   ]   | |       

                                          |      
    |  

 elde ederiz. Buradan her       için, 

                                  ∑ ∑         ∑ |    |    
   

 
   

 
      

ve 

                                                                   

elde edilir. 

    Denklem (5.10) ve (5.11) den görürüz ki      homojen olmayan (5.1) Airy 

denkleminin çözümüdür. 

Lemma 5.1 den, 

|∑ ∑                
 
   

 
   |  = 

| ∑ ∑ [∏                  
   ]

  
 | |       

   
 
   | . |      

    | 
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     ∑         
 
         ∑ [∏              

   ]    
     | |        

elde edilir. 

Teorem 5.1 ve (5.12) den her | |    için 

   |           |  

  
|  |

 
∑ [∏              

   ]
   

   | |        ∑ |∑ ∑                
 
   

 
   | 

     

 |  | ∑ [∏              
   ]

   
   | |       

           
 ∑ ∑ [∏              

   ]
   

   | |       
     

sağlanır.  

Öte yandan | |  √ 
 

 olduğundan; 

  |  |  ∑ [∏              
   ]

   
   | |        

         |  | *| |
  

 

   
 | |   ∑ [∏              

   ]
  

 | |      
   + 

          |  | 
  *  

 

   
  ∑ [∏           

   ]
  

    
   + 

         |  | 
 ⌈  

 

  
  

 

 
 ∑ (

 

 
)
 

 
   ⌉ 

       = 
  

  
 |  | 

  

ve 

     
 ∑ ∑ [∏              

   ]
   

     | |       
     

       =       
  *

 

 
  ∑ ∑ [∏              

   ]
   

     | |       
    + 

                
  [

 

 
  ∑ ∑ *∏   (  

 

 
) 

   +
  

 
          

    ] 

        =       
  [

 

 
  ∑  

 

 
 [ ∑ (

 

 
)
   

*∏     
 

 
   

   +
  

  *    
 

 
  +

  
   
   ] 

   ] 
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  [

 

 
 

 

 
 ∑   [ (

 

 
)
 
  ∑ (

 

 
)
   

*∏     
 

 
   

   +
  

  
 

  
   
   ] 

   ] 

                
  *

 

 
 

 

 
 ∑   * (

 

 
)
 
  

 

    
 

  +
 
   + 

        =       
 

  
 

 

 
     

 

 
        

elde edilir. 

Burada      Riemann    fonksiyonudur. 

Sonuç olarak  | |    için  

             |           |   *
  

  
 |  |   (

 

 
 

 

 
     

 

 
    )   +  

  

elde edilir (Jung, 2008). 

Sonuç 5.1. 

    Varsayalım ki   ve            √ 
 

     olacak Ģekilde pozitif sabitler olsun. Eğer 

           fonksiyonu yakınsaklık yarıçapı    olan olan (5.12) kuvvet serisiyle 

gösterilebiliyorsa, o halde Airy denkleminin bir              çözümü vardır öyle ki  

     iken, 

                                                    |           |         

olur (Jung, 2008). 

Örnek 5.1. 

            fonksiyonu ele alınsın. Bu fonksiyon   in kuvvet serisine açılabilir. Her          

               için    
 

  
 alınırsa ve     √ 

 
 o acak şek  de   sab t  seç   rse 

(5.12) den, herhangi     için 

                                                    ve    
 

  
 

 

      
 

elde edilir. 

Her     ve             ç   
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      |∑      
    |   |∑  

 

  
 

 

      
    

    |  |
  

  
        ∑

  

  
   
   |    

     a    
 √ 
 

  

  
      √ 

 
  √ 

 

 (  √ 
 

)    √ 
 

  

Sonuç 5.1 den , Airy denkleminin bir              çözümü vardır öyle ki her 

         

 ç   

|         |  0
  

  
 

            

   
(  √ 

 
)    √ 

 

 1         

sağlanır. Burada        , 

                  ∑ [∏            
   ]

   
         ∑ [∏            

   ]
   

           

Ģeklindedir (Jung, 2008). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



43 
 

5.2. Legendre Denklemi 

 

                                                                                        (5.13)          

diferansiyel denklemine    mertebeden Legendre denklemi denir. Burada  , verilmiĢ bir 

pozitif reel sayıdır. Bu denklemin bir çözümüne Legendre fonksiyonu denir. Legendre 

denklemi fizik ve mühendislikte özellikle de küresel simetri gösteren sınır değer 

problemlerinde kullanılır. 

  Soon- Mo Jung (2007)  çalıĢmasında  

                                             ∑   
 
                            (5.14) 

Ģeklindeki homojen olmayan Legendre diferansiyel denkleminin genel çözümünü 

incelemiĢtir. Daha sonra Ģöyle bir sonuç elde etmiĢtir: 

        olmak üzere             analitik fonksiyonu her          için 

                  |                               |     

eĢitsizliğini sağlıyorsa,  

                                         |          |   
  

      

olacak Ģekilde bir     sabiti ve             Legendre fonksiyonu vardır. 

 

5.2.1. Homojen Legendre Denklemi 

 

   (5.13) denklemini göz önüne alalım. 

   1 , (5.13) denkleminin aykırı noktalarıdır. Bunların dıĢındaki tüm noktalar, 

özellikle   0 adi noktadır. Legendre denkleminin     civarındaki çözümleri 

önemlidir. Bu nokta civarındaki çözümler , | |    aralığında yakınsak kuvvet serisi 

açılımına sahiplerdir. Bu çözümleri elde etmek için  

                                      ∑    
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                                      ∑      
    

        

                                                  ∑          
    

       

  

değerlerini (5.13) de yerine koyalım. Gerekli iĢlemlerden sonra 

                        ∑ [                [            ]  ]
 
         

bulunur. 

Buradan ; 

     
            

          
    

indirgeme bağıntısı bulunur. Bu bağıntıdan    katsayıları elde edilir. 

Bu katsayılar yerine konulursa, 

        *  ∑
   

     

 
    ∏                      

   + +      

   *  ∑
     

       

 
    ∏                        

   +                           (5.15) 

  

5.2.2. Homojen Olmayan Legendre Denklemi 

 

           denklemini göz önüne alalım.       ∑      
    olmak üzere bulunan 

değerler (5.14) denkleminde yerine koyulursa; 

∑ [                [            ]  ] 
       ∑   

 
       

elde edilir. Buradan , 

                                               için      
  

  
 

      

  
    

                                               için      
  

  
 

        

  
    

          alınırsa, 
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                                        ç         
  

   
 

          

  
    

                                        ç          
  

   
 

          

  
    

           ve *
 

 
+ ,     yi geçmeyen en büyük tamsayıyı göstermek üzere  

     
 

  
∑       

[  ⁄ ]
         ∏                      

                    (5.16) 

bulunur. Bazı iĢlemler yardımıyla            için, 

                                         
 

          
   

            

          
                             (5.17)                                         

elde edilir (Jung, 2007). 

 

Teorem 5.3. 

    Varsayalım ki   bir reel sayı ve ∑   
 
      serisinin yakınsaklık yarıçapı        

olsun. Varsayalım ki    ; 

                                                               |
  

    
|                                           (5.18)                                                                

Ģeklinde tanımlanan pozitif bir tam sayı ve   , 

                   

özelliğini sağlayan pozitif tamsayı olsun. 

  O halde       Legendre fonksiyonu olmak üzere, (5.14) diferansiyel denkleminin her 

           çözümü 

                                                            ∑   
 
              (5.19) 

Ģeklinde yazılabilir. 

Burada bazı     ve     sabitleri için       ,  (5.15) Ģeklindedir (Jung, 2009b). 
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Ġspat 

   (5.19) Ģeklinde tanımlanan her bir            fonksiyonunun homojen olmayan 

(5.14) denkleminin çözümü olduğu gösterilecektir. Burada       Legendre 

fonksiyonudur ve     (5.16) da verilmiĢtir. 

Bu nedenle,  

      ∑      
    in (5.14) denklemini sağladığını görmemiz yeterlidir. 

        
          

                 = 

=           ∑ [                [            ]  ] 
      

=       ∑   
 
      

Buradan her             için; 

                                                                

                                                                

                                     [            ]       

elde edilir. 

    Kabulden dolayı       ∑      
    in yakınsaklık yarıçapı  

 
dir. Oran testi 

kullanılarak       in yakınsaklık yarıçapının 1 olduğu görülür. Bu nedenle 

            üzerinde tanımlıdır (Jung, 2009b). 

 

Sonuç 5.2. 

   Teorem 5.3 ün ifadesi geçerli olmak üzere, herhangi          için; 

∑      
    

  

  
∑       

[  ⁄ ]
         ∏                      

      

 =∑     
   ∑

    

           
∏ ,  

      

                    
-   

   
 
    

eĢitliği sağlanır (Jung, 2009b). 
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Ġspat  

                                       
       

  
 

 

         
∏

 

              
   
     

eĢitliğinin sağlandığı aĢikardır. 

Buradan ; 

∑      
    

  

  
∑       

[  ⁄ ]
         ∏                      

      

 =∑ ∑        

         

[   ]
   

 
   ∏

                   

              
   
    

elde edilir. Buradan; 

∑      
    = ∑ ∑        

         

[   ]
   

 
   ∏ ,  

      

              
-   

    

ve 

                             
     

         
∏ ,  

      

              
-   

      

olarak alınırsa 

    ∑      
    =∑ ∑    

[   ]
   

 
        

olur. 

∑      
    serisi          aralığında mutlak yakınsaktır. Bu nedenle sağdaki 

serinin terimlerini toplamı değiĢtirmeden alt alta sıralayabiliriz. 

         ∑ ∑    
[   ]
   

 
       =     

       
  

                   +     
       

  

                  +    
       

  

                                                       +    
       

       
  

             .          .         .   

                           = ∑    
 
       ∑    

 
      ∑    
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                           =  ∑ ∑    
 
    

 
        

                           = ∑ ∑
       

 

         
∏ ,  

      

              
-   

   
 
    

 
      

                           = ∑     ∑
       

    

         
∏ ,  

      

              
-   

   
 
    

 
      

Buradan da   yerine        yazarak sonuca ulaĢılır (Jung, 2009b). 

 

5.2.3. Legendre Fonksiyonlarının YaklaĢım Özelliği  

 

       Bu bölümde Legendre fonksiyonlarının yaklaĢım özelliği incelenecektir. Daha özel 

olarak (5.18) özelliğini sağlayan bir analitik fonksiyonun Legendre fonksiyonu ile 

yaklaĢtırılabileceği incelenecektir. 

     fonksiyonu 

                                                     ∑      
                 (5.20) 

Ģeklinde kuvvet serisine açılabilen ve yakınsaklık yarıçapı      olan bir fonksiyon 

olsun. O halde  

                                                                     

                                 = ∑ [                [            ]  ] 
      

                                    ∑   
 
                                                                                      (5.21)                                                                       

 burada her             için ; 

                                       [            ]                         (5.22)                           

olur. 

 Bazı uzun hesaplamalardan sonra aĢağıdaki Lemma ispatlanmıĢtır. 
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Lemma 5.2. 

            ve    (5.16) ve (5.22) gibi tanımlanmak üzere, her            için 

                       
    [   ]

  
∏         

[   ]
   

            

eĢitliği sağlanır (Jung, 2009b). 

Ġspat  

   Bu eĢitliğin doğruluğu tüm çift ve tek tamsayılar için ayrı ayrı ispatlanacaktır. 

    için, 

                                             
 

 
       

      

 
    

eĢitliği doğrudur. 

ġimdi bu eĢitliğin     olacak Ģekilde tüm çift tamsayılar için geçerli olduğunu kabul 

edelim. 

(5.17) eĢitliğini kullanarak  

         
 

          
   

            

          
    

             = 
  

          
 

            

          
*   

    [   ]

  
∏         

[   ]
   

          + 

elde edilir. 

(5.22 ) bağıntısından, 

=      
    [   ]

      
∏         

[   ]
   

           

=       
      [       ]

      
∏               

[   ]
   

                 

bulunur. 

      dönüĢümü yapılırsa, 
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=       
      [       ]

      
∏           

[   ]  
                

elde edilir. Bu da bağıntının     için doğru olduğunu gösterir. 

Aynı yöntemle     olacak Ģekilde tüm tek terimler için bu formül ispatlanabilir 

(Jung, 2009b). 

 

Teorem 5.4. 

    Varsaya ı  k    ve             o acak şek  de poz t f sab t er o su  ar  

            fonksiyonu yakınsaklık yarıçapı    olan (5.20) formunda kuvvet 

serisine açılabilsin. Varsayalım ki    (5.18) özelliğini sağlayan pozitif bir sayı olsun. 

   ve      Lemma 5.2 deki gibi ve      (5.20) deki gibi verilmiĢ olsun. 

Eğer ,        {1,       } ise, o halde             olacak Ģekilde bir Legendre 

fonksiyonu mevcuttur ayrıca      ve her           ç    

                                                   |          |    
  

      

olur (Jung, 2009b). 

 

Ġspat  

       ,  yakınsaklık yarıçapı      o acak şek  de kuvvet serisine açılsın.O halde, 

      ∑         
 
          ∑    

 
              ∑    

 
       

yazılabilir ki bu da yakınsaklık yarıçapı     olan bir kuvvet serisidir. 

  Buradan (5.21) ve (5.22) kullanılarak, her               için 

      ∑         
 
          ∑    

 
              ∑    

 
       

 ∑   
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yazılabilir. 

                                    ∑      
        

                                    ∑          
        

                                                ∑              
       

olduğundan her          için 

                                                           ∑      
     

elde edilir ki burada ∑      
    serisinin yakınsaklık yarıçapı    dır. 

∑      
     kuvvet serisi yakınsaklık aralığında mutlak yakınsaktır. Bu aralık [    ] 

aralığını içerir. ∑ |    | 
    kuvvet serisi [    ] aralığında süreklidir. 

O halde her     tamsayıları ve her          için bir    sabiti mevcuttur öyle ki ; 

                                             ∑ |    | 
                           (5.23) 

olur . 

Her            için ,
 

           
-  pozitif sayıların azalan bir dizisidir. 

Buradan her          ve i          için, 

                                          ∑
|    |

           
 
    

  

  
                                          (5.24) 

yazılabilir. Öte yandan, 

                     ∑ |
      

              
| 

    
|      |

          
 

|      |

          
     

                 
|      |

 
∑

 

   
 
      

Ģeklindedir. 

Herhangi     tamsayısı için  

                                      |∏ ,  
      

             
- 

   |   
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sonsuz çarpımı yakınsaktır. 

         değiĢimi yapılırsa, her     ve     için 

                                   |∏ ,  
      

                    
-   

   |                                    (5.25)                                         

olacak Ģekilde bir      sabiti vardır. 

Sonuç 5.2 den her          için 

                                |∑      
   |      ∑ | |   

   ∑
|    |

           
 
                        (5.26)                       

(5.24) ve (5.26) kullanılarak, her          için 

                               |∑      
   |       ∑

| |  

  

 
    

    

 
 

  

                               (5.27)                   

elde edilir ki bu da ispatı tamamlar (Jung, 2009b). 

 

Sonuç 5.3. 

  Varsayalım ki   ve     

      

o acak şek  de poz t f sab t er o su  ar  

            fonksiyonu yakınsaklık yarıçapı    olan (5.20) formunda kuvvet 

serisine açılabilsin. Varsayalım ki    (5.18) özelliğini sağlayan pozitif bir sayı olsun. 

   ve     Lemma 5.2 deki gibi ve      (5.20) deki gibi verilmiĢ olsun. 

Eğer,                   ise, o halde             olacak Ģekilde bir Legendre 

fonksiyonu mevcuttur öyle ki     iken, 

                                                        |          |         

olur (Jung, 2009b). 
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Örnek 5.2. 

   Legendre diferansiyel denkleminde     alalım. 

        olmak üzere verilen bir   sabiti için, (5.20) Ģeklinde kuvvet serisine 

açılabilen             fonksiyonu göz önüne alınsın. 

                                                    =2
                  

 

                 
 

Ģeklinde alınsın. 

Kuvvet serisinin yakınsaklık yarıçapının   =10 olduğu görülür.          

olduğundan Lemma 5.2 den her bir             için        olduğu görülür.  

(5.18) eĢitliğindeki gibi bir pozitif     sabiti vardır öyle ki  

      
   

|
  

    
|     

   
|

  

    
|     

olur. 

(5.22) bağıntısından 

                                                    
 

  
  ve          

 

   
 

elde edilir.  (5.23) eĢitsizliğindeki    sabitini bulabilmek için     alınırsa , (5.22) 

bağıntısından her           ç  , 

           ∑ |    | 
    

 

  
 

 

   
| |  ∑

                         

     
 
   | |   

       
 

  
 

 

   
 ∑

      

   
 
    

       
 

  
 

 

   
 

 

 
∑

 

  
 
    

       =
   

    
 =    

(5.25) deki      sabiti 1 seçilecektir çünkü      ve     tamsayıları için  
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                                  |∏ ,  
 

                    
-   

   |           

olacaktır.                      olacağından,  (5.27) den      olacak Ģekilde bir 

             Legendre fonksiyonu mevcuttur öyle ki           ç                                                  

                                              |          |  
   

    

  

     

olur (Jung, 2009b). 
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    5.3. Hermite Diferansiyel Denklemi  

 

Hermite diferansiyel denklemi; kuantum mekaniği, olasılık teorisi istatistiksel 

mekanik ve Laplace denkleminin parabolik koordinatlarındaki çözümlerinde önemli rol 

oynar.  

Jung (2009a) çalıĢmasında her          ,     , yakınsaklık yarıçapı     

ve    ler kuvvet serisinin katsayıları olmak üzere 

                              ∑      
                               (5.28)                   

formundaki homojen olmayan Hermite diferansiyel denkleminin çözümünü 

incelemiĢtir. 

 

5.3.1.  Homojen Hermite Diferansiyel Denklemi 

 

   Bu bölümde  

                                                                                                     (5.29)                                     

formundaki homojen Hermite diferansiyel denkleminin çözümü ile ilgilenilecektir. 

Bu çözümleri elde edebilmek için; 

                                               ∑   
 
                                                               (5.30)                                               

                                               ∑    
 
         

                                                ∑         
 
         

değerleri (5.29) denkleminde yerine yazılsın. 

                 ∑         
 
          ∑    

 
          ∑ c 

 
      =0 

                 ∑               
 
      ∑     

 
        ∑ c 

 
         

 Buradan her                 için, 
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indirgeme bağıntısı elde edilir. Buradan da tüm    katsayıları bulunup (5.30) da yerine 

konulursa    ve    keyfi sabitler olmak üzere (5.29) denkleminin genel çözümü 

       ∑
     

     
 
      ∏          

      ∑
     

       
 
        ∏ [        ]   

    

(5.31) 

olarak bulunur. 

5.3.2. Homojen Olmayan Hermite Denklemi 

 

(5.28) denklemi göz önüne alınsın. 

                                         ∑      
        

                                          ∑    
 
         

                                          ∑         
 
         

değerleri (5.28) denkleminde yerine konulursa, 

                                                                                      (5.32)                                      

bağıntısı bulunur. 

                                            için                   

                                            için                     

        olarak alınırsa, 
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Bu Ģekilde devam edilirse her          ve               için (5.28) denkleminin 

genel çözümü 

      ∑
   

     
 
   ∑                    

 
   ∏          

     

 ∑
     

       
∑                    

 
   

 
   ∏ [        ]   

                               (5.33) 

olarak bulunur Jung (2009a). 

 

Teorem 5.5. 

   Varsayalım ki ∑      
      kuvvet serisinin yakınsaklık yarıçapı   olsun. Burada   

pozitif bir reel sayı veya sonsuz olabilir. Homojen olmayan (5.28) denkleminin her 

           çözümü her          için 

     

      ∑
   

     
 
   ∑                    

 
   ∏          

    

∑
     

       
∑                    

 
   

 
   ∏ [        ]   

                                        (5.34) 

Ģeklindedir, burada       (5.29) denkleminin çözümüdür (Jung, 2009a). 

 

Ġspat   

   (5.28) diferansiyel denkleminin her katsayısı     da analitik olduğundan , (5.28) in 

her çözümü   in kuvvet serisine açılabilir.(5.34) de verilen             

fonksiyonuna bakılırsa        Hermite denkleminin (5.29) çözümüdür. Öncelikle 

           Ģeklinde tanımlanan       fonksiyonunun homojen olmayan Hermite 

denklemini sağladığı görülecektir. 

         
          

              

       =∑
     

       
 
   ∑                    

 
   ∏          
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       ∑
     

       
∑                    

 
   

 
   ∏ [        ]   

       

       ∑
    

       
 
   ∑                    

 
   ∏          

    

       ∑
      

     
∑                    

 
   

 
   ∏ [        ]   

       

       + ∑
      

     
 
   ∑                    

 
   ∏          

    

       +∑
        

       
 
   ∑                    

 
   ∏ [        ]   

                           (5.35)               

 

(5.35) eĢitliğinin sağ tarafındaki ilk terim üç terim halinde yazılabilir. 

       ∑
     

       
 
   ∑                    

 
   ∏          

     

       = ∑
   

     
 
   ∑                      

   
   ∏        

    

       =   ∑
   

     
 
   ∑                      

   
   ∏        

    

       =   ∑
   

     
 
   [∑                      

 
   ∏                

 
    ] 

       =∑     
   

    ∑
   

     
 
          ∑                    

 
   ∏          

    

        = ∑     
   

    ∑
    

       
 
   ∑                    

 
   ∏          

    

         ∑
     

     
 
   ∑                    

 
   ∏          

     

Benzer Ģekilde (5.34) eĢitliğinin ikinci terimi de değiĢtirilebilir. 

     ∑
     

       
∑                    

 
   

 
   ∏ [        ]   

     

     =∑      
 
          ∑

      

     
∑                    

 
   

 
   ∏ [        ]   

    

       ∑
       

       
∑                    

 
   

 
   ∏ [        ]   
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Bu değerler (5.34) de yerine yazıldığında  

                                   
          

              

                                 ∑     
   

    ∑      
 
         

                               = ∑      
    

olur ki buradan       in homojen olmayan (5.28) denkleminin özel bir çözümü olduğu 

görülür. O halde (5.28) denkleminin her çözümü homojen denklemin çözümü       ve 

homojen olmayan denklemin özel çözümü       in toplamı Ģeklinde ifade edilebilir 

(Jung, 2009a). 

 

5.3.3. Hermite Fonksiyonlarının YaklaĢım Özelliği 

 

Bu bölümde sınırlı bir bölgede bir analitik fonksiyon Hermite fonksiyonu tarafından 

yaklaĢtırıldığında ortaya çıkan hata sınırı incelenecektir. 

 

Teorem 5.6. 

      1 den küçük olmayan reel bir sabit olsun. Varsayalım ki   ve    ,       olacak 

Ģekilde pozitif sabitler olsunlar. Eğer            fonksiyonu yakınsaklık yarıçapı    

olan 

                                                        ∑   
 
                                                    (5.36)                                                            

formunda seriye açılabiliyorsa, o halde her          ve     olmak üzere 

                                                  |          |        
  

olacak Ģekilde bir              Hermite fonksiyonu mevcuttur. 

 Burada   ;       ve   ye bağlıdır (Jung, 2009a). 
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Ġspat  

   Varsayalım ki      yakınsaklık yarıçapı       olan  (5.36) kuvvet serisine 

açılabilsin. O halde, 

         ∑         
 
          ∑    

 
          ∑   

 
       

ifadesi de yakısaklık yarıçapı    olan bir kuvvet serisidir. Bu kuvvet serisi her                     

           için   ∑   
 
        olarak gösterilirse, 

∑         
 
          ∑    

 
          ∑   

 
       ∑   

 
       

yazılır. Burada    katsayıları             için 

                                                        

Ģeklindedir. 

∑   
 
       kuvvet serisi yakınsaklık aralığında mutlak yakınsak olduğundan, ki bu 

aralık [    ] aralığını içerir ,  ∑ |    | 
     kuvvet serisi [    ] aralığında süreklidir. 

Her          için   

                                               ∑ |    | 
                                                     (5.37) 

 olacak Ģekilde     sabiti mevcuttur. Burada   sabiti     ve   ye bağ ıdır  

Öte yandan  

                  |∑
   

     

 
   ∑                    

 
   ∏          

   |  

                     ∑     
   ∑  

       

     
 |     |

 
   ∏ |     |   

    

                 = ∑     
   ∑  

    |     | 

                           

 
    

      

      
∏ |  

 

  
|   

    

                 =∑     
   ∑  

    |     | 

                             

 
    ∏ |  

 

  
|   

    

              = ∑     
   ∑  

|     | 

    [     ⁄       ⁄          ]      

 
    ∏ |  

 

  
|   
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              =∑     
   ∑  

        

         

 
    |     | ∏ |  

 

  
|   

    

                 ∑
   

  

 
   ∑  

        

       

 
    |     |  

olur ki burada   , her       için 

                              ∏ |  
 

  
|   

                                                                       (5.38)           

özelliğini sağlayan bir sabittir. Buradan; 

            |∑
   

     

 
   ∑                    

 
   ∏          

   |  

                 ∑
        

       
 |     |

 
   ∑  

   

  

 
     

                ∑
  

        
 |     | 

     
   ∑  

       

      

 
    

  

              
  

                
    

∑
 

            
|   | 

   
     

             
  

 
     

∑ |   || |   
     

 

 ∑   
 
       kuvvet serisi yakınsaklık aralığında mutlak yakınsak olduğundan, 

  ∑
        

       
 |     |

 
   ∑  

   

  
 
     mutlak yakınsaktır. 

Benzer Ģekilde, 

 

             |∑
     

       
∑                    

 
   

 
   ∏ [        ]   

   |  

                ∑ | |    ∑
       

       
|     |

 
   

 
        

       

      
∏ |  

   

  
|   

    

          = ∑ | |    ∑
     |     |

                             

 
   

 
    ∏ |  

   

  
|   

    

          =∑ | |    ∑
 |     |

          [     ⁄       ⁄        ⁄  ]
 
   

 
    ∏ |  

   

  
|   

    

            ∑ | |     
    ∑

       |     |

          

 
    ∏ |  

   

  
|   
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              ∑
| |    

          

 
    ∑        |     |

 
     

          =
  

 
 ∑        |     |

 
    ∑

| |    

     ⁄      

 
     

             
  

 
 ∑    |     |

 
   | |     ∑

       | |     

      

 
    

         = 
  

 
 ∑     

      
|     |

 
   | |     ∑

       

      

 
    

      

                     
 

            
  

 
∑       

      
|     || |

     
    

            
  

 
     

∑ |     || |
     

    

Pozitif    sabiti her        ç   

                               ∏ |  
   

  
|   

                                                               (5.39)                                                                         

eĢitsizliğini sağlar. 

                   olarak tanımlanırsa her          için 

        |          |  
  

 
     

∑ |   || |   
    

  

 
     

∑ |     || |
     

     

             
    

∑ |  || |  
    

                   
 

olur ki bu da ispatı tamamlar (Jung, 2009a). 

 

Sonuç 5.4. 

      1 den küçük olmayan reel bir sabit olsun. Varsayalım ki   ve    ,       olacak 

Ģekilde pozitif sabitler olsunlar. Eğer            fonksiyonu yakınsaklık yarıçapı    

olan  (5.36) formunda seriye açılabiliyorsa ,       iken 

|          |        

olacak Ģekilde bir              Hermite fonksiyonu mevcuttur ( Jung, 2009a). 
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Örnek 5.3. 

 

        
fonksiyonu göz önüne alınsın. 

     ∑
   

  
 
    Ģeklinde kuvvet serisine açılabilir. Teorem 5.6 da     alınırsa ve 

her             için     
 

  
  ve                dır. 

                                                         

bağıntısından herhangi             için ; 

                                 
     

  
  ,        

    

  
   ,         bulunur. 

Buradan her        ) için; 

           ∑ |    | 
    ∑ |    

  | 
     ∑ |      

    | 
     ∑ |      

    | 
     

            ∑ |
     

  
   | 

     ∑ |
    

  
      | 

    

             | |     | |    | |     | |  

                              
 

bulunur. 

                      
 alınır ve (5.38) ve (5.39) da           alınırsa 

Teorem 5.6 dan bir               Hermite fonksiyonu bulunabilir öyle ki herhangi      

       ) için 

                        |   
      |   (

 

 
             )    

      
  

sağlanır. 

Burada           ∑
     

     
 
   ∏          

     Ģeklindedir. 

Bu nedenle de | |    iken  

           |   
  ∑

     

     
 
   ∏          

   |    | |  | |   | | 

   

özelliği sağlanır Jung (2009a). 
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  5.4. Chebyshev Diferansiyel Denklemi  

 

   Her          ve   pozitif tam sayı olmak üzere, 

                                                            (5.40) 

formundaki denkleme, Chebyshev diferansiyel denklemi denir. Bu denklemin her bir 

çözümü Chebyshev fonksiyonudur. Bu denklem fizik ve mühendislikte büyük rol oynar. 

Jung (2011b) çalıĢmasında, 

                                                    ∑      
      (5.41) 

formundaki homojen olmayan Chebyshev diferansiyel denkleminin gelen çözümünü 

incelemiĢtir. 

 

5.4.1. Homojen Chebyshev Denklemi 

    Bu bölümde (5.40) formundaki homojen Chebyshev diferansiyel denkleminin 

çözümü ile ilgilenilecektir. 

Bu çözümleri elde edebilmek için, 

                                    ∑   
 
                                                                                                          

                                     ∑    
 
        = ∑          

 
      

                                     ∑         
 
        = ∑               

 
      

değerleri (5.40) denkleminde yerine yazılsın. 

      ∑            
   

 
       ∑       

   
 
        ∑   

 
         

∑               
 
      ∑         

 
      ∑    

 
        ∑   

 
      

   

                         

 ∑ [                                ] 
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           [            ]  ∑[                        ] 
   

 

   

 

Buradan aĢağıdaki indirgeme bağıntılarına ulaĢılır. 

           

               

Her           için, 

     
     

          
   

bağıntıları elde edilir. Buradan (5.40) denkleminin çözümü, 

                                   *  
  

  
   

            

  
    +  

                                          *  
          

  
   

                    

  
    +            (5.42) 

Ģeklinde bulunur. 

 

5.4.2. Homojen Olmayan Chebyshev Denklemi 

 

    Bu bölümde (5.41) formundaki homojen olmayan Chebyshev denkleminin çözümü 

incelenecektir. 

                                                  ∑      
        

                                                  ∑    
 
         

                                                  ∑         
 
         

değerleri (5.41) denkleminde yerine konulursa, 

                                               [            ]   

                                     ∑ [                        ]   
     

                                                ∑      
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bağıntısı elde edilir.  

Buradan  her             için 

                                                                (5.43) 

indirgeme bağıntısı elde edilir. 

Kolaylık açısından         alınarak sırasıyla değerler bulunursa, 

                                          için     
  

 
 

                                          için     
  

   
 

                                          için     
  

   
 

       

     
   

                                          için     
  

   
 

       

       
   

Bu Ģekilde devam edilirse uzun iĢlemler sonrasında katsayılar için genel terimlere 

ulaĢılır. 

Her     için, 

                                       
 

  
∑

   

    
∏

        

        

   
     

   
                                    

                   (5.44) 

                                        
 

    
∑

     

    
∏

          

            

   
     

   
     

bağıntıları elde edilir (Jung, 2011b). 

 

Teorem 5.7. 

   Varsayalım ki    pozitif bir tamsayı ve  ∑      
      kuvvet serisinin yakınsaklık 

yarıçapı     olsun.               olmak üzere,(5.41) Chebyshev denkleminin her 

             çöz     

                                                       ∑      
         (5.45) 

Ģeklindedir, burada       Chebyshev fonksiyonu ve    katsayıları (5.44) deki gibidir 

(Jung, 2011b). 

 



67 
 

Ġspat  

       için,  |        |            olduğu açıktır. 

Buradan       için, 

                                             
   √     

 
 

√   

 
        (5.46) 

olduğu görülür. Buradan,    [  √ ] olmak üzere        eĢitsizliği sağlanır. 

Eğer      ise, 

         |   |  
 

  
∑

|   |

    
(∏

|        |

        

  
     )

    
   (∏

|        |

        

   
      )          

                         
 

  
∑

|   |

    
∏

|        |

        

   
     

   
    

 

         
 

  
∑

               

        
|   |  

    
   

 

  
∑

|   |

     

   
    

  

         
         (              )          

  
∑ |   |

   
     

ġimdi        olduğunu varsayalım.     için, 

      |   |  
 

  
∑

|   |

    
∏

|        |

        

   
     

   
     

                  
 

  
∑

|   |

    
∏

|    |

        
   
     

   
    

      =
 

  
∑

                

       
|   |

   
                           

                 
          (             )           

  
∑ |   |

   
    

elde edilir. Bu iki eĢitsizlikten her      için  

                              |   |  
  

  
∑ |   |

   
     (5.47) 

elde edilir. Burada    , 
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           (5.48) 

Ģeklindedir. 

Diğer taraftan, eğer      ve   |          |                 ise          

için, 

                                          
√        

 
 

√      

 
 

 

 
 -

 

 
                                          (5.49)                     

olur. 

Buradan      =[  √     ]  olmak üzere,        elde edilir. 

     ise (5.44) den, 

          |     |  
 

    
∑

|     |

    
(∏

|          |

            

  
     )

    
   (∏

|          |

            

   
      )  

                           
 

    
∑

|     |

    
∏

|          |

            

   
     

   
    

 

              
 

    
∑

                 

        
|     |  

    
   

 

    
∑

|     |

     

   
    

  

              
         (                )          

    
∑ |     |

   
                  

Eğer        ise ,     için , (5.44) den  

          |     |  
 

    
∑

|     |

    
∏

|          |

            

   
     

   
     

                            
 

    
∑

|     |

    
∏

    

            
   
     

   
    

elde edilir.      olduğundan         √    eĢitsizliği sağlanır. 

Buradan, 

     |     |  
 

    
∑

                  

     
|     |

   
                                                         

                                  
          (             )           

    
∑ |     |

   
                      

Bu eĢitsizliklerden her      için, 
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                            |     |  
  

    
∑ |     |

   
     (5.50) 

elde edilir ki burada      

                                                   

       

       
           (5.51) 

Ģeklindedir. 

   ,    dan  küçük keyfi bir pozitif sayı olsun. (5.47) ve (5.50) den herhangi                

    [      ] için, 

|∑      
   |  ∑ |   | 

   | |   ∑ |     |
 
   | |      

              ∑
| |  

  
 
   ∑ |   |     ∑

| |     

    
 
   

   
   ∑ |     |

   
     

           =  ∑ |   || |   
   ∑

| |  

      
    ∑ |     || |

     
   

 
   ∑

| |  

        

 
    

elde edilir. 

           olduğundan, 

                   ∑
| |  

      
 

 

    

 
   

| | 

  | | 
   ,  ∑

| |  

        
 

 

    

 
   

| | 

  | | 
            (5.52)              

elde edilir. 

Buradan her   [      ] için, 

           |∑      
   |    ∑

|      |

    

| | 

  | | 
   ∑

|      
    |

    

| | 

  | | 
 
   

 
              

                                     
| | 

  | | 
∑

|    |

   

 
                                                               (5.53) 

sağlanır. 

   ,          eĢitsizliğini sağladığından, (5.53) eĢitsizliği her             için 

sağlanır. Ayrıca ∑       
   kuvvet serisi        aralığında mutlak yakınsaktır. Bu 

nedenle her             için, 

                                                    |∑      
   |                                                   (5.54)                 

sağlanır. 
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Bu nedenle ∑      
    kuvvet serisi her bir              için yakınsaktır.  

ġimdi ∑      
    kuvvet serisinin homojen olmayan (5.41) Chebyshev diferansiyel 

denklemini her             için sağladığını göreceğiz.(5.41) eĢitliğinde      yerine  

                                 ∑      
    ∑        

    ∑       
     

     

yazılırsa, her            için, 

                            

 = ∑                  
   ∑                   

     
   

 
    

   ∑                ∑                 
     

   
 
     

   ∑          ∑             
     

   
 
     

   +∑          ∑         
     

   
 
    

   =         ∑ [                               ]    
     

   +∑ [                                   ] 
     

    

    =         ∑        
    ∑       

     
    

    =∑      
                                                                                                            (5.55)                        

sağlanır. 

O halde,  ∑      
    homojen olmayan Chebyshev denkleminin (5.41), özel bir 

çözümüdür. Bu nedenle (5.41) in her              çözümü, 

                                                  ∑      
              (5.56) 

Ģeklinde gösterilebilir. Burada       Chebyshev fonksiyonudur (Jung, 2011b). 

 

 

 



71 
 

5.4.3. Chebyshev Fonksiyonlarının YaklaĢım Özelliği 

 

     Bu bölümde     ve     sabitler olmak üzere tüm            

fonksiyonlarının kümesi    ile gösterilecektir ve aĢağıdaki özelliklerin sağlandığı kabul 

edilecektir. 

(a)      yakınsaklık yarıçapı en az   olan ∑      
    kuvvet serisine açılabilir, 

(b) Herhangi          için 

                                    ∑ |    |    |∑      
   | 

     

özelliği sağlanır. Burada ,      ve         olmak üzere  

                                                          (5.57) 

Ģeklindedir. 

Bu bölümde Chebyshev diferansiyel denkleminin Hyers Ulam kararlılığı incelecektir 

(Jung, 2011b). 

 

Teorem 5.8. 

      pozitif bir tamsayı olsun. Varsayalım ki herbir      fonksiyonu her          

ve bazı     için, 

                                |                          |                                   (5.58) 

özelliğini sağlasın.              olsun.  O halde her            ve    (5.48)deki 

gibi tanımlanmak üzere 

                                           |          |  
    

 

  

      (5.59) 

eĢitsizliğini sağlayan bir               Chebyshev fonksiyonu mevcuttur (Jung, 

2011b). 
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Ġspat 

   (5.55) den her          için 

                                                    ∑      
     (5.60) 

eĢitliği sağlanmaktadır. (b) ve (5.58) kullanılarak  

                                 ∑ |    |    |∑      
   | 

        (5.61) 

elde edilir. 

  Teorem 5.7 ve (5.60) dan        her            için       ∑      
    

Ģeklinde yazılabilir ki burada    Chebyshev fonksiyonu ve    (5.44) deki gibidir. 

(5.53) ve (5.61) den her            için, 

                              |          |  |∑      
   |    

  

    

  

 
  (5.62) 

elde edilir. 

  Eğer  , 1 den küçük alınırsa, yani        için Teorem 5.8, (5.40) Chebyshev 

diferansiyel denkleminin Hyers Ulam kararlılığını gerektirir(Jung, 2011b). 

 

Sonuç 5.5. 

      pozitif bir tamsayı olsun. Varsayalım ki      fonksiyonu her          ve bazı 

    için ,(5.58)  eĢitsizliğini sağlasın.              olsun.   

    Bu taktirde     iken, 

                                            |          |         (5.63) 

eĢitsizliğini sağlayan bir               Chebyshev fonksiyonu mevcuttur (Jung 

,2011b). 
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6.  SONUÇ 

 

      Ulam'ın 1940 yılında ortaya attığı bir problem sonrasında geliĢen fonksiyonel 

denklemlerde kararlılık teorisinin, diferansiyel denklemlere uygulanmasıyla yeni bir 

çalıĢma alanı ortaya çıkmıĢtır. Hyers Ulam kararlılık teorisi olarak adlandırılan bu teori 

yıllar içinde çeĢitli diferansiyel denklemlere uygulanmıĢ olup, kısmi diferansiyel 

denklemlere uygulanması ise literatürde en yeni çalıĢma alanları arasındadır.   

     Bu çalıĢmada Hyers Ulam kararlılık teorisinin, kuvvet serisi metodunu kullanarak 

bazı ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklemlere uygulanıĢı incelenmiĢtir. Bu 

çalıĢma sırasında diferansiyel denklemlerin Hyers-Ulam kararlılığını incelerken, kuvvet 

serisi metodunu her diferansiyel denkleme ayrı ayrı uyarlamanın uzun hesaplamalar 

yapmayı gerektirdiği görülmüĢtür. Bu nedenle birçok diferansiyel denkleme 

uygulanabilen bir kuvvet serisi metodu geliĢtirmeye yönelik çalıĢmalar literatürde son 

zamanlarda büyük önem kazanmıĢtır. 

    Ayrıca kuvvet serisi metoduyla ikinci mertebeden diferansiyel denklemlerin homojen 

olmayan çözümlerini bulabilmek oldukça uzun hesaplamalar yapmayı gerektirir. Bu 

çözümleri bulmayı kolaylaĢtırmak amacıyla sembolik hesaplama yapabilen 

programlama dilleri kullanılırsa birçok denklem kolaylıkla incelenebilir. 

 

   Bu çalıĢmada yapılan incelemelerin, ilerde diferansiyel denklemlerin Hyers-Ulam 

kararlılık teorisi alanında yapılacak çalıĢmalara temel teĢkil etmesi amaçlanmaktadır. 
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