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OZET

Son yillarda, ¢ok uygulama alam1 olmasi nedeniyle yalinkat fonksiyonlar
teorisine ilgi artmugtir. Yalinkat fonksiyonlarmn, harmonik dontistimlere genellestirilip
genellestirilemeyecegi ilgi gekmektedir.

Yalinkat fonksiyonlar teorisinde incelenen fonksiyonlarm katsayi sinirlarmi
ve modiiliiniin alt ve st sinrrlarm1 bulma problemi, harmonik doniistimler
teorisindeki katsay1 esitsizliklerini bulmaya ve klasik distorsiyon teoremlerinin kesin
formlarini elde etmeye yonlendirir.

Bu calismadaki amacimiz Koebe distorsiyon teoremlerini ve bu teoremlerin
harmonik doniisiimlerle iliskisini incelemektir.

Bir diger amacimiz ise, bu konuda calisan arastirmacilara yol gosterici bir

kaynak olusturmaktir.

ABSTRACT

In recent years, theory of univalent functions has gained much popularity
reason of the it has many applications.The matter of, generalization of univalent
functions to harmonic mappings is possible or not get attract attention.

At univalent functions theory upper limits and inferior limits of modulus of
functions and coefficients of functions leads to finding coefficient inequality at
harmonic mappings and the forms of classical distortion theories.

The aim of this research is to analyze the Koebe distortion theorems and the
correlation of this theorems with harmonic mappings.

Another aim of this research is to compose an instructive guide for people

who is studying in this area.

KEYWORDS: Analytic functions, univalent function, conformal mappings,
harmonic mappings, harmonic univalent functions, classical distortion theorems.

ANAHTAR KELIMELER: Analitik fonksiyonlar, yalmkat fonksiyonlar,
konform doniisiimler, harmonik doniisiimler, harmonik yalinkat fonksiyonlar, klasik

distorsiyon teoremler.

v



ICINDEKILER

Sayfa No.

OZet (ADSEEACE). ... v
Kisaltmalar...... ... ..o, vii
SeKil Listesi...........ooii viii
TeseKKUT. ... ..o e, X
GIRIS. .. e, 1
1. ANALITIK FONKSIYONLAR..........ooiiiiiiiiiiiii, 3
1.1 Limit ve Stireklilik. .........oooiii e, 3
RO 310 A ST 1<) 101 2 4
1.3 Diizgiin STUrekliliK.........ccooiiii e 4
1.4 Diferansiyellenebilme ve Kompleks Tiirev...............cooiiiiinn. 4
1.5 Tiirev Uzerine Temel Teoremler...............oeuiuiiuiiiiiiieiieiieinnn.. 5
1.6 Zincir Kurall......coouii i 5
1.7 Bir Acik Ciimle Uzerindeki Analitik Fonksiyonlar.......................... 6
1.8 Cauchy-Riemann Denklemleri.............coooeoiiiiiiiiiiiii e, 6
1.9 Kompleks Diferansiyel Operatorler..............ocooveviiiiiiiiiiiiininn.. 9
1.10 Kompleks Diferansiyel Operatérlerin Bazi Ozellikleri..................... 10
LIT Ters Tasvirler......o.oouioeiii e e 11

2. YALINKAT FONKSIYONLAR...........cooooiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeeee 14
2.1 Yalinkat Fonksiyonlarin Bazi Temel Ozellikleri............................ 14
2.2 Riemann Doniistim Teoremleri................oooiiiiiii i, 16



2.3 Green Analitik FOrmuli........ooooimmii i 21

2.4 Klasik (Koebe) Distorsiyon Teoremlerti.............cooeveiiiiiiiiinina... 22
2.5 Bazi Reel Kisma Haiz Fonksiyonlar ve Subordinasyon.................... 28
2.6 Yildizil ve Konveks Fonksiyonlar................cooooiiiiiiiiiinnn, 35
2.7 Konvekse Yakin Fonksiyonlar.................ooooiiiiiiiiiii i, 42
3. HARMONIK DONUSUMLER..........oooiiiiiiii e 48
3.1 Bazi Temel Durumlar. ... 51
3.2 Argliman Prensibi.........ooviiiiii i 55
3.3 Konform DOntistimler ... e 57
3.4 Harmonik Déniisiimlerin Genel Ozellikleri...............ccoovveiiveeniin.t 60
3.5 Harmonik Fonksiyonlarm Kritik Noktalar1............................... 60
3.0 LeWy T@OTCIMI .. vvnttite e et et e e e nee s 62
3.7 HelnzZ Lemmast.......oiueiniieiit i 63
3.8 RAd0 TCOTEMI. . ...uueteitie e e, 65
3.9 Yaklasim Teoremi........ooiniiiiiii i e 68
3.10 Katsayt Tahminleri.........ooovvviiiiiiiii e 82
3.11 Harmonik Fonksiyonlar Igin Schwarz Lemmast............................. 86
3.12 Harmonik Yalinkat Fonksiyonlar....................ooooiiiiiiiiinn. 88
313 Normal Aidleler. ..o 90
3.14 Harmonik Koebe Fonksiyonu..............c.ooooiiiiiiiiiiiiiiiiiiii e, 93
3.15 Janowski Konvekse Yaki Harmonik Fonksiyonlar........................ 98
KaynaKea. ... ..o 105

vi



)((C,Z)
A

KISALTMALAR

analitik fonksiyonlar simnifi

Riemann kiiresel simnifi

birim dairesi

A da normallestirilmis yalinkat fonksiyonlar
b =0 olmak tizere X, da fonksiyonlar

birim ¢ember

birim ¢ember

yon-koruyan harmonik doniisiimiin ailesi
subordinasyon
pozitif reel kisim fonksiyonlari
D de normallestirilmis yalinkat fonksiyonlar

normal ailesi
sarim sayisi

birim ¢emberin dis1

vil



Sekil 1.1.
Sekil 2.1.

Sekil 2.2.

Sekil 3.1.

Sekil 3.2.
Sekil 3.3.
Sekil 3.4.
Sekil 3.5.

Sekil 3.6.

Sekil 3.7.
Sekil 3.8.

SEKIL LiSTESI

Sayfa No:
z deki acik civarm wdeki agik civarmma karsihigt.......................ll 3
Anmn g(R)ng(D,)=9 ve i¢ noktasinm olmamast....................... 20
Baziozel siuflar....... .o 43
f(z)=z+ %z'" doniigimiin gOTintisti...........ocvveverieeieeieieanss. 50
a)(z) =z dilatasyonu ile esdeger doniisiimiin kesimi........................ 70
a)(z) = z* dilatasyonu ile esdeger doniisiimiin kesimi....................... 71
a)(z) = —z dilatasyonu ile esdeger doniisiimiin kesimi...................... 73
a)(z) =z dilatasyonu ile serit doniisiimiin kesimi............................ 74
w(z)=z" dilatasyonu ile serit doniisiimiin kesimi........................... 75
Harmonik Koebe fonksiyonunun araligi....................oooiiiiiiiini. 96
Harmonik Koebe fonksiyonunun araligt....................ocooviiiiiinn 97

viil



TESEKKUR

Bu tez calismasmin planlanmasinda, arastirilmasinda, ylriitiilmesinde ve
olusumunda 1lgi ve destegini esirgemeyen, engin bilgi ve tecriibelerinden
yararlandigim, yonlendirme ve bilgilendirmeleriyle calismami bilimsel temeller
is1ginda  sekillendiren tez danismanim ve hocam Prof. Dr. Yasemin
KAHRAMANER e sonsuz tesekkiirlerimi ve saygilarimi sunarim.

Her konuda sabirla yardime1 olan esim Dog. Dr. Vedat TURHANa, sevgili
kizlarim Irem ve Ceren’e, maddi ve manevi her tiirlii destegi veren anneme, en icten

tesekkiirlerimi ve stikranlarimi sunarim.

X



GIRIS

Geometrik fonksiyonlar teorisi kompleks analizin bir dalidir. Analitik
fonksiyonlarin geometrik Ozellikleridir. Geometri ile kompleks analiz arasindaki
ilging bir iligkiyi karakterize eden bir alandir.

Kokeni 19. ylizyilla dayanmakta fakat siirekli yeni uygulamalar ortaya
cikmaktadir. G.F.B. Riemann kompleks degiskenli genel fonksiyonlar teorisinin
temelini atmistir. O zamana kadar sadece matematiksel fizikte kullanilan potansiyel
teorisi onun tarafindan teorik matematige uygulanmistir. Bu dogrultuda, fonksiyonlar
teorisini, z=x+iy nin bir analitik fonksiyonu w=u+iv icin gecerli olmas1 gereken
o'u 0% o . o .
) ay—zzAu =0 kismi tiirevli denklemi kullanmistir. F. Klein ile H. Poincare,
1880° den kisa bir siire sonra otomorf fonksiyonlar teorisini gelistirerek G. F.B.
Riemann’n kendi admni tagiyan yiizeyler lizerinde tasarlamis oldugu cebirsel egrilerin
sistematik olarak standartlastirilmasi fikrini ortaya atmislardir.

Standardizasyon konusunda son zamanlarda yapilan arastirmalar biiylik
Olciide H. Poincare’nin ¢aligmasiyla bagdasmakta olup D. Hilbert (1900), W.F.
Osgood, T. Broden ve A. M. Johanson tarafindan gerceklestirilmistir. 1907 de H.
Poincare ile Leipzig’ den P. Koebe 6nemli genellemeler yapmustir. (P. Koebe Atti del
IV Congr., Roma, 1908, Roma, 1909, Cilt II, s.25) 1901 yilinda D. Hilbert tarafindan
saglam temellere oturtulan Dirichlet Prensibi, Leipzig’ den P. Koebe ve Gottingen’
den R. Courant tarafindan, genel standartlagtirma prensibinin yeni ispatlarinin
tiiretilmesinde baslangi¢ noktasi olarak kullanilmistir.

1920’ i yillarin ilk yarisma kadar diferansiyel geometriciler tarafindan
calisilmis, ancak 1980’ 1i yillarin ortalarinda harmonik doéniisiimler kompleks
analizciler arasinda ilgi ¢ekmeye baslamistir. 1984 yilinda Louis De Branges
tarafindan normalize edilmis yalinkat fonksiyonlar icin Bieberbach kestirimi
ispatlandiktan sonra harmonik doniisiimlere genisletilip genisletilemeyecegi
sorusunun cevabmin olumlu oldugunu, 1984 yilinda Clunie Terry, Sheil-Small
tarafindan yapilan calisma ile gosterilmistir. Bu c¢alismada analitik yalinkat
doniisiimler icin elde edilen klasik distorsiyon teoremler ve katsayr tahminlerinin,

harmonik doniisiimlerde benzer bir yapiya sahip oldugu ortaya konulmustur.



1980° 1i yillarda Walter Hengartner ve Glenn Schober yaptiklar1 bir¢ok
calisma sayesinde verilen bdlge iizerine resmedilen ve belirlenmis dilatasyona sahip
harmonik doniistimlerin varligin1 engelleyen gizemli bir olgu kesfetmislerdir.

Konform doniigiimlerin bazi 6zellikleri harmonik doniisiimlerle yapilan
genellestirmelerde onemli rol oynar. Diger taraftan harmonik doniisiimler i¢in elde
edilen sonuglarin bazilari, konform doniisiimler i¢in elde edilen sonuglar tam olarak
benzemezler.

Bu c¢alismanin amaci1 harmonik yalinkat doniisiimlerin baslangi¢ noktasi olan
analitik yalinkat fonksiyonlarin 6zelliklerine dikkati cekmek ve harmonik yalinkat
doniisiimlerle analitik yalinkat fonksiyon oOzellikleri arasindaki iliskiyi ortaya
koymaktir.

Bu ¢aligma ii¢ boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde, analitik fonksiyonlarda limit, limit 6zellikleri ve teoremleri,
diizgiin siireklilik, diferansiyellenebilme, kompleks tiirev ve temel 6zellikleri, zincir
kurali, bir acik ciimle iizerindeki analitik fonksiyonlar, Cauchy-Riemann
denklemleri, kompleks diferansiyel operatorler, 0&zellikleri ve ters tasvir
verilmektedir.

ikinci béliimde, yalinkat fonksiyonlar ve bazi temel 6zellikleri, Riemann
doniistim teoremi, green analitik formiilii, klasik distorsiyon teoeremleri, bazi reel
kisma haiz fonksiyonlar ve subordinasyon, yildizil ve konveks fonksiyonlar ve
konvekse yakin fonksiyonlar verilmektedir.

Uciincii boliimde, harmonik déniisiimler, bazi temel durumlar, argument
prensibi, konform doniisiimler, harmonik doniisiim teorisine genel bakis ve genel
ozellikleri, harmonik fonksiyonlarin kritik noktalari, Lewy teoremi, Heinz lemmasi,
Rado teoremi, yiiksek boyutlarda karsi Ornekler, yaklasim teoremi, katsay1
tahminleri, harmonik fonksiyonlar i¢in Schwarz lemmasi, harmonik yalinkat
fonksiyonlar, normallestirme, normal aileler ve harmonik Koebe fonksiyonu

verilmektedir.



BOLUM 1
ANALITIK FONKSIYONLAR

1.1 Limit ve siireklilik

w=f (z) fonksiyonu basit baglantili bir D bélgesinde tanimlanmis olsun. Bu
fonksiyon basit baglantili D bolgesini w-diizleminde basit baglantili bir D,
bolgesine resmetsin. z, € Di¢in z — z, oldugunda w=f (z) fonksiyonunun limiti
su sekilde tanimlanir: ¢>0 sayisina |z—z|<5 oldugu miiddetge ‘ f (z)—L‘<5
esitsizligi daima gergeklesecek sekilde & >0 sayist karsilik getirilebilirse f (z)

fonksiyonunun limiti L dir denir ve lim f(z)=L seklinde yazilir.

Geometrik (topolojik) sekilde anlam1: z;, noktasinin resmi w, = f (ZO) oldugu
kabul edildiginde
[f(z)-L|<e=|w-L|<e=|w,—L|<e

olduklar1 g6zoniine alinirsa

)/ Y& ¥
D l)()lg(‘Sl D1 b(')lg(‘b‘l

Sekil 1.1

limitin geometrik anlam1 z -diizlemindeki bir D bdlgesinde z, merkezli 6 yarigapl
bir agik civart w-diizleminde D, bolgesinde w, merkezli & yarigapli bir agik

civarma karsilik getirilebilmesidir.



1.2 Limit Teoremleri

Teorem 1.2.1 f(z) ve g(z) fonksiyonlar: basit baglantili D bélgesinde

tammlanms ve z, € D olmak iizere lim f(z)=L,, limg(z)=L, limitleri var

olsum. Bu halde

@ lim(f(z)+g(z))=L +L,

ZA)Z()

(iv) 1Lm(281 zi—;,(g(z) #0,L, #0)
v) Zlgg(fzz)]:%],(f(z)i 0,L, #0) seklindedir.

1.3 Diizgiin siireklilik

w=f (z) fonksiyonu basit baglantili, kapali, simirli bir D bdlgesinde

tanimlanmis 1ki reel degiskenli, tek degerli bir fonksiyon olsun. O halde f
fonksiyonu tanimlandig1 bu bolgede diizgiin siireklidir, yani; siireklilik tanimindaki

0 sayis1 bolge igindeki z, noktalarindan bagimsizdir.

1.4 Diferansiyellenebilme ve kompleks tiirev

w=f (z) fonksiyonu kompleks diizlemin basit baglantili bir D bdlgesinde

tanimlanmas, siirekli, tek degiskenli bir fonksiyon olsun. Eger

f(Z+AAZZ)_f(Z)(Az:Ax+iAy)

lim
Az—0

limiti varsa, bu limit degerine f fonksiyonun tiirevi ad1 verilir ve



o)==t ) p HE

ile ifade edilir. Bu durumda f (z) fonksiyonu z noktasinda diferansiyellenebilirdir
denir.
1.5 Tiirev iizerine temel teoremler:

f (z) ve g(z) fonksiyonlar1 ayni1 basit baglantili D bolgesinde tanimlanmus,

tiurevlenebilir olsunlar. Bu halde;

1.6 Zincir Kurah

Kompleks bileske fonksiyonlarin diferansiyellebilmesi i¢in zincir kurali

mevcuttur. f fonksiyonunun z, noktasinda ve g nin f (ZO) noktasinda tiireve

sahip oldugu kabul edilsin. Bu halde F(z)=g(/(z)) fonksiyonu da

seklinde tlireve sahiptir.
W =F(z) olmak iizere, w= f(z) ve W = g(w) yazilirsa, zincir kural

A _dW d

& dw

bi¢iminde ifade edilir.



1.7 Bir acik ciimle iizerindeki analitik fonksiyonlar

z kompleks degiskenli bir f fonksiyonu ag¢ik bir climle lizerindeki her
noktada bir tiireve sahipse, fonksiyona analitiktir denir.

Bir f fonksiyonu acik olmayan bir § cilimlesinde analitik ise, S yi iceren

bir agik ciimlede analitiktir. Ozel olarak, f fonksiyonu bir z, noktasmmn bir
komsulugunda analitik ise, z, noktasinda analitiktir. Omegin; f(z)=1/z

fonksiyonu sonlu diizlemde sifirdan farkli her noktada analitiktir. Fakat f (z) = |z|2

fonksiyonu tiirevi olan yalnizca z=0 noktast disinda, bu noktanin her
komsulugunda da analitik olmadigindan analitik degildir.

Sonlu bir bdlgenin her noktasinda analitik bir fonksiyon tam bir fonksiyondur.
Bir polinomun her yerde tiirevi oldugundan, her polinom bir tam fonksiyondur.

Bir f fonksiyonu bir z, noktasinda analitik olmasm, fakat z, 1n her
komsulugundaki noktalarda analitik ise z, a singiiller nokta veya f nin

singiilaritesi denir. Ornegin f (z):l/z fonksiyonunun z =0 noktast bir singiiler

noktasidir. f(z)= |z|2 fonksiyonu analitik olmadigindan singiiler noktas: yoktur.

Ote yandan iki fonksiyonun toplami ve ¢arpimlarinin tiirevleri, tiirevi olan
yerlerde vardir. iki fonksiyon bir D bdlgesinde analitik ise, toplamlar1 ve ¢arpimlar1
da D bolgesinde analitiktir. Benzer sekilde boliimleri, paydanin sifirdan farkl
oldugu noktada analitiktir.

Zincir kuralindan da bir bileske fonkisyonunun tiirevi ic¢in, iki analitik
fonksiyonun bileskesinin analitik oldugunu bulabiliriz.

Teorem 1.7.1 : Bir D blgesinin her yerinde f'(z)=0 ise f(z) D bdlgesinde

sabittir.

Ispat: Teoremin ispat1 sayfa 10 da verilecektir.

1.8 Cauchy- Riemann Denklemleri

w= f(z)=u(x,y)+iv(x,)



fonksiyonu basit baglantili bir D bdlgesinde tanimlanmig bir fonksiyon; u(x, y) ve
v(x, y) fonksiyonlar1 da birinci mertebeden kismi tiirevleri var olan, siirekli

fonksiyonlar olsun. Bu halde f (z) nin D bolgesinde analitik olmasi i¢in gerek ve

yeter sart D bdlgesinin biitiin noktalarinda

u_ov an__ov

ox oy oy ox
denklemlerini gerceklemesidir. Verilen denklem takimina Cauchy-Riemann
Denklemleri adi verilmektedir.

Ispat: (=) f(z), D bdlgesinde analitik bir fonksiyon olsun, yani

tiirevlenebilen bir fonksiyondur. Bu halde tiirev tanimindan ;

f(z+Az)—f(z)

f’(z)—gg Az
_ u(x+Ax,y+Ay)+iv(x+Ax, y+Ay)—u(x,y)—iv(x,y)
_Axa})g}/ao AX+ZA_)/

Az =0 i¢gin Ax >0 ve Ay — 0 olmaldir.

1.Durum: Ay =0,Ax — 0 i¢in

£(2)=lim u(x+Ax, y)+iv(x+Ax, y)—u(x,y)—iv(x,y)
Ax—0 AX

u(x+Ax,y)—u(x,y) ilim v(x+Ax,y)—v(x,y)
Av—>0 Ax Ax—0 Ax

2.Durum: Ax =0,Ay — 0 i¢in

f’(z) ~ lim u(x,y+Ay)+iv(x,y+Ay)—u(x,y)—iv(x,y)
Ay—0 lAy

— lim u(x,y+Ay)—u(x,y) ilim v(x,y+Ay)—v(x,y)
Ay—0 ZAy Ay—0 ZAy

10u oOv Ou Ov
=t —=

—]—

iody Oy oy 5 '
f (z) fonksiyonun tiirevinin tekliginden de

8u+.8v_ Ou Ov__Ou_ Ov Ou  Ov

—] —

— i ——=—,—=——
ox Ox dy o0y Ox Oy Oy ox



esitlikleri gerceklenir.
(<:) f (z) fonksiyonu Cauchy-Riemann Denklemleri’ni gercekleyen bir fonksiyon

olsun. O halde ortalama deger teoremini kullanarak;

Au:u(x+Ax,y+Ay)—u(x,y)
:u(x+Ax,y+Ay)—u(x,y)+u(x,y+Ay)—u(x,y+Ay)
:[ x+Axy+Ay) (x,y+Ay)]+[u(x,y+Ay)—u(x,y)]

:( ]Ax+ —+32 Ay—a—Ax+a—Ay+g,Ax+ngy
oy ox Oy

esitligini elde ederiz.Benzer sekilde ;

Av=v(x+Ax,y+Ay)-v(x,)
=v(x+Ax,y+Ay)—v(x,p)+v(x,y+Ar)-v(x, y+ Ay)
=[v(x+Axy+Ay)—v(x,y+Ay) |+ v(x, y+Ay)—v(x,p)]
:(—+u,]Ax+(—+u2]Ay=2—M+%Ay+MM+#sz

sonucunu elde ederiz. Ayrica &=¢ +iy, p=¢&,+ipn, yazalim. Bu halde

Aw=Au+idv = Ar+ Ay il DA s D Ay |+ eav+ iy

ox oy ox oy
(6u z@]Ax+ 6—u+16— Ay + eAx + pAy
ox Ox oy Oy
au(Ax+sz)—za—(Ax+sz)+gAx+/JAy
ox oy
ou .0u

=| ——i— |[(Ax+iAy)+eAx + uA
(6)( 6y]( y) HEY

ou .0v
=| —+i— [(Ax+iAy)+ eAx + uA
(Gx 8x]( y) HE

esitligi elde edilir. Bu esitligin her iki yan1 Az =Ax+iAy ile bolinip Az —>0

(Ax—)O,Ay—)O) icin limit almirsa (Az—>0igin € >0 ve u—0);



elde edilir. Buda w=f (z) fonksiyonunun tiirevinin mevcut ve tek oldugunu yani

analitik oldugunu gosterir.

1.9 Kompleks diferansiyel operatorler

2= 412 222 (det) ve 5=2 12 =22 (delbar)
ox oy Oz ox Oy 0Oz

ifadelerine kompleks diferansiyel operatorler ad: verilmektedir.

Gradyant : F (x, y) fonksiyonu basit baglantili bir D bolgesinde

tanimlanmus, stirekli ve siirekli kismi tiirevlere sahip bir fonksiyon olsun. Bu halde ;

esitligine F (x, y) fonksiyonunun gradyanti denir.
Geometrik olarak ; F (x, y):c fonksiyonu diizlemde bir egri gdsteriyorsa,
gradF (x, y) noktasinda bu egriye c¢izilen normalin dogrultusunu vermektedir.

A(x,y)=P(x,y)+iO(x,y) kompleks fonksiyonunun gradyanti ise;
gradA=VA :((%H%](PHQ) :(g—i—%]+i(z—i+%]
seklindedir.

Diverjans : P(x, y) ve Q(x, y) fonksiyonlar1 basit baglantili D bdlgesinde
tanimlanmis, siirekli ve siirekli kismu tiirevlere sahip fonksiyonlar olsun. Bu halde
A(x, y) = P(x, y) + iQ(x, y) seklinde kompleks fonksiyonun diverjansi;

it =Re(B)-re| [ 22 |(peig) |- 222
seklindedir.

Rotasyonel : P(x, y) ve Q(x, y) fonksiyonlar1 basit baglantili D bolgesinde
tanimlanmis, siirekli ve siirekli kismi tiirevlere sahip fonksiyonlar olsun. Bu halde

A(x,y)=P(x,y)+iO(x,y) seklinde kompleks fonksiyonun rotasyoneli;



— o .0 _ 00 oP
rotA:Im(AA):ImKa——z—](P+lQ)}:a_f_g

seklindedir.

1.10 Kompleks diferansiyel operatorlerin baz 6zellikleri

A4, 4, A, B, B, B, O, O,, ve O, differansiyellenebilir fonksiyonlar

olmak tizere,

(1) grad (A +A,) = gradA, + gradd,

Q) div(A4 +A,)=div4, +div4,

3) rot (A] + A2) =rotA, +rotA,

4) grad (A] A2) = A,gradA, + A gradA,

) A(x, y) fonksiyonu reel ise rot( gradA) =0 dir.

(6) rot ( gradA) =0 ise Im A fonksiyonu harmoniktir.

(7 A4 (x, y) fonksiyonu sadece sanal kisimdan olusuyorsa dl'v( gradA) =0 dur.

8 div( gradA) =0 ise Re 4 fonksiyonu harmoniktir.

Simdi teorem 1.7.1 in ispatin1 vermek uygun olacaktir.
Ispat : Ispat1 yapmak igin
f(z) = u(x,y) +iv(x,y)
yazariz. f '(z) =0 farzedilirse u +iv, =0, bu esitlik icin Cauchy-Riemann
Denklemleri kullanilirsa v, —iu, =0 dir. Sonug¢ olarak; D nin her noktasinda
u,=u,=v, =v =0 dir. u_ve u,; gradu vektdrinin x ve y bilesenleri, # nun bu

dogrultudaki dogrultu tirevleridir. u, ve u, nin daima sifir olmast gradu nun sifir

olmas1 demektir, boylece # nun her dogrultu tiirevi sifirdir. Sonugta, u, D i¢cinde
uzanan dogru pargasi boyunca sabittir ve D i¢indeki herhangi iki noktay1 birlestiren

ucuca eklenmis sonlu sayida dogru parcasi oldugundan, bu noktalarin degerleri ayni

olmak zorundadir. O halde D de u(x, y) =a olacak sekilde a reel sabiti vardr.
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Benzer sekilde v(x, y):b elde edilebilir, bunun ardindan D i¢inde her noktada

f(z)=a+ib elde edilir.

1.11 Ters tasvirler

Bildigimiz {izere bir¢ok elamanter fonksiyonun tersi de analitik olmaktadadir.
Ornegin ; w=¢° fonksiyonunun tersi; z = r¢” olmak iizere
z=logw=1logr+if
fonksiyonudur ve 6 nin bolgesi w=0 noktasini icermeyen herhangi basit baglantili
bir bolgede, bu fonksiyonu tek degerli ve analitik yapacak sekilde belirlenebilir.
Ustelik
dz

1 1

e dw/dz

1
aw w

Simdi ise analitik fonksiyonlarin terslerine karsilik gelen 6zellikleri g6z 6niine almak

gerekecektir.

Teorem 1.11.1 f '(zo) # 0 olacak sekilde bir z =z, noktasinda analitik olan bir f
fonksiyonu olsun ve f(z,)=w, olsun. O halde w=f(z) fonksiyonunun w-
diizlemi i¢inde bir w, komsulugu vardir, 6yle ki bu w, komsulugunda z=F (w)
tek degerli, analitk F(w,)=z, ve w=f (F (w)) olacak sekilde tek bir F ters

fonksiyonu vardir. Ayrica;

Ispat: w:f(z) esitligi u:u(x,y) ve v:v(x,y) bigiminde yazilabilir.
z, =X, +iy, noktasmmda w analitik oldugu i¢in bu noktanin komsulugunda da

analitiktir. Bu komsulukta u# ve v fonksiyonlariyla bunlarin kismi tiirevleride
stireklidirler.
u ve v fonksiyonlariyla bunlarin kismi tiirevlerinin siirekli olmas1 kosuluna ek

bir kosul da u ve v fonksiyonlarina ait

11



ou Ou

ox oy
o v
ox Oy

jakobiyeninin (xo, yo) noktasinda sifirdan farkli olmasidir ki kosul altinda, birlikte

saglanan u =u(x,y) ve v=v(x,y) denklemlerinde x ve y nin u ve v nin siirekli

fonksiyonlar1 olarak c¢oziimii tektir. Cauchy-Riemann kosullarmin i1s1ginda, bu

(2] (2] -l

olarak yazilabilir ve varsayim geregince z, noktasinda sifirdan farklidir. Gergekten;

determinantin degeri

z, da f analitik olup f '(zo);tO oldugundan z, noktasinin, f' niin hi¢bir sifir
yerini kapsamayan bir komsulugu vardir. O halde; w,=u,+iv, noktasinin
x=x(u,v), y=y(u,v) fonksiyonlar1 wu=u(x,y) ve v=v(x,y) esitliklerini
saglayacak ve x,=x(uy,v,), ¥, =y(uyv,) olacak sekilde bir komsulugunda
x=x(u,v), y=y(u,v) siirekli fonksiyon ciftinden bir ve yalniz bir tane vardur.
F stirekli bir fonksiyon olmak tizere x:x(u,v) , V= y(u,v) esitlikleri kompleks
bicimde z=F (w) olarak yazilabilir. Bunun tiirevinin var oldugunu gostermek igin

Az 1
Aw  Aw/Az

yazariz. w, z nin analitik bir fonksiyonu oldugundan, Aw sifira yaklasirken Az de
sifira yaklasir ve karsit1 da dogrudur. Boylece;
dz Az 1 1

—=1lim —=1lim =
dw 80 Aw A0 Aw/Az dw/dz

yazilir. F’'(w), w, mn bir komsulugunda var oldugundan, F fonksiyonu burada

analitiktir.

Kullandigimiz elamanter fonksiyonlarin terslerine ait tiirev alma formiillerini
bulmak i¢in son esitlik kullanilabilir. w=e¢* fonksiyonu kullanilarak; z=0 ise

wy=e"=1 ve f ’(0) =1#0 dir. Teoreme gore, bu noktalara karsilik gelen bir tek

ters fonksiyon vardir. Cok degerli olan
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z zlogw:logr+i(9+2kﬁ) (r >0,-r<0< 7[)
fonksiyonunun, ¢* fonksiyonunun bir tersi oldugunu biliyoruz. Fakat teoremde ifade
edildigi gibi F(w,)=z, ise logl=0 dir. w=1 i¢in 6 =0 ve r =1 oldugundan
log w y1 veren yukaridaki formiilde £ =0 ¢ikar. O halde burada belirtilen tek ters
fonksiyon
F(w) =logr+i60 (r> 0,-7 <9<7r)

olur.
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BOLUM 2
YALINKAT FONKSIiYONLAR

H, C=CU {oo} da bir bolge ve f fonksiyonu H da birebir , meromorf ise bu
fonksiyona yalinkat fonksiyon denir. f (z) fonksiyonunun H da bir yalinkat
fonksiyon olmasi i¢in yalniz ve ancak f (z) fonksiyonunun en ¢ok bir kutbu harig¢
analitik ve

f(zl);tf(zz) (z,,2,eH, z,#z,)
olmasma baghdwr. Ayrica f (z) , H da yalinkat ise H m her alt bdlgesinde

yalinkattir. En basit 6rnek Moebius doniisiimleri

_az+b

(a,b,c,d eC, ad—bc+#0) dir.
cz+d

/()

2.1 Yalinkat Fonksiyonlarin Baz1 Temel Ozellikleri

f(z) fonksiyonu H da yalinkat olsun.

1) g , G de yalinkat ve f(H)={f(z):zeH}cG ise 0 zaman g(f(z))

bileskesi H da yalinkattir. yalinkat olmasi i¢in yalniz ve ancak f (z)

1
/(2)
fonksiyonu yalinkat olmasidir.

2) Bir analitik fonksiyonun bir nokta komsulugunda birebir olmasi i¢in yalniz ve

ancak tiirevinin bu noktada sifir olmamasidir (Ahlfors, 1973 s.131). Yani z€ H i¢in

f '(z) #0 dir. Bunun aksi gegerli degildir; 6rnegin exp(27tz) fonksiyonu |z| <1 de

yalinkat degildir. f (z), z, da bir kutbu varsa analitik ve z, yoresinde

1
/()

14



yalinkattir ve bu nedenle z, noktasinda tiirevi sifirdan farkhidir. z, basit bir kutup
olmak zorundadir.

3) Fonksiyon, kiiresel metrikte siirekli ve # < C yi f(H)c C iizerine birebir
dontistiiriir. Fonksiyonun tersi de meromorf oldugundan dolayr /', H m f (H )

iizerine bir homomorfizmadir. Bu nedenle tiim topolojik degismezler, yalinkat

donusiimler altinda korunur. Asagidaki topolojik olaylarda sik sik kullanmilir: z, € H
olmak iizere (zk) dizisi OH a yakinsarsa (O, H da limit noktalarina sahip degildir.)
( f (zk)) goriintii dizisi de 9f (H) a yakmsar. (Ahlfors, 1973 5.225)

4)  EBger C: z(t),a<t<f Jordan egrisi H da diizgiin ise (z'(¢)# 0 ve siirekli)
f(C): f(z(t)),a <t<p f(H) da bir dizgin Jordan egrisidir. Agik
degisikliklerle z, =oo veya f(zo) = oo pozitif reel eksen ve f(zo) ise (z,= z(to))
noktasinda f(C) ye teget dogrusu arasindaki a1 arg /*(z,)+argz'(z,) ile verilir.

z, dan gecen 1iki egri arasindaki aci, goriintii egrileri arasindaki aci ile aymidir.

Boylece bir yalinkat doniisiim, bir konform homomorfizmadir.

5)  f inkutbunu icermeyen H m bir kompakt alt kiimesi 4 — C, olsun. O zaman

goriintiiniin alani, dQ alan elemani olmak iizere
Alanf (4)=[[| (=) 4 dur.
A

Bu bir Lebesgue integralidir; 4 Jordan odlgiilebilir ise aynisi, f (A) icin de

dogrudur ve integral bir Riemann integrali olur. Bundan sonra basit baglantili
bolgeler iizerinde ¢alisacagiz (Ahlfors, 1973 s.139). Birim daire ve birim ¢emberin

dis1 i¢in sirasiyla
D={Z€CZ|Z|<1} ve A:{ze@:|z|>1}
gosterimlerini ortaya koyariz. 0, smir sembolii olmak {izere birim ¢emberi {|z| = 1} ,

oD veya OA ile gosterecegiz. Tim konunun baslangic noktasi olan asagidaki

teoremi inceleyelim:
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2.2 Riemann Doniisiim Teoremi :

GCC bir basit baglantili1 bolge ve w, e G 0<a <27 olsun. O zaman D
+

bolgesini G iizerine ddniistiiren ve f(0)=w,, arg /'(0) = saglayan bir tek
f(z) yalinkat fonksiyon vardur.

Riemann Doniisiim teoremi, uygun bir sekilde normallestirilmis yalinkat

fonksiyonlarda - analitik objeler - ile basit baglantili bolgeler - geometrik objeler -
birbirinin yerini tutar. ‘ 1’ (O)‘ icin miimkiin olmadigini gergekleyebiliriz.

Simdi teoremin tekligi kisminin bir uygulamasini verelim:
f(z)=az+..(a eR) D bdlgesinde yalinkat ve /(D) reel eksene gore simetrik

olsun.

f(z) :f(;) =az+a,z +...
f(D)=f(D) den dolay1 f(z)=f(z) sonucuna varriz. Bundan dolayr a,

katsayilar1 reeldir.
Yansima ilkesi (Alfors, 1973 s.227) 0G bir analitik Jordan egrisi tarafindan

smirlandirilirsa, doniisim D de analitik olur.

D birim dairesinde yalinkat ve analitik olan
f(z)zz+a222 +... (|Z|<1)
fonksiyonlarmin  smift S olsun. f (0) =0 ve f ’(0) =1 ile normalize ederiz.
Riemann Doniisim teoreminin fonksiyonu, S ye ait olmasi gerekmez fakat
r=r, (G,wo) , W, noktasina gére G bolgesinin *’ i¢ doniisiim yaricap: “ (tek olarak
belirtilen) oldugu zaman,
w, + r,e (z), fesS

olarak yazabiliriz.

Normallestirmenin sebebi gereksiz parametreleri gidererek sonuglarin

aciklamasini kolaylastirmaktir. Ayrica, S uzayr kompakt olmasma ragmen D deki

tiim yalinkat ve analitik fonksiyonlarin uzayi i¢in bu dogru degildir.
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2
Ornek 2.2.1: fo (z) = %l:(i-i_ Z] - l:l olarak da yazilabilecegimiz
—Zz

0

fo(z): z :znz" (|Z|<1)

(1 - 2)2 n=1

Koebe fonksiyonunu goz oniine alalim.

1+z

, D bdlgesini {Rew >0} yari-diizlem iizerine yalinkat olarak doniistiiriir.

fo(z)eS ve (—oo,—%} aralig1 boyunca kesik diizlemdir.

(l—elﬂ z) n=1
fonksiyonlar1 S ye ait olup Koebe fonksiyonlarinin rotasyonlar1 olarak
adlandirilirlar. Bir ¢ok agidan Koebe fonksiyonu § deki en genis fonksiyondur.

weG olmak iizere G C basit baglantil1 bolgesine G:@\{a} durumu harig,

1

w—c¢

birden fazla nokta iceren baglantili kompakt kiime E = C\G siireklidir. w* =

(ceE) doniisiimii, G bélgesini G" “c bolgesi igine doniistiiriir. Oyle ki Riemann
£

Doniisiim teoremini uygulayabiliriz. o sabit kaldiginda D = {|Z| < 1} yerine standart
bolge olan A = {|z| > 1} y1aliriz ve A y1, G iizerine yalikat olarak doniistiiren tek
bir
g(z)=bz+by+bz"+... (|2[>Lb>0) (D
fonksiyonu vardir. Bu A da yalinkat olan
g(z)zz+b0+blz_]+... (|Z|>1) 2)
fonksiyonlarm smifim1 X ile gosterelim. Baska bir deyisle g(z) de b=1
normallestirmesi yaptik. GOriintli bolgesinin tiimleyenini
E=E(g)=C\g(A)
ile gosterelim. f(z)=z+a,z’ +...€S ise 0 zaman

g(z)=

1 z

f(z“) B l+az" +...

=z-a,+...eX (|z]>1) d.
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|z| >1 ve g(z) # (0 dir. Ciinkii S deki bir fonksiyonun kutbu yoktur. Tersine olarak

geX ve ceE(g) ise ozaman

1 B z
g(z“)—c - 1+(by—c)z+...

fonksiyonu § ye aittir. ¢ yi timleyeninde segmek zorundayiz. Cilinkii aksi takdirde

f(z): =Z+(C—b0)22+... (|Z|<1)

c, f (z) in bir kutbu olur. ¥ smifi, S den daha genel olup o« degeri, f €S icin her

zaman ihmal edilir. Diger tiirli g €2 i¢in kaldirilan degerler hakkinda varsayim
yapilamaz.
geL nm g(z)=z+b+bz"'+... (|z|>1) aciiminda b, katsayis1 £(g)

nin konform merkezi olarak yazilir.
b, :LT g(reig )d9 (r>1)
27

den dolayr (3) b, m E ( g) nin konveks govdesine ait oldugu kolayca bulunur.

Goriintii  bolgesinin doniisiimii altinda degismez kalan problemler icin 6zellikle

b, = 0 normallestirilmesini sik sik yapmak daha uygundur.
g (z) =z+bz ' +bz7.. (|Z| > 1)
formundaki yalinkat fonksiyonlar smifim1 X ile tanimlayalim. ze A i¢in g(z) =0
oldugu, g(z) fonksiyonu i¢in saglanmadigi vurgulanmalidir.
w ¢ C noktasina gore kapali parcali diizgiin C egrisinin dolanim sayis1 (veya
indisi)

Lj;da) @

C =
%( ’W) 2ri o—w

ile tanimlanmistir. Dolanim sayisi, C\C nin her bileseninde sabit ve smnirsiz

elemaninda sifir olur. (Ahlfors, 1973 s.116)
Lemma 2.2.1: f (z), D da analitik ve 6D de i¢ine fonksiyon olsun. O zaman
f(z), D bélgesinde yalinkat ve D bélgesini J = f(8D) Jordan (kapali) egrisinin

ic bolgesi lizerine doniistiirtr.
Ispat: wegJ ise o zaman, argiiman prensibiyle (Ahlfors, 1973 s.151),

f(z)-w nin sifirlarmm says1 y(J,w) ile verilir ve J, parcali diizgiin Jordan
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egrisi ise 0 zaman J nin i¢ bdlgesinde y (J,w)==1 ve dis bdlgesinde y(J,w)=0
dir. Buradan f (z) , D bolgesinin i¢ bolgesinde degeri yoktur ve i¢ bolgenin her bir

degeri tam olarak bir kere varsayilir. f (D), acik oldugundan J iizerinde deger

almadig1 varsayilir.

Teorem 2.2.2: g(z)=z+b,+bz ' +... fonksiyonu 1<|z|<oo de analitik olsun.
|z| —1 iken g(z) in bitlin limit noktalarda A kiimesi sinirli, i¢ noktalar1 yoksa, C

baglantisiz degil ise, 0 zaman g e Y, ve g(A)=C\4 dur.

Bu agiklama belki 4 ,C ile baglantisiz degilse varsayimi ‘st iiste gelme”
hari¢ varsayimmidir.

Ispat: A da g(z)—w nin sifirlarinin sayist n(w) olmak iizere, we A4 i¢in
n(w)=1ve we 4 i¢in n(w)=0 oldugunu gdstermeliyiz.
Once weg 4 olsun. 4 y1 kesmeyen w den o« a bir B egrisi vardir. Ciinkii

A smurh ve C baglantisiz degildir. (Sekil 2.1) 1<r<r <o ve C, :g(rje”),
0<t<2r (j=12) olsun. 4 nin tanimi ile g(z)¢& B olan ¢ok kiigiik 7 segebiliriz.
Buradan l<|z|£r] icin g(z);tw olur. Boylece w , C\(, in smwrsiz bileseninde
yer alir. Oyle ki )((C],w)zo olur. », yi |z|2r2 icin g(z);tw olacak sekilde
secersek 0 zaman n(w) {1 <|z/<n} de g(z)-w nin sifirflarinn sayisma esittir.

g(z), 1<|z]<o da analitik oldufundan dolayr o zaman rezidii teoremi

uygulandiginda ve yerine konuldugunda

1 J- dw 1 f’(Z)

= dz =1
w-w 27 ‘Z‘:rzf(z)—w

n(w):)((Cz,w)—)((C],w): 2 )

oldugu argiiman prensibinden elde edilir.

Simdi n(wo) #0 olmak tlzere w,e A4 oldugunu varsayallm. O zaman
g(zo) =W, olmak lizere z, € A olur. 7, >1 olmak lizere R ={1 <|z| <r0} , D, ile
kesismeyen z, etrafinda kiigiik D, dairesi alalm. O zaman g(R)Ng(D,)c 4 du.
Cuinkii diger turlii R ve D, m her ikisinde de olan bir w¢& A4 noktasi olmaktadir.

Teoremin ilk kismi ile ¢elisir. Boylece A nin g(R)ﬂ g(DO) acik kiimesinin ig
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noktas1 yoktur ve bostur. Fakat bu mimkiin degildir. Ciinkii w, € g(DO) ve

W, eAcg(R dir.

~—

Sekil 2.1

Ornek 2.2.3: g(z)=z+bh,+¢’z"' olsun. g (e”) =b, +2€"” cos(9- ) oldugundan
dolay1 {g(z):|z|=1} nin, [bo —2¢" b, + 2eiﬂ] araliginda oldugunu gériiriiz. Bundan

dolayr Teorem2.2.2, g€ ve E ( g) nin bu aralikta oldugunu gosterir.

Ornek 2.2.4: p= >1ve 0<a <7 olsun. O zaman 1<|z|<o da

. a
sin —
2

z+ 1
g(z):pz P :Z+(p——]+... S)
pz+1 P

analitiktir. g (eis ) = pexp [21' arg (ei‘9 + p)} bulunur.  Geometrik  hususlar

-T+o T+a
<9<
2

, - a :
olmak iizere - den By ye arg(elg + p) artan ve o zaman

timleyen araliginda % den % ye tekrar azalan oldugunu gosterir. Buradan

Teorem 2.2.2 gbsterir ki g(z), X aaittir ve A y1

{g(z)i|Z|=1}={pe” :—chtSa} (6)

dairesel yay1 boyunca kesik diizlem iizerine doniisiir.

g(z)=pz 2P zz+(p_l]+...

z
pz+1 P

ile g(z)- ( p—p ) e Y, fakat 0 degeri ihmal edilemez.

. z =, sinno
Ornek 2.2.5: = = § 0
e /(?) 1-2zcosa + z* ; sina (0<a <)
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. " 1
fonksiyonunu goézoniine alalim. Ornek 2.2.3 den ( _]) =z-2cosa+z ' €2 dirve
z

|z|>1 icin 1_] #0 dir. Buradan feS§ ve
(=)
C\f(D): —00,— ! U ! ,+oo | dir.
4cos2% 4sin2%

2.3 Green Analitik Formiilii :

C pargal diizgilin egrisi H — C bolgesi ile ilgili sifira es deger olsun. h(w) ,
H da analitikse o zaman
2%”_ l mh’(w)dw:% jHj z(Cw)|r (w) dQ (1)
olur. C nin sifira esdeger olmasi varsayiminin anlami 0H m bazi komsulugunda
dolanim sayisi, we H i¢in )((C, w):0 demektir. H 1 biraz degistirerek h(w) nin
H da analitik oldugunu bu nedenle varsayabiliriz. Ashnda y(C,w) nin, z e C igin

tanimsiz olmas1 6nemli degildir. Clinkii C parcali diizglindiir ve boylece alani

sifirdir.

Ispat: (7) nin sag tarafin1 yazabiliriz.

L (b= L

D, = {|z - zo| < r} 30 c H ile herhangi bir daire ise 0 zaman z € D, i¢in,

d Qldz (8)

()

z —

=

(1% a0 1 0L o i " e

H H\D, D,

dQ (9)

=S

olur. Cauchy integral formiilii ve integral teoremini kullanarak son integralin

esleniginin
r2r ’ ‘z Zo‘
szh Z_+ ~ zpdpdé‘ 2ﬂf 8 1[ 2 ]d/?:ﬂ(h(z)—h(zo))
002 %~ zZ -z, -2z,
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e esit oldugunu gosterebiliriz. (9) daki ikinci ve lglincii integraller ze D, da

analitiklerdir.

J'HQ h(z)'(z) (10)

H

fonksiyonu D, da analitik ve dolasiyla /7 da analitiktir ¢iinkii D, keyfi idi. Buradan
(8) ve Cauchy integral teoreminden (7) bulunur (Ahlfors, 1973 s.145).

Jordan Egri Teoremini kullanarak su sonuca variriz:

Sonu¢ 2.3.1: geX olsun. H(r), C(r):g(re”) 0< 9 <27 nin i¢ bdlgesi olsun.

h(w) bir 7, >1 i¢in H(ro) da analitik ise o zaman

i ] O ae=L [T a2 (1r<n) an

Gergekten w, C(r) nin i¢ bdlgesinde ise Z(C( p),w) siireklidir ve buradan
r<p<oo igin sabittir. (2) den biiyik p igin ;((C(p),w)=1 oldugundan dolay1

x (C(r),w) =1 elde ederiz. D1s bolgesinde ;((C(r),w) =0 olur.

2.4 Klasik Distorsiyon Teoremleri

Yalinkat fonksiyonlar i¢in ilk kesin sonuglarin olusturuldugu teoremler

grubudur (Koebe, 1907; Gronwall, 1914/15; Bieberbach, 1916a,b). > smifinda
Z) =z+ anz_" (
n=0

yi kullanacagiz ve goriintii bolgesinin tiimleyenini E=F ( g) ile gosterecegiz.

Z|>1) @)

Bizim varsayimlarimiz alan teoremine dayanmaktadir:

Teorem 2.4.1 g e X olsun.

AlanE:ﬂ( - nbf] (2).

n=1

Alan, E kompakt kiimesinin iki boyutlu Lebesgue 6l¢timiidiir.

H(r):C\{g(z):|Z|Zr} (r>1)
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olsun. Bu kiime C(r): g(re”), 0<¢<2x analitik Jordan egrisi ile smirhdir.
Buradan E, H (r) artan kiimelerinin kesigimidir.
AlanE =lim AlanH (r) (3)

elde ederiz. Tanim olarak (3) alirsak Lebesgue teoresine ihtiyacimiz olmaz.

Ispat: & (w) =w olmak tizere Analitik Green formiilii uygulanarak

%AlanH(r) = izfre”g'(re” )g(’”eit )dt

elde ederiz. g(z) in, g(z)= z+ib z" (|z| > 1) agilimmni kullanarak (4)

2 _on
7

bn

1 1 7 . kil . i © . 0
—AlanH (rY=— || re" =Y nbr"e™ || re™ +> br"e™ |dt =1 -

sonucuna variriz. Diizglin yakinsadigindan terim terim integral alabiliriz. Alan

negatif olmadigindan

in|bn|2r"2" <r’(m=1,2,..;r>1)

n=1

22 2 . .
bulunur. Once r— 1 alirsak ve m —>co olursa Y n|b,|" serisi yakinsaktir. Buradan

Zn|bn|2r_2" <r?* de r —>1-0 igin limit alabiliriz ve (3) den (2) yi elde ederiz. (2)

n=1

esitligi AlanE < oldugunu gosterir. Diger taraftan AlanE >0 ve bu yilizden

S

n=1

<1 (5)

bn

dir ve ancak esitlik hali ancak ve ancak AlanE =0 oldugunda gegerlidir. (Ornek

2.2.3)
Sonu¢ 2.4.2 g €X olsun. |b,| <1 ancak ve ancak
g(z) =z+b,+e’z" (bo e(C,ﬁeR).
Verilen esitsizlikte esitligin gegerli oldugu fonksiyon extremal fonksiyon olarak

adlandirilmaktadir.

Lemma 2.4.3 geX ve we E olsun. O zaman

g*(z)= g(zz)—w :z+%(bO —w)z " +... (|Z|>1) (6)
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2 datek fonksiyondur. f €S ise m S de bir tek fonksiyondur.
Ispat: z7 ( g(22 ) —~ w) ¢ift fonksiyonu analitik ve basit baglantili A
bolgesinde sifirdan farklidir. Bundan dolay: tek fonksiyon
g*(z) = z[z"2 (g(zz)—wﬂ

:z[l+(b0 —w)z_2 +...]l/2

1/2

=z+...  l<|z|<o da analitiktir.

1

o da g*(z)= g(zz)—w:z+%(bo—w)z‘ +... acilimna sahiptir.

g*(z,)=g*(z) ise g(zj) = g(zf) ve g(z) yalnkat oldugundan z,=xz,
bulunur. g* (—ZI ) =—g *(z] ) #g* (z] ) oldugundan negatif isaretlisini almiyoruz.
Bundan dolay1 g * (z) , A bolgesinde yalmkattir. Ikinci kisim ayn1 yolla ispatlanir.
Teorem 2.44 geX olsun. O zaman E c{lw—b|<2} ancak ve ancak E, 4
uzunlugunda bir dogru pargasidir.

Ispat: g (z) =z+b,+e’z" (bo eCp GR) fonksiyonuna uygulandiginda

.1 e .
weE ig¢in E|b° —w| <1 oldugu Sonug 2.4.2 den goriiliir. (6) esitligi saglanirsa bir

peR igin
g*(z)= g(zz)—w =z—é’z!
ve sonug olarak

g(z)=z+(w=2¢")+e"z" (7)
dir. g(e)=bh,+2¢” cos(9-B) oldugundan dolayr {g(z):|z|=1},
[ b, —2¢” b, +2¢” | araliginda oldugu elde edilir.
Sonug 2.45 geX, ise |z|>1 igin [g(z) <2|2].
ispat: |¢|—1 i¢in g(¢) nin biitiin limit noktalar: £ de oldugundan dolay

ve g(g’ ) / ¢ , w da analitiktir. Maksimum prensibi
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HOIp limsup i@“)‘ =max|w|<2 (|z|>1)
z ¢lot ¢ wek
oldugunu gsterir.
Teorem 2.4.6 €S olsun.
@, <2, |a,—a3| <1 ve [a,|=2 (8)

durumu ancak ve ancak f (z) Koebe fonksiyonun bir rotasyonu ise gegerlidir.
Ayrica f (z) tek ise |a3| <1 dir. Esitlik ise
f(z) = z(l—eziﬂzz)_l (ﬁ € R)

elde edilir.
Ispat: Fonksiyon
g(¢)=1/1(¢7")=¢-a,+(a-a,)¢ " +...eZ (|¢]>1) 9
ve g(¢)#0 dr. g(¢)eX oldugundan dolayr |a,—a}|<1 ve |a|<2
bulunur.(Teorem 2.4.4 ve Sonug 2.4.2) |a,| =2 ise (7) (w=0 olmak iizere) den bir
B eR icin
2

=z'1-2eP +*Pz=7" (l—eiﬂz) .

/(2)
elde edilir. f(z) tek ise a, =0 ve bu nedenle Sonug 2.4.2 ve (9) dan |a3| <ldir.
Sadece |f”(0)/2=|a,|<2 oldugunu ispatlamis olduk. Bu bilgiyi sfir

noktasindan keyfi bir z, € D noktasma doniistiirebilir. Fonksiyon

C+z, | 2\
f(l+z—oé,]—f(20)+(l—|zo| )f (zo)é’+
%[(l—|zo|2)2fu(zo)—25(1_|20|2)f,(20)}§2+.”

D bolgesinde analitik ve yalinkattir. Boylece buna karsilik gelen normallestirilmis

fonksiyon

h(¢)= f[ﬁ]_f(ZO) =:+[1 (1= ) L)

(1)) L2 g ses an,

2
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z, a baglh f in doniisiimiine h(§ ) Koebe Doniisiimii denir. Teorem 2.4.6 den

L) 20 2

<2 olup 2|ZO|/(1—|ZO|2) ile ¢arparsak ve z,

h - _
(g“) nin 5 f'(Zo) Z,
yerine z koyarsak
" 2
f'(z) 2[4 < 44 (12/<1)
f’(Z) 1—|Z|2 1—|Z|2

elde ederiz.

/1(z) 2| 4
GENE=NEE

Koebe Distortion Teoremi sonucunu ¢ikaririz.

Lemma 2.4.7 f €S ise 0 zaman |z

Teorem 2.4.8 f S ise 0o zaman ze D i¢in,
1|4
(1+]<l)
4

(1+[)

L+]]
(1=[<l)
1+|Z|

(1-[el)

an,

<|f'(z)s—"%

IA

12),

() <

1—|Z| S‘z_f,(z)|<l+|z| 13) .
1+|Z| f(z‘ 1 |Z|

Her bir durumdaki esitlik ancak ve ancak f Koebe fonksiyonunun bir uygun

rotasyonu ise gegerlidir.

(11) in ispati: Lemma 2.4.7 ile

[(1=7) 1(re?)]

f'(0)=1 ve $=argz olmak iizere
\

Jef[Zoef(1-r)r )]

sonucunu ¢ikaririz. Ifadeyi mutlak degerden kurtarirsak

1+|Z|
dr < 2log (15

1=

‘log(1—|z|2)f’(z

1
_210g | | glog(1—|z|2)‘f’(z)‘ S210g1t—lj
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elde ederiz ki (11) bulunur. (11) esitsizliklerinin birinde bir z =z i¢in esitlik
saglanirsa o zaman (15) olarak gosterilir ki 0<7r <1, z=rz icin (14) de esitligi
elde edilir. »=0 alnirsa ‘ f ”(O)‘=4 elde ederiz ve Teorem 2.4.6 f in Koebe

fonksiyonun bir rotasyonu oldugunu gosterir. Diger taraftan aciktir ki, her verilen
ze D ve Koebe fonksiyonun wuygun bir rotasyonu icin (11), (12) ve (13) de
esitlikler saglanir.
(12) in ispati: f(0) =0 oldugundan dolay
1|

(1+]<l)

<[f'(2)<

mn ust tahminden

<‘Z‘ (e 1+r ||
frecrefaie iy

elde ederiz. (12) alt tahmini kadar basit degildir. Verilen 0 <r <1 den, sifira yakin

f(z) (2] = r) noktas1 i¢in ispatlamak yeterlidir. Fonksiyon yalinkat oldugundan

dolay1 [O f ] dogru parcasmin R Onceki goriintiisi {|Z|<r} de bir yaydir.

Buradan (11) den

. R
R A e T A T ]

bulunur. (11) in integrali alinirsa (12) elde edileceginden (12) esitsizligindeki esitlik
durumu yalnizca Koebe fonksiyonunun bir uygun rotasyonu i¢in saglanir.
(13) iin ispati: (10) Koebe doniisiimiinii gézoniine alalim. = -z, alarak
G I
0 2
()] 1-faf h(=z0)

oldugunu goriirtiz. Ciinkii f (0) =0 dir. Buradan (12) den (13) ii elde ederiz.

Sonu¢ 2.4.8 f(z), D bdlgesinde analitik ve yalinkat ve F = f (D) olsun. O zaman

%(1—|Z|2)‘ff(z)‘£dist(f() F)< (1 12 )‘f ) (F<1) @)

dir. Bu esitsizlikler en iyi ihtimallerdir. Ozellikle f €S ise
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L dit(0.0F) <1 (17)

olur.
Ispat: Ik olarak (17) yi ispatlayalim. f (z) D bolgesinde  yalinkat
oldugundan dolay1 (12) den
&

1
dzst(O 6F —‘lzlgnnf‘f ‘ ‘ (1+|Z|) :Z

Diger taraftan, D bdlgesinde z'f(z)=1+...#0 ve analitik oldugundan dolay

minimum prensibi

f()

dz'st(O, 6F hmlnf | f = hmmf

2‘4)]

<1

oldugunu gosterir. Simdi (10) da tanimlanan h(g’ ) Koebe doniisiimiine (17) yi
uygulayalim. Hatta f normallestirilmemis ise h(g’ )eSdir.

dist(/ (2,),0F ) =dist[ 0,0h(D)](1-[z,[' ) 1"(=,)

oldugundan dolay1 (16) y1 hemen elde ederiz. Sirasiyla Koebe fonksiyonu ve 6zdes
fonksiyon i¢in esitlik vardir.

2.5 Baz Pozitif Reel Kisma Haiz Fonksiyonlar ve Subordinasyon

f(z) ve g(z), D={z|<1} bblgesinde analitik olsun.
1(:)=2(o(=)) (l<1) @
olacak sekilde |p(z)|<1 ve ¢(0)=0 olmak iizere D bdlgesinde bir ¢(z) analitik
fonksiyonu (yalinkat olmas gerekmez.) var ise f(z), g(z) e subordinedir denir

ve subordinasyon f(z)<g(z) ile tammlanir. |z[<1 (1) dir. Bazi temel dzellikleri

kanitlariz (Littlewood, 1925).
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f(z)<g(z) alahm. ¢(0)=0 ve ¢(D)c=D oldugundan dolayr (1) den
f(0)=g(0) ve f(D)cg(D) elde edilir. Ayrica Schwarz Lemmasmdan
lo(2)|<z| ve bu yiizden
()il <rfe{e (@)l <r} (0<r<) @
bulunur. Buradan

max xg(z)‘ (0£r<l) 3).

‘Z‘Sr ‘Z‘Sr

Ciinkii (Ahlfors, s.136)

(1= Yo' (=) < 1-[ () -

(1= (=)= (11 Y (o) < (1-lof ) (o)
olur. | (z)|<|z| esitsizligini yine kullanarak
max(l Es )\f \gl?g (1 Es )\g )| (0<r<1)@)
elde ederiz. Ozellikle |/7(0)|<[g’(0)|.
Lemma 2.5.1 g(z), D bdlgesinde yalinkat olsun. O zaman  f(0)=g(0) ve
f (D)< g(D) ancak ve ancak f(z)<g(z).

Ispat: g(z), D bolgesinde yalinkat oldugu igin g™'(w) ters fonksiyon
g(D) de analitiktir. f (D)< g(D) ise o zaman ¢(z)=g'(f(z)) D bélgesinde
analitiktir ve f(z)=g(¢(z)) |z|<1 ve |p(z)|<1 i saglar. Ayrica f(0)=g(0)
olmast ¢(0)=0 olmasini gerektirir. Tersi zaten kanitlanmustir.

Lemma 2.5.1 ile {f(z):|z/<r}={g(z):|z|<r} birlikte almwsa faydah
Subordinasyon Prensibini elde ederiz: Eger g(z), D bélgesinde yalnkat ise o
zaman f(0)=g(0) ve f(D)cg(D) D, ={z[<r},0<r<1 olmak iizere

f(Dr ) c g(Dr) olmasini gerektirir.

Subordinasyonun biraz daha zayif versiyonu Robertson (1970a,b) (Sheil-
Small (1973) agikladi) tarafindan tanitildi. Eger

<lg(e(@) o)<l (d<1) &
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saglayan ¢(z) varise f(z), g(z) e kuazi-subordine oldugunu sdyleriz.
Ozellikle (5) bu esitsizligi |2| <1 icin £ (z)|<|g(z)| olmak iizere f(z)<g(z) ise

gegerlidir. w(z) ve ¢(z) D bdlgesinde analitik ve ‘a)(z)‘ﬁl,

o(2)|<le]
oldugunda

f(z)=0(2)g(e(2)) (7<1) ©
formunda (5) seklinde yazabiliriz.

Teorem 2.5.2 0<A < olsun. f(z), g(z) e kuazi-subordine ise o zaman
iﬂf(re”)rdg <L2ﬂ (re?)[ a8 (0<r<1)
27 S 27y & B '

Yalnizca Littlewood (1925)’un basit sonucunu ispatlayacagiz. A € Z olmak iizere
2z

o(2) <o [ la(re)

27r0

A re" +z

O g (<<

oldugu g (z)/1 e uygulanan Poisson integral formiiliinden elde edilir.
Genel durumda ya ‘ g(z)r alt harmonik (Ahlfors, 1973 s.237), ya da bir

g(z) in olas1 sifirlar1 i¢in Blaschke carpimi kullanilir (Golusin, 1957 s.324 veya

Hille, 1969 s.422). Dolayisiyla 0< p <r i¢in

2 ) 2 2 2

efoloe) a3

A

dt

Szﬂg(re”)lRe Iw)d&l dt—”g(re")
0

’)

p — r yazilirsa izf‘f(re” )rdS < izf‘g(rei‘g )r d9 elde ederiz.

Bu teoremin katsayr sonuclarmmm bir grup ispatina uygulanist Rogosinski

(1943) ve Robertson’a (1970a,b) aittir.

Teorem 2.53 f(z)=a,+az+..., g(z)=b,+bz+... kuazi-subordine olsun. O

? (n=0,1...) (7).

u
=0

ispat: (6) dan
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Za z° + Z a,z’ —a) Z buqo za)(z)gbugo(z)

v=n+l v=n+l
yazabiliriz. Sol taraftaki son iki toplamdaki noktalar u>n+1 ile yalniz z*
kuvvetleri olan noktalardir. Sag taraftaki fonksiyon Zbuz“ na kuazi-subordinedir.
v=0

Parseval formiiliinii ve sonra Teorem 2.5.2 uygularsak (A =2 olmak iizere)

C v 1 * 9\ % i ”2
;auzrz Sgl.a)(res);buq)(re‘g) d3
J.Zbru ivg :ibuz 2v
0 [v=0 v=0

elde ederiz. r -1 iken Y |a,|" <
v=0

Sonu¢ 2.5.4 u(z)=1+uz+...ve v(z)=1+vz+... D bolgesinde analitik olsun.

Lu(2)
o)

>0 (|2[<1) ise 0 zaman

o, (n=12,..).

u

n+l -V

Ispat: Rew>0 jcin ‘(W— 1)/(w+ 1)‘ <1 oldugundan dolay1 Schwarz
lemmasini kullanarak ‘(u (Z) -v (z))/(u (Z) +v (Z))‘ < |Z| elde ederiz. Bundan dolay1

o(z)=z ve

f(Z):Z_]( ) gukn Uk+l ,

k

g(z):u(z)+u(z):2+ (uk+uk)z

[Me

k=1

n b P

v
0

8]
IA

v=0 v

den bulunur.

Teorem 2.5.5 f(Z) =qz+..., g(Z) =bz+... (b| * 0) kuazi-subordine olsun.

Yeterince kiigiik Z i¢in

,/z"'g(z) = icuzu 8
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is€ 0 zaman

cu
v=0

a | <

nl =

P (n=12,..).

ispat: \z 'g(2) :gcuz“ ve f(z)=a)(z)g(go(z)) den kiigiik z i¢in
1(:)=0(2)0(2)| Seol:) |

n—1 2 n—1 0 0 2
= {z c,@’ } + 2(0(,02 cu(p”ZcU(p“ + 0@ {z c,p’ }
v=0 v=0 v=n v=n
Sag taraftaki son iki terim sadece uy>n-+1 olmak ilizere z* kuvvetlerini igerir.

Buradan ilk terim onun n inci katsay: olarak a, dir. |Z| <1 de analitik oldugundan

dolay1

1 2

n—1 2 ' '
= 2rr" IW(Z)CD(Z)(UZ(;ch)(z) ] e"d9 (Z=I’619,0<r<1)

0

bulunur. Teorem 2.5.2 den ( A =1 olmak {izere )

n—1 v n—1

D c,0(z2) D ez
v=0 v=0

oldugu sonucunu ¢ikar ve varsayim » — 1—-0 alirsak bulunur.

2

n

2
n—1 2
dg= r_"2|cu| r*
v=0

d9£12f
0

1 2
a |< J.
2rr” 0 2xr"

Sonu¢ 2.5.6 g § ve

g(zz)=Z+2b;)+122“+l (|Z|<1) 9
tek yalinkat fonksiyon diisiinelim. f (z)zalz+... , g(z) kuazi-subordine ise o
zaman

" (n=12...) (10) dir,

*
b21)+l

a<1+5
v=I

<1 (k:1,2,...) ise |an|Sn (n:1,2,...) dir.

Ozellikle [B5,.,
Robertson  varsayimi, geS, f (Z ) <& (Z ) ise |an| s<n  oldugu

N 2
b21)+l dan

n—l1
genellestirilmis Bieberbach varsayimi anlamma geldigi |an|£l+z
v=I

bulunur. Subordinasyonla ilgili sonuglar i¢cin 6rnegin Golusin (ch. 8&8), Littlewood
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(ch. 2), Lewandowski (1970), T. H. MacGregor (1967,1972), Robertson (1961,
1970a,b), Robinson (1947), Rogosinski (1943) ve Shell-Small (1973) e bakiniz.

p(O) =1, Rep(z) >0 (|Z| < 1)
olmak tlizere D bolgesinde analitik p(z) fonksiyonlarin sinifi P ile ifade edelim.

p(z)e P ancak ve ancak p(z)=<(1+z)/(1-z) oldugu Lemma 2.5.1 den bulunur.

(2) ve (4) den dolay,
1 1+|z , 2
1+Izls‘p 7)< 1—Iz|’ » (Z)‘S(1_|z|)2 (< <1) an

gerektirir. #  smfi normaldir ve bu nedenle kompakttir. Katsayilarin

karakterizasyonu (Caratheodory, 1907) ve Stieltjes integralinin ( olasilik dlgtimleri )

kosullar1 bir temsili formiil (Herglotz, 1911) elde ederiz.

Teorem 2.5.7 p(z) =1+c¢z+... D bolgesinde analitik olsun. O zaman asagidaki li¢

kosul denktir:
() p(z)e P
(i) p(z I ), 7(27)—y(0)=1oldugu gibi ;(0<r<2r) artan

0

bir y(¢) fonksiyonu vardir,
(iii) ¢, =2, ¢, =¢, (k=1) kosulunu kabul ettigimizde m =1,2,... i¢in

SN 4k 20 (Aenk, €C) .

k=0 =0

, |z|<r<1 igin

y (O,r) =0,y (27r, r) =1 kosullarini saglayan

t
y(t,r)= iJ.Rep(re” )dr
0

0<t<2xr artan olmak tizere

2r it 2 it
p(z):L re +ZRep(rei')dt=IHd7(f,r) (12)

it it
2 y et —z y et —z
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oldugunu gosterir. Clinkii p(O) =1dir. Helly se¢cme teoremi (Natanson, 1954 s.223
veya Feller, 1971 s.267) ile y(t, rn), onun biitiin stirekli noktalarinda bir artan y(t)

fonksiyonuna yakinsar. r, —1 (n —)oo) ile bir ( ) dizisi bulabiliriz ki buradan (i1)

yi elde etmek i¢in (12) de limit alabiliriz. (i1) kosulu saglansin. O zaman katsayilar
¢ = 22f eMdy(t) (k=12,. .)(13)
0
seklinde agiklanabilir ve kosulumuz ile £ <0 i¢in de saglanir. Bundan dolay1
| —zkt
P

ve (i) bulunur ¢iinkii dy (¢)=0 dur.

2r

m _ ilhm 1 & &
Y[ [)td;/(t):EZZCk_,lk ,
0

||
NgE

d7

=~
Il

0 /=0

(iii) kosulu saglansm. k=0,...,m i¢in 4, =z (|z/<1) segelim ve o zaman

m — oo olsun.
0<Y Ye, o'z —2Z|Z| $2ReY) Y ¢ 22" =2(1-Jf ) Rep(2)
k=0 1=0 1=0 k=I+1

boylece p e P elde ederiz.

Sonug 2.5.8 p(z)=1+cz+...c & olsun. O zaman
le,]<2 (n=12,..),

ve esitlik ancak ve ancak bir o ve y,,...,y, 20 i¢in ¥, +...+y, =1 olmak lizere

n ioa+2iv/n

p(z) ZZVM—/H (14)
v=1 -

saglanir.

Ispat: (13) olmak iizere

2r

2 Ie"i”’dy(t) <

0

c

n

2r
2J. dy(t)=2,
0

ve esitlik yalniz ve ancak y(¢) bir « i¢in a+27v/n formundaki noktalarda y, >0

artan degerleri harig sabittir. Buradan p(z) (ii) temsili formiiliiyle (14) seklindedir.
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2.6 Yildiz1l ve Konveks Fonksiyonlar

2.6.1 Yildizil Fonksiyonlar: f(z) yalinkat F = f (D) gériintii bdlgesi sifira

gore yildizil ise o zaman D bolgesinde f (z)zalz+... fonksiyonuna yildizil

fonksiyon denir. Yani

weF,0<t<1l = tweF (1) dir.
Teorem 2.6.2 f (z) analitik fonksiyonunun D bdlgesinde yildizil olmasi ancak ve
/'(2)
/(2)

Ispat: (:>) f (z) D bolgesinde yildizil olsun. Subordinasyon prensibi ve

nin & ye ait olmasiyla miimkiindiir .

ancak p(z)=z

(1) den
{if (2):]2| <rf{f(z):]z| <r} (0<2<1;0<r<1)
bulunur. Buradan son bdlge yine yildizildir. Geometrik sebepler, arg f (re”),

0<9 <27 de artan oldugunu gdsterir. Bundan dolay1

A o
R{re f((rei‘g))lﬁlm[l gf(re )}:%argf(re )20 2)

Ciinkii £(0)=0, £'(0)#0 ve bunedenle p(0)=1oldugundan pe & cikar.

f(z)

f(z)#0 ¢iinkii aksi halde p(z) bir kutba sahiptir. Eger a,, f(z) in sifira esit

(<) Diger taraftan p(z)= e & olsun. O zaman 0<|z[<1 igin

olmayan Kkatsayist ise m= p(0)=1 elde ederiz, buradan f(0)=0, f'(0)=0 dur.

arg f (re”) 0<9 <27 de artan ve toplam artig

Z

I—argf(re d9 R{ If : } 2 (0<r<l)

oldugu (2) den bulunur.
Geometrik sebeplerden bu nedenle f(z), |z|=r bblgesine bir yildizil

analitik egri {lizerine birebir doniistiiriir. Bundan dolay1 f (z), Lemma 2.2.1 den
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|zZ|<r de yalinkat ve {f(z):|z|<r} her r<1 i¢in yildizildir. f(z)nin D

bolgesinde yildizil oldugu bulunur.

Yildizil fonksiyonlarm sinifi i¢in bir temsili formiil elde ederiz.

Teorem 2.6.3 f (z) =az+... fonksiyon D bdlgesinde yildizil olmasi ancak ve ancak

y(27)—y(0)=1 olmak iizere bir y(¢) artan fonksiyon i¢in

f(z)= azeXp{Zflog dr (1) } (7<1) @) dir.

Ispat: f(z) yildizil olsun. Teorem 2.6.2 ve Teorem 2.5.7 den y(¢)

fonksiyonu istenen 6zelliklere sahip oldugunda

1'(2) B ltez
- f(z) - }[ l—e_”zdy(t)
yazabiliriz. Buradan

—lt

Z J-
Z z 11— e z
ve integrasyon uygulandiginda

logM—logf’(O) = —2T log(l—e_”z)d;/(t)

(3) den c¢ikar. Tersi bu arglimanin tersi ile ispatlandu.

2.6.4 Konveks Fonksiyonlar: f(z)=az+... fonksiyonu yalinkat ve f (D)

goriintli bolgesi konveks ise D bolgesinde konveks fonksiyondur denir (Study,

1913). Ornegin 1 z

—Z

(l+z
ve log

] fonksiyonlar1 konvekstir.
—Zz
Teorem 2.6.5 f (z) analitik fonksiyonunun D bdlgesinde konveks olmasi ancak ve

ancak

G
) Y

P ye ait olmasiyla miimkiindiir. Ayrica f z konveks ise 0 zaman

<1) (5).

Rel: 2Zf Z+C} Z|
f(z)-

36



Bu esitsizligi Sheil-Small (1969) ve Suffridge (1970) e aittir ve dolay1

GG R
Rezf(z)>2,Re 2z 02 (Jz|<1) ©

( Marx 1932/33, Strohhacker 1933) elde edilir. ilk esitsizlik ¢ =0 6zel durumudur;
ikinci esitsizlik z nin kuvvetlerine gére olan kuvvet serilerinde z nin katsayilari

gbzoniine alnarak elde edilir. z7'f(z)<q, (l—z)_l olarak ifade edilebilir ve bu

nedenle

i

zZ
al-LL <) ()<

1+|Z|

(El<1) ™

-|]
elde edilir.
Ispat: a) f(z) konveks olsun. C(r)={f(z):|z|=r} egrisinin 0<r<1 igin

konveks oldugunu gosteririz. |z]| < |Zz| <r ise 0 zaman

tf(iz]+(l—t)f(z)ef(D) (2] <0<z<1)

Z
ve subordinasyon prensibi
tf(zl)+(1—t)f(zz)e{f(z):|z|<r}
oldugunu gosterir. Dolayisiyla { f(z):]z]< r} ve bu nedenle C(r), konvekstir.

b) Eger f (z) , D bolgesinde konveks ve bu nedenle yalinkat ise

__2'(z) z+¢
GO

z|<1 de analitiktir. Ciinkii

limg(z,¢)=1+2 j:((;) (|2]<1) (8

fonksiyonu |¢|<1,

olur. C(r) a) kismindan konveks oldugundan dolayr arg [ f (re”)— f (reis )J

t(9,9+2r) de artandir ve bu nedenle

7'(2) zgarg[f(re”)—f(rei‘g)}zo (z=re” ¢ =rei9).

SO
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|z|=|¢|=r, z#¢ i¢in Re[(z+¢)/(z-¢)]=0 oldugundan dolay: siireklilikten
z=¢ igin

Reg(z,£)20 (|2[=[¢[=r<1) (9
oldugu sonucuna varilir. Maksimum prensibini uygulayarak |z|<r ve bdylece

[l|<r Reg(z,¢)>0 oldugu elde edilir. »—1 olursa bu esitsizlik

f'(z) _
/(=) 7

limg(z,c:):1+zf”(z) ve Rel: 2/'(2) —Z+§}zo

2| <1 |¢|<1igin 1+2

7 " E€) ¢

kolayca bulunur.

¢) Tersine olarak 1+z e & kabul edelim. C(r) nin normalinin agis1

~

’(Z

N—"

0(9)= 19+argf’(rei9) ve

" i
(E)’(S)1+%Imlogf’(rei‘9)1+R{rei9 ; (re, )]>o

oldugunu goriiriiz.
Toplam artisin 27 oldugunu integrasyon alarak goriiriiz. Buradan geometrik
sebepler f(z),

doniistiiriir. /(D) konvekstir ve bu nedenle f(z), D bbdlgesinde konveks

z|:r yi her r<1 i¢cin C (r) konveks egrisi lizerine birebir

oldugunu buluruz.
Sonu¢ 2.6.6: f (z) fonksiyonu D bolgesinde konveks olmasi i¢in ancak ve ancak
zf '(z) in D bolgesinde yildizil olmasiyla miimkiindiir.

Bu Teorem 2.6.2 ve 2.6.5 nin bir sonucudur. Ciinkii

d ! n !
Zz[zf'(z)]/[zf (z)] =l+zf (Z)/f (z)
Kesin katsay1 tahminleri elde ettik. ( Lowner 1917, Privalov 1924 )

Teorem 2.6.7 : f(z) =z+a,z" +... D bolgesinde yildizil ise o zaman

<n (n:2,3,...).

an
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f (z) bir yildizil tek fonksiyon veya bir konveks fonksiyon ise o zaman
la,|<1 (n=2.3,...).

Esitsizlik ancak ve ancak sirasiyla,

z z z

fe)=——, f(Z)Zl_eTzz’ f(Z):l_eiﬂZ (BeR) (10)

(l—eiﬂz)

icin gegerlidir.
f(zz) yine tek fonksiyon oldugu i¢in yildizildir, Sonug 2.5.6 f(z) < g(z)

ve g(z):z+...D bolgesinde yildizil ise o zaman |a,|<n oldugunu gosterir.

(Rogosinski 1943)

Ispat : Eger f(z), yildizil ise o zaman Teorem 2.6.2 den

Zj:’((zz)) =p(z) :1+:Z]cnz" el

dir. zf '(z) =f (z) p(z) de katsayilar1 karsilastirirsak, yine

1 n—l1

= =2.3,...
a, n—ll;c"_”a“ (n ,3, )

formiilii ve bu yiizden Sonug 2.5.8 den

2 n—1
D2

v=l

a

n

a

v

(n=2,3,...)(11)

elde ederiz. Ciinkii f(z) tek ise ve |an| <n ve |an| <1 oldugu da g, =1 alindigini
gosterir ve sirasiyla |a2| =2 veya |a3| =1 de baska mutlak esitsizliklere sahip ve o

zaman f (z) Teorem 2.4.6 ile (10) formundan olmak zorundadir. Konveks durumu

Sonug 2.6.6 ile y1ldizil durumuna indirgenir.

Birim ¢emberin “DIS” durumuna dénelim.
g(z)=z+b+bz"+...(|2[>1) (12)
olsun. g(z), A da yalinkat ve eger goriintii kiimesinin £ kompakt tiimleyeni sifira
gore yildizil ise 0 zaman g(z), A={z|>1} de yildizil deriz. E konveks bdlgede ise

g(z) de A da konvekstir. Ornegin g(z)=z+z"' fonksiyonu konvekstir ve birgok

problemde extremal fonksiyon olarak ortaya ¢ikar.
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Teorem 2.6. 8:

A G (2]>1) a3)
ancak ve ancak g(z) fonksiyonunun A da yildizil olmasiyla miimkiindiir .

Re|:1+z%} >0 (l2>1) a4

ancak ve ancak konvekstir ve g(z) konveks ise o zaman

2zg'(z) _z+§ S s
et e

Her konveks fonksiyon yildizil degildir. Cilinkii O¢ E olabilir. /% konveks

¢|>1) @5) dir.

fonksiyonu olmak iizere her g(z) :zh'(z) fonksiyonu (13) ve (14) den yildizildir.

Tersi burada yanlistir ¢iinkii yalnizca (12) de b, =0 1i¢in bu yildizil fonksiyonlar:

elde ederiz. L |§ | <1 de yildizil ise yalmiz ve ancak g(z) fonksiyonu |z| >1

g(¢™)

de yildizildir. Bu geometrik hususlardan agiktir.

Buradan ilk varsayim Teorem 2.6.2 ye esdegerdir. Konveks durumu daha zordur

g(¢™)

nin konveks olmasi

clinkii |z|>1 de g(z) konveks ise |§|<1 de

gerekmez, tersi dogru degildir.
Ispat: g(z), A da konveks olsun. £ bir dogru parcasi ise o zaman (14) ve

(15) dogrudan gergeklenir ( Ornek 2.2.3 boliim 2.1 ). Buradan E nin, C konveks

egrisi tarafindan smirlandirilan bir dogru parcasi olmadigini varsayabiliriz. h(s)
yalinkat fonksiyonu ile |s|<1 bolgesini C nin i¢ bolgesi ilizerine doniistiirelim.
Teorem 2.6.5 nin ispatmin (a) kismi ile C, = {h(s):|s| =1—1/k} (k=1,2,...) egrileri
yine konvekstir. g, (z), A y1 C, nin dis bolgesi lizerine doniistiiriir dyle ki
g; () =00 ve g'(0)>0 dir. C, egrileri C ye yakmsadigindan dolay1 {I<|z|<oof
da lokal diizgiin olarak, k oo iken g,(z)—g(z) oldugu Caratheodory gekirdek

teoreminden kolayca bulunur.
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Teorem 2.6.5 nin ispatinin (b) kismimdaki gibi g, i¢in (15) 1 kamtlarz.
(|z| = |§| =1 den baslaniyor.) k — oo alirsak g i¢in (15) i elde ederiz ve (14), (15) in
¢ =z 6zel durumudur. Tersi Teorem 2.6.5 nin ispat1 gibi bulunur. (6) esitsizlikleri,

farkli bir esitsizlik ile degistirilir. ( Grotzsch 1935/36, Golusin 1938 ).

Sonug 2.6.9 : g(z) =z+... A dakonveks ise 0 zaman

g'(2)-1<l” (2>1) (6) .

Ispat: Her z€ A igin

g(zzz)g—’(gz()g) +g: =1-2z(g'(z)-1)¢ " +... || <1

nin bir pozitif reel kismi oldugu (15) den bulunur.
Buradan Sonug 2.5.8 ile ‘z(g’(z)—l)‘ <1 (|| >1) ve Schwarz lemmasmdan

(16) bulunur. Ciinkii g'(z)—1=-bz7—... o da iki katl bir sifirt bulunur.

Teorem 2.6.10 : g(z) =z+b,+bz "' +... A dayildizil ise 0 zaman

2
b <— (n=12,...) (A7).
"on+l ( ) an
Bu Clunie’nin tahmini,
2/(n+1) 2
2)=z(1+ 2z =z+ z"+... (18
2(2)==( ) po (18)

fonksiyonunun en 1yi thtimal oldugunu gdésterir.

Bu durumda E, 0 dan 4V uzunlugundaki esit aralikli n+1 1smndan

olusur. Rotasyonlardan ayr1 tek extremal fonksiyonlar oldugu gosterilebilir.(Holland

1972).

ispat : u(z) = g’(z_') zl—i(u—l)bu_]z“

c

olmak tizere Sonug 2.5.4 e uygulariz ve

(n+1)’|n,[ s4(1—§u|bu|2]£4 (n=12,...) 19
v=l

elde ederiz.
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Not : Teorem 2.6.7 ile bu teoremi karsilastirarak kayda deger bir fark goriiriiz:

Katsayilar1 oldukga kii¢iik ve extremal fonksiyon her » icin bir farkdur.

bl)

® 12
limsupn|bn|£2(l—20 2] S2(ﬂ_]alanE)]/2 (20)

no® v=1
oldugu alan teoremi ve (19) dan kolayca bulunur. g € > yildizil fonksiyonlar1 i¢in
limsupn|b,| <2 (21)

sonucunu ¢ikaririz.

2 nin en 1yi thtimal oldugu ispatlanabilir. (Pommerenke 1963a) (20) den

alanE =0=nb, -0 (n - oo) (22)

oldugu sonucuna da variriz.

Boylece lim supn|bn| maksimumu i¢in problemin ¢oziimii yok ve fonksiyonlar
alanE =0 olmak tizere bu fonksiyoneli minimize ederiz. Yalniz smirli sayida bir
katsay1 iceren extremal problemler ile carpici bir tezat olusturur.

Polya ve Schoenberg (1958) varsayimlarindan daha ileri bir sonuca variriz.

Ruscheweyh ve Sheil-Small (1973) tarafindan son zamanlarda kanitlanmistir: Eger

f (z) ve g(z) fonksiyonlar1 D bolgesinde konveks ise o zaman onlarin

f*g(z) = Z]anbnz" (|Z| < 1)

Hadamard ¢arpimi1 da konvekstir.

Yildizil ve konveks fonksiyonlarda genis bir literatiir den daha yakin
makaleleri listeleriz: Brannan ve Kirwan (1969), Clunie ve Keogh (1960), Hummel
(1967, 1972), London ve Thomas (1970), Pommerenke (1962, 1963a,b), Sheil-Small
(1969, 1970), Twomey (1970, 1971).

2.7 Konvekse Yakin Fonksiyonlar

f(z) =a,z+. (|Z| < 1) fonksiyonuna,

f'(2)
g(2)

Rez

>0 (|2/<1) @
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olmak iizere bir g(z):b]z+... yildiz1l fonksiyonu var ise konvekse yakin

fonksiyon denir. Konvekse yakin fonksiyonlar Kaplan (1952) tarafindan tanitildi ; bu

ismin secilmesinin nedeni Rez%>0 esitsizligi Sonug 2.6.6 ile h(z) konveks
g\z
oldugundan
/'(2) [(2) =
Re——=>0 — <= (2
eh,(z) >( veya |arg h’(z) < 5 2)

ye esit olmasidir. Pek cok ilging yalinkat fonksiyonlar, konvekse yakin fonksiyon
oldugunu gorecegiz. Her yildizil fonksiyon konvekse yakin oldugu Teorem 2.6.2 ve
(1) den agiktir.

Teorem 2.7.1 Her konvekse yakin fonksiyon yalinkattir.

/'(2)
#(z)
H=h (D) konveks bolgesinde analitiktir ve
/()
7 (z)

Ispat: Tanimm Re >0 formunu kullanirsak /' (w) ters fonksiyonu

qo(w)=f(h‘l(w)) Reg'(w)=Re >0 (w=h(z)eH) saglar.

Bundan dolayr w, ve w, € H i¢in,

o (w,)-o(

w, =W

Re

1
") :jReqo’(w] +1(w, —w]))dt>0
0

boylece @(w) H da yalmkat ve bu nedenle f (z)=qo(h(z)) D bolgesinde

yalinkattir. Lewandowski (1958, 1960) konvekse yakin fonksiyonlarin bir geometrik
karakterizasyonunu vermistir. Bu geometrik formda konvekse yakin fonksiyonlar
Biernacki (1936) tarafindan calisilmistir; o “dogrusal olarak erisilebilir” admni

kullanmustir. (Sekil 2.2.)

W //

Sekil 2.2. Baz1 6zel sinifar
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Teorem 2.7.2 : f (z)zalz+... D bolgesinde analitik ve yalinkat olsun. O zaman

f (z) konvekse yakindir ancak ve ancak (C/ f (D) karsilik gelen yar1 agik ayrik
olmak iizere kapali yar1 dogrularmn birlesimidir.

Bu teoremin yalnizca ispatm gdsterecegiz. Ilk olarak f (D) geometrik
kosullar1 saglansin. Boyle bir sonlu sayida yar1 dogrularin tiimleyeninden ile f (D)

ye yaklasabiliriz. Daha sonra bu durumda (1) 1 ispatlariz. Caratheodory Kernel
teoremi genel durum i¢in (1) 1 verir.

Tersine olarak (1) saglansin.
f(z,t) :f(z)+tg(z) (z eD,0<t< oo)

tanimlariz (Bielecki ve Lewandowski 1962). O zaman (1) den

0 0 #'(2)  n.28(2)
Re[z@zf(z,t)/&f(z,t)}:Re oo R j(z) >0

ve ¢linkli g(z) yildizildir. Boylece f (z,t) kolayca belirlenebilir normallestirme

hari¢ bir Lowner zinciridir. f(z,¢), z e D bdlgesinde yalinkattir ve
f(2)=< f(z)+1g(z)< f(2)+1g(z) (0<t<t <)(3)
olur.
Simdi f(z) ve g(z) D da siirekli oldugunu ayrica varsayalim; genel durum
bir limit prosediiriinden elde edilebilir.
L(9)={f(e*)+1g(e”):0<t <o} (0<F<27)(4)
kapal yar1 dogrular1 gdzoniine alalim.
(3) den f(D) bélgesi of(D,t) (0<r<o) kesisimi degildir. L(9) bu
sirrlarin birlesimi tarafindan igerildiginden L(9)cC/f(D) oldugu sonucuna

varlyoruz.

Varsayalim ki L(19] ) , L (92) (19] # 92) kesigsin. Yani kesim noktasi
hi¢birinin bitis noktasi degildir. Siireklilik ile
f(Zl’t]) :f(zl)+t]g(zl) Zf(22)+l‘2g(22) :f(zz’tz)

olacak sekilde ¢,,¢, >0 ve |z,| :|zz| =r<1 olmak iizere z,, z, farkli noktalar vardur.
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Cunkt f (z,t]) z € D bolgesinde yalinkattir. ¢, #¢, olmak zorundadir. ¢, <%,
oldugunu soyleyebiliriz. Fakat bu miimkiin degildir. Cilnki (3) den
{f(z, tj):|z| :r} (j = 1,2) egrilerin kesisimi yoktur. Boylece Gf(D) nin her
noktasindan (C/ f (D) de bulunan bir yar1 dogru olusturabiliriz ve bu yar1 dogrular

kesismez. Son olarak (C/ f (D) nin kalan kismi, yar1 dogrular1 tarafindan doldurulur.

Simdi Bierberbach varsayimi  konvekse yakin fonksiyonlar i¢in gecerli
oldugunu ispatlayacagiz (Reade 1955).

Teorem 2.7.3: f (z) =z+a,z" +... D bolgesinde konvekse yakin ise o zaman
la,|<n (n=2,3,..) dir.
Ispat: g(z) =bz+... yildizil fonksiyon olsun. g, =1 normallestirmesine

/()
g(2)

n—1
na, =cyb, + ZCn_UbU (n=2,3,...) 5

v=l

ragmen b, =1 oldugunu varsayamayiz. z =c, +c¢z+... alarak

vardir.

Re[zf’(z)/g(z)] >0 oldugundan dolay1 v>1 igin |c,[|<2Rec,<2|c,| oldugu

'dir. ¢,b, =1,

Sonug 2.5.8 den kolayca goriiliir. Ayrica Teorem 2.6.7 den |bu| < U|b]
oldugundan (5) den
n—1
n|an|£n+220 =n’
v=l
cikar.

Ornek olarak, konvekse yakin fonksiyonlarin bir alt smifin1 diisiiniirsek

secimi 0zel olarak basit geometrik bir yorumu verir.

¢(2) =ﬁ
(1) konvekse yakin fonksiyonlarin tanimindan
Re(1-2") /() |>0 (1z]<1) (©)
olur. Simdi katsayilari reel olan ve R ye simetrik bolgelere sahip olan fonksiyonlara

kisitlayalim. Bu f(z) yalinkat fonksiyonu (6) y1 saglarsa ancak ve ancak f (D)

imajiner eksene paralel her dogru ile ya kesigsmiyor ya da bir aralikta kesisiyorsa
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f (z) yalinkat fonksiyonu (6) y1 sagladig: ispatlanabilir. (Brujin 1941, Grunsky

1971) Dolayisiyla bu tiir fonksiyonlar imajiner eksenin dogrultusunda konveks denir.

(]

f (z), D bolgesinde analitiktir fakat yalinkat olmasi gerekmez. O zaman

fonksiyonu bu smifa Robertson (1936) a aittir.

genellikle f (z) ,

Imf(z)=0<Imz=0 (7)
ise reel tiptedir. Rogonsinski (1932). Tiim katsayilar1 reeldir. Tersine olarak reel
katsayili her yalinkat fonksiyon reel tiptedir. Ciinki Im f (z) =0 1se
f(z)= m = f(g) olmasi gerektirir ve buradan da z = z yani Imz =0 gikar.
Teorem 2.7.4 : f(z) =z+a,z" +... (|z| < 1) reel katsayilara sahip olsun. O zaman

asagidaki ti¢ kosul esittir:
(i) f(z) reel tiptedir.
(i)  Fonksiyon  (I1-Z° )LZ) =1+a,z+ i(am ~a,,)z" D
z n=2

bolgesinde pozitif reel kisma sahiptir.

z

1-2zcost+2z° d;/(t) y(ﬁ)_ﬂo):l olacak

(i) Bunlar f(z)=|
0
sekilde bir (0<z<x) bir artan fonksiyonu y(¢) vardr.
Ispat: f(z) reel tipte olsun. f’(0)=1>0 oldugundan dolay1 Imz>0 i¢in

(7) den Im f'(z) 2 0 gikar. Dolayisiyla z =re” 0<v<r icin,

R{(ﬁ —22)&} = 2sin9.1mf(ref9) >0 (8)
z
ve aynist 7 <3 <27 araligiicin de gegerlidir. Dolayisiyla

(8), maksimum prensibinden |z| <r i¢in gegerlidir ve » —1—-0 olursa (ii) bulunur.

Ayrica  Herglotz temsili formiili uygulanirsa (ii) saglanir. (Teorem 2.5.7)

f(z)=r (Z) ni kullanarak (iii) kolayca bulunur. Sonug¢ olarak (iii) uygulanirsa

Imz>0 i¢in Im f(z)>0 ve buradan (i) ¢ikar.
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zf ’(z) reel tipte ise ancak ve ancak reel katsayilt f (z) =z+... fonksiyonu

imajiner eksen dogrultusunda konvekstir. (6) ve teorem 2.7.4 den bu sonuca

vartyoruz; sonug 2.6.6 karsilastir;

(1+22)Z ) e
ﬁ =2z+32°+52°+... fonksiyon teorem 2.7.4 teki (ii)
1-z°

Ornek 2.7.5: f(z)=
den reel tiptedir. Bu fonksiyon D bdlgesinde yalinkat degildir. Ciinkii o ‘a3 —af‘ <1
bagintisini saglamaz (Teorem 2.4.6).

Sonug 2.7.6 : f(z) =z+a,z" +... reel tipte ise 0 zaman

a <2,

a, an|Sn (n:2,3,...) (9) dir.

ntl ~
Bu sonu¢ Rogonsinski (1932) ve Dieudonne (1931) nin sonucu, Sonug 2.5.8

ve (ii) den ortaya ¢ikar. |an| <n tahmini |a2| <2 ve a, =1 den baslayan tiimevarim

ile kanitlanmistir. Koebe fonksiyonu gosterir ki (9) esitsizligi en iyi tahmindir.

Konvekse yakin fonksiyonlardan bahseden bazi makaleler: Brannan, Clunie
ve Kirwan (1973), Clunie ve Pommerenke (1966), Krzyz (1962, 1963), Pommerenke
(1965), Robertson (1936, 1965, 1966), Ruscheweyh ve Sheil-Small (1973), Thomas
(1967). Konvekse yakin fonksiyonlarin bir genellestirmesini Bazilevic (1955) tanitt1.
Ornegin Thomas (1968), Zamorski (1962).
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BOLUM 3
HARMONIK DONUSUMLER

Bir reel degerli u(x, y) fonksiyonu Laplace denklemini

B 0’u 0u B

"o o !

Au

sagliyorsa harmoniktir. Iki degiskenli fonksiyonlarin harmonik olmasi durumunda
xy diizleminde bir D bolgesinden, uv diizleminde bir O bdlgesine u :u(x, y) den
V= v(x, y) ye bir birebir donilisimi, bir harmonik  doniisimdiir.
w= f(z) =u (z) +iv(z) yazilir ve z=x+iy, w=u+iv kompleks gosterimi
kullanmak daha uygun olur. Boylece kompleks degerli harmonik fonksiyon yalniz ve
ancak D bdlgesinde yalinkat ( veya 1-1) yani D bdlgesinde tiim z, ve z, noktalar:
igin z, #z, iken f(z)#f(z,) ise bir D < C bdlgesinin harmonik déniisiimiidiir.
Burada C kompleks diizlemi gosterir. Bu kitaptaki “harmonik doniisiim” terimi her
zaman bir yalinkat kompleks degerli harmonik fonksiyon anlamina gelecektir.

Bir kompleks degerli fonksiyon f =wu+iv, her ze D noktasinda bir f '(z)

tiirevine sahip ise bir D < C bolgesinde analitiktir. Cauchy-Riemann denklemleri
T
& oy Oy ox

dir. Diger taraftan f kismi tiirevleri siirekli ve Cauchy-Riemann denklemlerini

sagliyorsa, buradan f D bolgesinde analitiktir. ( Analitik fonksiyonlar hakkinda
bilgi edinmek i¢in Ahlfors (1979) a bakimiz.) Her analitik fonksiyonun harmonik

oldugu sonucu Cauchy-Riemann denklemlerinden (ve daha yiiksek tiirevlerinin

varligindan) ¢ikar. Cauchy-Riemann denklemlerini saglayan bir (u,v) fonksiyon

ciftine eslenik denir ve v ye u nun bir harmonik eslenigi denir. Bu nedenle —u, v

nin harmonik eslenigidir. Daha agik olarak, eslenik fonksiyonu yalnizca eklenecek
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bir sabit farkiyla belirleyebiliriz. Cok baglantili bir bolgede eslenik fonksiyonun tek
degerli olmasi gerekmez.

Acilar korundugundan bir analitik yalinkat fonksiyona konform doniisiim
denir. Jakobiyeni sifir olmayan ve siirekli birinci kismi tlirevleri olan biitiin
fonksiyonlar arasinda analitik fonksiyonlar1 belirleyen agilari koruma ozelligidir.
Clinkii bu durum Cauchy-Riemann denklemlerinin saglanmasini gerektirir.

Burada amag¢ reel ve imajiner kisimlarinin eslenik olmasi gerekmeyen
kompleks degerli harmonik yalinkat fonksiyonlar1 caligmaktir. Analitiklik
terkedilince, ciddi sorunlar ortaya cikar. Analitik fonksiyonlarm bilesimi altinda
korunmus, ancak harmonik fonksiyonlar degildirler. Bir analitik fonksiyonun bir
harmonik fonksiyonu harmoniktir fakat bir harmonik fonksiyonun bir analitik
fonksiyonu harmonik olmasi gerekmez. Analitik fonksiyonlar bir cebir formundadir,
ancak harmonik fonksiyonlar degildir. Hatta tersi veya bir harmonik fonksiyonlarin
harmonik olmasi gerekmez. Bir harmonik doniisiimiin tersinin harmonik olmasi
gerekmez. Harmonik dontistimlerin smir davranislar: konform doniisiimlere gore cok
daha kompleks olabilir. Konform doniistimlerin klasik teorisinin ¢ogunun harmonik
dontistimler lizerine tasinabilecegi yine de gosterilecektir.

Bir f =u+iv fonksiyonun Jakobiyeni

olup indisler kismi tiirevleri gosterir. f analitikse, onun Jakobiyeni
2 2 , 2
Ji(z)=(u) +(v) =|1'(2)
seklindedir. J, (z);tO olmasi1 yalniz ve ancak f, z de lokal olarak yalinkat

oldugunda £, analitik fonksiyonlar i¢in klasik bir sonu¢tur. Hans Lewy 1936 da
harmonik doniistimler i¢cin bunun dogru oldugunu gostermistir. Lewy teoremi

1g18inda, harmonik doniigtimler ya J, (z) >0 yon koruyan veya f yalinkat
oldugunda D bélgesi boyunca J, (z)<0 ise yonii tersine cevirendir. Eger yon-
koruyansa o zaman 7 yonii tersine cevirir. Konform doniisiimler yon koruyandir.

Konform olmasi gerekmeyen |a|;t|ﬁ| olmak iizere f(z):az+7/+[)’; afin

doniisiimleri, harmonik doniisiimlerin en basit 6rneklerdir. ¥ =0 olmak tizere Afin
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dontistimler lineer doniistimlerdir. Afin doniisiimlii harmonik doniisiimlerin her
birlesimi yine bir harmonik doniistimdiir: f harmonikse o zaman « f+y+ ﬁ?

harmoniktir.

Diger énemli bir alistirma D agik birim dairesinin  f (z):z+;z2 fonksiyonu

ile |w|:% cemberinde c¢izili 3 yaprakli bir hiposikloidin i¢ bolgesi lizerine,

doniisiimiidiir. Onun yalinkathgini dogrulamak i¢in D bdlgesinde baz1 z, ve z,

noktalar1 i¢in f(z,)=f(z,) varsayalim. O zaman (z_]+z_2)(z] -~ Zz) =2(z,-z).

Ty N S e

N
1-.\

5>
NS
S
v

(a)n=2 (b)n=3
Sekil 3.1 f(z)=z+1z" doniisiimiin goriintiisi
n
Ancak z, =z, olmadik¢a bu miimkiin degildir. Ciinkii |z] + zz| <2 dir. Ayni argliman

1 - .. .
f(z)=z+—z her n>2 igin yalinkat oldugunu gosterir.
n

f(z)=z+—z doniisiimii altinda dairenin goriintiisii, Mathematica ile
n

hesaplanmistir. n =2 ve n=3 durumlar1 i¢in sekil 3.1 de gosterilir. Sekildeki egriler

radyal kesimleri i¢in ve esit aralikli i¢ ige dairelerin goriintiistidiir. Genel olarak, bu

w|:n—+1 dairesinde n+1 i¢ ice ¢izilmis
n

donilistim altinda dairenin goriintiisi,

yaprakcigin bir hiposikloidi ile sinirhidir.
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Diizlemde, basit baglantili bolgelerin harmonik doéniisiimlerini incelerken,
tanim bolgesi olarak birim daireyi alarak genellik bozulmaz. Daha kesin olarak

A # C olmak iizere bir Q bolgesinin lizerine bir basit baglantilt A = C bdlgesine f
harmonik doniisim oldugunu farzedelim. Riemann doniisiim teoremi A nin D
iizerine ¢ bir konform doniisiimiin varligini saglamaktadir. Bu nedenle F = fog
bilesimi Q {izerine D nin bir harmonik doniisiimiidiir. Orjinal doniisiim ¢ nin tersi

y oldugu zaman f = Foy dir.

3.1 Bazi Temel Durumlar

Iki basit diferansiyel operatéor kompleks analizde yaygin ve cok pratik

goriinilir. z=x+iy de i:l i—z'i ve i:l i+ii dir. a—Jj:O esitligi
oz 2\ 0x Oy oz 2\ox Oy oz

bir kompleks degerli f (z) fonksiyonu i¢in Cauchy-Riemann esitliklerini yazmanin

2
sadece diger yoludur. Direk hesaplama f in Laplasyeninin Af =4 s ;_ oldugunu
z0Z

gosterir. Bu nedenle stirekli ikinci kismi tiirevleri olan f* fonksiyonlar i¢in yalniz ve

of

ancak % analitik 1se f in harmonik oldugu aciktir. Eger f analitikse, o zaman
z

g _ f'(z) adi tirevdir. g ve g operatorleri lineerdir ve diferansiyel
0z 0z oz
operatdrlerin genel 6zelliklerine sahiptir. Ornegin ¢arpim ve boliim kurallarmi alirsak

—(f2)= Z—f+g2—£

OS2 & p08
6z(g] & (géz 82]

ve % icin aynidir. Ozel 6zellik
z

iki tlireve baglar.
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df = gdx +@dy
ox oy
differansiyeli
df = g —dz+—= 6f
oz 82
olarak yazilabilir, bu nedenle g ve 6_{ gosterimine motive ediliyor. f, :% ve
0z 0z 0z
o .. . . .
fo= o gosterimi genellikle daha uygundur.
z

Bileske fonksiyonlarin diferansiyeli i¢in zincir kurali simdi elde edilebilir.

h=fog den w=f(z), z=g({) ise o zaman w=h(¢) dir.

og og 6g g, Og
dz = agd§+agd(; ve dz _6§d§ % d¢ = Edg“ idéf

buldugumuzu yerine koyarsak
dh = af % 287 | L —dcj+6—gd2.
z\ 08 o¢ oz o¢ o¢
Boylece

Oh_of0g g Oh_0fdg o dg
o ol 0zoc oL oz ol azag

—‘f;r . Sonug¢ olarak,

Bir f'=u+iv fonksiyonunun Jakobiyeni J, =

z)‘>‘f; (z)‘ de f lokal yalinkat, ydn-koruyan ve ‘fz (z)‘<‘f;(z)‘ oldugu zaman

yonii tersine gevirendir. J,(z)>0 da f.(z)#0 olduguna dikkat edelim. w= f(z)

yon-koruyan dontistimleri i¢in

(1=l < = (1] )
oldugunu goriiriiz. Bu kesin esitsizlikler biiyiik ve kiigiik eksenlerin orani olarak
_EH

ile f in geometrik yorumu, bir sonsuz elips lizerine bir sonsuz daire doniistimiidiir.
D, =D,(z) ye z noktasinda f in dilatasyonu denir. Agiktir ki 1< D, (z)< oo dur.

Bir yon-koruyan homeomorfizm f , eger K sabit ve 1<K <oo olmak iizere ,
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verilen bolge de Df(z)SK ise kuazikonform veya K -kuazikonform denir. 1-

kuazikonform doniisiimleri sadece konform doniigtimlerdir.

Genellikle g, :f; oranimm1 dikkate alirsak, f in kompleks dilatasyonu

z

denilmesi daha uygundur. Boylece f, yon-koruyan ise OS‘,uf(z)‘<1 dir.

(K-1)
(K+1)

koruyan homeomorfizm kuazikonfomdur yalniz ve ancak u, kompleks dilatasyonun

D,(z)<K ise yalniz ve ancak ‘ 1y (z)‘ < oldugu gozlenebilir. Bu bir ydn-

‘ iy (z)‘ <k <1 belirli bolgede 1 den uzakta smirhdir. f doniisiimii yalniz ve ancak

#; =0 oldugunda konformdur. Lehto ile Virtanen (1973) ve Ahlfors (1979) un

kitaplar1 kuazikonform doniisiimlerin genel teorisi i¢in tavsiye edilir.

Harmonik doniisiimler teorisinde, ikinci kompleks dilatasyonu olarak bilinen,

v, = I miktari, u, birinci kompleks dilatasyonundan daha uygun oldugu ortaya

¢ikiyor. ‘uf‘=‘,uf‘ icin f kuazikonformdur yalniz ve ancak ‘u_f‘(z)‘£k<1 oldugu

tekrar aciktir.

Simdi f siirekli ikinci kismi tiirevlerine sahip D < C bdlgesinde tanimlanan

bir kompleks degerli fonksiyon olsun. f* in, J, (z) >0 Jakobiyeni ile D bdlgesinde

A

z

lokal olarak yalinkat oldugunu varsayalim. @ =v, === ikinci kompleks dilatasyonu

olsun, sonra D bdlgesinde ‘a)(z)‘<1 dir. z ne bagl Z:a)fz esitliginin tiirevi
alinirsa f_;Z: f.-o+ f.o bulunur.

Simdi f, D bolgesinde harmonik ise f - :%Af =0 dur. Boylece D

bolgesinde - =0 olup @ analitiktir. Diger taraftan, @ analitik ise o zaman
f_;Z: /... Fakat ‘a)(z)‘<1 odugundan f harmoniktir ve f_=0 sonucu ortaya

¢ikar. Bdylece @ analitikse yalniz ve ancak f harmoniktir. Ozellikle bir yon-
koruyan harmonik doniisiimiin f dilatasyonu @ nin modiilii birden kiiciiktiir, her

zaman bir analitik fonksiyondur. Bu @ fonksiyonu f in analitik dilatasyonu
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olacaktir, ya da sadece dilatasyon denir. a)(z)EO olmasi yalniz ve ancak f in

analitik olduguna dikkat edelim.

Analitik dilatasyonunun bazi giizel dzellikleri vardir. Ornegin f in, analitik

dilatasyonu @ olmak tizere bir yon-koruyan harmonik doniisiim ise ve |ﬁ|<|oz|
olmak iizere A(w)=aw+y+Bw afin doniisimii ise 0 zaman F = Ao f bileskesi

E aw+ B

analitik dilatasyonu ile bir yon-koruyan harmonik doniisiimdyir.

F=Af+Af=af+Bf
F=Af+Af =af+Bf
ispati i¢in zincir kurali kullanilir. Boylece ,
E: 57;+Efz _ aw+
F. Bf+taf po+a

f, o analitik dilatasyonu ile Q bdlgesi lizerine bir D basit baglantili

bolgesine bir yon-koruyan harmonik doniisiim olsun. v, D bolgesi lizerine konform
olarak bir A bolgesine doniisiim olsun. O zaman F = foy bileskesi Q lizerine
harmonik olarak A doniisiimdiir, ve woy analitik dilatasyona sahiptir. Bunu
gdérmek icin basit olarak F, = fy' ve F, = f;(/7 hesaplamasinda zincir kural
kullanilir. Boylece F' in analitik dilatasyonu

F(6) _£(w(©9))
F(6) £(v(2)

=a(v(¢)).

Benzer sekilde, ilk kompleks dilatasyon u = j:z bir gercek degismez 6zelligi

gosterir. f', F=@o f ve ¢ bir konform doniisiimii izlemektedir, sonra F', ayni
kompleks dilatasyon u ye sahiptir. Gergekten, zincir kurall F, =¢'f, ve E =¢'f.

. Fof - :
boylece —= === oldugunu verir.

z z

Bir Dc C basit baglantili bolgesinde bir kompleks degerli harmonik f

fonksiyonu, 4 ve g, D bolgesinde analitik olmak iizere, f :h+§ gosterimine

sahiptir; bu gosterimde eklenecek sabit kadar tektir. Ispat1 icin 4, D bolgesinde
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analitik verildiginde f, analitikse f harmonik ve /' = f. oldugunu hatirlariz. Simdi
g=7—Z alalim ve /4 1n tanimi geregi, D bolgesinde g;:Z—h_Zzo oldugu
gozlenir. Boylece g, D bolgesinde analitiktir. Gosterimin tekligi bir fonksiyonun

hem analitik ve hem de analitik olmayan sabiti olmak zorunda oldugu gercegine
baghdrwr. ( Bir analitik olmayan fonksiyon bir analitik fonksiyonun konjugeti olarak

tanimland1. ) f gercek degerli ise bir eklenen imajiner sabite benzersiz oldugu
kadar, f in analitik tamlamasi 24 oldugunda gosterim f :h+Z:2Re{2h} a

indirgenir. Carpma baglantili bolgede f :h+§ gosterimi lokal olarak gegerlidir,
fakat tek degerli global uzantis1 olmayabilir.

D birim dairesinin bir f harmonik doniisiimii i¢in, g(O)zO oldugundan

dolay1 eklenen sabit se¢imi uygundur. f = h+§ gosterimi o zaman tektir ve f in

kanonik gosterimi denir.

3.2 Argiiman Prensibi

[Ik olarak analitik fonksiyonlar i¢in klasik argiiman prensibini ve onun
miilkemmel ispatmi hatirlatalim. D bdlgesi, “saat yOniiniin tersi” veya pozitif

dogrultuda olan C Jordan egrisi ile sinirlandirilmis bir bolge olsun. f, C
bolgesinde f (z);tO olmak iizere, D bolgesinde siirekli ve D bolgesinde analitik
olsun. Orijin etrafinda f (C) gorlintii bolgesinin sarim sayisi, toplam 27 C

etrafinda z bir kere dondiigiinde f (z) in argiimanindaki degisiklik her sifir kati

kadar sayilmak iizere [ :(%] Acarg f (z) dir. D bolgesinde N, f in sifirlarin
T

toplam sayis1 olsun. Argiiman prensibi N =/ oldugunu idda eder.

f!

Aligilmis ispat, = in rezidiisii » olan bir basit kutbu ve ayn1 zamanda f in

n kath bir sifira sahip oldugu yorumuyla baslar, bu yiizden rezidii teoremi

1 J-f'(z)d

1
- 2mi, f(z) °T 2mi Ac logf(z)—l
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verir. ( Aslinda, f ’(z) tiirevinden dolay1 C iizerinde tanimli olmasi gerekli degildir,

integrasyonunun egrisi biraz daralmistir. ) D bolgesinde siirekli ve D bdlgesinde
analitik olan bir f fonksiyonu C yi yon-korunmak iizere (2 bdlgesini simirlayan
bir I" Jordan egrisi lizerine tasiyorsa, o zaman D bdlgesini yalinkat olarak Q
iizerine doniistiirir. Baska bir deyisle sinir iizerindeki yalinkatligi, i¢cininde yalinkat

oldugu anlamina gelir.

f sabit olmayan kompleks degerli harmonik fonksiyon, @,

a)(z)‘ <1 olan

analitik bir fonksiyon olmak tizere D, bolgesinde Z:a) /. Beltrami denklemini

2 2

saglarsa, yOn-koruyan olarak smmflandirilacaktir. Jakobiyen J, =

VARSVE

oldugundan &zel olarak f, (z)#0 oldugu zaman J,(z)>0 oldugu anlamma gelir.

D bélgesinde bir z, noktasinda f(z,)=0 ise sifirmimn mertebesi f =h +g kanonik

gosterimi cinsinden tanimlanabilir. a, #0, b, #0 ve m>1, n>1 olmak tizere

h(z)=a0+gak(z—zo)k g(z):bo+ibk(z—zo)k

k=m

olarak 4 ve g nin kuvvet serileri agilimlarini yazariz. ( Burada f in analitik
olmadig1 varsayilir. ) Aslinda, b, = —a_o dir. Ciinkii f (zo) =0 dir. f in yon-koruyan

ozelligi ‘a)(z)‘ <1olmak iizere g'=oh' esdeger formuna gider. Buradan |b, | <

a,| ve
m>n veya m=n oldugu elde edilir. Her ki durumda da f in, z, da »n kath bir

sifira sahip oldugunu sdyleyecegiz. Yapisal formiiliin hemen bir sonucu olarak bir

yon-koruyan harmonik fonksiyonun sifirlarmin ayrik oldugu anlasilabilir. Ger¢ekten

f(2,)=0 ise 0 zaman 0<|z—z,| <5 igin

olmak tizere

f(z) :h(z)+g(z) =a, (z—zo)n {l+l//(z)}

yazilmasi miimkiindiir. Fakat z, yeterince yakin z igin ‘t//(z)‘<1 oldugu agiktir,

_n

a

n

m > n oldugundan dolay1 ve m=n ise <1 dir. Bundan dolay1 z, a yakin baska
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bir yerde f (z) #0 ve f in sifirlar1 ayriktir. Yon-koruyan hipotezinin gerekli
oldugu gozlenir, ¢linkii bir harmonik fonksiyonun sifirlar1 her zaman ayrik degildir.
Ornegin, f(z)=z+z=2x fonksiyonu imajiner eksende her noktada bostur.

Simdi harmonik fonksiyonlar i¢in argliman prensibi analitik fonksiyonlar i¢in

klasik sonucun bir direk genellestirilmesi olarak formiile edilebilir.

3.3 Konform Déniisiimler

Harmonik doniisiimlerin teorisinin ¢ogunlukla klasik konform doniisiim
teorisinin ¢ok 6zel bir durumundan etkilenmistir. Teoremlerin ispatlar1 ve daha fazla
bilgi i¢cin Nehari (1949), Ahlfors (1973), Pommerenke (1975) ve Duren (1983) in

calismalarina bakilabilir.

Bolge agik baglantili kiime olarak tanimlanir. Bir bolgenin genisletilmis C
kompleks diizlemine gore tiimleyeni baglantili ise bu bolgeye basit baglantili denir.

Tiimleyenti iki bilesenden olusan bolgeye c¢ift baglantili denir.

Bir f fonksiyonu Q dan A ya (QC(C) konform doniisiim olabilmesi i¢in
f nin Q da analitik ve tliimiiyle yalinkat ve (6rnegin bire bir) Q y1 Dye
doniistiirmesi (Q):D olmasini1 gerektirir. Bir f analitik fonksiyonunun Q da

lokal yalinkat oldugunun soylenebilmesi igin Q nin her noktasmindaki

komsuluklarinda yalinkat olmas1 gerekir. Lokal yalinkat olmasi i¢in gerek ve yeter

sart Q da f"(z)#0 olmalidur.

Unlii Riemann doniisiim teorimi her basit baglantih Q c C Q= C bdlgesinde
keyfi belirlenmis ¢ € Q noktasi i¢in [ '(g’ )>0 ve f (g’ ):0 sarttyla. D birim
cember iizerine tek konform doniisiimiin f oldugunu kabul ettigini belirtir. Clinkii
ters fonksiyonu analitik olmak zorundadir. Bu D, Q f{izerine konform olarak
doniistiirtilebilir, demekle ayn1 seydir. Caratheodory genisleme teoremi ( 6zel bir
durumda ); bir Q Jordan bdlgesinin D Jordan bolgesi lizerine doniisiimii Q nin D
iizerine bir homeomorfizmasina genisletilebilir. Bu son teorem kuazikonform

doniisiimlerine genellestirilebilir.
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Riemann teoreminin modern ispati normal ailelere dayanmrr. Eger ¥

fonksiyonlarmin  her dizisinin Q da lokal diizgiin yakinsak alt dizileri varsa Q

bolgesinde tanimli f fonksiyonlarim ¥ sinifina normal aile denir. Heine-Borel
teoreminde goriildiigii gibi, lokal diizgiin yakinsaklik, Q nin her kompakt alt
kiimesine iizerindeki diizgiin yakmsakhkla aynidir. ¥ in bir normal aile olmasi
yalniz ve ancak ¥ deki her fonksiyon dizisi Q nm her kompakt alt kiimesinde

diizgiin yakinsak alt dizilere sahip olmasiyla gosterilebilir. Montel’in teoremine gore
analitik fonksiyon ailesi ancak ve ancak lokal smirl ise normaldir. Ispat temel olarak
Arzela_Ascoli teoremini kullanir. Rudin (1976) ki o da bir ailenin normal olabilmesi

icin onun es siirekli ve sinirli olmasi ile olanaklidir. Cauchy integral formiiliiniin bir

uygulamas1 gosterir ki analitik fonksiyonlarin bir ¥ ailesi lokal sinirli ise 0 zaman
T'={f": fe T} vees siireklilik izler.

Kompleks analizin standart bir sonucu analitik fonksiyonlarmin dizisinin lokal
diizgiin, limiti yine analitiktir deriz. Analitik yalinkat fonksiyonlarinin bir dizisinin
lokal diizgiin limiti ya yalinkat ya da sabittir.

Cartheordory yakimsaklik teoremi (Duren, s.76 bak.) bir analitik yalinkat

fonksiyonlarmin bir dizisinin lokal diizglin yakmsaklilig1 dizileri smrasmin

yakinsaklik kavram ile iligkilendirir. {Dn} kompleks diizlemdeki bolgeler dizisi
orijin igeren en genis D bolgesi olarak tanimlanan D, bolgelerinin kesisimi i¢inde
bir nokta ise {Dn} dizisinin ¢ekirdegi orjin iceren en genis D bdlgesi olarak
tanimlanir ve sonlu sayida D, bolgelerinin D nin her kompakt alt kiimesi olma
ozelligine sahip olur. Eger orijin kesisimin noktas1 i¢inde degilse ¢ekirdek D = {0}
seklinde tanimlanir. Her iki durumda da eger her alt dizi ayni ¢ekirdege sahip ise
{D,} dizisi es gekirdegine yakmsaktir. (D, — D) Simdi f,, D, bdlgesindeki birim
daire D nin konform déniisimii olsun. f£,(0)=0 ve f/(0)>0 dr. {D,} nin
cekirdegi D olsun. Caratheodory genisleme teoremi, f,, f e I de lokal diizgiin
olarak yakimsamas: ancak ve ancak D, — D #C oldugunu sdyler. Yakinsama

durumunda iki olasilik vardir. Eger D ={0} isc 0 zaman f =0 dir. D={0} ise o
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zaman D basit baglantili bolgedir ve f, D bdlgesini konform olarak D ye
dontistiirtr.

S smifi, D deki biitiin analitik yalinkat fonksiyonlardan olusur, yani
f(0)=0 ve f'(0)=1 olarak normalize edilmisti. Her feS fonksiyonu
f (z) = z+a222 +cz3z3 +..., (|z| < 1) seklindeki kuvvet serisinin agilimina sahiptir.

Koebe fonksiyonu

k(z)z z 2=Z+222+3Z3+...€S

dir ve birim daireyi negatif reel x eksende —oo dan —%e kadar ki kisim hari¢ tiim

kompleks diizleme doniistiiriir. Koebe bir ¢ceyrek teoremi |w| <% dairesinin S deki

her fonksiyonun dizisini igerir. Bierbach’in teoremi her f eS§ fonksiyonu i¢in
|a,|<2 oldugunu belirtir. Sadece f (z)=e‘iek(eiez) fonksiyonlar1 ile esitlik

saglanir. Koebe fonksiyonunun rotasyonlari, Bierberbach teoremi Koebe’nin bir
ceyrek teoreminin ve diger geometrik bilgilerin varligi i¢in kolay bir ispatmi verir.

Bu Koebe’nin distorsiyon teoremine gotiirlir ki bu keskin sinirlari saglar. Her f e S

i¢cin

L=r <‘ ’(z)‘ﬁ I+r r:|z|<l.

(1+r)3 - (l—r)3 ’
Yine esitlik Koebe fonksiyonunun uygun rotasyonlar1 i¢in saglanir. Koebe nin

biikiilme (distorsiyon) teoremi f €S igin

d S‘ (z)‘ﬁL r:|z|<l

(1+r)2 (l—r)2 ’
biiyiime teoremine doniislir. Bierberbach’nin teoremi f e S teki her fonksiyonun

katsayilari |an|£n her »n=2,3,... tahmini seklinde genigletilebilir. Bu

Bierberbach’mm konjektiiri olarak bilinir ve Branges tarafindan 1984  te
ispatlanmistir.  Klasik ¢izgilerde bir ispat ispat icin Fitz Gerald (1985) ve
Pommerenke (1975) ye bakmiz.
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3.4 Harmonik Déniisiimlerin Genel Ozellikleri

Bu boliimde, konform doniistimlerin 1iy1 bilinen tiim 6zelliklerini
genellestirerek, harmonik doniistimlerin bir kag temel 6zelligini gelistirecegiz. Kritik
noktalar iizerine bir 6n tartigma, Jakobiyeni sifir olmayan bir lokal yalinkat harmonik
fonksiyonlardan s6z eden Lewy’nin teoreminin bir ispata gider. Daha sonra birim
daireyi yalinkat olarak biitiin diizlem {izerine doniistiiren harmonik fonksiyon

yoktur diyen Rado’nun teoremi gelir.

3.5 Harmonik Fonksiyonlarin Kritik Noktalar:

u :u(x, y) diizlemin bir bolgesinde siirekli birinci kismi tiirevleri olan bir

reel degerli fonksiyon olsun. u# nun bir kritik noktasi Z—u ve Z—u her ikisinin de sifir
X y

oldugu noktadir. Kritik olmayan noktalara regiiler noktalar denir. Geometrik olarak
aciktir ki bir harmonik fonksiyonlar i¢in kritik kiimeler, her zaman ayriktur.
Teorem 3.5.1: Bir sabit olmayan harmonik fonksiyonunun biitiin kritik noktalar1

izoledir.

Ispat: u nun kritik noktalar: 6_u:l(6_u_l_8_u]:0 oldugunda kesindir.

oz 2

Fakat u harmonikse, Z—u analitiktir ve bu ylizden onun sifirlari Z—MEO oldugu
z z

stirece izoledir.

Sonraki teorem bir kritik nokta civarindaki bir harmonik fonksiyonun sabite
esit degerler dizisini bir biitiin olarak diisiinmeyi bilmek 6nemli olacaktir.
Teorem 3.5.2: Kritik bir z, noktasinda yapisim bilmek bakimindan kiimesi
onemlidir. Sabit olmayan harmonik fonksiyonun aldig: sabit degerler kiimesi z, da
esit acili olarak kesisen lokal iki veya daha fazla analitik yaydan olusur.

Ispat: u = u(z) , z, kritik noktasmm bir komsulugunda harmonik olsun. Bir
harmonik fonksiyonun kritik noktalar1 izole oldugundan, u nun biitiin diger kritik

noktalar hari¢ yeteri kadar kii¢iik z, civarinda bir A dairesel yay1 segebiliriz.
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. e . 0 0
f =u+iv, A da u nun bir analitik tlimleyeni olsun. P ove & z, da orada da sifir

ox oy
- . e ou ou -
oldugundan Cauchy-Riemann esitliklerinden, z, da = ve ™ her ikisi de sifirdir.
X y

Béylece f'(z,)=0 z,=0 oldugunda f(z,)=0 olup kolaylik i¢in z, =0 olsun. O

m+l
w12 Teees

halde, orjin civarinda f, bir m>2 tamsayisi i¢in f (z):amz'”+a
a, #0 formuna sahiptir. u(z)=Re{ f (z)} =0 olan noktalar kiimesi imajiner
eksenin f altinda f in ters gorlinti kiimesidir. f (z) den dolay1 “orjin civarinda

m

z" nin kat1 bir sabit gibi davranir.” u# nun sabite esit oldugu degerler kiimesi

belirtilen ozelligi saglar. Orjinin bir komsulugunda

W (z) =a, +a, z+a,,z +...#0 olarak f(z) =z"y (z) yazariz. Orjin civarinda
yalinkat ve analitik olan go(z) = Z[l// (Z)T/m =cz+c,z +..., ¢ = aZ"’ formundaki

fonksiyon f(z) inm inci kdkiidir.

O zaman f, f(z)

[qo(z)}m lokal yapiya sahiptir ve f(z) , T esit acili
m
orjinden gegen ve orada kesigen bir m dogrularin sisteminde go(z) noktasi sistemde

oldugu zaman kesin olarak sadece imajinerdir. Fakat ¢, go(O) =0 ve lokal
yalmkattir, bu ylizden dogrularin bu sistemin ters goriintii kiimesi, esit acili T le
m
orada kesisen orjin sayesinde gegen m analitik yaylarin lokal olarak bir sistemidir.
Bu, teoremin varsayimlari u harmonik fonksiyonunun aldig1 sabit degerler

kiimesinin lokal yapisidir.

Zy

u nun bir regiiler noktasi ise o zaman f’(z,)#0 ve f, z, civarmda
lokal yalmkattir. Agiktir ki # nun aldig: sabit degerler kiimesi z, dan gegen lokal bir

tek analitik yaydir. Ozel olarak harmonik fonksiyonlarmmn aldig1 sabit degerler

kiimesi regiiler bir noktada sinirlandirilamaz.
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3.6 Lewy Teoremi

Ters doniisiim teoremine gore, Jakobiyeni sifir olmayan ile R” — R” ’e bir ¢’
doniisiimii lokal olarak tersidir. (Ornek icin Rudin (1976) sf.221 bak.) Genel olarak

Jakobiyeni’nin sifir olmamasi lokal tersine ¢evirmek icin gerekli degildir. Ornek igin,
x — x° birincil fonksiyonu R' iizerine R' e yalinkat olarak doniistiiriir, yani
Jakobiyeni orjinde sifirdir. f analitik fonksiyonlar i¢cin f ’(zo);tO kosulu z, da
lokal yalinkatlik i¢cin gerekli ve yeterli oldugu 1iyi bilinmektedir. Analitik
fonksiyonlar i¢in Jakobiyeni J f(z):‘ f ’(z)‘2 dir. Lokal  yalinkat analitik
fonksiyonunun herhangi bir noktada sifir olmasi gerekmez. Hans Lewy’nin bir
teoremi ayni prensibin diizlemde harmonik fonksiyonlar i¢in daha genel olarak

gecerli oldugunu soyler.

Lewy teoremi: f kompleks degerli harmonik fonksiyon ise, yani bir DcC
bolgesinde lokal yalinkat ise, o zaman onun Jakobiyeni J, (z) biitin ze D i¢in
sifirdan farkhdir.

Ispat: f=u+iv yazalim ve bir z,€ D noktasi i¢in J,(z,)=0 oldugunu

u, v
varsayalim. Bunun anlami ( ! x] matrisinin z, da determinantmnm sifira esit

u, v,

olmasidir. Bu yiizden lineer homojen denklem sistemi
au_+bv =0

au,+bv, =0
(a,b)#(0,0) sifirdan farkli bir ¢dziimii vardir. Diger bir deyisle y = au+bv reel
degerli harmonik fonksiyon z, da kritik bir noktaya sahiptir. f (zo) =0 oldugunu
varsayalim. z, civarinda aldig1 sabit degerler kiimesini gdzoniine alahm. Onceki
boliimde goriildiigi gibi sabit degerler kiimesi z, da kesisen esit acili lokal olarak
ayrik iki ya da daha fazla yaylardan olusur. Diger taraftan f', bu degerler kiimesini

au+bv =0 dogrusu lizerine doniistiiriir. Fakat f, z, da lokal olarak yalinkattr,

boylece bir lineer dogru pargasi iizerine kesisen birka¢ yaymn birlesiminden olusan
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kiimeyi dogru pargasi tzerine tastyamaz. Boylece, J f(zo)zo varsayimmi bir
celiskiye gotiiriir.

Lipman Bers (1951) bir makalesinde goriilen bu ispat, uygulamasi
Lewy’nin orjinal arglimanindan basittir. Ancak temel fikir, farkli bir amac i¢in: su
anda Helmut Kneser tarafindan daha once kullanilmistir. Teoremin ispati simdi

Rado-Kneser-Choquet teoremi olarak bilinir.

3.7 Heinz Lemmasi

Simdi birim dairenin kendi iizerine harmonik doniisiimlerinin temel bir
ozelligine donelim. Bu noktada Heinz Lemmasinin ilkel bir versiyonunu kurmak

uygun olacaktir.

Heinz’in Lemmasi: [, f (0) =0 olmak tizere birim daireyi harmonik olarak kend1i

lizerine ddniistiirsiin. O zaman bir mutlak sabit ¢ >0 igin ‘ f. (0)‘2 +‘ f. (0)‘2 >c.

Erhard Heinz, 1952 de bu lemmay:1 kesfetti ve belli minimal yiizeylerin
tahmin Gauss egriligini tahmin etmek i¢in uyguladi. Onun nispeten basit ispati

c=0,1788... sabitini elde etmeyi saglar. Daha sonra J.C.C. Nitsche
(1958,1959,1963), H.L. de Varies (1962,1969), ve Heinz (1959), sabitin diizeltilmis

degerleri tizerine farkli ispatlar verdiler. Kesin degeri c:%:0,6839 olarak
T

tahmin ettiler ve sonunda R.R. Hall (1982/83) ile dogrulandi. Ancak zaten lemmanin
ilkel formu 6nemli uygulamalara sahip ve kanitlamak nispeten kolay oldugundan,
Heinz’ in orjinal ispatinin bir versiyonu simdi ortaya konulacaktir.

Bir bagka agiklama Heinz’ in lemmasini koymaya yardime1 olabilir.

.

2 2 1/, 2 2 2
+‘f;‘ _E(MX +u, +v, +vy) ,
f =u+iv doniisiimii altinda distorsiyonun bir 6l¢iimii olarak gozlenebilir. Lewy’nin

teoremi, |f. |2 —‘ f;‘z Jakobiyeni, dairede kesinlikle pozitif oldugunu soyler, fakat bu

bile Heinz’ in lemmasinin hipotezleri altinda orjinde mutlak pozitif alt siniri
olmadigmi belirtir. Boylece, distorsiyon teoremi en dogal haliyle yanlistir ve Heinz

lemmas: yararli bir alternatiftir.
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Heinz Lemmasimin Kamiti: Asagidaki ispat yaklasimi, fin D nin bir
homeomorfizmasimi, kendi iizerine doniistiirdiiglinii varsaymak yeterlidir. 0<r <1

icin D cD,

w| <r dairesinin f altinda ters goriintii kiimesi olsun, ve ¢, go(O) =0
olmak tizere D’nin D, {iizerine bir konform doniisiimii olsun. O zaman g = 1 fop
,

2(0)=0 olmak iizere D yi harmonik olarak kendi iizerine doniistiiriir. (/(0)=0

dan dolayr) ve g, D nin kapanisina homeomorfik olarak uzanwr. Fakat

2

! ! g;(O)‘ >c

6.(0)=£(0)¢'(0) ve &(0)=-£(0)¢/(0), yani bu |g.(0) +

f (0)‘2 +‘f;(0)‘2 >c, r—le gider. Ciinkii

oldugunu gosterebilir, istenen esitsizlik,

Schwarz lemmasi ‘@’(O)‘ <1 verir.

Tahmin edilen agiklamanin simetrisi agisindan, bu da f in yon-koruyan
oldugu genellestirilmesini kaybetmedigini varsayalim. Bu varsayimlar altinda 7 in

bir Poisson temsilinin oldugu agiktir:

T 2
f(e”): ") olmak iizere f(z) :LZ iZ|2f(e”)dt

2 0 eit —Z‘

ve O(r) sirekli ve 6(27)-0(0)=2x ile [0,27] aralifinda kesinlikle artandr.

Standart rotasyonda, g, = f.(0), b = f.(0) i¢in f(z)= i(anzn +b_n}") acilimima

n=1

it

2 i )
sahiptir. Poisson ¢ekirdegi i =Re { e+ Z} =1+ Z(e‘i“tz” +ez " ) dir.
n=1

eit —Z‘Z e —Zz
. . . L LF
Poisson temsili formiilleri a, =— I e ™™t , b =— I e™e™gr dir. Simdi
27 27

kismi integrasyon ile
2r 2r
2rna, = I e ™e”a6(1), 2znb, = —I e™e™do (1)
0 0

verir. Ote yandan
1 2

i(an2+bn2)=2—”f(€”)2

n=1 T 0

dt =1
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oldugu Parseval’in bagintisindan ¢ikar. Boylece, bu Z( . ?

n=1

bnz)sl—c , ¢>0

gosterilmesi gerekmektedir.

1 1 , . D - : .
|an|£— ve |bn|£— bu Onemsiz acik tahminleri amag i¢in yeterince iyi
n n

degildir. Bunun yerine, a, ve b, i¢in olan formiilleri |an|2 +|bn|2 icin bir diizeltilmis

olan tahminlerle birlestirmek uygun olacaktir. Kisa bir hesaplama asagidaki ifadeye
gider.
5 2w 21
+|b, ): I jcosn (s—t)cos[0(s)-0(r)|dO(s)do(¢)
0 0

n

271N’ ( a

2

J‘ do (t)J‘ ‘a’ssm 0 (S) 0 (t)]‘

0

;q

Id@(t)‘[ |d sin@| =87

0

Bu tahmini uygulayarak,

(%

n=2

41 2 4
)S—Z—zz—ﬂ—— cikar.
T

n=2 n

—1—2—ﬂ i—0 1778... olmak iizere istenilen esitsizlik bulunur. Heinz’ nin
T

esitsizligi simdi Parseval’ in bagmtisindan elde edilir.

3.8 Rado Teoremi

a ve B kompleks sabitler olmak iizere f(z)=0az+f formunun bu onun
biitiin C kompleks diizleminin kendi tizerine yalnizca doniistiirdiigli konform olarak
dontisiimleri bilinmektedir. Sonsuzda bir esas tekil noktas1 olmayan f i¢in hizli bir

ispat1 Picard teoreminde kullanilmistir. Béylece f* polinomu, diizlemde yalinkat ise

birinci dereceden olmalidir. Asagidaki teorem harmonik doniisiimlerin sonucunu

Verir.

Teorem 3.8.1: C yi kendi lizerine doniistiiren harmonik dontisim, a, 8, y

kompleks sabitler ve |a|#|B| olmak iizere f(z)=az+y+ Bz afin doniisiimleridir.
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Ispat: f in genel olarak yon-koruyan oldugu varsayimini bozmaksizin ve C

yi C iizerine harmonik déniigiimii / =%+ g olsun. Bunun anlami ‘ g'(z)‘ <‘h’(z)‘

g'(z)
H(z)

oldugu veya biitiin z € C igin <1 olmasidir. Bu nedenle Liouville’nin teoremi

g'(z)
K (z)

ile |b| <1 olmak iizere b bir kompleks sabiti i¢in = b dir. Integrali almirsa ¢

sabit olmak tizere g(z)=>bh(z)+c yi verir.

Boylece [, f =h+c+bh=Foh formuna sahiptir. Burada F bir tersine
olarak afin doniisiimiidiir. Buradan , C yi C iizerine yalinkat olarak h=F "o f
dontistiirdiigli  ¢ikar. Fakat 4, analitiktir yani o ve S kompleks sabitler i¢in
h(z):az+ﬁ formuna sahip olmalidir. Bu f in bir afin doniisiimii oldugunu
gosterir.

Gergekten ispat diizlemi diizleme doniistiiren harmonik doniisiimler afin
doniisiimlerdir.

Bir baska deyisle uygun bir alt bolge lizerine diizlemin harmonik doniigiimii

yoktur. Ozellikle, C yi yalinkat olarak DD birim daire iizerine doniistiiren, bir

harmonik fonksiyon yoktur. Liouville’nin teoreminden de elde edildigi bir gercektir.

Tersine olarak ID yi yalinkat olarak C {izerine doniistiiren analitik fonksiyon
olmadig1 kolayca goriilebilir. Gergekten bu tiir bir doniisiimiin tersi, analitik ve C de

sinirli, boylece sabit olacaktir. Bu argliman harmonik ddniisiimlere uygulanamaz,
clinkii tersi harmonik olmasi gerekmez. Bununla birlikte sonu¢ harmonik
doniisiimlere uzanir.

Rado Teoremi: C iizerine D nin hi¢gbir harmonik doniistimii yoktur.

Ispat: Sonraki argiiman aslinda Rado’nun teoreminin daha giiglii bir nicel

formunu verir. f nin, D bdlgesini R yaricapl bir A, dairesini iceren bir QcC
bolgesini lizerine harmonik olarak dontstiirdiigiinii farzedelim. A, = {w eC: |w| < R}
ve f(0)=0 oldugunu genelligi bozmaksizin varsayalm. f(D,)=A, olmak iizere

D nin alt bdlgesini D, ile ifade edelim. go(O) =0 olmak tlizere D yi konform olarak
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D, lzerine doniistiiren bir konform doniisimii ¢ olsun. O zaman F :% feop ,
F (0) =0 olmak iizere D yi D {izerine harmonik olarak doniistiiriir, yani Heinz

lemmas1 ¢ bir mutlak sabit oldugunda ‘Fg (0)‘2 +‘FZ (0)‘2 >c¢>0 oldugunu sdyler.

Fakat bir hesaplama

1 : 1 ;
FO)-L2000) : 2011000
verir. Schwarz lemmasindan ‘@’(O)‘ <1 oldugundan dolay1,

cR* <| £ (0)[ +|£2 (0)[ dir . Ozel olarak f in dizisi orjin merkezli keyfi biiyiik

yarigapl daireler igermez.
Sonugc 3.8.2: Biitiin diizleme harmonik olarak doniisen diizlemin bir alt bolgesi
yoktur.

Ispat: Varsayalim ki basit baglantili Q= C bolgesini C iizerine bir f
harmonik donilisiimii vardir. Riemann doniisiim teoreminden Dyi € {izerine

doniistiiren ¢ konform doniisiimii vardir. Boylece, fo¢ bileskesi, Rado’nun
teoremini ¢igneyerek, D bdlgesini harmonik olarak C iizerine doniistiirtir. Tibor

Rado (1926) 1927 de Rado’nun teoreminin bir 6zel durumunu ispatladi. Genel
teoremin kanitlar1 hem minimal ylizeyler ve hem de harmonik doniisiimler arasinda
iligkilerini istismar edilerek Bars (1951) ve Nitsche (1958,1959,1963) tarafindan
daha sonra verildi. Nitsche’nin yaklasimi Heinz’nin lemmas: ile yakin olarak bir
baglant1 sergiler; aslinda onun ispatinin bir sonucu olarak Heinz’nin sabitinin
diizeltilmis bir degerini elde etmistir. Heinz’nin lemmasindan Rado’nun teoreminin
onceki tiirevi Harold Shapiro tarafindan yaraticisi olarak gosterilmistir.

Rado’nun teoreminin yiiksek boyutlar i¢in gegerli olup olmadigi
bilinmemektedir. Ozel olarak Shapiro, R’ te birim topunu biitiin R’ uzayi iizerine
doniistiiren bir yalinkat harmonik doniisiimii var olup olmadigini sormustur. Hatta bu

bir agik problem olarak kalmistur.
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3.9 Yaklasim Teoremi

Caratheodory yakinsama teoremi Onemli uygulamalar1 ile analitik
fonksiyonlarin geometrik teoresinde bir merkezi sonuctur. Bu Riemann doniisiim
fonksiyonlarm karsilik gelen dizisinin analitik yakinsamasiyla basit baglantili
bolgesinin bir dizinin geometrik yakmsamaya baglar. Caratheodory teoremi
harmonik doniisiimler i¢in gecerli degildir, gercekten sik sik komplikasyonlara yol
acar. Bu noktadaki Onemli sorun aymi araligi ile harmonik doniisiimiiniin
zenginligidir. Ote yandan basit Ornekler bilinen (ortak) araligiyla harmonik
doniisiimlerinin bir dizisi kiigiik araligiyla bir harmonik doniisiime lokal olarak
diizgiin yakinsama olabilir. Bununla birlikte, Caratheodory yakinsama teoreminin
“yaris1” biri i¢in bir temsilcisi gibi bazi eylemler oldugu Clunie ve Sheil-Small
(1984) gorev yaptig1 6zel bir yaklagim teoeremi vardir. Bu ifade edilenden 6nce bazi

terminolojiyi tanitmak gerekir.

D dairesinde f, harmonik bir fonksiyonu bu f, @(0)=0 ve ‘a)(z)‘<1
ozellikleri ile I de yalinkat ve bir  fonksiyon analitik igin f,(z)=f(e(z))
formuna sahip ise f bir harmonik fonksiyona bagimli oldugu sdylendi. /', D nin bir
harmonik doniisiimii (bir yalinkat harmonik fonksiyon) ise ve Q f (0) eQc f (D)
oldugu gibi bir basit baglantili bolgesidir, o zaman f e bagh Q lizerine Dnin f, bir
harmonik doniisimii vardir. Ayrica, bu f; doniisiimii dairesinin rotasyon kadar
benzersizdir. Bunu gérmek i¢in, biz a)(O) =0 ve a)'(O) >0 ile f (Q) iizerine D

nin konform doniisiim olmasi i¢in @ se¢gmek ve Riemann doniisiim teoremine

basvurulur. f, = fow bagh fonksiyon o zaman € izerine DD nin bir harmonik

dontistimiidiir ve bu a)’(O) >0 normalizasyonuyla benzersiz eslestirilir. Bu sartlar
altinda, biz Qc f (D) bolgesine uyan, f e bagh harmonik doniislimiine f
diyecegiz.

D, bolgelerinin bir dizisi Caratheodory yakinsama teoreminin tablosunda
oldugu gibi {D,} nin her alt dizisi onun gekirdegi gibi Dye sahipse D bir bélgeye

yakinsamasi oldugu soylendi.
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Yaklasim Teoremi: f, D de bir yalinkat harmonik fonksiyon ve {Qn} , f(D)e
yakinsayan oldugu f (0) eQ, c f (D) ozelligiyle bir basit baglantili bolgeler dizisi
olsun. O zaman f, subordine fonksiyonlarm karsilik gelen dizisi, D de, lokal olarak
diizgiin, f e yakinsar.

Ispat: Alt fonksiyonlar, o, ler daha Once tanimlanan analitik yalkat
fonksiyonlar olduguna gére f,(z)=f (con (z)) formuna sahiptir. Hipotez
Q,—> f(M) nn ,(z)—>z gerektirdigi goriilmektedir. Bdylece bu asagidaki
Caratheodory yakinsama teoreminden, D de, o, (z) — z lokal olarak diizgiin oldugu

¢ikar. Buradan f,(z)—> f(z) lokal olarak diizgiindiir.

Yaklasim teoreminin ¢ogu uygulamalarinda, €  bdlgeleri, onlarin f (D)
birlesimine monoton olarak genisletmek i¢in segilebilir. € , diizgin smirli bir
Jordan bolgesi almirsa buna karsilik gelen f, fonksiyonu kapali daireye bir diizgiin

genislemeye sahip olacaktir.

Teorem 3.9.1: f=h +§ harmonik ve birim dairede lokal olarak yalinkat olsun. O
zaman f yalinkat ve konveks yalniz ve ancak o nin her se¢imi i¢in (0 <a< 27[) ,
¢“h—e g analitik fonksiyonunun yalinkat ve degerler dizisi CHD dir.

Sonu¢ 3.9.2: f :h+§ bir konveks harmonik déniisiimii ise o zaman h+e”’g

fonksiyonu her 5, 0< f <27z i¢cin yalinkattir.
Dogrudan dogruya ‘w(z)‘ <1 ile tanimlanan bir dilatasyonu olan f harmonik

fonksiyonu lokal yalinkat, verilen analitik yalinkat fonksiyonundan olusturulabilir.

Gergekten f in Jakobiyeni

I (=)= () =g G = (1= ) (=) >0
dan dolay1 /1 —g nin tekliginden
(1=w(2))h'(z) = k' (z)~g'(z) %0 dur.
[k ornekteki gibi 7—g, dzdes doniisiim olarak ve @(z)=z dilatasyonu

olarak alinir. Bu yiizden
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zh'(z)-g'(z) =0

lineer denklem ciftini verir. Tek ¢oziimii olarak

[a—

Simdi integrasyon alinirsa h(O) =g (0) =0 normalizasyonu altinda

h(z)zlogl1 . g(z)=-z+log

-z 1-z

ifadeleri elde edilir.

Sekil 3.2. a)(z) =z dilatasyonu ile esdeger doniisiimiin kesimi

f =h+g harmonik fonksiyonu veya w= f(z)= —Z—210g|1—z| fonksiyonu

yatay yonde bir konveks bolgesi lizerine yalinkat olarak daireye doniisiir.

Mathematica ile cizilen gergcek araligi radyal yaylar1 ve es merkezli dairelerin

goriintiisii de sekil 3.2. de gosterilmektedir.

Alistirma a)(z):z nin yerine a)(z)222 olarak belirlenmis dilatasyona

degistirilebilir. Lineer denklemleri, /(z)=s(z) ve g(z)=-z+s(z) normalize edilen

\
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Bu —% <Im{w}< % (‘Im {w}‘ < 1) yatay seridi iizerine birim dairenin bir

konform doniisiimiidiir. Boylece kesimin yapis1

+z

f(z):—;+2Re{s(z)} :—E+log 1

1-z

formunun f=h+ § bir harmonik ddniisiimiinii tiretir. Onun goriintiisi sekil 3.3. de

gosterilmektedir.

Sekil 3.3. w(z)=z" dilatasyonu ile esdeger doniisiimiin kesmesi

Ikinci bir &rnek olarak Re{w}>—% yari-diizlem iizerine D birim

dairesinin

konform doniisiimiinii diistinelim. Bir 4 +§ lokal yalinkat harmonik fonksiyonu D
yi dikey dogrultuda konveks bir bolge iizerine yalinkat olarak dontistiiriir, ancak ve

ancak A+ g de ayni Ozelliklere sahip olmalidir. 4+ g =/ alirsak ve & +§ nin lokal

yalinkatlig1 garanti olmak tlizere @ (z) = —z dilatasyonunu se¢elim.
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lineer sistemden

sonucu ¢ikar. Integrali alinirsa,

W)= [1E)+kE)] -+ g(2)=5[1()-k(2)]

Burada k(z)= Koebe fonksiyonudur. —% den —o a kadar negatif reel

1-z 2

eksen boyunca kesik kompleks diizlem iizerine konform olarak D dairesi doniisiir.
L=h +§ harmonik fonksiyonu D yi yalinkat olarak dikey dogrultuda konveks bir

bolgeye doniistiirtir. L nin,

L(z) = Re{l(z)} +iIm{k(z)}

formuna sahip oldugu goriiliir.
Biz, L nin degerler dizisini Re{w} >—% tam yari-diizlem oldugunu iddia
ederiz. Bunu gérmek i¢in, ¢ =/(z) dOniisiimiini yapalim, bu yiizden

k(z)=¢(1+¢) dir. Daha sonra, { =& +in gdsterimi ile L harmonik doniisiimii

A

seklini alir. Bu gosterir ki Lo/™" her dikey dogrultuyu monoton olarak
1
c=¢,+in, &, >_5’ —0 <N <o
kendi iizerine doniistiirtir. Bu dogrular z =1 noktasinda T birim ¢emberine icten

teget |Z| <1 diskinde g¢emberlere karsilik gelmektedir. Ozellikle, w= L(z)
doniisiimii, D yi Re{w} > —% yari-diizlem iizerine yalinkat olarak gdnderir.

L=Re{l}+ilm{k} harmonik doniisiimii altinda, smir déniisiimleri oldukga

tuhaftir. £, D yi reel eksenin negatif kismi ¢ikarilmis tiim diizlem {lizerine konform
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olarak doniistiiriicken /, D yi reel Re{w}> —% iizerine konform olarak T de her
. . 1 - . .
z#1 noktas1 i¢in Im {k(z)} =0 ve Re{l(z)} == olduguna dikkat edelim. Sonug

olarak, birim ¢gemberde her z #1 noktasi i¢in L(z) = —% dir. Sekil 3.4 te goruldigi

gibi  radyal yaylarin ve merkezleri ayni cemberlerin L altinda goriintiileri
alisilmadik bir durum sergiler.

Bu oOrnek harmonik doniisimlerin  smir davraniglarinin - konform
dontistimlerden radikal olarak farkli olabilecegini gostermektedir. Caratheodory
genisleme teoremine gore bir konform doniisiim iki Jordan egrisi arasinda her zaman

kapanislarmin bir homeomorfizmini verir. Aslinda, Caratheodory’nin teoremi burada

kuazikonform doniisiimlerin genellestirilmesidir. D de dilatasyonu ‘w(z)‘ﬁc<1

saglamalidir. (Lehto ve Virtanen (1973), bak. Kisim I B6lim 8)

e

N\
N AN

Sekil3.4: (z) = —z dilatasyonu olmak iizere yari-diizlem doniisiimiin dikey kesimi
Bir iigiincii 6rnek olarak, Im{w} <% yatay serit {izerine ID nin

10 1+z
2 gl—z

konform doniisiimiinii diisiiniin ve a)(z) = z birinci dilatasyonu alin. O zaman uygun

esitlikler
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normalize edilen ¢6ziimleri ile

h(z):%[l(z)+s(z)], g(z):%[l(z)—s(z)] dir.

Boylece harmonik déniisim f =h+g , f(z)=Re {l(z)} +iIm{s(z)} dir.

oldugu gozlenir. Ozellikle, f, alt ve iist yarim dairelerde tek noktalara yigilir.

Aslinda f in, daireyi

{wiRe{}> -1 im{o) <2}

yarim serit izerine kesin olarak dontistiirdiigii kanitlanabilir.

Sekil 3.5. w(z) = z dilatasyonu ile serit doniistimiiniin kesimi

Goriintiisii sekil 3.5. de gosterildi. Biitiin {ist yar1 diizlemde radyal yaylar yar1
seritin iist kosesinde son bulan yaylara dontistiiriilmiistiir ve alt yar1 diizlem i¢in de

benzer dir.

Sonug olarak bu son 6rnek a)(z) = z* dilatasyonu ile degistirilebilir. # ve g

icin bulunan normallestirilmis sonuglar 4= %(q + s) ve g-= %(q - S) dir. Burada
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olur ve D yi konform olarak $é den oo a kadar ¢ikarimis tiim diizlem {izerine

konform olarak doniistiiriir. f =h+ § e karsilik gelen harmonik dontistim,
f(z) = Re{q(z)} +iIm{S(z)}
D yi ‘Im { z}‘ <% tiim serit iizerine doniistiirdiigii gosterilebilir.
Goze carpan geometrik 6zellikleri olmamasina ragmen birim ¢emberin alt ve
iist yarimlar1 bir kez daha $% tek noktalarina gider. Doniisiimiin etkisi sekil 3.6. de

gosterilmistir.

Paul Greiner (1995, to app.), kesim yapisiyla ilgili daha fazla 6rnek ¢ozmiistiir
ve bu boliimdeki sekillerde gosterilen radyal dogrular ve ortak merkezli cemberlerin
grafik goriintiilerini Mathematica’ya uygulanarak gosterildi. Driver ve Duren (1999),
hipergeometrik fonksiyonlarin cinsinden integrallerin hesaplamasi, diizgiin cokgenler
iizerine Schwarz-Christoffel doniisiimlerinin harmonik kesimlerini ¢aligtilar. Dorff

ve Szynal (to app.) kompleks eliptik integrallerin kesimlerini hesapladi.

Sekil 3.6 : @ (Z) =7 dilatasyonu olmak iizere serit doniisiimiin kesimi

Kesim yapismin agik drnekleri neredeyse smirsiz goriiniiyor; mevcut boliim
yalnizca basit bir 6rnek verir. “Harmonik Koebe fonksiyonu” olusturmak igin

asagidaki Clunie ve Sheil-Small uygulanacaktir.
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Son olarak kesim yapisinin fikri Rado-Kneser-Choquet teoreminin diger bir

kanitina yol acar. QeC, I' ile smirh sinirlandirilmis bir konveks bdlge olsun.

w= go(e”) I' iizerine T birim ¢emberin bir yon-koruyan homeomorfizmi ve f (z) ,

birim dairenin harmonik uzanimi olsun. f =%+ g, o bir reel parametre olmak tlizere

f 1in kanonik birlesimi olarak analitik fonksiyonu

9, (z)=€"h(z)-e"g(z)=€"f(z)-2 Re(e"i“g (z))
distiinelim. ', konveks degerli bir bolgenin altinda ve ¢, bir acik doniisiim
oldugundan dolayi reel eksen dogrultusunda, konveks olan ¢,, C, Jordan egrisi ile

sinirlandirilmig bir bolgenin T nin goériintiisii oldugu geometrik olarak agiktir. Ayrica
e" gibi bir nokta T etrafinda bir kez dolastiginda, onun goriintiisii ¢, (e”) ayni

yonde C, etrafinda bir kez dolasir. Boylece analitik fonksiyonlar i¢in argiiman

prensibi ¢, D de yalinkat oldugunu gosterir. Ozellikle
zeD i¢in ¢(z) =" (z)-e“g(z) 20.

o keyfi bir reel sayr oldugu zaman,

h’(z)‘ﬂg’(z)‘io, bdylece D de
‘a)(z)‘il dir. Fakat f sinir yakminda yon-koruyandir. Bu yiizden ‘a)(z)‘<1 D

bolgesindedir. Simdi harmonik fonksiyonlar i¢in argliman prensibini f in tlimiiyle
yalinkat oldugu sonucuna gider ve Kneser ve Choquet’un ispatlarindaki gibidir. O
sadece verilen ispat oldukca tam olmadigi dikkat edilmelidir. Ciinkii g, D
kapanisinda siirekli olmadig1 gosterilmistir. Sorunu ¢6zmenin bir yolu da kiiclik bir
cemberle T y1 degistirmektir.

Teorem 3.9.3: Birim daireyi kendi iizerine doniistiiren her harmonik doniistimiin

katsayilar1 arasindaki esitsizlik

33

|a,|2 +7 a0|2 +|bl|2 >

27
47

2 .
( 1 72 e baglh miimkiin olan en 1yi alttir.).
T

Ispat: Yon-koruyan doniisiimlerde genellik bozulmaz. O zaman kanonik

katsayilar a, ve b,, 0(t+27)=0(t)+2r olmak iizere () siirekli azalmayan
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fonksiyonlarda, ¢ smirh fonksiyonunun Fourier katsayilar1 olarak kabul

edilebilirler. Parseval esitsizliginin bir uygulamasi
1 1[9 s+t)—-0(s—t :|
Nas =|a,|” + (
ol f+3,

ifadesidir. Reel kismi1 alinarak, su formiilii elde ederiz:

J(r)=i2fsin2(9(s+t)_9(s_t)]ds den

2w 2

0

2 (keyfi t e R igin)

1-2J (£) =|a, | +Z(|a| +[p, [ )cosn.

Simdi hatta OStS% araliginda cos’ (%+t] degerlerine sahip % periyodu

ile N (t) fonksiyonunu alalim.

olsun. O zaman

T 4
cos” t —cos +t 0<r<=
3 6’
M (t)=1cos t—cosz(—ﬂ—t] EStSE,
6 3
0 T<i<Z,
3 2
Fourier agiliminin temelinde
1 0
N(t):——3\/§+3\/§z ——cos bnt
2 4r  2m 5 9n -1

ve daha once elde edilen 1-2J (t) icin formiil hesaplarsak

ST r -2 0)ar=laf + 2 ol 205

2
7 T T 4S9 —

33

£|a]|2+—a0| +|b,| .

/2

%jM(r)dﬁ%
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oldugundan dolay1

16°¢ 33 27,
;!M(f)](t)dtST—émz (*)

olarak gosterilmektedir. Bu asagidaki lemmalar yardimi ile elde edilecektir.

Lemma 3.9.4: ¢ +1¢, +t,+...+¢, = olmak lizere negatif olmayan sayilar 7,,¢,,...,¢,

olsun. O zaman J (#,)+J (1,)+...+J (z,) <

NN}

Lemma 3.9.5: 0<¢ S% araliginda artan olmayan ve negatif olmayan P(t) stirekli

bir fonksiyon ise, 0 zaman

—
ae,
—
-~
N
<
—
-~
N
QU
-~
IN
N
5
© —_—y
S
—
-~
A
QU
-~

Lemmalarin ispatlarini erteleyelim. Boylece teoremin ispatin1 tamamlamak ve

bize gerekli (*) esitsizligini elde etmek icin bunlari kullanalim. Lemma 3.9.5

dogrudan gecerli degildir. Ciinki M (t) sirekli ve negatif olmayan fonksiyon

olmasma ragmen monoton degildir. Aslinda M (¢), M (0) :% den M (%j zg e

yiikselir. O zaman M (%) =0 a diiger. Strateji

%, OSts%,
M](t): T T
M (1), EStsE,

oldugunda M (t)=M, (¢t)+M,(t) yazmaktwr. O zaman M(¢) artmayacaktir, ve

lemma 3.9.5

4r w2 w2 ’ \/gﬂ 3
o ! M, (t)J(t)dtS'([tMl ()dr =g+~ ==

verir. Diger taraftan, 0 <¢ S% icin M (t) =M (% - t] den dolay1

[ M, (2)g(t)ar ={f6tM2 (t){J(t)jtJ(%—tﬂdt
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bir basit manipiilasyonu verir. Fakat tanimdan M, (t) >0 ve lemma 3.94, 0<¢ S%
i¢in
T 3 Vs e
J(t)+J (g— t] < 3 (6J(¢)+ 6J(g —~ t] g6zOniine alalim),

buradan

bulunur. M, ve M, i¢in iki integral esitsizlikligi eklenirse, istenen (*) esitsizlik elde
edilir. Bu da teoremin ispatidir.

Lemma 3.9.6: Toplamlar1 7 den biiylik olmayan x,,x,,...,x, pozitif sayilar alalim.

O zaman yalmz n=3 ve x =x,=nx, =3 i¢cin esitlikler olmak iizere,
) .2 .2 9
sin” x, +sin” x, +...+smn anZ.

. 9 , . o 9

Ispat : 2<Z sinir olmak {izere agik olarak n <2 i¢in esitsizlik saglanir.
Buradan n >3 varsayabiliriz.

F(x,x,,...,x,)=sin’x, +sin’ x, +... +sin’ x,
fonksiyonunu alalim. g, +...+a, =7 ve biitin ¢ >0 olmak iizere (g,...,a,) bir
noktasinda maksimum degerine ulasiriz. Her sifirdan farkli o, ve a; koordinat
giftinin toplam a, +a; > 5 olmalidir , sin(a+b) agilim ile kolayca ispatlanir ki basit
esitsizligin goriiniisiide
sin” a+sin’ b <sin’(a+b), a>0, b>0, a+b<5 dir.
T

Gergekten, a, >0, a, >0, a, +a, < By ise 0 zaman

F(O,a1 +a2,a3,...,an)> F(al,az,a3,...,an),
bir maksimum noktas1 olarak (al,az,...,an) nin se¢imi ile ¢elisir. g, +...4+a, =7 den

dolayr en ¢ok dort a, nin sifirdan farkli oldugu bulunur. Buradan n<4 kabul
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etmeliyiz. Fakat n=4 ve biitin a, #0 ise her koordinatlarin ¢iftinin toplami %

olmalidir ve buradan j=1,2,3,4 icin a, :% diir. Fakat

FIEEE T 22 plo R F "
4°4°4° 4 4 3'3°3

den dolayr bu miimkiin degildir. Bu nedenle n=3 kabul etmeliyiz ve smirl

X, +x,+x, =m yerlestirerek bir Lagrange carpanmi kullanarak basit hesaplamayla
ispat tamamlanir. Kritik noktalar » =3 oldugu zaman analizi kolaydir.

Ispat : Iddia, J (tk) icin ifadelerde integralinin araliklarla kaydirmaktir.
Buradan lemma 3.9.6 integralinin toplamma uygulanacak. y, (s) =s,
¥, (s) =5+t +t, ve

v (s)=s+t,+26,+..+2t_ +t,, k=3,..,n
ile y, (s) lineer fonksiyonlar tanimlanir. O zaman
Vi (s)—tk = Vi (s)+tk_] , k=2,..,n

7 (S)zg(yk (S)+tk)_9(yk—l (S)_tk—l)

yerlestirirsek ve

oldugu gozlenir. Fakat o (s)=0 ve (y,+¢,)—(y —t,)=2(t+...+1,)=27 ve

0(t+27)=0(t)+2x den dolay:

k"zlak —0(y,+1)-0(», —tl)+:zz[9(yk+tk)—9(yk_l 1]

:9(yn +tn)—9(y] —t]):27r

Boylece lemma 3.9.6 i sin’ (ak (s)/ 2) < % ii verir ve istenilen esitsizlik integral
k=1
ile bulunur.
/2
Ispat: J*(1)=J(¢) —j—t ve I(P)= 'f P(t)J" (t)dt fonksiyoneli
r

0

tanimlayalim. /(P)<0 ispatlanmalidur.
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P(t)—P(%—tj, OStS%,
R(1)- '
<
t_2,

o
IR
IA

alalm. O zaman 0< P, (¢)< P(¢) ve F(¢) yine artan degildir. Buradan

I(P):I(R)+TP[%—tj{J*(t)+J* [%_tﬂdt

0

ifadesi ¢ikar. Fakat lemma 1, J(P)<I(P,) gosterilir ki

20 (1) +2J° (ﬂ—t]=2J(t)+2J(£—tj—2£O, 0<i<
2 2 ) 4

NN

verir. Simdi siireci tekrarladik.

alalm, 0< P, (¢)<P(¢), B(¢) artan degildir ve

1(3)=l(g)+”j/83[%—t){f (£)+J° [%—tﬂdt dir.

0

Lemma 3.9.4 den 4J*(1)+4J*(%—t]£0, boylece I(B)<I(R) dir.

Timevarimdan
P (t)-P,, (;—n—tj, 0<1< 27“ ,
P,(1)=
0, T <i<Z,
2n+l 2

olarak tamimlaniyor. Tiimevarim argliman1t 0< P, (t) <P, (t) olarak gosterilir ki
I(P_)<I(P,) oldugu benzer sckilde bulunur. Ozellikle n=12,.. igin

0<P,(t)< P(t) drr. Diger taraftan, agiktir ki # — 0 iken J(¢) -0, buradan

ﬂ/2"

n—oo iken I(P)= [ P,(t)J()dt—>0.

n

I(P)<I(P,) dendolayr I(P)<0 bulunur.
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3.10 Katsayr Tahminleri

Varyasyon yontemler, analitik yalinkat fonksiyonlarin simiflarinda ¢oziilen
extremal problemler icin giiclii ve koklidir (Duren 1983, ch 9 ve 10). Harmonik
doniisiimlerin genel smiflar igin gelen varyasyon teknikler heniiz mevcut degildir.
Duren ve Schober (1987) tarafindan bu tiir bir yontem gelistirilmistir.

Bu yontem, dairenin kendi iizerine harmonik  ddniisiimlerine

ozellestirildiginde en etkilisidir. Bir f* fonksiyonu, D birim dairesinin kendi lizerine

bir yon-koruyan harmonik doniisiimii yalniz ve ancak birim ¢emberin kendi iizerine

doniistiiren

siirekli yon-koruyan doniisiim, bir Poisson integral gdsterimi varsa miimkiindiir.
Burada ¢ — ") birim dairenin kendi iizerine siirekli yon-koruyan zayif bir
homeomorfizmidir. Bunun anlami ¢ — 0(¢) fonksiyonu, stirekli ve azalan olmayan
bir fonksiyondur. [0,27] arahigmi doniisimii, 277 genislikli bir araliga doniistiiriir.
Fakat tam olarak monoton olmasi gerekmez, araliklar sabit olabilir.

Kolaylik i¢in, .77~ , D iizerine ID nin yon koruyan harmonik doniisiimiiniin
ailesi olarak tanimlansm. ¢, .7 de bir siirekli lineer fonksiyoneli veya daha genel

olarak bir Frechet diferansiyeli olmak tizere bir siirekli fonksiyonel olsun. Siireklilik,

lokal diizgiin yakinsamasinin topolojisiyle ilgilidir. Béylece .7~ de fonksiyonlarin

{/.} dizisi bir g e.7 fonksiyonuna D nin kompakt alt kiimelerinde diizgiin olarak
yakmsiyorsa ¢( f,)—> ¢(g) dir. Simdi .7 ailesi iizerinde f fonksiyonlar dizisini
maksimuma ¢ikaran Re {qﬁ( f )} nin extremal problemini diisiinelim. Hatta .7 de ¢,
sinirl ise extremal fonksiyon olmayabilir, Re {qﬁ( f )} nin supremumu .7 de elde

edilmesi gerekmez. Ancak .7~ in kapamsi, azalan olmayan 6(r) fonksiyonu
stireksizlikleri atlamasina izin verildiginde yukarida gosterildigi gibi Poisson integral
gdsterimi olan biitin f fonksiyonlarindan olusur. ¢ — " karsilik gelen

fonksiyona bir dairesel doniisiimii denir. Onun Poisson integrali, alan dogru pargasi
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veya bir nokta oldugu dejenere durumlar1 hari¢ harmonik ve yalinkat olacaktir. Fakat
genellikle birim dairesini daire i¢ine ¢izilmis bir cokgen bdlge {izerine

doniistiirecektir. Bu nedenle bir ¢cember doniisiimiiniin Poisson integrali ile f e .7

elde edildigi i¢in Re{¢} nin supremumu oldugu sonucuna varilir.

Q(t) extremal fonksiyona karsilik gelen e, /" Poisson integraline karsilik
gelen olmak iizere bir ¢ember doniisiimii oldugundan, bir 0 (t)=0(¢)+en(t)
varyasyonuna tabi tutulabilir. O zaman f in extremal Kkarakterinin

Re{¢( f*)}SRe{¢( /) oldugunu séyleriz ve bu bilgi (biitin kabul edilen

varyasyonlar ile ilgili) genellikle 6(z) fonksiyonu ve bunun igin f extremal
fonksiyonunu belirlemek yeterlidir. Pratikte, varyasyonun iki tipi uygulandi, biri
6(r) nin sigrama noktalar1 arasinda bir araliga, digeri 6(¢) nin sabit olmadigi bir

araliga uygulandi. Detaylar tekniktir ve burada devam edilmeyecektir.

Bu method,

h(z)= Zanz" , g(z)= anz"
n=0 n=0
oldugunda bir f =h+ g e .7 fonksiyonunun q ve b katsayilari igin kesin sinirlar
elde edilmesine Duren ve Schober (1987) tarafindan basariyla uyguland. Ilk adim,

/ in Poisson integral gosteriminde ortaya ¢ikan 6(r) fonksiyonun terimlerinde g,

ve b lineer fonksiyonelleri i¢in belirgin formiiller elde edilmesidir.

2 . . I
1—|Z| e +z lle"+z e"+z
. 2:Re it =5 it + —-it
e”—z‘ e'—-z)] 2|e"—-z e"-z

formunda yazilan Poisson ¢ekirdegi ve genisleyen geometrik seriler iginde,

1'_|Z| =142 3 (e_i"‘z” + ei"‘z_”)
e — Z‘ p
buradan
1 2r
a =— [t n=01,2,..
2

2
b= [l0gr, n=0,1,2...
2r
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oldugunu goriiriiz. Boylece katsay1 problemleri maksimuma ¢ikarmaya

2z
Re{an} =i j cos[@(l)—nt]dt, n=0,1,2,... ve
0

2z
Re{bn} =i j cos[@(l)+nt]dt , n=0,1,2,...
0

cember doniisiimiin oldugu biitiin Q(t) fonksiyonlar1 arasinda dairesel doniistimler
olusturur.
$imdi Re{a,}, bir kabul edilebilen 6(¢) fonksiyon i¢in maksimize edilirse,

0" =60 +¢n bir varyasyonu tanitiriz ve & >0 olmak tizere 0" =0 +&n biitiin kabul

edilen varyasyonlar i¢in

2z

[n(e)sin[0(z)-nt]=0

0

oldugu

cos [9* (1)- nt] = cos [Q(t) —~ nt] —&n (t)sin [9 (1)- nt] + 0(82)
Taylor agilimindan sonuglandirmak i¢in Re {a:} <Re {an} esitsizligini kullaniriz. Bu
bilgi Q(t) extremal fonksiyonlar1 karakterize etmek i¢in varyasyonlarin agik formu
gbzoniine alinarak miimkiindiir. b, igin problemin benzer bir islemi 6(7) extremal

fonksiyonlar1 i¢in

2z

[n(r)sin[0(2)+nt]=0

0
varyasyonel bilgiye yol agar.

a, ve b, i¢in iki extremal problem esas olarak farkhidir. Birincisi maksimize
edilen Re{a,} nin problemini dikkate alalim. n=0 i¢in kesin sonug genellikle
f(z)=1 tek extremal fonksiyon olmak iizere Re{a,}<1 olur. 6(27)=27 ve
0<t<27 i¢in 6(r)=0 ile olusturuldu. Béylece Re{q }<1 ve yalmz extremal
fonksiyon f(z)=z birim doniisiimiidiir. n>2 igin bir ok extremal fonksiyonlar
vardir. Fakat segilen 0<¢<27/n i¢in 0(t)=nt ve 27/n<t<2z i¢in O(r)=2r ile

ornek i¢in Re{a,} maksimize edebiliriz. Kesin sinir
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f extremal fonksiyonlar her zaman .7 ailesine ait ve yalinkat olarak birim daireyi
kendi iizerine doniisir. 6(r) fonksiyonlar1 pargali lineerdir, uzunluklari olan
(mod27) sabit araliklarma bagli d@/dt=n oldugunda artan araliklar olmak iizere,

27/n nin tamsay1 katidir.

Diger taraftan, b, katsayilar1 kesin sinirlara sahip olarak

|bn|£ n+lsin(ij, n=12,..
nr n+l1

biitiin f .7 icin “extremal fonksiyonlar” daireyi birim ¢ember igine ¢izilen bir

diizgiin (n+1)-genin tizerine doniistiiginde bulunmaktadir.

| . ..
|an| < — esitsizligi Duren ve Schober in varyasyonel yonteme bagvurmaksizin
n

basit hesaplarla da ispatlanabilir. Asagidaki argiiman Sook Heui Jun (1992) a aittir.
1 2

a :_J' ei@(t)e—intdt

2710

formiilii ile baslar ve kismi integrasyon ile

2

1 . 1% .
27Tan — l:_._e—mtele(t)j| +— j e—mtele(t)de (t)
in o Ny
elde edilir. Fakat ilk terim periyodik olarak sifirlanir, bu yiizden kendi iizerine birim
dairenin biitiin yon koruyan harmonik ddniisiimler i¢in la,| < 1 oldugu anlamina
n

gelen

2
< [do(r)=27 dir.

0

2
J' e—imeie(t)de(t)

0

27n |an| =

Esitliginin durumlarimin dikkatli analizi ile extremal fonksiyonlar i¢in yeniden

tanimlanabilirdi.
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3.11 Harmonik Fonksiyonlar icin Schwarz Lemmasi

Bu boliimiin amaci, dairede kompleks degerli harmonik fonksiyonlar1 i¢in
Schwarz lemmasina uygun bir benzerlik gelistirmektedir. Ispat1 subordinasyon
kavramindan arasinda Schwarz lemmasina gecerek bulunur. Analitik fonksiyonlar
icin Ozel bir esitsizlik kullanilacaktir. Klasik Schwarz lemmasi uygun olarak

acgiklanabilir.

Schwarz Lemmasi : /' , D birim dairesinde ‘ f (z)‘ <1 ve f(0)=0 olmak iizere,

analitik olsun. O zaman f°,

a| =1 olmak iizere bir ¢ € C igin f(z) =qz formuna
sahip olmadik¢a ID de biitiin z# 0 a kisith esitsizligi olmak {izere ‘ f (z)‘ <lz|. Yine
|| =1 olmak iizere, f(z)=azigin yalniz esitlik olmak iizere ‘f’(O)‘ <1dir.
Schwarz lemmasi subordinasyon teorisine tabi olarak uygulanir. D de bir £,
analitik fonksiyonu, f(0)=g(0) ve f(D) cg(D) ise (f<g yazilir) g bir
analitik yalinkat fonksiyonuna subordine oldugunu sdyleriz. Bu w=g o f bir
Schwarz fonksiyonu: w, w(0)=0 ve ‘w(z)‘ <1 olmak iizere I de analitik oldugu

anlamina gelir. Daha ¢ok genel olarak, w bir Schwarz fonksiyon oldugunda,
f=gow ise f in, bir g ( yalinkat olmasi1 gerekli degil.) analitik fonksiyonuna
subordine oldugu soylenir. Asagidaki sonu¢ gosterir ki bu bakis acis1i oldukca

yararhdir.

Lemma 3.11.1: F,

Re{F (z)}‘ <lve F (0) =0 ozellikleri saglasin ve D de analitik

olsun. O zaman esitsizlikler ,

2 1+|Z|
, ‘Im{F(z)}‘ < ;log 1—|z|

‘Re{F (z)}‘ < %tan“ |z

. - . 4 -
D de her z noktasi igin, saglanir. 0<|z|<1 icin |z|<—tan ]|z| oldugunu not
/s

edebiliriz. Schwarz lemmasi giiclii bir hipotez altinda daha 1yi bir sinir verir.

Ispat : G(z)zzlogH_Z
n

fonksiyonu, D yi ‘Re{w}‘ <1 disey serit iizerine

1-z
konform olarak doniistiiriir. Béylece FF <G ve bir w Schwarz fonksiyonu ig¢in

F =Gow dir. Buradan
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o)=L mf1 22

T

bulunur. Simdi gozlemlenen lineer kesirli w= Itz doniistimii  p = 2r/ (1- r)2

1-z

yarigapi ve w, = (1 +r ) / (1 — rz) merkezi olmak iizere |[w—wy|=p gember iizerine

|z| =r <1 ¢emberini tasiyabiliriz. Bundan dolay1

{1— }
arg
1-z

ve Schwarz lemmasi, o uygun tek birim modiilii sabit oldugunda F(z)=G(az)

2r
<tan™' ( - j =2tan"'r

1-r

icin yalniz olusturulan esitlik olmak iizere,

4
‘Re{F (z)}‘ < ;tan |z|

Verir. Im{F (z)} icin esitsizlik benzer sekilde ispatlanir. Simdi Schwarz lemmasmin

bir harmonik versiyonun kisa bir adimimi verecegiz. Takip eden keskin esitsizlik

Heinz (1959)’e baghdir.
Teorem 3.11.2 : /(0)=0 ve |f(z)[<1 olmak iizere f, D de bir kompleks degerli

harmonik fonksiyon olsun. O zaman ‘ f (z)‘ < itan“ |z| ve bu esitsizlik I de her z
r

noktasi i¢in kesindir. Ayrica smir f (0):0 olmak iizere kendi lizerine D nin f

yalinkat harmonik doniistimleri i¢in (fakat yalnizca orijinde elde edilir) her yerde

kesindir.
Ispat : 0 sabitii¢in F, F(0)=0 ve
Re{F(z)} = Re{e"ief(z)}
olmak iizere D de analitik fonksiyon olsun. O zaman ‘Re{F(z)}‘<1, bu yiizden

lemma 3.9.5

‘Re{e"ief(z)}‘ < ant Ei

T

oldugunu gosterir. Fakat bu esitsizlik biitiin @ lar i¢in gecerlidir, buradan

4
‘f(z)‘ﬁ—tan |Z|

T
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bulunur. D nin yalniz bir ¢apla ilgili dogru parcasina 6zgii degerlerinin

Bl

formunda olan fonksiyonlar ic¢in esitlik, ortaya c¢ikan ispatin bir

olusturulabilir. Rotasyona bagli, basamak fonksiyonu

0(s) 0, 0<Ltrn
(t)_ T, wltl2rw

olmak iizere ") nin Poisson integralleri vardir.

2 ]
I Vit =0,
0

analizi

ve 0(0)=0, 0(27) =27 olmak iizere siirekli bir artan fonksiyon 6(¢) ile dairenin

belirlenmis bir noktas1 z oldugunda, itan“ |z| e yaklasan keyfi ‘ f (z)‘ ve f(0)=0
T

olmak tiizere, D nin D {izerine bir yalinkat harmonik doniisiimii bir Poisson integrali

ile ortaya koyulabilir. Sinir bu nedenle dairenin kendi iizerine harmonik doniisiimleri

icin keskindir.

3.12 Harmonik Yahnkat Fonksiyonlar

Normallestirme

Bu boliimiin amaci, yalinkat analitik fonksiyonlarin genellestirmesi olarak

yalinkat harmonik fonksiyonlar1 calismaktir. Baslangic noktasi, bir g analitik

fonksiyonunun eslenigi ve bir 4 analitik fonksiyonunun toplami olarak D birim

dairesinde bir f harmonik fonksiyonunun

f=h+g, g(0)=0,

kanonik gdsterimidir. g(O)zO oldugu toplama ile gosterim tektir. # ve g nin

kuvvet seri agilimlari

h(z)= ianz" ve g(z)=)b,2"

n=0 n=1
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ile tanimlanwr. f, bir diger bdlge lizerine D nin bir yon-koruyan harmonik
dontistimiidiir. O zaman Lewy teoreminden, Jakobiyeni kesinlikle pozitiftir. Esdeger

olarak,

g'(z) <[ (z)| esitsizligi biitin z €D igin saglamir. Bu dzellikle A'(z)=0
oldugunu gbsterir. Buradan h(0)=0 ve A'(0)=1 oldufu varsayimi genelligi
bozmaz. a, =1 ve a,=0b,=0 olmak tlizere dairenin biitiin yon-koruyan harmonik
doniigimlerinin smnifi, S, 1ile ifade edelim. Boylece S, analitik yalinkat

fonksiyonlarmm standart smifi S yi igerir. Bir f €S, fonksiyonunun / analitik

kismina ragmen lokal olarak yalinkattir. O, yalinkat olmasimnin gerekmedigi aciktur.

S,,, normal bir ailedir: §,, da her fonksiyonlarinin dizisinin D de diizgiin

H o
lokal olarak yakinsayan bir alt dizisi vardir. Diger taraftan, S, bir kompakt aile
degildir; o, lokal olarak diizglin limitlere gecis altinda korunmaz. Fonksiyonun
limitinin D de harmonik olmasi sarttir, fakat yalinkat olmas1 gerekmez. Bunu gérmek
i¢in,

V4

fn(z)zz+

n+l

ile tanimlanan sadece f, €§,, afin doniisiimlerinin dizisini diisliniirsek, o zaman
f,(z)> f(z)=2x ( z=x+iy oldugunda ) D de lokal olarak diizgiin, fakat f

yalinkat degildir ( ne de sabittir).
Daha bagka bir normallestirme vardir. Ancak hangi bir kompakt normal aile

uretiminde basarilidir. Bu basitce b, =0 yapmak i¢in, uygun bir afin doniisiim ile

verilen harmonik doniisiimii bulma fikridir. Ozel olarak her feS,,, b]|:|a]| =1
ozelligine sahiptir, ve

w-bw
('D(W) 1—|b]|2

fonksiyonu bir yon-koruyan afin doniistimdiir.
fo=9of=h+g
toplamt bu nedenle 7%, (0)=g,(0)=0, h, (0)=1 ve g, (0)=0 &zelliklerine sahip

oldugu kolayca goriliir ki bir yon-koruyan harmonik doniisiimdiir. Boylece f, €S,
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ve g, (0)=0 olacak sekilde ek ozelligi vardir. g, (0)=0 olmak iizere f €S,

fonksiyonlarmnmn smifi 89 ile ifade edilecektir.

Sy da f=h+g isc o zaman g/ (0)=0 ve [g'(z)/h'(z)/<1 bbylece
|¢'(z)|<|2||n'(z)] oldugu Kiasik Schwarz lemmasindan bulunur. w=f/f.
dilatasyonun sartlarinda, f €S, ise [w(z)| <|z| oldugu sdylenir.

Gelecek bolimde S;, bir kompakt normal aile oldugu gosterilecektir. Bu
ozellik analitik yalinkat fonksiyonlarmin S ailesinin bir genellestirilmesi “dogru”
olarak S, a gore daha umut verici goriinen S}, dir.

f—f,=@of doniisimii  f, €S, 1 f €S, atasrki
I=1+bf
olmak tizere tersinirdir. Boylece |b]| <1 olmak tizere b, in belirtilen her degeri i¢in ¢

standart afin doniisiimii altinda bir f, € S, verilen fonksiyonu i¢in karsiligi olan

g'(0) =5, olmak iizere f €S, fonksiyonu tektir.

3.13 Normal Aileler

Onceki boliimiin terminolojisinde harmonik doniisiimleri icin extremal

problemleri lizerine ¢aligmalarda 6nemli etkileri oldugu bir teorem belirtilebilir.
Teorem 3.13.1: S, ailesi normaldir. S}, ailesi normal ve kompaktir.
Bu sonu¢ Clunie ve Sheil-Small (1984)’a aittir ve onlarin ispati1 buraya

uyarlanmigtir. Hemen bir sonucu, lokal diizgiin yakinsakligin topolojisine gore
stirekli oldugu ( reel degerli ) fonksiyonelinin herhangi bir maksimizasyon problemi
igin, S}, da bir extremal fonksiyonunun varhgidir.

Teoremin ispati kolay degildir. Analitik fonksiyonlarmin ailelerinin normalligi
icin Montel’in kriteri harmonik fonksiyonlarinin aileleri i¢in de gecgerli oldugu
iizerine kurulacaktir. Ortak bir Q bolgesinde tanimli fonksiyonlarin bir .7 ailesi Q

nun her noktasmin bir yakin komsulugunda diizgiin olarak sinirlandirildigini
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varsayalim. Daha dogrusu, Q da her z,noktasina, biitiin z € J' noktalar1 i¢in ve her
fe 7 igin ‘f(z)‘SM oldugu gibi z, nin bir ¥ komsulugu ve M >0 bir say1

karsiligr vardir. Esit bir sekilde, .7~ de fonksiyonlar Q nun her kompakt alt
kiimelerinde diizgiin olarak sinirlidirlar. Montel” in teoremi analitik fonksiyonlarmin
bir normal ailesi olmasi1 yalniz ve ancak lokal olarak sinirli oldugunu sdyler. Aslinda
ispat, ilke harmonik fonksiyonlarin ailelerine genisletilmis oldugundan aynidir. Bir .77~

ailesi gibi lokal olarak siirli ise 0 zaman Poisson formiilii ile
;J]":{%:fe;i‘}u{@:fe;%}
Ox oy

lokal olarak smirl ailesi de elde edilmistir. Bu, .77~ Q nin keyfi bir alt kiimesine
kistlandiginda essiireklidir. Boylece .7~ in normalligi bir kdsegenlestirme argiimenti
ve Arzela-Ascoli teoreminden bulunur ( Duren s. 7 veya Ahlfors s. 219 ).

S, nin normali ispatmna, onun lokal smirliligini kurmak bu nedenle yeterli

olur.

Mw(r,f):max

jzl=r

/()
notasyonu olmak tizere
M, (r,f) <2M (r,fo)

oldugu f = f0+l;]70 dan bulunur. Boylece S, lokal olarak smirli oldugunu

gostermeye yeterlidir. Ispat asagida belirtildigi gibi, kuazikonform déniisiimler igin,
Schwarz lemmasinin bir formuna dayanir.

Lemma 3.11.2: G, G(O)zO olmak tizere kendi i¢ine birim dairesinin bir K -
. e () .
kuazikonform donisimi  olsun. O zaman ¢ (r)=u — oldugunda

‘G(z)‘ <@, (|Z|) dir ve u(r) 0 dan r’ye yaricap pargasi ve birim ¢ember ile smirl
bdlge halkasmin modiiliidiir. Her K >1 sabiti i¢in, ¢, (r) sinir1 0 dan 1 e » olmak

uzere artar.

Bir halka bolgenin modiilii (¢ifte baglantili bdlge ) M =r,/r, modili

oldugunda u=1/27logM dir. Burada Grotzsch halkasinin modiilii ile ugrasiyoruz

ve u(r),
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7/
(k) = f{l—kzsinze}_]/zdé 0<k<l

0
eliptik integralinin kosullarinda ifade edilebilir. Bir dikdortgen lizerine iist yari-

diizleminin bir Schwarz-Christoffel doniisiimiiniin yardim ile
u(r)

bulundu (Neheri 1975 s.293). Biitiin mesele 1 den az lokal olarak bir diizgiin sinirinin

i 2

, r'=~1-r

_1oe(r)
40(r)

varligidir.
Lemma, Hersch ve Pfluger (1952) in sonucudur. Ispat icin, kitap
kuazikonform déniisiimlerinde literatiiriine bagvuruldu. ( Ornegin Lehto ve Virtanen

(1973)¢ bak. s. 63)

Ispat: f :h+§eSf, olsun. O zaman klasik Schwarz lemmas1 ile
‘g’(z)‘£|z”h’(z)‘. Buradan 0<R<1 olmak iizere her sabit R i¢in w= f(Rz)
donlisimiic. K :(1+R)/(1—R) olmak iizere DD de K-kuazikonformdur. Simdi

F (0) =0 ve F '(0)>0 sartlar1 ile normallestiren f (D) aralig1 lizerine D nin F
konform doniisim olmast i¢in f nin konformla iligkisini tanimlamali.

G(z)=F" (f(Rz)) olsun. O zaman G yine K-kuazikonform olup ve G(0)=0
olmak iizere kendi icine daireye doniisiir. Biitin ze D igin ‘G(z)‘ﬁgo,( (|2])

lemmasidir. Bu esitsizlik

= z K-1
‘F (f(z))‘ﬁqok(%], |Z|£R=ﬁ

olarak yeniden yazilabilir. Diger taraftan, yalinkat analitik fonksiyonlar i¢in biiylime

teoremi

oldugunu soyler. Bu nedenle

=[P (F(7(2))

S |F'(0)gy (7/R) |
[1—(pK (r/R)]2

|4£r<R.
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F '(0) tahmin etmek amaciyla; w,, F tarafindan thmal edilen herhangi bir deger

oldugu zaman,

F ’(O)‘£4|w0| formunda Koebe 1-ceyrek teoremine basvururuz.

Fakat o, ¢ bir pozitif mutlak sabit oldugunda |w| < R dairesini iceren alanm, birim
dairenin herhangi bir harmonik doniisiimii i¢cin

cR* <| £ (0)f +|£: (0)f
olup Rado teoreminin ispatinda gosterildi. Bundan dolay1 her f €S, fonksiyonu
icin £.(0)=1 ve f;(O)zo dir, bu f |w0|:l/\/z modiiliiniin bir degerini ihmal
ettigini gosterir. |F ’(O)| <4/\Jc bulunur. S° lokal olarak smirli ve bu nedenle normal

oldugunda ispat1 tamamliyor. Daha evvel ki yorum gibi §,, normal olarak bulunur.

Sy kompakt oldugunu gdstermek kalir. Bunun igin f, =h, +g_ne Sy ve D
nin kompakt alt kiimelerinde diizgiin olarak f, — f oldugunu varsayalim. O zaman
f harmonik ve buradan bir f=h +§ kanonik gosterime sahiptir. Kolayca goriiliir
ki h, —>h ve g, — g lokal olarak diizgiin ve g'(0)=0 ve 4'(0)=1 dir. Ozellikle 4
sabit degil ve buradan D de Hurtwitz teoremi ile h’(z) #(0 dir. Ancak Schwarz
lemmasi ‘g'(z)‘ < |z”h’(z)‘ ve daire boyunca

T (&)= ) g (I =1l o (=) >0
Jakobiyenini verir. Bagka bir deyisle, /' D de lokal olarak yalikattir. Ciinkii D nin
kompakt alt kiimelerinde yalinkat fonksiyonlarinin diizgiin limiti olup f, D de

yalinkat oldugu argiiman prensibinden bulunur. Buradan f limit fonksiyonu yine

Sy aaittir ve S, bir kompakt ailesi oldugunu gosterir. Ispati bitirir.
3.14 Harmonik Koebe Fonksiyonu

k(z) =Z(1—Z)_2 =z4+22° 432 +...
klasik (analitik) Koebe fonksiyonu —% den oo a negatif reel eksen boyunca bir yari-

dogrunun cikarildigi kompleks diizlem iizerine konform olarak birim daireye
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dontislir. Analitik yalinkat fonksiyonlarmin sinifi S istiinde bircok extremal
problemler i¢in extremal fonksiyonun rolii oynadig1 goriilecektir. Harmonik Koebe

fonksiyonu simdi olusturmak igin harmonik yalnkat fonksiyonlarinin S}, sinifi igin
. . 1 .
Koebe fonksiyonu olasi analoglaridir. Daireye 5 dan oo a negatif reel eksen

boyunca c¢ikarilmis biitiin diizlemin {izerine harmonik olarak doniistiirecektir. Onun
¢iziminde extremal elemanlar S de Koebe fonksiyonu olmasma S, da benzer rol

oynadigini goriiliir, fakat bu hentiiz tam olarak teyit edilmemistir.
Harmonik Koebe fonksiyonunun ¢izimi Clunie ve Sheil-Small (1984)
sebebiyle ve (CHD) yatay yonde de konveks bolgeler lizerine doniisiimler hakkinda

onlarin genel sonuslarinda yine merkezlidir.bu teoreme gore, lokal olarak bir yalinkat
harmonik fonksiyon f :h+§, yalinkat ve araligit CHD olmas1 yalniz va ancak
h — g analitik fonksiyonu ayni 6zellikleri tasir.
k(z)=z(1 —z)_2 Koebe fonksiyonu D de yalinkat ve onun aralif1 yatay
yonde de konveks oldugunu simdi gorelim. Teoremin goriimiinde, lokal olarak bir
yalinkat harmonik doniisim f =/h+ § , h—g =k ise aym Ozelliklere sahip olacaktir.
f in lokal yalinkat olma durumu g'(z)=2z/'(z) olmasi saglandi. Baska bir deyisle,
f 1in dilatasyonu w(z) = z olarak belirtildi. Sonra tiirevlemek, iki kosul
W(z)-g'(z)=#(2)
zh’(z)—g'(z) =0
lineer denklemler ciftine diisiiriir. k’(z)=(1+z)(1—z)_3 oldugunu not etmek, bu

nedenle

Verir.
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Sonug olarak elde edilen K =4 +§ fonksiyonu yukarida gosterildigi gibi 4
ve g olmak lizere harmonik Koebe fonksiyonu olarak bilinmektedir. K yalinkat ve
aslinda K €S, oldugu ve dairede yon-koruyan oldugu gizimden agiktir. K nin

aralig1 yatay yonde konveks ve reel eksene gore simetrik oldugu da agiktir. K nin
gercek aralig1 ne kadar oldugu agik degildir.
K nin araligmi belirlemek i¢in bir ilk denemede, birim ¢emberin goriintiisiinii

bulmak i¢in ¢alisilabilir. Asikar formiiller gosterir ki K, z=1 her sinir noktas1 hari¢

davrandigmi gosterir. Ortaya ¢ikan hesaplamalar, ancak ¢emberde her e # 1 noktasi

icin K (e”) = —% dir. Ekonomik olarak gormek icin

K=h+g=(h-g)+2Re{g}=k+2Re{g}

15
K(z)=Re (1_32)3 +ilm{(1_zz)2}

yazilir. k analitik Koebe fonksiyonundan dolay1 birim daireyi reel eksen boyunca bir

veya

yarik diizleme doniistiiriir. Geometrik olarak agiktir ki z #1,

z| =1 birim ¢emberinde

Im {k(z)} =0 dir. Kolayca anlasilir fakat hesaplama z #1, |z|=1 i¢in
241
Re 3 = —l
(1-2)| 6

oldugunu gosterir. Boylece z=1 noktasi hari¢ birim ¢emberinde K(z)=-

o

oldugunu dogruluyor.

Ancak Re{g’ } >0 sag yari-diizlem {izerine D ye doniisiir ki

1+z

f=——=8C+in

1-z

araya koyarsak yol gosterir. Hesaplamalar

K(z):Re{%(gs —1)}+i1m{%((;2 _1)}
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:%(53 —3¢én? —1)+i%§17, E>0

oldugunu gosterir. Simdi (z # 1) birim ¢ember iizerinde her z noktasi imajiner

eksende bir £ noktasi tizerine tagimaktadir. Buradan K (z) = —é ve & =0 oldugu

gozlemlenir.

{¢=&+in:&>0,n=0
pozitif reel eksen (—é,oo] reel araliga monoton olarak doniistiirildiigii daha sonra

gozlemlenir. Sonug olarak, bir ¢ # 0 reel sabiti oldugunda her &£n = ¢ hiperbolii

.C - - .
{W=u+15:—oo<u<oo} tiimii dogru olur ki

{w=u+i§:u22(53—3025"'—1),§>0}

kiimesine yalinkat olarak tagimaktadir. Direk olarak ispatlanir ki K, (—oo,—%} reel

araligin tiim negatif diizlem tlizerine doniislir ve dairede yalinkattir. Argiiman sekil

3.7. ile gosterilir. K nim etkisi sekil 3.8 de resmedilmektedir.
Halen K nin, z=1 i¢in hari¢ tek bir w=—% noktasina, (—oo,—%} tim

araliga smirlandirilmis olan goriintiiye sahip tiim birim ¢emberi nasil tasidigi

aciklanmak zorundadir. Oldukca agiktir ki agiklanmasi 1 noktasi yaninda K nin

davranisinda uzanmasi gerekir. Fakat z gibi 1 e teget olmadig1 gozetilip, K (z)

sonsuza yatkin olur. Bunu gérmek i¢in, £ >0,

z plane L plane wplane

______)___

Sekil 3.7 Harmonik Koebe fonksiyonunun aralig
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n=c& 1smla ilgili olarak egri lizerinde K (z) nin davranisint gézoniine aliriz.

& —> +oo iken, asikardir ki K(z)—)oo. Ancak z—1 iken c#0 bir reel sabit

oldugunda ¢ diizleminde tanjanta ait egri ile ilgili olarak egri 1 :c/ JE (£>0).
& — 0 iken
1 c 1
K(z)=—(& =3¢ =1)+i—+/é - ——(3c” +1
(2)=4(¢ Jrigie >3 +1)
bulunur. Reel dogru iistiinde ¢ araliklar1 gibi bu hesaplar “kayip” smir noktalarinin

biitiinii i¢indir. ¢>0 ise o zaman smir noktasi ile ilgili lizerinden yaklagmaktadir;

oysa ¢ <0 ise asagidan yaklagmaktadir.
Alisilmis smir davranist noktalara sinir yayinin harmonik Koebe fonksiyon
doniisiimii 1le gosterildi, aslinda harmonigin tipik, kesme c¢izimi ile diiretilen

dontisiimiidiir.

Sekil 3.8. Harmonik Koebe fonksiyonu

Ornegin harmonik yari-diizlem L = Re {l } +i Im{k} doniisiimii Re {w} > —%

yar1 dlizlem {izerine daireye doniislir fakat z =1 noktas1 hari¢ sonsuza gider ki —%

noktasma tiim sinir1 génderir. Bu tiir davranisi, sinir fonksiyon bir yay lstiinde sabit
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oldugunda, yalnizca sinirla ilgili yay {stiinde birim modiillere sahip dilatasyon

oldugu zaman meydana gelebilir.

3.15 Janowski Konvekse Yakin Harmonik Fonksiyonlar
Ozet

Q" < C bolgesi tizerine D= {z|z <1} agik birim dairesinde bir harmonik
doniisiim olsun. w= f (z), D bolgesinde yalnkat olarak Q ya doniistiiren bir
kompleks degerli harmonik fonksiyondur. /#(z) ve g(z) D bdlgesinde analitik,

h(0)=g(0)=0 ve f in sirasiyla analitik kismu ve analitik olmayan kismi1 olup,

f(z)=h(z)+g(z) kanonik gdsterimi vardir. f yon-koruyan ve D bolgesinde
lokal olarak yalinkat olmasi i¢in ancak ve ancak D bélgesinde J, >0 dur. Ikinci

kompleks dilatasyonu,

w(z)‘ <1 ile D bolgesinde f analitik oldugu zaman

Bu calismada w(z)= g(2) = w(0)=5 oldugu analitik dilatasyon

fonksiyonun en genel durumunda uygulanan kesme metodu ile DD acik birim

dairesinde Janowski harmonik konvekse yakin fonksiyonlar i¢in biliyiime ve

distorsiyon teoremlerini elde ederiz. Bu durumda ikinci dilatasyon, ¢(z) Schwarz

¢(z)+b] dir

fonksiyonu oldugunda w(z)= 15 (2)
+ho(z

L. Giris
Her zeD igin ‘qﬁ(z)‘ <1, ¢(0)=0 kosullarmi saglayan ve D bdlgesinde
analitik olan ¢(z) fonksiyonlarmin ailesi olarak Q olsun ve D bdlgesinde analitik
olan go(z) =z+cz +c;z’ +... fonksiyonlar smifi 4 ile tanimlansin.

p(z) =1+qg,z+ q222 +... fonksiyonlarmin sinifini P (A,B) olarak alalim ve

1+ 44 (z)

¢(z) € Q olmak iizere p(z)= 1 36(2)

(-1<B< A<1) fonksiyonlarmmn ancak ve
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ancak p(z), P (4,B) smifina aittir. & (4,B) smifi W. Janowski tarafindan
tanimlanmistir. ¢, (z) ve ,(z), 4 ya ait elemanlar olsun. Eger Q ya ait bir ¢(z)
fonksiyonu ¢, (z)=¢,(¢(z)) esitligini saglyorsa o zaman ¢ (z), @,(z) e
subordinedir denir ve ¢,(z)<¢,(z) ile gosteririz. Eger ¢, (z)<¢,(z) ise o zaman
¢, (D)= @, (D) (J.Clunie ve Sheil-Small, 1984 , P. Duren, 1983) dur.

?"(2) Jltdz
(p'(z) 1+ Bz

¢(z) € A olsun ve 1+z , -1< B < A<1 kosulunu saglasin. O zaman

go(z) e Janowski konveks fonksiyonu deriz ve Janowski konveks fonksiyonlarin

simifi C(A,B) olarak tanimlanir. s(z)eC(A,B) olmak iizere Re(q) (Z)]>O (l.l)

s'(2)
kosulunu saglayan ve go(z) € A fonksiyonlar sinifi K (A,B) ye Janowski konvekse
yakin fonksiyonlar smifi denir.

U, kompleks diizlemde bir basit baglantili bolge olsun. h(z) =z+a,z’ +...

ve g(z):b]z+b222 +... @ Dbolgesinde analitik bir harmonik fonksiyonun

f(z)=h(z)+g(z) olarak temsil edilir ve sirasiyla / in analitik kismu ve analitik

olmayan kismi olmak tizere h(z)=a,+az+a,z’ +... ve g(z)=b,+hz+bz" +...

2 2
D bélgesinde analitik fonksiyonlar olsun. J,(z)=|k'(z) -|g'(z)] >0 ise

f(z)=h(z)+g(z) e, D bdlgesinde yon-koruyan harmonik yalinkat fonksiyon
denilir. |b]| <1, a, =1, a,=b, =0 kosullarmni saglayan biitiin yon-koruyan harmonik
yalinkat fonksiyonlarm smift S, ile ve a,=05,=b,=0, a =1 kosullarmi saglayan
biitiin yon koruyan harmonik fonksiyonlarm sinifi S, olarak tanimlanir. Kolaylik

saglamak i¢in J, (z) >0 ise yon koruyan f fonksiyonlarmi, J, (z)<0 ise yon

koruyan 7 fonksiyonlarmi inceleyecegiz. w(z) = harmonik fonksiyonlarin

ikinci analitik dilatasyonu olarak tanimlanir. f lokal olarak yalinkat ve yon koruyan

ise, 0 zaman biitiin ze D igin ‘w(z)‘ <1oldugunu belirtelim.
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Bu sekilde belirlenmis dilatasyonu olan harmonik doniisiimlerin ortaya
konmas1 icin etkili bir yontem Clunie ve Sheil Small (1984) tarafindan tanitilan

kesme methodudur. Asagidaki teoremde bu method iizerinde durulmaktadir.
Q" < C bolgesinin baglantili(veya bos) ise yatay dogrultuda konvekstir denir.

Teorem 3.15.1: (P.Duren[1983]) f(z)=h(z)+g(z), agik birim diskinde lokal
olarak yalinkat ve harmonik olsun. O zaman f yalinkat ve onun aralig1 yatay yonde
konveks olmasi igin ancak ve ancak ¢(z)=h(z)—g(z) seklindeki analitik

fonksiyonu ayni 6zelliklere sahip olmasidir.
Genel olarak Teorem 3.15.1 in uygulamasinda belirlenmis dilatasyon ile yon-

koruyan harmonik doniisiimler yapilir. Yatay yonde bir bolge icerisine birim diskin

konform doniisiimii ve D bdlgesinde |w(z) <1 ile keyfi —w(z) analitik

fonksiyonuyla baglar. Fakat bu makalede kesme methodunun uygulanmasinda

(Garanti Teorem 3.15.1 in altinda) en genel durumda analitik ikinci dilatasyon

fonksiyonu w(z)= £(z) = w(0)=b,.

formunda ikinci dilatasyonu elde ederiz.

Wilfred Kaplan (1952) tarafindan ilk kez tamimlanan konvekse yakin
fonksiyonlarmm geometrik 6zellikleri kadar harmonik kesme methodu kullanilarak
konvekse yakin harmonik fonksiyonlarin arastirmasi gerceklestirilebilir oldugu ile
ayrica ilgilidir.

Hemen hemen yukarida adi1 gegen method kullanilarak, Janowski konvekse
yakin harmonik doniisiimlere uygun distorsiyon ve biiylime teoremleri ile bu

calismada ele aliriz. Janowski konvekse yakin harmonik fonksiyonlarin smifi
S, K (4,B) ile belirtilir.

II1. Temel Sonuclar

Lemma 3.15.2:  f(z)=h(z)+g(z)eS, ve w(z)= g(2) f in ikinci analitik

dilatasyonu olsun. O zaman
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(z+a222+...)

+2b,z+ ... imdi 2) = w(z)-w(0) _ w(z)-h -
= %: w(0)=p, Simdi #( )_I—W(O).W(z) _I—E.w(z) fonksiyonu
)

L fonksiyonu saglarsa, o

|
S
~

zaman

w(z) = 2EE 5.

T 1+b4(2)

(2.5) ve subordinasyon prensibi kullanilarak analitik dilatasyonu (ergle
+bz

1-|b[*)r
doniisimii, b =a, +ia, oldugu yerde p(r)= % yaricapinda merkezi
1-1b| 7

(1_1/,2)&1 (l_rz)az . . . e ee ee .
C(r)= I, : olan daire iizerine |7 =r ye doniisiir. Boylece tekrar
1—|b1| P 1—|b1| r

subordinasyon prensibini kullanirsak o zaman 2.2, 2.3, 2.4 ve 2.5 den bazi basit

hesaplama ile

1-r*)b 1—|b |2 r
w(z)- E_|b]|2),,2] | < (1_|b]1|2 22 (2.6) yazariz.

Lemma 3.15.3: s(z)e K(4,B) olsun. O zaman
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A-B A-B

(1-Br) s < |s'(z)| <(1+Br) s B#0

_Ar <‘ ‘<eAr 5 -0 (2.7)

J+50) ; dC B#0
Ispat: s(z)=1" oldugundan  dolay1

je’“d@“ B=0

0

=<1+ Bz fonksiyonu diisiinelim. s(z)eC(4,B) oldugunu gdsterir.
1+4z B=0

s" z) {H_AZ B#0

Janowski sonucu ve subordinasyon prensibi kullanilarak

" 2 _
{1 +z i’((j)) ] - 11__’;?:2 % < (1A_ Bljr)zr (2.8) yazabiliriz. Sonra  (2.8)den basit

hesaplamalar
RE e
—ArSRe{zi’:((j))]SAr s-0 (29)

bulunur. Bundan dolay1 r?log‘s'(z)‘:Re{zS,(z)](2.10), o zaman  (2.9)
r

esitsizlikleri
_(4-8B) _ (4-B)
T log‘ ()‘ . B %0
0 .
—ASa—rlog|s (z)|£A B =0 (2.11)

formunda yazabiliriz. O zaman integrali alirsak (2.7) elde ederiz.

Sonu¢ 3.15.4 : ¢(z)e K(4,B) olsun. O zaman

(1—Br1)+3r(1 r ‘go ‘ (1+Br1)_3r(l+r) ioo (21
%S\w’(z»ﬁ(lai—)ﬁr -0 (213)
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' 2
) Ll 2 o) o)<l o)
‘s() 1 r‘ 1-r r(l+r)

o zaman kullanilan Lemma 3.15.3 ile (2.12) ve (2.13) elde ederiz.

Sonug 3.15.5: ¢(z) € K (4, B) olsun o zaman

A-B

Re[(1+Bz)_B (0’(2)} >0 5.0 (214

Re[e.9'(z)|>0 50 (219)

z A-B
1+BS) B8 di B#0
. !( ¢)r dg o(z) [1542 pag
Ispat: s(z) = ] =1+z——<=41+Bz
s'(2) 144z B=0

[e*a¢ B=0

0
o zaman K (A,B)smfinm tammmi kullanarak (2.14)ve (215) i elde ederiz. Ayni

zamanda belirtiriz ki ; eger 4 ve 5 ye Ozel degerler verirsek K(A4,B) nin alt

smiflarinin yeni esitsizliklerini elde ederiz.

L a=1, 5--1 icin Re|(1-2) ¢'(2)]>0. Bu esitsizlik W. Kaplan (1952)

tarafindan ispatland1.

I 412a. 8=t 0<a <1 igin Re[(1-2)""¢'(z)|>0.

ML -1, 8- icin Re[e7¢/(z)|>0.

. . 1
IV. 4-1,8=-1+1, m>% I¢In Re (1_(_“_}2}1‘ 9'(z)|>0.

m

V. A=as B =-a 5, 0<a <1 1@11’1 Re|:(1—Z)2§D’(Z)j|>0.

Teorem 3.15.6 : f(z)=h(z)+g(z) €S,K(A,B)olsun. O zaman
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(1+p,|r)(1- Br)B (1- r)S| IS(1+|b]| )(1+Br) ;B(1+r) 5.0 (216

(1+|b]|)r(l+r) (1—|b]|)r( —r)
e (1+p|r)(1- § (1+,] )(1+r N
e =R

|w(z)|(l—r)(l—Br)% < |f—|_ (r+|b |) 1+Br) l; (1+r) 5o (2.18)
(1+[5))r (1+7) : (1-[p)r (1=r)
‘w(z)‘(l—r)(1+|bl|r)e_/" (|bl|+r)(1+r)(1+|bl|)e_Ar
2 S| 5 =0 (219
(1+|b1|)r(1+r) ‘ ‘ (1—|bl|)r(1—r) ( )

Ispat: ¢(z)e K (A4,B) ve f(z)=h(z)+g(z)eS, olsun. O zaman Kesme

methodu kullanilarak

l—w(z) l—w(z)
Ve
') . L)
Loz < ST -
(z)|]e' (=) <|f|< w(z) |’ (2)
1+‘w(z)‘ z 1—‘w(z)‘

Lemma 3.15.2 ve Lemma 3.15.3 ve Teorem 3.15.1, (221) esitsizliklerinde
kullanilarak ve sonra basit hesaplamalarda (2.16), (2.17), (2.18) ve (2.19)alnir.

NOT : 5 =0 alirsak o zaman S}, K (A4, B) smufi i¢in distorsiyon teoremleri 4 ve B

parametrelerine 6zel degerler verilerek elde ederiz.
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