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OZET

Beg boliimden olusan bu ¢aligmanin birinci boliimiinde konuya hazirlayici nite-
likteki bilgilere ve konu ile ilgili olarak daha onceden yapilmig ¢aligmalara kisaca
deginilmig, ikinci boliimde ise daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi temel
tanim ve teoremler verilmigtir.

Bu caligmanin iigiincti boliimiinde ise bir ve iki degigkenli aralik fonksiyonlari,
aralik fonksiyonlarin integralleri, sinirh salinimh fonksiyonlar, sinirli salinimh fonksiy-
onlarin stirekliligi ve Riemann Stieltjes Tntegrallerinin tanim ve teoremlerine yer ver-
ilmigtir.

Dordiincii boliimde ise,

= (1) € wve A Apy = puy — ey, A" (1) = A (A" gy

ile tammmlanan fark operatori olmak tizere

n ok :
By = (/f)A e OSksmise gy
0 k> n ise

ile tammlanan (H, u) := (H, p,,) := (hnx) Hausdorff matrisi ve bu matris yardimiyla
tanimlanan Hausdorff dontigiimii ele alinmistir. Hausdorff dontisiiminiin 6zel du-
rumlari olan Euler, Holder, Cesaro matris doniigiimleri i¢in sonuglar elde edilmigtir.
Ayrica,

n+a Nk .
<n—k>A L, ,nggn.lse(

0 k> nise

hl9) = k,n e N°)

ile tanimlanan H(®) := (hff,?) = (H () ug) genellestirilmis £ — J Hausdorff matrisi
ele alinmigtir. Hausdorff doniigiimiiniin regiilerlik sartlar1 verilmistir.

Son boliimde ise double ' — J matrisleri tanimlanarak bir double sonsuz serinin
double E — J matris doniigiim dizisinin toplanabilirlik 6zellikleri incelenmistir.

Anahtar Sozciikler : Cesaro matrisi, Hausdorff doniisiimleri, Konser-
vatif matris, Mutlak toplanabilme, £ — J Hausdorff matrisi, Sonsuz Ser-
iler, Double Seriler.



ABSTRACT

This study consists of five chapters. The first chapter contains basic definitions
and refers to pertinent known results from the literature. The second chapter contains
basic definitions, theorems, and properties of certain summability methods that will
be used in later chapters.

In the third chapter contains definitions, theorems of functions of Intervals, in-
tegrals of functions of intervals, function of bounded variation, continuity properties
of functions of bounded variation, Riemann Stieltjes Integrals.

In the fourth chapter, let (u,) be a real sequence, and let A be the forward
difference operator defined by

1= () € wve A, Apy = g — g0, A" () = A (An_lﬂk)

Then the infinite matrix (H, p) := (H, i) := (hnx) is defined by

n ke <l
B = (k)A i ,0<k<nise (k,n € N)
0 k> nise

and the associated matrix method is called Hausdorff transformation. Specifically,
Euler, Holder, Cesaro results were obtained for matrix inversion. Also,

H® = (hgg;g) = (H@, 112) is defined by

n+a« —k .
N n <k<
o) = <n—k)A e 0sksnise g oy
0 k> n ise

and the associated matrix method is called a generalized F — J Hausdorff matrix
also regularity of Hausdorff transformation theorems and definitions were provided.

In the last chapter, Double ' — J by defining matrix of a double infinite se-
ries summability of double series of £ — J transformation matrix properties were
investigated.

Key words: Cesaro matrix, Hausdorff transformations, Conservative
matrix, Absolute summability, ¥ — J Hausdorff matrix, Infinite series,
Double series.
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ONSOZ

Hausdorff matrisleri ilk olarak Hurwitz ve Silverman (1917) tarafindan (C,1)
Cesaro matrisleri ile yer degistirilebilen alt tiggensel matrisler olarak tanimlanmigtir.
Hausdorff sonlu aralikta moment problemi ¢bzme iglemi sirasinda bu problemi yeniden
ele almig ve Hausdorff matrisleri adini tagiyan bu matrislerle ilgili 6nemli bir ¢ok
ozelligi elde etmistir. Hausdorff matrisleri birbirinden bagimsiz olarak Endl (1960) ve
Jakimovski (1959) tarafindan genellegtirilmisgtir. Bu matrisler literatiirde £ — J ma-
trisleri olarakta gosterilmektedir. Hausdorff matrisleri i¢in bircok sonug ispat edilmis
olsa da, E — J genellemesi icin literatiirde bir ¢ok acik problem bulunmaktadir.

Bu calismada, double E — J matrislerini tanimlayarak double sonsuz serinin dou-
ble £/ — J matrisi doniigiim dizisinin toplanabilirlik 6zelliklerini inceleyecegiz. Bunun
sonucunda Savag ve Sevli (2009), Savag ve Rhoades (2009a) ve Savas ve Rhoades
(2009b) tarafindan elde edilen sonuclarin genellegtirilmesi hedeflenmektedir.

Bu konuyu bana veren ve ¢aligmalarim stirecinde kargilagtigim giigliiklerde yardim-
larim esirgemeyen hocam, Sayin Do¢. Dr. Hamdullah SEVLI "ye tesekkiir eder
saygilarimi sunarim. '

Ayrica bilgi ve tecriibelerinden herzaman yararlanacagim, tezim hakkindaki
tavsiye ve yonlendirmelerinden dolay1 kiymetli hocam ve babam Prof. Dr. Ekrem
SAVAS’a ve biricik annem Dr. Asuman SAVAS’a sonsuz tesekkiirii bir borg bilirim,
Tezimin gerceklesmesinde YAPKO tarafindan desteklenen proje de maddi destek

veren Istanbul Ticaret Universitesi'ne de ayrica tegekkiir ederim.
Rabia SAVAS

il



GOSTERIMLER

e R, Reel sayilar.

e N, Dogal sayilar.

e C, Kompleks sayilar.

e w, Reel veya kompleks degerli diziler uzayn.

e [, Reel veya kompleks degerli sinirh diziler uzay:.

e ¢, Reel veya kompleks degerli yakinsak diziler uzay.

e ¢y, Reel veya kompleks degerli sifira yakinsak diziler uzay.
e BV, Reel veya kompleks degerli sinirli saliniml diziler uzayn.

e (X,Y), X den Y ye olan matrislerin siifi.

oo
® > a,, > a, serisi
n=1

o0
e (s,), > a, serisinin kismi toplamlar dizisi
n=1

e 1, =0(1), (x,) dizisi sinirh

o 1, =0(1), (z,) sifir dizisi

o T, = Yn, (x,/yn) ve (Yn/x,) nin her ikiside simirh
e ['(z), Gamma Fonksiyonu

e B(z,y), Beta fonksiyonu

o Vof f, la,b] arahigindaki total salimimi

iv
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Bolum 1

GiRi§ ve KAYNAK
BILDIRISLERI

> ay,, kismi toplamlar dizisi (s,,) olan sonsuz bir seri ve A = (auk), 4o SONSUZ
bir matris olsun. (s,,) dizisinin A— doniigtim dizisi (¢,) ile gosterilsin. Yani,

tn = Zanksk (1.1)
k=0

olsun. Bu durumda A matrisi diziden diziye bir doniigtim tanimlar. Eger (¢,) bir s
limitine yakinsiyorsa, o zaman (s,,) dizisi veya > a,, serisi s degerine A toplanabilirdir
denir.

(t,), (1.1) deki gibi tanimlanmak tizere, eger (t,,) sirh-salinimh bir dizi ise yani

o

Z ’Atn_l‘ < 00

n=1

ise Y a, serisi mutlak A—toplanabilirdir veya kisaca |A| —toplanabilirdir denir. Bu-
rada A, At,_1 =t,_1 —t,, ile tamimlh fark operatoriidiir.

n
T alt tiggensel sonsuz bir matris olmak tizere, x,, = > _t,,5s, olmak tizere, eger,
v=0

oo
an_l |20 — 2n_1|" < o0

n=1

sart1 saglaniyorsa »_ a, serisi k— mc1 mertebeden mutlak A—toplanabilirdir veya
kisaca |A|,, k > 1 toplanabilirdir denir (Flett, 1957).

A, (sp) dizisini (t,) dizisine déntigtiiren diziden diziye bir doniisiim olsun. Eger
(sn) mutlak yakinsak oldugunda (¢,) mutlak yakinsak oluyorsa A doniigiimii mutlak
konservatif olarak adlandirihir. Eger (s,) in mutlak yakinsakligi (¢,,) in aym limite
mutlak yakinsakhigini gerektiriyorsa A ’ya mutlak regiilerdir denir (Das,1970). k—1nc1
kuvvetten mutlak konservatiflik kavramini agagidaki sekilde tanimlamigtir.
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A, (sp) dizisini (t,,) dizisine doniigtiiren diziden-diziye bir doniigiim olmak tizere
k > 1 igin

o
an’I |sn — sn_1|k < 00
n=1

olmasi
o
_ k
E |t —t|” < 00
n=1

olmasini gerektiriyorsa A 'ya k—inci kuvvetten mutlak konservatiftir denir.
= (p,) € wve A, Apy = g — pypqs A" () = A (A" 1y, ile tanmimlanan fark
operatori olmak iizere

n ok :
By = (k)A e OSksmise gy
0 k> n ise

ile tammlanan (H, ) := (H, p,,) := (hnx) matrisine Hausdorff matrisi denir. Bu ma-
tris yardimiyla tanimlanan doniigtime de Hausdorff metodu denir (Hausdorff, 1921).

Hausdorff matrisi kosegen elemanlar1 h,, = u, olan bir alt licgensel matristir.
Hausdorff matrisinde her n € Nigin p,, = 1 alinirsa I birim matrisi elde edilir. Knoop
ve Lorentz (1949) ve Morley (1950) ’den bir konservatif Hausdorff déniigiimiiniin mut-
lak konservatif oldugu bilinmektedir. Das (1970), £ > 1 olmak {izere bir konservatif
Hausdorff dontisiimiiniin k—1inc1 kuvvetten mutlak konservatif oldugunu ispatlayarak
bu sonucu genellestirmistir. Birbirinden bagimsiz olarak Endl (1960) ve Jakimovski
(1959), genellestirilmis Hausdorff matrisini agagidaki sekilde tanimlamigtir.

f3 bir reel say1, {u,} bir reel dizi ve A, Apy, = g, — pyeprs A" (1) = A (A" py)
ile tamimlanan fark operatori olmak tizere

hpp = (n—k‘)A . O k< mise

0 k > n ise

(k,n € N)

elemanlari ile tanimlanan sonsuz matrise genellestirilmis Hausdorff matrisi denir ve
(H(ﬂ),u%ﬁ)) veya kisaca (H”, ) ile gosterilir. Burada ), x (t) € BV [0, 1] olmak
uzere

ile tanimhdir.

Savag ve Sevli (2009) tarafindan Hausdorff matrisi yerine genellegtirilmis Haus-
dorff matrisi alinarak yeni bir teorem ispatlandi ve Das 'm (1970) teoremi sonug
olarak elde edildi. Bu teorem kullanilarak Hausdorff doniigiimiiniin 6zel durumlar:
olan Euler, Holder, Cesaro matris dontisiimleri icin sonuclar elde edildi.



Jj > m veya k > n icin @ = 0 ise bir double sonsuz A = (@ ) matrisine
tiggenseldir denir. (s,,,) double dizinin A déniigimiiniin mn—inci terimi

n m
Tmn = E E AmnpvSpw

pn=0v=0

ile tanimhdir. Herhangi bir (u,,,) double dizisi i¢in Ay,

A11umn = Umn — Um+1,n — Umn+1 + Um+1,n+1

ve herhangi bir dort indisli vy,,;; dizisi icin Aqq, Ayj, Ag; ve Ao,

R
Allvmmj = Umnij — Um+1,n,ij — Umntlij T Umdlntlsg

Aijvmm'j = Umnij — Ymyn,i+1,j — Ymnyij+1 T Umn,itl,j+1
AOijnZ'j = Umnij — Um,n,i,j+1
Aiovmnij = Umnij — Um,n,i+1,j

ile tamimhdirlar.
>3 by, sonsuz double serisi (S,,,,) kismi toplamlar dizisi ile verilmis olsun. Eger

ZZ (mn)* AL T 10" < 0

m=1n=1

ise Y > by serisine |A|,, k> 1 toplanabilirdir denir.

Das(1970), & > 1 olmak iizere bir konservatif Hausdorff déniigiimiiniin k—1inc
kuvvetten mutlak konservatif oldugunu ispatlamigtir. Bu sonug Savag ve Sevli (2009a)
tarafindan F — J matrislerine ve yine bu sonug Savag ve Rhoades (2009b) tarafindan
Double Hausdorff matrislerine genellegtirilmistir. Bu ¢aligmanin amaci ise, elde edilen
bu sonuglar1 Double £ — J matrislerine genigletmektir.



Bolum 2

TEMEL TANIM ve TEOREMLER

2.1 Temel Kavramlar
Bu bolumde daha sonraki boliumlerde kullanilacak olan temel tanim ve teoremler
verilecektir.

Tamm 2.1.1 (Lineer Uzay)

X bosg olmayan bir ctimle ve K reel veya kompleks sayilarin bir cismi olsun.

+: X x X=X

o A xX =X

fonksiyonlar1 agagidaki ozellikleri sagliyorsa X climlesine K cismi tizerinde bir lineer
uzay denir. Her A\, u € K ve z,y,z € X icin,

Tanim 2.1.2 (Lineer Alt Uzay)



X, K cismi tizerinde bir lineer uzay ve M, X in bog olmayan bir alt ctimlesi
olsun. Eger her A\, u € K ve x,y € M i¢in A\x + py € M oluyorsa M ’ye X ’in bir
lineer alt uzay1 denir.

Tanim 2.1.3 (Normlu Lineer Uzay)

X, K cismi iizerinde bir lineer uzay olsun.
[I.l]: X = R
dontigimi Vo, y € X ve VA € K igin,
(Ny) ||z]| =0 2=146
(N2) [[Azl] = [A] ]
(Ns) [lz +yll < [lzf] + llyll (iggen esitsizligi)

ozelliklerini saghyorsa X iizerinde norm adimi alir ve bu durumda (X ||.||) ikilisine
normlu lineer uzay veya kisaca normlu uzay denir.

Tanim 2.1.4 (Dizinin Limiti)

(ay) bir reel say1 dizisi ve @ € R olsun. Ye > 0 i¢in n > n. oldugunda
la, —a| < € veya a — e < a, < a+ ¢ olacak sekilde € 'na bagh bir n. sayisi
bulunabiliyorsa (a,,) dizisinin limiti a dir (veya a ya yakinsaktir) denir ve

lima, =a veya (a,) — a
seklinde gosterilir. Bu tanim daha kisa olarak,
Ve > 0 igin In. € N dyle ki Vn > n. i¢in |a, —a| < e & lima, = a
seklinde ifade edilebilir.

Tanim 2.1.5 (Fonksiyon Limiti)

Bog olmayan A = [a,b] C R kiimesi, f : A — R fonksiyonu, ¢ € R sayist
ve xg € A’ noktasi verilsin. Eger Ve > 0 ve a < x < b igin 0 < |z — xo| < § iken
|f(x) — | < e olacak sekilde e sayisina bagh bir 6 = §(¢) > 0 sayist varsa f nin

xo noktasindaki limiti ¢ dir denir ve lim f(z) = ¢ veya © — ¢ iken f(z) — ¢
T—TQ

seklinde yazilir. Bu tanimi daha kisa olarak,
Ve > 0i¢in 30 > 0 dylekia <z <bigin 0 < |[x —xo| < Jicin |f(x) —c| <e
seklinde ifade edilebilir.

Tanim 2.1.6 (Genel Limit Tanimi)



A, x elemanlarinin genel bir smifi ve f(z), A ilizerinde tanimh reel degerli
bir fonksiyon olsun. A kiimesi tlizerinde gegisme oOzelligine sahip bir R bagitisinin
var oldugu kabul edilsin.

limf(z) = a < Ve > 0 igin 3§ > 0 vardir dyle ki eger R0 ise |f(x) —a| <e

dur.

Tanim 2.1.7 (Dizi Uzaylari)

wi={z=(zx) 12: N = K,k — z), :=z(k)}

kiimesi
((zk), (yr)) = (@6 + yr)

(A, () = (M)

ile tanimli toplama ve skalerle carpma iglemleri ile birlikte K tizerinde lineer uzaydir.
w lineer uzay1 ve w 'nin her bir lineer alt uzay1 dizi uzay1 olarak adlandirilir. ¢y, ¢ ve
U, sirasiyla, sifir diziler dizi uzayi, yakinsak diziler dizi uzayi ve sinirh diziler dizi
uzay1 olarak adlandirilirlar.
Co, ¢ ve U, dizi uzaylar
2]} = sup |

normu ile birlikte birer normlu uzay olugtururlar. Caligmamizda kullanacagimiz diger
baz1 dizi uzaylar1 ve normlar1 agsagida verilmigtir:

v = {x = (x) Ew: 7}1_{10102% mevcut}

k=0

n
DT

yakinsak seri tegkil eden biitiin dizilerin dizi uzayidir ve ||z|| ., = sup normu
ko [k=0
ile birlikte bir normlu uzaydir.
(=0 = {x: (k) GCWZ\SUH <oo}
k=0
mutlak yakimsak seri teskil eden biitiin dizilerin dizi uzayidir ve ||z||, = > |z
k=0

normu ile birlikte bir normlu uzaydir.

2= {a::(:vk) Ew:Z]a&M2 <oo}

k=0



n 1/2
dizi uzay ||z||, := (E |xk|2> normu ile birlikte bir normlu uzaydir.
k=0

? = {x:(:vk) Ew:Z]mk|p<oo}

k=0

n 1/p
dizi uzayr 1 <p < oo igin |[z]], := (Z |xk|p> normu ile birlikte bir normlu uzay,
k=0

n
0 <p<1ligin ||z|| := > |xx|” normu ile birlikte bir p-normlu uzaydir.
k=0

BV := {x: (1) Ew: Z\xk—xk+1| <oo}

sinirh salimiml dizilerin dizi uzayidir ve ||z|| 5y == |2o| + X |2k — Tp41| normu ile

k
birlikte bir normlu uzaydir. Ayrica BV} dizi uzayi, BV, := BV N ¢y ile tamimhidir.
Bu dizi uzaylar arasmda, ¢' C v Ccy Cc Clo Cw velt C BVy C BV Ce
kapsam bagintilar1 vardir.

Tamim 2.1.8 (Lineer Operator)

X wve Y lineer uzaylar ve T' : X — Y bir fonksiyon olmak ftizere her
1,9 € X ve her \, u € K icin,

T(A\xy + pas) = NT(xq1) + pT'(22)

sart1 saglanirsa T' ’ye bir lineer operator veya lineer doniisim denir. Y = R veya
Y = C olmasi durumunda ise 7" "ye bir lineer fonksiyonel denir.

Tanim 2.1.9 (Smirh Lineer Operator)

T : X — Y bir lineer operator olmak tizere Vax € X icin,
T (@)]ly < M ||z||x

olacak gekilde bir M sabiti varsa T' ye sinirh lineer operator denir. Bir sinirli lineer
operatorin normu
T ()]
IT| = sup

L S e
w20 ||7]]

olarak tanimlanir.
f X — C smurh lineer fonksiyonelinin normu

11l = sup{[f ()] / ||=[| - « # 6}

olarak verilir.



(P den (7 ya bir A = (anx) (n,k =0,1,2,...) matris déniigiimiiniin normu ise
a\ 1/a
sl = (X[ Soan| )
n k

1411, = sup (I1Az, : llell, < 1)

olmak tlizere

seklinde tanimlanir.

X normlu uzayimi Y normlu uzayina dontigtiiren tiim sinirh lineer operatorlerin
kiimesi B(X,Y) ile gosterilir. B(X,Y") bir normlu uzaydir. X = Y olmasi durumunda
sadece B(X) notasyonu kullanilir. Yani, B(X), X bir normlu uzay olmak {izere X
"den X ’e tanimli tiim sinirh lineer operatorlerin normlu lineer uzayidir.

Tanim 2.1.10 (Matris Doniisiimii)
X #0,Y # 0, w uzaymin herhangi iki alt kiimesi ve
A= (an) ;(n,k=0,1,2,...)
kompleks sayilardan olugan bir sonsuz matris olsun. Bir # = (x) € X dizisinin Az
doniisiim dizisi her n € N° icin

o0

Ap(x) = Zankxk

k=0
yakinsak serisi ile verilen (A, (z)) € Y dizisidir. A 'ya X ’den Y igine bir matris
doniigimii ve Az ’e de x 'in A—doniigiim dizisi denir. (X,Y) ile X ’den Y igine
olan biitiin matrislerin siifi, (X,Y, P) ile de X ’den Y igine limiti koruyan, yani

lim A,, (z) = limz,, olan biitiin A matrislerinin simfi gésterilir. Burada (X,Y, P) C
(X,Y) dir.

Tamim 2.1.11 (Konservatif Matris)

A = (ank) sonsuz bir matris olsun. Eger A matrisi yakinsak her diziyi
yakinsak diziye doniigtiiriiyorsa, A matrisine konservatif matris denir ve A € (¢, ¢)
seklinde gosterilir (Maddox,1970).

Teorem 2.1.1 (Silverman-Toeplitz)
A = (a,)) matrisinin konservatif olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar,
(1) sup>_ |ank| < o0
n k=0

(73) lm a,, = ag
n—oo



oo
(797) lim > an = a

olmasidir.

Tamim 2.1.12 (Regiiler Matris)

A = (ayx) sonsuz matrisi verilmis olsun. Eger A matrisi yakinsak her diziyi
yakinsak diziye limiti koruyarak doniigtiirtiyorsa, A matrisine regiiler matris denir ve
A € (¢, ¢, P) seklinde gosterilir (Maddox, 1970).

Teorem 2.1.2

Bir A = (a,) sonsuz matrisinin regiiler olmas i¢in gerek ve yeter sartlar,

o
(1) sup>_ |ank| < o0
n k=0

(17) lim Y ane =1

(#7i) Her k i¢in lim ap, =0

n—0o0
olmasidir.
Tanim 2.1.13
e}
> an, sonsuz bir seri ve bu serinin kismi toplamlar dizisi (s,) olsun. Ayrica
n=0

A = (ang).—p sonsuz matrisi verilsin. (s,) dizisinin A—doéniigiim dizisini (¢,) ile

gosterelim. Yani,
o

tn = Zanksk (21)
k=0
olsun. Bu durumda A, diziden-diziye bir doniigiim tanimlanir. Eger (¢,,), bir s limitine

yaklagiyorsa, o zaman (s,) dizisi veya »_ a, serisi s 'ye A toplanabilirdir denir. Bu

n=0
oo

caligma boyunca aksi belirtilmedikge > a, ile ) a, sonsuz serisi ve (s,) ile de bu
n=0
serinin kismi toplamlar dizisi gosterilecektir.

Teorem 2.1.3

A = (ayn) sonsuz bir matris olmak iizere (¢,), (2.1) deki gibi tanimlansin.
Eger A regiiler ise ve Y a, sonlu bir s limitine yakinsiyorsa, t, — s dir (Zygmund,
1979).

Tanim 2.1.14 (Alt Ucgensel Matris)



k,n € N° olmak iizere k > n icin a,, = 0 elemanlar ile tamimlanan A =
(@nk) sonsuz matrisine alt tiggensel matris denir (Boos, 2000).

Tamim 2.1.15 (Diagonal Matris)
d, ,k=nise
ok = { 0 ,k#nise (k,n €N)
ile tamimlanan D = (d,, ;) matrisine diagonal matris denir (Boos, 2000).
Tanim 2.1.16 (Normal Matris)

T = (tn) sonsuz bir matris olsun. 7" = (t,,) matrisi alt {iggensel bir matris
ve her n € N icin t,,, # 0 ise yani T matrisinin kosegen elemanlar: sifirdan farkl ise
T matrisine normal matris denir (Boos, 2000).

Tanim 2.1.17 (Birim Matris Doniigiimii)

I = (apk);_o sonsuz bir matris olsun. k,n € N° olmak tizere, eger n = k
icin ap, =1 ven 7é k igin a,r = 0 ise I matrisine sonsuz birim matris denir. (s,)
kismi toplamlar dizisi ile verilen ) a,, sonsuz serisinin sonsuz birim matris yardimiyla
tanimlanan /— doniigim dizisi I,,(x) = s, olur.

Tanim 2.1.18 (Abel Yakinsaklik)

(an)y kompleks sayilarm bir dizisi olsun. Eger

r—1—

lim (1 —x) Zakxk =1L
k=0

limiti varsa (a,), dizisi L 'ye Abel Yakinsaktir denir ve (A) yakinsak seklinde yazilr.
>~ a, sonsuz bir seri ve (s,) bu serinin kismi toplamlar dizisi olsun. Eger (s,), dizisi
L ’ye (A) yaksak ise > a, serisi L 'ye (A) yakinsaktir (Powell ve Shah, 1988).

Tanim 2.1.19

f(z) ve g(z) iki fonksiyon ve xy bir sabit nokta olsun. g(x) fonksiyonunun
xo noktasiin bir agik araliginda pozitif ve siirekli oldugunu varsayalim.

(i) Eger zo noktasmin agik araliginda |f(z)| < Kg(x) olacak sekilde bir K sabiti
varsa, © — xo iken f(z) = O(g(x)) dir.

(17) Eger lim % =0 iken z — ¢ iken f(z) = o(g(x)) dir (Powell ve Shah, 1988).

T—rT0

Tanim 2.1.20 (Cauchy Carpimi)
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o o0 k
Zak ve Zbk serileri verilsin. k = 0,1, ... i¢in ¢, = Y a;jb,_; olmak tizere
k=0 k=0 7=0
> ¢ serisine bu serilerin Cauchy ¢arpimi denir. Eger Zak =Ave ) b, = Biseve
k=0 0 k=0
bu serilerin biri mutlak yakinsaksa bu taktirde ¢, = AB dir (Boos, 2000).

k=0
Tanim 2.1.21 (Gamma Fonksiyonu)

I' (z) ile gosterilen Gamma fonksiyonu Re(z) > 0 olmak iizere,
I'(x)= /t””_le_tdx
0

ile tanimlanir. Gamma fonksiyonu 6zel olarak n bir pozitif tam say1 ise, o zaman
F'n+1)=nl,n=1,2,..
olur. Ayrica Re (z) > 0 olmak {izere,
I'(z+1) =2l (x)
ozelligi de saglanmaktadir (Wade R.William, 2004).

Tanim 2.1.22 (Beta Fonksiyonu)
B(z,y) ile gosterilen Beta fonksiyonu Re(x), Re(y) > 0 olmak tizere,

1

B(z,y) = /tx_l(l — )Y dt

0

ile tamimlanir (Wade R.William, 2004).

Teorem 2.1.4
z,y € (0,00) ise,

1

o1 y—1 _F($)F(y>
[t (- tytar =Y

dir (Wade R.William, 2004).

Tamim 2.1.23 (Binom Katsayilar:)
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B E€R ver e N icin binom katsayilari,

6] o —B(ﬁ_l)"jﬂ_vﬂ) ;v # 0 ise
v )’ 1 ,v =20 ise

seklinde tanimlanir ve agsagidaki esitlikler saglanir.

m)(ﬁ>:mﬁ%f:<ﬂfu)(ﬂ“eN%bofugm

[

(b) f)zO(ﬁ,uENo ile v > B)

(
(c)(y?l)—i-(f):(ﬁ—:l) (BeR ve veN)
( -

"fn—v+y—1 v—k+0—-1Y\ (n—k+y+di-1
(f);:}ﬁ( n—uv >< v—k N n—k
(n,keNile k <n vey,d €R)
(a) , (b) , () ve (d) durumlar1 binom katsayilarmin tammlaridan ¢ikiyor.

(e) Herhangi bir § € R i¢cin N den N + 1 e tiimevarim adimlar ile bu durumu
ispatlayabiliriz. n = 1 ve n = 0 i¢in dogrudur. Jimdi n = N igin dogru oldugunu
kabul edelim.

i(erﬁ—l):(N]—vF@)

dir. n = N + 1 i¢in,

olur. Ciinkii,
v B—1 al v+5—1 N+ 8
(") - Z( )+ (¥30)

v=0
N+p N+p
N+1

) [tiimevarim hipotezi]
N1 ) [hipotez (c)]

12



dir.
(f) [tl <1 igin,

Z(n+3_1>tnz<1—lt>7

n

Z(n+z_1)tn:rlws

n

ve

yakinsak kuvvet serilerini gézoniine alalim. Bu serilerin cauchy ¢arpimlar: alindiginda

kesinlikle yakinsak olur.
S (" e
n

n

Z(n+2_1)tn_an

n

ve

olsun. O halde,
1 n
_ Z i(v—l—i—l)tv(n—zi—z—l)tnU)

n v=0
B = v+0—1 n—v+vy—1 n
S )

_ Z("”:fs‘l)tn (¢ < 1)

n

Katsayilarin kargilagtirmasi ile

53 v4+6—1 n—v4y—1Y\ [ n+y+d—1
~ v n—uv o n

dir. n yerine n — k yazarsak,
n—k+y+4i-1 B nz_k v4+90—1 n—k—v+vy-—1
n—k - v n—k—w

RS (v—k+5—1)(n—v+7—1)
N v—Ek n—uo
%
olur. O halde,

n—k+vy+0—-11Y\ ~(v—k+d6—1 n—v+vy—1
n—k n —~ v—Fk n—uv

olur (Boos, 2000).H
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Tanim 2.1.24 (Cesaro Toplanabilme Metodu)

Lk <nise
— n+l1 777 —
Cnl {O k> n ise (k,n €N)

elemanlari ile taniml alt {iggensel sonsuz matrise Cesdro matrisi denir ve (C, 1) ile
gosterilir. > ay, (s,) kismi toplamlar dizisi ile verilen sonsuz bir seri olsun.

n

1
n — v 2.2
On= gD (2:2)

v=0

ile tanimlanan diziden-diziye doniigiime, (s,,) dizisinin Cesaro ortalamasi denir. Eger
lim o, = s ise, ) _ a, serisi s degerine (C, 1) toplanabilirdir denir (Boss, 2000).

n—o0

Teorem 2.1.5
(C,1) Cesaro metodu regiilerdir (Boos, 2000).

Tamm 2.1.25 ((C, o) Toplanabilme Metodu)

k,neN E = (QH)(QZZ!)“'(O‘JF"), E§ =1 ve a > —1 olmak iizere,

Eafl
(@) . —Fa- HU S nise
Cpo "= n .
0 ,U > n ise

elemanlari ile tanimlanan matrise a—inci mertebeden Ceséro matrisi denir ve (C, «)
ile gosterilir. o2 ile (s,,) dizisinin a—mc (o > —1) mertebeden Cesaro ortalamasimin
n—inci terimini gosterelim. Yani,

« 1 - a—1
on = B UZ:O E " s, (2.3)

olsun. Eger lim 0% = s ise, > a, serisi s degerine (C, ) toplanabilirdir denir. o = 1
n—o0

ozel durumunda (C, 1) elde edilir. (C, 1), birinci mertebeden Ceséro ortalamasidir.
Ayrica (C,0) = I dir (Boos, 2000).

Teorem 2.1.6

(C, ) Cesaro matrisi o > 0 ise regiilerdir, fakat o < 0 ise konservatif veya
regiiler degildir (Boos, 2000).

Tamim 2.1.26 (N6rlund Toplanabilme Metodu)

P,:=po+pi+p2+...+p.#0 (n €N olmak iizere p = {p,} € w olsun.

Pnck < nise
_ ) B kS 0
P - {0 k> nise (k,n € N7)
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ile tanimlanan (N, p) := (N, p,) := (pnr) matrisine Norlund matrisi denir.

1 n
t, = Fn ;pn—vsv (24)

ile verilen déntigiime (N, p,) Norlund ortalamasi denir. Eger limt, = s ise, > a,
n—oo

serisi s degerine (IV,p,) toplanabilirdir denir (Hardy, 1949).

Teorem 2.1.7

po>0 vep, >0 (neN) olsun.

(a) (N,py) Norlund metodunun konservatif olmasi igin gerek ve yeter sart (p,/P,) €
¢ olmasidir.

(b) (N, p,) Norlund metodunun regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter sart (p,/P,) € ¢
olmasidir (Boos, 2000).

Tanim 2.1.27 (Riesz Toplanabilme Metodu)

po > 0,p, >0 (keN) ve B, := > pr (n €N olmak iizere p = (py) reel
k=0
bir dizi olsun.

B < nise
I P, v = 0
Thk 1= n . k.neN
nh {O Jk > n ise (k. )

elemanlar ile tammlanan (R,p,) := (N, p,) := (r,;) matrisine Riesz matrisi veya
agirlikli ortalama matrisi denir.

1 n
T, = anpvsv (2.5)

ile verilen diziden-diziye doéniigiime (R, p,) Riesz ortalamasi veya (N, pn) agirlikli
ortalama dizisi denir. Eger 71113)10 T, = sise, > a, serisi s degerine (R, p,) veya (N, p,)
toplanabilirdir denir (Hardy, 1949).

(N, p,) ve (W, pn) ortalamalarinda her n i¢in p,, = 1 alimirsa (C, 1) ortalamasi
elde edilir. En basit doniigiim olan I birim dontisiimii bir Norlund ortalamasi olarak
ifade edilebilir. Fakat Riesz ortalamasindan birim doniigimi elde edilemez.

Eger (N, p,) Norlund metodunda o € R, —a ¢ N olmak {izere

» :Ea_lz(n—l—a—l)

n
almirsa (N, p,) = (C, a) olur. Burada E2, |z| < 1 icin (1 —2)~*" kuvvet serisinin

aciimindaki ™ in katsayisidir. Yani (C,a) metodu Nérlund metodunun 6zel bir
durumudur.
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Teorem 2.1.8

(a) (R,pn) Riesz matrisi konservatiftir.

(b) (R,pn) Riesz matrisinin regiiler olmasi igin gerek ve yeter sart n — oo iken
P, — oo olmasidir (Boos, 2000).

Tamim 2.1.28 (Hélder Metodu)

(C, 1) birinci mertebeden Cesiro metodu ve a@ € N° olsun. a > 1 olmak
tizere H,, := (C,1)" yani Hy := I ve H, := (C, 1) H,_; matrisine a—mc1 mertebeden
Holder matrisi denir. Bu matris yardimiyla tanimlanan dontisiime de Holder Metodu
denir. Buradaki iki matrisin ¢carpimi bilinen matris ¢arpimidir. Birinci Holder orta-
lamasi (C,1) dontigiimiidiir (Petersen, 1966).

Cesaro matrisleri 6zel Norlund matrisleri olmasina karsin Holder matrisleri icin
H, = (C,1) hari¢ béyle bir durum yoktur.

Tanim 2.1.29 (Hausdorff Metodu)

= () €Ew ve A, Apy = pip — typrs A" (1) = A (A" 1py) ile tanmlanan
fark operatorii olmak tizere

n —k .
" < k<
- (k‘)A o ,0<k<nise (k:,nGNO)
0 k> n ise
ile tanimlanan (H,u) := (H,p,) := (h,) matrisine Hausdorff matrisi denir. Bu

matris yardimiyla tanimlanan doniigiime Hausdorff metodu denir (Hausdorff, 1921).
Hausdorff matrisi kosegen elemanlar1 h,, = u, olan bir alt licgensel matristir.
Hausdorff matrisinde her n € N i¢in g, = 1 alirsa [ birim matrisi elde edilir.
-1
Eger Hausdorf matrisinde her bir & € R, —a ¢ N i¢in p,, = " ;; “ aliirsa
(C, ) Ceséro metodu elde edilir. Yani (C, o) metodu Hausdorff metodunun 6zel bir
durumudur.
Hausdorff matrisinde o € N° i¢in (p,,) = (1/(n+ 1)%) alimirsa Holder matrisi
elde edilir. Yani herhangi bir o € N° igin H, = (H,1/ (n + 1)) olur. Herhangi bir

a € C i¢in Holder matrisi Hausdorff matrisi yardimiyla agagidaki gibi tanimlanir.

Teorem 2.1.9

Herhangi bir o € C i¢gin H, = (H,1/(n +1)%) matrisi a—inc1 mertebeden
Holder matrisi ve iligkili matris metodu da a—1inc1 mertebeden Holder metodu olarak
adlandirihr (Boos, 2000).

Teorem 2.1.10
Herhangi bir a > 0 igin H, Holder matrisi regiilerdir (Boos, 2000).
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Teorem 2.1.11

Her bir @ > —1 i¢in (C, «v) Ceséro ve H, Holder metotlar: denktirler (Boos,
2000).

Tanim 2.1.30 ((F,1) Euler Metodu)

> a,x™ kuvvet serisi, kiigiik « degerleri igin yakinsak ve orjin ile = 1 nok-
n=0
tasini igeren agik ve baglantili bir bolgede tek degiskenli analitik bir f(z) fonksiyonu
tammlasin. Eger f(1) = s ise s 'ye Y a,, serisinin E toplami denir.

Dogal olarak s degeri segilen bolgeye bagl olabilir. Kabul edelim ki, > a,x™ serisi

n=0
kiigiik « degerleri i¢in yakinsak ve
x
xr = ve y =
1—y Y71 +u
olsun. x =1 icin y = % her iki ifade de gecerlidir. Buradan,
x.f(x) = Zanx”’q = apr + ay2° + apx® + ..
n=0
2 3
= Qo y —I—(Il y 2—|—CLQ y 3+
1=y (1-y) (1—-y)
_ Z%Z(pm ) i
p=0 m=0
[e.e] o n
. n+1
= >d (1, ) v
p=0 n=p
_ n+1 n
- Zoy 2 ( n=p )
n= p=0
oo N n n
=3y )
n=0 p=0
olur. Boylece, kiiclik y degerleri i¢in,
by = ag ve bn:ao%—al(?)—i—ag(g)—i—...qLan (2.6)
olmak iizere o
v fl) = by
n=0

elde edilir.
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oo
v n+1 . . o 1 = = o . .
Eger » Obn Y™ serisi y = 5 i¢in yakinsak ve serinin toplam s ise
n—=

1 1 1 1
by 4 b+ =by+...= Y —b, =
o0 Tyt ghet ;2%1 °

olur. s 'ye Y a, serisinin (F,1) toplami denir.

Tamim 2.1.31 ((£, ¢) Euler Metodu)

q > 0 i¢in

olmak iizere, eger

Za%) =A

ise Y a, serisi A degerine (F,q) toplanabilirdir denir (Hardy, 1949).
g =11igin (F,1) ve ¢ = 0 igin bilinen yakinsaklik kavrami elde edilir.

Teorem 2.1.12
(E, q) metodu regiilerdir (Hardy,1949).

Tanmim 2.1.32

(6™), (2.2) deki gibi tanmimlanmak tizere, eger (¢,,) sinirh salinimh bir dizi ((o,,) € BV)

ise yani
(o9}
Z |on — On1]| < 00
n=1

ise, > a, serisi mutlak Cesaro toplanabilirdir veya kisaca |C, 1| toplanabilirdir denir
(Fekete, 1911).

Tanim 2.1.33

(a2), (2.3) deki gibi tammlanmak {izere, eger

oo
§ (0% (0%

‘O—TL - O—n—l‘ < OO
n=1

ise, > ay, serisi |C, | toplanabilirdir denir (Fekete, 1911).

Tanim 2.1.34
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(c%), (2.3) deki gibi tanimlansm. k& > 1 olmak iizere, eger
= k—1| _« a k
Zn ‘an — Unﬂ‘ < 00 (2.7)
n=1

ise ) ay, serisi |C, a|, toplanabilirdir denir (Flett, 1957).
7%, {na,} dizisinin a—mc (o > —1) mertebeden Cesaro ortalamasinin n—inci
terimini gostersin. Yani,

1 n
a a—1
Ty = o E ES" va,
v=1

n

olsun. Ayrica Kogbetliantz (1925) tarafindan
v = n(of — 0% )

oldugu gosterilmigtir. Dolayisiyla (2.7) sart1

[e.9]

1
ZE 179" < o0 (2.8)

n=1

sartina denktir. k& = 1 6zel durumunda Tanim 2.1.34 de verilen |C, | toplanabilme
metodu elde edilir.

Tanim 2.1.35
(o), (2.2) deki gibi tammlansim. & > 1 olmak {izere, eger

o
anil loy, — O’n_1|k < 00

n=1

ise ) a, serisi |C, 1|, toplanabilirdir denir. k£ = 1 6zel durumunda Tanim 2.1.32 de
verilen |C, 1] toplanabilme metodu elde edilir.

Teorem 2.1.13 (Holder Esitsizligi)

p>1, %4— % =1, ay,as,....,a, >0 ve by, by,...,b, >0 olsun. Bu taktirde,

n n 1/p n 1/q
S (o) (3]
k=1 k=1 k=1

olur (Maddox, 1970).

Teorem 2.1.14 (Minkowski Esitsizligi)

p>1,ay,as,...,a, >0 ve by, bs,....,b, >0 olsun. Bu taktirde,

n 1/p n 1/p n 1/p
(Senr) = () (2

k=1

olur (Maddox, 1970).
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2.2 Double Diziler

Bu kisimda, double dizi uzaylari1 ile double dizilerdeki yakinsaklik kavramlar:
hakkinda bilgiler verilecektir. Double dizilerde birden fazla yakinsaklik cesidi vardir.

Tanim 2.2.1 (Double Dizi)

K, reel ve kompleks sayilarin bir cismi olmak tizere

f : N'xN — K
(m7n) — f(mvn):xmn

seklinde tanimlanan f fonksiyonuna bir double indisli dizi denir (Boos, 2000).

Bundan sonraki kisimlarda double indisli dizi yerine kisaca double dizi veya
sadece dizi ifadesi kullanlacaktir. Herhangi bir « = (z,,,) double dizisinin z,,, ele-
manlari,

Too Tor Lo2 --- Ton
1o T11 Ti2 ... Tin
Too T21 T22 ... Ton
Tmo Tml Tm2 --- Tmn

seklinde bir tablo olarak diigtintilebilir. 2 ile kompleks veya reel terimli biitiin double
dizilerin ciimlesini gosterilecektir. Buna gore;

Q={z=(zm) 2 N"x N — K, (m,n) = zp, = z((m,n))}
olup bu climle Vm,n € N i¢in x,,,, € C, Vo € K ve Vz,y € Q icin,
T4+ Y= (Tmn + Ymn) ve ax = (@)
iglemleri altinda bir lineer uzaydir (Boos, 2000)

Tanim 2.2.2 (Double Dizilerde Simirhlik)

T = (Zynn) kompleks terimli bir dizi, Img € N° olmak {izere

SUP || < 00
m>mg,neNO

oluyorsa x dizisine smirhdir denir (Boos, 2000).
Bitiin sinirhi double dizilerin ctimlesi,

M, = {:c = (&mn) € Q1 [[2]] g = sup [Tmn| < 00}

m,neN

seklinde olup, bu uzay ||-||,, normu ile bir banach uzay1 tegkil eder.
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Tanim 2.2.3 (P-Yakinsakhk)

T = (Tymn) kompleks terimli bir dizi ve [ € C olsun. Her € > 0 igin m,n > kg

oldugunda,
|Tmn — 1] < €
olacak gekilde bir kg = ko(e) dogal sayisi bulunabiliyorsa, x = (,,,) dizisi, [ sayisina
Pringsheim anlaminda yakinsak ve [ degerine de z dizisinin Pringsheim limiti denir.
Pringsheim anlaminda yakinsak bir x = (x,,,) dizisine kisaca P—yakinsak dizi denir
ve limiti de
P—limz,,, =1
ile gosterilir (Altay, 2002).
Pringsheim anlaminda yakinsak dizilerin ctimlesi,

Co={r=(Tmn) € QN e€CVe>03ko e NVm,n > ko> |xp, — | <ce}

biciminde ifade edilir. C), climlesi ¢ift dizilerin koordinatsal toplami ve skalerle carpma
islemleri altinda bir lineer uzay olup,

= 1l
l2lle, = Yim sup |l

yar1 normlu ile bir tam uzay tegkil eder (Moricz, 1991).

Pringsheim anlaminda yakinsak bir ¢ift dizi, sinirli olmak zorunda degildir. Pring-
sheim anlaminda [ noktasina yakisak ve sinirh bir = (z,,,) dizisine, [ noktasima
Pringsheim anlaminda sinirhh  yakinsak dizi denir. Bu sekildeki dizilerin ctimlesi,

Cyp = {x = (zm) € Cp : ||z]| o, = sUp |Zmn| < oo} =C,NM,

m,n>0
ile gosterilir (Moricz, 1991).

Tanim 2.2.4 (Regiiler Yakinsaklik)

Pringsheim anlaminda [ noktasina yakinsak ve lim,, z,,,, (n € N) ile lim,, z,,,,
(m € N) limitleri mevcut olan x dizisine, [ noktasina regiiler yakinsaktir denir. Regiiler
yakinsak bir = (z,,) dizisi i¢in lim,, lim,, 2,,,, ve lim,, lim,, z,,, limitleri mevcut ve
Pringsheim limitine egittir.
Regiiler yakinsak dizilerinin ctimlesi

Cr={z = (xmn) € Cp : Vm € Nicin (z,,,),, € ¢ ve Vn € Nicin (z,,,,), € ¢}

seklindedir. Regiiler yakinsakligin Pringsheim anlaminda yakinsakliktan farki, bir
¢ift dizinin yakinsakligimin dizinin sinirhligini gerektirmesidir (Altay, 2002).

Tanim 2.2.5 (P- Cauchy )
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Verilen her € > 0 i¢in m, n, p, ¢ > kg oldugunda
|Zn — Tpg| < €

kalacak sekilde bir ko = ko(¢) dogal sayist varsa, = (&,,,) kompleks terimli dizisine
bir P—Cauchy dizisi denir.

Kompleks terimli bir z = (x,,,) dizisinin P-yakinsak olmasi i¢in gerek ve
yeter sart P—Cauchy dizisi bulunmasidir (Altay, 2002).

Tamim 2.2.6 (Alt Dizi)

fN'xN —» K
(m,n) — f(m,n) = Tmn
dizisi verilmig olsun.
1:N—-N
m — i(m) = iy,
ve
j:N—=N
n—j(n) = jn
artan fonksiyonlar (diziler) olmak tizere,
h:NxN-—=NxN
(m,n) = h(m,n) = (im, jn)
seklinde tanimlayalim. Bu durumda,
foh:NxN—= X
(m,n) = foh(m,n) =ux,;,

bileske fonksiyonuna (z,,,) dizisinin bir alt dizisi denir (Altay, 2002).

N x N cilimlesinin sonsuz ¢oklukta (i,,,J,) dizisi bulunabileceginden, bir (z,,)
dizisinin sonsuz g¢oklukta alt dizisi vardir. Burada alt dizi, orjinal diziden satir ve
stitunlar1 atmakla elde edilir. (x;,,;,) alt dizisinin her teriminin (z,,,) dizisinin bir
terimi oldugu aciktir.

Yakinsak bir ¢ift dizinin her alt dizisi de yakinsaktir.

Tanim 2.2.7 (Monoton Dizi)

m < m' ve n < n' oldugunda $,,, < Sy oluyorsa, (Sp,,) dizisine monoton
artan, m > m’ ve n > n’ oldugunda $,,, > Sy oluyorsa, (S,,) dizisine monoton
azalandir denir (Iyer, 1985).
Monoton cift diziler hakkinda teoremler, monoton tek diziler hakkindaki teorem-
lere ayni yapiya sahiptir.
Artan bir ¢ift dizi tistten sinirh ise limiti supremumuna, azalan bir ¢ift dizi
alttan smirli ise limiti infimumuna esittir.
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Tanim 2.2.8 (Double Seri)
(Tmn) double dizisi verilmig olsun. Simdi,
S = DD
i=0 j=0

seklinde tamimlanan (s,,,) dizisini gozoniine alalim. Bu durumda, ((Z,,), (Smn))
ikilisine bir double seri denir. x,,, terimine serinin genel terimi, (s,,,) dizisine de
serinin kismi toplamlar dizisi denir. Eger (s,,,) kismi toplamlar dizisi bir s sayisina
v—yakinsak (v € {P,r}), yani

m n
v — lim E E Tij =S
mn
i=0 j=0

ise, ((Tmn) , (Smn)) serisi v—yakinsak ve serinin v—toplami s ’dir denir.
Yakinsak olmayan seriye iraksak seri denir.
Genel terimi x,,, ve toplami s olan yakinsak seri

o0 oo
DD mn=s
m=0n=0
seklinde gosterilir. Seri ister yakinsak ister iraksak olsun genel terimi z,,, olan seri
oo [e.9]
2D @
m=0n=0

ile gosterilir (Altay, 2002).
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Bolum 3

RIEMANN STIELTJES
INTEGRALLERI VE SINIRLI
SALINIMLI UZAYLAR

3.1 Siarhh Salinimhi Fonksiyonlar

Tanim 3.1.1 (Bir Araligin Boliintiisii)
() [a,b] kapah arahg: verilsin. n pozitif bir tamsay1 olmak {tizere,
a=20<T1<T9<..<x,=0>0
sartim saglayan xq , ©1 , T3 , ..., T, noktalar1 yardim ile [a, b] araligin,
[0, z1], [T1, 23], .-, [T1, Tn)
alt araliklara bolelim. o = {a = z¢, 1, 22, ..., T, = b} kiimesine [a, b] araliginin
bir boliintiisti, parcalanigi veya boliinti kiimesi denir.
(77) 1 <i < nolmak tizere [x;_1, z;| araligimn uzunlugu Ax; = x; —x;_; ile gosterilir.
o ={a= w9, 11,22, ..., T, = b} boliintiisi ile olugturulan,
[0, 1], [T1, 2] 5 ey [T, T
alt araliklarinin uzunlugu sirasiyla,

Axy,Axsy ..., Az,

olur. Bu uzunluklarin en biiytigiine yani |z; — x;_1| in maksimumuna o boliintiisiiniin
normu denir ve |o| ile gosterilir.
(7i1) Eger,
b—a
n
ise o kiimesine [a, b] arahgimin diizglin boliintiisi denir.

Ary = Axyg = ... = Ax,, =

24



Bu tanimdan da anlagilacagy gibi [a, b] araligimin sonsuz sayida alt bolintiisii bu-
lunabilir. Ayni sey diizgiin boliintii i¢in de gegerlidir. Ancak, belirli bir n sayist igin
diizgiin boliintiiniin bir tane oldugunu unutmamak gerekir.

Ornek 3.1.1
(7) [0,5] araligim gézontine alahm. o = {0, 1,3,4,5} bolintii kiimesi ile bu aralik,
0,1],[1,3],[3,4], [4, 5]
seklinde alt araliklara ayrilir. Burada sirasiyla,
Ary =1, Axo =2, Aas =1, Axy=1

yazilir. Buna gore o boliintiistiniin normu |o| = 2 olur. Araliklarin uzunluklar
esit olmadigindan bu boliinti diizgiin degildir.

(71) [0, 5] araligim 4 esit alt araliga bolelim. Bu durumda her bir alt araligin uzunlugu

Ax; = % = % olacaktir. Boliintii kiimesi 0 = {0, 2,2 532 5} olur. Bu bir

diizgiin boliintidiir. Bu boliintiiniin normu |o| = 2 diir.

(#47) [1,3] arahm uzunlugu 2 olan, n esit alt araliga bolersek, bolinti kiimesi o =
{1, 1+ %, 1+ 2.% sy L4 n% = 3} olarak yazilir. Bu verilen aralik i¢in diizgiin
bir boliintidiir. |o| = 2 dir.

Tamim 3.1.2 (Riemann Toplam)

f, [a,b] kapali araliginda tanimh sinirh bir fonksiyon ve
o={{a=uz9,11,...,2, = b}
bu araligin bir boliintiisii olsun. Ayrica,

/ / / /
To <1y <X, 11 S Xy ST,y T ST ST, Ty ST, STy

olmak tizere x|,z ..., 2%, ..., x} noktalarini gdzoniine alalim. Bu durumda,

) 1)

Ry (f.0) = f(2}).Ax1+ f(ay).Awy + f(a).Avg +...+ f(2],). Az, = Zf ).-Az;
(3.1)

toplamima f fonksiyonun [a, b] kapal arahgindaki Riemann toplam denir. ), 25, ..., 2/,
noktalar1 degistigi zaman bazi fonksiyonlar i¢in f(x}), f(z5), f(25), ..., f(2,) degerleri
de degisebileceginden (3.1) toplamuda degisebilir. Bu toplami R, (f, o) ile goster-
ilmesinin nedeni bu toplamin ¢ béliintiistine ve f fonksiyonuna bagh olarak degistigini

vurgulamaktir.

Ornek 3.1.2
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[1,2] kapali araliginda f(z) = 2? fonksiyonunu gozoniine alalim.

1 2
0:{1,1+—,1+—,...,2}
n n

bu araligin diizgiin bir boliintiisti olsun. R, (f, o) toplamim

1 2 2n — 1
Pi=1 ab=1+— af=1+— ..., 2, = "
n n n
i¢in elde edelim.
Verilenlerden,
1
Axry = Axyg = ... = Ax,, = —
n
ve ) )
n+1 2n — 1
! = 1 ! == ! -
f(wl) ) f(xQ) ( n ) ) ’ f(wn) ( n )
oldugundan,
Ry (f,0) = F(&}). Az + F(ah) As + f(a).Azs + . + f(2]). A,
1 (n+1)2 1 (2n—1)2 1
=1-+ — 4.+ —
n n n n n
bulunur.

Tamm 3.1.3 (Riemann Integrali)

f, [a,b] kapali araliginda tanimhi ve simirli bir fonksiyon ve

o={xg,x1,...,Tp}
bu araligin bir béliintiisii olsun. Ayrica,

£L‘i - [ZL‘i_l, LL'Z]

olmak tizere x|, 2, ..., 2%, ..., 2, noktalarini gozoniine alalim. Bu durumda,

aey 'z

yazilabilir. Eger bu gosterimin limiti varsa f fonksiyonunun [a, b] kapal araliginda
b

Riemann anlaminda integrallenebilirdir denir ve / f(z)dz ile gosterilir. Bu sembold-

a
eki a ya integralin alt sinir1, b ye integralin iist sinir1 denir. Bu tanima gore,

b
Ve > 0 i¢in 36 > 0 dyle ki |o] < § igin Zf(m;)(AxZ) — /f(m)da: <e

i=1 @
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veya

\0|—>0

b
/f(a:)dm = lim Zf (Axy)

olur. Buradaki limit z} noktasina bagl olarak degismez. ¢ nmn normu |o| — 0
oldugunda boliintii kiimesinin eleman sayisi sinirsiz artarken her 7 igin (x; — x;_1)
sifira dogru gider. Yani,

lo| = 0 < n — +oo ve her 7 igin (z; —z;-1) — 0

seklinde yazariz. |0 — 0 olmasi halinde keyfi bir boliintii diizgiin bir boltintiiye
yaklagir (Hildebrandt, 1963).

Tanim 3.1.4 (Merdiven Fonksiyonu)

f i [a,b] — R fonksiyonu bir merdiven fonksiyonudur. < [a, b] nin &yle bir
o parcalanmasi vardir ki f fonksiyonu [a, b] nin her agik alt aralig: tizerinde sabittir.

[a,b] tzerinde tammli merdiven fonksiyonlarmin kiimesi M [a, b] ile gosterilir
(Balc, 2003).

Tamm 3.1.5 (Ust ve Alt Darboux Toplami)

f i [a,b] — R fonksiyonu sirh olsun. [a,b] arahgimmm o = {zg, x1, ..., T, }
boliintiisi i¢in,
My, =sup{f(z) : 2p—1 <z < x4}
my = inf {f(z) : 21 <z < a4}

olsun. . .
= ZMkAxk ve A(f,0)= kaAa:k
k=1 k=1

toplamlarina sirasi ile f fonksiyonunun o boliintiistine kargilik gelen Ust Darboux
Toplami ve Alt Darboux Toplami adi verilir. Burada,

b

inf U(f b/ xz)dz ve supA(f,o0) = /f(:c)dx

dir (Balcet, 2003).

Tamm 3.1.6 (Ust ve Alt Darboux Integralleri)
f, [a,b] tizerinde tammh ve siirh bir fonksiyon olsun.

b b

/ o)de = inf /s(w)dm s Mla,b

a
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b

Zf(x)dx = ig? [t(a:)dw :t € Mla,bl

sayilarina sirasi ile | Ust Darboux Integrali ve Alt Darboux Integrali denir.

Su halde f fonksiyonunun Ust Darboux Integrali, s > f olmak iizere s(x)dx
integralinin en bityiik alt siir1, Alt Darboux Integrali ise t < f olmak iizere [ t(z)dz

b
a
b
a
integralinin en kiigiik tist siniridir. Bu integraller icin,

b b
/f(m)dm < /f(x)dx
oldugu agiktir. O halde,

f : [a,b] — R fonksiyonu simirli olsun. Eger

7f(x)dx < b/f(a:)dx =1

ise f fonksiyonu [a, b] araliginda Riemann anlaminda integrallenebilirdir denir ve bu

fonksiyonun bu integrali
b

/ f(x)dz

a

ile gosterilir (Balci, 2003).

Teorem 3.1.1 (Riemann Sart1)

f : [a,b] = R smurh fonksiyonunun [a, b] araliginda integrallenebilir olmasi
i¢in gerek ve yeter sart Ve > 0 i¢in,

U(f70-> —A<f,0') <é
olacak sekilde [a,b] nin bir ¢ boliintiisiintin var olmasidir (Balci, 2003).

Teorem 3.1.2

la, b] araliginda siirekli her fonksiyon bu aralikta integrallenebilirdir.

Teorem 3.1.3
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la, b] tizerinde pargali siirekli ve simirli her fonksiyon [a, b] iizerinde integral-
lenebilirdir.

Teorem 3.1.4

[a,b] — R fonksiyonu monoton artan(veya azalan) ise f, fonksiyonu [a, b] de
Riemann anlaminda integrallenebilirdir.

Teorem 3.1.5

f ve g, [a,b] de Riemann anlaminda integrallenebilen fonksiyonlar olsun.

(a) o, B € Rise af ve Bg fonksiyonlar: da [a,b] de integrallenebilirdir ve

b

/ [af(z) + By(x)] do = a]f(fﬁ)dx + Bb/g(fﬁ)dx

a

olur.
(b) f>0ise }f(:v)d:v >0 dir.

(c) f? integrallenebilirdir.
(d) f>0ise+/f integrallenebilirdir.

b
[ f(z)dx

(f) f.g integrallenebilirdir (Balc1, 2003).

(e) |f| integrallenebilirdir ve

b
< []f(x)|dx dir.

Tanim 3.1.7 (Smirhh Salinimh Fonksiyonlar)

f, la, b] arahginda tamimh bir fonksiyon olsun. Eger
= Z | f(@i) — f(@iz1)]

boliintii fonksiyonu o ya gore sinirliise f fonksiyonuna [a, b] iizerinde sinirli salimmlidir
denir. o ya gore g(o) nmin en kiigiik iist siirina ise f nin [a,b] araligindaki total
salimm denir (Hildebrandt, 1963).

Yani,

f fonksiyonu sinirh salinimhdir < [a, b] nin her o parcalanmasi igin

Z |f(z5) = floim)| < M

kalacak sekilde en az bir M sayisi vardir. f : [a,b] — R fonksiyonu simirli salimmh
ise supremum [a, b] nin tiim o boliintiisi tizerinden alinmak iizere,
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VP f=sup Y | f(x:) — flaio)l

i=1
genigletilmis reel sayisia f nin [a, b] arahgindaki total salinimi adi verilir. V? f sonlu

ise f fonksiyonu [a, b] lizerinde simurh salimimlidir. Bununla beraber,
0 nin

g(o) = Z |f(zi) = f(zi1)]

fonksiyonunun o ’ya gore monotonluk ozelligi vardir. Sonug olarak , eger o1 > o9
olacak gekilde o altboliintiisii o9 boltintiisiintin tiim noktalarini kapsarsa ,

n
Ve > 0igin 3 0. > 0 dyle ki 0 > 0. igin V) f =) |f(xi) — flzim1)| <€
i=1
olur.

Simdi yukaridaki ifadenin ortak ozelliklerini ¢ikarmak i¢in limit taniminin 6rnek-
lerini incelersek oncelikle limit kavraminin sadece fonksiyonlar i¢in gegerli olduguna
dikkat etmek gerekir. Bir dizi, tamsayilarin bir fonksiyonudur, integralde ve salinimda
yaklagan toplamlar temel arah@imin altboliintiilerinin fonksiyonlaridirlar. Ikincisi, bu
tanimlarin herbirinde bir gesit sira igerilmektedir. Diziler i¢in tamsayilarin sirasi, x
fonksiyonu i¢in |z — | uzakhg ile verilir. Riemann Integrali icin sira |o| ile verilir
ve total salinim icin oy > o4 siras1 09 C 07 kapsami ile verilir.

lim f(z) =c=Ve >0i¢in 3 2. > 0icin |z — xo| < |xc — x| Oyle ki |f(z) —c| <€

T—T0
ve

b

lim Zf(ac;)(xz —xiq) = /f(x)dx = Ve > 0igin Jo. > 0 |o| < |o.]
lo|—0 Py

b

oyle ki Zf(x;)(xz—xz_l)—/f(x)dx < €

a

olur.

Ornek 3.1.3

f, [a, b] araliginda sabit ise f, [a, b] izerinde sinirh salimimlidir. [a, b] araliginda
f(z) = ¢ sabit fonksiyonu goz oniine alalim. [a, b] araligimn her boliintiist i¢in,

> @) = fzia)| =0
i=1
dir. (Gordon, 2002).
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Teorem 3.1.6

Eger f, [a,b] araligl iizerinde artan ise f, [a,b] araliginda siirh salmimli ve
Vb f = f(b) — f(a) seklinde yazilir.
[a, b] araliginin bir bolintisii {z; : 1 <7 < n} olsun.

n

D @) = f @il = Do (F (@) = flzia)) = f(b) = f(a)

i=1

toplamimi goz 6niine alalim. Bu toplamin teleskobik durumundan, [a,b] araligiin
her boliintiisi i¢in aynidir. Boylece,

Vo f = f(b) = fla) < o0

olur. Boylece, f, |a,b] araliginda sinirli salinmmhdir.
Benzer sekilde f, [a,b] arahginda azalan ise V°f = f(a) — f(b) olur (Gordon,
2002).

Ornek 3.1.4

flx) =

ile tanimlanan f fonksiyonu herhangi bir aralik i¢in sinirli salinimh degildir.
n > 0 ven € Z olsun. [a,b] araligi R de kapah bir aralik olsun. [a,b] nin bir
boliintiist o = {xg, x1, ..., Tny2} alalim. Oyle ki,

0 ,x irrasyonel ise
1 ,x rasyonel ise

n+2

Vit = 3 If (@) = f (i)

dir. zy = a ile tanimlansin. Biz iki reel say1 arasinda bir rasyonel say1 ve bir irrasyonel
sayimin oldugunu biliyoruz. x; ’i a ile b arasinda bir irrasyonel say1 olarak alalim.
2o 'yi, x1 ve b arasinda bir rasyonel say1 olarak alalim. Bu sekilde devam edersek,
Toir1 1, To9; ve b arasinda irrasyonel saylr ve wxg; 'yi x9; 1 ve b arasinda rasyonel
say1 olarak alalim. Sonug¢ olarak, x,,o = b dir. Boylece, a ile baglayan ve daha
sonra b ile bitenekadar rasyonel ve irrasyonel sayilar arasindaki doniigtimlii bir béliim
olugturduk. Simdi, f nin [a, b] arahig tizerindeki bildigimiz salimima,

n-+2

Z |f(zi) — f(zi1)]
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toplamini goz oniine alalim. Boylece,
n+2

Vif> Z |f(z:) — f(zio1)]

n+1
2 Z | f(z:) = fi-1)]

i=2
= |f(x2) = flx)| + o + [ f(@nr1) — f0)]
=|1-0[+|0—1|+..+]|1—0
=1+1+..+1
=n

Boylece, VP f istege bagh olarak biiyiik, bu yiizden V.’ f = oo dur (Gordon, 2002).

Teorem 3.1.7 (Siurli Salinimhi Fonksiyonlarin Cebirsel szellikleri)

[a, b] aralig1 tizerinde f ve g siirli salimimli fonksiyonlar olsun. Bu taktirde,

1. f, |a,b] tizerinde smirhdir.
2. f, la,b] nin her kapal alt araliginda sinirh salimimhdir.
3. k bir sabit olmak iizere kf, [a, b] lizerinde smirh salinimhdir.

4. f+g ve f—g, [a,b] araligr lizerinde siirh salinimhdir.

5. fg, [a,b] aralig1 tizerinde sinirli salimmhdar.

f

6. Eger é, [a, b] aralig1 tizerinde siirh salmimli ise < [a, b] aralig1 tizerinde sinirh

salimmhidir (Gordon, 2002)

Ornek 3.1.5

Eger f : [a,b] — R, (a,b) nin her kapal alt arahginda simirh salimiml ise,
[a, b] aralig1 tizerinde simirli salimml olabilecegi anlami ¢ikmaz.

1 .
T T # lise

f<x):{0 ,x =1 ise

fonksiyonunu goz oniine alalim. Bu fonksiyon (0,1) araligi {izerinde ve (0,1) in
her kapal altaraligi iizerinde artandir. Eger f,(0,1) araligi iizerinde artan ise f,
(0,1) arahg iizerinde sinirli salinmmuidir. Oysa, * = 1 kdge asimptotu oldugundan

1 ’e yakin boliim noktalar: segerek istedigimiz kadar biiyiik Z |f(z:) — fxizy)]
i=1

toplamini olugturabiliriz. Boylece, Vil f = oo ve f, [0, 1] aralig1 tizerinde simirh salimimh

degildir (Gordon, 2002).

32



Ornek 3.1.6

f(x):{ Yzsin (T) x40 ise

0 ,x =0 ise

ile tanimlanan f fonksiyonu [0, 1] araligi tizerinde simirh salimimh degildir. [0, 1]
araliginin bir boliintiisiinii alalim. Genelligi kaybetmeksizin boliim noktalarinin sayisinin
¢ift oldugunu varsayalim. Dolayisiyla n ¢ifttir. Asagidaki gibi boliintii,

1 9
Tin—ok) =
k43 T2 T o

Tp =1, Toeht1) = , k=1,2,...i¢in xg = 0.

olsun. O halde,

Vof 2 3 IF(@) = fli)]

> Z | f(@2i41) — [(w2:)]

dir. Bu demektir ki, toplamdan her diger araligi kaldiririz. Kalan araliklarda, bu

fonksiyonu bazi uygun 6zelliklere sahiptir. Simdi, diigtintilen araliklarin formu [k+r3’ %2?}

dir. Ayrica dikkat edelim ki, ‘f(Tig)‘ = {525 ve f(z5) = 0 dir. /z artan

bir fonksiyon, f artan veya azalan oldugu zaman, sin(%) etkileyen oldugundan tek
bilegendir. Siniis fonksiyonunun nasil davrandigini bilerek [#3, %2?} formunun her

araligi tizerinde f nin monoton oldugunu gorebiliriz. Boylece,

Volf > Z | f(w2:) — f@2i-1)|

=1

" 1 2
=2 f(k—+3)_f(2k—+3)‘
N2 :i3_ﬁ
— 2k + 3 k:1\3/2k+3

icin dikkat edelim ki her terim bir oncekinden kiigiiktiir. Clinki k& artarken payda
biiyiir. Bu ytizden,

n 3 n
PERCTIES .
p 2k + 3 p vk +3

n+1

1
:;%
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bu p—serisi, p = % icin wraksaktir. Yeterince biiyiik n ler secersek, Z

3! W
k=1
biiyiikk yapmak anlamima gelir. Boylece V(f, [0, 1]) = oo dur. Dolayisiyla, fonksiyon
stirekli olmasina ragmen [0, 1] araliginda siirh salinimh degildir (Gordon, 2002).

toplamini

3.2 Aralik Fonksiyonlar:

[a,b] = a < x < b temel sonlu arahginin X ile ifade edildigini varsayalim.
a <c<z<d<bile tammlanan [c,d] alt araligini da I ile ifade edelim. I = [¢, d]
araligi ¢ < x < d kapali araliklar ile gosterilmesine ragmen, I araliginin kapali, acik
yada yar1 acik olmasi onemsizdir.

Bir aralik fonksiyonunu yada f (I) aralik fonksiyonunun, [a, b] araliginin biitiin alt
araliklari igin bir ¢ok degerli olabilir. Simdi aralik fonksiyonu igin baz 6zelliklerinden
bahsedecegiz. g(x), [a, b] aralig tizerinde sinirh nokta fonksiyonu olsun. Verilen g(x)
i¢in agagidaki aralik fonksiyonlar: ortaya cikar.

(1) ce<zxz<digin f(I) = g(x)

(2a) = € [c,d] igin f(I) = sup g(x)

(2b) = € [c,d] icin f(I) = inf g(x)

(3) f(I) = g(d) — g(c)

(4) f(I) = lg(d) = g(c)|

(5) f(I) = [e,d] arahig: iizerinde,
g(x) fonksiyonunun salimwmi = sup [|g(z1) — g(x2)| : 21,25 € [, d]] = w (g; )
da kapsanan biitiin I’ ler icin (4) integral fonksiyonunun supremumudur.

(6) = € [c,d] igin f(I) = g(x)(d —c) = g(x)L (I)

(6a) f(I) = (supg(z) € [c,d])(d — ¢) = M(d — c)

(60) f(I) = (inf g(z) € [¢,d])(d — ¢) = m(d —¢)

(6c) f(I) =g(c)(d—c) veya f(I) = g(d)(d —c)

(7) f(I) = (g(d) — g(c)) / (d — ¢) tiirevleri ile baglantihidir (Hildebrandt, 1963).

Tanim 3.2.1 (Toplamsal, Ustten Toplansal, Alttan Toplamsal)
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Sonlu sayida alt araliklar1 Iy, I, ..., Iy , dolaylslyla I =L+ 1,+..+ I olan

herhangi bir I araliginin her boliintiisii igin f(/ Z f(I;) ise araliklarin tek degerli

k
fonksiyonuna toplamsaldir denir. Aym sartlar altinda f(I) < Z f(L;) ise f(I) tek

degerli fonksiyonuna iisten yari toplamsaldir denir. Eger f Z f(L;) ise f(I)

tek degerli fonksiyonunun alttan yar1 toplamsal oldugu soylenir. Eger f(I) toplamsal
ise | f(I)| iistten toplamsaldir. Belirsiz Riemann Integrali, arahklarm bir toplamsal
fonksiyonudur. Ornek (6a) alttan yari toplamsal ve (6b) iistten yari toplamsaldir.
Eger f(I), [a,b] nin araliklarn toplamsal fonksiyonu ise f(I), g(z) = f |a, x] nokta
fonksiyonu tarafindan tanimlanir. Ciinkii,

fled = fla,d] = fla, ] = g(d) — g(c)
dir (Hildebrandt, 1963).

Tanim 3.2.2 (Aralik Fonksiyonunun integrali)

a=u1x <z <..<uax,=>bolmak iizere 0 = {9, x1,...,7,} kilmesi [a, b]
araligiin bir boliintiisii olsun. Bu bolintiyid [ : [z,01 <z <z , i = 1,2,...,n
araliklar ile gosterirsek o y1 0 = {1y, I, ..., I, } seklinde de yazabiliriz.

Eger Vx; € 09 = x; € 01 ise yani 05 C 07 ise 01,09 den daha ince veya oy e
09 nin incelmesi denir. Boliintiiyii araliklar kiimesi olarak diigtiniirsek; eger oy in her
araligi o9 deki bazi araliklarin bir alt aralhigi ise o1, 05 den daha incedir denir. Bu
durumda o1 D 04 ise 01 > 09 < 01, 09 den daha incedir seklinde gosterilecektir.

Ornek 3.2.1
[0, 1] arahiginin o1 = {O, %, %, %, %, g, 1} ve 0g = {O, 3 %, 1} parcalanmalari
i¢cin o9 C o7 oldugundan oy, oy nin bir incelmesidir ve || = % < % = |og| dir.

Gergekten de,

AR BB B )

{Jla J27 ‘]37 J47 ‘]57 JG}
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ve

33
g BIED

- {-[17-[27[3}

olup, Va; € 09 = x; € 01 ise 09 C 01 ve VJ; € 01 = J; C I; € 05 dir. Gercekten de,
JiCly, o Cly, J3C I, Jy C Iy, Js C I3, Jg C I3 oldugu acgiktir.

Bir boyutlu uzaylar i¢in genellikle o “y1 alt boliimlerin noktalar: tarafindan ver-
ildigini kabul etmek daha uygundur. Hem oy, hemde o5 deki lineer sirada diizen-
lenmig boliinmiig noktalarin tiimi o1 + o9 ile gosterilecektir.

Tanim 3.2.3

R, A kiimesi tizerinde bir bagintisi olsun. Eger R bagintisi gegisken ve com-
positive ise yani herhangi iki zy, 25 € A i¢in z3Rx; ve x3Rxy olacak sekilde bir z3
elemani varsa A kiimesine yonlendirilmis kiime denir. Iki farkli yolla la, b] araliginin
boliintiisi tizerinde bir yonlendirilmig kiime olugturmak miimkiindiir.

(a) Bir metrik veya norm tanimlayarak :

lo| = max |x; — x;_1| veya |o| , I; ’ lerin uzunluklarimn maksimumu olmak
lizere R bagintisi,
O'1R0’2 |O'1| < |0'2|

seklinde tanimlanabilir.
(b) Kiime kapsamu ile:
Eger 01 O 05 ise yani , 0y , 05 den daha ince ise R bagintisi,
oc1Roy =01 > 09

seklinde tanimlanabilir.
Herhangi bir f(I) aralik fonksiyonu ve [a, b] nin bir ¢ boliintiisii igin,

g = {]1, ]2, ,In}

olmak iizere, g(o) = Z f(1;) fonksiyonu verilsin. Yukarida verilen sirali boliintiilerinin

iki farkli metodu ile arahk fonksiyonlarinin integrali iki gekilde tanimlanmaktadir.
Eger,

lim g(0) = lim Z f(Z;

|o|—0 |cr|—>0
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limiti varsa, [a,b] aralig) tizerindeki f(/) aralik fonksiyonu [a,b] arahig: tizerindeki
bir norm integraline sahiptir denir ve N / f(dI) integrali ile gosterilir (Hildebrandt,

1963).
Eger,

limiti ard arda gelen alt boluntiiler anlaminda varsa [a,b] araligr {izerindeki f([7)
b

fonksiyonuna bir o—integraline sahiptir denir ve o / f(dI) integrali ile gosterilir

a

(Hildebrandt, 1963).
b

/g(x)dz Riemann Integrali, (6) : f(I) = g(z)(d —¢), ¢ <z < d aralik fonksiy-

a
b

b
onuna dayanan bir norm integralidir ve / g(x)dx ve / g(x)dx seklinde verilen alt ve

tist darboux integralleri sirasiyla (6a) :

i
ve (6b) - f(I) = (infg(z) € [c,d])(d )C

dayanan bir o—integralidir. Agikcas1 f(/

> f)=

|o|—0

1) = (supg(a) € [e.d))(d — ¢) = M(d ~ )
) = m(d — ¢) deki aralik fonksiyonlarina
toplamsal ise her o igin,

olur. Dolayisiyla, / f(dI) vardir ve f(X) degerini alir.

Dikkat edilmelidir ki, eger [a, b] aralig: iizerinde g(z) bir nokta fonksiyonu ve

f(I) = lg(d) = g(c)|

ise f(I) iistten yar toplamsaldlr Oyle ki, Eger g(x) smirh sahmmh bir fonksiyon ise

¢ nin total salimmi o / f(dI) dir. Sonug olarak, V'g( / |dg| dir. Ayrica,

F(I) = lg(d) — g(c)| = [Alg]

aralik fonksiyonu iist yar1 toplamsal oldugundan g(o) 'nin o—limiti var oldugundan
total salimim ortaya ¢ikar. Yani, total salinim |A g‘ aralik fonksiyonunun o— 1ntegrahd1r.

Dolayisiyla o —integralinin 6zellikleri uygulamr. Sonug olarak [a, b] araliginda ¢g nin
b

total salimimim / |df| gosterimi ile gosterilir.

a
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[a, b] aralig1 tizerinde sinirli salimmh herhangi bir fonksiyon

£0) ~ £(@)] < vla / |

oldugundan smirhdir. Monoton azalmayan (artmayan) fonksiyonlar agikca smirh

salimimhdir ve /|df| = |f(b) — f(a)| dir. Sonug olarak, Zai fi(z) monoton azal-
mayan fonksiyor?un herhangi bir lineer bilegeni sinirli salinimlidir.

Teorem 3.2.1

[a,b] dogrusal araligi iizerinde simirli salimimli her fonksiyon iki monoton
azalmayan fonksiyonun farki olarak yazlabilir (Hildebrandt, 1963).
ispat.

[a,z] ’deki herhangi bir ¢ igin, (x; LT ) Af > 0 olacak sekilde o’nin
araliklar1 olmak iizere,

oldugunu varsayalim. (x;' 1 l) Af < 0 olacak sekilde o’'nin araliklar: olmak tizere,
Niosa,2) = = () = flaly)

i

olsun. P(c;a,z) ve N(o;a,z) ' her ikiside o "ya gre monoton azalmayandir ve eger
f, [a,b] iizerinde simirh salimmh ise o ’ya gore limit alirsak P(o;a,z) ve N(o;a,x)
i¢in o 'ya gore {ist simirlar vardir. Bunlar P(a,x) ve N(a,z) dir. Simdi her o igin,

P(o;a,x) — N(o;a,2) = f(x) — f(a)

P(o;a,z) + N(osa,z) = Y |Af]

(e

buluruz. o ’ya gore limit alirsak,

Pla,z) = N(a,z) = f(z) = f(a)

P(a,z)+ N(a,x) = / |df |
gikar ve P(a,z) = p(x) ve N(a,z) = n(z) dir.
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Sonug olarak,
[ 11 = p(o) + ()

olmak tizere,

f(@) = fa) = p(z) — n(z)
formulasyonuna smirh salimml fonksiyonlarin Jordan ayrigimi denir. p(x) ve n(z)
fonksiyonlarima, f(z) fonksiyonunun pozitif ve negatif salimim denir. Yukaridaki

yaklagim bir fonksiyonun smirh salinimin verildigi igin p(x) ve n(x) fonksiyonlarmin
diger bir tanimimida verir. 7, [a, x| 'in I; = [:c’- x’-’} ;i =1,2,...,m olmak iizere ayrik

177

alt araliklarinin sonlu sayisini gostersin. [a, z] 'in alt araliklarimin miimkiin olan biitiin
7 kiimesi i¢in,

pla) =swp > (f(ah) - f(a)))
) n(a) = —inf Y (F(a) = f()
dir. W
Teorem 3.2.2

f(z) in [a, b] araliginda sinirh salinimh olmasi igin gerek ve yeter sart [a, b] nin
ortligmeyen araliklarin sonlu kiimeleri 7 = (I3, I, ..., I,;,) nin bir fonksiyonu olarak,

smirli olmasidir. f 'nin [a, b] araliginda total salinimi,
sup G(7m) — inf G(m)

dir. Burada, sup G(7), G(7) 'nin [a,b] aralig1 iizerinde pozitif salimm ve inf G(7),
G(m) 'nin negatif salimmidir. Jordan ayrigiminin p(x) ve n(z) fonksiyonlar: agagidaki
ozelliklerle agiklanir (Hildebrandt, 1963).

f, la, b] arahgimda simirli salimmh ve eger

f(x) =pi(x) —ni(x), pi(a) =ni(a) =0

ve p1(x) ve nyi(z) monoton azalmayan ise, bu taktirde p;(z) — p(x) ve nq(z) — n(x)
in her ikiside [a, b] iizerinde pozitif veya sifir monoton azalmayan fonksiyondur.

[a,b] nin her alt aralig: icin An; > An ve Ap; > Ap denktir. [a, b] nin her [c, d]
aralig1 ve her € > 0 icin,

p(d) = p(c) —e <Y Af < p(d) = p(c)

39



olacak sekilde [c, d] nin ayrik araliklarinin bir 7 kiimesi vardir. O halde,

f(@) = fla) = pr(z) — m(x)

oldugundan,
STAF=Api =) Any <> Apy < pi(d) — pi(o)

dir. Sonug olarak, her £ > 0 i¢in,

pi(d) — pi(c) > p(d) — p(c) — e

veya her [c, d] araligi igin Ap; > Ap olur. Benzer sekilde An; > An dir (Hildebrandt,
1963).

Teorem 3.2.3

Eger f(z), |a,b] araligi tizerinde smirh salinmli ise p(a) = 0 ve her [c,d]
araligi igin Ap > Af olacak sekilde p(z) minimal monoton azalmayan fonksiyondur
ve n(z), —f(x) ’e gore aym ozellige sahiptir. Her [c,d] arahg igin eger Ap; > Af
ise biitiin araliklar i¢cin Any = A(p; — f) > 0 6yleki ny(z) monoton azalmayan ve
f(z) — f(a) = p1(z) — ny(x) dir. Sonug olarak Ap; > Ap dir (Hildebrandt, 1963).

Teorem 3.2.4

[a,b] araliginda simirh salimmh her fonksiyon Riemann anlaminda integral-
lenebilirdir.
ispat.

f smirh saliniml olsun. f fonksiyonu monoton artan iki fonksiyonun fark:
seklinde yazilabilir. f = g — h olsun. [a,b] — R fonksiyonu monoton artan( veya
azalan) ise f fonksiyonu [a, b] de Riemann anlaminda integrallenebilir oldugundan ¢
ve h fonksiyonlar: integrallenebilirdir. O halde g — h integrallenebilirdir. Dolayisiyla
f integrallenebilirdir (Balci, 2003).

3.3 Smirhh Salinimli Fonksiyonlarin Surekliligi

Tanim 3.3.1

Bir monoton fonksiyonun stireksizligi birinci gesittir. Yani, her z igin f(x+0)
ve f(z — 0) vardir ve en fazla sayilabilir sayidadir. Dolayisiyla, herhangi bir siirh
salimimh fonksiyon f(z 4+ 0) ve f(z — 0) limitlerinin var oldugu sayilabilir sayida
noktalar haric stireklidir. Ayrica,

xT

o) = [ 1af

a
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total salimm fonksiyonu bir aralik fonksiyonunun bir integrali oldugu igin |A f| nin
b

stireksizligini yansitir. Yani, eger o [ f(dI) varsa, [a,b] arahgindaki her x noktasi ve

d > 0 icin,

z+d

(/[ — d.2] o / £(d1)) = lim(fle.x+d] o / f(dD) =0

oldugundan,
v(z+0) —o(z) = |f(z+0) = f(z)|
ve

v(z) —v(z—0) = |f(z) — f(z - 0)]

elde ederiz. Eger f(x) siirekli sinirhi salimiml bir fonksiyon ise v(z), p(z) ve n(zx)
siireklidir.

f(z) smirh salimiml ise Teorem 3.1.7 'nin (3) 6zelliginden tiim c¢ sabitleri
icin c. f(x) de sinirli salimmhdir ve

]IdCfl = || ] |df |

oldugu agiktir. Ayrica f ve g siirli salimimh ise Teorem 3.1.7 'nin (4) 6zelliginden
f 4 g smurh salinimhdir ve

b/|d(f+g)| < b/|df| +]|dg|
dir.

Bu ifadeler ile [a,b] araligidaki smirh salimmh fonksiyonlarim uzaymm lineer
oldugunu goriiriiz (Hildebrandt, 1963).

Teorem 3.3.1

Eger fi(z) ve fa(x) ,[a,b] arahginda smirh salimiml iseler fi(z). fa(x) de
ayni oOzellige sahiptir.

b

b b
/’d(fl'f2>’ < Ml/\df2| +Mz/’df1’

dir. Burada M; = sup {[|fi(z)|,x € [a,b]] ,i = 1, 2.} dir (Hildebrandt,1963).

Teorem 3.3.2
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Eger f(z), [a,b] arahginda simirh salimml fonksiyon ise [a,b] araligindaki
|f(x)| de ayrica simurh salmimli fonksiyondur ve

7MHs7wwm

dir (Hildebrandt, 1963).

Teorem 3.3.3

b
Eger ||f|| = |f(a)|+ [ |df| yazarsak, smirh sahmml fonksiyon uzaylarin bir

normlu uzay olur. f; ve fy fonksiyonlar: arasindaki uzaklik,

&hﬁ%ﬂﬁ@—ﬁ@%ﬁ/%ﬁ—ﬁﬂ

seklinde tanimlanabilir. Bu tamim altinda metrik ve norm ozelliklerinin saglandigi
kolayca gosterilebilir.

i 17, — /1| = (| (o) \+/u

ifadesine denk olan limf,, = f sarti yoluyla norm sinirhh salinimh fonksiyon uzayinin

topolojisini verir. Bu norma gore yakinsakhik daha kuvvetli bir yakinsaklik tipidir.
Ilk olarak,

lim || f, — f|| = 0 olmasmun limf,(a) = f(a) y1 gerektirdigi aciktir. Bu taktirde,

() = f(2) = fula) = fla)] < [ fula) - |+/|d NI = 1l

esitsizliginden [a, b] aralig: tizerinde bu limit diizgiin siireklidir.

7|dfn| —7|de < 7|d(fn - Nl < 7Id(f -

esitsizliginden |[a, b] lizerinde

lim/\dfn| :/\df|
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limitinin diizgiin oldugu ¢ikar. Bununla beraber, lim [ 1d(f, — f)] = 0 limitine sahip

olmaksizin [a,b] araligl {izerinde lim falz) = f(x) ve hm f \df,| = f |df| limitinin

diizgiin oldugunu goérmek mumkundur Ciinki [0, 1] arahgl fizerinde (m—1)/n <
r < m/n,m=1,2,...,ni¢n f,(xr) = m/n ve f,(0) = 0 alirsak f,(z) monoton
b

azalmayandir ve f |df| = fu(z) ve limf,(z) = z [0,1] arahginda diizglindiir. Fakat
her n igin /|d f)| =1 dir (Hildebrandt, 1963).

Teorem 3.3.4

[a, b] aralig1 tizerinde siirh salinimh fonksiyonlarin f,,(z) dizisi igin lim || f,,, — fol| =
0 olursa bu taktirde,

lim|[f — fl] = 0

olacak sekilde sinirli salimimh bir f(z) fonksiyonu vardir. Yani tanimlanan norma gore
sinirli salinimh fonksiyonlarin uzay: tamdir.

Sinirl salinimli fonksiyonlarin uzayinda yakinsaklik gesitli sekillerde tanimlanabilir.
Agagida bunlar verilecektir :

1. Norm Yakinsaklik:
b

tim| |, — f|| = (| fu(a) — f(a)| + / d(fu— F)) =0

a

dar.

2. Diizgiin Yakinsaklik: [a,b] aralig1 tizerinde diizgiin olarak limf,(x) = f(z) ve

la,b] araligr tizerinde diizglin olarak lim [ |df,| = [ |df| dir. Smurh salimmh

fu(x) fonksiyon dizisinin f(z) e diizgiin yakinsakhgr f(z) in smrh sahmimh
olmasini gerektirmez. Ornegin,

0 ,Og:cglise

Jalz) = { x.sin (g) , % <z Snl ise

seklinde tanimlanan f,, (x) fonksiyonlarinin her biri [0, 1] aralig) iizerinde sinirh
salmimli ve f(z) = z.sin (Z) fonksiyonuna diizgiin yakimsar. Fakat, f(z), [0,1]
araligi tizerinde sinirh salinimhi degildir.

3. la, b] araligindaki her z igin diizgiin olarak limf,(z) = f(z) dir ve

b

Tim ]|dfn| ~ [l

a
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dir. Dolayisiyla [a, b] araligindaki her z i¢in
lim/\dfn| —/|dfy
n—0o0

b
4. [a,b] arahgndaki her x i¢in lim f,,(z) = f(z); [ |df,|, n ’ye gore siurhdir (Hilde-

brandt, 1963).

dir.

3.4 Riemann Stieltjes Integralleri
Riemann Stieltjes integrali, Riemann integralinin onemli bir genellegtirilmesidir.
f(z) ve g(x), [a,b] C R kapali araliginda tanimli sinirli fonksiyonlar olsun.
a=Tg <11 <..<xp,=0>

[a, b] kapali araliginin bir parcalanisi olsun. [a, b] nin herhangi bir o = {I1, I5, ..., I, }
ayrisgimi i¢in Iy, = (xg_1,x) i¢inde herhangi bir zj, € [z5_1, zx] noktasi segip,

S(f,g.0 Zf 2k) (9(x) — g(wp1))

toplamini olugturalim.
A = max (zg_1,2x) — 0

oldugunda, S(f,g,0) toplam [a,b] kapali arahigimin parcalamglarindan ve zj larin
se¢iminden bagimsiz olarak

|o|—=0

var ise o zaman bu limite f(z) fonksiyonunun g(z) e gore Riemann-Stieltjes integrali

denir ve ,
[ f@gta)

semboliiyle gosterilir. f fonksiyonuna integrallenen, g fonksiyonuna integralleyen
denir.

llmS (f,g,0 /fdg

|o|—

ifadesi, her bir € > 0 i¢in, |o| < § olan tiim ayrigimlar igin ve zj € [z5_1, zx] nin tim
secimleri icin

[ £g =3 1) ) - glar))| <
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olacak bigimde bir § > 0 var olmasi anlamima gelir (Apostol, 1973).

Teorem 3.4.1

Eger f, [a,b] iizerinde Riemann integrallenebilir ve g, [a, b] {izerinde siirekli
ise 0 zaman f, [a, b] lizerinde g 'ye gore Stieltjes integrallenebilirdir ve

b b
/fdgz/fg’

[ fdg Riemann-Stieltjes integralinin varhig i¢in ¢ 'nin [a, b] tizerinde simirh degigimli

olur.
b

bir fonksiyon olmasi durumuna genigletilebilir. Eger g € BV [a,b] ise 0 zaman g =

g1 — go olur. Burada ¢y ve go, |a, b] lizerinde artmayan fonksiyondur ve g; ve g siirekli
b

b b
olup g de siireklidir. Yine, eger [ fdg ve [ fdgs var ise o zaman [ fdg vardir ve

a

7fdg = 7fd91 - 7fd92

dir.
Teorem 3.4.2

b
a, b] tizerinde tamml f(z) ve g(x) fonksiyonlan i¢in N [ fdg integrali varsa

b
o [ fdg integralide vardwr (Hildebrand, 1963).

Simdi C'[a, b] izerinde her simirli dogrusal fonksiyonelin bir g € BV [a, b] fonksiy-
onuna gore bir Riemann-Stieltjes integrali olarak temsil edilebilecegini gosterelim.

Teorem 3.4.3

Eger F, C [a, b] tizerinde smurh dogrusal bir fonksiyonel ise o zaman 6yle bir
g € BV [a, b] fonksiyonu vardir ki,

b
F(f) =/fdg Vf e Clal]

ve

1F]| = V;(9)
olur (Riesz, 1909).

Teorem 3.4.4
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b
la,b] arahgmnda smrh salmmh her g(z) fonksiyonu i¢in [fdg Riemann-

Stieltjes integrali varsa f(z), [a,b] aralig: {izerinde siireklidir (Hildebrand, 1963).

3.5 Iki Degiskenli Aralik Fonksiyonlari

J, a1 < x1 < by, ag < w9 < by temel dikdortgenini veya [aq, by; as, by] araligim
gostersin. a; < ¢ < dy < by, as < ¢ < dy < by olmak tlizere herhangi alt dikdortgeni
veya kenarlar1 J ninkine paralel olan J nin alt araliklarii I = [¢1,dy; e, do) ile
gosterelim. F'(I) aralik fonksiyonu J nin her [ araligia bir veya daha fazla sayida
sonlu reel sayilar1 kargilik getirir. Genel olarak herhangi bir I i¢in F(I) nin degerleri
I nin i¢ noktalarina veya I nin sinirina bagl olacaktir. Bir boyutlu durumlara paralel
olan aralik fonksiyonlarina bazi ornekler verecegiz.

(1) F(I) = (dy — ¢1) (d2 — ¢2) ; yani I nin alam

(2) F(I) = (f(dy) — f(c1)) (g9(d2) — g (c1)), burada f(z1) ve g(xs), sirasiyla [a, b]

ve [ag, bg| tizerinde tanimh fonksiyonlardir.

(3) F(I)= f(dy,d2) — f(c1,¢2) 5 f(x1,22), J lizerinde bir fonksiyondur.
(4) F(I) = f(dy,da)— f(c1,d2) = f(di,c2) + f(er,e2) = Ag} Afj [ (21, 22), f21,22),
J tizerinde bir fonksiyondur.

17

(5) F(I) =sup [|f(2],25) — f(z1,3,)| : (2}, 25) € I ve (x],23) € I] yani, I iizerinde
f nokta fonksiyonunun w(f; ) salmimudir (Hildebrandt, 1963).
Tanim 3.5.1 (Toplamsal, Ustten Toplansal, Alttan Toplamsal)

F(I) aralik fonksiyonu verilsin. Eger F'(I) tek degerli ve bir I araliginin her-
hangi o nin alt araliklar I, I, ..., I,, araliklarindan oluguyorsa F'(I) ’ya toplamsaldir

denir ve F(I) = ZF(L) seklinde yazilir. Aym sartlar altinda F(I) < ZF(L) ise
i=1 i=1

F(I) tek degerli fonksiyonuna tisten yar1 toplamsaldir denir. Eger F'(I) > ZF (1;)
i=1

ise F'(I) tek degerli fonksiyonunun alttan yari toplamsal oldugu séylenir. Eger F'(1)
toplamsal ise |F'(I)]| tistten toplamsaldir.
F(I) aralik fonksiyonunun toplamsal oldugunu géstermek igin bir ag tipinin alt

boliintiisi iizerindeki toplamsalligin saglanmasi agikca yeterlidir. Ciinkii o araliklarinin
kenarlarin1 I nin siirina genisleterek herhangi bir alt araligi tizerine bir ag ekleye-
biliriz ve dahasonra o y1 olusturan agin boliinmiis araliklar1 Iy, Is, ..., [,, ni tekrar
olugturabiliriz. Eger f(x1,x2), J lizerinde bir nokta fonksiyonu ise

F(I)=AA2f = f(dy, do) — f(cr,do) — f(dr,c2) + f(c1,dn)
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toplamsaldir. Tersine eger F(I) toplamsal ise f(z1,22) = F'[ay,x1;ag,x2] nokta
fonksiyonu F(I) = A% A% f (z1, z,) anlaminda F(I) y1 belirler (Hildebrandt, 1963).

Tanim 3.5.2

Tek degigkenli fonksiyonlardan iki yada daha fazla degiskenli fonksiyonlara
gecerken, yani;
f(x1,22), J = [a1, by; a9, by] araligl veya dikdortgeni tizerinde tanimlarsa, aralik
fonksiyonunun se¢imi ve sinirli salimimli fonksiyonun tanimi aragtirmalarin bakis
agisia gore farkh formlarda ele alinmigtir. Eger I = [¢1, dy; o, do] dikdortgen ise

F(I) = |f(d1,d2) — f(c1,ca)| = [Araf]

birinci fark dizisi miimkiindir. Yakindan iligkilendirdigimizde bu I aralig iizerinde
f nin salinim fonksiyonudur. Yani ,

1" 1 !/ /

w (i) = sup || f(a], @) = J(a,a3)| : (@) € T ve (af,a) € 1
dir. Tkinci olasilik, cift kath fark, I nin biitiin dort kosesini igerir. Yani,
F(I) = f(dv, dy) = fler, d2) — flda, c2) + fler, €2) = [A1 Ao f(I)| = |A2A f(T))]
dir.

Tamm 3.5.3 (Iki Boyutlu Siirh Salmiml Fonksiyonlar)
Eger > F(I) = > |A1Ayf(I)] toplam J nin o araligina gore siurh ise

J = [a17b1;a27b2}

dikdortgeni tizerinde f(xq,x2) fonksiyonu J tizerinde siirh salimmhidir. Burada eger
I = [c1,dy;co,ds] ise

F([) = ‘A1A2f([)| = |f(d1,d2) - f(Cl,dz) - f(dhCQ) + f(Cl,CQ)\

dir. AjAyf(I) arahk fonksiyonu toplamsal oldugundan F(I) = |A;Ayf(1)] aralik
fonksiyonu J iizerinde iistten yari toplamsaldir.

Her I igin eger A1Aqof(I) > 0 ise f(x1,x2) fonksiyonu ”positively mono-
tonely monoton” dur denir. f(xy,as) ve f(a1,x2) fonksiyonlar sirasiyla x; ve x5 i¢in
monoton azalmayandir. v(xy, ) fonksiyonu ”positively monotonely monoton” dur.
Ayrica biitiin [ lar igin,

V() £ A A f(I) = / dida f| £ A1 A2 f(1) >0

1
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oldugundan araliklarin fonksiyonu toplamsaldir. Biitiin [ lar igin,

(V(I) + A1As f(1))

ve

N() = 5 (V(T) = Mo f (1)

aralik fonksiyonlar1 toplamsal ve pozitiftir. Sonug olarak,

(@1, 22) + (f (21, 22) — flar,x2) — f(x1,a2) + f(ai,az))]

DN | —

p($1, $2) -
ve

[v(z1,22) = (f (71, 22) — fla1,z2) — f(z1,02) + fla1,a2))]

n(xy,x9) =

| —

iki ”positively monotonely monoton” fonksiyonlar: ortaya ¢ikar.

p(x1,22) ve n(xy,xs) fonksiyonlart G(I) = AjAyf(I) igin P(I) ve N(I)
da yapildigy gibi f (21, x2) — f(x1, a2) — f(a1,x2) + f(a1, az) fonksiyonlarmm Jordan
parcalanmasini etkiler.

Eger f(xy,x2), J tizerinde simirh sahmimh ve f(xq,as) ve f(ay,x2) sirasiyla
x1 ve Ty i¢in simirh salinimli ise bu taktirde f(xy,5), her bir x5 igin x; de, her bir
x1 i¢in x9 de smirh salimmmhdir (Hildebrandt, 1963).

3.6 Iki Degiskenli Sinirli Salinimli Fonksiyonlarin
Surekliligi

Ilk énce J iizerinde tanimlanan aralik fonksiyonunun siireklilik 6zelliklerini, biitiin
I lar i¢in F(I) > 0 olmak tizere araliklar tizerinde toplamsalligl géz oniine alalim.
Eger I, I yi igerirse F(I;) > F(I3) olur. Sonug olarak, eger liml,, = I olmak

tizere I,,, 1,1 1 kapsayacak sekilde [,, araliklarinin bir monoton dizisi varsa limF'(I,,)
vardir. Ozellikle, eger I, bir tek noktaya indirgenirse limF(1,,) vardir. Eger biz

kapsam yoluyla (z1,x2) bir sabit noktasimi kapsayan araliklara yonelirsek o zaman
li}nF (I,) vardir. Biitlin (x, z5) noktalarim igeren biitiin I lar igin,

li}nF(In) = inf F'(I)

dir. F(I) pozitif ve toplamsal oldugundan dolayr herhangi bir ¢ > 0 i¢in Oyle ki

, l(im )F (I) > ¢ igin (21,22) noktalarmm sayis1 sonludur. Eger ¢ = 1 almrsa
— (1,22

agsagidaki sonucu elde edebiliriz.
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Teorem 3.6.1

Eger F(I), J lizerinde araliklarin bir pozitif degerli toplamsal fonksiyonu ise
bu taktirde lim F(I) > 0 olacak sekilde ki noktalarin kiimesi sayilabilirdir.

I—>(x1,m2)

Bu teoremin sonucu, , l(im )F(I ) = 0 sartiyla bir (z1,22) noktasinda F'(/) mn
—(x1,T2

siirekliligini tanimlarsak noktalarin bir sayilabilir kiimesinin diginda I nin bir fonksiy-
onu olarak F(I) mn siirekli oldugunu ifade edebiliriz. Araliklar kapsam tarafindan
yonlendirilmigtir.

(x1, z2) noktalarimin, I araliginin simirinda oldugunu varsayabiliriz. Ozellikle, icerilen
biittin I nin en alt kogesi veya diger i¢ kogesinin herhangi biri olarak sabitlenebilir.
Eger, f(z1,x2) = F [ay, x1; as, xs] nokta fonksiyonunu goz 6ntine ahrsak ve I, z} >
ve xf > xy olmak tizere [xy,x];xe,xh] aralik ise, bu taktirde

F<]) = f(:}jll,Ié) - f(xhxé) - f(l‘lh‘r?) + f(thQ)

ve
lim F(I)

(1/1,1‘/2)4)(114»07:624»0)

var olacaktir. f(xi,z3) monotonely monoton oldugundan sirasiyla z; ve xs igin
f(z1,29 +0) ve f(xy + 0,22) vardir. Sonug olarak,

lim f(ah, 2)
(Illvxé)ﬁ(rl +07$2+0)

vardir. Aym gekilde diger (xqy — 0,224 0), (21 +0,22 —0) ve (x; — 0,22 — 0) g
ceyrek daireye ait limitler vardir. Sonug olarak asagidaki teoremi yazabiliriz.

Teorem 3.6.2

Eger f(x1,25), J lizerinde ”positively monotonely monoton” ise bu taktirde
J nin her (x1, z5) noktasi i¢in f(x140, x240), f(z1—0,29+0), f(x1+0,25—0), f(x;—
0,29 — 0) dort ceyrek daireye ait limitler vardir. Herhangi ”positively monotonely
monoton” fonksiyonu pozitif toplamsal aralik fonksiyonunun ortaya ¢ikmasina sebep
olur.

3.7 Iki Degiskenli Sinirlh Salinimli Fonksiyonlarin
Uzay1: BV2

Asagidaki ifadeler tek degiskenlilerdeki gibi ispatlanabilir.

(Z) f ’Cdldgf‘ = ’C‘ f ‘dldgf‘ ile BV2 uzayl lineerdir vef ‘dldQ(fl + f2>’ S f ’dldgfl‘—l—
J J J J
f |d1d2f| dir.
J
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(17) f(ay,xe) ve f(x1,as) swrasiyla x; ve xo ye gore smurh salimiml olacak sekilde
BV2 fonksiyonlar1 alt uzay: olsun. Bu taktirde bu uzay lineerdir ve

b1 ba
1£1] = | (as, az)| + / A f(r, a2)] + / daf (a1, 22)] + / drdof|
al as J

normuna goére normlu uzaydir. lim||f,|| = 0 olmasi J iizerinde diizgiin olarak
1
limf(zy,2) = 0, J iizerinde z; ’e gore diizgiin olarak lim [ |d; f,,(x1,a1)] = 0, 2
n n a1
T2
'ye gore diizgiin olarak lim [ |daf,(a1,22)] = 0 ve (z1,22) ye gore diizgiin olarak
L,
(z1,72)
lim [ |dafn(a1,22)] = 0 olmasim gerektirir. Fakat bu sartlar lim||f|] = 0 olmas
(a1,a2) "

icin yeterli degildir.

(13i) Eger f, (z1,22) € BV2 ve J tzerinde limf, (z1,22) = f(x1,x2) ise bu taktirde
[ ldids f] < lim [ |dyda f,] dir (Hildebrandt, 1963).
7 noJ

3.8 Iki Degiskenli Riemann Stieltjes integralleri

Iki degiskenli Riemann Stieltjes Integralleri, bir J = [a,a’; b, V] arahg {izerinde
tammlanan f(x,y) ve g(z,y) gibi iki degisenli fonksiyonlara dayanan aralik fonksiy-
onunun integralidir. Burada

F(I) = f(2',y") A1Aag(1)
dir. Ayrica (2,%y') bu araligin herhangi bir noktasidir ve

A1 Asg(I) = g(x1, 1) — 9(21,92) — 9(x2,y1) + g(22, y2)

dir.

Bu sekilde bir F'(I), G(I) araliklarin toplamsal fonksiyonu olmak tizere f (2, y") G(I)
formundadir. Eger ¢(z,y) fonksiyonuna hy(x) + he(z) fonksiyonunu eklersek agikcasi
A1Asg(I) degeri degismez. Eger g(z,y),

9(z,y) = g(z,y) — g(x,b) — g(a,y) + g(a,b)
ile degistirilirse bu taktirde her I araligi i¢in
f@ ) ADag(1) = f(2',y) ArAgg(T)

dir. Dolayisiyla integral 6zelliklerinden her z, y i¢in g(z,b) = g(a,y) = 0 oldugunu
elde edebiliriz.
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Eger J = G (o) = )_F(I) min o altboliintiisiintin limitinin fonksiyonuna dayanan

araliklarin integralinin tanimi baz degiskenlerle degistirilebilir.

Iki degiskenli Riemann Stieltjes Integralleri genel olarak [ fdid>g seklinde goster-

J
ilir. Ornegin, J tzerinde f(z,y) = 1 almursa, bu taktirde A;Asg(J) degeri ile
integrallerin agikca var oldugu gériiliir. Eger g(z,y) = xy almrsa, AjAqyg(l) =
(z2 — 1) (Y2 — y1) double Riemann Integralleri, eger g(z,y) = hi(z)ha(y) alnrsa

A1 Asg(I) = (hi(xg) — hi(z1)) (h2 (y2) —ha(y1)) double Riemann Stieltjes Integralleri
goriiliir (Hildebrant, 1963).

3.9 Sinirhi Salinimh Fonksiyonlara Gore Riemann-
Stieltjes Integralleri

Tki degiskenli Riemann Stieltjes integrallerinde alinan g(z,y) fonksiyonu fonksiy-
onlarin herhangi bir 6zel sinifina dahil degildir. g(z,y) fonksiyonu J iizerinde smirh
salinimhi fonksiyon olarak kabul edersek integrallerin ek ozelliklerini elde ederiz.
g(z,y), z = a veya = b i¢in integrallerin ne varligi ne de degeri etkilenmediginden
her = ve y i¢in g(a,y) = g(x,b) olacak sekilde g(z,y) fonksiyonu normallestirilmis

olarak alinacaktir. [ |didag]| ile belirlenen araliklarim fonksiyonunu v(I) ile ve karsihk
T
(zy)
gelen [ |didag| nokta fonksiyonunu v(z,y) ile gosterecegiz.
(a,b)
Clarkson ve Adams (1933) tarafindan smurh salmimh f(z,y) fonksiyonlarmm
calisilmasi dogal olarak double stieltjes integrallerinin goz 6niine alinmasina yol agti.

Riemann Stieltjes integrali,
b

/ f(x)do(x) (3.2)

a

semboliiyle tanimlanmigtir.
Y FEN 6 (x:) = ¢z (a=wo <y <o < =b, 2y S < )
i=1

verilen toplam (3.2) semboliiyle tamimlanir. Eger altboliintiisiiniin normu sifira yaklagtig
zaman, eger bu toplam sonlu limite yaklagiyorsa (3.2) limit olarak tanimlanir. Aksi
halde, verilen bir ¢ (z) olmak iizere her siirekli f(z) smirh salimimh fonksiyonu i¢in
(3.2) in var olmasimi saglayan bir yeter kogul verilir. Pollard (1920) bu durumun ayni
zamanda gerekli oldugunu gostermistir. Iki degiskenli fonksiyonlar icin

Varsayalim ki, f(z,y) ve ¢ (z,y), R(a <z <b,c <y < d) dikdortgeni iizerinde
tanimh olsun. R, dikdortgenin altboliimlerine,

r=x, yY=y,la=r9<x; < ..<Tp=>b) vec=y <y <..<y,=d
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dogrularin ag1 tarafindan boltinmiis olsun.

i1 <& <z, vy <n <y (i=1,2,3,...m; j=123 ..n)

&, m,; esitsizlikleri saglayan herhangi bir say1 olsun.
Vi, 7 icin,

And (25, y) = ¢ (Tim1, Yim1) — O (i1, ¥s) — A2, Yiz1) + & (T4, ¥i)

olsun. Eger,

S =" (& m)-Aud (i)

ij=1
toplami altbéliimlerin normu sifira yaklagirken sonlu limite yaklagiyorsa ¢ ye gore f
nin integrali vardir denir. Bu limit sinirli integral olarak isimlendirilir ve

b d
| [f@na.doey) (33)
semboliiyle gosterilir. Yukaridaki S toplami S* ile degistirilirse,

S =" f(&omi)-D1d (i, 5)
ij=1
§ij>Mi; asagidaki egitsizlikleri saglayan herhangi bir say1 olmak tizere

i <& < w, v < <y (0=1,2,3,..,m; j=1,2,3,..,n)

i¢in bu limit var oldugunda sinirsiz integral olarak isimlendirilir ve

771’ (z,y)dudyo (x,y) (3.4)

semboliiyle gosterilir. Agik bir sekilde (3.4) iin varhgi hem (3.3) iin varhigmi hemde
(3.2) esitligini ifade eder. Ote yandan (3.3) nin varhig: (3.4) iin varligini gerektirmez
(Ustina, 1969).
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Bolum 4

HAUSDORFF METODU

Hausdorff matrisleri ilk olarak Hurwitz ve Silverman (1917) tarafindan (C,1)
Cesaro matrisleri ile yer degistirebilen alt liggensel matrisler olarak tanimlanmigtir.
Daha sonra Hausdorff (1921) sonlu aralikta moment problemi ¢6zme iglemi sirasinda
bu problemi yeniden ele almig ve bu matrislerle ilgili bir ¢ok 6zelligi gostermistir. Bu
matrisler Hausdorff matrisleri olarak adlandirilmaktadir.

Tamim 4.1 (Fark Operatorii)
Herhangi bir « = (z,,) € w dizisi ve n € N° igin,
Az, =z,
Ax, =T, — Tpi1

ve n > 1 i¢in,
Az, = A(A" '2,) = A" e, — AV,

seklinde tanimlanan A operatoriine fark operatorii denir (Boos, 2000).
Hausdorff matrislerinde esas rolii asagida tanmimlanan § = (d,,) fark matrisi
tagimaktadir.

Tamim 4.2 (Fark Matrisi)

n,v € NY icin,

o[ N :
— <v<
5. = (—1) <v> ,0< v <nise
0 ,U > n ise

elemanlar ile tanimlanan

1 0 00
1 -100
5= (6n):=| 1 -2 10
1 1

-3 3
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altiiggensel matrisine fark matrisi denir (Boos, 2000).

> a,, sonsuz bir seri ve bu serinin kismi toplamlar dizisi (s,) olsun. A operatorti,
n=1
(s,) dizisine m—defa uygulanirsa,

A7, = 3 (1) () s

elde edilir. n = 0 igin,
olur. Dolayisiyla,

yazilir.

Teorem 4.1

. 06 = I dir. Dolayisiyla, t = ds = s = dt dir.
Ispat.

Ay = i(—n”(Tg)tn:i(—l)"(Z) no(—l)p(Z)Sp

_ 2( 1>psp§j< () () p

_ :fguys,,ni:(l)n (") (22 )it den
_ é(—w’ (") spnfj:p<—1>” (mor)

- 2 (5 )eger ()

- é(—l)p (") spj__:<—1>q+p (")

-2 (5 )z ()



0
toplami p = m oldugunda > (—1)? ( 2 ) = (-1)° ( 8 ) = 1 olur. p # m oldugunda
q=0

bu toplam sifir oluyor. O halde,
Aty = ( m ) Sm-1 = s,
m

elde edilir. Dolayisiyla, A™tg = dt,, = S, ayrica A™sg = 0, = t,, oldugundan
00 = I elde ederiz.

Ornegin, (F,1) Euler metodunda

r=—t = ves(z) =Y spa", tx) =) t,a"

_1—y Cl-z

alimarak (2.6) da a, yerine (—1)" s, ve b, yerine t,, yazilirsa

(1—2) s(z) =t (y)

elde edilir. Teorem 4.1 den,
(1 —x) t(z) = s(y)
olur.

(E, q) Euler ve (C, 1) Cesaro doniigiimleri ¢ fark matrisi ile ifade edilebilir.
(s,) dizisinin (E, q) Euler ortalamasi (¢,,) olsun. Yani,

1 - m) _
b = ———m q"" sn
(¢+1) ;( n

olsun. Hardy (1949) sayfa 181 den,

1
Aty = A"
Tl

dir. A"sg = u, ve A"y = v, yazilirsa u, = Js, ve t, = v, elde edilir. u ile
t = W, Sm seklinde diagonal doniigiimii olmak iizere u,, nin g doéniigimi v, yani
Up = Uy, olsun.

t, = 0v, = t, = opu, = 0uds,

olur. A = dud denirse, p, = (¢ +1)"" olmak tizere t,, = \s,, elde edilir.
s = (s,) dizisinin (C, 1) ortalamasi (t,,) ile gosterilsin, yani,

olsun.
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Aty = ;(—1)k<z>tk
= i(—l)k<z> ! isz
= (k+1)=

B n n o n 1
yazilir.

=0 (7 ) 5
denirse .

A"ty = Z¢z$l
1=0

olur.
¢l - ;( 1) (k>k‘—f—1

p=n—1+1 inci terime kadar devam eder. (1 — z)"*"

in agilimindaki ilk p terimin

katsayilar1 toplami (1 — z)" nin agihmimin p—inci katsayisina esit oldugundan,

o= ()

n _ - (_1)l n
Alto = n+1\ !{ g

=0

- niéé(-lﬂ(?)s;

=0

elde edilir. Buradan,

(]
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olup
1
Aty = ——A"s
0= 1 0
sonucuna varilir.

Yine p diagonal matrisi olmak tizere A"sg 1 p diagonal dontisiimii A"t ise

1
n+1

My =
olur. Yine A = dud olmak tizere
t, = 0A"tg = t, = dulA"sy = duds, = A\s,

elde edilir.

Simdi A = dpd matrisi artik tanmimlanabilir.

Tanmim 4.3 (Hausdorff Doniisiimii)

) e =y, sm=0,1,2.. ise
Hmo =0 0 =0 m#£wvise

olmak tizere u = (,,,) herhangi bir diagonal matris olsun. s = (s,) ve t = (t,) i¢in
t=(0ud)s = As

dontisiimiine Hausdorff dontigiimii ve bu dontigiimiin matrisine bir Hausdorff matrisi
denir. Bu matris (H, u) veya kisaca H ile gosterilir.

(E,q) Euler dontigiimii, kosegen elemanlart p,, = W ile verilen bir diagonal
matris p olmak tizere dud seklinde bir Hausdorff doniigtimidiir.

Yine (C, 1) Cesaro doniigimi , p, = n+r1 diagonal matrisine kargilik gelen bir

Hausdorff doniigtimiidiir.

Tanim 4.4

) Herhangi iki H dontigiimii degismelidir.
Ispat.
H ve H' herhangi iki hausdorff doniigiimii yani H = oud ve H' = §u’d olsun.

HH' = 6pddp's = dup'd = op'nd = H'H.
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H dontigimiiniin katsayilart pu,, ler seklinde yazlabilir.

D T G S YR G

olur.

oldugundan,
Z m m—n
Zfm - ( n ) A :u'n Sn

olur. O halde Hausdorff matrisi agagidaki sekilde de tanimlanabilir.

m
m—n < "
- ( n )A 1, ,n < m.ise (4.1)
0 ,m > m ise

ile tammlanan H = (h,,,) matrisine Hausdorff matrisi denir (Hardy, 1949).

Tanim 4.5 (Moment Dizisi)

p = (u,) reel bir dizi ve ® € BV [0, 1] yani, ® : [0,1] — K smurh salnimh
bir fonksiyon olsun. Eger her bir n € N° igin ,, 'ler @ (x) fonksiyonunun momentleri

yani
1

oy, = /x"d@(m) (4.2)

0
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ise (u,,) dizisine bir moment dizisi denir.
Burada ®(0) = 0 ve 2° fonksiyonu sifir noktasinda siirekli yani,

1

= [ da()

0

olarak kabul edilmisgtir. ® (+0), ® 'nin sifirda sagdan limitini gostermek {izere yani,

¢ (0+) ;= lim P(t)

t—0,t>0

ile tamimlanmak tizere eger ®(1) = 1 ve ®(z), orjinde siirekli olacak gekilde
D(+0) = ®(0) = 0

ise p = (u,,) dizisine regiiler moment dizisi denir.
Moment dizilerinin toplami ve farklari da moment dizisidir.

Tanim 4.6 (Total Monoton Dizi)

(,,) reel terimli bir dizi olsun. A fark operatorii olmak iizere her m,n € N
i¢cin A™p,, > 0 oluyorsa (u,,) dizisine total monoton dizi denir (Hardy, 1949).
Total monoton iki dizinin toplami ve ¢arpimi da total monotondur.

Teorem 4.2

®(x) fonksiyonu artan ise (4.2) ile verilen (y,,) moment dizisi total monoton-
dur. Yani,

oy = APpr, = /x”(l — 2)Pd® > 0

dir.
Ispat.
A operatorii (p,,) dizisine p— defa uygulanirsa n,p € N° i¢in,

2, =30 ()

k=0
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oldugu elde edilir. O halde,

APy, = po(—1)’f(l’;)/x”+kd@<x)

oldugu elde edilir. Buradan APy, > 0 olup (u,,) total monotondur.

Teorem 4.3

®(z) fonksiyonu artan ise (4.2) ile verilen (,,) moment dizisi iki total mono-
ton dizinin farki olarak yazlabilir (Hardy, 1949).
® fonksiyonunun stireksizlik noktalar1 sayilabilir ise

1

/ 2"d®(z)

0
integralinin degeri degismez. Bu durumda her 0 < < 1 i¢in,
1
P (x) = 5{ P(x—0)+P(x+0)}

oldugu kabul edilir ve ® () ’in tiim siireksizlikleri normaldir denir. Burada h > 0
olmak ftizere soldan ve sagdan limitler,

O (z—0) = lim® (z — h)
h—0
ve

@ (2 +0) = im® (z + h)

ile gosterilmektedir.

Teorem 4.4

®, ve @, orjinde sifir olan normal siireksizlige sahip sinirli salinimhi fonksiy-
onlar olmak tizere ,

1 1
oy, = /x”d@l (x) = /x"d<I)2 (x)
0 0
ise her x € [0, 1] i¢in ®4(x) = Po(z) dir (Hardy, 1949).
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Teorem 4.5
Eger (u,,) total monoton ise

1

[, = / 2"d® (z)

0

olacak gekilde artan ve sinirh bir @ fonksiyonu vardir (Hardy, 1949).

Bu teoremden ve [a, b] dogrusal araligi tizerinde simurh saliniml her fonksiyon iki
monoton azalmayan fonksiyonun farki olarak yazilabildiginden, sinirli ve artan bir
® fonksiyonu sinirh salimmh oldugundan total monoton bir (u,,) dizisi bir moment
dizisidir.

Teorem 4.6 (Hausdorff Teoremi)
Eger (1,) total monoton (a,) ve (8,) dizilerinin fark: ise (1,,) bir moment

dizisidir (Hardy, 1949).
Hausdorff Teoremi ve Teorem 4.3 den agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 4.1

Bir (u,,) dizisinin moment dizisi olmasi igin gerek ve yeter gart (u,,) nin total
monoton (a,,) ve (3,,) dizilerinin fark: olarak yazilmasidir.
Hausdorff matrisleri moment dizileri yardimiyla da tanimlanabilir. p diagonal

1
matrisinin kogegen elemanlart p1,, = [2"d® moment dizileri olarak alinsin. H = dud
0

Hausdorff matrisi 6 = (0;,), t = (fy;) ve H = (hpny) olmak iizere,

B = 6 (116) =8> Jlum;0j
=0
m—1 0
=0 j=mt1
= 5{ﬂm5mn}
=0

oldugundan Hausdorff matrisinin terimleri,

m
> Ok ttpOkn 1 < m ise
k=n

Ryn :=

0 ,n > m ise
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seklinde bulunur. n < m ise,

k=n

_ zm:(smk 2Fd (2) G

k=n 0
B () (2) e
g3 (e
(2 ()

((F)(n) = () (R ) osnzrsm)
- [(" S5 e ( e ) g (2)

=

oldugundan,

i m n m—n .
0

,n > m ise

elde edilir.
Teorem 4.7
(C, ) Cesdro metodu, a > 0 olmak tizere ®(x) = o f (1 — ¢t)* 'dt fonksiy-
0

onuna karsilik gelen bir Hausdorff metodudur.Bu durumda momentler ise her m € N°
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icin,

ile verilir (Boos, 2000).

ispat.
n < m ise,
1
o= [ () 4" =" s )

0

ve
do (z) = a (1 —x)* " dz
oldugundan,
R, = ( ) "(1—z)" " a(l—2)* " de

olur. Beta fonksiyonu,

1

N _ ['(m)I (n)
B — [ 1)y = L
(m,n) /x (1—2)" dz T (m £ n)
0
oldugundan,
Fn+1)T'(m—n+a)
B L,m— =
(n+1lm-—nta) 'm+a-—1)
olur ki,

1 Tn+ )T (m—n+a)

/(ZL):U”(l—x)m_”+a_1dz:B(n+1,m—n~|—a):

'(m+a-—1)
0
olur. O halde,
L m\T(n+ )T (m—n+a)
mn = Q
'm+aoa-—1)
olur. « € R, n € Z* igin '(n+1) = n! ve m,n € Z* igin <ZL> = (m%),n,

oldugundan,

amll'(m—n+a) . (m+a)  T'(mt+a+l)
hmn_(m—n)!F(m+a+1)_Em_( m )_F(m—l-l)f‘(a—i-l)

63



olur. Momentler ise,

0, = ]:pmd@(x)

0
1 1

= /xma(l —2)* My = a/:cm(l — )" tdw
0 0

= a.B(m+1,a) = aF(m—i—l)F(a)

F'(m+1+a)
— ol ['(«) _ 1
T(m+1+ ) (m—l—a)

olur.

Tanim 4.7 (Hausdorff Matrisinin Regiilerlik Sartlar1)

i, reel olmak tizere H = (h,,,) Hausdorff matrisi (4.1) deki gibi tamimlansin.

tm = Z hmnsn

olsun. Eger her n i¢in s, = 1 ise bu taktirde,

un:A"soz{(l) ’

ve

olur. Dolayisyla her n icin

ve boylece

S (7 )2

n=0

elde edilir. Teorem 2.1.2 ile verilen Regiilerlik sartlar1 Hausdorff matrisleri igin

(4) sipgo ( " ) A | < oo ...(4.3)

(i) po=1 .. (4.4)

m—ro0

(7i1) Her n=10,1,2,... i¢in lim ( T: ) A"y, =0 ...(4.5)
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bigimini alir (Hardy, 1949).
Eger p,, total monoton ise yani, A™ "u,, > 0 ise o zaman

n=0 n=0

olur.

Teorem 4.8

w,, reel dizisinin (4.3) sartin1 saglamasi i¢in gerek ve yeter sart ay, ve 3, total
monoton diziler olmak tizere p,, nin

My = Oy _ﬁn

seklinde yazilabilmesidir (Hardy, 1949).
Teorem 4.8 kullanilarak regiilerlik sartlar1 asagidaki sekilde de verilebilir.

Teorem 4.9

(H, ;) Hausdorff matrisinin regiiler olmasi igin gerek ve yeter sartlar,
(1) (w,) iki total monoton dizinin fark: olarak yazlabilir.
(1) po =1
(i) A"y — 0
olmasidir (Hardy, 1949).

Teorem 4.10

Her bir p = (p,,) € w dizisi i¢in agagidaki ifadeler denktir.

(a) (H,p) konservatiftir.
(b) p total olarak monoton olan iki dizinin farki ile temsil edilebilirdir.

(¢) p bir moment dizisidir.

¢ () € BV [0,1] olmak {izere (p,,) bir moment dizisi ise (H, ) Hausdorff ma-
trisinin elemanlar

1
Boke = ( Z ) / t5(1— )" dd (¢) (4.3)
0
olarak yazilirlar (Boos, 2000).
Teorem 4.11
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Her bir p = (p,,) € w dizisi i¢in agagidaki ifadeler denktir.
(a) (H,p) regiilerdir.
(b) p, ®(1)=®(0) =1 ve ®(0) = @ (0+) sartim saglayan & € BV ([0, 1]) fonksiyonu

ile elde edilen yani regiiler olan bir moment dizisidir.

Kabul edelim ki, ® artan, ® (1) =1 ve ®(0) = ®(+0) = 0 olsun. yu, total
monoton ve (H, u) Hausdorff metodu regiiler olsun. Pozitif bir (s,) dizisinin Haus-

dorfl ortalamas: .
m _
b = ( n )Am nﬂnsn
n=0

Eger s, > 0, k > 1 ise ozaman her n i¢in s,, = 0 olmadik¢a yada bu dontigiim
ozdeslik doniigiimiine indirgenmedikge,

otk < </xidq>)kzsﬁ = H(k)) sk

esitsizligi saglanir (Hardy, 1949).

olsun.

Tamim 4.8 (Genellestirilmis £ — J Hausdorff Matrisleri)

Hausdorff matrisinin énemli genellegtirmelerinden biri olan Endl (1960) ve
Jakimovski (1959) genellegtirmesi agagidaki gibi tammlanmaktadir. & € R olmak
uzere,

n+ o —k .
N n <k<
o) = (n—k)A e Osksnise g, oy
0 ,k >nise
ile tamimlanan H® := (hff,?) = (H () ,ug) alt liggensel matrisine genellegtirilmis

E — J Hausdorff matrisi denir. Burada p&, ® () € BV [0, 1] olmak tizere

1

fy = / £red (t)
0

seklinde tanimli bir moment fonksiyonunu gostermektedir. Genellestirilmis £ — J
Hausdorff matrisleri a = 0 i¢in Hausdorff matrislerinin 6zel bir halidir.

(@ _ (k[ NPT
seklinde tamimh bir alt ticgensel matris ve p, diagonali pu,, lerden olusan diagonal bir
matris olmak tizere, her genellestirilmis £ — J Hausdorff matrisi,

H@ — 5(0<)Iu5(0<)

seklinde tammlanmaktadir. §“) matrisinin tersi yine kendisidir.
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Teorem 4.12

H,(f) genellestirilmis £ — J Hausdorff matrisinin tersinin olmasi i¢in gerek ve

yeter kogul Vn € N icin p® # 0 olmasidir. a,, 3 > 0, a # 8 olmak iizere H\" ve H
genellestirilmis £ — J Hausdorff matrislerinin kesigimi sifir matris ve birim matristir.
Dolayisiyla o« > 0 igin H, ﬁa) matrisler toplulugu sayillamaz ¢oklukta genellegtirilmis
E — J Hausdorff matrislerine sahiptir. Ayrica genellestirilmis £ — J Hausdorff ma-
trisleri agagidaki ozelliklere sahiptirler.

LY+ Y = H,

2. HWH" = H'Y

Teorem 4.13

H@ _ genellestirilmis £ — J Hausdorff matrisinin regiiler olmasi icin gerek
ve yeter kosul

1
o / ey (1)
0

seklinde tanimli olmak ftizere,
1. x(t) € BV[0,1]
2. x(1) —x(04)=1
olmasidir (Endl, 1958).

Tanim 4.9 (Genellestirilmis F — J Cesaro Matrisi)

1 .
e e | wrar RS mise
nk +— .
0 k> nise

elemanlar1 ile tanimlh alt tiggen matrise, birinci mertebeden genellegtirilmis £ — J
Cesaro matrisi denir ve (C(O‘),l) ile gosterilir. Bu matris i¢in x (t) € BV [0,1]
yogunluk fonksiyonu x (¢) = ¢ seklinde tanimhdir.

Boyle birinci mertebeden genellestirilmis £ — J Cesaro matrisi i¢cin moment

fonksiyonu,
1

(o) /tn+o‘dt: ;
" n+a+1
0

olacaktir.
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H@ _ genellestirilmis £ — J Hausdorff matrisinin, Hausdorff matrislerinden en
biiyiik fark: ise, satir toplamlariin limitinin 4, degerine yakinsamamasidir. Bu du-
rumu bir ornekle gosterelim. Birinci mertebeden genellestirilmis £ — J Cesaro ma-
trisini ele alahm. {t,}, (C’(a), 1) matrisinin n. satir toplamini gostermek iizere,

n

1 1
tn::Z = nt —1,n—00
k:On—i—a—i—l n+aoa+1

olacaktir. Fakat,
1

1
= [ t%dt =
Ho / o+l

0

dir.

Teorem 4.14

a > 0 olmak ftizere, birinci mertebeden genellestirilmis £ — J Cesaro ma-
trisiyle degigmeli olan, satir sonlu matrislerin sinifi, genellestirilmis £ — J Hausdorff
matrisleridir (Rhoades, 2009).

Teorem 4.15

a > 0 ve H® konservatif matris olmak fizere,
lim Y an, =@ (1) — @ (0)
k=0
dir (Rhoades, 2009).
Teorem 4.16

H® genellestirilmis £ — J Hausdorff matrislerinin konservatif olmasi icin
gerek ve yeter kosul,

]Idx(t)! <00

olacak sekilde x (¢) € BV [0,1] olmasidir (Rhoades, 2009).

Teorem 4.17

a > 0 ve H® genellestirilmis £ — J Hausdorff matrisinin her bir siitununun
toplamu sabittir (Rhoades, 2009).
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Bolum 5

DOUBLE HAUSDORFF
METODU

o&, bir (s,) dizisinin (C,«a) Cesaro matris déniigimiiniin n.terimini gostersin.
Flett (1957) asagidaki tanimi verdi. Eger,

an_l }05_1 - ag‘k < 00 (5.1)
n=1

ise kismi toplamlar dizisi (s,,) olan bir ) a,, serisine k > 1 mertebeden mutlak (C, o)
toplanabilir denir. Ayrica Flett, asagidaki teoremi ispatladi.

Eger )" a, serisi |C, a|, toplanabilir ise her r > k> 1, a > -1, 5 > a+ % — %
icin |C, B|, toplanabilirdir. Eger » = k alirsak |C, a|, toplanabilir olan ) a, serisi
ayni zamanda k > 1, 8 > a > —1icin |C, f|, toplanabilirdir. }_ a,, kismi toplami
(s,) olan sonsuz seri olsun. k > 1 igin,

A, = {(Sn)zozo : Zn”“_l lan|" < 005 ap = s, — Sn—l} (5.2)

n=1

olsun.

T : A, — Ay ise T € B(Ag) yazlir. Eger (C,a) ve (C, ) yi igeren kapsam
durumlarmda o = 0 ise her bir 5 > 0 i¢in (C, 5) € B(Ag) elde edilir.

1970 yilinda, (5.1) ve (5.2) formiillerini kullanarak, Das (1970) k.kuvvetten mut-
lak konservatif kavramini tanimladi. Eger £ > 1 i¢in,

an_l IS — Sp_1|” < 00 (5.3)
n=1

olmasi .
D nF b = tya|" < 00 (5.4)
n=1

olmasini gerektiriyorsa A ’ya k—inc1 kuvvetten mutlak konservatif denir (Das, 1970).
Ay uzaymin tanimini kullanarak bu tanimi agsagidaki gibi degisik sekilde yazabiliriz.
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Eger A, A 'dan Ay ’ya bir doniigiim, yani; A € B(Ag) ise bu taktirde A ’ya
k. kuvvetten mutlak konservatiftir denir (Sevli, 2005). k& = 1 i¢in (5.3), (s,) nin
yakinsakhigini garantiler. Dikkat edilmelidir ki, £ > 1 oldugunda (5.3) iin saglanmasi
(sn) nin yakmsakhgim gerektirmez. Ornegin;

- 1
o= ;vlog(v +1)

alirsak (5.3) sartim saglamasina ragmen (s,) iraksaktir. Boylece (s,) in limiti ol-

madigindan £ > 1 oldugunda k—inc1 kuvvetten mutlak regiilerlik kavramini tanimlayamayiz.
Das ’da (1970) belirtildigine gére Knopp ve Lorentz (1949) ile Marley’den (1950)

bir konservatif Hausdorff dontigimiiniin mutlak konservatif oldugu bilinmektedir.

Asgagidaki teorem bu sonucu genellestirir.

Teorem 5.1

k > 1 olsun. Konservatif bir Hausdorff dontisiimii k—inc1 kuvvetten mutlak
konservatiftir (Das, 1970).
Euler, Holder ve (C,a) metotlar1 Hausdorff metodunun 6zel durumlar: olduk-
larindan agagidaki sonuclar Teorem 5.1 ’den elde edilir.

Sonug 5.1

0<a<1l veq=(l—a)/ aolsun. Bu durumda her bir (£, q) Euler
metodu Ay ’dan Ay 'ya bir dontigiimdiir. Yani, (£, q) € B(Ag) (Sevli, 2005).
Sonu¢ 5.1 den her Euler dontisiimiiniin k—mc1 kuvvetten mutlak konservatif
oldugu sonucu c¢ikar.

Sonug 5.2

a > 0 olmak tizere Holder metodu Aj ’dan A ’ya bir doéniigiimdiir. Yani
H, € B(Ag) (Sevli, 2005).
Sonug 5.2 den v > 0 i¢in Holder metodunun k—inci1 kuvvetten mutlak konservatif
oldugu sonucu elde edilir.

Sonug 5.3

a > 0 olmak iizere (C,«) € B(Ax) (Sevli, 2005).
Teorem 5.1 den (H, ) Hausdorff déniigiimii konservatif ise (H, u) € B(Ag)

olur (Savag ve Sevli, 2009). Birbirinden bagimsiz olarak Endl (1960) ve Jakimovski
(1959), genellestirilmis Hausdorff matrisini agagidaki sekilde tanimlamigtir.

8 bir reel say1 , (p,,) bir reel dizi ve A, Apy, = g, — fyrrs A" () = A (A )
ile tammmlanan fark operatori olmak iizere,
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B <n+5)A"’“u§f’ L0 <k <nise

ok = n—=k
0 k> n ise

elemanlar1 ile tanimlanan sonsuz matrisine genellegtirilmis Hausdorff matrisi denir
ve (H(*B), ,u%ﬁ)> veya kisaca (H?, ) ile gosterilir. Burada 1P x(t) € BV [0,1] olmak

uzere
1

u) = / t" P dx (t)
0

seklinde tanimli moment fonksiyonunu gostermektedir. Biz burada sadece negatif
olmayan ( lar1 ele alacagiz. 5 = 0 durumunda verilen Hausdorff matrisi elde edilir.

Teorem 5.2

(H B u) genellestirilmis Hausdorff dontiigiimii konservatif ise k—inc1 kuvvet-
ten mutlak konservatiftir. Yani (H”, ,u) € B(Ag) olur (Sevli, 2005).

Kismi toplamlar dizisi s,,, = ZZaU olan reel veya komplex degerli sonsuz
1=07=0

double serisi > > @y, olsun. Herhangi bir (u,,,) double dizisi igin,

m=0n=0
Allumn = Umn — Um+1n — Umn+1 + Um+1,n+1

tanmimlayalim.
A? ile, her k > 1 igin,

0o 0o
Ai = {(‘SWL");?JL:O : ZZ(mnygil |0Jmn’k < 00 y Amn = A113ml,nl}

m=1n=1

ile tanmimlanan dizi uzayini gosterecegiz.
T = (tmnij - m,n,4,j = 0,1,...) dort boyutlu matris olsun. Eger,

- iitmm’jsij (m,n=0,1,...)

i=0 j=0

olmak tizere k > 1 igin T' € B(A?), yani;

0o o0
ZZ(mn)kil |A118m,17n,1 k < 0

m=1n=1

olmasi,

ii<mn>kl |Ayit 1" < 00

m=1n=1
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olmasini gerektiriyorsa 1" 'ye k—inci mertebeden mutlak konservatiftir denir.

Double dizilerin Hausdorff déntigiimleri Adams (1933) tarafindan geligtirilmigtir.
Daha sonra bu konuda Ramanujan (1955) ve Ustina (1967) tarafindan ¢ahigmalar
yapilmigtir.

{ uij} herhangi bir reel ve kompleks dizi ve

m—in—j . .
i A Ti—i iri [ M —1 n—
AT A, ]:uij = (=1) I J Hits,j+t
S t

s=0 t=0

olmak tizere bir double hausdorff matrisi,

m n m—i AN—J
hmnij:( i )(j>A1 A, ]Nz'j
terimlerine sahiptir.

Her double hausdorff matrisi i¢cin H 1n konservatif olmasi i¢in gerek ve yetersart,

11
[ [1axts. < o
0 0

11
Hp, = / / s"t"dx(s, )
0 0

olacak sekilde x(s,t) € BV [0,1] x [0,1] var olmasidir. Savag ve Rhoades (2010),
Das (1970) " sonuglarini double hausdorff toplanabilme metoduna bir genislemesi
olarak asagidaki teoremi vermiglerdir.

ve

Lemma 5.1

(tmn) Ve (Tmn) ile sirasiyla (S,,,) ve (mnay,, ) double dizilerinin (H, 4,,, ) dontisiimii géster-
ilsin. Bu taktirde,

Tmn = mnAlltm—Ln—l

dir (Savas ve Rhoades, 2010).
Ispat.

H nin tanmimmindan ve
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ozelligini kullanarak,

o =[S (1)
- i3> (75
S (1) ()
(50 (5
() (5
- iS5 (")
e () (
S (0
S (1) (0
= mn|L+ L+ I+ 1]

bulunur. Ayrica,
S~ (
S5 (")

i=0 j=0

Iy

m—1
)

n—1
J

n—1
j—1

n—1

m—i AN—J
) AT A Nz‘jAllSi—l,j—l
m—i AM—J
) AT Ay pggsicr -1 —
1 m—i An=j A
1 1 2 "HyjSig—1

m—i AN—J
1A, MijSi—1j +

n—1 i A T —
)] < J )Al N

n—1 m—i An—j—
) ( J )Al N T

E

m—i—1 An—j—1 m—i—1 An—j—1
x (A} A, i1 — A A, /ﬁi+1,j+1)sz’j
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bulunur ve

T m n—1 i A e —
et = =35 () (M7 ) ArAr s+

i=0 j=0

T m—1 n—1 i1 A T
S () () A s
i=0 j=0
= Ip + I
dir. Benzer gekilde,
n n—1 m— n—
:_ZZ< )[(])_< J )]A HIA j“ﬂ+ljsw—]31+]32

n=0 3=0

dir. Tlaveten,

w= () -G ) - (oo

= ZZ ( T ) ( n ) AT_iA;_jNijsij -
i=0

=0 j=0

SR )
2

n 1 N
) ( ? ) AT Ay pggsig +

(1) ()5

=0 j=0

= Iy + Lo+ I3+ Iy

dir ve Iy; = t,,, oldugu goruliir. Ayrica,

Iop = _ZZ( > < ) (AT'AL Y Hij — AT_iAS_j_lﬂi,j+1) Sij = Lyo1+1422

=0 j=0

dir. I91 + Is22 = 0 oldugundan Iyy = —t,, ,,—; dir ve
T — m—1 n il An—j m—i—1 A n—j

lis = _E;X% ( i ) ( J ) (APTTIAS Ty — A gAY jl‘z’+1,j) sij = Lazi+1laz
1=0 j=

dir. Fark ediyoruz ki,
Ijzi = —tm—1n ve Iz + Iyzo
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dir. Simdi,

m TL ’rTL7i7 n— y
Iog + I3p 4 Iy ZZ < > ( ) Af 1A2 ! 1”i,j+1 +

=0 =0

m n m— n—1
("))

i=0 j=0
X (AP gy = AT g i) iy

(") ()

m—i—1 An—j—1 m—i—1 An—j—1

x[A] A, My — Af A, Mig1,5 —
m—i—1 An—j—1 m—i—1 An—j—1

—A] A, Hijr1+ AT A, Nz'+1,j+1]3ij

- tm—l,n—l
gbz Ontine alalim. Sonug olarak,

Tmn = TN [tmn - tm,n—l - tm—l,n + tm—l,n—l
dir. Boylece lemmanin ispati tamamlanir. ®

Teorem 5.3

H, konservatif bir double hausdorff matrisi olsun. Bu taktirde H € B(A?)
olur (Savag ve Rhoades, 2010).
Amacimiz bu teoremi ¢ift £ — J toplanabilme icin ispatlamaktir.

Elemanlari,
i [ Mt n+ 3 . o
57(5722 (1) (m—@)(n_j , 1S m, 7)< nise
0 ,diger durumlarda
ile tammlanan 6% = <§f§’5]) matrisine fark matrisi denir. Burada o ve [ reel
sayilardir.

Teorem 5.4

Fark matrisi 6% = (5( zy) > kendi kendisinin tersidir.

mn

m
_ (@,8) s(a.B)
Amnkl = Zzémnm 5ijl

i=0 j=0

5



olsun. Boylece, A = §(*#5@5 olur. Herhangi bir (ug) double dizisi olsun. Buradan,
ZZ v (7 k n—1Y\ [ (=D m=k n=1ise
< — i n—j3 ) 10 ,diger durumlarda
i=k j=
oldugundan

m n
E E Amnkl Wkl

k=0 1=0

- 35S

k=0 [=0 ¢=0 j=0

- ey () () (25) (51)

k=0 1=0 i=k j=I
B k+l m+ « n+8\ e=x Z+] —k n—1I
- ZZ (m—k)(n—l)zz ( —1 n—j
k=0 1=0 i=k j=l
= Uk

ispat biter.
(Mgﬁ‘,’f )> dizisi verilsin. p(®? = (ufmfw) diagonal (kogegensel) matris olsun. Bu

matrisin sadece sifirdan farkl terimleri Mﬁmﬁ ) = Mmmn dur.

H(@h) — 5(%6)”(&,6)5(&,6)

dontisiim matrisine (u%’f )> dizisine kars1 gelen genellestirilmis £/ — J double haus-

dorfl matrisi denir.

mnij

H(f) = (h(a’ﬁ-)) matrisine (ugﬁ‘hﬁ )> dizisine karsi gelen genellestirilmig bir
E — J double hausdorff matrisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart elemanlarinin

pled) = (M) (RO Apeipni o)
mnij m — 1 TL—] v

seklinde olmasidir. Burada,

m—in—j . .
m—i an—j (a8 r+s m—1 n—17> a,B
Ay = Y () (M )

r=0 s=0

dir.
Ispat.
H(@B) = §B) (@B 58 qouble E— J Hausdorff matrisi olsun. Bunu (s,,,,)
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double dizisine uygularsak,

tn = Zzhnfnfj)

=0 j=0

B D DR L

10307’050

= s () (0 e () (07 )

’LO]O'I‘OSO

- s () (D) e () (D)) ues

=0 j=0 =t $=j
m—in—j .
-2 () G ER e () (70 )t
i=0 j=0 r=0 s=0

elde ederiz. Boylece,
m—in—j . .
(.B) _ m+« n+ B r+s m—1 n—17 (e.)
hmnz] - < m —7/ ) ( n _j ZOZO(_]-) r S /’l’i+7’7j+s

dir. £ — J double hausdorff matrisi icin H®#) nin konservatif olmasi icin gerek ve
yeter sart

ve
1 1
P
0 0

olacak sekilde bir x(s,t) € BV [0,1] x [0, 1] fonksiyonunun var olmasidur.

Teorem 5.5

x(s,t) € BV[0,1] x [0,1] birim karede smirh salinimh olsun. Bir (s,,,)
dizisinin kars1 gelen £ — J duble hausdorff doniigiimii,

Zz<m+a>(n+5) // z+o¢ _ mzt]—i-,B(l )n_jdX(S,t)
n—17j

=0 7=0

seklinde yazilabilir. Bu doniigiim yakinsakhgi korur.

Ispat.

7



Her : <m ve j <n igin,

(a _ (CYB (aaﬁ)
hmmj = Zzémnklﬂm Oyuij

k=i l=j
- sz’mnkl / / et Py (s t)(sl(c?wﬁ
k=i l=j
T () ()
= X
m—k n—1
k=i l=j
x«&Wﬁ(Zi?)(iff)s“%“%x@w
_ //ZZ k+l+z+y(m+0‘)(”+5)x
m—1 n—j
k=i l=j

() (e )<>
) () ES e

0
% ( mk_ ) < nl_.] ) k+z+o¢tl+]+5dx(8 t)

11
e
m—1 n—j

0

lZZ(ﬁ*?)(Z*f)w%ﬂﬂlsWiuwvwww

H@#A) konservatif double hausdorff matrisi olsun. Bu taktirde, H(®# ¢
B(A?) dir (Sevli, R.Savag, 2014).
Bu teoremi ispatlamak i¢in agagidaki lemmaya ihtiya¢ vardir.

dir.

Lemma 5.2

k>1,n>v vea>0 igin.

Ek 1 E,LH-CX 1 < Ek lE,u—i-a—Hc 2 (55>

mtoa—m—p pt+o—m—pu
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dir (Savag ve Sevli, 2010).
Asgagidaki lemma Jakimovski ve Ramanujan (1964) nin double versiyonudur.

Lemma 5.3

0<s<1,0<t< 1, a>0ve >0 icin,
ZZ ( m—.i-Oé ) (n+ﬁ ) (1_S>m(1_t>nsm+a—itn+6—j <1
i=0 j=0 L J
dir.

Teorem 5.6 ’'nin ispatl.
(tmn)s (Smn) in (H@P (@) déniigiimiini gostersin. Yani,
ton = D> MhoSu
pn=0v=0

dir.

ZZ(mn)k_l |t |” < 00 = ZZ(mn)k_l |Atitm_1n|" < o0 (5.6)

m=1n=1 m=1n=1
oldugunu gosterecegiz.

un = DD b
pn=0v=0

yazariz. Bu taktirde by, = A11ty—1,-1 dir. £ > 1 i¢in,

Byt = ( mhed ) = ( e ) - (Z!J(rkk—_lil)! N F(I;”ET 51%

buradan,
ot MM k-1 k-1 k-1 k-1
E %P(k)%m ., m BT R B
dir. Boylece (5.6) esitsizligi,
[o¢] (o) o0 o0
SOS B LB amlt < 0o = SN BELEE L bulf <o (5.7)
m=1n=1 m=1n=1

esitligine denktir.
s €[0,1] vet e [0,1] icin

G (8,1) = D Y ERFSTIETT I (1 — o) (1 = )" ay, (5.8)

p=1lv=1
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tanimlanir. Holder esitsizligi kullanilarak,

m n k
(Gn (5,07 = DD ERSTIE T o (1 — ) (L — 1)y,
,u*lvfl
<SS Em (] g1 gy g,
p=1lv=1
m k—1
B S
p=1lv=1

olur. Lemma 5.3 den,

ZZE/H-CV 1 ;}L+f 1 y+atv+ﬁ(1 )m—u(l_t)n—v

,ulvl

S ( m+o—1 ) ( ntf-l ) (] _ gymen(] _ gy

p=1v=1

m—1n—1
_ m+a—1 n_l_ﬁ_ 1 pta+1v+8+1 m—p—1 n—v—1
_ Zz(m_u_l)(n_v_l) PO (1 gyl (1 )

pn=0v=0

m—1n—1
_ m+a—1 n+08—1 pta v+ m—p—1 n—v—1
L (1) (1) s g1

dir. Boylece,

(G (5. 6)]" = O(1)(s1)* 1ZZE“—‘L’1Eﬂf”S“*“t”*B(l = )" (L= )" Ja|"

p=1v=1

80



dir. Lemma 5.2 kullanilarak,

ZZErknJrlozEs;é |¢mn(87 t) ’k

m=1n=1
oo
O S B st TS S B B e (1 (1 — 0
m=1n=1 p=1lv=1
0o oo ()
_ O(l)(st)k—lzzsp-i—atv-i-ﬁ |a,uv|k ZZE51+IQES+EE”+Q lEv—i-B 1(1 . S)m_“(l . t)n—v
,u—lv—l m=pn=uv
_ St k— lzzsp+atv+ﬁ |am) (1XE5+EZZEM+Q+IC 2 v—i—ﬁ—&-k 2(1 _ S)m—u(l . t)n—v
p=1v=1 m=pn=uv
0o 0o
_ O(l)(swkflzzs;ﬂratlﬂrﬁ|a'm} Eﬁ+iEL€+ésﬁu a— kJrlt v—B—k+1
p=1v=1
= WYY A
p=1v=1

elde ederiz.
Savag ve Rhoades (2010) dan eger (t,,,) ve (Tmn) sirasiyla (S;,,) ve (mna,,,) nin
(H, ,,,) doniigiimii ise bu taktirde,

Tmn = mnAlltm—l,n—l
oldugu bilinir. Benzer sonug , (H (@.B) ,u(a’ﬁ)) icinde ispatlanabilir. Yani,
Tmn = (m + CY) (n + B)Alltmfl,nfl

dir. Boylece,

b _ 1
1 m n . |
~ mranT A ( moi ) ( il ) APTAT i+ )+ Bag
i=0 j=0
B m n m+a—1 ’n,—l—ﬂ m—i A n—j )
_;;( m—i )< n—j )A R

J

m
_ Z Ez+o¢ 1E]+,3 1Am zAn J aﬁ)a”

olur. H@#) konservatif oldugundan uq(la’ﬁ ) bir moment dizisidir. Teorem 5.6 dan,

11
plef) = / / ST (s, 1)
0 0
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ve
1 1
ap-ag g = [ [t s s
0 0

dir. (5.8) esitsizligi kullanilarak,

11

bun = DD BB / / S(L— s (L— 1) (s, tay
0 0

i=0 j=0

11
- / / (ZZEﬁ-‘TIEf;i?"ls”“tj*ﬂ(l — )" (1~ t)"‘jaw) dx (s, 1)
0 0

i=0 j=0

_ ]]qun(& t)dx(s,t)

oldugunu goriiriiz. Buradan, Minkowski esitsizligi kullanilarak,
1/k

o0 o0 l/k o0 o0 11 F
{zzEz;zE:;;wmm} = IS BB [ [ onlsins
0 0

m=1n=1 m=1n=1

1

! 0o 00 1/k
< [ [ { S st}
00 m=1n=1
1 % 1/k
= 0(1)//|dx(s,t)|{ZZE;;ELWW;’“}
00 p=1v=1

elde edilir. Boylece bu teorem tamamlanir.
Eger a = 0 ve 8 = 0 alirsak sonug olarak teorem 5.3 elde edilir. Bir double cesaro
matrisi (C,, ) terimleri

(m+7—i—1>(n+6—j—1)
n—1i n—j
h ;7,0 >0

i m+ v n+6
v 0

olan sonsuz bir double hausdorff matrisidir. (C(a’ﬂ),fy,ﬁ) nin karsi gelen £ — J
genellegtirmelerini géstermek icin (C,~,d) nin

11
pleB) — //um+°‘v"+/375(1 —u)" (1= 0)° dudv
00
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moment dizisi vardir ve burada

u v

X(u,v) =76 / / (1— s)71(1 — t)*dsdt

dir. 2 <m ve 7 < n icin,

h(avﬁ)

mnij

w1 — )1 — o) I8 (1 — u) (1 — v)° tdudo

(Zt§>wmwwu_uwiu—M"Mﬂww
(25)

11
_ Py(s<m+6¥)(n—f'ﬁ.)//uzﬂra(l_u)ml#'y1Uj+,6’(1_v)nj+61dud,u
m—1 n—yj
00
. m—+«
= () (

MTm+a+1)I(im—i+y) Ln+B+1)I(n—j+9)
I'm—i+1)I'(m+a+y+1)I'(n—7+DI'(n+B+6+1)

m+y—1—1 n+d—j—1
m—1 n—7
m+ o+ n+p+9
m+ « n+ 3
E’Y*].E(S*].

m—i-—“n—j

Y §
By B,

"+§)B@+a+Lm—i+WBU+B+Ln—j+®

dir. Ozel olarak icin, v, = 1 secilirse,
1

(€@ 1,1) = | Grrareesen ! Smves =0
o 0 , diger durumlarda

double £ — J Hausdorfl matrisi elde edilir.
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SONUC

Her bir r > k > 1, a > =1, 8 > a+ 1/k—1/r icin ) a, serisi |C, ],
toplanabilir ise ayn1 zamanda |C, 3|, toplanabilirdir (Flett,1957). Bu teoremde r = k
secilirse K > 1, 8 > a > —1 icin ) a,|C,a|, toplanabilir ise ayn1 zamanda |C, 3|,
toplanabilirdir sonucu elde edilir.

Bu igerme teoreminde o« = 0 alimirsa her bir 5 > 0 igin (C, ) € (Ax, Ax) , k> 1
oldugu sonucuna varilir.

Das (1970), k > 1 olmak iizere her konservatif Hausdorff matrisi igin H € (A, Ag)
oldugunu ispatladi ve sonug olarak g > 0 igin (C, 5) € (A, Ax) ifadesini elde etti.

Bu ¢aligmada, double E — J matrislerini tanimlayarak double sonsuz serinin dou-
ble F — J matrisi doniigiim dizisinin toplanabilirlik ozelliklerini inceledik. Sonug
olarak, Savag ve Sevli (2009), Savag ve Rhoades (2009a) ve Savas ve Rhoades (20090)
tarafindan elde edilen sonuglar genellestirildi. Knoop ve Lorentz (1949) ve Morley
(1950) ’den bir konservatif Hausdorff dontigiimiiniin mutlak konservatif oldugu bil-
inmektedir. Das (1970), £ > 1 olmak {izere bir konservatif Hausdorff déniigiimiiniin
k—1inc1 kuvvetten mutlak konservatif oldugunu ispatlayarak bu sonucu genellestirmistir.
Birbirinden bagimsiz olarak Endl (1960) ve Jakimovski (1959), genellestirilmis Haus-
dorff matrisini asagidaki sekilde tanimlamigtir.

f3 bir reel say1, {p,} bir reel dizi ve A, Apy, = g, — fyprs A" (1) = A (A" 1 py)
ile tamimlanan fark operatori olmak iizere

n+0B\ xn-k, (8 .
P == (n—k)A pp’ 0<k<nise

0 k > n ise

(k,n € N)

elemanlari ile tanimlanan sonsuz matrise genellestirilmis Hausdorff matrisi denir ve
(H®, 1) veya kisaca (HP, ) ile gosterildi. Burada wP x (t) € BV[0,1] olmak
uzere

Savag ve Sevli (2009) tarafindan Hausdorff matrisi yerine genellegtirilmis Hausdorff
matrisi almarak yeni bir teorem ispatlandi ve Das ' (1970) teoremi sonug olarak elde
edildi. Bu teorem kullanilarak Hausdorff doniigiimiiniin 6zel durumlari olan Euler,
Holder, Cesaro matris dontisiimleri i¢in sonuclar elde edildi.

Bu caligmayla elde edilen sonuglar double E — J matrislerine genigletildi ve bir
double cesaro matrisi (C,~y,0) terimleri

m+y—i1—1 n+d6—j—1
n—1i n—j
= ;7,020

hmm'j_
m 4y n+0
("))
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olan sonsuz bir double hausdorff matrisidir. (C(O‘ﬂ),”y,ﬁ) nin karst gelen £ — J
genellegtirmelerini géstermek i¢in (C, 7, d) nin

11
£,?;f> = //um+avn+575(1 —u) (1 - U)‘S*1 duduv
00

moment dizisi vardir ve 1 < m ve j < n icin,

v—1 1p6—1
h(a,,@")‘ _ EmfiEnfj
mnij E;+QE2+5

dir. Ozel olarak igin, v, = 1 secilirse,

1

(C(O"m,l,l):{ ((W s it<mvejg<n

, diger durumlarda

double FF — J Hausdorfl matrisini elde ettik.
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