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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

ORTALAMA iLE TANIMLI BAZI BANACH UZAYLARINDA GEOMETRIK
OZELLIKLER

Ruken Celik

Istanbul Ticaret Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Danisman: Dog. Dr. Necip Simsek

2015, 58 sayfa

Bes boliimden olusan bu g¢alismanin birinci béliimiinde tez ile ilgili genel bilgi
verilmistir.

ikinci boliimiinde konu ile ilgili literatiir 6zeti verilmistir.

Ugiincii béliimiinde daha sonra kullanilmak iizere fonksiyonel analizdeki temel
tanim ve teoremler ile bazi geometrik kavramlar verilmistir.

Dordiincii bélimde Banach uzaylarinda ortalama 6zelligi verilmistir.

Besinci boliimde de la Vallee-Poussin ortalamasi ile tanimli dizi uzaylarinin bazi
topolojik ve geometrik 6zellikleri verilmistir. Ayrica ortalama ile tanimladigimiz
yeni dizi uzayinin bazi geometrik 6zellikleri verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Banach-Saks operatér Banach-Saks 6zelligi, convex block
Banach-Saks ozelligi, de la Vallee-Poussin ortalama.
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ABSTRACT
M.Sc. Thesis

GEOMETRIC PROPERTIES IN SOME BANACH SPACES WHICH ARE DEFINED
BY AVERAGING

Ruken Celik

istanbul Commerce University
Graduate School of Applied and Natural Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Necip Simsek

2015, 58 pages

In first chapter of this study which has five chapter, general information about
of study is given.

In second chapter abstract of the literature of subject is given.

In third chapter basic definitions, theorems and some geometric notions are
given which are used in study.

In fourth chapter averaging property in Banach spaces is given.

In fifth chapter some topological and geometric properties of sequence spaces
which are defined by de la Vallee-Poussin mean are given. Furthermore, some
geometric properties of new sequence which is defined by averaging are given.

Keywords:Banach-Saks property, Banach-Saks operator, convex block Banach-
Saks property, de la Vallee-Poussin mean.
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1. GIRIS
Bu ¢alismada, ilk olarak literatiire dair kisa bir bilgi verilmistir.

Sonrasinda, calismada kullanilan fonksiyonel analize ait bazi temel tanim ve
teoremler verilmistir. Ozel olarak, bazi geometrik 6zellikler ve bunlarla ilgili

onemli birka¢ 6rnege de yer verilmistir.

Daha sonra Banach uzaylarinda ortalama 6zelligine deginilmistir. Banach-Saks

ozelliginin tanimu ile birlikte diger bazi tanim ve teoremler verilmistir.

Son boliimde ise ilk olarak, de la Vallee-Poussin ortalamasi ile tanimli dizi
uzaylarinin bazi1 geometrik 0Ozelliklerine deginilmistir. Bu ortalama ile

tanimlanan V(4,p) uzaymin h(x) paranormuna gére tam paranormlu bir uzay
oldugu gosterilmistir. Ayrica V(ﬂ,p) uzaymin p, =p 6zel durumu igin Vp(/l)

uzayina indirgendigi gosterilmistir. Ayrica bu uzayin | normuna gore bir

|X||Vp(/1)
Banach uzayr oldugu ve p -tipinde Banach-Saks 06zelligine sahip oldugu

gosterilmistir. Daha sonra V, (/1, p) modular uzayinin Luxemburg normuna gore

bir Banach uzayi1 oldugu ve Kadec-Klee 6zelligine sahip oldugu verilmistir [33].

ikinci olarak da, ortalama ile tanimh V,, yeni paranormlu dizi uzayr insa
edilerek, bu uzayin h(x) paranormuna gore tam paranormlu bir uzay oldugu
gosterilmistir. V; , uzaymin p, =p 6zel durumu igin V; uzaymna indirgendigi
gosterilmistir. V; uzayimin Banach uzayi oldugu ve konveks block Banach-Saks
ozelligine sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sartin V; uzayinin refleksif olmasi
gerektigi ispat edilmistir. Ayrica V,(, ,) modular uzayinin Luxemburg normuna

gore bir Banach uzayr oldugu ve Kadec-Klee o0zelligine sahip oldugu

gosterilmistir. T:V; —V? zayif kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter sartin
T:V] - V! operatoriiniin konveks block Banach-Saks 6zelligine sahip olmasi

gerektigi ispat edilmistir.



2. LITERATUR OZETi

Dizi uzaylarinin topolojik 6zelliklerinden farkli olarak geometrik 6zellikleri de
son zamanlarda genis bir ¢alisma alanina sahip olmustur. Fonksiyonel analizin
anlasilmasinda gii¢liik ¢ekilen baz1 kavramlara bu sayede aciklik getirilmistir.

Bu ¢alismalardan bazilar1 asagida verilmektedir.

Toplanabilme teorisinde, de la Vallee-Poussin ortalamasi ilk olarak (V,1)-
toplanabilirligi tanimlamak icin Leindler tarafindan kullanilmistir [18].
Malkovsky ve Savas genellestirilmis de la Vallee-Poussin ortalamalarindan
dogan yeni dizi uzaylar1 tanimlamislardir [24]. Ayrica bu dizi uzaylarn bir¢ok

yazar tarafindan ¢alisilmistir [11] ve [28].

ilk olarak Cesaro dizi uzayini normla birlikte 1970 yilinda Shue tanimlamistir

[31]. Birgcok o6zelligi ile Cesaro dizi uzaylar (cesp), bir¢cok yazar tarafindan
calisiimistir. (cesp)nin Kadec-Klee ve yerel rotund olma o6zelliklerine sahip
oldugunu 1996 yilinda Liu, Wu ve Lee gostermislerdir [20]. ces, nin p-tipte

Banach-Saks 6zelligini 1997 yilinda Cui, Hudzik ve Pluciennik ¢alismislardir [7].
Normlu Cesaro dizi uzaylarini paranormlu dizi uzaylarina 2003 yilinda Sanhan
ve Suantai genellestirmislerdir ve genellestirilmis Cesaro dizi uzaylar lizerinde
k-NUC ozelligini c¢ahisarak diger geometrik ozelliklere iliskin sonuclar elde
etmislerdir [27]. Lacunary icerikli yeni bir dizi uzay1 tanimlayip bu uzayi
Luxemburg normu ile donatarak bu uzay iizerinde Kadec-Klee ve rotund olma
gibi geometrik 6zellikleri 2007 yilinda V. Karakaya incelemistir [14]. I(p)-tipte
yeni bir dizi uzay1 tanimlayarak bu uzayin bazi topolojik 6zellikleri ile p-tipte

Banach-Saks ve Gurarii konvekslik modiilii ile ilgili geometrik 6zelliklerini 2009
yilinda Savas, Karakaya ve Simsek incelemislerdir [15]. Vp(/l,p) modular
uzayinin Kadec-Klee 6zelligine sahip oldugunu 2010 yilinda Simsek. Savas ve

Karakaya ispatlamigtir. Ayrica V, (l, p) modular uzayinin Luxemburg normuna



gore bir Banach uzayr oldugunu ve Vp(ﬂ) uzayinin p-tipinde Banach-Saks

ozelligine sahip oldugunu ispatlamiglardir [32].

L, [0,1] uzayindaki her sinirli dizinin aritmetik ortalamasi kuvvetli yakinsayan

bir altdizisinin oldugunu Banach ve Saks gostermislerdir [3]. C[O,l] dizi uzayinin

bu 6zellige sahip olmadgini Schrier gostermistir [29]. Yukaridaki sonuglar bize
su soruyu dikkatle ele almamizi 6nermektedir. " X Banach uzay1 Banach-Saks
ozelligine sahiptir ne demektir" yani X deki her simirli dizinin, aritmetik

ortalamasi kuvvetli yakinsayan bir alt diziye sahip olmasi ne ifade eder?

X diizgln konveks ise X uzayinin Banach-Saks 6zelligine sahip oldugunu 1938
yilinda Kakutani gostermistir [13]. Bir X Banach uzay1 Banach-Saks o6zelligine
sahip ise X refleksiftir ifadesini 1963 yilinda Nishiura ve Waterman
ispatlamislardir [25]. Bir refleksif Banach uzayinin Banach-Saks 6zelligine sahip
olmadigl 6rnegini 1972 yilinda Baernstein vermistir [2]. Diizglin konveks
olmayan Baernstein dual uzayinin Banach-Saks 6zelligine sahip oldugunu 1978
yilinda Seifert gostermistir [30]. Bir X Banach uzayinin konveks block Banach-
Saks 0Ozelligine sahip olmasi icin gerek ve yeter sart X uzaymin refleksif
olmasidir ifadesini 2002 yilinda Cho gostermistir. Ayrica Cho T operatoriniin
zaylf kompakt olmasi icin gerek ve yeter sartin T operatoriiniin konveks block

Banach-Saks operator oldugunu ispatlamistir [6].



3. TEMEL KAVRAMLAR

3.1. Temel Tanim ve Teoremler

Bu boélimde bazi tanim ve teoremler ile birlikte baz1 geometrik kavramlar

verilmistir.

Tanim 3.1.1 (Metrik uzay)

X, bostan farkl bir ciimle olmak iizere;

(M1) vx,yeX,d(x,y)eR" U{0}

(M2) d(x,y)=0=x=y

(M3) Vx,yeX,d(x,y):d(y,x)

(M4) Vx,y,zZ € X,d(x,y)é d(x,z)+ d(z,y)

aksiyomlarini saglayan
d:XxX—>R"

fonksiyonuna X icin bir metrik, (X,d) ikilisine de metrik uzay denir [17].

Tanim 3.1.2 (Yakinsak dizi)
X= (X,d) bir metrik uzay olmak lizere (Xn), X uzayinda bir dizi olsun.

lim d(xn,x)zO

n—0

olacak sekilde bir x € X varsa (Xn) dizisi yakinsaktir denir [17].



Tanim 3.1.3 (Cauchy dizisi)

X:(X,d) bir metrik uzay olmak tlizere (Xn), X uzayinda bir dizi olsun. V&>0
ve her m,n>N i¢in d(xn,xm)<8 olacak sekilde bir N=N(g) varsa (Xn) dizisi

Cauchy dizisi olarak adlandirilir [17].

Tanim 3.1.4 (Tam metrik uzay)

(X ,d) bir metrik uzay olsun. Eger X uzayinda her bir Cauchy dizisi X uzayinda

bir noktaya yakinsiyorsa X uzayina tam metrik uzay denir [21].

Tanim 3.1.5 (Lineer uzay)
X bos olmayan bir ciimle ve K, reel veya kompleks sayilar cismi olsun.

+: XxX—>o>X
wKxX—>X

ikili islemleri asagida verilen 6zellikleri sagliyorsa X ciimlesine K tizerinde bir

lineer (vektor) uzay adi verilir [21].

Her a,f €K ve x,y,z€ X icin

(L1) X+y=y+x

(L2) x+(y+z):(x+y)+z

(L3) x+6=x olacak sekilde 8 X vardir.

(L4) Her bir x € X icin x+(~x)=0 olacak sekilde (~x)e X vardur.
(L5) lx=x

(L6) a(x+y)=00(+og/

(L7) (a+,b’)x:00(+,b’x
18 alpx)=(ap)



Tanim 3.1.6 (Lineer alt uzay)

X bir lineer uzay ve M de X uzaymnin bir alt ciimlesi olsun. x,yeM ve «,f

skaler olmak tlizere ax+ ffy € M ise M uzayina X uzaymnin bir lineer alt uzayi

denir [21].

Tanim 3.1.7 (Normlu lineer uzay)

X, K cismi lizerinde bir lineer uzay olsun.

[-]:x—>R
fonksiyonu
(N1) |x|=0
(N2) |x|=0<x=0
m3) ||l x] 2k
(N4) |x+y|<||x[+] ¥ | (Usgen Esitsizligi)

)

ozelliklerini sagliyorsa |||| fonksiyonuna X uzayi tlizerinde bir norm ve (X ,

ciftine de normlu lineer uzay denir [21].

Her normlu lineer uzay d(x,y)=|| X—y” metrigi ile Uretilir ve norm tarafindan

uretilen metrik olarak adlandirilir.

Tanim 3.1.8 (Yakinsak dizi)

Normlu bir X uzayinda bir (xn) dizisi alalim. Eger X uzayi
lim||xn - x|| =0

n—o0

olacak sekilde bir x elemani iceriyor ise (xn) dizisi yakinsaktir denir. [17].



Tanim 3.1.11 (Banach uzayi)

Bir (X , ||) normlu uzayinda her Cauchy dizisi X uzay: i¢inde bir limite sahip

ise, bu (X, . ||) normlu uzayina tam normlu uzay veya Banach uzayi denir [21].

Tanim 3.1.9 (Paranormlu uzay)

X, K cismi lzerinde bir lineer uzay olsun. Eger g: X — R fonksiyonu, A €K ve

x,yeX igin

i g(0)=0,

ii. g(x)=g(-x),

iii. glx+y)<g(x)+g(»),

iv. 12—, ve g(x—x,)—0 iken g(ix—A,x,)—0

sartlarin1 sagliyorsa g fonksiyonuna bir paranorm ve (X,g) ikilisine de

paranormlu uzay denir [24].

Tanim 3.1.10 (Tam paranormlu uzay)

Bir (X,g) paranormlu uzayinda alinan her Cauchy dizisi bu uzayin bir noktasina

yakinsiyorsa (X , g) uzayina tam paranormlu uzay denir [21].

Tanim 3.1.12 (Klasik dizi uzaylari)

Kompleks ve reel degerli tiim x:(xk) dizilerinin ciimlesi @ olarak gosterilmek

uzere;

x:(xk),y:(yk)ea) ve ¢ bir sabit olsun.

X+.y=(xk+.yk) ve ax=(axk)

7



seklinde tanimlanan islemler altinda o bir lineer uzaydir. Literatiirde yer alan

bazi iyi bilinen dizi uzaylari asagida verilmistir.

[, :{x :(xk)ea):sup|xk|<oo}

keN

c:{x:(xk)ea):limxk :I,IeR}

k—o0

Co ={x:(xk)ea):limxk =0}

k—o0

llz{x:(xk)ea):i|xk|<oo}

k=1

1 :{x=(xk)ea):i|xk|p <oo}

k=1

n—0

S -0}
k=1

cs:{x:(xk)ea):lim

Sy <o)

k=1

bs={x=(xk)ea):sup

Bu uzaylar sirasiyla sinirli, yakinsak, sifira yakinsak, mutlak yakinsak, p-
yakinsak, yakinsak seriler ve sinirli seriler uzay1 olarak adlandirilir. Bu

uzaylardan 1,,c,c, uzaylar ||x| =sup|x,| normu altinda birer Banach uzaylaridr.
k

b

Ayni  sekilde [, vel, uzaylar1 sirasiyla ||x||1 = Z|xk| ve ||x||p = (Z|Xk|pj
k k
normlari ile birer Banach uzayidir. Bu uzaylar arasinda ise
Lcl,cl,ccycccl, (1<p<q<oo)

seklinde bir kapsama bagintis1 olup, asagida verildigi gibi bir norm esitsizligi

gecerlidir [21].

[, = [, = [, = ]
1 p q 0



Tanim 3.1.13 (Lineer fonksiyonel)

X bir lineer uzay olmak tuzere f:X —C dontsiimiine bir fonksiyonel denir.
Eger her x,yeX igin f(x+y)£ f(x)+f(y) esitsizligi gercgekleniyor ise f
fonksiyoneline alttoplamsal, f(x+ y): f(x)+ f (y) esitligi gercekleniyor ise f
fonksiyoneline toplamsaldir denir. Eger her x€X ve her A skaleri icin
f(ﬁ,x): A f(x) ise f fonksiyoneline homojendir denir. Homojen ve alt toplamsal
olan bir fonksiyonele alt lineer, toplamsal ve homojen olan bir fonksiyonele ise

lineer fonksiyonel denir. Her x € X i¢in |f(x)|SK.|| X || olacak sekilde bir K >0

ve reel sayisivarsa f: X — C donistimiine sinirh lineer fonksiyonel adi verilir.

Sinirh bir lineer fonksiyonelin normu ise

I-supl)

0 x|

seklinde tanimlanmaktadir [21].

Tanim 3.1.14 (Siirekli dual uzay)

X normlu bir uzay olsun. X wuzayr Uzerindeki tim smnirh lineer
fonksiyonellerden olusan B(X ,R) cimlesi
/()

f||=sup=2 =sup|f(x
d e [ P )‘

Xe
I

normu ile bir Banach uzay1 olusturur. Bu uzaya X uzayinin dual uzayi denir ve

X" ile gosterilir [21].

Tamm 3.1.15 (ikinci dual)

X", X Banach uzayinin duali olmak tizere B(X *,R) uzayina X uzayinin ikinci

duali denir ve X™ ile gosterilir. X™ uzay1 da bir Banach uzayidir [21].



Tanim 3.1.16 (Kuvvetli yakinsaklik)

X bir normlu lineer uzay ve (x,)e X olmak iizere limx, =x olacak sekilde bir

n—o

xe X varsa (xn) dizisi x noktasina kuvvetli yakinsak olarak adlandirhr [17].

Tanim 3.1.17 (Zayif yakinsaklik)
X bir normlu lineer uzay ve (xn)eX olmak ilizere her feX" icin

lim f(x,)= f(x) olacak sekilde bir xeX varsa (x,) dizisi x noktasma zayif

yakinsaktir denir ve x, —Xx seklinde gosterilir [17].

Tanim 3.1.18 (Operator ve lineer operator)
Lineer uzaylarda tanimli doniisiimlere operator denir.

L ve L' ayni bir F cismi Uzerinde iki lineer uzay olsun. T:L— L' operatorii

(a € F) olmak iizere

(i) T(x +y): T(x)+ T(y)
(ii) T(ex)=aT(x)

sartlarini saglhyorsa T operatoriine lineer operator denir [4].

Tanim 3.1.19 (Sinirh lineer operatér ve operator normu)

N ve N' normlu uzay ve T: N — N’ lineer operator olsun. Her x e N icin
[rCo)| <kl

olacak sekilde bir K >0 reel sayis1 varsa T operatoriine sinirl (lineer) operator

denir.

IT| = sup{”T(X]| :xeN,x # 9} ile tamimlanan |T| ye ise T operatériiniin normu

J~

denir [4].

10



3.2. Banach Uzaylarinda Temel Geometrik Kavramlar

Bu bolimde Banach uzaylarinin geometrisinde kullanilan bazi temel tanim ve

teoremler verilmistir.

Tanim 3.2.1 (Konveks uzay)

C, X lineer uzaymin alt kiimesi olsun. x,y€C ve her /16[0,1] skaleri icin

Ax+(1—A)y eC ise ¢ kiimesi konveks kiime olarak adlandirihr [1].

Tanim 3.2.2 (Konvekslik modiilii)

X Banach uzayinin konvekslik modiili &, : [O,Z]—) [0,1] olmak tizere;

)<,

A=<t

S5.(e)= inf{l =

x—y||28}

seklinde tanimlanir [7].

Tanim 3.2.3 (Diizgiin konveks uzay)

Her bir ¢ € (0,2] icin x,y € X olmak tlizere

<1

blst (=52

<o

[x=y]>¢

olacak sekilde & >0 sayisi varsa X Banach uzayi diizgiin konvekstir denir [8].

Yardimci Onerme 3.2.1

X diizgiin konvekstir < &(¢)>0.

11



Ornek 3.2.1 x,,x, € R* olmak iizere;

[, =l x|

[, =maxd |
normlari ile [ ve I uzaylar1 elde edilir. Bu uzaylarin her birinin birim yuvari
kareseldir ve her biri i¢in ¢ e [0,2] olmak iizere §(¢)=0 dir. Dolayisiyla diizgiin

konveks uzay degillerdir.

Ornek 3.2.2 |, (2< p <) uzaylari i¢in

Bunu gormek igin [x]|<1,|y| <1 ve [x - y|> ¢ olacak sekilde £€(0,2) ve x,yel,

alahm. & (5)2 1- HX er 24

oldugunda

ifadesini gerektiren [1, (2.7) den].
%+ y" <27 =[x ="

ifadesi elde edilir.

Tanim 3.2.4 (Refleksif uzay)

X normlu bir uzay olmak lizere X™ =X ise X uzayina refleksif uzay denir [21].

12



Tanim 3.2.5 (Kadec-Klee 6zelligi)

X Banach uzaymin birim kuresindeki herhangi bir dizi i¢in zay:f yakinsaklik ve

norm yakinsaklik esdeger ise X Kadec-Klee 6zelligine sahiptir denir [32].

Tanim 3.2.6 (Banach-Saks 6zelligi)
X Banach uzayindaki her sinirh (xn) dizisi,
1
tk(z):;(z1 +z,+.. +Zk)

seklinde tanimlanmak tizere (tk (z)), X de norm yakinsak olacak sekilde z = (zn)

alt dizisine sahip ise X uzay1 Banach-Saks 6zelligine sahiptir denir [9].

Tanim 3.2.7 (p-tipte Banach-Saks o6zelligi)

1< p <o olmak lizere C >0 ve her ne N icin her sifira zayif yakinsak (xk) dizisi

n
2%y
=0

olacak sekilde bir (xk,) alt dizisine sahip ise Banach uzay1 p-tipte Banach-Saks

1

<C(n+1y

ozelligine sahiptir denir [16].

Teorem 3.2.1 Banach-saks 6zelligine sahip her Banach uzay: refleksiftir fakat

tersi dogru degildir [9].

Teorem 3.2.2 Herhangi dizgiin konveks bir Banach uzay1 Banach-Saks

ozelligine sahiptir [13].
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Tanim 3.2.8 (Konveks kabuk ve kapali konveks kabuk)
C, X uzaymin keyfi bir alt uzay1 (konveks olmasi gerekmiyor) olsun. X
uzayinda C nin konveks kabugu; X uzayindaki biitiin konveks alt kiimelerin

kesisimidir ve co(C) ile gosterilir. Yani;
co(C)=n{D c X :C = D,D konvekstir

O halde co(C ), C yiiceren en kiictik tek konveks kiimedir. Acikca

n
co(C)z{oclx1 +o,x, +u.ta,x,:x, €C,a; 20ve2ai = 1}

i=1

=C nin elemanlarinin biitiin konveks kombinasyonlarinin

uzayl

olarak yazilir.

C nin konveks kabugunun kapanisi co(C) ile gosterilir. Boylece

n
coiC}:{alxl +o,Xx, +uta,x,: X, €C,a; ZOveZai :1}

i=1
elde edilir.

X uzayindaki € nin kapali konveks kabugu; X uzayindaki biitiin kapali konveks

alt kiimelerin kesigimidir ve c_o(C ) ile gosterilir. Yani;

co(C)=n{D c X :C c D, D kapali ve konveks} [1].

Tanim 3.2.9 (Zayif kompakt)
C, X normlu uzaymin bir alt kiimesi olsun. € kiimesi, tizerindeki zayif

topolojiye gore kompakt ise C kiimesine zayif kompakt olarak adlandirilir [1].

Tanim 3.2.10 (Sonsuz reel matris)
C, X lineer uzaymin bos olmayan bir konveks alt kiimesi ve T:C —C bir

donistim olsun. A=[a, ;];
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(A1) A matrisi, girisleri negatif olamayan altiicgensel bir matris (her n,ie N

icin a,; >0 ve her i >n i¢in a,;, =0)

a, 0 0 00
a,, a,, 0 0 0
A=| %1 B2 a3 0 0
a,, a,, a,; - 0 0

(A2) her bir dizinin toplami 1 dir, yani her ne N igin Zan,, =1,

(A3) herieN igin lima,, =0

n—oo

sartlarini sagliyorsa A=[q, ;] sonsuz reel matris olarak adlandirilir [1].

Tanim 3.2.11 (Zayif kapalilik )
C, bir X Banach uzayinin bir alt kiimesi olsun. C kiimesi zayif topolojiye gore

kapaliise C kiimesi zayif kapali olarak adlandirilir [1].

Bu ¢ahsmada I ile biitin reel x=(x(i))", dizilerinin uzaymm gosterecegiz.

Ayrica; (X, ||) (ksaca X:(X, ||)) bir lineer normlu uzay ve S(X)ve B(X) X

uzayinda sirasiyla birim kiire ve birim yuvar: gosterecektir.

Tanim 3.2.12 (Kothe dizi uzayi ve siral siirekli uzay)
I’ uzayinin bir altuzay1 X Banach uzay: asagidaki sartlar1 saghyor ise Kothe dizi

uzay1 olarak adlandirilir;
(i) Vie Nigin |X(1)| S|y(i)| olacak sekilde herhangi bir x €I’ ve y e X icin
xeX ve ||x|| < ||y|| elde ederiz.

(ii) Vi e Nigin x (i)> 0 olacak sekilde bir x € X vardir.

Her bir i e Nve x,(i)—0(n— ) igin x, (i)s | x(i)| olacak sekilde X uzayindaki

X,||— 0 saglaniyor ise x e X sirali surekli olarak

adlandirlir. Eger X uzayindaki biitiin diziler siral siirekli ise X Kothe dizi uzay:
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sirali siirekli olarak adlandirhr. Bir x € X in sirali siirekli olmasi i¢in gerek ve

yeter sart (n —> o) igin || (0,0,..., 0,x (n + 1),x (n + 2),... ) || — 0 sartinin saglanmasidir

[19].

Tanim 3.2.13 (Modiiler)

Bir reel vektor uzayi X icin, bir p: X —>[0,oo] fonksiyoneli asagidaki sartlar

sagliyorsa bu p fonksiyoneli modular olarak adlandirilir;

L p(x):0<:>x:0,
ii. plox)=p(x), her aeF ve |a| =1 icin,
iil. p(oo(+,bj/)£ p(x)+p(y), her x,ye X, her «,f>0 ve a+ =1 igin,
Ek olarak, eger asagidaki sart saglaniyorsa p konveks modiiler olarak

adlandirhr;

iv. p(oo< +,[)j/)£ ap(x)+ ,b’p(y) esitsizligi x,yeX her «,>0 ve a+ =1 igin
saglanir [32].

Tanim 3.2.14 (Luxemburg normu ve Amemiya normu)

p,X uzayinda bir modular olsun.
X, =xeX:p(ix)—>0,4—0" igin},
X, = {x eX: p(lx)< 0,baz1 4> Oi(;in}

X, <X, oldugu asikardir. p, x € X i¢in bir konveks modular ise
I, = inf{ﬂ ~0: p@ < 1}

.1
[, =inf =1+ p(2x))

ve
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p, X uzerinde bir konveks modular ise X :Xp* ve X, bir Banach uzayi
oldugunda ||x||L ve ||x|| , X, Uzerinde birer normdur.

||||L ve ||||A normlar: sirasiyla Luxemburg normu ve Amemiya normu (Orlicz

normu) olarak adlandirilir [26].

Ek olarak bitiin x € X, i¢in
[, <l <2},
denkligi saglanir.

Tanim 3.2.15 (Modiiler yakinsaklik)

n—soo igin p(A(x, —x))—0 olacak sekilde bir 2>0 var ise X, nun bir (x,)

dizisi, X € Xp ya modiiler yakinsaktir denir [32].

Onerme 3.2.1 (x,)c X, olsun. |

X,|, =0 olmasl i¢in gerek ve yeter sart n— oo

icin p(ﬂ(xn )) — 0 olmasidir.

ispat. [26].

Calismanin bundan sonraki kisminda p, >1 igin p:(pk) dizisini pozitif reel
sayilarin sinirh bir dizisi ve H =sup, p, ve M = max{ 1,H } olarak kabul edecegiz.

Tlim bunlarin yaninda, asagidaki esitsizliklere de ihtiyacimiz olacaktir;

t, =B <1 ve H=sup, p, isin K = max{1,2"" | oldugunda

" <k|a, ) (3.1)

P +| b,

|a, +b,

7%

k <|a, tk+|bk

|a, +b,

(3.2)
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4. BANACH UZAYLARINDA ORTALAMA OZELLIiGi

Bu béliimde Banach uzaylarinda ortalama 6zelligine deginilmis, bazi geometrik
kavramlar verilmis ve bu kavramlara iliskin baz1 sonuclar incelenmistir. Bas
kisimda da vermis oldugumuz, bu kisima ait literatir akisini tekrar hatirlatmak
istiyoruz: X duzgin konveks ise X uzayinin Banach-Saks o0zelligine sahip
oldugunu 1938 yilinda Kakutani géstermistir [13]. Bir X Banach uzay1 Banach-
Saks o6zelligine sahip ise X in refleksif oldugunu 1963 yilinda Nishiura ve.
Waterman ispatlamistir [25]. Refleksif bir Banach uzaymin Banach-Saks
ozelligine sahip olmadigi 6rnegini 1972 yilinda Baernstein vermistir [2]. Diizgiin
konveks olmayan bir Baernstein dual uzayinin Banach-Saks 6zelligine sahip
oldugunu 1978 yilinda Seifert gostermistir [30]. Bir X Banach uzayinin konveks
block Banach-Saks ozelligine sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sartin X in
refleksif oldugunu 2002 yilinda K. Cho gostermistir. Ayrica K. Cho T
operatoriniin zayif kompakt olmasi icin gerek ve yeter sartin T operatoriiniin

konveks block Banach-Saks operator oldugunu ispatlamistir [6].

Bu geometrik 6zelliklerin birbirleri ile iligkilerini asagidaki icerme tablosundan

da acikga gortlebilir.

Kakutani
Diizgiin konvenks = Banach-Saks o6zelligi

Nishiurave Waterman

Banach-Saks o6zelligi = Refleksif

Baernstein

Refleksif =% Banach-Saks 6zelligi

Seifert
Diizgiin Konveks olmama = Banach-Saks 6zelligi

Tanim 4.1 (Banach-Saks 6zelligi)

X bir Banach uzay1 olmak iizere; bu uzaydaki her sinirli dizinin aritmetik
ortalamalarinin dizisi, norma goére yakinsak bir alt dizi barindiriyorsa; bu X

uzayina Banach-Saks 6zelligine sahiptir denir [6].
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Tanim 4.2 (Konveks block Banach-Saks 6zelligi)

X bir Banach uzayr olmak tlzere; bu uzaydaki her sinirll dizinin aritmetik
ortalamalarinin dizisi, norma gore yakinsak konveks blok bir alt diziyi
barindiriyorsa; bu X uzayina konveks blok Banach-Saks o6zelligine sahiptir

denir [6].

Teorem 4.1 Bir X Banach uzayinin konveks block Banach-Saks 6zelligine sahip

olmasi icin gerek ve yeter sart X uzayinin refleksif olmasidir [6].

Teorem 4.1 ispatindan once, ispatta kullanilacak bazi tanim ve teoremleri

verelim.

Yardimci Teorem 4.1 (xn) zaylf yakinsak bir dizi olsun. O halde (xn) dizisinin

kuvvetli yakinsak bir konveks block ( yn) dizisi vardir [6].
ispat (xn)—> x zayif yakinsamasini kabul edelim. O halde her s € N igin

w Ll

xecolx,} =colx

nJnzs nJnzs

oldugundan s=1 i¢in co{xn}

n>1

Py
icinde |y, —x||<% olacak sekilde y, =) a;x,

j=1
konveks kombinasyonu vardir.

w -]

xecoix, | =co{x

nJnzp;+1 nJ)nzp;+1

icinde ||yz—x||<2i olacak sekilde y, = iaij konveks

oldugundan CO{Xn }n2p1+1 2
Jj=p+1

kombinasyonu vardir. Bu sekilde devam edilirse,

Y, —x||<2in olacak sekilde

(x,) in bir (y,) konveks block dizisini elde ederiz. Bu da (y,) dizisinin x e

kuvvetli yakinsadig1 anlamina gelir.
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Tanim 4.3 (R-matris)

Bir reel sonsuz Az(al-j) matrisinin bir R -matris olarak adlandirilmasi igin

gerek ve yeter sart

j=1

ii. her jeNigin limeg,; =0

Bir A= (%) matrisinin herhangi bir girisi negatif degilse bu matris pozitif olarak

adlandirlir.

Teorem 4.2 X Banach uzaymnin refleksif olmasi icin gerek ve yeter sart X

uzaymnin B, birim yuvarinin zayif kompakt olmasidir [10].

Siradaki teoremi [30] da goriilebilir.

Teorem 4.3 K, X Banach uzayinin zayif kapali, sinirli ve konveks bir altkiimesi

olsun. Asagidaki ifadeler denktir:

i. K zayif kompaktir;

ii. verilen bir (x,)c K icin dyle bir A:(aij) pozitif R-matrisi vardir ki
{Z; ;X }: dizisi kuvvetli yakinsar;
iii. verilen bir (xn)gK icin oOyle bir A=(0£,.j) pozitif R -matrisi vardir ki

00 [© . . -
{Zj_laijx j }1_1 dizisi zayif yakinsar

Teorem 4.1 in ispat1 X Banach uzayinin konveks block Banach-Saks ézelligine

sahip oldugunu kabul edelim. X uzaymin B, birim yuvarinda bir {xn} dizisi

secelim. O halde {xn} dizisinin bir konveks block{ n} dizisi vardir oyle ki
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Py & [AN
Yo = Zajxj O<a;<1ve {p,} artan dizisi icin Zai =1 oldugunda (_Zyl)
n

Pr1+l J=Pa a1 i=1

dizisi kuvvetli yakinsar.

1ap1£jsn
1

0, digerdurumlar

ile bir reel sonsuz A= (a,.}.) matrisi tanimlansin. O halde

< & 1 1 D1 pi
Zaij:zYa}:? daj+.t+ Da;|=1

j=1 J=pia+1

ve 0<a; <1 icin

0<lima; Sliml_:O

> i—w |

elde edilir. O halde A= (aij) pozitif bir R -matrisidir.

Di

= 1
Z%Xj =—_Za].xj
j=1 !

=1
1 P1 Pi 1 i
=7 Zajxj+"'+ Zajxj =—.ny
1 j=1 J=pi-1+1 1 j=1

oldugundan [i%xjj dizisi kuvvetli yakinsar. Sonug olarak, Teorem 4.3 den
j=1 i=1

B, zayif kompaktir ve X refleksiftir.

Tersine X uzay: refleksif ve (xn) sinirll bir dizi olsun. O halde (xn) dizisinin
zaylf yakinsak bir (Xnk)altdizisi vardir. Yardimc1 Teorem 4.1 den (Xnk)nln

kuvvetli yakinsayan bir konveks block (y, ) dizisi vardir. O halde (y, )dizisinin

aritmetik ortalamasi kuvvetli yakinsar. Bu da ispati tamamlar.

X veya Y uzaylarindan herhangi biri konveks block Banach-Saks o6zelligine

sahip ise T:X —>Y smurh operatorii bir konveks block Banach-Saks
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operatordir. T operatorii zayif kompakt kiimelere baghh siirhh kiimeleri
iceriyorsa T:X —Y operatori zayif kompaktir. X veya Y uzaylarindan
herhangi biri refleksif ise T:X —Y siirh operatorii zayif kompaktir. Teorem
4.1 i dustintlerek, sinirh bir T operatorii zayif kompakt ise, T bir konveks block

Banach-Saks operatordiir varsayimi yapilabilir [6].

Teorem 4.4 T:X —Y operatoriniin zayif kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter

sart T: X —Y operatoriuniin bir konveks block Banach-Saks olmasidir [6].
ispat T:X —Y operatorii zayif kompakt bir operatér ve (xn), B, .yuvarinda bir
dizi olsun. O halde (Txn)dizisinin zaylf yakinsayan bir (Txnk) altdizisi vardir.

Yardimci Teorem 4.1 den (Txnk) altdizisinin Y uzayinda kuvvetli yakinsayan bir

konveks block (y, ) dizisi bulunabilir.

T:X —Y bir konveks block Banach-Saks operator ve (x,), X uzayinda smirh

bir dizi olsun. O halde (Tx,) in bir konveks block (y,) dizisi vardir 6yle ki

Pn Dn
Vo= Zaijj , 0<a;<1 ve artan {p,} dizisi igin Zajzl durumunda
Ppatl J=P-1+1

(lz yij dizisi kuvvetli yakinsaktir.
n'is

la 1<ij<
o =179 SJ]sD;

0, digerdurumlar

ile bir reel sonsuz A= (a,-j) matrisi tanimlansin. O halde

0 pi 1 1
Za,j =27a1. ZY{Z“/ Fot 2061:1

j=1 J=pia+l

ve 0<a; <1 i¢gin

0<lime; Sliml_:O

i—o i—0o |
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elde edilir. O halde A= (05,.].) bir pozitif R -matrisidir.
® 1 bi
2o Tx; == aTx,

j=1

. i 4

j=1
1| & Pi 1 !
= Zaijj+...+ ZajTXj =72J/j
j=1 =

J=pia+1

oldugundan [i%xj] kuvvetli yakinsar. Teorem 4.3 den, TB, zayif kompakt
Jj=1 i=1

ve T:X —Y zayif kompaktir.
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5. ORTALAMA iLE TANIMLI BAZI BANACH UZAYLARI

5.1 De La Vallee-Poussin Ortalamasi ile Tanimli Dizi Uzaylarinin Bazi

Geometrik Ozellikleri

Bu boliimde de la Vallee-Poussin ortalamast ile tamimh V(4,p) paranormlu dizi

uzayn, V(1,p) paranormlu dizi uzayinn 6zel bir durumu igin elde edilen v, (1)

uzayin ve modular uzayin bazi geometrik ve topolojik 6zellikleri incelenmistir.
A:(ﬂk) pozitif reel sayilarin sonsuza giden (iraksak) azalmayan bir dizisi ve
A, =1, 4., <A, +1 olsun.

Genellestirilmis x:(xk)de la Vallee-Poussin ortalama dizisi asagidaki gibi

tanimlanir;

k=1,2,. icin I, =[k—2, +1,k] oldugunda

1
tk(x)=72xj [27].

k jeli

v,4], = xel’:lim—L3 | [=0
J

k—o0 //i’k =

ME {x el’:x—lee[V,I],, for some IeC}

ve

1
v,A], ={x el’ :sgp}t—Z‘xj‘ < oo}

ke Jjel

sirasiyla, sifira kuvvetli toplanabilir, kuvvetli toplanabilir ve kuvvetli sinirh dizi

uzaylari de la Vallee-Poussin metoduyla yazilir.
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Ozel olarak k=1,2,. icin A, =k alirsak [V,i]o, [V,Z] and [V,ﬂ,]w dizi uzaylan

sirasiyla, wy,,w ve w_ uzaylarina indirgenebilir [22].

Siradaki paranormlu dizi uzay1 Savas, Simsek ve Karakaya tarafindan [35] de

tanimlanmistir:

k=1

V()= )< :i{%Z‘xj‘ka oo

(4,) ve (p, ) dizilerinin 6zel durumlarina denk olarak V(A,p) uzay baz1 6zel dizi

uzaylarina indirgenir. Ornek olarak; A, =k alirsak ces(p) dizi uzayimna, her

keN igin 4, =k ve p, =p alirsak ces, dizi uzayna indirgenir [30].

Simdi ise V(/I,p) uzayinin topolojik 6zellikleri incelenmistir [32].

Teorem 5.1.1 a) V(4,p) uzayi

h(x): { (kg;\x \J J; (5.1)

ile tanimlanan paranorma gore bir tam paranormlu uzaydir.

b) p, =p alnirsa, V(/I,p) uzayl

V,(2):= x:(xj)ezo-i(j \X.\jp@o

k=1 k jely

ile tanimlananV, (1) uzayina indirgenir ve v, (1) uzayr

1
P
Il 0= ( Eor \]] (1<p<o).
JEely

normu ile bir tam normlu uzaydir.
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ispat a) (5.1) esitsizliginden koordinata gore toplama ve ¢arpma islemleri ile
V(ﬂ,, p) uzayinin lineerligi asagidaki gibi verilir. Clinku x, y V(/l, p) icin siradaki

estsizlik saglanir:

(g(ﬂ%g‘x"” f'm {2&;%\” +[2(%{§\%M (5.2)

ve herhangi bir « € R i¢in [23]
| a|pk < max{1,| a|M } (5.3)

elde edilir.

Her xeV(4,p) igin h(0)=0 ve h(x)=h(-x) oldugu agiktir. (5.2) ve (5.3)

esitsizlikleri h nin toplamsalligini verir ve
h(oo(): max{l, |a|}h(x)
elde edilir.

(x’"), h(xm —X)—)O olacak sekilde V(1,p) uzaymin elemanlarmin herhangi bir
dizisi ve (e, ) de @, — & olacak sekilde skalerlerin herhangi bir dizisi olsun. O

halde
h(x"’)s h(x'” - x)+ h(x)

esitsizliginden ve h nin alttoplamsalligindan (h(xm))

m

.y ifadesi smirhdir ve

boylece

k=1 k jeli

< | a,, —a|h(xm)+| a| h(x'" —x)
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yazilir. Esitsizligin son kisminda; m— oo i¢in limit alinirsa h(amx’" —00() nin
sifira gittigi elde edilir. Bu skaler ¢arpimin siirekliligidir. Boylece h, V(/’t,p)

uzayinda paranormdur.

Ispati tamamlamak icin geriye V(/’t,p) uzayinin tamhgin1 gostermek kalir.
Bunun icin ise; (x"), X=X :(x{’,x’;,x;’ ,) icin V(A,p) uzayinda herhangi bir

Cauchy dizisi verilsin. Verilen bir & >0 i¢in ve her m,n=n, (8) icin
£
hlx" —x™ )<=
(-}

olacak sekilde bir n, (6‘) pozitif tamsayisi vardir. h nin tanimini kullanarak, her

m,nzn, (g) icin

5 L3k

147
x"—x" ‘ <gM
k=1 jel,

elde edilir. Her m,nZnO(é‘) ve sabit je N i¢in ‘X;.’—x;."‘<£ elde edilir. Boylece

(X;’) dizisinin R de bir Cauchy dizisi oldugu elde edilir.

Reel sayilar kiimesinin tamligindan, her n=n, (g) ve m—>oo igin X] > x; elde

edilir. Simdi

yazilir. r uzerinden limit alindiginda nZnO(e) icin h(x”—x)<€ elde edilir.

Boylece (X"), V(l,p) uzayinda bir Cauchy dizisi olur.

Geriye x in V(/l,p) uzayinin elemani oldugunu gostermek kalir. x =x" —x" +x

esitliginden




elde edilir. Sonug olarak, x V(l,p) dir
b) (a) da p, =p alarak, (b) nin ispati kolayca gosterilebilir.

Yine [32] de Simsek, Karakaya ve Savas V(/’t,p) modular uzayini insa edip,
Luxemburg normunun V, (1) uzaymni alisilmis normuna denk olmasindan v, (2)

uzayinin p -tipinde Banach-Saks 6zelligine sahip oldugunu géstermislerdir.

Vv, (/I,p) genellestirilmis modiiler uzay:

plx)= i[ﬂl Z\XJ‘T

k=1 k jely
modiileri i¢in
Vp(i,p): {x el’: p(/b()< 0,bazi 1>0 igin}

ile ifade edilir. Buradan p:V, ()L,p)—)[O,oo] fonksiyonunun Vp(/I,p) uzayinda bir

modiiler oldugu goriiliir.

Vp(/l,p) dizi uzay1 uzerinde Luxemburg normu her XeVp(/Lp) icin asagidaki

I, - inf{/l ~0: p@ < 1}

gibi tanimlanir:

ya da denk olarak

Pk
[ x| =inf]4>0: p(iJ_{z(iz\ij }sl
A i\ A e

Benzer sekilde XeVp(/Lp) dizi uzayinda Amemiya normu her XeVp(/I,p) icin

asagidaki sekilde tanimlanmistir:

P |
[ x], =inf =1+ p(a))
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Vp(/l,p) uzayinda p modilerinin bazi temel o6zellikleri verilmistir. Aym

zamanda Vp(ﬂ, p) uzayinda modiiler p ile Luxemburg normu arasindaki bazi
iligkiler de verilmistir [32].
Onerme 5.1.1 p fonksiyoneli V, (i, p) uzayinda bir konveks modiilerdir.

Onerme 5.1.2 Herhangi bir x € Vp(/l,p) igin

i ||x||L <1ise p(x)S”x L

ii. H X HL =1 olmasi icin gerek ve yeter sart p(x): 1.

Onerme 5.1.3 Herhangi bir x € Vp(ﬂ,p) icin

i O<a<lve|x|, >aise p(x)>a"

ii. ax1ve|x| <aise p(x)<a”

elde edilir.

Yukarida verilen li¢ 6nermenin ispati da standard teknikler kullanilarak benzer

yolla [27] ve [12] de ispat edilmistir.

Onerme 5.1.4 (x,), V,(4,p) uzayinda bir dizi olsun.

.. lim|x,| =1 ise lim p(x,)=1;
ii. limp(xn)zo ise lim| x| =0 [26].
ispat. (i) lim| x,| =1 ve £(0,1) olsun. O halde n>n, igin 1-&<| x,| <1l+¢

olacak sekilde bir n; vardir. Her n=n, i¢in (1—8)H <|x

n

L < (1 + E)H oldugundan,
Onerme 5.1.3 (i) ve (ii) den p(x,)>(1-¢)" ve p(x,)<(1-¢)" esitsizlikleri elde

edilir. Boylece lim p(x,)=1.
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Xn

(ii) | x, [, #0 oldugu kabul edilsin. O halde £<(0,1) ve ke N igin\

X |, >€

olacak sekilde (xn) dizisinin bir (xnk) altdizisi vardir. Onerme 5.1.3 (i) den, her
k e N icin p(xnk)> &" elde edilir. Bu n— o0 icin p(X,,k)ﬂL)O olmasin1 gerektirir.

Boylece p(xn)+> 0 elde edilir, bu da ispati tamamlar.

Calismanin devaminda, Karakaya, Savas ve Simsek Vp(ﬂ,p) modiler uzayini

kurup, bu uzayin Kadec-Klee o6zelligine ve p-tipinde Banach-Saks ozelligine

sahip oldugunu goétermislerdir [32].

Teorem 5.1.2 V, (Z,p) uzayl

Ix],= inf{l .0; p@ < 1}

ile tanimlanan Luxemburg normuna gore bir Banach uzayidir.

ispat Vp(ﬂ,p) uzayindaki her Cauchy dizisinin Luxemburg normuna gore

yakinsak oldugu gosterilecektir

(x"(j)), Vp(ﬂ,p) uzayinda bir Cauchy dizisi ve £<(0,1) olsun. Béylece her

m,n2n, i¢in | X, —Xm” 1< e" olacak sekilde bir n, vardir. Onerme 5.1.2 (i) ile

her m,n=n, igin
p(x" —x’”)< H x" —x’"” <& (5.4)

elde edilir. m,n=n, i¢gin
© 1 Pk
Z{;Z\x"(i)—xm(j) U <é"
k=1\ M jel,

olur. Bu son esitsizlik bize sabit j € N ve her m,n=n, igin

|x"(j)-x"(j) <&
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esitsizligini verir. Boylece (X” (])) dizisinin R de bir Cauchy dizisi oldugu elde
edilir. R nin tamhigindan m— oo i¢in x"’(j)—)x(j) elde edilir. Buradan her

n2n, i¢in

elde edilir.

Geriye (x(j)) dizisinin Vp(/i,p) uzayinda oldugunu gostermek kalr. (5.4)

esitsizliginden her m,n=n, i¢in

Pk
=1 n( D\ om(:
Z[/TZ x"(j)-x (J)U <¢
k=1\ M jel,
yazilabilir. Her je N igin, Xm(j)—)X(j) olur, bdylece m— oo igin

p(x” —x'")—) p(x” —x)

elde edilir. Her n>n, ve m— oo igin,

= (1

SRR ES>

k=1\ % jel,

x"(j)-x()) \j

(5.4) den her n2n, i¢in p(x” —x)<

x" —XH < ¢ elde edilir. Bunu anlami n— oo
icin x, > x dir. Bdylece (Xn —X)e v, (i,p) olur. V, (ﬂ,p) bir lineer uzay
oldugundan, x=x, —x, +X€V, (/1,19) dir. Bu yilizden V, (ﬂ,p) dizi uzay1

Luxemburg normuna gore bir Banach uzayidir. Bu da ispati tamamlar.

Onerme 5.1.5 x€V, (4,p) ve x, cV, (4,p) olsun. n—oo icin p(x,)— p(x) ve

her jeN ve n— o igin xn(j)—>x(j) ise n— oo i¢in x, — x dir.
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Pk
ispat £ >0 olsun. ,0( Z( Z| ( Xj <o oldugundan K:max{l,z’“} icin

k=1 k Jjel

Z[ 2 (XJ K (5.5)

olacak sekilde bir je N vardir.

n — oo icin

p(&)—i(%z

k=1\ Y jel,

) rte)-E[ 3101

k jely

oldugunda her jeN ve n— oo igin x,(j)— x(j) oldugundan n—s oo igin

(5.6)

0] - [ E50] |

= 1
Z (’1 Z k=ny+1 k Jeli

k=ny+1 k jel

olacak sekilde bir n, € N vardir. Ayrica her jeN icin x,(j)— x(j) oldugundan

x,(j) > x(j)| <&

n— oo igin p(x,)— p(x) elde edilir. Boylece her n>n, ici

yazilir. Sonug olarak hern=n; i¢in

X, (j)—X(jljpk < (5.7)

1y 1

elde edilir.

(5.5) ve (5.6) ve (5.7) den nz=n, i¢in
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-t

> (23101 + 5[ 23 (xﬂ

k el k jely

_§+Kp(xn)—:201&§ X”(])‘ka k;[ﬁl( k;" ()‘j ]

<§+K p(X)—Z[%k% xn(f]jpk +§+k 1( ;' )Up]

k=ny+1 k Jel

:§+K i[%2|x(f)|]pk+3l< Z{ 2.1x ”Jj

Bu n— oo igin p(x,)— p(x) oldugunu gosterir. Boylece Onerme 5.1.4 (ii) den

L 0 elde edilir.

Teorem 5.1.3 V, (/I,p) uzay1 Kadec-Klee 6zelligine sahiptir.

, 1 ve xnix olacak sekilde XeS(Vp(ﬂ,p)) ve

ispat n—>o icin |x

n

(x,)c B(Vp(/i,p)) olsun. Onerme 5.1.2 (ii) p(x)=1 elde edilir, boylece Onerme

5.1.4 (i) den n— oo icin p(x,)— p(x) olur. x, K>x ve 7; (X):X(j) ile tanimlanan
I. koordinat dontstimii 7; :Vp(ﬂ,,p)—>R, Vv, (l,p) tzerinde strekli lineer bir

fonksiyon oldugundan, n— i¢in xn(j)—>x(j) olur. Boylece, Onerme 5.1.5

n—oo icin X, > Xx.

Teorem 5.1.4 V, (i) p tipinde Banach-Saks 6zelligine sahiptir.
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ispat Teorem 5.1.1 (b) den V, (1) uzaymin | x|, ;) ormuna gore Banach uzay

olacak sekilde pozitif tamsayilarin bir dizisi ve

N | =

oldugu gorulir. (gn), isn <
n=1

(xn), B(V (/1)) uzayinda sifira zayif yakinsayan bir dizi olsun. by =x,=0 ve

p

b, =x, =x, olsun. O halde

> b (1"

i=m;+1

<&

V,(2)

olacak sekilde m, e N vardir. (xn) dizisinin zayif yakinsak olmasi (xn)—>0

(koordinata gore) gerektirdiginden n>n, igin

Sx, (i)t
i=0

<&

v,(2)

olacak sakilde n, € N vardir. b, =x, olsun.

3 b, (i)

i=my+1

<&,

V,(2)

olacak sekilde bir m,>m; vardir. Aslinda (xn)—>0 (koordinata gore)

kullanilirsa n>n, i¢in

<&,

v,(2)

> x, (i)
i=0

olacak sekilde bir n, >n, vardur.

Bu sekilde devam edildigi takdirde her bir n>n,, i¢in

b; =x, igin
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<6‘j

v,(2)

>, (i)

i=m;+1

olacak sekilde (m;) ve (n,) artan altdizileri bulunabilir. Boylece,

b= b0+ 3 b0+ b0kt
=0 i=0 i=m;_y+1 i=m;+1 Vp(ﬂ)
n m; n m;—1 n ©
0N 5-CI0% D 0
=0\ i=m,_+1 v 70N =0 v,(2) N7=ONEm
= "[ Zj:bj(")e(i)} +Zzn:‘91'
j=0\ i=m; ;+1 V(1) j=0

yazilir. Diger taraftan

SRS

n

Kaly, o (ZGZ X”"(j)m

ifadesinden | x|, @ X, i(ﬂ) <1 olur.
n m; P n
(Boo)| -3 % [Eebe]
j=0 i:mj,1+1 Vp(i) J=0i= =m;_ 1+l 1 vel;
n 00 1 P
$5{ L]
J=0 i=0 i vel;
< n+1)
elde edilir. Boylece
z[ z"bj(i)e<f>] <(n+1)s
=0\ i=m;_;+1 V()

1
yazilir. Her ne N ve 1<p < igin 1< (n + 1)5 esitsizligi kullanilarak

n+1p+1<2(n+1)
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elde edilir. Béylece V, (2,) uzayl p tipinde Banach-Saks 6zelligine sahip olur. Bu

da teoremin ispatini tamamlar.

5.2 Ortalama ile Tanimh Yeni Dizi Uzayinin Bazi Geometrik Ozellikleri

Bu boéliimde ortalama ile tanimli yeni dizi uzay1 insa edilip bu uzayin bazi

geometrik ozellikleri gosterilmistir. x = (x ].) pozitif olmak tizere

1
PkJM

paranormuna gore tanimlanan yeni dizi uzay: asagidaki gibidir:

1
szj

k Jjely

k=1

h(x):=(i

V,,= x:(xj)elo Z <o

k=1

Zx

k ]EI/(

Teorem 5.2.1a) V, , uzay1

1

}M (5.8)

ile tanimlanan paranorma gore bir tam paranormlu uzaydir.

—>'x,

k Jjely

k=

(){i

b) p, =p alnirsa V, , uzay

VPi= x:(x].)elo Z

k=1

Zx

k Jely

<0

ile tamimlanan V; uzayina indirgenir ve V; uzayi

v [Z

T

—>x,

k Jely

} , (1<p<w)
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normu ile bir tam normlu uzaydir.

ispat a) (2.1) esitisizliginden koordinata gére toplama ve skalerle carpma
islemleri ile V, , uzaymin lineerligi asagidaki gibidir. Cinki x,y €V, , icin

siradaki esitsizlik saglanir:

- 1 D % © 1 P % - 1 Dy %
[z TZ(xj+yj) J <[z Z_ij J +[z TZyj } (5.9)
k=1 k jely k=1 k jel k=1 k jel
ve herhangi bir & € R i¢gin
o <max{1,|o|" | [23] (5.10)

elde edilir.

Her x€V, , icin h(0)=0 and h(x)=h(-x) oldugu agiktir. (5.9) ve (5.10)

esitsizlikleri h nin alttoplamsalligini verir ve

a|}h(x).

h(ox)= max{ 1,

(xm), h(xm —X)—)O ve (@,), a, > a olacak sekilde V,, uzaymin elemanlarinin

P

herhangi bir dizisi olsun.
h(x"1 )S h(x”’ — X)+ h(x)

esitsizliginden ve h nin alttoplamsal olmasindan (h(xm ))meN siirhdir ve boylece
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IN
Ms
|»—\
R
)
>
<5
|
B
e

Pk % o 1 Pr %
AR
k=1 k jely
1

- 1 Pk \M - 1 Pk %
de-al 8] L xbe| | i3] L x|
k=1 k jeli k=1 k jely
h(x'") h(x”'—x)

elde edilir. Esitsizligin son kisminda; m — oo i¢in limit alinirsa; h(amx”’ —ax) nin
sifira gittigi elde edilir. Bu, skaler carpimin siirekliligidir. Boylece h, V,

.uzayinda bir paranormdur.

ispat1 tamamlamak icin geriye V, ,uzaymin tamhgim gostermek kalir. Bunun
. . . n n n n n o . e e .
icin ise; (x ) X=X; :(xl,xz,x3 ,) oldugunda V, , uzayinda bir Cauchy dizisi

secelim. Verilen bir &£ >0 i¢in ve her m,n=n, (5) icin
£
hlx" —x™ )< —
e -x)<

olacak sekilde bir n, (5) pozitif tamsayis1 vardir. h nin tanimin kullanarak, her

m,n2n, (5) icin

D

<"

22l -)

k jel

£
k=1

elde edilir. Her m,nZnO(g) ve jeNigin ‘x;’ —x}"‘<g elde edilir. Boylece (x;’)

dizisinin R uzayinda bir Cauchy dizisi oldugu elde edilir.
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Reel sayilar kiimesinin tamligindan, her nZnO(g) ve m—oo icin x7' —x; elde

edilir. Simdi

r Di

> %Z(X;_Xj)

k=1| M jel,

<e"

yazilir. r uzerinde limit alimirsa ve nZno(g) degeri icin h(x”—x)<8 elde

edilmisti. Boylece (x”), V, , uzayinda bir Cauchy dizisi olur.

Geriye x elemaninin V, , uzayinda oldugunu gostermek kalir. x =x" —x" +x den

© Pk

ZZX

k Jely

F¥Y

k Jel

elde edilir. Sonug olarak, x € VM, dir. Bu da ispat1 tamamlar.

%4 {

normuna gore bir Banach uzayidir.

b) V! uzayi

SRS

Zx

k jeli

J Jl<p<oo

ispat V? uzayindaki her Cauchy dizisinin ||X|| ,» normuna gore yakinsak

oldugu gosterilecektir. (X"(j)), V! uzayinda bir Cauchy dizisi olsun. Boylece her

m,n=n, igi

» <€ olacak sekilde bir n, vardir. Her m,n=n, igin

| x" x|, <& (5.11)

vy

elde edilir. Her m,n=n, icin




0

2l

L) ){<

k jely

yazilir. je N sabiti icin son esitsizlik her m,n=n, i¢in

x”(j)—x"’(jj<8

esitsizligini verir. Boylece (x" ( ])) dizisinin R uzayinda bir Cauchy dizisi oldugu

elde edilir. R uzaynin tamligindan m — o i¢in Xm(j)—>X(j). Boylece n=n, i¢cin

p

00

2|3

k=1

3w (7)-x())] <

k Jely

<&

elde edilir.

ispati tamamlamak igin geriye (x(j)) dizisinin V/ uzaymm bir elemam

oldugunu gostermek kalir. (5.11) esitsizliginden her m,n = n, i¢in

o0

ZZX

k jely

<&

elde edilir. Sabit je N igin x'”(j)—)x(j) yazilir, boylece m— oo igin

n m

x"—x x"—x

vy vy

elde edilir.
Her n2n;, ve m— oo i¢in

p

o0

2.

k=1

3 x(7)-x()

k jely

Z

L3

»<¢& elde edilir. Bunun
y

anlam1 n — oo icin x, — x. Boylece, (Xn —X)e V7 elde ederiz. V! lineer bir uzay

oldugundan
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—Zxk -

k Jel

—Zxk - % (e - (xr-x,)

k jely

PO RAEED RSN

k Jely

IA

_Zxk 7 Xy

k Jeli

p

o0

27

k=1

Z( _Xk)

k Jel

<3

k=1

Zxk +Z
k Jely

I &

Zxk

k Jel

p

00

2|7

k=1

Zxk

k Jely

<OOX€V( p)*

Bu sebeple V! uzay | x

,» hormuna gore bir Banach uzayidir. Bu da ispati
A

tamamlar.

Sirada V, , paranormlu uzaym modiiler uzay: insa edilip bu uzayin geometrik

ozellikleri incelenmistir. Yeni modiiler uzay

;m[ﬁ%%wq

paranormuna gore asagidaki sekilde tanimlanir:

—{xel’: p(ix)<oobazi A > Oigin |

Vp(/l.P)
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Teorem 5.2.2 V , ,, uzayl

x|, = inf{l - 0: p[%j < 1}

Luxembug normuna gore bir Banach uzayidir.

ispat V,(1p uzayindaki her Cauchy dizisinin HXHL Luxemburg normuna gore

yakinsak bir dizi oldugu gosterilecektir.

(X"(j)) V,p uzaymda bir Cauchy dizisi olsun. Béylece m,n=n, icin

X, —me ,<&" olacak sekilde n, vardir. Onerme 5.1.2 (i) ile her m,n>n, i¢in
p(x”—x'”)<” x" —x'”HL <" (5.12)

elde edilir. m,n=n, i¢in

A

k Jeli

0
k=1

Pk
1 N om(
2 x"(j)-x (1){ <e
olur. je N sabiti icin son esitsizlik bize her m,n>n, igin
‘x”(j)—x”’(j)‘«s

esitsizligini verir. Boylece (x” ( ])) dizisinin R uzayinda bir Cauchy dizisi oldugu
elde edilir. R uzaymnin tamhigindan, m— oo icin Xm(j)—)X<j) olur. Bu nedenle

her n=n, igin

123
<&

3 (i)-x()

ke jely

0
k=1

elde edilir.
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Geriye (x(])) dizisinin V,, , uzayinda oldugunu goéstermek kalir. (5.12)

esitsizliginden her m,n=n, i¢in

Pk
<&

%Zx"(i)—x’"(j)

k jely

0
k=1

yazilabilir. Her je N igin, Xm(j)—> X(j) olur, boylece m— o igin
p(x” —x'")—) p(x" —x)
elde edilir. Her n2n, ve m— o igin

Px 0 Di

-2

k=1

> x"(j)-x(j)

Jel

2

0
k=1

%;w(ﬁ—w(ﬁ

1
ﬂ’k

(5.12) esitsizliginden her n=n, i¢in p(xn —X)< X, —X”L <¢ elde edilir. Bunun

anlami1 n—oo i¢in x, &> x dir. Boylece (Xn—x)e V,ip elde edilir. V,(up) bIT

Ap)
lineer uzay oldugundan X=X, —X, +X€Vp(ﬂ,p) yazilabilir. Bu ytzden V,, ,

uzay1 Luxemburg normuna gore bir Banach uzayidir. Ispat tamamlanur.

Teorem 5.2.3 V,, , uzay1 Kadec-Klee 6zelligine sahiptir.

X,|,>1 ve x,—x olacak sekilde xeS(Vp(M,)) ve

ispat n— o icin |

XngB(Vp(ﬂ,p)) olsun. Onerme 5.1.2 (ii) den p(x)=1 yazilir; boylece Onerme

514 (i) den n—o icin p(x,)— p(x) elde edilir. x, 1))( ve 7Z'j(X)=X(j) ile

tamimlanan i.-koordinat déniisimi 7;:V; ->R, Vp(ﬁr uzayinda strekli bir

p)
fonksiyondur. n—o0 ve her jeN sabiti i¢in xn(j)—>x(j) elde edilir. Boylece

Onerme 5.1.5 dan n— o i¢in x, — x elde edilir.
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Teorem 5.2.4 V; Banach uzayinin konveks block Banach-Saks 6zelligine sahip

olmasi i¢in gerek ve yeter sart V; uzayinin refleksif olmasidir.

ispat VP uzay1 konveks block Banach-Saks ozelligine sahip olsun. {xn} vy

uzaymin B, birim yuvarinda bir dizi olsun. Yardimci Teorem 4.1 den dolay

pfl
{x,} dizisinin bir konveks block {y,} dizisi vardir 6yle ki y, = Za X 0<a;<1

Ji?
Pra+l

Pn
ve {pn} artan dizisi icin Zaj =1 oldugunda ( Z y,j kuvvetli yakinsar.

JEPatl i=1

—a;, 1<j<p,

0, diger durumlar

ile bir reel sonsuz A= (a,.j) matrisi tanimlansin. O halde

ve 0<a; <1 i¢in

1
0<limeg, <lim—=0
I—)ED ] I—)OOI

O halde A= (aij) pozitif bir R -matrisidir.
Sa, 13,
=
D1 Di 1 i
27 Z(ijj +.+ Zajxj 272_]/]
j=1 j=1

J=pi1+1

oldugundan (i%xJ kuvvetli yakinsar. Teorem 4.3 den B, zayif kompaktir
=t i=1

ve V! refleksiftir.
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Tersine V; uzayinin refleksif oldugunu kabul edelim. (xn) sinirll bir dizi olsun.
(x,) dizisinin zayif yakinsak bir (Xnk) altdizisi olur. Yardimci Teorem 4.1 den
(Xnk) dizisi kuvvetli yakinsak olacak sekilde bir konveks block (y, ) dizisi vardr.

O halde (yn)dizisinin aritmetik ortalamasi kuvvetli yakinsar. Bu da ispati

tamamlar.

Teorem 5.2.5 T:V] —V; operatoriniin zayif kompakt olmas: i¢in gerek ve

yeter sart T:V —V? operatoriiniin bir konveks block Banach-Saks olmasidir.

ispat T:V? —V? operatorii zayif kompakt bir operatér ve (xn), vi yuvarinda
bir dizi olsun. O halde (Txn) in zayif yakinsayan bir (Txnk) altdizisi vardir.

Yardimci Teorem 4.1 den (Txnk) nin Y de kuvvetli yakinsayan bir konveks block

(y,,) dizisi vardir.

T:V? — VP bir konveks block Banach-Saks operatér olsun. (x,), X uzayinda

sinirh bir dizi olsun. O halde (Tx, ) dizisinin bir konveks block (y, ) dizisi vardir

Dn
oyle ki y, = Zaijj , 0<a, <1, artan {pn} dizisi i¢in ve Zajzl

]
Pna+l J=Paatl

1 n
durumunda (—Zy,-j kuvvetli yakinsaktir.
n

i=1

1
—a,, 1<j<p,
o, =17 % J<p

0, digerdurumlar

ile bir reel sonsuz A= (a,-j) matrisi tanimlansin. O halde

ve 0<¢,; <1 icin
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0<lime; Sliml_zo

i—o© i—o |

O halde A= (aij) bir pozitif R -matrisidir.

® 1 Di
ZauTXj :_-zaJTXJ
j=1 =
D1 Di 1
- Z(Z}TX]+ -+ ZO‘JTX; :-Zy]
Jj=1 J=pi-1+1 Jj=1

oldugundan [iainJ kuvvetli yakinsar. Teorem 4.3 den, TB,, zayif kompakt
J=1 i=1 ‘

ve T:V} —V; operatori zayif kompaktir.
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