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OZET

Yalinkat fonksiyonlar teorisi, kompleks degiskenli fonksiyonlarin en ilging
konularindan biridir. Birim dairede normalize yalinkat foksiyonlarn 5 smifi i¢in
extremal problemleri ele alan dikkate deger bir¢cok problem vardir. Metodlarin

cesitliligi bu problemleri ¢calismaya yol agmaistir.

Son yillarda, yalinkat fonksiyonlarin harmonik doniisiimlere genellestirilmesi
dikkat c¢ekmektedir. Ayrica, harmonik doniisiimlerin simirli sinir rotasyonlariyla

iliskileri incelenmektedir.

Bu ¢aligmanin amaci yalinkat fonksiyonlarin temel ozelliklerini vermek ve

harmonik doniigiimlerin sinirl sinir rotasyonlari ile iligkilerini arastirmaktir.

Anahtar Kelimeler: Yalinkat fonksiyonlar, harmonik doniisiimler, sinirl

sinir rotasyon, yildizil fonksiyon, Janowski yildizil fonksiyon, konveks fonksiyon.
ABSTRACT

The theory of univalent functions is one of the most interesting topics in
complex variable. There are many remarkable theorems dealing with extremal
problems for the class S of normalized univalent functions on the unit disc. A

variety of methods was lead to study these problems.

In recent years, generalization of univalent functions to the harmonic
mappings is get attract attention. Moreover, harmonic mappings related to the

bounded bundary rotation is get investigation.

The aim of this research is to give elemantary properties of univalent
functions and to investigation of the class harmonic mappings related to the bounded

boundary rotation.

Keywords: Univalent functions, harmonic mappings, bounded boundary

rotation, starlike function, Janowski starlike function, convex function.
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GIRIS

Yalinkat fonksiyonlar teorisi, geometrik fonksiyonlar teorisinin ilgi goren
konularindan biridir. Tek kompleks degiskenli analitik fonksiyonlarin baslangici
Riemman Doniisiim Teorisi' ne dayanir. 1907 yilinda Koebe birim dairede analitik ve
yalinkat olan tek kompleks degiskenli fonksiyonlar1 incelemistir. Bu konuda
Gronwall' in 1914 teki alan teoremi ve Bieberbach' in 1916 daki normalize yalinkat

fonksiyonlarin ikinci sira katsay1 tahminleri temel olusturmustur.

Louis De Branges' in 1984 te Bieberbach varsayimini ispatlamasindan sonra,
matematikgiler tarafindan merak edilen normalize yalinkat fonksiyonlarin harmonik
dontisiimlere genellestirilip genellestirilemeyecegi sorusu olumlu sonuglar vermistir.
Bu gelismenin ardindan 1984 yilinda Clunie Terry, Sheil-Small tarafindan
yaymlanan makalede konform doniistimler i¢in bilinen sonug¢larin harmonik
doniigiimler i¢in analoglar1 ortaya konulmustur. Bu ¢alismanin sonrasinda harmonik

fonksiyonlar teorisi gelisme silirecine girmistir.

Yalinkat fonksiyonlarin S smifi i¢in 6zel altsiniflar, asimtotik tahminler ve
sinir katsayilarinin hesabi aradan gegen yillar i¢inde saglanmistir. Analitik yalinkat
dontistimler icin klasik biikiilme ( distortion ) teoremleri ve katsayr tahminlerinin

harmonik doniisiimlerde de benzer bir yapida oldugu ortaya konulmustur.

Sinirli sinir rotasyonlar1 fonksiyonlart fikri 1917' de ilk kez Loewner
tarafindan ortaya atilmistir. Konveks fonksiyonlar i¢in sinirlt sinir rotasyonlarinin 1,
fonksiyonu 1931' de Paatero tarafindan gelistirilmistir. Daha sonra 1971' de
Pinchuk, 2= k=<4 i¢in V, deki fonksiyonlarin konvekse yakin oldugunu
ispatlamistir. Ayni1 zamanda Pinchuk, 2, smifin1 ve yildizil fonksiyonlar sinifinin
genellesmesi olan R, smifini tanmitmistir. Ayrica V, ve R, sinflan ile P, smnifi
arasindaki iligkiyi de saglamistir. @ —mertebeden V, (a) ve R, (a) siniflart 1975’

te Padmanabhan ve Parvatham tarafindan ortaya konulmus ve P, (a) smifini



tanimlamuslardir. Daha sonra Noor , P, (&) sinifinin konveks oldugunu gostermis ve
P, (a) i¢in biikiilme sonuglarini vermistir. V, (&) icin katsay: sinir1 ve konvekslik

yarigapini ¢aligmistir.

Bu calismanin amaci yalinkat fonksiyonlarin temel 6zelliklerini, birim dairede
yalinkat fonksiyonlarin altsiniflarin1 vermek ve harmonik fonksiyonlarin sinirli sinir

rotasyonlariyla iligkilerini incelemektir.
Bu ¢alisma ti¢ boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde, temel topolojik kavramlar ve kompleks diizlemde limit ve
diferansiyellenebilme kurallari, analitik fonksiyonlarin temel tanimlari, harmonik
fonksiyonlarin genel oOzellikleri ve yalinkat fonksiyonlarin temel tanimlari

verilmektedir.

Ikinci boliimde, kompleks diizlemde yalinkatlik, yalinkat fonksiyonlar
teorisinde temel sonuglar, alan teoremi, 5 sinifinda biiyiime, kapsama ve biikiilme
sonuclari, yalinkat fonksiyonlarin maksimum modiilii ve § sinift i¢in iki noktali

biikiilme sonugclari verilmektedir.

Ucgiincii  boliimde, pozitif reel kisimli fonksiyonlar, subordinasyon ve
Herglotz formiilii, Caratheodory sinifi ve subordinasyon prensibinin uygulamalari,
yildizil ve konveks fonksiyonlar, yildizillik ve e —me1 mertebeden konvekslik, alfa
konvekslik, birim dairede konvekse yakin, spirallike ve & — like fonksiyonlar,
harmonik doniistimlerin sinirli sinir rotasyonlariyla iliskileri ve temel sonuglari

verilmektedir.



BOLUM 1

ANALITIK FONKSiYONLAR

Analitik  fonksiyonlar1 daha 1iyi anlayabilmek, tanim bdlgelerinden
bahsedebilmek icin ilk olarak bazi elemanter topolojik tanimlar ile limit ve

diferansiyellenebilme kavramlarini vererek baslayacagiz.

1.1 Temel Kavramlar
1.1.1 Topolojik Kavramlar

Tammm 1.1.1: X bostan farkli bir ciimle ve d: X X X — R bir fonksiyon
olsun. d fonksiyonu asagidaki sartlar1 sagliyorsa, d ye X kiimesi tizerinde bir metrik

denir ve (X,d) giftine metrik uzay denir.
i) dix,y)=0ox=y V(xyeX)
i) d(x,y) = d(y,x) V(x,y € X)
iii) d(x,z) <d(x,y)+d(y,z) V(x,yz€X)
Vx,y € Xi¢ind(x,y) = 0 dir.

Tamm 1.1.2: Ng(y) ciimlesi tiim x € X noktalari i¢in d(x,y) < § kosulunu
saglayan y noktalarinin biitin § komsuluklarinin climlesi olsun. N € X cilimlesi

Ns(y) climlesini igeriyorsa, y nin bir komsulugudur denir.

Tamm 1.1.3: (X, d) bir metrik uzay olsun. B(x,r) = {y € X: d(x,y) <r}

ciimlesine x merkezli, r yarigaph agik yuvar denir.



Tamm 1.1.4: ( X, d) metrik uzay olsun. Eger bu uzayin bir alt ciimlesi bostan
farkli, iki acik alt cilimlenin birlesimi olarak gosterilemiyorsa, bu climleye

baglantilidir denir.

Tamm 1.1.5: (X,d) bir metrik uzay ve K < X olsun. X uzayina ait bir s
noktasi i¢in s noktasinin her B(s,r) komsulugunda s #y, y € B(s,r) olacak
sekilde K climlesinin en az bir elemani bulunuyorsa, s noktasina X climlesinin

y1gilma noktasi denir.

Tamm 1.1.6: (X,d) bir metrik uzay ve K c X olsun. K ciimlesinin her
yigilma noktasi, K nin bir noktas: ise K ye kapali climle denir. Bir ciimlenin

kapanisi, ciimleyi iceren en kiiciik kapali ciimledir ve K ile gosterilir.

Tamm 1.1.7: Bir kiimenin biitiin x elemanlar i¢in |x| < M olacak sekilde

bir M sayisi varsa , kiimeye sinirlidir denir.

Gergel sayilar igin verilen bu tanimlar, kompleks diizlemde nokta kiimeleri

icin de gegerlidir.

Homeomorfizma: X ve Y topolojik uzaylar olsun. f: X — Y ye bire-bir,
orten, siirekli ve agik bir fonksiyon ise X den Y ye bir homeomorfizm denir. Eger
X den Y ye oOrten bir homeomorfizm varsa X ile Y topolojik uzaylarina

homeomorf uzaylar denir.

Bir Doniisiimiin Kompakthgi: X ve Y normlu uzaylar olsun ve
T € L (X,Y) bir lineer doniistim olsun. Eger X i¢indeki her sinirli {x,} dizisii¢in Y

icindeki {Tx,} dizisi yakinsak bir alt dizi igerirse T ye kompakttir denir.

1.1.2 Kompleks Fonksiyonlarda Limit ve Tiirev

Limitin Tamm: w = f(z) fonksiyonu basit baglantih bir D bolgesinde
tanimlanmis olsun. Bu fonksiyon basit baglantilt D boélgesini, w diizleminde basit
baglantili bir D; bolgesine resmetsin. z, € D igin z — z, oldugunda w = f(2)
fonksiyonunun limiti su sekilde tamimlanir : V&> 0 sayisi i¢in |z —z5| < &

oldugunda |f(z) —L| <& esitsizligi olacak sekilde & >0 sayisi karsilik



getirilebilirse  f(z) fonksiyonunun limiti L ' dir denir ve lim,,, f(z) =1L

seklinde yazilir.

Geometrik (topolojik) sekilde anlami: z, noktasinin resmi wy = f(z;)

oldugu kabul edilirse
If(z) - Ll<e = |lw—Ll<e = |lwy—L|<¢
olduklar1 g6z oniine alinirsa

w—diizlemi

o) S
)ﬁ bolgesi D4 bdolgesi

Sekil 1.1: z deki agik civarin w deki agik civar karsiligi

limitin geometrik anlami z — diizlemindeki bir D bolgesinde 2z, merkezli &
yarigapli bir agik civara w — diizleminde D; bolgesinde w, merkezli & yaricapl

bir acik civarin karsilik getirilebilmesidir.

Teorem 1.1.8: f(z) ve g(z) fonksiyonlari basit baglantih bir D
bolgesinde tamimlanmis ve zo € D olmak iizere lim,,, f(z) =L; ve

lim,_, g(z) = L, limitleri var olsun. Bu durumda
i) lim,, (f(2)+9(2)=Li+L,
i) limg, (f(2) —g(2)) =L, — L,
i) lim,,,( f(2).9(2) = Ly.L,

. . L
iv) lim,_, (;E—g) =2, (4@ #0, L, #0)

. 1 1
v) lim,(5) =5, (F@#0.L #0)



Diferansiyellenebilme ve Kompleks Tiirev: w = f(z)  fonksiyonu
kompleks diizlemin basit baglantili bir D bdlgesinde tanimlanmis, siirekli, tek
degerli bir fonksiyon olsun. Eger
. fz+A4z) - f(2)
m )

li
Az—0 Az

Az = Ax + iDy

limiti varsa, bu limit degerine f fonksiyonunun tiirevi denir ve

’ _af _ | fz+Az)~f(z2) _ . f(z+h)
f'(2) = dz Alyllo Az = limy,o h

ile ifade edilir. Bu durumda f(z) fonksiyonu z noktasinda diferansiyellenebilirdir

denir.

Teorem 1.1.9: f(z) ve g(z) fonksiyonlari basit baglantih bir D

bolgesinde tanimlanmus, tiirevlenebilir olsunlar. Bu durumda
) (f@+9@) =f@D+g'@
i) (f@9(2) =f(2)9@) +f(2)g (2)

o (F@Y _ f@9@)-f(2)g' (2)
i) (55) =S @@ # 0

1.2 Analitik Fonksiyonlarda Temel Tamimlar

Kompleks diizlemin bir D; bdlgesinin z noktalarini, ikinci bir diizlemin D,
bolgesinin w noktalarina esleyen w = f(z) bigimindeki fonksiyonlar, kompleks
fonksiyonlardir. D; bélgesindeki z = x + iy fonksiyonu, D, bolgesindeki w =

u(x,y) +iv(x,y) fonksiyonu ile eslenir.

Analitik fonksiyonlar, kompleks diizlemde acik ciimleler ile tanimli olan
kompleks degerli fonksiyonlardir. Kompleks diizlemin () ile gosterilen agik ciimlesi
tizerine tanimli f fonksiyonu analitik ise, Q. nin her y noktasinin bu ciimlede yer

alan bir Ns(y) komsulugu vardir. Ng(y) ninher z elemani igin

f(z)=Ynoan(z—2)", a,€C



bigimindeki kuvvet serisi f(z) ye yakinsar.
Burada analitik fonksiyonlar konusu i¢in bazi 6nemli tanimlar verecegiz.

Tamm 1.2.1: C kompleks diizleminde, agik baglantili bir ciimleye bolge

denir.

Tammm 1.2.2: Bagslangic ve bitim noktalar1 farkli olan ve kendi kendini

kesmeyen bir egriye basit baglantili agik egri denir.

Eger baslangic ve bitim noktalar1 farkli olan ve kendi kendini kesen bir egri

ise, ¢ok baglantili agik egri denir.

Tamm 1.2.3: Baglangic ve bitim noktalar1 ayni olan ve kendi kendini
kesmeyen bir egriye basit baglantili egri denir. Bu egrinin kapattigi bolgeye basit
baglantili bolge denir.

Baslangic ve bitim noktalar ayn1 olan ve kendi kendini kesen bir egriye, ¢ok
baglantili kapali egri denir. Bu egrinin kapattig1 bolgeye de baglantili kapali bolge

denir.

Tamm 1.2.4: Kompleks diizlemdeki bir yay, bir dogru parcasimin siirekli
resmidir. z = z(t) fonksiyonu seklinde a <t < b araliginin C igine siirekli bir

tasviri olarak ifade edilebilir. z = z(t) seklinde gosterilen bir yayin uzunlugu

1z(t1) — z(to)| + |z(t2) — z(t D] + - + |2(ty) — z(tn-1)|

toplaminin en kiiciik iist sinir1 olarak tanimlanabilir. Eger bu en kiigtik {ist sinir sonlu
ise yaya rektifiye edilebilirdir denir. Diferansiyellenebilir yaylar rektifiye
edilebilirdir. Bir Jordan yayr kendi kendini kesmeyen bir yaydir. Kapali egri, bir
cemberin veya baslangi¢ ve bitim noktalar1 ayni olan bir yayin siirekli resmidir.
Jordan egrisi basit baglantili kapali bir egridir. Her Jordan egrisi, diizlemi Jordan
egrisinin i¢i ve dis1 olarak iki bolgeye ayirir. Bir Jordan egrisinin i¢ine Jordan bolgesi

denir.

Tamm 1.2.5: Bir f(z) fonksiyonu bir D boélgesinin bir a noktasinda

taniml1 degil ise veya siireksiz ise ya da tlirevi yoksa a ya ayrik tekil nokta denir.



sinz

Ne var ki f(z) = fonksiyonu, z = 0 i¢in belirsiz oldugu halde

sinz

lim,,p— =1 oldugundan f()=1 alinabilir. Bu c¢esit tekillikler

kaldirilabildiginden yapaydirlar. Bunun disinda iki tiirli tekillik daha vardir. Bunlar

i) Kutup Noktalari: Bir f(z) fonksiyonu, a nin komsulugunda simnirl
1

degil, fakat @

holomorf ise, a noktasina kutup denir.

ii) Esas Tekil Noktasi: Eger a noktast hem f(z) hem de % in tekil

noktasi ise a noktasina esas tekil noktasi: denir.

Tamm 1.2.6: w = f(z) fonksiyonunun bir D bdlgesinin her noktasinda

tiirevi varsa, f(z) ye bu bolgede holomorf denir.

Teorem 1.2.7 (Liouville Teoremi): Smirli bir tam fonksiyon ( sonlu

diizlemde holomorf fonksiyon ) sabittir.

Ispat: |f(z)| <M oldugundan Cauchy esitsizligine gore Vn > 1 igin

la,| < pﬂn dir. p = oo igin ikinci yan ve dolayisiyla a,, sifir olur ve f(z) = a, dir.

Bir fonksiyonun verilen bolgede holomorf olup olmadigini belirlemek i¢in

asagida verilen Cauchy-Riemann Teoremi gereklidir.

Teorem 1.2.8: w = f(z) = u(x,y) + iv(x,y) fonksiyonu basit baglantil
bir D bolgesinde tanimlanmig bir fonksiyon, u(x,y) ve v(x,y) fonksiyonlar: da
birinci mertebeden kismi tiirevleri olan, siirekli fonksiyonlar olsun. Bu durumda
f(z) nin D bolgesinde analitik olmast igin gerek ve yeter kosul D bolgesinin tiim

noktalarinda

au_av 6u_ v
ox dy’ ' dy  ox

denklemlerini gergeklestirmesidir. Bu denklemlere Cauchy-Riemann Denklemleri

denir.



Tamm 1.2.9: Kompleks diizlemin bir D bdlgesinde tekil noktalar disinda
holomorf olan fonksiyonlara analitik fonksiyonlar denir. Analitik fonksiyonlar,

tanimli oldugu her noktada tiirevlenebilen fonksiyonlardir.

u(x,y) ve wv(x,y) olmak tizere w=u+iv ile gosterilen bir f
fonksiyonu analitik ise, reel ve sanal kisimlart Cauchy-Riemann Denklemleri' ni

saglar.

1.3 Harmonik Fonksiyonlarin Genel Ozellikleri
Simdi harmonik fonksiyonlarin genel 6zelliklerini verecegiz.

Tamm 1.3.1: f =wu+iv fonksiyonu basit baglantili bir D bolgesinde
analitik ise, reel ve sanal kisimlar1 Laplace diferansiyel denklemini saglar. D c C
bolgesinde siirekli, ikinci kismi tiireve sahip f fonksiyonu

o*f 0*f _

9x2 T ay2 =0

Vif =

denklemini gergekliyorsa, f ye harmonik fonksiyon denir.

Bir D bolgesinde tanimli, siirekli ve kompleks degerli w = f(z) =
u(x,y) +iv(x,y) fonksiyonunun harmonik olmasi i¢in D bdolgesinde u ve v nin
reel degerli harmonik fonksiyonlar olmas1 gerekir. Yani A(u) = tyy + 1y, =0 Ve
A(v) = vyy + v, = 0 Laplace esitliklerinin saglanmasi gerekir. xy — diizlemindeki
bir D; bolgesinden , uv — diizlemindeki bir D, bolgesine tamimli, bire-bir f(z)
tasviri u ve v harmonik iseler harmonik yalinkat tasvir adint alir. f =u + iv
fonksiyonunun siirekli kismi tiirevleri var ise analitiktir. O halde, her analitik
fonksiyon harmoniktir. Fakat kompleks degerli harmonik fonksiyonlarin analitik
olmasi gerekmez. Ornegin w = f(z) = —2xy + i(y? — x?) fonksiyonu harmonik

olmakla beraber hicbir yerde analitik degildir.

Laplace denkleminin lineer karakterizasyonundan dolayr iki harmonik
fonksiyonun toplami1 ve bir sabit ile c¢arpimi yine harmoniktir. Analitik

fonksiyonlarin tersine, iki harmonik fonksiyonun ¢arpimi veya bileskesi harmonik



olmak zorunda degildir. f analitik ise 1/f ve f_1 analitik olmasina ragmen,

harmonik olmayabilir. En basit harmonik fonksiyon lineer fonksiyondur.

Simdi harmonik fonksiyonlarin, analitik fonksiyonlar ile iligkisini veren

teoremi verecegiz.

Teorem 1.3.2: Basit baglantili bir D bolgesinde f=u + iv fonksiyonunun
harmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sart h ve g analitik olmak lizere f=h+ g

yazilabilmesidir.

Ispat: Eger u ve v basit baglantili bolgede harmonik fonksiyonlar ise,
u=ReK ve v=ImL olacak sekilde K ve L analitik fonksiyonlar1 var olsun. Bu

durumda

f=u+iv=ReK+ImL=K2LK+i% = %+%=h+g‘

bulunur. Bu da ispat1 tamamlar.

f=h+g gosterimine f in kanonik gosterimi denir. Burada h, f in
analitik kism1 g, f in co-analitik kismi olarak adlandirilir. Ayrica h' =f, ve

g' = f; fonksiyonlar1 f in tanimli oldugu bélgede analitiktir.

f(2) = h(2) + g(z) harmonik fonksiyonu

fz)=Re{h(z) +g(2)} +ilm{h(z) — g(2)}

olarak da yazilabilir.

h ve g analitik oldugunda f=h+ g oldugundan, f in kuvvet serileri

fl2) = Z a,z" + Z b, z™
n=0 n=1

seklinde temsil edilir.

Tamm 1.3.3: Her bir z € D noktasindan gecen iki egri arasindaki aginin
yonii ve biiyiikligii korunursa, f in bir D boélgesinden C ye olan doniisiimiine bu

noktada konformdur denir.
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Tamm 1.3.4: w = f(z) fonksiyonu basit baglantili D bolgesinde analitik
olsun.V z € D igin f'(z) # 0 ise, f konformdur.

Eger bir doniisiim konform ise, bu doniisiimiin Jakobiyeni sifirdan farklidir.

Bir f=u + iv fonksiyonunun Jakobiyeni

_d(w,v)
]f(Z) - a(x,y) -

olup u, = v, ve u, = —v, yazarsak
]f(z) = (ux)z + (Ux)z = |f,(Z)|2
seklindedir. Bu halde analitik fonksiyonlar i¢in asagidaki teorem verilebilir;

Teorem 1.3.5: f fonksiyonu analitik oldugu her z noktasinda f'(z) # 0

kosulunu sagliyorsa, w = f(z) transformasyonu konformdur.

w = f(z) fonksiyonu z=x+iy ve w=u+iv olmak iizere C

kompleks diizleminde konform bir fonksiyon olsun. Buna gore

du = uydx + uy,dy ve dv=uvdx+vydy
yazilabilir. Bu esitlikler ayn1 zamanda kompleks formda

f,=5(f—if,) ve f,=3(f,+if,) (1.3.1)
olmak tizere

dw = f,dz + f;dZ (1.3.2)
seklinde ifade edilebilir. (1.3.1) esitliklerinden hareketle
fo=3(uc+v)) +1(v—uy) ve f,=2(ux—vy)+5(ve+uy)
elde edilir. Bu ise
112 = wwy = wye = 11, = If,f =@ ~lg @I

oldugunu gosterir.
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Bir fonksiyonun jakobiyeni pozitif ise yon koruyan, negatif ise yon

degistiren fonksiyon denir. f(z) fonksiyonu yon koruyan ise
(F, | = If,Didzl < 1awl < (If,| + |f,])Idz (1.3.3)
yazilir.

Yon koruyan 6zelligi kullanilarak, bu tip fonksiyonlara ait dilatasyon ve

kompleks dilatasyon asagidaki gibidir.

i) Dj= :ilflﬁl > 1 ifadesine f in dilatasyonu denir.
ii) ufz% ifadesine f in kompleks dilatasyonu denir.

|fzl
| fzl

Buradan df = | U f| = <1 oldugu goriiliir. Yon koruyan fonksiyonlarin

dilatasyonlar1 arasinda

Df—l
Df+1

iliskisi vardir.

Teorem 1.3.6: Harmonik bir tasvirin z noktasinin komsulugunda lokal

yalinkat olmasi i¢in gerek ve yeter sart | f (z) # 0 olmasidir.

Harmonik yalinkat fonksiyonlarin Jakobiyeni yalinkatlik 6zelliginin ortaya
konmasinda biiylik 6nem tasir. Bir harmonik yalinkat fonksiyon ya yon koruyan ya
da yon degistirendir. Eger f yon koruyan ise f yon degistiren harmonik olur.
Konform fonksiyonlar yon koruyan fonksiyonlardir. Bu calismada {izerinde
durulan harmonik yalinkat fonksiyon siniflari, Jakobiyeni pozitif olan

fonksiyonlardir.

f=u+iv harmonikise f =h+ g kanonik gosterilimi kullanilarak f

in Jakobiyeni

2 2 ' 2 , 2
1@ =11, =1f,l = |r@)| -1 @
esitligi ile verilebilir. f yon koruyanise | (2)| > |g'(2)| dir ve

12



|fz| _ |g’(z)|

7l W@ '

ifadesi saglanir.

Teorem 1.3.7: f=h+ g fonksiyonunun lokal yalinkat ve yon koruyan

olmasi i¢in gerek ve yeter sart

r 2 , 2
J{@=h@| ~ld@| >0
olmasidir.

Tamim 1.3.8: Bir harmonik f fonksiyonu i¢in w = % = i'g

f in ikinci dilatasyonu denir. Yon koruyan bir harmonik f fonksiyonu igin
lw(2)| <1 dir.

ifadesine

1.4 Yahnkat Fonksiyonlarda Temel Tanimlar

Boliim 2 de daha detayli inceleyecegimiz yalinkat fonksiyonlar teorisinin
temeli 19. ylizyilin baslarina dayanir. Koebe' nin (1907) calismalarindan, gliniimiize

kadar incelenerek gelistirilmis bir konudur.

Burada yalinkat fonksiyonlar teorisinde temel sayilan tanimlari ve bazi

lemmalar verecegiz.

Tammm 1.4.1: D c C basit baglantili bir bolge ve birim daire U =
{z:|z] <1} olsun. Eger f fonksiyonu D de bire-bir ise, f fonksiyonu D de
yalinkattir.

Lemma 1.4.2 (Schwarz Lemmasi): f fonksiyonu U birim dairesinde
analitik, f(0) =0 ve |f(2)] <1 olsun. Bu halde, |f’(0)| <1 ve |f(2)|< |z

esitsizlikleri saglanir.

Lemma 1.4.3 (Schwarz -Pick Lemmasi): f:U — U holomorf bir

fonksiyon olsun. O halde her z;, z, € U igin
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f(z1) — f(z2) |zy — 2,
1 _f(Tﬂf(Zz) T 1= 712,
ve her z € U igin
@ _ 1

1-lf@F~ 1-|z?

dir. Poincare metrikte z,, z, noktalarinin uzaklig

d(z,,z,) = tanh™1 (—'Zl_22|)

[1-21 2|

olarak agiklanir. Schwarz - Pick Lemmasi' na gore Poincare metrikte birim dairenin

kendi lizerine holomorf doniisiimii noktalarin uzakligini korur.

Maksimum 1Ilkesi: C nin baglantili, agik bir alt kiimesi olan bir D
bolgesinde holomorf ve kompleks degerler alan bir f fonksiyonunu alalim. Eger z,

kendi etrafindaki belli bir komsulugundaki tiim z ler i¢in

If (zo)| = |f (2|
Ozelligini saglayan bir nokta ise 0 zaman f, D iizerinde sabittir.

Teoremin en basit kaniti, agik gdnderim teoremini varsaymakla gerceklesir.
Eger fonksiyon sabit degilse ve fonksiyonun mutlak degeri yerel bir maksimuma
sahipse, o zaman bu yerel maksimum ulasildig1 nokta etrafindaki, D i¢inde kalan bir
acik komsuluk agik gonderim teoremi sayesinde agik bir kiimeye gonderilecektir. Bu
acik kiimede ise, bariz bir sekilde mutlak degeri f(zy) ' in mutlak degerinden daha

bliylik noktalar vardir ve bu bir ¢eliskidir.

Teoremin hemen arkasindan elde edilen bir sonug ise minimum ilkesidir ve
ilke de su sekilde ifade edilir: Eger f, sinirli bir D bolgesi tizerinde holomorf, bu
bdlgenin sinir1 lizerinde siirekli ise ve f ' nin bu bdlge lizerinde sifir1 yoksa, 0 zaman

| f (z)| minimum degerini sinir {izerinde alir.

Argiiment Prensibi: D bolgesi basit kapali C egrisi ile smirli olsun. f(z)
rasyonel fonksiyonu C egrisi lizerinde ve iginde analitik olsun. C egrisinin iizerinde

fonksiyonun sifir1 ve kutbu olmasin. O halde
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— jﬂ f(z) dz = n(0,f) = n(eo, )

dir. Burada n(0, f) sifirlarin sayisi ve n(oo, f) kutuplarin sayisidir.

f'@ _ d log f(2)

Ispat: o m

olarak yazilabilir. Buradan

log f(2) = loglf (2)| + i arg(z)

1 1
o d0gf(2) =5 (dloglf ()] +i.d arg £(2))
C C

1 1
- Z—Wi dloglf () +5-§ darg 2

C
j 1
=~ 5§ dloglf @] +5-§ dargf@)
c C

$. dlogf(z) =0 ve igﬁc darg f(z) = n(0, f) — n(oo, f)
dir. Bu da ispat1 tamamlar.

Mobius Déoniisiimleri: Mobius doniisiimleri  (homografik ddniisiimler)
genisletilmis kompleks diizlemde tanimlanir. Bu genisletilmis kompleks diizlem bir
Riemann Kiiresi olarak diisiiniilebilir. Her Mobius doniisiimii Riemann kiiresinin

kendisine bir bijektif konform doniistimiidiir.

Bir Mobius doniisiimiiniin genel bi¢gimi

seklindeki rasyonel bir fonksiyondur. Burada a, b, ¢, d katsayilar1 ad — bc # 0

ifadesini saglayan kompleks sayilardir.

Boliim 2 de verdigimiz Riemann Doniisiim Teoremi' ndeki normalizasyonlar

kullanilarak, analitik ve yalinkat fonksiyonlar sinifi su sekilde elde edilmistir:
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Tanmm 1.4.3: U birim dairesinde tanomli  f(0) =0 ve f'(0)=1
normalizasyonlar1 ile verilen analitik ve yalinkat fonksiyonlarn S smifi elde

edilmistir.

S simifinin ilk 6rnegi

z
k(z) =——<= E nz" =z + 2z% 4+ 373 + ---
(1-2)? L
n=

seklide verilen Koebe fonksiyonudur.

De Branges' in 1984' te Bieberbach varsayimini ispatlamasindan sonra,
normalize yalinkat fonksiyonlarin harmonik doniisiimlere genellestirilebilecegini
Clunie ve Sheil- Small 1984' te bulmuslardir. Kompleks degerli harmonik

fonksiyonlarin Sy smifim1 tanimlamislardir.

Harmonik yalinkat fonksiyonlarin , normalize analitik fonksiyonlar gibi

normalize edilebildigini su tanimla gostermislerdir:

Tamm 1.4.4: U birim dairesinde tanimli normalize, harmonik ve yalinkat

doniisiimlerin Sy sinifi
{ffU->C| f(0)=ay=0, f,(0)=a; =1 f harmonik,yalnkat}
seklindedir.

Eger by = 0 gerektirmesi ile bu aileyi sinirlandirirsak
St =1{f € Sul £,(0)=b; =0}

sinifin1 elde ederiz. Buradan S c S © Sy oldugu sonucuna variriz.
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BOLUM 2

YALINKAT FONKSIiYONLARIN TEMEL OZELLIiKLERI

Yalinkat fonksiyonlar teorisi geometrik fonksiyonlar teorisinin en ilging
konularindan biridir. Bunun baslangict ( Riemann Doniigsiim teorisinin yani sira)
Koebe' nin 1907 deki ¢alismalarina, Gronwall' in 1914/15 teki alan teoremlerinin
ispatina ve Bieberbach' in (1916) normalize yalinkat fonksiyonlarinin ikinci sira
katsay1 tahminlerine ve bunlarin sonucuna uzanir. Daha sonra yalinkat fonksiyonlar

teorisi kendi basina bir konu haline gelmistir.

Calisgmamizin ikinci bolimiinde biiylime, kapsama ve biikiilme teoremlerini
iceren birim dairede normalize yalinkat fonksiyonlarm S smnifi ile ilgili temel
kavramlar ile baslayacagiz. Burada sunulan yalinkat fonksiyonlar teorisinin
sonuclarmin ¢ogu klasiktir; fakat nispeten yeni ve eski sonuglardan biraz farkli goriis

acis1 saglayan bazi sonuglar da vardir.

2.1.Kompleks Diizlemde Yalinkathk
2.1.1. Yalinkat Fonksiyonlar Teorisinde Temel Sonugclar
Yalinkat Fonksiyonlarin Ornekleri
C kompleks diizlem olsun. Eger z, € C ve r > 0 ise
U(zg,r) ={z€C:|z—2z)| <71}

z, merkezli r yarigapli daire olsun. U(zy,7) nin kapamsim U(z,,r) ve smirint
U (zy,1) ile tammlayacagiz. Acik daire U(0,r)" yi U, ve birim daire U;" i U ile

tanimlayacagiz.
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Eger G, C nin agik bir altkiimesi ise C deki degerler ile G deki holomorf
fonksiyonlar kiimesi H(G) ile tammlansin. Lokal diizgiin yakinsak topoloji ile (veya

kompakt altkiimelerde diizgiin yakinsaklik) H(G) topolojik uzaya doniisiir.

D, C de bir bolge olsun. Eger f € H(D) ve f, D de bire-birise f:D — C ye
yalinkattir. Burada D de yalinkat fonksiyonlarin H, (D) smifinin g¢alismalariyla
ilgilenecegiz. Iyi biliniyor ki, H,(C) smifi a,b € C ,a# 0 oldugunda sadece
f(z)=az+b, (z€ C) formundaki fonksiyonlari kapsar. Ancak genel bir D
bolgesi i¢in H, (D) diger fonksiyonlarin ¢ogunu kapsar. Her z € D noktasi i¢in f|,
yalinkat olacak sekilde V komsulugu var ise f € H(D) fonksiyonu lokal yalinkattir
denir. f holomorf oldugundan lokal yalinkatlik z € D igin f'(z) # 0 sartina esittir.

Eger f € H(D) lokal yalinkat ve z € D ise f'(z) tirevi z de f in lokal
geometrik durumunu belirler. |f'(z)| niceligi uzunluk igin lokal biiytiltme faktoriinii
ve argf'(z) niceligi lokal rotasyon faktdriinii verir. Ayrica f:D < R? den R? ye

doniisiimii diisiiniiliirse, bu doniisiimlerde Jakobien |f’(z)|? olarak verilir.

Bu yiizden bir lokal yalinkat fonksiyon agilari ve yonii korur. Bu sebepten
dolay1 yalinkat fonksiyonlarda konform doniisiim veya konformal esitlikten soz

etmek alisilmistir.

Bir D c C bogesinde f'(z) # 0 sart1 gereklidir, fakat siiphesiz D iizerinde f
in yalinkath@ igin yeterli degildir. Ornegin f(z) = e*? tiim k € C ler icin U
tizerinde lokal yalinkattir, fakat |k| > m ise U iizerinde yalinkatlik genel degildir.
Genel yalinkatlik i¢in sartlar vermek, lokal yalinkatlik i¢in vermekten daha zordur,
burada boyle sartlarin cogunu gorecegiz, bunlardan bazilar1 oldukca dikkate degerdir.
Durumlardan en kolay ve kanitlanmis olan1 Noshiro, Warschawski ve Wollf' un bir
sonraki kriteridir ( Lemma 3.4.1 ) : Eger D c C konveks bolgesi iizerinde f

holomorf ve Re f'(z) # 0 ise f, D de yalinkattir.

Bir degiskenli yalinkat fonksiyonlar teorisinin en temel sonug¢larindan biri

Riemann Do6niistim Teoremidir.

Riemann Doniisiim Teoremi: C nin bir altkiimesi olan her basit baglantili D
bolgesi birim daire tizerine konform olarak doniisiir. Eger z, € D ise f(z,) =0 ve

f'(z9) > 0 olacak sekilde U tizerinde D nin konform doniisiimii tektir.
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Tim kompleks diizlem Liouville teoremi ile U birim dairesi {izerine

konform olarak doniismeyebilir, buna ragmen bu bélgeler homeomorftur.

Caratheodory sebebiyle, D nin smnurlart kapalt bir Jordan egrisi oldugunda,

Riemann Doniisiim teoreminin daha gii¢lii sonuglari vardir.

Caratheodory Teoremi: D c C basit baglantili bolgesi kapali Jordan egrisi
ile sinirli olsun. O zaman D nin U iizerine herhangi bir konform doéniisiimi, D nin

homeomorfizmasinin U iizerine bir uzanimudir.

Riemann Doniistimii Teoremi goriisii, yalinkatlik iceren birgok soruya U
birim dairesi iizerinde, genel basit baglantili bolgeden daha ¢ok caligma olanagi
saglar. Bu amag i¢in f(0) =0 ve f'(0) =1 ile normalize olan f € H,(U)
fonksiyonlarinin S simifi ortaya ¢ikmistir. Eger g, U dairesinde yalinkat fonksiyon

ve h= (g%(é)o)) ise h €S dir. S sinifi hakkindaki ¢alismalar U {izerindeki her
yalinkat fonksiyon i¢in bilgi saglar. Benzer olarak, 0 < r < 1 i¢in normalize olan

f € H,(U,) fonksiyonlarin1 S(U,.) sinifi olarak diigiinebiliriz.
S simifinda bir f fonksiyonunun Taylor serileri agilimi su sekildedir:
f(@)=z+ayz*+-+az"+- , z€U (2.1.1)

Ayrica normalize edilebilen ve oo da bir basit kutbu olan A= {¢ € C: |{| >
1} tzerinde yalinkat olan ¢ fonksiyonlarinin £ smifin1 da olusturabiliriz. co da

@ nin Laurent serilerinin a¢ilimi asagidaki gibidir:

w(€)={+a0+%+---+‘;—:+--- , gl >1 (2.1.2)

@ €L gibi her fonksiyon A y1 baglantili kompakt kiimenin tiimleyeni
tizerine doniistiirtir.
S ve X siniflar1 yakindan iliskilidir.

1
/9

() = + B oldugunda fES ve BEC = @EX

Gergekten, f sadece z = 0 da sifir oldugundan ¢ fonksiyonu A
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da holomorftur ve agik¢a ¢, oo da (2.1.2) formundaki Laurent serileri agilimina

sahiptir.

Tersine olarak

1
p(1/2)-p

e f(2)= oldugunda ¢ €X ve BEC\@p(A) =fE€ES

Gergekten, B & @(A) oldugundan f, U lizerinde holomorftur. Temel

olarak gorebiliriz ki f yalinkattir ve ¢ nin normalizasyonu f in normalizesi

anlamina gelir.

Bu iliskileri kullanarak, ¥ smifi i¢in benzer sonuglardan S sinifinin

Ozelliklerini tanimlayabiliriz.

Teorem 2.1.1: f€S, f(2)=z+X7,a,z", z€U olsun. Asagidaki

ozellikler saglanir:

i) Eger 6 € Rise
e Of(e¥z) =z+ 2 a, etk-Vozk e yU
k=2

fonksiyonu S ye aittir ve buna f in rotasyonu denir.

i) Eger r € (0,1) ise
1 co
;f(rz) =z+ Z apr* iz, zeU
k=2

ile verilen fonksiyonu S ye aittir ve buna f in dilatasyonu denir.

iii) Varsayalimki w ¢ f(U) ve g

olarak tammlanmigsa g € S dir ve buna f in dahil edilmeyen deger doniisimii

denir.
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iv) Eger z, €U ve g

f(EE) - f(z0)

1+Z, z

IO =A@

zeU

olarak tanimlanmigsa g € S dir ve buna Koebe doniisiimii denir.

v) Eger n=23,.., ve h

\ Yn
h(z) =Yf(z") =z <f(ZZn )> , z€U

olarak tanimlanmigsa h € § ve f in n. dereceden doniisiimii denir. Burada kuvvet

fonksiyonlarinin

gibi bir dalin1 segeriz.

Ispat: Digerleri acik oldugundan (iii) , (iv) ve (v) 6zelliklerinin ispatini

vermek yeterlidir.

iii) w ¢ f(U) oldugundan g fonksiyonu U da holomorftur ve f in
normalize edilebilmesi g nin de normalize edilmesi anlamina gelir. g nin yalinkat

olmasi, f in yalinkat olmasinin basit bir sonucudur.

iv) q(z) = =2 Mobius déniisimleri U iizerinde, U nun konform

+
1+zz,
doniisiimiini verir ve bu ylizden foq , U da yalinkattir. Yapisi itibariyle g normalize

edilebildiginden, g € S dir.
v) f € S oldugundan, h fonksiyonu birim dairede iyi tanimlidir ve

holomorftur. Ayrica f,1'in n. kokii ise h(Bz) = Bh(z),(z€ U) dir. h n
yalinkat oldugunu gosterecegiz. z;,z, € U olmak iizere h(z;) = h(z,) olsun.
Boylece h™(z;) = h™(z,) ve bu ylzden f(z]') = f(z}) dir. f, U da yalinkat
oldugundan f € C, p™ =1 olacak sekilde z, = fz; varligin1 ¢ikarabiliriz. Ciinkii
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h(z,) = Bh(z;) den
h(z;) = h(Bz,) = fh(z,) = Bh(z,)

esitligine sahibiz ve bu yiizden § =1 veya h(z,) =0 dir. Eger B =1 ise
z, =z, veeger h(z,) =0 ise, z, =2z, =0 oldugunu ¢ikarabiliriz. Bu da ispat1

tamamlar.

Yahnkat Fonksiyonlarin Ornekleri: S de en oOnemli fonksiyon

orneklerinden biri Koebe fonksiyonudur.

k(Z):(l_Z—Z)Z’ z€eU

Bu fonksiyon U birim dairesini kompleks diizlem {iizerine reel eksen
boyunca —co dan —1/4 e kadar negatif yarik hari¢ konform olarak doniistiiriir ve

yalinkat fonksiyonlar teorisinde bir¢ok problemde extremal rol oynar.

Sekil 2.1: Koebe fonksiyonu

Koebe  fonksiyonunun  durumu  @({) =7 -2 +% ile  verilen

1
k(1/9)

o) = € X fonksiyonuna karsilik gelir. Bu fonksiyon A y1 [—4,0] yarig

boyunca c¢ikarilmis kompleks diizlemin tamamini olusturan ¢ift baglantili bolge

tizerine doniistiiriir.

Koebe fonksiyonunun rotasyonu, her 6 € R i¢in S sinifina ait
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z
(1—eifz)2’

o (2) = z€U
fonksiyonu ile verilir. Birim dairenin goriintiisii co dan —e"%/4 ¢ kadar 1s1nsal serit
hari¢ olan kompleks diizlemdir .

a € (0,2] oldugunda f(z) = i[(ﬂ)a - 1] , z€ U fonksiyonuna

2a L\1-z

genellestirilmis Koebe fonksiyonu denir ve S sinifina aittir.

f2) =

birim dairede biri i/2 den o a ve digeri —i/2 den —oco a uzanan lineer

1_222 fonksiyonu Koebe fonksiyonunun karekdk doéniisiimiidiir. Bu

olmayan, iki 1sinsal seritin tiimleyeni {izerine doniisiir.

Sekil 2.2: p({) ={—2 +% fonksiyonu

zZ

f(z) = - fonksiyonu U birim dairesini sag yar1 diizlem Rew > —1/2
izerine dontistiiren lineer kesirli doniistimdiir. Bu normalize edilebildiginden S ye
aittir. Bu fonksiyon konveks goriintiisii olan fonksiyonlar1 olusturan S nin altsinifi

i¢in bircok problemde extremal rol oynar.

a € (-n/2,m/2) oldugunda  f(2) = (; fonksiyonu S

1_Z)Ze_iacosa
siifindandir. Birim dairenin imajiner kismi, logaritmik  a — spiral yaymin

tiimleyenidir.
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f(z) = # , z€U fonksiyonu U da holomorftur, fakat f'(—1/2) =

0 oldugundan dolayr tiim U dairesinde yalinkat degildir. Ancak bu fonksiyon U, /,

dairesinde yalinkattir ve bu f de yalinkat olan 0 merkezli en genis dairedir.

2.1.2. Alan Teoremi

Konumuz, alan teoremi denilen X daki fonksiyonlarin Laurent serilerinin
katsayilar1 ile ilgili bir teorem ile baslayacaktir. Bu teorem 1914 te Gronwall
(1914/15) tarafindan ispatlandi ve £ ve S smiflarinin temel Ozellikleri {izerine

olan ¢alismalarinda 6nemli rol tasir.
Teorem 2.1.2: Eger ¢ € X ise
Yheinlay|®* <1 (2.1.3)
dir.

Ispat: E = E(p),C de bir imajiner bodlgenin tiimleyeni olsun.p > 1

saglansin ve [},, dU, ¢emberinin goriintiisii olsun. ¢, A da yalinkat oldugundan T,
w = <p(pei9) =w(0) =uld) +iv(e), 0<6<2m
ile verilen diizglin pozitif yonlii Jordan egrisidir.

Eger E,,T, ile gevrilmis bdlge ise E, D E dir ve Green teoreminden

yararlanarak
ap=5 [av—vaw = [waw =3 [ 6@ 9@
p=73 udv vu—zl_ WW—Zi () p'(¢)dC
Tp r, U,

seklinde E, nin A, alanim gosteririz.

@ nin Laurent serisi a¢ilimi kullanilarak
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elde ederiz.

Sekil 2.3: E(¢) = Goriintii bolgesinin tiimleyeni

Burada k =1 oldugunda, integralin 2mi ye esit olmast durumu harig
fl Zl=p {*d{ = 0 (k € Z) esitligine sahibiz ve p sabiti i¢in yukaridaki seriler diizgiin
yakinsak oldugundan, terim terim integre edebiliriz. A, = 0 oldugundan

o 1|2
naoa
Sual s,
p

n=1

sonucuna variriz ve p — 1 alirsak, Yo, n|a|? ifadesine yakinsadigini buluruz.

Yukaridaki ispat kullanilarak, E, bolgesinde

= nla,|?
Ap:”(ﬂz_z 27111 >
£ p

=1
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formiiliinii elde ederiz. E, kiimeleri p —» 1 igin azalandir ve E(¢) = Np>1E,

seklindedir. Bu ylizden A, E(¢) nin alan1 ise

T

n=1

sonucunu buluruz. Teorem 2.1.2 den dolay1 A > 0 oldugunda, ifadeye esdegerdir.
Bu alan teoremi terimini agiklar. Ayrica esitlik A = 0 oldugunda (2.1.3) i tam

olarak saglar.

¥~ smifindaki fonksiyonlar i¢in sinir katsayilari alan teoreminin sonuglari ile
iligkilidir.

Sonug 2.1.3: (2.1.2) ile verilen ¢ € X olsun. O halde |a;| < 1dir. |a;| =1
esitligi vardir ancak ve ancak 8 € R oldugunda ¢@(Q) ={+ ag +e9¢1 dir.

Ayrica @({) #0, || > 1 ise |ag| < 2 dir. Esitlik ancak ve ancak ¢ € R iken
©(Q) = { +2e' + 2?91 olursa saglanir.

Ispat: |a;| <1 esitsizligi (2.1.3) teki sonuca gore agiktir. Ayrica eger
la;| = 1ise (2.1.3) ten dolayr k = 2 igin @}, = 0 sonucuna variriz.

1
o(1/2)

(] >1 i¢in @({) #0 oldugunu farzedelim. |z| <1, f(z)=

fonksiyonu S de bir fonksiyondur g(z) = /f(z?) alirsak, Teorem 2.1.1 (V) den
g € S de vardir. Bu yiizden

2\ 1/2
b ===¢(%) 7 >

ile tanimlanan 1 fonksiyonu X ya aittir. Ayrica [P({)]? = ¢(¢?), |{| > 1 dir.

Varsayalim ki

M@=z+m+%+m, 0> 1

Laurent serisi olsun. Buradan

[W(DI? = (2 + 2B + (B + 2B,) + -
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¢<¢2>=<2+a0+%+---, 1> 1

dir.

Katsayilar1 karsilastirarak, f, = 0ve ay = 2[; oldugunu goriiriiz. € Z
oldugundan ispatin birinci boliimiinden |ay/2| <1, |ag| <2 sonucuna variriz.

lao| = 2 veya |B;| = 1 esitlikleri ancak ve ancak bazi ¢ € R ler i¢in Y({) = +

% oldugunda meydana gelir. Buradan

P = [W(I* =%+ T + 200

2io

¢

0(0) = {+ 5+ 2¢1°

olur. Bu da ispat1 tamamlar.

Simdi S smifi i¢in bu sonucun olasi etkilerini diisiinelim. Sonu¢ 2.1.3 teki
birinci durum 1916 da Bieberbach (1916) tarafindan elde edilen S deki bir

fonksiyonun Taylor serileri agiliminda ikinci sira katsayilari i¢in tahmin elde etmeye
yol acar. Bu sonucun bagka kaniti (Ros- Rov, p.160) da bulunan Pick' in

teoremlerinin uygulamalarina dayanir.

Teorem 2.1.4: f € S ve z € U olmak iizere f(z) = z + X5, a, z* olarak

verilen fonksiyon i¢in

la,| <2 (2.1.4)
dir. (2.1.4) teki esitlik ancak ve ancak f, Koebe fonksiyonunun bir rotasyonu ise
meydana gelir.

Ispat: f € S oldugundan @({) = ﬁ, [¢] > 1 ile tamml1 ¢ fonksiyonu

¥ ye aittir. Ayrica |{| > 1 igin ¢({) # 0 dir. Basit hesaplamalar ¢ nin Laurent

serileri oldugunu gosterir
a
PO ={-a+) 5, KI>1
k=2
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Sonug 2.1.3 ten dolayi |a,| < 2 dir ve eger esitlik olusursa, baz1 o € R igin

2i0
P(Q) = ¢~ 20+~

olur. Bu durumda

Z

o/ (A—evogz  2€V

f2) =

dir.

Eger f, Koebe fonksiyonunun bir rotasyonu ise, a, ikinci katsayisinin

la,| = 2 sartin1 sagladigi agiktir. Bu da ispati tamamlar.

Bu tahminin temelinde ve Koebe fonksiyonunun rotasyonlari igin |a;| = k

dir ki, Bieberbach iinlii varsayimini formdilize etti.

Bieberbach Varsayimi: Eger f €S, f(z2) =z+Xr,a.z" ,z€ U ise
k =2,3,..i¢in |a,| <k dir. k = 2 i¢in verilen |a,| = k esitligi ancak ve ancak f

Koebe fonksiyonunun bir rotasyonu ise saglanir.

Bu varsayim De Branges (1985) olaganiistii ispatin1 1984 te verinceye kadar
¢oziilmeden kalmusti. S in 6zel altsiniflarim ve asimtotik tahminler ve genel n i¢in

tahminler gibi belli katsayilar1 igeren sonuglar aradan gegen yillar i¢inde saglandi.

Bieberbach varsayiminin tarihi siirecinin yorumlartyla ilgilenen okurlar
Duren (1983), Pommerenke (1975), Conway (1995), Goluzin (1952), Gong (1999),
Hayman (1994), Henrici (1993), Milin (1977), Rosenblum ve Rovnyak (1994)

kaynaklarini inceleyebilirler.

2.1.3 S Simifinda Biiyiime, Kapsama ve Biikiilme Sonuglari

la,| < 2 tahmini S smifindaki fonksiyonlarda dnemli teoremlerin bazilari
i¢in temeldir. Bu teoremler en azindan baslangi¢ yonleriyle yalinkat fonksiyonlar
teorisinin temelini olusturur. Bu boélimdeki sonuglar C* de U birim dairesinin

normalize yalinkat doniisiimlerinin  S(U) smifinin tamami igin daha yiiksek
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boyutlara uzanamayacagini not eder. Bloch fonksiyonlar1 ve Bloch tipteki teoremleri
kapsayan ve lineer - invariant ailesi i¢in biikiilme teoremleri gibi U da yalinkat

olmasi gerekmeyen fonksiyonlarla ilgili sonuglar oldugu da sdylenebilir.
1/4 Koebe Teoemi ile baslayalim.

Teorem 2.1.5: f € S ise f(U) 2 Uy, dir. Bu sonu¢ Koebe fonksiyonunun
rotasyonlari igin kesindir. Ayrica Nges f(U) = Uy, dir.

Ispat: Burada deger doniisiimlerini ihmal etme {izerine dayali bir ispat

verecegiz. Ikinci ispat (2.1.5) teki daha diisiik tahmin kullanilarak verilebilir.

wy € C ise wy & f(U) olacak sekilde |wg| = 1/4 oldugunu gostermek
yeterlidir ve |wo| = 1/4 esitligi f, ancak ve ancak Koebe fonksiyonunun bir

rotasyonu ise saglanir. Bu amag i¢in g: U — C fonksiyonu

g(z)—L(Z) z€eU

_wo—f(Z)'

ile verilsin. Teorem 2.1.1 (iii) den g € S dir ve basit hesaplamalar g nin Taylor

serileri formunun asagidaki gibi oldugunu gosterir:

1
9(2) =Z+<a2 +—)zz+---, z€U
Wo

Teorem 2.1.4 ten su sonucu ¢ikarabiliriz:

1
az +_ S 2
Wo
ve |a,| < 2 oldugundan
1 1
- S a2+_ +|a2|S4‘
Wo Wo

elde ederiz. Bu yiizden |wg| = 1/4 oldugu agiklanr.
Diger taraftan yukaridaki sonuglar kullanilarak, eger ancak ve ancak |a,| = 2
ve |a2 + wi| =2 ise |wy| =1/4 oldugunu goriiriiz. Bu durumda f, Koebe
0

fonksiyonunun bir rotasyonu olmalidir.
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Nges f(U) = Uy /4 oldugunu gosterelim ve 6 € R oldugunda

Z
kg(Z) = (1 — eiez)z ) zeU

ile verilen Koebe fonksiyonunun rotasyonlarini diisiinelim. U, /4 ¢emberinin her
noktasi kg (U) bélgelerinden birinin bir sinir noktasidir ve Ngeg kg (U) = Uy, dir.

N¢es f(U) = Uy /4 oldugu sonucunu ¢ikarmalryiz. Bu da ispati tamamlar.

Bu yiizden Uy, dairesi, merkezi orjinde olan, S de her fonksiyonun imajiner

kismini igeren en genis dairedir.

S deki fonksiyonlarin ikinci sira katsayisi olan a, i¢in Bieberbach (1916)
teoreminin ¢ok Onemli baska bir sonucu da Teorem 2.1.6 da verilen Koebe

distortion ( biikiilme ) teoremidir.

Teorem 2.1.6: f € S ise her z € U igin asagidaki tahminler kesindir:

|z |z|
(1+lz)? = If(Z)l = (1-|z])? (2.1.5)

1—|z| ' 1+]|z|
< <
ey = @ =5 (2.1.6)
1-lzl _ |2f'@)| _ 1+lz]
< <
14z = 7 | = 102 (2.1.7)

z # 0 noktasinda verilen bu tahminlerden birinde esitlik ancak ve ancak f, Koebe

fonksiyonunun uygun bir rotasyonu ise olusur.
Ispat:

1. Adim: z # 0 bu tahminlerin tiimiinii ispatlamak igin yeterlidir. z yerine
|z| =r € (0,1) arahiginda degerler yazahm ve f in Koebe doniisimii g asagida

verilsin:

F(E2)-r@

140z

g = awpra -5t by{* +-, (€U (2.1.8)

Bu fonksiyon S siifina aittir ve basit hesaplamalarla
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f"(2) _l

b=z |a- -

oldugu gorilir. Teorem 2.1.4 ten |b,| < 2 elde ederiz ve bu yiizden

(- 1252 - 27] < 4 (2.1.9)

olur. (2.1.9) dan yararlanarak

4r
“1-—7r2

zf"(z)  2r?
flm) 1-r12

elde ederiz ve ozellikle

2r? — 4r zf"(z2)| 2r%+4r
—— < Re <
1—1r2 f'(2) 1—1r2

elde edilir.

Diger taraftan, f'(z) # 0 ve f'(0) = 1 oldugundan dolay1 log f' (2)|,=0 =

0 olacak sekilde log f’ (z) nin bir analitik dali vardir. z = re'® i¢in

z f"(2)
f'(2)

0
5, lo8lf (@] = —Re{logf (Z)}—— I

sonucu bulunur. (2.1.9) kullanilarak ve bu esitlikten

2r+4

T < olog|f(re®®)| < (2.1.10)

elde edilir. 6 y1 sabit tutarak, r ye gore integrallersek ve f'(0) = 1 yazarsak

08 [ -5-0y] < gl () < og [ 7]

sonucunu buluruz. Ayrica bu sinirlar kesindir. Gergekten bazi z = re®® lar igin
(2.1.6) esitsizliginin birinde esitlik saglanirsa, 0 < p < r ve tiim p lar i¢in (2.1.10)

esitsizligine benzer esitlik almaliy1z. p — 0 alirsak

ei@f/r(o)”

a .
4=b;mdf@¢ﬂﬂ=%e f'(0)
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elde ederiz. f'(0) =1 oldugundan |Re[e®®f""(0)]| =4 almaliyiz. Bu yiizden
|f""(0)| = 4 dir. Teorem 2.1.4 ten, |f'(0)| = 4 sonucuna variriz ve bu ylizden f

fonksiyonu, Koebe fonksiyonunun bir rotasyonu olmalidir.

Tersine olarak f, Koebe fonksiyonunun bir rotasyonu ise bunu gormek
kolaydir ve esitlik (2.1.6) daki bir 151n boyunca alt ve iist tahminlerinin her birinde

saglanir ve bu 1sinlar karsit yonlerdeki noktalardir.

2. Adim: (2.1.5) teki iist simr1 ispatlayacagiz. 0 <r < 1 ve z = re'? olsun.

Eger [0, z], 0 ile z arasinda kapali dogru pargasi ise

f(z) =J f' (C)d(=J £’ (pei®)etdp
[0,2] 0

olur.
(2.1.6) daki st tahmini kullanarak istenilen

’ I i ' 1+p _r
F@1= [ 1re)ldp < | G2t do=gtor

elde ederiz. (2.1.5) te alt sinir1 ispatlamak i¢in

m(r) = min{|f(2)|: |z| =7}
alinz.

U,,, (1) kapal1 dairesinin, U,. dairesinin goriintiisiinde kapsandig1 agiktir. |z, | =
1, z; € U olsun, dyle ki |f(z;)| = m(r) dir. T kapali dogru pargasi, U, (r) kapali
dairesinde 0 ile f(z;) boyunca uzanir. y, T nin goriintiistiniin tersi olsun (Sekil 2.4
e bak). v, |z| < r de bulunan basit bir yaydir ve bunu kullanarak, f'({)d{ nin y

tizerinde sabit arglimenti ve (2.1.6) da alt smir1 vardir ki

- _ Y Rl
me) =1l = [ ldol = [ 1r@INaI 2 | gl
G [t T
G- | are s wy
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elde ederiz. Burada y tizerinde |d{| = d|{| y1 kullandik.
k41 _f
_ D r u-; u

Sekil 2.4:y = £/(I)

Bazi z # 0 i¢in (2.1.5) teki esitlik, z noktasin1 O ile birlestiren 1s1n boyunca
(2.1.6) daki esitligi verir. Bu yiizden f , Koebe fonksiyonunun bir rotasyonu
olmalidir. Tersine olarak, f Koebe fonksiyonunun bir rotasyonu ise zit yonlerdeki

noktalarda iki 151n boyunca (2.1.5) biiyiime teoremindeki esitligi sagladig: agiktir.

3.Adim: Geriye (2.1.7) tahminini ispatlamak kaliyor. Bu amag igin (2.1.8)

de verilen f'in g Koebe doniistimii i¢in bliyiime teoremini diisiinmek yeterlidir.

e e

ar ez = 9O =g

ve { = —z yazarsak (2.1.7) ye yol agan

2 @Il
A+12D07 = A= DI @I ~ U= 12)?

Verir.

Eger esitlik baz1 z € U \ {0} da (2.1.7) yi de saglarsa, (2.1.8) de verilen g

Koebe doniisiimii

l9(=2)I = - |z|)2 veya |g(-2)| = (1+|Z|)2 (2.1.11)
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saglar.

(2.1.11) deki esitlikten de g nin Koebe fonksiyonunun bir rotasyonu olmasi
gerektigini ve buradan f in de Koebe fonksiyonun bir rotasyonu oldugu sonucuna

variriz. Bu sonug aciktir ve ispati tamamlar.
Sonug 2.1.7: S simift H(U) nun bir altsimifinda kompakttir.

Ispat: (2.1.5) deki iist sinirdan S in lokal diizgiin smirli oldugu ve bu yiizden
bunun normal bir aile oldugu sonucuna variriz. Geriye Sin kapali oldugunu
gostermek kaliyor. Bu amag igin, {fi}xeny dizisi S de bir dizi olsun dyle ki k — oo
igin U lizerinde f; — f olacak sekilde lokal diizgiindiir. Hurwitz teoremine gore f
fonksiyonu ne yalinkat ne de sabittir. f(0) =0 ve f'(0) =limy_q f; (0) =1
oldugundan, f U da yalinkat olmalidir ve f € S dir. Bu da ispati tamamlar.

2.1.4 Yalinkat Fonksiyonlarin Maksimum Modiilii

Hayman (1994) ve Krzyz' nin (1955) yardimiyla Teorem 2.1.6 nin baz ek
Ozelliklerinden s6z edelim. Hayman' in sonucu S smifindaki her fonksiyonun
maksimum modiiliiniin biiylimesini agiklar. Bu teoremde olusan @ = a(f) limiti f in
Hayman goriisii olarak bilinir. Hayman tarafindan olusturulan daha gii¢lii bir sonug
vardir ki buna Hayman' i regularity teoremi denir. Buna gore eger f €S ve
f@)=z+X7 ,a,z"%, ze U ise f Koebe fonksiyonunun bir rotasyonu
olmadik¢a, a(f) =lim,_ |lag|/k <1 kesin esitsizligidir. Bu sonu¢ Bieberbach
varsayiminin ¢alismalarinda onemli bir adimdi, ¢iinkii yeterince genis k lar i¢in

lay| < k oldugunu gosterdi.

Teorem 2.1.8: f € Sve My, (r,f) = max,=.|f(2), 0 <r <1 olsun. f,
Koebe fonksiyonunun bir rotasyonu degilse, ¥ (r) = %(1 —1)2M4 (r, f) fonksiyonu

(0,1) arahiginda kesin azalandir ve bu yiizden limit r - 1 i¢in a = a(f) €
[0,1) seklindedir.

Ispat: (2.1.7)den |z| =7 € (0,1) igin
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1+7r
r(l—r)

f(re®)| _

0 . d .
510g|f(re19)| = Re [glogf(relg)]

elde ederiz. f, Koebe fonksiyonun bir rotasyonu degil ise Teorem 2.1.6 yukarida
saglanan kesin esitsizlik ile gosterilir. 0 < r; <1, < 1 iken bu esitsizligi r; den r,

ye integre edersek

(Tze “)

o8 [ (ryem)

frz 147 P l(l — rl)zrzl
" r(l—r) & 1—-7r)%n

elde ederiz. Bu yiizden 0 <r; <1, <1veher 8 € R igin

1—1y)2 . 1—1n)2 .
E | (e)] <« S | (rme)

g

dir. Eger |f(r2ei9)| = M (ry, f) olacak sekilde 6 € R segersek yukaridaki

esitsizlik

Moo(TZJf) <

1—1,)2 1-r,
Gor) ( rlr)l( ei®)| < )M(pf)

2
saglar. Bu yiizden f = kg ( Koebe fonksiyonunun bir rotasyonu ) olmaksizin ¥ (r)

fonksiyonunun r € (0,1) igin kesin azalan oldugunu ispatladik. (2.1.5) teki {ist sinirt

kullanarak

32
a= hm(lfr)Moo(r,f) <1

r—1

sonucunu buluruz. Siiphesiz, f Koebe fonksiyonunun bir rotasyonu ise, kolayca

a = 1 oldugunu goriiriiz. Bu da ispat1 tamamlar.

Krzyz (1955), baska yonden Hayman' i teoremini sunar. S deki

tiirevlenebilir fonksiyonlar i¢in benzer sekilde sonuglar ispatladi.

Teorem 2.19: feS ise f Koebe fonksiyonunun bir rotasyonu
olmadiginda, My (7, f") (1 —7)3/(1 +r) fonksiyonu r € (0,1) icin kesin azalan
fonksiyondur. Ayrica B(f) € [0,2] ve

lri_r>r11 My (r, (1 —71)3 = B(f)
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limiti var olsun. B(f) = 2 esitligi ancak ve ancak f Koebe fonksiyonunun bir

rotasyonu ise saglanir.
Ispat: (2.1.9) u géz 6niinde bulundurursak

'@
f'(2)

2r+4 1+r ]
)

d
~1-rz ;log [(1—r)3 |z| =r € (0,1)

elde ederiz. Ayrica Teorem 2.1.6 dan f Koebe fonksiyonunun bir rotasyonu ise
esitlik olusur. f Koebe fonksiyonunun bir rotasyonu olmadiginda, r € (0,1) i¢in
|f’(rei9)| (1—7)3/(1 + 1) (8 sabit) fonksiyonu ile M, (r,fH)(A—-7)3/(1+71)

fonksiyonu kesin azalandir.
lim Mo, (r, f)(1 =7)° /(1 +7) =1
Y d

oldugundan

_ .3
tim G ) S = im0 -1 = 2B < 1

sonucu bulunur.

Agik olarak B(f) = 2 esitligi f ancak ve ancak Koebe fonksiyonunun bir

rotasyonu ise saglanir. Bu da ispati tamamlar.
(2.1.7) deki goriise gore

f'(re®)
f@re®)

“r(l-r)

- 1+r _d1 (1 —1)?
drog r

elde ederiz. Bu yiizden f Koebe fonksiyonunun bir rotasyonu olmadiginda, r €
(0,1) icin |f(re®®)| (1 —r)?/r (6 sabit) ve My(r,f) (1 —7)?/r kesin azalan

fonksiyonlar1 olusur.
Krzyz' nin (1955) ispatina ek olarak, eger f € S ise
21im(1 = 7)? Moo (r, f) = lim(1 = 7)Mo (r, )
> i

oldugunu soyleyebiliriz.
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2.1.5 S Smifi icin Iki Noktah Biikiilme Sonuclar

Iyi biliniyor ki, klasik biiyiime teoreminde yalinkatlik igin gerekli olan fakat
yeterli olmayan sartlar (2.1.5) te aciklandi. Blatter (1978), yalinkatlik igin yeterli
olan biiylime teoreminin versiyonlarinin olup olmadigini arastirdi. C nin otomorfizmi
ile sonraki kompozisyonu ve U nun otomorfizmi ile 6nceki kompozisyonu altinda
invariant ( degismez ) ve hiperbolik uzaklik bakimindan agiklanan iki noktali
biikiilme teoremini formiile etmeye oncii oldu. Son yillarda Kim ve Minda (1994),
Blatter' in 6zel bir durumunu igeren teoremlerinin ve klasik biikiilme teoreminin bir
degismez versiyonunu igeren teoremlerin bir degiskenli ailesini elde etti. Bu

sonuglar Jenkins' e (1998) kadar uzanir.

U fzerinde hiperbolik metrik ve hiperbolik uzaklik hakkindaki bazi temel

unsurlar ile baslayacagiz.

Pioncare metrigi de denilen U iizerindeki hiperbolik metrik, yay uzunlugu

0gesi Riemann metrigi olan

|dz|

ds =
STzl

dir. a,b € U olmak iizere y egrisinin biitiin C' pargalarinda infimum alinirsa

dy(a,b) = inff ds
Y

hiperbolik metriginden uzaklik fonksiyonu ortaya ¢ikar. Bu

b—a
1-ab

dy(a,b) = arctanh |

, ab€eU (2.1.12)

formiili ile verilir.

U daki hiperbolik metrik ve hiperbolik uzaklik U nun konform otomorfizmi
altinda invarianttir. U da hiperbolik metrigin geodezisi, birim dairede ortogonal olan

cembersel yaylar ve dogru parcalaridir.
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Kompleks analizde hiperbolik metrik ve invariant metrik iliskileri hakkinda
daha fazla detaylar1 okuyucular  Ahlfors (1973), Jarnicki ve Pflug (1993),
Kobayashi (1970) veya Franzoni ve Vesentini (1980) kaynaklarindan arastirabilirler.

Ik olarak Kim ve Minda (1994) tarafindan elde edilen bu tipteki en temel
sonug olan invariant biikiilme teoremini verecegiz. Aslinda bu teorem klasik biiyiime
teoremindeki alt tahminleri de igerir. Yalinkatlik igin gerek yeter kosullari igerir.

Baglantili fakat daha zayif tahmin ( Pommerenke, 1992., sonug.1.5) te ortaya ¢ikti.

U da f holomorf fonksiyonlarinda D; operator invariant diferansiyelini

Dif(z) =1 —-lzI)f'(2), z€U
olarak tanimlayalim.

Bu operator (€U iken T()=((+2)/(1+2z{) ile verilen daire
otomorfizminde oldugunda D,f(z) = (f o T)'(0) ozelligine sahiptir.

Teorem 2.1.10: Varsayalim ki f, U da yalinkat ve a,b € U olsun.

sinh(2dp(a,b))
Zexp(Zdh(a,b))

If (@) - f(b)] = max{|D,f(a)l, |D1f (b))} (21.13)

dir.

Esitligi saglamak i¢in a,b € U, a # b olmak iizere noktalar varolsun ancak
ve ancak &, C nin otomorfizmi, k Koebe fonksiyonu ve T birim dairenin
otomorfizmi oldugunda f = ®okoT dir. Tersine olarak, f fonksiyonu U da

(2.1.13) i saglayan sabit olmayan holomorf bir fonksiyon ise, U da yalinkattir.

Ispat: ze U, T(z) = % ile verilen daire otomorfizmi T olsun. fin g

Koebe doniisiimii olarak da diisiiniilen

o L@ ) _1(EE) 1@
T @ T a-lddf @)

zeU

tanimlansin. g € S ve (2.1.5) ten
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o) > |z| B sinh(2d(0,2))
g\2) = (1+]zD? 2exp(2d,(0,2))’

elde ederiz.
z€U, z= % ve T(z) =b olsun. Veriler g6z 6niinde bulundurulursa

hiperbolik uzaklik T doniisiimii altinda invarianttir. Yukaridaki iligki

sinh(Zdh(a, b))

If(@) - ()l 2 2exp(2dn(a, b))

ID:1f (@)

ye esdegerdir.

a ve b nin yerlerini degistirmek ayni tipteki ikinci bir esitsizlige yol agar

ve |f(a) — f(b)| de alt sinirlarin maksimumunu almak (2.1.13) {i verir.

(2.1.13) teki esitligi saglayan sartlar altinda klasik biiyiime teoreminin alt

tahminlerindeki esitlik sadece Koebe fonksiyonlarinin rotasyonlari i¢in saglanabilir.

Simdi (2.1.13) sartinin, f in yalinkat oldugu anlamina geldigini
gosterecegiz. f, U da sabit olmayan holomorf bir fonksiyon olsun ve varsayalim ki
farkli a,b € U noktalar1 i¢in f(a) = f(b) olsun. (2.1.13), f'(a) =f'(b) =0
anlamina gelir ve bu yiizden f, a nin veya b nin her komsulugunda yalinkat degildir.
Bu yiizden tim n €N ler i¢in lim, ¢, =a, lim,,,d, =a ve f(c,) =
f(d,) olacak sekilde U da farkli noktalarin  {c,}nen, {dnlneny dizilerini
bulabiliriz. Tekrar (2.1.13) i kullanarak tim n € N ler i¢in f'(c,) = 0 sonucunu
buluruz ve bu nedenle f sabit olmalidir. Ayrica hipotezler ile ¢eligkilidir ve o halde

f yalinkattir. Bu da ispati tamamlar.
Simdi Blatter' in (1978) asil sonucunu verelim.

Teorem 2.1.11: f: U - C ye yalinkat bir fonksiyon ve a,b € U olsun. O
halde

sinh?(2dy,(a, b))

If(@ - f(B)I* = 8cosh(4dy(a, b))

{ID;f(@)|*> + |D;f(b)I*}
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dir. Esitlik saglayacak sekilde a,b € U, a # b noktalar1 vardir ancak ve ancak
@, C ninotomorfizmi, k Koebe fonksiyonu ve T, U nun otomorfizmi oldugunda f
in f=®okoT formu vardir. Tersine olarak f, U da yukaridaki bagmtilari

saglayan sabit olmayan holomorf bir fonksiyon olsun. O halde f, U da yalinkattir.

Ispat1 vermeyecegiz, fakat her f € S, f(z) =z + Y, a; z¢ ve z € U igin

saglanan asagidaki katsayr tahminlerini gerektirdigini sdyleriz.
laz1 <2, las| <3, laz—afl <1

1994 te Kim ve Minda (1994), Blatter' in sonucunun ve Teorem 2.1.10" un
ortaya ¢ikan degiskenlerle daha genel bir teoremin 6zel durumu oldugunu gosterdi.

Izin verilen degiskenler dizisi Jenkins' e (1998) kadar uzanur.
Teorem 2.1.12: f, U da yalinkat olsun. Her a,b € U ve her p > 1 igin

sinh(2dy(a, b))
2[2cosh(2pdy(a, b))]

If (@) — fF(b)] = 75 [ID1f (@I + D f (D) P17

dir.

Esitlik, Teorem 2.1.10 ve 2.1.11 deki gibi ayni1 sartlar altinda saglanir. Aksine
f, U da sabit olmayan holomorf bir fonksiyon ise yukaridaki esitsizligi saglar, o
halde f, U da yalinkattir.

p = 2 durumu Blatter' in sonucunu ve p = oo durumu Teorem 2.1.10 u
verir. Alt sinir p ile azalir ve bu ylizden Teorem 2.1.10 en zayif iken bu tipteki en
gii¢lii sonu¢ p =1 durumudur. Benzer olarak |f(a) — f(b)| igin st tahmin
Jenkins (1998) ve Ma ve Minda (1999) tarafindan verildi.

Bu béliimde kullanilan temel kaynaklar Duren (1983), Pommerenke (1975)
ve Goodman (1983) dir. Burada Ahlfors (1973), Conway (1995), Golusin (1952),
Henrici (1993), Hallenbeck ve MacGregor (1984), Jenkins (1965), Hille (1962),
Milin (1977), Rosenblum ve Rovnyak (1994), Montel (1933), Schober (1975),
Nehari (1952), Gong (1999), Mocanu, Bulboaca ve Salagean (1999) kullanilan
diger kaynaklardir.
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BOLUM 3
BiRiM DAIREDE YALINKAT FONKSiYONLARIN

ALTSINIFLARI

Bu boliimde S in, kendi icinde farkliliklar tasiyan altsmiflarinin temel
Ozelliklerini inceleyecegiz. Bu altsiniflar yildizil, konveks, konvekse yakin, alfa-
konveks, spirallike ve @-like fonksiyonlaridir. Bu altsiniflarin ¢ogunun analitik ve
geometrik karakterleri vardir. Bazi durumlarda bu altsiniflarda biiylime, kapsama ve
biikiilme teoremleri S simifinin tamamina gore daha sinirlidir. Bu siniflar pozitif

reel kisimli fonksiyonlar ve subordinasyonlari ile yakindan iliskilidir.

3.1. Pozitif Reel Kisimh Fonksiyonlar, Subordinasyon ve Herglotz Formiilii
3.1.1. Caratheodory Sinifi, Subordinasyon

Burada U birim dairesinde pozitif reel kisimli fonksiyonlarin temel
Ozelliklerini verecegiz. Kompleks diizlemde subordinasyonun durumunu da ele

alacagiz.

p(0) =1 ve Rep(z) >0, z€ U olacak sekilde U da p holomorf

fonksiyonlarinin siifi 2P olsun.

Bu sinifa genellikle Caratheodory sinifi denir.

Omegin, z€ U i¢in p(2) =g fonksiyonu 2 ye aittir. Bu fonksiyon
sag yart diizlemde U nun konform doénlisimiini verir. S smifindaki Koebe

fonksiyonuna benzer olarak, P sinifinda temel rol oynar.
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P smifinin konveks kiime oldugunu da séyleyebiliriz ve ilerde P nin H(U)

nun altkiimelerinin kompakt altkiimesi oldugunu da gorecegiz.

V, Schwarz fonksiyonlarinin sinifi olsun. ¢ € V ise ancak ve ancak U
dairesinde @ € H({U), @(0) =0 ve |p(z)|<1 dir. Diger bir deyisle 7V,
Schwarz lemmasi hipotezini saglayan U da, holomorf fonksiyonlari tam olarak

igerir.
Acik olarak, P ve V smiflar1 arasinda

1+
PEP & p=—(p, pEV
I-¢

olacak sekilde bir bagint1 vardir.

Bu bagintidan dolayr P nin kesin ozelliklerinin V' sinift i¢in de gecgerli

oldugunu soyleyebiliriz.

f,g € HWU) fonksiyonlar1 verilsin. @ €V igin f=go¢ varsa f

fonksiyonu g fonksiyonuna subordinedir ve f < g seklinde gosterilir.

f<g ise f(0)=g(0) ve f(U)< g(U) dir. Schwarz lemmasindan her
r €(0,1) i¢in [f'(0)] <1g"(0)] ve f(U,) < g(U,) dir.

Ozellikle f < g ise
gllzglf(Z)I < {rzl@dg(Z)I , r€(01)
sonucunu buluruz.
Ayrica f < g ise Schwarz-Pick lemmasini kullanarak
max(1 - |z|")If"(2)] < max(1 = |z1)]g' D], 0<7r <1
sonucunu buluruz.

g, U da yalinkat ise f(0) = g(0) ve f(U) € g(U) oldugunda f < g
oldugu agiktir. Gergekte her r € (0,1) igin f(U,) € g(U,) bu sartlar altinda

subordinasyon prensibi olarak bilinir.
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Bilhassa, birim dairede p(0) =1 olmak tlizere U da bir p holomorf

fonksiyonu ancak ve ancak p(z) < g , U da ise P ye aittir. Eger ¢ € H(U),

¢@(0) = 0 ise 0 zaman ancak ve ancak ¢@(z) <z, U daise ¢, V ye aittir.

Sekil3.1: f<g

Kompleks diizlemde subordinasyonun kavramlarinin detayli ¢alismalart ve

birgok bilgi i¢in Miller ve Mocanu (2000) kitabina bakabilirsiniz.

Simdi pozitif reel kistmli fonksiyonlar sinifina dénelim ve Herglotz (1911)
temsil formiiliinii agiklayalim. Bu temel sonu¢ S in ayri altsiniflar igin integral
temsil teoremlerine Onciilik eder. Boyle fonksiyonlarin alternatif temsili, azalan
olmayan fonksiyonlara gore Riemann-Stieltjes integrali yerine, sonlu pozitif Borel
Olglimiine gore Lebesgue integralini alarak, (3.1.1) deki integrali almak ile elde
edilebilir ( Hallenbeck-MacGregor 1984, Rudin 1987). Poisson ¢ekirdeginin analitik
timleyeni, (3.1.1) deki integranttir.

Teorem 3.1.1: f €e H(U)olsun. Uda Re f(z) =0 ise ancak ve ancak
[0,2m] arahiginda pu(2m) — u(0) = Ref(0) ve

F@) = [FH27 i) + im £(0), z€U 3.1.1)

0 1—ze~it

olacak sekilde azalan olmayan bir p fonksiyonu vardir.
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Ispat: Ilk olarak varsayalim ki f, (3.1.1) i saglasin. u , [0,27] araliginda

azalan olmayan oldugundan

T 14 zeH
Re f(Z) = f Re mdﬂ(t) >0

0

oldugu aciktir ve integrantin pozitif reel kismi1 vardir.

Tersine olarak varsayalim ki U da Re f(z) = 0 olsun. Genellestirmeyi yok

etmeden, U da Re f(z) > 0 varsayabiliriz. n =10,1,.

b, = Re a,, ve ¢, =Ima, olsun.

Eger 0<r<1, 0<t<2m icin

u(r,t) = %fo Re f(rei?)ds

- igin f(2) = Yo an 2",

ise u(r,.), [0,2m] araliginda azalan olmayandir ve u(r,2m) = b, dir. Ayrica basit

hesaplamalar

r
an7,
bO n:0

)

21 ]
J e~ ™du(r,t) = {
0

oldugunu gosterir. Bu yiizden

2T ® 2 2T ]
f(z) = f du(r,t) + Z —nf e ™ du(r,t)z"™ + ic,
0 =1 Jo

dir. |z| < r i¢in serinin son integrant1 t de diizgiin yakinsak oldugundan

= femitz\"
1+22< ) du(r,t) +ic,
n=1 r

seklinde yazabiliriz. Buradan da

21

ﬂ@=L

it
2mwret+z dy(r, t) + iCO

f(Z) = fo Teit—z

elde edilir.

(3.1.2)
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Simdi  lim,_, p, = 1 olacak sekilde (0,1) arahiginda {p,},en artan bir
dizi olsun ve te[0,2m] iken u,(t) = u(p, t) olsun. {u, }neny dizisi [0,27]
araliginda azalan olmayan fonksiyonlarin dizisidir. Helly se¢me teoreminden
( Natanson 1961, s.233), ( Duren 1983, s.22-23),[0,27] araliginda azalan olmayan

bir u fonksiyonu ve {u,,} altdizisi bulabiliriz ve k — oo igin p,, — u ve

keN
[0,27] araliginda her siirekli h fonksiyonu i¢in
21

Jim | (O i © = [ n(©au®)

bulabiliriz.
Bu gercekle birlikte k — oo igin

pnkelt +z elt4z
eit —z - eit —z
pnk

z sabiti icin t de diizgilindiir. Bu

Znelt+z

eit —z

annkelt +z

lim

k—oo

din ©) = | au(®)

it _
o Pn® z 0

ifadesini verir.

(3.1.2) den ve yukaridaki esitlikten istenilen (3.1.1) sonucunu buluruz. Bu

da ispat1 tamamlar.

Onceki teoremin direk sonucu P smifindaki fonksiyonlar i¢in Herglotz

(1911) integral formiiliidiir.

Sonu¢ 3.1.2: p € H(U), p(0) =1 saglansin. p € P ise ancak ve ancak

[0,27] araliginda p(2m) —u(0) =1 ile u azalan olmayan fonksiyonu olsun dyle
ki

p(2) = [ EE du(e) (3.1.3)

1-ze~it

dir. Herglotz formiilii pozitif reel kisimli fonksiyonlar i¢in biiylime ve biikiilme

sonuglarina yol agar.
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Teorem3.1.3: pePve |zl =r <1 ise

=< p@ <= (3.14)

1-r 1+r

< Rep(® < (3.1.5)
p'(2)] < 282D 2 (3.1.6)

1-r2  — (1-1)2
Bu tahminler kesindir.

Ispat: Birinci ve ikinci esitsizlikler (3.1.3) deki bagmtinin basit sonuglaridir.
(3.1.6) deki tahmini ispatlamak i¢in, z ye gore (3.1.3) iin iki tarafinin diferansiyelini

almak yeterlidir, buradan

2 2du(t) 2 M 4 ze 2 Re p(2)
! < — = —— du(t) = ———
P’ = ,I;) |1 — ze™it|2 1—r2f0 € 1—ze Ut 20 1—1r2
elde ederiz.
.. 1+Az .
Sonug¢ olarak, baz1 1 €C, |[A|=1 i¢in z€eU, p(z) = 0 ile bu

bagintilarin her birinde esitlik saglanir.

Sonu¢ 3.1.4: (3.1.3) formili kullanilarak her sabit zile [z| =r <1 wve

2r

p €P i¢in p(z) fonksiyonu — vangaph ve  —; merkezli kapal dairede

bulunur sonucuna kolayca ulasiriz ( Sekil 3.2 ). Bu yiizden p € P ise

[=]
3l

Sekil 3.2: C, = AU, nin goriintiisii
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1+12 2r
<
1-r2

ST lzZl=r

p(z) —
dir.

Herglotz formiilii, P de fonksiyonlarin katsayilari i¢in sirlart da verir. Bu

sonug Carathedory (1907) den dolayidir.

Teorem 3.15: pe P ise her n=1,2,... i¢in |p,| <2 olacak sekilde

p(2) =14+ Xo_1pn 2™, z € U kuvvet serisi vardir. Bu tahmin kesindir.
Ispat: p € P oldugundan [0,2m] arahiginda u(2m) —u(0) =1 olacak
sekilde azalan olmayan u fonksiyonu vardir.
21+ ze 1
= —— du(t
P = | e du®

dir.

Tim n =1,2,.. lerigin integrantin binom agilimi

2T )
pn = 2 j e~ dpu(e)
0

ifadesini verir. Bu yiizden |p,| <2 olarak agiklanir. Agik¢a |A] =1 ile p(z) =

iz . . : .
% icin |p,| = 2 dir. Bu da ispati tamamlar.

Sonug olarak P sinifi igin kompaktlik sonucundan sz edebiliriz.

Sonug¢ 3.1.6: P bir kompakt kiimedir.

3.1.2 Subordinasyon Prensibinin Uygulamalari

Subordinasyon prensibinin basit uygulamalarini elde edecegiz. Robertson
(1961) tarafindan elde edilen bu uygulamalar, birim dairede yalinkat fonksiyonlarin
altsiniflarinin galismalarinda gereklidir. Burada Teorem 3.1.7 ve Teorem 3.1.8 in

birka¢ kompleks degiskenliye genellestirilebileceginden s6z edecegiz.
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Teorem 3.1.7: w(.,t), U da holomorf fonksiyon olsun ve t € [0,1] icin
w(0,t) =0 olsun. Varsayalim ki |z| <1, 0<t<1 icin |w(z,t)|<1 ve
w(z,0) =z olsun. p pozitif bir deger olsun. U da holomorf ve Re w(0) # 0

olacak sekilde

w(z) = lim,_,, [<29~] (3.1.7)

zZtP

limiti var olsun. |z| < 1 i¢in Re w(z) < 0 dir.

Ispat: Schwarz lemmasina gore, z € U ve t € [0,1] i¢in |w(zt)| < |z|
dir. (3.1.7) yi goz o6niinde bulundurursak lim;_, w(z,t) = z = w(z,0) sonucuna
variriz. Re w(z) <0 oldugu agiktir ve w, U da holomorf ve Re w(0) # 0
oldugundan harmonik fonksiyonlarin minimum prensibinden U da Re w(z) <0

olmalidir. Bu da ispat1 tamamlar.

Yukaridaki sonug bir sonraki teoremin 6zel durumudur. Ayrica Teorem 3.1.8

in ispat1 Teorem 3.1.7 ye baghdir.

Teorem 3.1.8: f:U — C, S sinifinda bir fonksiyon olsun. g: U X [0,1] - C
bir fonksiyon olsun ve g(.,t) her t € [0,1], g(z,0) = f(z), ¢g(0,t) =0 i¢in U
da holomorf ve z€ U ve t € [0,1] igin g(zt) < f(z) olsun. p pozitif bir say1
olsun. U da holomorf ve Re G(0) # 0 sartin1 saglayan

G(2) = lim,.,o [L2220E0)] (3.1.8)

zZtP
limiti var olsun. |z| < 1 iken Re |f'(2)/G(2)| < 0 dir.
iIspat: g(z,t) < f(z) oldugundan her t €[0,1] igin w(.,t) Schwarz
fonksiyonu vardir ki, z€ U ve t € [0,1] iken g(z,t) =f (a)(z, t)) dir. Baska bir

bakisla (3.1.8) deki bagint1 lim;_, g(z,t) = f(2) yi saglar ve bu yiizden z € U iken

lim;,w(z, t) = z dir.

t >0 icin

9(z-90)_[f(0@0))-f(@(z0)] [z -w(z0)
ztP _[ w(z,t)-w(z,0) [ ztP ] (3'1-9)

elde ederiz.
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Simdi (3.1.9) i¢in t — 0 olsun. (3.1.9) un sol tarafinda (3.1.8) den dolay1
G(z) limiti vardir. (3.1.9) un sag tarafindaki ilk faktér f’'(z) # 0 limitidir. Bu

yiizden
@ = li w(zt) —w(z0)
wlz) = 1% ZtP
limiti vardir ve (3.1.9) teki goriise gore w(z) = ]?,((ZZ)) dir. Ayrica G, U da holomorf

ve Re G(0) # 0 oldugundan, w de U da holomorf ve Re w(0) # 0 dir. Teorem
3.1.7 nin sonucunu kullanarak, U da Re w(z) < 0 sonucuna variriz. Bu da ispati

tamamlar.

Boliim 3.1 deki kaynaklar klasiktir ve iyi bilinmektedir. Ek olarak Duren
(1983), Schober (1975), Goodman (1983), Hallenbeck ve MacGregor (1984),
Pommerenke (1975), Golusin (1952), Hayman (1994), Miller ve Mocanu (2000),
Nehari (1952) kitaplarina;  ayrica  Rogogonski (1939), Rogogonski
(1943), Robertson (1961) , Robinson (1947), Herglotz (1911) , MacGregor (1967)

ve MacGregor (1972) c¢alismalarina bakabilirsiniz.

3.2. Yildizil ve Konveks Fonksiyonlar

Bu boliim S in en 6nemli altsiniflarindan yildizil ve konveks fonksiyonlar
adli ¢alismalara ayrilmistir. Bu iki sinif geometrik sonug¢lardan tanimlandi ve ¢ok
onemli analitik karakterlere sahiptir. Taylor serilerinin katsayilar1 igin sinirlar, S
siifinin tamami i¢in daha kolay elde edilebilir. Yildizil fonksiyonlar S sinifinin
tamam1 gibi aym biiylime, kapsama ve biikiilme teoremlerini saglar; fakat konveks
fonksiyonlar ve diger ¢esitli altsiniflar i¢in daha giiglii sonuglar saglanir. Yildizil ve
konveks fonksiyonlarin analitik karakterleri daha yiiksek boyutlara genellestirilebilir,
fakat ispatlar epeyce degisiklik gosterir.

Tamm 3.2.1: Q, C de bir kiime olsun. 0 boyunca her w € Q noktasindan
uzanan kapali dogru pargasi w, ile birlesirse, Q bélgesine w, € Q sabit noktasina
gore yildizil bolge denir. Her wq, w, € Q i¢in tim € boyunca w; ve w,

arasinda uzanan kapali dogru parcalart Q bolgesinde ise, Q konvekstir deriz. Baska
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bir deyisle  konveks ise ancak ve ancak ( bu noktalarin her birine goére

yildiz1ldir.

re (0,1], f € H(U,) ve zy,€ U, olsun. f,U, dairesinde yalinkat ise
f fonksiyonu, z, noktasina gore U, de yildizildir ve f(U,) nin goriintiisic w, =
f(zy) a gore yildizil bolgedir. Yildizil terimi sifira gore yildizil anlamina gelecektir.
Eger f,U, dairesinde yalinkat ise f, U, de konvekstir deriz ve f(U,) nin goriintiisii
C de konveks bolgedir. S*(U,) ve K(U,), U, de sirasiyla yildizil ve konveks
fonksiyonlarin normalizasyonlarini i¢eren S(U,) nin altsiniflart olsun. S*(U) ve
K(U) smiflar1 S*ve K olarak gosterilecektir. U birim dairesinde normalize yildizil

ve normalize konveks fonksiyonlarin sinifi vardir.

Yildiz1l  fonksiyonlarin ¢ok 1iyi bilinen analitik karakterizasyonu ile

baslayacagiz.

Teorem 3.2.2: f(0) =0 ile f:U —» C ye holomorf bir fonksiyon olsun. f
yildizi1l ise ancak ve ancak f'(0) # 0 ve U da

2f'(@)
e l @

dir.

Ispat: ilk olarak varsayalim ki f yildizil olsun. f yalinkattir ve f'(0) # 0
dir. Her r € (0,1) i¢in f(U,) nin yildizil bolge oldugunu gosterecegiz. Bu amag
icin € (0,1) yazahm ve t € (0,1) olsun ve z€ U igin g(z) = f~1(tf(2))
diistinelim. f yildizil oldugundan bu fonksiyon iyi tanimlidir ve U da holomorftur.
Bu fonksiyon U da g(0) =0 ve |g(z)| <1 i saglar. Schwarz lemmasindan U da
|g(2)| < |z| sonucu bulunur. Bu sebeple her z € U, i¢in tf(z) = f(g(2)) € £(U,)
dir. Bu ylizden f(U,) sifira gore yildizil bolgedir. | z| = r dairesinin gériintiisiinii
saglayan geometrik varsayimlar sifira gore yildizil egridir ve [0,27] araliginda 6

artarken arg f (reie) artar. Bu ylizden

0 .
@argf(rele) >0, 0 € [0,27]

dir.

50



666 arg f(re®) = i Im[logf(reie)]

—m [lZf @] _ o, lZf '(2)
f(2) f(2)

zf'(2)
f(2)

dir ve bu yiizden harmonik fonksiyonlar i¢in minimum prensibinden yararlanarak

oldugundan |z| =r =1 igin Re [ ] > 0 sonucunu buluruz. Fakat f'(0) # 0

zf'(z
Re[f()>0, z€eU,

f(2)

buluruz. r keyfi oldugundan U da

2f'(2)
e [ @

elde ederiz.

Simdi varsayalim ki f'(0) #0 ve |z| <1, Re [fo(—i)z)] >0 olsun.ze U\

{0} i¢in f(z) # 0 dir, aksi halde f (Z) fonksiyonunun U da bir kutbu olurdu. Basit

hesaplamalar ispatin ilk boliimiinden

9 i6

3 argf(re ) >0, 6 € [0,2m]
oldugunu gosterir.

Bu yiizden argf(re'®), 8 € [0,2r] araliginda artan fonksiyondur. Tiim U
birim dairesinde f in sadece basit bir sifiri oldugundan, argiiment prensibinden
0 € [0,27] igin f (rew) nin arglimentinin varyasyonlar1 2m ye esitir. Gergekten

21 0

; _ o |1 '@ | _
50 argf(re 9) do = {i oir f @ dz} =2m

dir.

51



Sekil 3.3: U, nin goriintiisiiniin y1ldizillig1

Bu yiizden |z| =r nin gorintiisii basit yildizil egridir ve f(U,) yildizil
bolgedir. Ayrica f, |z| =r ¢emberinde igine oldugundan, sinirlarda yalinkatlik
prensibi f in U, dairesinde yalinkat oldugu anlamina da gelir (Pommerenke 1975,
Lemma 1.1). r keyfi oldugundan, tiim U dairesinde f in yalinkat oldugu sonucuna
variriz. Sonug olarak f(U) = Ug<r<1 f(Uy) oldugundan, f(U) sifira gore yildizil

bolgedir. Bu da ispati tamamlar.
Konveks fonksiyonlar i¢in ¢ok iyi bilinen analitik karakterleri verecegiz.

Teorem 3.2.3: f:U — C ye holomorf bir fonksiyon olsun. f konveks ise

ancak ve ancak f'(0) #0 ve z € U iken

Re [1+%]>0

dir.

Ispat: Ik olarak f in konveks oldugunu varsayalim. f yalinkattir ve bu
yizden f'(0) # 0 dir. Tim r € (0,1) ler i¢in f(U,) nin konveks bdlge oldugunu
gosterecegiz. r € (0,1) araliginda degerler alsin. z, # 0, |z;| < |z,| olacak sekilde

7,2, €U, ve 0<t<1olsun. g:U - U, z€ U igin

9@ = ((1 - 0f (—z) + tf(z))
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olarak tamimlansimn. f konveks oldugundan, g iyi tanimlidir ve U da holomorftur.
Ayrica g(0) =0 ve Schwarz lemmasindan z € U igin |g(z)| < |z| dir.z = z,
icin |g(z,)| < |z,| < r sonucu ¢ikar ve bu yiizden (1 — t)f(z,) + tf(z,) € f(U,)
dir. Bu ylizden f (U,.) konveks bolgedir.

I, |z| =r ¢emberinin goériintiisii olsun. I}, Jordan egrisi pozitif yonlidiir ve
ic bolgesi konveks bolgedir. Ayrica T, 0 <80 <2r icin w = f(e'®) parametrik

temsili ile verilir.

$(0) = arg |51 (re”)] = arglire? f'(re!”)]

Sekil 3.4: U, nin goriintiisiiniin konveksligi

ve 0 € [0,2n] igin ¥'(6) = 0 olmalidir.
9 . o1 — pif
55 1M [log(izf'(z))] =0, z=re
dir. Basit hesaplamalar gosterir ki

9 "y _ . zf"" (2\] _ zf"(2) i
£Im [log(lzf (Z))] = Im [L(l + m)] = Re [1 + m] , Z= ret®

ve bu yiizden |z| = r de

Re [1+ Z;(S)] >0

Harmonik fonksiyonlar i¢in minimum prensibini goz oniinde bulundurursak,

z = 0 da kesin esitsizlik saglandigindan
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21" (@)
Re[1+f,(z)]>0 Z€U,

sonucu ¢ikar. r keyfi oldugundan z € U i¢in

Re [1+%]>0

elde ederiz. Bu ispatin ilk boliimiinii tamamlar.

Simdi varsayalim ki f'(0) # 0 ve U da

Re [1+%]>0

olsun. Bubaginti z € U \ {0} igin f'(z) # 0 sonucunu verir. r € (0,1) degerlerini

alsin. Yukaridaki hesaplamalardaki adimlari tersine diistinlirsek
9 0 F1(n. 0
5 arglire®f'(re®®)] = 0, 0<6<2m

sonucu ¢ikar. Bu ylizden I, egrisinde teget argiimenti, |z| =r ¢emberinin
goriintlisii, 6 nin azalan olmayan fonksiyonudur. Ayrica integrasyon gosteriyor ki

[0,27] araliginda ¥(0) nin toplam artis1 27 ye esittir. Gergekten

fo W' (@)de = [[" 5 argliref'(re®)] g

_ r2m relf!'(reif)

= [, Re [1+—f'(rei9) dae
_ zf'"'(2)]dz _
= Re f|Z|=7” [1 + fl(z) iz~ 2

Buradan T, nin basit konveks egri oldugunu goriiriiz ve bu yiizden f(U,)
konveks bir bolgedir. Ciinkii f(U) = Ug<r<1 f(U,) dir ve f(U) bir konveks
bolgedir. Ayrica f, |z| =r ¢emberinde igine oldugundan, smirlarda yalinkatlik
prensibi her r € (0,1) igin f in U, de yalinkat oldugu anlamia gelir. Bu yiizden
f, U da yalinkattir ve bu nedenle konvekstir.

Teorem 3.1.8 in sonucu olarak, Teorem 3.2.2 ve Teorem 3.2.3 teki sartlarin

gerekli basit ispatlarini agiklayacagiz ( Robertson 1961 ).
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Konvekslik i¢in bazen yararli olan baska gerek ve yeter sartlar vardir.
Konvekslik her i¢ noktaya gore yildizilliga esdegerdir fikri Sheil-Small (1969) ve
Suffridge (1970) tarafindan verildi.

Teorem 3.2.4: f:U — C ye normalize holomorf bir fonksiyon olsun. f € K

ise ancak ve ancak

2zf'(z2)  z+§
—— | >
ke [f(Z)—f(() z-¢l = 0, z,{ €U (3.2.1)

Ispat: Varsayalim ki f konvekstir, bilhassa yalinkattir.

2zf'(z)  z4g

9@ =00 "=

fonksiyonu €2 nin
P={(z,)eck]|zl<1,[¢l <1}

MM

birim poli dairesinde holomorftur, ¢iinkii lim;_,, g(z, {) =1+ )

Simdi |z| = r < 1 ¢emberinin f altindaki gérintiisii konveks egridir ve bu
egri her i¢ noktaya gore yildizil egridir. |z| = r gemberinde z degisir ve |{| < r ile
¢ alirsak, f({) ve f(z) arasindaki vektoriin arglimenti argz nin azalan olmayan
fonksiyonudur. Teorem 3.2.2. nin ispatindaki nedenler gosteriyor ki yukaridaki

sartlar

zf'(z) _
Re [f—(z)_m] >0, [l<lzl=r<1 (3.2.2)

ye esdegerdir.
Eger |C| = |z|, { # z ise Teorem 3.2.2

zf'(2)
Re [f @)-f()

esitsizligini verir ve bu durumda Re [g] =0 ve Reg(z,{) =0 sonucu ¢ikar.

z = { oldugundan g(z,{) i¢in teklik ortadan kaldirilirsa

Reg(z,0) =0, |{=]zl=7r<1
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elde ederiz.

Harmonik fonksiyonlar i¢in minimum prensibine bagvurarak Re g(z,{) =0

|z| <, || <r eldeederiz. r - 1 i¢in istenilen (3.2.1) i elde ederiz.

Varsayalim ki (3.2.1) saglansin. (3.2.1) de { = z igin

2" @)
Re |1+ L2=0, zeu

elde ederiz. Bu yiizden harmonik fonksiyonlar igin minimum prensibinden ve

Teorem 3.2.3ten f konvekstir. Bu da ispati tamamlar.

Sonuc¢ 3.2.5: Teorem 3.2.4 {in ispatindan, birim dairede normalize holomorf

fonksiyonlar i¢in konveksligin ek 6zelliklerini gézlemleriz ( Suffridge 1970).

zf'(2)
f(@)-f()

feK o Rel >0 KI<lzi<1 (3.2.3)

Birim dairede konvekslik i¢in bagka gerek ve yeter sartlar Ruschewyh ve
Sheil-Small (1973) tarafindan elde edildi.

Teorem 3.2.2 ve Teorem 3.2.3 te verilen sonuglar S* ve K kiimeleri arasinda

cok Onemli baglantilar kurmaya Oncii oldu. Bu baginti ilk olarak Alexander

tarafindan kesfedildi (Alexander 1915/1916).

Teorem 3.2.6: f, U da normalize holomorf bir fonksiyon olsun ve z € U

g(z)=2zf'(z) olsun.feEK & ge€ S* d.

Koebe fonksiyonu ve rotasyonlart S* ye ait oldugundan, S sinifinin tamami

i¢in gegerli olan biikiilme ve biiylime sonuglar1 S* sinifi i¢in de kesindir.

Teorem3.2.7: f€S* ve |z| =r <1 olsun.

r r

<@ < 55 (3.2.4)
1-r , 147
L SIf @< 55 (3.2.5)

Bu tahminler kesindir. Koebe fonksiyonlarimin rotasyonlart ig¢in bu

bagintilarin her birinde esitlik saglanir.
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Bu teoremin sonucu olarak S* kiimesi H(U) nun kompakt altkiimesidir. S*

icin Koebe sabiti de S sinifinda oldugu gibi 1/4 diir.

Normalize konveks fonksiyonlar i¢in biliyiime ve biikiilme teoremlerini
gorelim ( Gronwall 1914/1915, Loewner 1917 ):

Teorem3.28: f € K ve |z| =r <1 olsun.

r

—<If@ls = (3.2.6)

1
(1-r)2

— < If'@D)] <

(1+r)2 —

(3.2.7)

z
1-Az

Bu tahminlerin timii kesindir. Bazi A €C, |[A| =1 i¢in f(2) =

fonksiyonunda sifirin disinda verilen noktalarda esitlik saglanir.

Ispat: (3.2.7) tahmini Teorem 3.2.6 nin ve (3.2.4) bagmtisinin basit bir
sonucudur. (3.2.7) nin st simrt integre edilerek, kolayca (3.2.6) nin st sinir1

bulunur.

(3.2.6) daki alt sinir1 elde etmek i¢in |z| =7 < 1 olsun. f € K oldugundan
0 ile f(z) arasinda T' kapali dogru pargas1 f(U) dadir. y,I' nin goriintiisiiniin tersi
ise ¥, 0 dan z ye basit bir egridir. (3.2.7) de alt tahmini kullanarak

@l = | laol= [ 1r@laz [ 1renldo 2 1

sonucunu buluruz.

Agiktir ki (3.2.6) ve (3.2.7) esitsizliklerinin her birinde baz1 z € U \ {0} lar

i¢in esitlik saglanir ancak ve ancak zf'(z) Koebe fonksiyonunun bir rotasyonudur.
Bubazi A€C, |Al=1 i¢in f(2) = ﬁ ile verilir. Boyle fonksiyonlar igin bir

151n boyunca alt veya iist tahminde esitlik saglanir.

Konveks fonksiyonlar igin kapsama teoremi de farkli birka¢ yolla

ispatlanabilir.

Teorem3.2.9: f € K ise f(U), Uy/, dairesini kapsar. Bu sonug kesindir.
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Ispat: f(z) = é fonksiyonu ve rotasyonlar1 diisiiniilerek ispat kesindir.

r — 1 iken (3.2.6) daki alt tahminden ispat ortaya ¢ikar.

Ikinci ispat 1964 te MacGregor (1964) tarafindan verildi. w & f(U) ise
|lw| = 1/2 oldugunu gosterecegiz. g(z) = [f(z) — w]? z € U olsun. g nin U da
yalinkat, g(0) = w? ve g'(0) =—-2w oldugunu goérmek kolaydir. z€ U
h(z) = (w? - g(2))/2w olsun, h€ S dir ve Teorem 2.15 ten |w/2| >1/4

sonucu ¢ikar.

Ucgiincii ispat da subordinasyon prensibi kullanilarak elde edilebilir.
wo = pe'® € af (U) sifirdan minimum uzaklikta bir nokta olsun. wy = p oldugunu
varsayabiliriz, yoksa f in uygun rotasyonlari tarafindan f yer degistirebilir. Her
w € f(U) igin Re w < p oldugunu gérmek zor degildir ve bu yiizden z € U iken
g(z) = 2pz/(1 +z) oldugunda f < g dir. Subordinasyon prensibini kullanarak
1=f'(0) < g'(0) = 2p sonucu ¢ikar, bu yiizden p = 1/2 dir. Bu da ispati

tamamlar.

Ucgiincii ispattaki argiiment asagidaki teoremi verir ( Graham 1990, Minda
1983).

Teorem 3.2.10: f, U da normalize holomorf bir fonksiyon ise f(U) nun

f (U) konveks govdesi U, /, dairesini kapsar.

Biiylime ve kapsama teoremlerinin ek 6zellikleri, k —fold ( katli ) simetri ile
elde edilebilir ( cf. Graham ve Varolin 1996 ). Eger z € U igin k pozitif tamsay1
olmak iizere e 2"/kf(e?™i/kz) = f(z) ise, f € H(U) fonksiyonu  k —fold

simetriktir.

Teorem 3.2.11: i) f €S olsun ve varsayahm ki f, k —fold simetriktir.

Pk = % oldugunda f(U) 2 U,, dir.

1/k

ii) Varsayalim ki f € K olsun. r, = fol(dﬁ oldugunda f(U) 2 U,,
1+t

dir.

Bu sonuglarin ikisi de kesindir.
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Ispat: i) nin ispat1 icin g(2) = N f(z¥k), z€ U tarafindan verilen f in
k — mmc1 kok dontisiimiinii diisiinmek yeterlidir. Bu fonksiyon S ye aittir. S sinifi igin

biiyiime sonucunu kullanarak ( Teorem 2.1.6 bak )

|z] < If(2)] < _ 7€U (3.2.8)

(1+|Z|k)2/k (1—|Z|k)2/k )
sonucu ¢ikar.

Simdi 0<r<1 ile U, dairesini diisiinelim. U, nin goriintiisi, sinir1 dU,
nin goriintiisii olan agik kiimedir. (3.2.8) i kullanarak 0U, nin goriintiisiiniin
orjinden en az /(14 r*¥)?/k  uzaklikta oldugunu goriiriiz ve r = 1 icin (i)

sonucunu buluruz.

(ii) yi ispatlamak i¢in h(z) = zf'(z) fonksiyonuna (3.2.8) e basvururuz ve

(3.2.6) nin ispatini ileri siirerek

fo s < If@] < f fkt)z/k, Izl =r<1

(1+ k)”
sonucunu buluruz. Alt tahminde tekrar r — 1 iken istenilen sonuca variriz.

Bu sonuglarin ikisi her k  igin kesindir, ¢ilinkii ilk olarak Koebe
fonksiyonunun k —inc1 kok donistimiini, ikinci olarak asagidaki konveks

fonksiyonlar1 secebiliriz:

z

(TZ k=1
1 1+z
g(2) = 4 Jlog [ k=2 (3.2.9)
V4 dt
UO (1-tk)*/" k=23

Burada k >3 igin g, birim daireyi k — mertebeden diizgiin ¢okgen

tizerine konform doniistiiriir ( Nehari 1952, 5.196 ).

Konveks fonksiyonlar i¢in k —fold simetriden daha zayif bir sart, yani
a,=az3 =--=a, =0, aym sonuglart elde etmeye yeterlidir. Aslinda bdyle
fonksiyonlar i¢in asagidaki biikiilme teoremini verecegiz . ( Graham ve Varolin
1996 )
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Teorem 3.2.12: Varsayalm ki f(2) = z + ag125™ + apy2%42 + -

fonksiyonu U da konveks bir fonksiyon olsun. O halde

G = O e 20

Bu tahmin kesindir ve (3.2.9) da g, fonksiyonu i¢in esitlik saglanir.

Ispat: Ispatin metodu subordinasyon savindan elde edilmistir. Eger

_zf" (@ _ 2z
g(2) = o) ve G(z) = - zeU

ise f in konveksligi anlamina gelirki g < G dir.

(k+1)kak+1zk+"'
1+(k+1)agezk+

Simdi g(0) =0 ve g(z) = ise g'(0) =--- = gF1(0) =
0 dir. Genelletirilmis Schwarz lemmasint ve subordinasyon prensibini kullanarak

r € (0,1) igin g(U,) € G(U,x) sonucunu elde ederiz.

2 2k
G(U,x) reel eksende ———

2rk
|g() 1r2k|_1r2k' |zl =7

verir ve asagidaki esitsizlige esdegerdir:

zf"(z)  2r%k 2rk
f'(z) 1—r2k|71—r2k
Bu yiizden
f''(z) 2zr2k-2 2rk-1 _
f'(2 T2k | = o2k |zl =

z =71 i¢in tahminimizi ispatlamak yeterlidir, yoksa f in bir rotasyonunu

kullanabiliriz. Bu durumda

ZT'k_l

1—r2k

f”(?") 2T2k_1
fl(,r) - 1 —r2k| —

Her iki tarafin integralini alirsak
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1 Tkt 1 1+r
I - — r2ky| < IR
log f (r)+klog(1 re)| < L 1_tzkd klogll—r"l

elde ederiz ve bu nedenle

- og [ 27 < loglf ()l +mlog(1 = %) < Tlog — :kl
veya
llog; < log|f'(r)| < llog;
ko °(1+rk)2 k=1 —rk)?
elde ederiz.
a, =az=-+-=a,=0 ile yildiz1il fonksiyonlar i¢in, Alexander' in

teoremini ( Teorem 3.2.6 ) kullanarak benzer biiyiime sonucu elde edebiliriz.

Teorem 3.2.13: f(2) = z + 412" + ag,,2%2 + -+ fonksiyonu U da
yildiz1l olsun. O halde

|z| |z|
Gt = VOV G 260

dir. Bu tahmin kesindir ve gy, (3.2.9) ile verildiginde, f(z) = zg,(z) fonksiyonu

icin esitlik saglanir.

Teorem 3.2.12 den de a, = a3z =--=a, =0 ile Teorem 3.2.11 (ii) in
genellestirilmis hali olan normalize konveks fonksiyonlar i¢in kapsama sonucunu
buluruz ( Graham ve Varolin 1996 ).

Sonu¢ 3.2.14: f(2) = z+ ag412"™ + ag42**2 + - U da konveks bir
dt

O (1+tk)

fonksiyon ise, 1 —f —— oldugunda f(U), U,, dairesini kapsar.

Sonug olarak k —fold simetri ile bir fonksiyonun goriintiisiiniin konveks
govdesi i¢in kapsama teoreminden bahsederiz ( Graham ve Varolin 1996 ). Bu sonug
yalinkatlik gerektirmez, ayrica a, =az=--=a;, =0 ile fonksiyonlarin

durumuna genellestirilemez.
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Teorem 3.2.15: f:U - C, f'(0) =1 ile bir k —fold simetrik fonksiyon

olsun. r, = f ——7 oldugunda fo) 2 Uy, dir.

0 (1+ )
Simdi S* ve K fonksiyonlar1 i¢in sinir katsayilar1 ¢alismalarina donelim.
Bieberbach varsayimindaki normalize yildizil fonksiyonlarin durumu, 1920 i

yillarda Nevanlinna ( 1920/1921 ) tarafindan ispatlandi.

Teorem 3.2.16: f(z) =z+ ayz® + -+ ayz"+ - , U da yildizil ise her
n =23, ..i¢in |a,| <n dir. f fonksiyonu Koebe fonksiyonunun bir rotasyonu
oldugunda n > 2 igin |a,| = n saglanir.

zf'(2)
f(2)

ye aittir. Eger p(z) =1+piz+ -+ ppz™+--, z€U ise Teorem 3.1.5 ten

Ispat: f € S* oldugundan z € U, p(z) = ile tanimli p fonksiyonu P

n=2, |lp <2 dir. zf'(z) ve f(2)p(z) nin kuvvet serilerinde katsayilari

karsilastirilarak
(n—Dap = ap_1p1 + anzb2 + -+ Pp_1 n=23..
sonucu ¢ikar. Bu nedenle
m—Dla,l <2n—-14+n-2+-+1)=nn-1)
elde edilir ve istenilen |a, | < n sonucu ¢ikar.

Verilen n ler i¢in |a,| =n ise yukaridaki argiimentlerden |a,| = 2

oldugunu gérmek kolaydir ve bu nedenle f, Koebe fonksiyonunun bir rotasyonudur.

Alexander teoremi ile beraber Nevanlinna' nin sonucu K fonksiyonlarin

katsayilari i¢in asagidaki sinirlari verir ( Loewner 1917 ).

Teorem 3.2.17: U iizerinde f(z) = z+ a,z% + -+ a,z™ + -~ konveks
bir fonksiyon ise her n =2,3,...i¢in |a,| <1 dir. Verilen n > 2 i¢in|a,| =1

esitligi bazi A € C, |A| = 1i¢in f(z2) = % ile saglanir.

k —nc1 katsayilarin tahminlerinin yanisira, K da fonksiyonlarin katsayilart
icin 6nemli bagka tahminler vardir. Yalinkat fonksiyonlar teorisinde olaganiistii

baglantilar1 olan bir sonraki sonu¢ once Hummel (1957), sonra Trimble (1975)
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tarafindan elde edildi. Trimble' in ispatint verecegiz. Hummel' in ispatinin

varyasyonel tekniklerinden bahsedecegiz.

Teorem 3.218: f€K, z€U ve f(z) =z+az?>+-+ayz"+- ile

tanimlansin. O halde

1-lapl® (3.2.10)

[\i)
IA

as —a
dir.
Zf '(2)

'@
yazarsak g € V dir ve q kuvvet serileri agilim1 sdyledir:

1-p(2)
1+p(2)

Ispat: z€e U, f(z)=1+=—== olsun. p€P ve eger q(z) =

q(z) = —a,z + 3(a3 — az)z? + -+, z€U
Eger q(z)/z modiiler olmayan bir sabit ise a3 — a; = 0 dir ve istenilen
13(a3 — az)| <1 —|a,|?
sonucunu elde ederiz.
Eger f € S, (2.1.1) de verilen Taylor serileri agilimina sahip ise
las — a2| <1
dir.

Bu tahmin K deki fonksiyonlar igin gelistirilebilir. Bir sonraki sonug¢ once
Nehari (1976), daha sonra Koepf (1988) tarafindan elde edildi.

Sonu¢ 3.219: feK, z€U, f(z) =z+ayz’+-+a,z"+ - ile

verilsin. O halde

lay — a3l < - (3.2.11)
dir. Bu tahmin kesindir. Esitlik ancak ve ancak
yl

f2) =2log[2], al=1 (3.2.12)

ile saglanir.
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Ispat: (3.2.11) in (3.2.10) den geldigi aciktir. Ayrica (3.2.10) den dolay:
(3.2.11) de a, =0 ve |az| = 1/3 gerek ve yeter kosulu ile esitlik saglanir. Bu

yiizden f in Taylor serileri agilimini almaliyiz.

f(z)=z+azz3+ -, z€eU
ve bu yiizden
2@ _ 24 ..
1+f,(z) 1+6azz°+-+, z€U
dir.

Bu fonksiyon P ye aittir ve 6|as| = 2 dir ve lineer terim yoktur Ki

zf''(z) _ 142222
f'(z) ~ 1-22z2

1+ |A]=1
dir ( Pommerenke 1975, sonug 2.3 bak ). Bu da (3.2.12) ifadesini verir.

Holomorf- Schwarzian tiirevlenebilir lokal yalinkat f fonksiyonu U da

" ! 17 2
= (G2 AC9Y, eu

ile tanimlidur.

Lineer fraksiyonel doniisiimler altinda invaryans ozellikleri nedeniyle bu

Onemlidir.

Bir sonraki sonu¢ Sonu¢ 3.2.19 da kullanilan konveks fonksiyonlarin
Schwarzian tiirevi i¢in olan tahmindir. Bu da Nehari (1976) tarafindan elde edildi ve
Koepf (1988) tarafindan detaylar olusturuldu. Koepf esitlik saglayan fonksiyonlari

belirledi ve kesin esitsizlik olan fonksiyonlarin karakterizasyonunu verdi.

Teorem 3.2.20: f € K ise
2
|{f; z}| Sm, zeU (3.2.13)
dir.
Bu tahmin kesindir ve esitlik f(U) ¢izgisel bolge ise saglanir.
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1+wz

1
f(z) = w—mlog[l_nz], lw|=Inl=1 w+—n (3.2.14)

Ispat: z # 0 igin (3.2.13) ii ispatlamak yeterlidir. f in g Koebe doniisiimii

F(EL)-1)

1+2{

_ _ 2 34 ...
9O =i =St b+ b P+, (€U (3.2.15)
olarak verilsin. g nin U da konveks oldugu agiktir ve Sonug 3.2.19 dan

|b; — b3| <

W

sonucu mevcuttur. Basit hesaplamalarla
|(1 = 1zI*)*{f; z}| = |{g; 0}| = 6|bs — b}| < 2
olur ve (3.2.13) ii elde ederiz.

(3.2.13) te bazt z €U lar i¢in esitlik varsa, f in uygun g Koebe
dontigiimiiniin (3.2.12) formu vardir. (3.2.15) i goz Oniinde bulundurursak, f U yu

sonsuz ¢izgi lizerine doniistiirmelidir. Bu da ispati tamamlar.

Sonug olarak benzer sebepler ile Teorem 3.2.18 in ispatindan U da normalize

konveks fonksiyonun Schwarzian tiirevi i¢in baska tahminden sézederiz.

Eger f € K ise

" 2
G-l <2 (1-[FE L2 A seu @2l

dir.

U da yalinkat fonksiyonlarin Schwarzian tiirevini igeren daha fazla sonug
icin su referanslar kontrol edilebilir: Chuaqui (1995), Duren (1983), Chuaqui ve
Osgood (1993), Chuaqui ve Osgood (1998), Chuaqui ve Pommerenke (1999),
Harmelin (1989), Kra (1971), Lehto (1987), Minda (1985), Nehari (1952), Nehari
(1979), Osgood (1982), Over holt (1989), Pommerenke (1975).

Bu bdliimiin sonunda S smifinin tamami i¢in konvekslik yaricapr ve
yildiz1illik yarigapini ele alacagiz. Siiphesiz bu konulart S in altsiniflart i¢in de

calisabiliriz.
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F, S nin bos olmayan bir altsinifi olsun. F sinifinda her fonksiyon U,(f)
dairesinde yildizil olacak sekilde, r*(F) en biiyiik pozitif say1 olsun. Bu sayiya F in
yildizillik yarigapt denir. F smifindaki her fonksiyon U, (z) de konveks olacak
sekilde, 7.(F) en biyiik pozitif say1 olsun. Bu sayiya da F in konvekslik yarigapi

denir.

Nevanlinna  (1920) sayesinde bulunan bir sonraki sonug¢ konvekslik

yarigapmni hesaplar. Campbell (1974), f € S ise konvekslik yarigapmin 2 —+/3

oldugunu gosterdi, 0 halde f Koebe fonksiyonunun bir rotasyonudur.
Teorem 3.2.21: 1.(S) =2—+/3

Ispat: f € S olsun. £, (2.1.9) esitsizligini saglar ve bu nedenle |z| =7 < 1

icin

zf""(z) >1—4r+r2
fl(z) |~ 1-—r?

Re [1 +
elde ederiz.

0<r<2-+/3 igin 1 —4r +r? > 0 oldugundan, r nin bdyle her degeri
icin f € K(U,) dir. Bunedenle 7.(S) > 2 —+/3 tiir.

VA
(1-2)2 "’

Ayrica eger f(z) = z€U ve 2—+/3 <r<1ise f fonksiyonu

|z| = r gemberini konveks egri lizerine doniistirmez. Bunu gérmek igin

zf"(z) _ z2+4z+1
f'(z)  1-2z2

1+
dir ve bu ifade reel z igin negatif oldugundan —1 < z < —(2 —+/3) bir sonraki
sonugtur. Bu yiizden 7,(S) = 2 —+/3 sonucu bulunur.

r*(S) igin benzer olarak Grunsky (1933) sonu¢ elde etti. Yalinkat

fonksiyonlarin diger yarigap problemleri igin Goodman'1(1983) inceleyebilirsiniz.

Teorem 3.2.22: r*(S) = tan h%
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Brown (1989), her f € S fonksiyonunun |z —{| < p*, |{| <1 dairesini
f(Q) ya gore yildizil bolge tlizerine doniistiren p* = p*(|{|) yarigapini elde etti.

Teorem 3.2.23: r € [0,1) ve p*, (0,1 —1) de A, = m/2 denkleminin tek

koki olsun.

JA-1r3)2—r2p2+p rp
A, = log + arctan
\/(1—7"2)2—1‘2,02—,0 \/(1—1’2)2—7‘2,02

Eger || =rise her f € S, |z — {| < p* dairesini f({) ya gore yildizil bolge

tizerine doniistlirlir. p* sabiti kesindir.

Bu bolimiin hazirlanmasinda kullanilan temel kaynaklar Duren (1983),
Pommerenke (1975), Goodman (1983) dir. Ek olarak yildizil ve konveks
fonksiyonlar hakkinda bilgi almak i¢in Goluzin (1952), Hallenbeck ve MacGregor
(1984), Hayman (1994), Nehari (1952), Schober (1975), Ruschweyh (1982)

kaynaklarindan da yararlanabilirsiniz

3.3 Yildizillik ve a — 1nc1 Mertebeden Konvekslik, Alfa Konvekslik
3.3.1 Yildizillik ve ¢ — 1nc1 Mertebeden Konvekslik

Simdi birim dairede normalize yildizil ve konveks fonksiyonlarin bazi

altsiniflarini ele alacagiz ve bu siniflarin temel 6zelliklerinden bazilarini verecegiz.
Asagidaki tanim Robertson (1936) tarafindan tanimlandi:

Tamm 3.3.1: f: U - C ye holomorf bir fonksiyon olsun. f(0) =0, f'(0) #

0ve
zf'(2)
Re >a, z€U
I f(2)
ise 0 <a<1i¢in f, a —1mc1 mertebeden yildizildir. Yine ayn1 sekilde f'(0) # 0
ve
Zf”(Z)
Re |1+ >, zeU
l f'(2)
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ise 0 <a<1li¢in f, a—1nc1mertebeden konvekstir.

Birim dairede S*(a) ve K(a) sirasiyla a —inc1 mertebeden normalize
yildizil ve konveks fonksiyonlar olsun. Alexander' in ¢alismalarinda S*(a) ve K(a)
ile baglantili sonuglar vardir. f € K(a) ise ancak ve ancak g(z) = zf'(z), z€ U

olacak sekilde g € S*(a) dur.

Bu simiflar hakkindaki sonuglarin en 6nemli olanlarindan biri Marx (1932) ve
Strohhacker' i (1933) buldugu, 1/2 — inci mertebeden konvekslik ve yildizillik
arasinda baglant1 kuran teoremdir. Burada verdigimiz ispat Suffridge' nin (1970)

ispatidir ve Teorem 3.2.4 te verilen konvekslik karakterizasyonuna dayanir.

Teorem 3.3.2: f €K ise f € S*(1/2) dir. Bu sonug kesindir. 1/2 sabiti
daha biiyiik bir sabit ile yer degistiremez.

Ispat: f € K oldugundan, Teorem 3.2.4 ten

R 2zf"'(z) _z+(
‘UF@O-f© z-¢

>0, z,( €U

dir ve bu bagintida ¢ = 0 yazarsak

zeU

zf'(2)] 1
e If(z) =7

elde ederiz.

Harmonik fonksiyonlar i¢in minimum prensibi kullanilarak, istenilen sonug

elde edilir.

Bu sonucu gormek igin birim daireyi, {w € C: Re w > —1/2} sag yari

diizlemi {izerine doniistiiren f(z) = z/1 — z fonksiyonunu diisiinmek yeterlidir.

Marx (1932) ve Strohhacker' i (1933) bir bagska sonucu asagidadir.
Suffridge (1970) tarafindan ispatlandi.

Sonu¢ 3.3.3: f € Kise Re[f(2)/z] > 1/2, z € U dur. Bu sonug kesindir.

Ispat: f € K oldugundan (3.2.1) bagintis1 saglanr.
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_zf'@d g
Fﬁz)_ﬂ@ﬁﬁ) z-7 "’ z¢ €U

olur. (3.2.1) bagintis1 z,{ € U i¢in Re F(z,{) = 1/2 ye esdegerdir.

¢ € U olsun. z degiskenli kuvvet serilerinde F(z,{) nin agilimi:

=1+ ()

seklindedir.

Onceki iki bagmti 2F(.,{) —1 € P ile gosterilir ve bu yiizden Teorem
3.1.5 kullanilarak

C f(()

sonucu ¢ikar.

[1-C/f(D] <|¢] <1 ifadesi { ile carpilarak bulunur ve sonug¢ olarak
Re [f(Q)/{]>1/2 olur. f(z) =z/1—-2z fonksiyonu yukaridaki esitsizlikte

extremal rol oynar.

Jack (1971) tarafindan Teorem 3.3.2 nin genellesmesi elde edildi. Ayrica bu
sonu¢ kesindir. a — mertebeden verilen konveks fonksiyonlar i¢in yildizilligin
mertebesinin  kesin sonuglari i¢in Miller ve Mocanu (2000) kaynaklarindan

yararlanabilirsiniz.

Teorem3.3.4: f € K(a) ve a € [0,1) ise

'8=ﬁ(a)=2a—1+\/(:a—1)2+8

oldugunda f € S*(B) dur.

Bir sonraki sonug sirasiyla a € [0,1) i¢in K(a) ve S* simiflar ile S*(a) ve

S* simiflar1 arasinda duallik kurar.

Teorem 3.3.5: a € [0,1) olsun. Asagidaki iddialar saglanir :
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@] 1/1—05
V4

i) f € S*(a) ise ancak ve ancak z € U, g(z) = z[ oldugunda

=1 seklinde segilir.

@] 1/1—(1
z z=0

g € §* dir. Kuvvet fonksiyonunun dali [

ii) f € K(a) ise ancak ve ancak z € U, h(z) = z(f’(z))l/l_a oldugunda

1/1—a|

h € §* dir. Kuvvet fonksiyonunun dali ( f ’(z)) = 1 seklinde segilir.
zZ=

Bu sonucu kullanarak Robertson' un (1936) « € [0,1) i¢in @ — mertebeden

konveks fonksiyonlar i¢in biiylime ve biikiilme teoremlerini elde edebiliriz.

Teorem3.3.6: f € K(a), a € [0,1) ve |z| =r < 1 olsun. O halde

1 ' 1
(1+r)2(1—a) S |f (Z)l S (1_7,)2(1_“) (331)
dir. Eger a # 1/2 ise
(1+r)28-1-1 1-(1-r)2a-1
7 s f@Is———"F— (3.3.2)
dirve eger a = 1/2 ise
log(1+71) < |f(2)| < —log(1—7) (3.3.3)

dir. Bu tahminler kesindir. (1 — z)2%~1 kuvvet fonksiyonlarinin dali ve log(1 — z)
nin dali, (1 —2)%*"Y,o=1 ve log(1—2)|,-0 = 0 olacak sekilde
1-(1-z)%%"1

£(z) = =) a+1/2
—log(1 —2) a=1/2

esitligi yukaridaki bagintilarin her birinde saglanir.

Ispat: (3.3.1) tahmini Teorem 3.3.5 (ii) den ve yildizil fonksiyonlar igin
biiyiime teoreminden kolayca bulunur. (3.3.2) ve (3.3.3) biiyiime teoremlerinde tist
tahminler elde etmek igin, (3.3.1) deki sag yon esitsizligini integre etmek yeterlidir.

Alt tahminleri ispatlamak Teorem 3.2.8 de verilen argiimentleri gerektirir.

Teorem 3.3.5 (i) den veya (3.3.1) biikiilme teoreminden a € [0,1) igin

S*(a) fonksiyonlari igin biiytime teoremini elde ederiz.
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Teorem3.3.7: f € S*(a), a €[0,1) ve |z| =r <1ise

r r
(1+ )20 < If@l = (1 —r)20-a)
dir.

Bu tahmin kesindir. z € U, f(z) = icin esitlik saglanir.

__z
(1_2)2(1—05)

Brown (1989), a € [0,1) mertebeden konvekslik i¢in gerek ve yeter sartlart
igeren asagidaki teoremi elde etti. Ozellikle Brown' in sonucuna gore eger f, U da
konveks ise her |z—{|<r<1-—|{|, [{| <1 daireyi konveks bolge tlizerine
dondstiirtr ( Study 1913 ve Robertson 1936 ).

Teorem 3.3.8: f : U —» C normalize holomorf bir fonksiyon ve a € [0,1)

olsun. f € K(a) ise ancak ve ancak

Re {1+5808 > q, z-¢l <11, KKI<1

f'(2)
dir.
Ispat: ilk olarak varsayalim ki
Z=OF" @) _ _
Re (1+500 8 > a0 z-¢1<1-Kgl, 15l <1
dir.

Yukarida { = 0 igin f € K(a) sonucu ¢ikar.

Simdi varsayalim ki f € K(a) olsun. |{| =r <1 ve

z—()f”(z)

A51+(1—a f'(2)

olsun. Harmonik fonksiyonlar i¢in minimum prensibinden |z —{| = p <1 —7 i¢in
Re A > 0 oldugunu ispatlamak yeterlidir. Bu amag i¢in |z — {| = p olacak sekilde
z € Uolsun. f € K(a) oldugundan p € P oldugunda

A — (Z_{)(p(z)_l) + 1 (3'3.4)

Z
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1+ewz
1-eifz

olur. lyi biliniyor ki P nin extrem noktalarn 8 € R icin pg(z) =
fonksiyonudur ( Eger p€e®P ise ve 0<t<1, ge€P ve heP oldugunda
p=tg+ (1 —t)h ise h = g dir ve p, P nin extrem noktasidir). (3.3.4) esitliginin
sag yonii keyfi oldugundan P de bir afin fonksiyoneldir. Buradan min,e» Re A , P
nin bdyle bir extrem noktasina ulasir ( e.g. Hallenbeck ve MacGregor 1984 ). Daha
sonra { =re ve z =+ pe'® igin asagidaki temel sonuglari elde ederiz:

Re A > min Re
0<6<2m

(z - pe(2) — 1) +1
VA

I e T2 _ 2
—Ogengnh ez| “[-p2+1—2rcos(8 + @) +r?]

)
> i _ plf — )2 _ 2
Osrggnh e z| [1=1r)>—=p*]>0

olur.

Sonug olarak Robertson' un (1936) bu fonksiyonlar sinifi hakkindaki orjinal
calismalarinda elde ettigi, a € [0,1), S*(a) ve K(a) fonksiyonlarinin 6zelliklerini
verdik. @ — mertebeden konvekslik ve yildizillik hakkinda daha fazla bilgi i¢in
Goodman (1983) ve Bernardi (1982) kaynaklarindan yararlanabilirsiniz.

3.3.2 Alfa- Konvekslik

Bu bolimde alfa konveks fonksiyonlar smifi denilen, S in baska bir
altsimifin1  olusturacagiz. Bu fikir 1969 da Mocanu (1969) tarafindan, yildizil
fonksiyonlardan konveks fonksiyonlara bir siireklilik saglayan S in altsiniflarinin bir
degiskenli ailesinin olusturulmasi amaci ile ortaya c¢ikmistir. Daha fazla durum
detaylar1 Goodman ( 1983 ) , Mocanu, Bulboaca ve Salagean ( 1999 ) kitaplarinda
bulunabilir. Alfa—konveks fonksiyonlar ile baglantili bazi fikirler ilk olarak
Sakagucki' nin (1962) c¢alismalarinda ortaya ¢ikmustir. Birkag kompleks degerli
alfa—konveks dontigiimlerin  Kohr (1998) tarafindan ortaya ¢ikmis oldugunu

soyleyebiliriz.
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Tanmm 3.3.9: z € U, f(Z)ic (2)

# 0 olacak sekilde f, U da normalize

holomorf bir fonksiyon olsun. @ € R olsun ve

N1 NH@ zf" (2)
Ja,f;z2) =1 —-a) @ +a(1+ e ), z€eU
dir. Eger ReJ(a,f;z) >0 ise f, alfa—konvekstir.

Va R

\; (1 = a)p(6) + ay(8)
)

A AR
L/

Sekil 3.5: C, nin @ — konveksligi

Alfa—konveks fonksiyonlarin bir simfi M, olsun. My = S* ve M; = K

oldugu agiktir.

Mocanu (1969) orjinal c¢aligmalarinda geometrik alfa—konveksligi
tanimlamistir ve Tanim 3.3.9 da sonug olarak analitik sartlar vermistir. 0 < a <1

durumunu alarak, Mocanu' nun argiimentleri digina ¢ikacagiz.

f(0) =0 ile f € H,(U) olsun. C, egrisi r € (0,1) ile |z| = r ¢emberinin
gorlintiisiic olsun. f, U da yalinkat oldugundan C, egrisi w = f (reia) = w(6),

0 <60 < 2r ile verilen pozitif yonlii Jordan egrisidir.

Eger argf(z) nin |z| = r ¢emberi etrafinda hareketi pozitif yonde artan
ise C, yildizildir. Ayrica C, nin teget vektoriiniin argiimenti, 6 € [0,27] araliginda

azalan olmayan ise C, konveks egridir.
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@(8) = arg f(re?®) durum vektdriiniin argiimenti olsun ve (),
w = f(re'®) da C, ye teget vektoriiniin argiimenti olsun. Va=V, (0, f(ret?)
dan baslayan bir vektor olsun. Bu vektor o = f(re'®) durum vektori ile w =

f (reie) de C, ye teget olan vektor arasinda a oraniyla agilart boler. Va(e) nin

egimacist (1 —a)p(@) + ay(0) dir.

Eger bu ac¢1 6 € [0,2] araliginda artan bir fonksiyon ise C, egrisi
alfa—konvekstir. Bu baginti Re J(a, f;z) > 0 ye esdegerdir.

Simdi alfa—konveks fonksiyonlar hakkinda bazi temel sonuglar verecegiz.
Bunlar i¢inde en dikkat ¢eken sonug¢ asagidadir ( Mocanu 1969, Miller, Mocanu ve
Reade 1972/1973, Sakaguchi 1962 ).

Teorem 3.3.10: a € R ise M, € S* dir. Ayricaher o, ER, 0<a/B <1
igin Mg € M, dir.
Ispat: 1lk olarak f€ M, ise f€S* oldugunu ispatlayalim. Eger

'@
@ ="

ReJ(a,f;z) >0 sarti

ve ze U ise p, U da holomorf bir fonksiyondur. p(0) =1 ve

zp'(z)
p(2)

Relp(z)+a l>0, z€U

haline doniisiir.

Simdi 0 < a/B < 1 olacak sekilde @, € R olsun. 0 < a < 8 durumunu
distinecegiz, diger durum benzerdir. Varsayalim ki f € Mg olsun. Ik durumun

ispatina gore

zp'(z)
p(z)

Re Ip(z)+ﬁ l>0, z€eU

ve Re p(z) >0 elde ederiz. Sonra z €U alalim ve a =Re p(z) ve b=
Re [%] olsun. t € [0, B] i¢in h(t) = a + tb olsun. h(0) =a > 0 ve h(B) >0

oldugundan her t € [0,8] igin h(t) > 0 oldugu asikardur.
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Bu teorem negatif a icin aile artan ve a pozitif i¢in « ile azalan M,

simiflarimt agiklar. Bu smiflarin en genis olam1 My = S* dir. Teorem 3.3.10 un
sonucunu da asagida verdik ( Mocanu 1969, Miller, Mocanu ve Reade 1972/1973,
Sakaguchi 1962 ).

Sonu¢ 3.3.11: (i) a > 1ise M, € K dir.
(ii) 0<a<1iseK € M, di.
(iit) z € U, id(z) = z oldugunda Ng—y M, = {id} dir.

Bir sonraki sonu¢ a« >0 ile S*ve M, siiflar arasinda duallik kurar.

Farkl1 yollar ile ispatlanabilir ( Mocanu 1969, Miller, Mocanu ve Reade 1974 ).

Teorem 3.3.12: a« = 0 olsun. f € M,, ise ancak ve ancak z € U igin

9 = F [L2]

zf' ()%

ile tanimlanan fonksiyon S* ya aittir. Kuvvet fonksiyonunun dali @

z=0

olacak sekilde segcilir.

a >0, M, smifindaki fonksiyonlar i¢in Miller' in (1973) asagidaki
biiyiime sonucunu elde ederiz. Ispat icin Teorem 3.3.12 i kullanmak yeterlidir ve

Teorem 3.2.8 in ispatindaki arglimentlere benzerdir.
Teorem 3.3.13: a >0ve f €M, ise
—K(-r;0) < |f(D| < K(r;a), |zl =7r<1

dir. K(z; @), alfa—konveks Koebe fonksiyonu olmak iizere

1 a
K(z;a) = E foz {adzl : z€eU
{(1-Qa

dir. Kuvvet fonksiyonunun dali K(z; a) olacak sekilde segilir ki U da normalize

holomorftur. Bu tahmin kesindir.
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3.4 Birim Dairede Konvekse Yakin, Spirallike ve & —like Fonksiyonlar
3.4.1 Birim Dairede Konvekse Yakin Fonksiyonlar

Birim dairede yalinkat fonksiyonlarin konvekse yakin ve spirallike fonksiyon
olarak bilinen diger iki altsinifin1 ele alacagiz. Konvekse yakin fikri hakkinda ilk
defa ¢alisacagiz ve bunun i¢in Noshiro (1934/35), Warschawski (1935) ve Wollf

(1934) tarafindan elde edilen, agsagida verilen sonug ile baslayacagiz.

Lemma 3.4.1: Varsayalim ki D, C bolgesinde konveks bolge olsun. Eger
H(D), D iizerinde Re f'(z) > 0 sartim1 saglarsa f, D de yalinkattir.

Ispat: z, # z, olacak sekilde z;,z, € D olsun.y, z; den z, ye birlesen
diizgiin dogru pargasi olsun. t € [0,1] i¢in z(t) = (1 — t)z; + tz, olsun. O halde
z(t) e D, t €[0,1] ve

fE)=fe) = | 1@ = @-2) f F(z()at
Y

elde ederiz.

Hipotezi gbz 6niinde bulundurursak

[f(Zz) f(Zl)l .f (Z(t)) dt > 0

sonucu bulunur ve bu yiizden f(z,) # f(z,) dir.

Bu lemmay1 kullanarak Ozaki (1935) ve Kaplan (1952) tarafindan elde
edilen bir sonraki sonucu ispatlayabiliriz.

Lemma 3.4.2: D, C de bir bolge olsun. g, D de yalinkat ve g(D) konveks

bolge olmak tizere f ve g, D de holomorf fonksiyonlar olsun. Eger

>0, z€D

f'(2)
e lg’(z)

ise f fonksiyonu D de yalinkattir.

Ispat: h = f o g=* fonksiyonunda Lemma 3.4.1 den yararlanilir.
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Bir sonraki tanim Kaplan (1952) tarafindan elde edildi.

Tamm 3.4.3: f € H(U) olsun. U da

'@
Re g,(z)] >0, z€U (3.4.1)

olacak sekilde g konveks fonsiyonu varsa f, U da konvekse yakindir denir.

Teorem 3.2.6 kullanilarak h, U da yildizil olacak sekilde

zf'(2)
Re [m] >0, zeU (3.4.2)

gerektirmesi ile (3.4.1) sartin1 yeniden yazabiliriz. Boylece eger f, U da yildizil ise

f konvekse yakindir sonucu ¢ikar.

C, U da normalize konvekse yakin fonksiyonlarin kiimesi olsun. O halde

K c §* c C c S oldugu agiktir.

1955 te Reade (1955/56), Bieberbach varsayimini saglayan konvekse yakin

fonksiyonlarin katsayilarini ispatladi. Argiiment yildizil fonksiyonlar i¢in benzerdir

(Teorem 3.2.16).

Teorem 3.4.4: Eger f(z) =z+ayz®>+ -+ a,z"+ -+ konvekse yakin
bir fonksiyon ise n =2,3,... i¢in |a,| <n dir. n >2 igin verilen |a,| =n

esitligi, f Koebe fonksiyonunun bir rotasyonu ise saglanir.

Ispat: f € C oldugundan U da

e |19

2 >0

olacak sekilde h konveks fonksiyonu vardir. Bu yiizden Re [1/h'(0)] > 0 dir ve

eger a = argh’(0) ise |a| < m/2 oldugunu varsayabiliriz. Ayrica

h(z)—h(0
g(z) — (z)-h(0)

o) ZzeU

olsun. O halde g € K dir ve eger
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@~ .,
Q(Z)—m—;%z

fonksiyonunu diisiiniirsek g, = e™** ve Re q(z) >0, z € U dir. Ayrica

_q(z) +isina
B cosa

p(2)

=1+pz+-+pz*+-, z€U

olsun. Bu fonksiyon P ye aittirve n > 1, g, = p, cos @ oldugunu gormek kolaydir.

Eger
g@2)=z+cz%+ -+ cpz + -, z€eU
ise f'(z) ve e®g’'(2)q(z) nin kuvvet serilerinde katsayilarmi kiyaslarsak
na, = eia[ncne_ia + (= Dcy_1q1 + (M= 2)Cp_2qp + =+ + 202Gn_2 + %—1]
sonucunu buluruz.

p €P oldugundan n =2,3,.. i¢in |p,| <2 elde ederiz ve bu yiizden
|gnl < 2cosa < 2 dir. Ayrica g € K oldugundan n = 2,3,... i¢in |c,| <1 elde
ederiz. Bu ylizden

nla,| <n+2n—-1)+2n—-2)+--+22+2=n?
dir ve bu nedenle n = 2,3, ... i¢in |a,| < n olur.

f, Koebe fonksiyonunun bir rotasyonu oldugunda verilen n > 2 ig¢in

la,| =n oldugunu gérmek zor degildir. Bu da ispati tamamlar.

Konvekse yakin fonksiyonlar hakkinda temel sonuglardan biri Kaplan (1952)
tarafindan elde edilen geometrik karakterizasyondur. Bu ispat asagidaki temel

gercekleri gerektirir.
Lemma 3.4.5: v: R — R ye asagidaki sartlar1 saglasin:
v(t + 2m) — v(t) = 2m, teR
v(ty) —v(ty) <m, t; <t
Ohalde w: R— R ye azalan olmayan fonksiyonu vardir 6yle ki

78



w(t+2n)—w()=2r, teR
ve
lw(t) —v()| <n/2, teR

Ispat: w(t) = supsv(s) —m/2 olsun. w nin R de azalan olmayan

fonksiyon oldugu asikardir ve
v(t + 2m) — v(t) = 2m, teR
oldugundan
w(t + 2m) = supg<; V(s + 2m) — /2 = w(t) + 27
elde ederiz. Diger taraftan
v(s) <v(t) +m, s<t
oldugundan
w(t) < v(t)+n/2

oldugunu goriiriiz. Ayrica

v(t) < sups<; v(s) = w(t) + /2
bagintisini buluruz. Yukaridaki goriislerin birlesiminden istenilen

lw(t) —v(t)| < n/2

sonucu ¢ikar.

Teorem 3.4.6: f,U da f(0) = f'(0) —1 = 0 olacak sekilde lokal yalinkat

fonksiyon olsun. f konvekse yakin fonksiyon ise ancak ve ancak her r € (0,1) igin

f9912 Re [1 + Z]}:,—(S)] do > —m, z=re' (3.4.3)

dir ve 64, 6, reel degerlerinin her biri igin 0 < 6, — 6; < 2w dir.

Ispat: Varsayalimki f konvekse yakin fonksiyon olsun. O halde
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Re [{l:—g]>o, Z€U

f'(2)

T
arg lh’(z)

< —
2

olacak sekilde h konveks fonksiyonu vardir.

f'(z) #0 ve h'(z) # 0 oldugundan asagidaki gibi argiimentin dalini

secebiliriz
largf'(z) —argh'(z)| < g z€U

a(z) = argf'(z) ve b(z)= argh’(z) olsun.0<r<1 , BER,

z =re'? icin
V(r,0) =a(re?) + 0 = arg[re®f'(ret?)]
ve
W(r,0) = b(re®) + 6 = arg[re®n’(re'?)]
olsun. Buradan
V(r,6) -w(r o)l <=
elde ederiz.

h konveks fonksiyon oldugundan W (r,8), 6 nm artan fonksiyonudur.
Harmonik fonksiyonlar i¢in minimum prensibinden ?3_: (r,0) > 0 almaliyiz. Onceki

esitsizlikler ile bu yorumlarin birlesiminden 0 < 6, — 6; < 2w i¢in

V(T, 91) - V(T, 02) = [V(T, 91) - W(T, 91)] + [W(T, 61) - W(T, 02)] +
[W(r, 6;) —V(r, 6,)]

S [V(rl 01) - W(rr 91)] + [W(r) 02) - V(ri 92)] <m
elde ederiz. Buradan

V(T, 02) - V(T, 91) > —TT

80



arg|rei®>f'(re®2)| — arg[rei®:f'(retr)] > —n
olur. Bu esitsizlik (3.4.3) e esdegerdir. Bu da ispatin birinci boliimiinii tamamlar.

Tersine olarak varsayalim ki f, U da lokal yalinkat olsun ve (3.4.3) i
saglasin. f in konvekse yakin oldugunu ispatlamaliyiz. Bu amag i¢in p € (0,1)

alalim ve
v,(0) =V(p,0) = arglpe®f'(pe®)] = 6 + arg[f'(pe®)]
olsun. (3.4.3) sart1
v,(01) —v,(0) <m, 0,<6,

ye esdegerdir. f'(z) # 0, z€ U oldugundan arg[f’'(pe®)], 6 da 2m peryodu ile
periyodik olmalidir. Bu yilizden

v,(6 +2m) —v,(8) =V (p,0 +21) — V(p,6) =21
dir. Lemma 3.4.5 teki goriise gore w),(8) azalan olmayan fonksiyonu vardir &yle ki
w,(0 + 2m) — w,(0) = 21
ve
|0, (0) =1, (0)] <7, 6€ER (3.4.4)
dir.

Simdi B,(r,0), U, dairesi i¢in Poisson ¢ekirdegi olsun.

2 2

P,(r,0) =3 .

2_2prcosf+r2’

r<p
ve U, da Poisson integrali ile verilen b, harmonik fonksiyonunu

b,(r,0) = iffn P,(r,0 —s) [a)p (s) — s|ds

_ 1
21T

I B, O)|w,(t +6) — (t + 6)]dt
olarak diistinelim. Ayrica
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W,(r,0) = b,(r,6) + 0

olsun. tB, (r, t), t nin tek fonksiyonudur ve

A

W,(r,0) = if B (1) w,(t + 6)dt (3.4.5)

goriiriiz. Buradan W, (r,60) nin her bir r < p sabiti icin 6 da artan fonksiyon
oldugunu goriiriiz. Gergekten 6; < 8, icin w,(6), 8 nimn artan fonksiyonu oldugu

diistincesini kullanarak
W, (r,02) = W,(r, 01) = —— |7 B, (r, ) [w, (t + 8,) — w, (¢ + 6)]dt > 0

elde ederiz. Bu ylizden

oWy 6)>0
50 (r,6) =

dir ve bu esitsizlik kesin saglanir, ¢ilinkii bu tiirev harmonik fonksiyondur.

Diger taraftan (3.4.4) ten
s
|Vp(r, 0) — wp(9)| <3

elde ederiz. V(r,0) — 6 = argf ’(reie) , U, da harmonik fonksiyon oldugundan
(3.4.5) teki diisiinceden

V(r,0)=o- [ B OV (p,t +6)dt, r<p
oldugunu gosterir. (3.4.5) i kullanarak ve daha 6nceki bagintilardan r < p igin
1
V(r,6) =W, (r,0)| < — [7 B, 0) [V(p,t + 6) — w,(t + O)]dt <7
elde ederiz.

Simdi g,: U, —» C, z = re® icin Re 9p(0) =0 ve Img,(z) = b,(r,0)

sartlarin1 saglayan holomorf bir fonksiyon olsun. Ayrica

VA
h,(2) =f e9r@ dg | z€U,
0
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olsun. O halde U, iizerinde h,, fonksiyonu holomorftur ve h,(0) = 0 ve |h',(0)| =

1 dir. Ayrica h, , U, da konvekstir. Gergekten r < p, z = re'® icin

zhy (z)
hp (2)

Re [1 + =1+Re [zgp(z)] =1 + ( 0) = 9” (r,8) >0

elde ederiz.
Sonug olarak
V(r,0) =0 +argf'(re?)

W,(r,0) =0 + b,(r,0) = 0 + Img,(re®®) = 6 + argh,(re'?)

ve
|V(r, 0) —W,(r, 9)| <m/2

den dolay1
i6

|argf’(z)—argh;,(z)|sg, z=re" ,r<p

veya esdeger olarak

Re [f(z) 0, lz| < p
@) =

sonucunu buluruz. Harmonik fonksiyonlar i¢in minimum prensibinden

'@
Re [h;)(z) >0, lz| < p

almaliy1z.

Daha ileri olarak h,(0) =0 , |r,(0)]=1 ve h, konveks fonksiyon
oldugundan, her m €N icin {h, } _ ailesi, p, =1—1/n oldugunda U,

dairesinde konveks fonksiyonlarin bir ailesidir. Bu yiizden Montel' in teoremini ve

kosegen dizi argiimentini kullanarak p < 1 ile her U, dairesinde diizgiin yakinsak

{hpnk}k y altdizisini elde ederiz. h limit fonksiyonu U da konvekstir ve z € U
€

icin
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f'(2)
Re [h’(z)l =0, z€eU

saglar. Tekrar harmonik fonksiyonlar i¢in minimum prensibini kullanarak

f' @)
Re lm

> 0, zeU

sonucunu buluruz ve bu yiizden f, h a gore konvekse yakindir. Bu da ispati

tamamlar.

Birim dairede konvekse yakin fonksiyonlar hakkinda bazi yorumlar ile bu

boliimii tamamlayacagiz.

Teorem 3.4.6 mn Geometrik Yorumlari: f normalize konvekse yakin bir
fonksiyon ve 0 <r <1 olsun. T} egrisi |z| =r g¢emberinin gorintiisii olsun. Eger
T, veT, siasiyla f(ret®) ve f(rei®2) de T, ye birim teget vektorler ise, 0 halde

(3.4.3) bagintisi
argﬁ—argﬁ>—n, 0<6,—- 60, <2m
ye esdegerdir.

I Jordan egrisi, U da saat yoniinde donmez. 6, [0,27] araliginda artan ise

teget vektorli m ye esit veya m den daha genis bir a¢1 arasinda donmez.

Lineer Olarak Erisilebilir Bolgeler: Konvekse yakin fonksiyonlarin bagka
bir geometrik yorumu Lewandowski' nin (1958) c¢alismalarindan elde edilebilir.
Biernacki (1936) da lineer olarak erisilebilir fonksiyonlar fikrini ortaya ¢ikardi ve
Lewandowski 1958 de konvekse yakin ve lineer erisilebilirligin esdeger oldugunu
gosterdi. Eger ) nin tlimleyeni 1sinlarin veya yar1 dogrularin birlesimi ise 1 < C
bolgesi genis olarak lineer erisilebilirdir. Boyle bir bolge basit baglantili bolgedir.
Eger f, U da yalinkat fonksiyon ve f(U) genis olarak lineer erisilebilir bir bolge

ise, f fonksiyonu genis olarak lineer erisilebilirdir.

Eger (1 bdlgesinin tiimleyeni kopuk 1sinlarin birlesimi ise  kesin olarak
lineer erisilebilirdir. U da yalinkat olan ve U da bdyle bir fonksiyon tizerine konform

doniisen bir fonksiyona kesin olarak lineer erisilebilir fonksiyon denir. Biernacki
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sartlarin ikisini ortaya att1, fakat ikincisi lizerine ¢alisti. Lewandowski' ye gore eger

f konvekse yakin ise ancak ve ancak f kesin olarak lineer erisilebilirdir.

Bielecki ve Lewandowski (1962) daha sonra kisa ve seckin olan
Lewandowski teoreminin ispatim1 buldu. Bu Loewner zinciri teriminde konvekse
yakin fonksiyonlarin baska onemli analitik karakterizasyonlarina dayanir. Baska

onemli bir ispat da Koepf (1989) tarafindan verilmistir.

Sheil-Small (1973) tarafindan kesin olarak lineer erisilebilir fonksiyonlarin
bazi ilgi ¢ekici sonuglarini igeren galigmalar vardir. Bir sonraki sonu¢ Kaplan' in

teoremi ile kiyaslanabilir.

Teorem 3.4.7: Holomorf ve U da yalinkat olan bir f fonksiyonu genis
olarak lineer erisilebilirdir ancak ve ancak her ri¢in 0 <r <1 ve her z, € U i¢in

6, > 6, oldugunda

1 0. + f(reiez) —f(zy) 1 p f(reiel) — f(20) S
22T I T e, -2, 21wy retfi—z,
elde ederiz.

I\
~7

Sekil 3.6: Bir konvekse yakin bolge lineer erigilebilirdir

Bir sonraki teorem konvekse yakin tanimina az ¢ok benzer olan bir sarti verir,
g fonksiyonu z, € U noktasi hari¢ asagidaki sonuca baglidir ( Sheil ve Small 1973
bak ).
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Teorem 3.4.8: Holomorf ve U da yalinkat olan bir f fonksiyonu genis
olarak lineer erisilebilirdir ancak ve ancak her sabit z, € U noktasinda 1/2

mertebeden yildizil g(z) = g,,(z) fonksiyonu vardir ve

2(f(2) - f (@)
“’l @G-z | 7€

esitsizligini saglar.

Uyarmaliyiz ki yukarida g fonksiyonunun normalize olmasi gerekmez.

Eger
h(z) =z209'(0) + (z—20)22 | zeU (3.4.6)

olursa, buradan

7 MOz _ g(2) (3.4.7)
Z—2Zy
dir ve Teorem 3.4.8 den esitsizlik
f(@)—f(zo)
OS] >0 (3.4.8)

ye esdegerdir.

Eger f konvekse yakin ise bazi h konveks fonksiyonlari i¢in (3.4.8)
saglanir. Bu durumda da eger (3.4.7) ile g(z) = g,,(z) tammlarsak g, 1/2

mertebeden yildizildir ve bu yiizden Teorem 3.4.8 in sartlar1 saglanir (Sheil ve
Small 1969).

Krzyz (1964) , C kiimesi i¢in siradaki rotasyon teoremini elde etti.
Teorem 3.4.9: f € C olsun. O halde
largf'(z)| < 4arcsin|z|, z€U
dir. Bu tahmin kesindir.

Krzyz (1962) , S kiimesi i¢in konvekse yakin 7, yarigapini da buldu. 7. igin
0,80 < 1., < 0,81 olacak sekilde kesin denklemin tek ¢oziimii oldugunu gosterdi.
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3.4.2 Birim Dairede Spirallike Fonksiyonlar

Bu boliimde birim dairede yalinkat fonksiyonlarin baska bir altsinifi olan
spirallike ( sarmal ) fonksiyonlari inceleyecegiz. Bu sinif 1933 te Spacek (1932)
tarafindan ortaya cikti.

a € (—m/2,m/2) olsun. w, sifir olmayan kompleks bir say1 olmak {izere,

logaritmik a —spiral
w = woexp(—e~t), teR

ile verilen bir egridir. Bu yiizden eger w = w(t) logaritmik a —spiral ise

Im[ei“logw(t)] sabit, te€eR
dir.

D, C de 0 € D olacak sekilde bir bolge olsun. . Eger her w € D i¢in , w den

uzanan «a —spiral yay orjinle birlesirse D, « —spirallike bolgedir.

~_ ¥
.'"l:; _I.-" r'rf---
f /|
| b l'\._,_ .
VoA P N
g ~
\x\xﬁfi: J'\}
u\._‘_\_- -'-...____ ____f'(

Sekil 3.7: Spirallike bolge

Eger her w = w(t) a — logaritmik spirali tek bir noktada y ile kesisirse,
y kapali egrisi logaritmik olarak « —tipinde spirallikedir. Boyle bir y egrisi, Jordan

egrisi olmalidir ve y ile sinirli ) bolgesi, a —tipinde spirallike bolgedir.

f:U—- C ,Uda f(0)=0 olacak sekilde holomorf bir fonksiyon ve
a € (—n/2,m/2) olsun. Eger f , U da yalinkat ve f(U), a —tipinde spirallike

bolge ise f , a —tipinde spirallikedir. @ —tipinde normalize spirallike fonksiyonlarin
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smifim S, ile tanimlayalm. Eger f baz a € (—m/2,m/2) icin a —tipinde

spirallike ise f spirallikedir. 0 — spirallike fonksiyonlarin yildizil oldugu asikardir.

Asagidaki teorem Spacek (1932) tarafindan birim dairede a —tipinde
spirallike fonksiyonlar igin gerek ve yeter kosullari saglar. Analitik olmayan
fonksiyonlarin durumuna bagvurarak elde edilen Al-Amiri ve Mocanu' nun (1981)
metotlarini kullanacagiz. Loewner zinciri metodunu kullanarak Teorem 3.4.10 un

baska bir ispatin1 verecegiz.

Teorem 3.4.10: f:U—- C ye f(0)=0 ve f'(0) # 0 olacak sekilde
holomorf bir fonksiyon olsun. @ € R, |a| < m/2 olsun. f, a —tipinde spirallike ise

ancak ve ancak

ia Zf’(Z)
Re |e 1o |>0, zeu (3.4.9)

dir.

Ispat: Ilk olarak f , (3.4.9) u saglasm. z € U \ {0} icin f(z) # 0 dir ve
z €U, f'(z) # 0 olmak tlizere f, U da lokal yalinkattir. r € (0,1) i¢in [}, = f(9U,.)
olsun. Burada I} egrisinin Jordan egrisi ile kesismedigini ispatlayacagiz. Bu f in

yalinkatligi anlamina gelecektir. ¢ € [0,27] igin {y(p}
V() = ePexp(—e~0t) = emteosaeilottsing = ¢ e R (3.4.10)
ile tanimli spirallerin ailesi olsun.

Her w € C\ {0} noktasi {)/(p} ailesinin tam olarak bir spiralinde uzanir. Bu

yiizden z=re® , 0<r <1, 0<86 <2m igin
f(2) =v,() (3.4.11)
denklemi tek ¢ = ¢(r,0) € [0,2m) yi saglar.

Once T nin her r € (0,1) igin Jordan egrisi oldugunu gdsterelim. Bu amag

i¢in toplam varyasyon Var olarak temsil edilirse

2 (16)>0 (3.4.12)
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ve
VaT059<2n(p(T', 9) =27 (3413)

oldugunu géstermek yeterlidir. (3.4.10) ve (3.4.11) den kolayca

—tcosa = log|f(2)] (3.4.14)
ve
@ +tsina =argf(z) (3.4.15)
elde ederiz. Bu yiizden
@ = argf(z) + tanalog|f(2)| (3.4.16)

ve buradan da

9 o oy=2 i0 9 i0
a6(7‘,6’)—aeargf(re )+tanaaelog|f(re )|

rel@ ,rel@ rel@ rel@
= Re f( ) —tan alm f( )
 fGrei®)  f@rei®)
_ 1 ia 2f'(2) — 0
o cosaRe [e 2 ]’ =re

olur.

(3.4.9) ve yukaridaki bagint1 goz Oniine alinarak (3.4.12) elde edilir. Ayrica
0 < |z| <1, f(z) # 0 oldugundan, 0 < r < 1 igin I}. egrisinin C \ {0} da holomorf
oldugu sonucuna variriz. Bu nedenle [} egrisinin her r € (0,1) i¢in orjine gore ayni
gostergesi vardir. Fakat f lokal yalinkattir ve orjinin komsulugunda yon koruyandir.
Bu yiizden I} egrisinin sifira gore yeterince kiigiik r gostergesi 1' dir. Bu nedenle T
boyunca argiimentin toplam varyasyonu 2m dir. (3.4.16) dan ve bu sonugtan her

r € (0,1) i¢in
Vary<g<an@(r,0) = Var059<2nargf(rei6) =2

elde ederiz.
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Her r € (0,1) igin ispat gergeklenir, I, logaritmik olarak « —tipinde

spirallike Jordan egrisidir.

Geriye f in U da yalinkat oldugunu géstermek kaliyor. 7y, 1, € (0,1) ve
rp # 1y i¢in I, NI, = @ oldugunu gostermek yeterlidir. Bu amag i¢in ¢ € [0,27)

olsun.

f@=v,8), lzl=7r, 0<r<1
sistemini diisiinerek bir tek z = rei®, 8 = 6(r) ¢oziimii ve bir tek t = t(r,0) =
t(r) ¢Oziimii elde ederiz. Sadece r € (0,1) igin % < 0 oldugunu goéstermemiz
gerekiyor. (3.4.14) ve (3.4.15) bagintilarinin r ye gore diferansiyelini alirsak

R [Zf @] _d6, [Zf’(Z)

Tar COS a= @1 ar e

dt . 1
- sina =~ Im

a S'@) | a0, [0

f(2) f(2)

elde ederiz. Yukaridaki esitliklerde Z—f yi yok edersek

_ Zﬂ iazf’(z) _ ! 2
F@1E Re [e L2 = rif'(2)]

e . .. d
elde ederiz. Eger hipotezi kullanirsak istenilen d—: < 0 sonucunu buluruz.

f in U da yalinkat oldugunu gosterdik ve her f(U,) bolgesi a —tipinde
spirallikedir.  f(U) = Ug<r<1 f(Uy) oldugundan f(U), a —tipinde  spirallike

bolgedir ve ispatin birinci boliimii tamamlanir.

Tersine olarak varsayalim ki f, a —tipinde spirallikedir. Her z € U i¢in f
dizisi orjinde f(z) ile birlesen «a — spiral yay1 igeren bolgedir. Bu her t > 0 igin

f(@exp(—e~i%t) € £(U) dir.
y(z,t) = f1 (f(z)exp(—e‘i“t)) , 0<t<om (3.4.17)

olsun.
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O halde y(z,0) = z ve her t sabiti i¢in y(z, t), y(0,t) = 0 olacak sekilde U
da kendi iizerine dontisen analitik bir dontisiimdiir. Schwarz lemmasina gore |y(z, t)|

< |z| dir. Ayrica (3.4.17) nin her iki tarafinin diferansiyelini alirsak

f'(r(z D)L (zt) = —e @ exp(—e~t)f (2)

elde ederiz ve buradan t = 0 igin

L f@ F@O

zf'(z) z

elde ederiz. (3.4.9) u gostermek i¢in
Re [ —(z, 0)] <0
oldugunu ispatlamak yeterlidir. |y (z,t)| < |z| oldugundan
Re [22(2,0)] = lim,_g+ 2Re 122 - 1] < 0

sonucunu elde ederiz. Bu da ispati tamamlar.

Spirallike fonksiyonlarm benzer karakterizasyonunu kullanarak S* ve S,
siniflar1 arasindaki benzerlikleri veren teoremi verebiliriz. Bu sonu¢ birim dairede

spirallike fonksiyonlarin bir¢cok 6rneklerini saglar.

Teorem 3.4.11: a € (—n/2,m/2) ve B =e“cosa olsun. f €S, ise

ancak ve ancak g € S* vardir 6yle ki

f(2) =z (@)ﬁ z€U (3.4.18)

B
dir. Kuvvet fonksiyonunu dali (%)

=1 olarak segilir.
z=0

Ispat: ilk olarak f € S, oldugunu varsayalim. A¢ik olarak (3.4.18)

, Z€EU

g0 = 2 (L2)"
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=1 olarak

z=0

L : : ()¢ /cosa
ifadesine esdegerdir. Kuvvet fonksiyonunun dalini (T)

secgeriz. Basit hesaplamalar

zg'(z) _ . zf'(z) .
D =(1+itana) o ltana, zeU

bagintisini saglar. Bu yiizden f, a —tipinde spirallike oldugundan

zg'(z) 1 ia 2f' (2)
Re—g(z) = —CowRe [e @) ] >0, z€eU

dir. Boylece g yildizildir.

Tersine olarak, eger g € S* ise yukaridaki bagintidan ve a € (—m/2,7/2)
den

iazf’(z)
Re[e —f(z)]>0, z€U

sonucu ¢ikar. Teorem 3.4.10 dan f, a —tipinde spirallikedir. Bu da ispati tamamlar.

(3.4.18) i kullanarak

Z

f2)= (1-z)2e"'®cosa ' zeU

fonksiyonu a € (— /2, m/2) tipinde spirallikedir. Bu fonksiyona a — spiral Koebe
fonksiyonu denir ve birim daireyi logaritmik a — spiral yayin tiimleyeni iizerine

doniistiiriir.

Teorem 3.4.11 in direk sonucu olarak S, daki fonksiyonlarin ikinci
mertebeden katsayilari i¢in sinir kesindir. a —tipinde spirallike fonksiyonlarin diger

katsayilarinin kesin tahminleri i¢in ( Goodman 1983, vol.1,s.151) i inceleyebilirsiniz.

Sonu¢ 3.4.12: f(z) = z + ayz? + -+ fonksiyonu a € (—m/2,7/2) tipinde
spirallike bir fonksiyon olsun. O halde |a,| < 2 cos a dir. Bu sinir kesindir. Esitlige

a — spiral Koebe fonksiyonu i¢in ulasilir.

Ispat: f €5, oldugundan, g € S* fonksiyonu vardir oyle ki =

e '* cos a oldugunda
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f(z)=z(M)ﬁ, z€U

Z

dir. g(2) =z+byz*+-- olsun. Kuvvet serilerinin ag¢iliminda katsayilar
Ozdeslestirirsek, a, = b, oldugunu kolayca goriiriiz. Teorem 3.2.16 goz Oniine

alinirsa, istenilen bu sonucu elde ederiz.

3.4.3 Birim Dairede ® —like Fonksiyonlar

Bu bolimde & —like fonksiyonlar1 kisaca anlatacagiz. Bu fikir 1973 te
Brickman (1973) tarafindan yildizil ve spirallike fonksiyonlarin genellestirilmesi
olarak elde edildi. Loewner gibi derin bir yol alarak degil, sadece bazi diferansiyel
denklemleri kullandi. Ortaya ¢ikan otonom diferansiyel denklemler ve sadece en
temel varlik ve teklik teoremlerine ihtiya¢c duydu. Yalinkatlik i¢in gerek ve yeter
kosul Sonug¢ 3.4.17 den elde edildi. Yalinkatlik igin yeter sart 1959 da Kas' yanyuk
(1959) tarafindan farkli bir metod kullanilarak elde edildi. Sonu¢ 3.4.17 nin baska
ispatt Avkhadiev ve Aksent' ev ( 1975, Te0.25 ) tarafindan verildi. Baglantili
sonuglar Rahmanov (1954) tarafindan elde edildi. Burada Brickman' nin (1973)

metodunu kullanacagiz.

Tamm 3.4.13: f, U da f(0) =0 ve f'(0) #0 olacak sekilde holomorf
bir fonksiyon olsun. @, f(U) da ®(0) =0 ve Re ®'(0) >0 olacak sekilde
holomorf bir fonksiyon olsun. Eger

zf'(2)
@(f(2))

Re [ >0, z€U (3.4.19)

ise f, U da & —like fonksiyondur.

Eger yukaridaki tanimda ®(w) = w ise f yildizildir ve eger ®(w) = Aw,
Reld >0 ise a = —argA oldugunda f, a —tipinde spirallike fonksiyondur.

Tammm 3.4.14: Q, C de 0 € Q olmak flizere bir bolge olsun. & , Q da
®(0) =0 ve Re ®'(0) > 0 olacak sekilde holomorf bir fonksiyon olsun. t =0

icin w(t) €Q ve t > o i¢in w(t) — 0 olacak sekilde her w, € Q noktasinin
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L=—o@,  o(0)=w (3.4.20)

baslangic deger probleminin t >0 i¢in tammh w(t) ¢Oziimi varsa Q ,

& —likedir deriz.

Eger (3.4.20) nin bir ¢6zlimii var ise bu ¢oziim tektir. Bagka bir deyisle, eger
d(w) = w ise (3.4.20) nin ¢dziimii w(t)=wyet dir. Bu yiizden Q , bir ® —like
bolgedir ancak ve ancak ( orjine gore yildizildir. Eger ®(w) = Aw, Red > 0 ise
w(t)=wye~* dir. Bu yiizden Q , bir & —like bolgedir ancak ve ancak a = —argl
oldugunda ), a — spirallikedir.

® —like fonksiyonlar ve & —like bolgelerin 6nemi Brickman' in (1973) bir

sonraki sonucunda ortaya ¢ikti. Bunun i¢in agsagidaki lemmaya ihtiyacimiz var.

Lemma 3.4.15: p, U da Rep(z) > 0, z € U olacak sekilde holomorf bir

fonksiyon olsun. Her sabit z € U i¢in

% =—-vp(w), v(0)=z (3.4.21)

baslangi¢ deger probleminin her t = 0 igin v(t) = v(z,t) tek bir ¢6ziimii vardir
oyle ki |v(z, t)| , t € [0,) nin kesin azalan bir fonksiyonudur ve t — oo iken
v(z,t) - 0 dir.

Ispat: Ispatin detaylar1 icin Loewner diferansiyel denklemi icin daha genel

varlik ve teklik teoremlerine bakariz. t — oo i¢in ¢Oziimlerin davranisina

d
all?lz = —2|v|*Re p(v)

den ulasabiliriz.

Teorem 3.4.16: f , ® —like bir fonksiyon olsun. f, U da yalinkat ise
& —like bolgedir.
df(z)
zf'(z)
Rep(z) > 0 dir. z € U alirsak, t = 0 i¢in v(t) = v(z,t)

Ispat: z€ U, p(z) = olsun. (3.4.19) dan p , U da holomorftur ve

% = —vp(v), v(0) =z
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baslangi¢ deger probleminin ¢6ziimii olsun. Bu ¢oziim vardir ve Lemma 3.4.15 ten
dolay1 tektir. v(z,t) € U oldugundan t >0 i¢in w,(t) = w(z,t) = f(v(z, t)),

tanimlayabiliriz. Kisa hesaplamalarla w,

dwy
dt

=—0(w,),  w,(0)=Ff(2) (3.4.22)

baslangi¢ deger probleminin tek ¢oziimiidiir. Sonra Lemma 3.4.15 in sonucu

kullanilarak

lim;_,e w,(t) =lim; f(v(z, t)) =f(0)=0
sonucu bulunur. Bu sebeple f(U) , ® —like bolgedir.

f in yalinkat oldugunu gostermek i¢in f(a) = f(b) olacak sekilde a,b € U
olsun. w,(t) ve wy(t) aym baslangi¢ deger probleminin ¢6ziimii olsun. t = 0 ig¢in
¢oziimlerin tekliginden w,(t) = w,(t) veya f(v(a, t)) = f(v(b, t)) dir. Ayrica f
in orjinde lokal tersi oldugundan t — oo igin v(a,t) - 0, v(b,t) » 0 dir. Bunu
takiben t >t, icin v(a,t) = v(b,t) olacak sekilde ty, = 0 vardir. (3.4.21) in
¢oziimlerinin tekligini tekrar kullanarak, her t > 0 i¢in v(a,t) = v(b,t) sonucunu

elde ederiz. Bu sonuglar her t > 0 igin tek ¢6ziimii olan

dv

—=-vpw), v(to) = v(a,to) = v(b, to)

baslangi¢ deger probleminin ¢6ziimleridir. Bu yiizden a = v(a,0) = v(b,0) =b
dir. Buda f in yalinkat oldugunu gosterir. Teorem 3.4.16 dan yararlanarak asagidaki

sonucu elde ederiz.

Sonug¢ 3.4.17: f, U da f(0) =0 olacak sekilde holomorf bir fonksiyon

olsun. f, U da yalinkat ise ancak ve ancak bazi @ ler igin f, @ —likedir.

Ispat: Teorem 3.4.16 da & —like durumun yalinkat oldugunu ispatladik.
Eger f yalinkat ise baz1 @ ler igin f in @ —like oldugunu gostermek yeterlidir. Bu
amag i¢in U da Re p(z) > 0 olacak sekilde p € H(U) olsun ve

o(f@) = L2

p(2)
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denklemini diisiinelim. Bu denklem & € H(f(U)), ®'(0) = 1/p(0) olacak

sekilde bir & ¢oziimii saglar ve

zf'(z)
Re [q)(f( )) zeU

dir. Bu yiizden f, ® —likedir. Teorem 3.4.16 daki goriis bir sonraki sonug i¢in

verilir.

Teorem 3.4.18: f, U da f(0) = 0 ve f(U), ® —like olacak sekilde yalinkat
bir fonksiyon bir fonksiyon olsun. O halde f, & —likedir.

ispat: f(U), ® —like oldugundan z € U ve t > 0 icin

dwy

=~ 0w,),  w(0)=f(2) (3.4.23)

baslangi¢ deger probleminin tek ¢6zimii olan w,(t) = w(z,t) tanimlayabiliriz.
z€U ve t =0 igin v,(t) =v(zt) = f_l(a)z(t)) olsun. f yalinkat oldugundan

v,(t) iyi tamimhdir. Basit hesaplamalarla

f(r@ ) 2@ = -o(wz D)

elde ederiz ve t = 0 yazarsak

_ o(f(z))
—(0) )

elde ederiz.

10 D(f(z)
p(z) = —;a—:(z,O) = Z](c,(zz)), zeU

olsun. O halde p holomorftur, Re p(0) = Re ®'(0) >0 dir ve U\ {0} da
Re p(z) > 0 oldugunu ispatlayacagiz. ®(z) ve f(z)=w,(0) holomorf oldugundan,
direfansiyel denklemler teorisinde klasik bir teoremde w(z,t), t =0 i¢in z de
holomorftur ( Cartan 1967, Teo. 3.3.1 bak ). Bu yiizden her t = 0 i¢in v(z,t) de z
de holomorftur. Bagka bir taraftan her z € U ve t >0 icin |v(z t)| <1 dir ve
v(0,0) = 0 dir. Ayrica (3.4.23) te ¢oziimlerin tekliginden wy,(0) =0, t = 0 igin
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wo(t) =0 anlamina gelir, bu yiizden her t = 0 igin vy(t) =0 dir. Schwarz

lemmasina gére z € U ve t > 0 igin |v(z,t)| < |z| dir. Bu yiizden

v(z,t)-z

Re p(z) = —Re lim,_ 4+

tz

-t e (2 ) 2

dir. Sonug olarak Re p(0) > 0 oldugundan, harmonik fonksiyonlar i¢in minimum

prensibinden U da Re p(z) > 0 almaliyiz. Bu da ispati tamamlar.

Sonug¢ 3.4.19: f: U —» C holomorf bir fonksiyon olsun 6yle ki f(0) = 0 ve
f'(0) # 0 dir. O halde f yildizildir ancak ve ancak

Re [%bo, Z€U

ve f, a € (—m/2,m/2) tipinde spirallikedir ancak ve ancak

iaZf,(Z)
Re[e —f(Z)]>0, zeU

dir.

Bolim 3.4 iin ¢ogu Duren (1983), Goodman (1983), Kaplan (1952),
Pommerenke (1975) ten yararlanilarak olusturulmustur. Konvekse yakin, spirallike
ve @ —like fonksiyonlarina ait bilgiler i¢in Al-Amiri ve Mocanu (1981), Avkhadiev
ve Aksent'ev (1971/1975), Bielecki ve Lewandowski (1962), Biernacki (1936),
Brickman (1973), Clunie ve Pommerenke (1966), Goluzin (1952), Hallenbeck ve
MacGregor (1984), Kas'yanyuk (1959), Koepf (1989), Krzyz (1962/1964),
Lewandowski (1958), Mocanu, Bulboaca ve Salagean (1999), Rahmanov (1954),
Robertson (1936/1961), Ruschweyh, Sheil ve Small (1973), Sheil ve Small (1973),
Spacek (1932) kaynaklarindan yararlanabilirsiniz.

3.5 Harmonik Déniisiimlerin Simirh Simir Rotasyonlariyla iliskileri

Q, D={z| |z| <1} de regiiler olan ®(z) fonksiyonlarinin ailesi olsun ve
her ze D i¢in ®(0) =0, |P(z)| <1 sartlar saglansin.
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AB, - 1<B<A<1 Kkeyfi sabit sayilar1 i¢gin P(A,B) de tanimlanan
p(z) =1+ p,z+p,z%+ -+ fonksiyonlarinin ailesi D de regiilerdir &yle ki

p(z), P(A, B) nin elemandir ancak ve ancak baz1 ®(z) € Q ve her z € D i¢in

1+Ad>(z)
1+BP(z)

p(z) = (3.5.1)

dir. Geometrik olarak p(z), P(4, B) nin elemanidir ancak ve ancak p(0) = 1 dir.
p( D), merkezi reel eksende , gapmin u¢ noktalar1 D; = p(—1)=(1—-A)/(1 — B)
ve D, =p(1) = (1+ A)/(1+ B) olan acik dairenin icindedir. Ozel segilmis A ve
Bler p(0) =1, M >1/2 ve 0 < a < 1 sartlar1 altinda tanimlanan esitsizlikler ile

bilinen kiimelere oncii olur ( Goodman 1983 ) ve
i) P(1,-1), Rep(z) > 0 ile tamml kiimedir.
ii) P(1—-2a,—1),Rep(z) > a ile tanimh kiimedir.
iii) P(1,0), |p(2) — 1] < 1 ile tamimh kiimedir.
iv) P(a,0), |p(z) — 1| < a ile tamimh kiimedir.

v) P(1,-1+1/M), |p(z) — M| < M ile taniml kiimedir.

vi) P(a,—a), p(23+1| < a ile tanimh kiimedir.
A, D de regiler olan s(z) =z+ayz?+-- formundaki analitik

fonksiyonlarmn smifi olsun. €, s(z) € A fonksiyonlarmin ailesi olsun 6yle ki s(z),

C nin elemamdir ancak ve ancak bazi p(z) € P(1,—1) ve her z € D igin

1+z S((Z)) p(2) (3.5.2)

C smifina konveks fonksiyonlar denir. s(z), A nin bir elemani olsun. Eger

Z@

e p(z) (3.5.3)

esitsizligi bazi p(z) € P(1,—1) ve her z € D i¢in saglanirsa, s(z) ye yildizil
fonksiyon denir. Yildizil fonksiyonlar simfi S* ile ifade edilir. S*(4,B), s(z) € A
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fonksiyonlarinin ailesi anlamina gelir dyle ki s(z), S$*(4, B) nin elemanidir ancak

ve ancak baz1 p(z) € P(A,B) ve her z € D igin

5@

2 = p(z) (3.5.4)

dir. $*(4, B) sinifina Janowski yildizil fonksiyonlar denir, asikar olarak S*(1,—1) =
S* dir (Goodman,1983).

Ayrica Pi(p), z=re'?, k=2 ve 0 <p <1 oldugunda p(0) =1 ve

2
I

%| do < kn (3.5.5)

ozelliklerini saglayan D de tamimli p(z) analitik fonksiyonlarinin sinifi olsun.
p = 0 oldugunda, Pinchuk (1971) de tanimli P, = P, (0) smifin elde ederiz ve
k =2, p =0 igin pozitif reel kisimli fonksiyonlarin P, (1, —1) sinifin1 elde ederiz.
(3.5.5) i asagidaki gibi yazabiliriz:
_ -6
p(z) _ % IZTc 1+(1-2p)ze du(é)) (356)

0 1-ze~10

u(6), [0,2m] araliginda sinir varyasyonlari ile bir fonksiyondur 6yle ki
[T du®) =2n ve  ["1du(6)| < kn (3.5.7)
dir.

Ayrica p(z) € Py (p) icin p;(2),p,(z) € P(p) oldugunda (3.5.5) ten

p@) = (5+3)m@ - (5-3)p(»), z€D (35.8)

4

yazabiliriz. P(p), p dan daha biiyiik pozitif reel kisimli fonksiyonlarin sinifidir.
0<p<tlileP(p)= P —-2p,—1) dir. s(z), A nin bir eleman1 olsun ve D de
en fazla km sinirli rotasyonlarinin goriintii bolgesi tizerine konform olarak doniigen
boyle fonksiyonlarin sinift Vj, ile gosterilsin. 1917 de Loewner (1917) smirli sinir
rotasyonlar1 konseptini buldu, fakat terminolojide kullanmadi. Vj sinifin1 ayrintili
calisan ve bunlarin Ozelliklerini sistematik olarak gelistiren Paatero (1931) dir.
Paatero (1931) , s(z) € V;, oldugunu gosterdi ve (3.5.7) de verilen u(8) oldugunda

ancak ve ancak
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s'(z) = Exp [— foznlog(l — ze™) d,u(H)] (3.5.9)
dir. k > 2 sabiti i¢in

(zs’(z)),
s'(z)

foz T R

e A6 < km, z=re (3.5.10)

olarak agiklanabilir.

Acik olarak eger ki <k, ise Vi V), dir. k artan oldugundan Vy
siifinin genisledigi asikardir. V, , C konveks yalinkat fonksiyonlarinin sinifi basittir
ve Paatero (1931), normalize yalinkat fonksiyonlarinin sinifi olan S i¢in V, € §
oldugunu gosterdi. Daha sonra Pinchuk (1971), V,, fonksiyonlarinin D de konvekse
yakin oldugunu gosterdi.

s(z), A ni bir eleman olsun ve

S”(Z)

s'(2)

1+z EP(p), (0<p<1)

sartini saglasin. Boyle fonksiyonlarin smifi Vi (p) ile tanmimlansin. p =0

oldugunda sinirli sinir rotasyonlarinin V. (0) =V, sinifin1 aliriz.

Bu ¢alismada p

olarak tanimlidir.

Sonug olarak D agik birim dairesinde f harmonik doniigiim diizlemi , D yi
f (D) bolgesinin baz1 diizlemleri tizerine doniistiiren kompleks degerli harmonik bir
fonksiyondur. D basit baglantili bélge oldugundan h(z) ve g(z), D de analitik
oldugunda f in f = h(z) + g(z) kanonik ayrismasi vardir ve

h(z) = Z?lo=0 an z", g(z) = Z?lozo by, z", an, by € C

kuvvet serileri ile gosterilir. h(z), f in analitik kismi1 ve g(z), f in co-analitik
kismidir. Harmonik dontisiimler teorisi segkin ve biitiin olarak Duren' in (2004)

monografisinde verilir. Lewy, D de f harmonik donisiimiiniin lokal yalinkat
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oldugunu ispatladi ancak ve ancak Jacobian [ = |h’ @))2 =g’ (2)|* sifirdan
farklidir. Bu sonugtaki goriise goére D acik birim dairesinde lokal yalinkat
fonksiyonlar eger |h'(z)| > |g'(z)| ise yon koruyan, eger |h'(z)| < |g'(z)| ise
yon korumayandir. Bu caligmamizi yon koruyan harmonik doniisiimler ile

sinirlandiracagiz. Ayrica f = h(z) + g(z) , D de yo6n koruyan ise ancak ve ancak

g9'(@)
h'(z)

lw(z)| < 1 dzelligini saglar. Bu sebeple a; = by, =0 ve a; = 1 ile D agik birim

h'(z), D de yok olmaz ve ikinci dilatasyon w(z) = tim z € D ler igin

dairesinde tiim yon koruyan harmonik déniisiimler Sy ile tanimlanacak. Bu yiizden
Sy yalinkat fonksiyonlarin standart S sinifin1 kapsar. Tim f € Sy doniigiimlerinin
ailesinde ek olarak g'(0) =0, b; = 0 6zellikleri ile S§ tanimlanir. Bu nedenle

S c Sy cSy oldugu agiktir.

Bu ¢alismamizda asagidaki sinifi inceleyecegiz:

I

z)
SHs*(4B) = {f h(z) + g(Z)| w(z) = € P, h(z) € S*(4, B)}
3.5.1 Temel Sonuclar
Lemma 3.5.1: p(z), Pr(p)=Px ( ) nin bir elemani olsun. O halde

14+ (2A—B —Dr?
(1-B)(1-7?)

k(A+ B)r
~(1-B)(1-1%)

p(z) —

dir.

Ispat: K. S. Padmanabhan ve R. Parvatham (1975) sonucunu kullanarak

p =1—A/1— B ile ve basit hesaplamalardan sonra istenilen sonucu elde ederiz .

Teorem 3.5.2: f = h(z) + g(2), Sys+(ap) nin bir elemani olsun. O halde

A-B
C(r,A,B):{r(1+Br) 5, B#0
redf”, B=0

ve
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|b1l(1 + k(A—B)r+ (2A—B —1Dr?)
1-B)(1-1?)

F(;B' |b1|lklr) =

olmak tzere

F(AlBllblllkl _r)'C(rl _Al _B) < |g(Z)| < F(A,B,|b1|,k,T)C(T,A,B) =

F(A, B, |by], k,—7). 722 C(r,—A,—B) < |g'(2)] <
14+ Ar
F(A,B . A B
( ’ ,|b1|,k,r) 1+BT‘ C(rl ) )

dir.
Ispat: K. I. Noor ve S. Mustafa (2009) sonucunu kullanarak
g(z) = bih(2).p(2) (3.5.11)
9'(2) = bih'(2).p(2) (3.5.12)

yazabiliriz. Eger Janowski sonucu (Goodman, 1983) ve (3.5.11) ve (3.5.12)

esitsizliklerinde Lemma 3.5.1 i kullanirsak istenilen sonucu elde ederiz.

Sonu¢ 3.5.3: f = h(z) + g(2), Sys*(ap) nin bir elemani olsun. O halde

1—Ar\?
<1 — B:) (Cr,=4,-B)) (1= F(A,B, byl k, —1))" <Jr=
14 Ar\?
(1550) (€0.aBY)' (1= F(AB.IbyL k7))’

dir.

7 2
Ispat:  Jr = |W'(D)|* - 1g'(@|* = W' (2)|? (1 - |g—(z) ) oldugundan bu

h'(2)

adimda Teorem .3.5.2 yi kullanarak istenilen sonucu elde ederiz.

Sonug 3.5.4: Eger f = (h(z) + g(2) ) € Sys*(ap) ise 0 halde
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f (1 :2:) (Ctr,=A,=B)) (1= F(A,B, b, k,7))dr < ||

< f (1 b Ar) (C(r,A,B)) (1 = F(A, B, by, k,7))dr

1+ Br
dir.
Ispat:
(IR @] = 1g'(@)Dldz| < |df| < (IK'(@)| + g’ (2)Dldz] =
, 9'(2) : g'(2)
oldugundan
(i :2:) (C(r,—A,—B))(1 = F(A,B, by, k,7))dr < |df|
1+ A
< (1 - B:) (C(r,A,B))(1 = F(A,B, by, k,1))dr

dir ve integral alirsak istenilen sonucu buluruz.
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