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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

SIINIRLI SINIR ROTASYONLARINA SAHIP
FONKSIYONLARIN ALT SINIFLARININ
INCELENMESI

Kaya ADEMOGULLARI

istanbul Ticaret Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal

Danisman: Prof. Dr. Yasemin KAHRAMANER
2016, 60 sayfa

Analitik yalinkat fonksiyonlar: bir alt kiime olarak iceren harmonik yalinkat fonk-
siyonlar, 6zellikle son zamanlarda tlizerinde durulmaya baglanan bir aragtirma ko-
nusudur. "Analitik fonksiyonlarin hangi 6zellikleri, kendisinden daha biiyiik bir
sinif olan harmonik yalinkat déniigiimler icin gegerliligini korumaya devam eder?"
sorusu 3. ve 4. boliimlerin genel temasini olusturacaktir.

Bu ¢aligmada dontigiim kavrami, analitik yalinkat fonksiyonlar ve normalize Sp
sinifi genel anlamda incelenirken, diger taraftan da ComplexTool programi yar-
dimiyla elde edilen grafiklerle bu kavramlar gorsel bir anlam kazanacaktir.

Son olarak g-calculus ile ilgili genel bilgiler egliginde, analitik kism1 g-convex olan

harmonik déniisiimler incelenecektir.

Anahtar Kelimeler: Harmonik dontigiimler, g-konveks fonksiyonlar, g-harmonik

doniigimler, S sinifi, yalinkat fonksiyonlar.
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ABSTRACT
M.Sc. Thesis

EXAMINATION OF SUBCLASSES OF FUNCTIONS
WITH BOUNDED BOUNDARY ROTATION

Kaya ADEMOGULLARI

Istanbul Commerce University
Graduate School of Applied and Natural Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Yasemin KAHRAMANER
2016, 60 pages

Harmonic univalent functions which contains the collection of analytic univalent
functions as a subset is especially began to focus on a research topic lately. A
general theme in chapter 3 and 4 will be “What properties of analytic univalent
functions are still true for this larger class of harmonic univalent functions?”
While examined concept of mappings, analytic univalent functions and normal-
ized Sy class in this study, at the same time, these concepts will acquire visual
sense with the resultant graph provided by the ComplexTool program.

Finally at the last chapter we will examined the harmonic mappings for which
analytic part is g-convex functions accompanied by general information about the

g-calculus.

Keywords: harmonic mappings, g-convex functions, , g-harmonic mappings, S

class, univalent functions.
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1 GIRIS

Reel degerli fonksiyonlarin sahip olmadigi bir ¢ok énemli 6zelligi kompleks degerli
fonksiyonlarda gérmek miimkiindiir. Ornek olarak, kompleks degerli bir fonksiyon
bir kez tirevlenebilirse, buna analitik fonksiyon diyebiliyoruz. Kompleks degerli
bir f fonksiyon, analitik bir fonksiyon ise bu durumda sonsuz kez differensiyel-
lenebilir demektir. Ayrica, kompleks degerli analitik fonksiyonlar her zaman bir
Taylor serisi olarak gosterilebilir ve konformdur (bu da, f' # 0 oldugu takdirde
agryr korur demektir.) Bu tir ozellikler reel degerli bir fonksiyonun bir kez tii-
revlendiginde goriilemeyen 6zelliklerdir. Eger f = u+dv bir analitik fonksiyonsa,
bu durumda reel kisim, u(x,y) ve imajiner kisim olan v(z,y) Laplace denklemini
saglar ve bundan dolay: ikisi de harmoniktir. Aym zamanda u ve v, Cauchy-
Riemann denklemlerini sagladigindan dolay:1 birbirlerinin harmonik eslenigidir.
Bu caligmada, f = u+1v seklinde, u ve v'nin Laplace denklemlerini sagladig1 an-
cak Cauchy-Riemann kogullarini saglamasinin gerekli olmadigi kompleks degerli
yalinkat fonksiyonlarla ilgili problemleri ve fikirleri ele alacagiz. Bu fonksiyonlar
harmonik yalinkat fonksiyonlar olarak bilinir ve analitik yalinkat fonksiyonlar:
bir alt kiime olarak iceren tiirden dontigiimlerdir. Analitik yalinkat fonksiyonlar,
1900’lerin bagindan bu yana iizerinde calisilan ve hakkinda yiizlerce makale ve
aragtirma yapilan bir konudur. Harmonik yalinkat dontigiimler ise son zamanlarda
iizerinde durulmaya baglanan bir aragtirma alanidir. Bundan dolay1 harmonik ya-
linkat fonksiyonlar hakkindaki aragtirmalarimizda, analitik yalinkat fonksiyonla-
rin Ozelliklerini dikkate almak durumundayiz. ”Analitik yalinkat fonksiyonlarin
hangi 6zellikleri, harmonik yalinkat fonksiyonlarin daha biiyiik olan bu smiflar
i¢in gecerli olmaya devam eder?” sorusu genel temamizi olusturacaktir.

Analitik fonksiyonlarla ilgili temel kavramlar1 hatirlayarak Mobius Dondistim-
leri diye bilinen kompleks degerli fonksiyonlar altinda I boélgesinin imajini be-
lirleme konusunu oncelikle ele alacagiz ve bu imajlar1 gorsel olarak cizebilmek
icin ComplexTool isimli programdan yararlanacagiz. Daha sonra yalinkat anali-
tik fonksiyonlar ailesinin arkaplanindan bazi noktalara deginerek kompleks degerli
yalinkat analitik fonksiyonlarin perspektifinden harmonik yalinkat fonksiyonlarim
temellerine giris yapacagiz. Son olarak g-calculus kavrami iginde yer alan ve ana-

litik kismi g-konveks olan fonksiyonlarin harmonik tasvirleri tizerinde bir takim



sonuclar elde edecegiz. Bu ¢aligmada imajlar1 gorsel anlamda ¢izebilmek i¢in app-

let adiyla da bilinen 2 farkli java programi kullanilmigtir:

1. C’deki bolgelerin kompleks degerli fonksionlar altindaki imajlarina ait nok-

talar1 belirlemek icin ComplexTool

2. Kompleks degerli harmonik bir fonksiyon altinda C’deki bolgelerin imajla-
rina ait noktalar: tespit etmek icin ShearTool. Burada kesme (shearing) ve

dilatasyon yontemi gorsel bir anlam kazanacaktir.



2 LITERATUR OZETI

Konform déniigtimlerin modern teorisi 1851 Gottingen Konferansina kadar gider.
Burada Riemann acilis konugmasinda, basit baglantili bolgelerde konform donti-

stimler tizerine olan meghur teoremini formiile etmistir.

Riemann Doniisiim Teoreminin Orijinal Versiyonu

D ve GG, C kompleks diizleminin basit baglantili iki uygun altbolgesi olsun. zg € D,
&0 € 0D, wg € G ve (y € OG verilsin. D’den G'ye analitik, injektif olacak sekilde
bir ve yalniz bir f déniigimii vardir 6yle ki, 291 wg ve &p’1 (p igine gonderir.

Riemann’in verdigi kant, sinirdaki belirli sartlar altinda,

2 g
[ @)+ () o

integralinin minimize edilme probleminin bir sonucu oldugunu ileri stiren Dirich-
let prensibi tabanhdir. Bu prensip o glinlerde genis o6l¢tide kabul gormis, ta ki
Weierstrass calculusta ¢oziimii olmayan su benzer problemlerle ilgili gozlem ya-
pana kadar; bu integrallerin infimumunun varolmasi, bir fonksiyonun minimize
edilmesinin varligin1 saglamaz.

Bu durum Riemann teoreminin yeni bir ispatinin yapilmasi ihtiyacini getirdi.
Yiiksek prestijli C. Newmann, H. A. Schwarz, H. Poincare ve D. Hilbert gibi
matematikcilerin caligmalari, Dirichlet’in probleminin genel bir bolge smifi igin
¢Oziim arayislarinin bagini ¢ekti. Bunun bir sonucu olarak, analitik egri parcala-
riyla sinirlanmig boélgeler i¢cin Riemann doniigiim teoremi ispatlandi.

Riemann doniigiim teoreminin orjinaline ait ortaya koyulan normalizasyonlar, bol-
gelerin sinirlarini referans alir. Bir bolgenin sinir1 ¢ok karmasik olabilir ve bundan
dolay1 da Riemann’in sectigi kosullar bizi gereksiz zorluklara yonlendirir. Donii-
siim problemi, bolgenin i¢ noktasinda analitik olarak ve genel olarak, siirlarda
bunun tam tersi olarak diigiiniiliir. Sadece i¢ noktalarla ilgilenmek, kogullarin
daha dogal olmas1 seklinde goriilmektedir. 20. yy. baglarinda, P. Koebe, C. Ca-
ratheodory, L. Bieberbach, E. Lindelof ve P. Montel gibi matematik¢iler Riemann
teoreminin formulasyonu ve ispatinin daha basit bigimlerine dogru yol almamiz

saglayacak yeni metodlar gelistirdiler.



Riemann Doniisiim Teoremi

D, C’de basit baglantili bir bolge ve D # C olsun. zg, D’de bir nokta olsun. Bu
durumda D bolgesinden

D={z€C:|z| <1} birim diski iizerine bir tek f doniigiimi vardir. Bu déniisiim
analitiktir ve D’de f(29) =0 ve f'(z9) > 0 olacak sekilde injektiftir.

Eger D ve G, C'de iki bolge ise ve f analitik déniigiimt f(D) = G olacak sekilde
D’de injektif ise, bu durumda f fonksiyonuna D’den G’ye bir konform dondti-
stim denir. Konform doniigiimlerin tersinin de konform déniigiim olmasindan,
Riemann déniigiim teoremi, C’de basit baglantili iki bolge D # C ve G # C igin,
D ve G bolgelerinin konformal esdeger olmasini saglar.

Riemann dontisiim teoreminin modern ispatlari, normal aile kavraminm kullanir.
Bu ifadede varligr garantilenmis olan fonksiyon, F’deki belli bir fonksiyoneli ma-
ximize eden ve D’de bulunan analitik fonksiyonlarin olugturdugu belirli bir F
ailesinin 6gesi olarak karakterize edilir. Maximize eden bu tiirden bir fonksiyo-
nun varhigl normal fonksiyonlar teorisinden kaynaklanir.

Buna ek olarak, Riemann doniisiim teoreminin yeni bir ispatinin elde edilisi, ge-
ometrik fonksiyonlar teorisinin ¢alisma bi¢imindeki bir degisikligin varsayilma-
siyla olugan normal aile konseptine girig seklindedir. O zamana kadar belli bir
bolgedeki analitik fonksiyonlar, geometrik 6zellikleri ayr1 ayri tespit edilerek cali-
styordu. Normal ailelerin ortaya cikisindan sonra matematikgiler konform do-
niisiimlerin farkh siniflarin1 caligmaya yoneldiler ve ailenin biitiin elemanlar: tara-
findan paylagilan 6zellikleri aramaya bagladilar. Bundan itibaren en fazla tizerinde
caligilan sinif, ¢cok basit bir tanimlamaya sahip olan ve kompakt olma niteligine
sahip oldugundan dolay1 limit alma operasyonu altinda kapali olan S sinifi oldu.
Dahasi, birim diskten bir bolge tizerine herhangi bir konform doniigtim, S’teki
bir fonksiyon ile basit bir gekilde standart bir iligkiye sahip oldu. Biitiin bunlar-
dan dolay1, S simifi icin elde edilen herhangi bir sonucun, diske ait geligigiizel bir
konform dontigiimden elde edilecek bir sonug olma durumu ortaya cikti (Girela,
2013).

De Branges (1985) tarafindan Bieberbach sanisinin ispatlandigi déonemde, S simi-
fin1 bir alt sinif olarak kapsayan ve S sinifin1 incelerken bir takim ayni 6zelliklere

sahip oldugu ortaya ¢ikan, kompleks degerli harmonik fonksiyonlar olan Sz sinifi,



Clunie ve Sheil-Small (1984) tarafindan incelenmekteydi. Her ne kadar harmonik
fonksiyonlar analitik fonksiyonlara gore daha genel bir yap tegkil etse de, analitik
fonksiyonlardaki bilindik teoremler harmonik fonksiyonlar i¢in de esdegerlik ta-
stimaktadir. Bunlarin i¢inde ortalama deger teoremi, maksimum modiil teoremi,
Liouville teoremi, argtiman prensibi de vardir.

Sonrasinda, ilk planda hi¢ de kolay olmayan bir durum baggosterdi; analitik ol-
mayan yalinkat harmonik dontigimleri bulmak. Clunie ve Sheil-Small (1984) ta-
rafindan ortaya koyulan kesme teknigi bu tiir fonksiyonlar1 bulma konusunda en
ise yarar yontem olarak ortaya ¢ikti. Analitik olmayan yalinkat harmonik doénii-
simlerin yon koruyan ve yatay yonde konveks olanlarinin g-calculus ile iligkilli

halinin incelenmesi son dénemlerde tizerinde ¢aligilmaya baglanan bir konudur.



3 ANALITIK FONKSIiYONLAR

3.1 Analitik Fonksiyonlarin Genel Ozellikleri

Analitik fonksiyonlarin kavranmasi acisindan éncelikle bazi genel 6zellikleri ha-

tirlayalim.

Kompleks diizlemdeki bir D bolgesindeki noktalari, bir diger kompleks diizle-
min Dy bolgesindeki noktalara egleyen w = f(z) seklindeki fonksiyonlara kompleks
fonksiyonlar denir. Bahsedilen ilk bolgedeki z = x 4 iy noktasi, diger bolgedeki
w = u(z,y) +iv(z,y) noktasiyla bir kompleks fonksiyon aracihigiyla eslenir.

Analitik fonksiyonlar, kompleks diizlemdeki agik kiimelerle tanimlanmis olan
kompleks degerli fonksiyonlardir. Kompleks diizlemde bulunan bir €2 agik kiimesi
tizerinde tanimhi bir f fonksiyonu analitikse, 2’'nin her y noktasinin bu kiimede
bulunmakta olan bir Ns(y) komsgulugu vardir. Bu komgulukta bulunan her z;

elemani igin,
o0

f(z)= Zan(z—zl)”, an € C

n=0

seklindeki kuvvet serisi f(z)’ye yakimsar.

Bazi 6nemli tanimlar1 hatirlayalim.

Tanim 3.1. Bir f(z) fonksiyonu, bir D béolgesinin herhangi bir a noktasindan
tanimiy degilse yada siireksiz ise veya tirevi yoksa a noktasina ayrik tekil nokta
denir.

f(z)= % fonksiyonu z = 0 noktasinda belirsiz olmasina ragmen ;%% =
1 oldugundan f(0) =1 alinabilir. Bu tirden tekillikler kaldirilabilir oldugundan

yapaydirlar. Bundan baska iki tirli tekillik daha vardur.

i) Kutup Noktalari: Bir f(z) fonksiyonu a komsulugunda simrl degil ancak

ﬁ holomorf ise a noktasina kutup denir.

it) Esas Tekil Nokta: Eger bir a noktast hem f(z) hem de f(lz) nin tekil

noktast ise a noktasia esas tekil nokta denir.
Tanim 3.2. C kompleks diizleminde agik baglantils bir kiimeye bolge denir.

6



Tanim 3.3. Baslangi¢ ve bitis noktalary farkl olan ve kendi kendisini kesmeyen
bir egriye basit baglantily agik egri denir. Kendi kendini kesiyorsa ¢ok baglantils

agik egri denir.

Tanim 3.4. Kendi kendini kesmeyen, baslangic ve bitis noktalary ayni olan egriye
basit baglantily egri denir. Bu egrinin belirledigi kapalr alana basit baglantily bolge
denir.

Kendi kendini kesiyorsa cok baglantily kapalr egri, bu egrinin kapattigr alana

ise baglantily kapalr bolge denir.

Tanim 3.5. Bir w = f(2) fonksiyonunun bir D bélgesinin her noktasinda tirevi

varsa, f(z) fonksiyonuna bu bilgede holomorf denir.

Teorem 3.1. w = f(2) = u(z,y) +iv(z,y) fonksiyonu basit baglantis bir D bol-
gesinde tanimlanmag olsun. u(x,y) ve v(x,y) fonksiyonlart da birinci mertebeden
kismi tirevli strekli fonksiyonlar olsun. Bu durumda f(z) fonksiyonunun D bol-

gesinde analitik olmasi icin gerek ve yeter kosul, D bélgesinin tim noktalarinda,

ou_ov ou_ o
ox 0y’ oy  Ox
esitliklerini gerceklestirmesidir. Bu denklemlere Cauchy-Riemann denklemleri ads

verilir (Kahramaner, 1995; Ahlfors, 1973).

Tanim 3.6. Kompleks dizlemin bir D bélgesindeki tekil noktalar disinda holomorf
olan fonksiyonlara analitik fonksiyonlar adu verilir. Analitik fonksiyonlar taniml
oldugu her noktada tirevlenebilen fonksiyonlardr.

Bir f fonksiyonu analitikse, reel ve sanal kissmlar: Cauchy-Riemann denklem-

lerini saglar.

Harmonik fonksiyonlarin genel 6zellikleri

Tanim 3.7. f =u+1iv fonksiyonu basit baglantils bir D bélgesinde analitik ise, reel
ve sanal kissmlary Laplace differensiyel denklemini saglar. Bir D C C bélgesinde
strekli, ikinci kismi tireve sahip bir f fonksiyonu

B 0*f  O%f

+o5=0

2 —_— —
V= ox?  Oy?
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denklemini saghyorsa, f fonksiyonuna harmonik fonksiyon denir.

Bir D bélgesinde tanwmh, sirekli ve kompleks degerli w = f(z) = u(z,y) +
iv(z,y) fonksiyonunun harmonik olmas: i¢cin, D bélgesinde u ve v 'nin reel degerli
harmonik fonksiyonlar: olmas: gerekir. Bu da A(u) = gy +uyy =0 ve A(v) =
Vgz +Vyy = 0 seklindeki Laplace esitliklerinin saglanmas: demektir. xy— dizlemindeki
bir Dy bolgesinden, uv— dizlemindeki bir Dy bélgesine tanvmlanmas, bire-bir f(z)
tasviri, u ve v harmonik oldugu takdirde yalinkat tasvir adine alr. f = u+ v
fonksiyonunun stirekli kismi tirevleri var ise analitiktir. Bu durumda her analitik
fonksiyon harmoniktir. Ancak her kompleks degerli harmonik fonksiyonun analitik
olmasy gerekmez. Ornek olarak w = f(2) = —2xy +i(y*x?) fonksiyonu harmonik
olmasina ragmen hicbir yerde analitik degildir.

Laplace denkleminin lineer karakteri oldugundan, iki harmonik fonksiyonun
toplama ve bir sabit ile carpimi da harmoniktir. Analitik fonksiyonlarin aksine, iki
harmonik fonksiyonun carpima veya bileskesi harmonik olmak zorunda degildir. f

analitik ise, f~1 analitik olmasina ragmen harmonik olmayabilir ( Ahlfors, 1973).
Analitik ve harmonik fonksiyonlar arasindaki iligkiyi veren teoremi verelim.

Teorem 3.2. Basit baglantily bir D bélgesinde tanimly bir f = u+1v fonksiyo-
nunun harmonik olmasi icin gerek ve yeter kosul, h ve g analitik olmak izere,

f =h+g olarak yazilabilmesidir (Pommerenke, 1975).

Kamit. Eger u ve v fonksiyonlar1 basit baglantili bir D bolgesinde harmonik ise,
u=ReK ve v=mL olacak gekilde K ve L analitik fonksiyonlar1 vardir. Bu

durumda,

e~
=
+
h
=
|
h

+i = - =h+37

f=u+iv=ReK+mL = 57 5 5

K+K L-
2

elde edilir ve ispat bu gekilde tamamlanmaig olur. O]

f=h+g gosterimine f’in kanonik gosterimi denir. Burada h, f’in analitik
kismi, g ise co-analitik kismi olarak adlandirihir. Ayrica b/ = f, ve ¢’ = f= fonksi-
yonlar1 da f’in tamimli oldugu boélgede analitiktir.

f = h(2) +g(z) harmonik fonksiyonu,

J(2) = Re{h(=) + (=)} +iSm{h(z) - (=)}

8



olarak da yazilabilir.

h ve g analitik oldugunda f = h+ g yazilabileceginden,
o o L
f(z) =" anz"+ > by2"
n=0 n=1

kuvvet serisi acilimi gseklinde gosterime sahiptir.

Tanim 3.8. z € D noktasindan gecen iki egri arasindaki acinin yoni ve biiytkligi
korunuyorsa, f fonksiyonunun D bélgesinden C’ye olan doniisimine bu noktada

konformdur denir (Kahramaner, 1995).

Tanim 3.9. w = f(2) fonksiyonu basit baglantils bir D bolgesinde analitik olsun.
VzeD igin f'(z) #0 ise [ fonksiyonu konformdur.
Eger bir dontgim konform ise, bu dontisimin Jakobieni sifirdan farkldir (Ahl-
fors, 1973; Kahramaner, 1995).
f=u+1 alalim.
O(u,v) |[Uz Vg

Jf(z) 4 G(x,y) N Uy Uy Bl 4

oldugundan u, = vy ve uy = —v; yazarsak,

() = (ug)?+ ()2 = |f'(2)]*  elde ederiz.



3.2 Mobius Doniisiimleri
3.2.1 Doniisiimlerdeki karakteristik ozellikler

Bir f(z) dontigimuntin D birim gemberini asagidaki karakteristik 6zelliklere gore

dontigtiirdiigint soyleyebiliriz;

o A=aj+iay € C olmak tizere f(z) = z+ A formundaki dontigimlerde a;
degeri imaj goriintiisiinii yatay olarak, ag degeri ise dikey olarak hareket

ettirir.

e B >0 olmak tizere f(z) = Bz doniigiimii imaj goriintiisiini biyitir yada

kiigiiltir.

e 0 € R olmak iizere f(z) = €z doniigiimii ise § degerine bagh olarak imaj

goriintisiinil pozitif veya negatif yonde dondiiriir.

Eger bir dogruyu agis1 sonsuz olan bir ¢ember olarak diigiintirsek, bu durumda
bu fonksiyonlarin cember formunu koruduklarin séyleyebiliriz. Oyle ki, cemberler

¢emberlere dontgiir.

3.2.2 Ters doniisiim

lgilendigimiz bir diger fonksiyon, bir ters déndisiim olan f(z) = % fonksiyonudur

(Sekil 1).

(@) Crossed [ Boxed axes
i [[-2.21x[-2,21 [+ || Defautview |

@) Crossed () Boxed awes [Function Help
E [-221x[-2,2] [+ petaut view | |Pre -defined functions

f(n):HUz

4]

EINEIAY

| eraph || clearan || clearrange || Snapto0+0i

|circular grid : [ sketeh

] i
Interior circles; |9 Ray=:[IE
[0 se= [P jo.0 = radius = [0.993
[Jvary e [ vary radius

=] 10 za0m: (@) Canter zoom at curser

h = RiLolick graph () Center zoom at default
: (7

* Drag slider

& 2 ﬁ E ; # Seroll wheel (bo - b.o )

o ctri+elick 1o reset center

Sekil 1: f(z)=1/z

z =" dersek,
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ve bundan dolay1 da, f(z) = % fonksiyonu goriintiyti % oranina gore biyttir /kiigiltir
ve e~ degerine bagh olarak reel eksene gére déndiriir.
Ters déniigiim fonksiyonu olan f(z) = % fonksiyonu, cemberi cembere, dogruyu da
dogruya dontigtiiriir. Bir dogrunun ters doniistim fonksiyonu altindaki goriintii-
stinii ele alalim. Oncelikle bir L; dogrusu diisiinelim, bu dogru imajiner eksenin alt
kismindan baglayarak, eksen boyunca yukari dogru ¢iksin. Bu dogruyu z = 0+ 1y
olarak alalim 6yle ki, y degeri —oo ile oo araliginda degigsin. Bu durumda Ly
dogrusunun imaji

11,7

z iy Y
seklindedir.

Ly dogrusunun reel kismi sifir oldugundan bu doéniigiim imajiner eksen dog-
rultusunda gortintii alir. y degerleri —oo’den itibaren arttigi icin, gortintii imaji
sifirdan baglayarak yukari dogru ¢ikar. y degeri 0 noktasini gegtiginde ise gortintii
imajinin, imajiner eksenin altkisminda belirip yukariya dogru ¢iktigini goriirtiz.
y degerleri pozitif eksende ilerlemeye devam ettiginde de, imaj goriintiisi 0 nok-
tasina dogru ilerler.

Simdi, Rz = % dikey dogrusunun imajini ele alalim. z—diizleminde, z = x + iy
olsun. Ayrica,

1z 1 x Y

P |z|2z: 22 4 12 _ZxQ—I—y2

olarak genellegtirme yapalim. Goriintii bolgesini w = u+iv olarak diigiiniirsek, bu
durumda sunu elde ederiz;

z -y

U= —F5—75 ve V=g
$2+y2 x2+y2

z—dtizleminde Rz = % dik dogrusunu z =z +iy = %—I—iy olarak ifade edebiliriz.
Bu denklemleri kombine ederek, bu dogrunun ters imaj altindaki goriintiistinii,
1 1/2 .=y 2 —4y

Fa R 1/4+ 92 —Hl/4+y2 T +Z4yQ+1

olarak buluruz.
Yukaridaki dogrunun ters fonksiyon altindaki goriintiisii bize u = 1 merkezli,

r = 1 yaricapli bir cemberi cizer. Bu bahsedilenin ashnda (u —1)? +v? = 1 denk-
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lemiyle ifade edilen bir ¢ember olduguna dikkat edelim. Bu durumda,

2 2
(u—1)2+0% = 2 —-1] + 4y
4y +1 4y?+1

(—4y* +1)* + (—4y)?
(4y2+1)?
16y +8y2+1
(42 1)?

=1
3.2.3 Mobius transformasyonlari

Ters dontigiim fonksiyonu olan f(z) = % cemberi ¢embere, dogruyu ise dogruya

resmeder. Ozel olarak,

e Orijinle kesismeyen bir cember, yine orijinle kesismeyen bir ¢gembere donti-

sur.
e Orijinle kesisen bir dogru, orijinle kesigen bir dogruya doniisiir.
e Orijinle kesigen bir ¢gember, orijinle kesismeyen bir dogruya doniisiir.

Buraya kadar ele alinan dort farkli doniigiim, Méobius transformasyonlar:
adinda 6zel bir doniigiim olarak bilinir, 6yle ki, A, B,C, D € C ve AD # BC' olmak
uzere;

B Az+B

M(z) = Cz+D

seklinde ifade edilir.

A=1, C=0,ve D=1 oldugu takdirde Mobius dontigimi M(z) = z +
B seklinde bir dteleme transformasyonuna dontigir. C =0, B =0, ve D=1
oldugunda ise M (z) = Az bi¢iminde bir déndirme, biyitme/kigiltme (scaling)
veya her ikisine sahip bir doniigiim haline gelir. Eger A=0, B=1, (=1,

ve D =0 olursa M(z) = %, yani bir ters dondtsim fonksiyonuna dontsiir. Bunun

yanisira,
Az+B _g(C2+D) -2 +B _A B-47
Cz+D Cz+D C Cz+D
ve boylece,
1 AD A
fi(z)=Cz+ D, fg(z):; ve f3:<B—C)z+C



Bu da bize M(z) = éiig Mobius transformasyonunu (f3o fao f1)(z) seklinde
ifade etme imkani verir. Burada f1, fo ve f3 fonksiyonlarinin nasil doéniigiimler
olugturdugunu biliyoruz, ki bu da, ¢emberler/dogrular, gemberler /dogrulara gek-
lindedir, Mobius transformasyonu da ayni geyi yapar. Tanim ve gortinti kiimeleri
oo noktasimi da igerecek gekilde olmak tizere, Mébius transformasyonu (1-1) ve

ortendir. Bundan dolay1 da ters fonksiyona sahiptir. Bu ters fonksiyon,

Dz—B
M ()= —F—
()= —cora
seklinde olup, herhangi bir Mobius transformasyonunun tersi de bir Mobius trans-

formasyonudur (Ahlfors, 1973).

Ornek 3.3. {z| |z| <1} seklindeki birim ¢emberin {= dénisimi altndaki gé-
rintistine bakalim. Mdbius transformasyonu i¢c noktalary imajdaki i¢ noktalara
gonderir. M(0) =0 oldugundan birim ¢emberin bu donisim altindaki gorintisi,

{w| R{w} > -3} yar diizslemini ortecek sekildedir. (Sekil 2)

®) Crossed () Boxesd axes Function Help - ) Crossed () Boxed axes

B Re: 221 Im: F2.21 | +|[ Defauit Domsin | ﬂz'T'ﬁ’z) B Re: (221 Im: F2.21 |+ |[ Regraph with .

Graph || Clear all || Clear range Snapto 0.0 +0.0i

|circulzr grid - | Sketch

Center: 0.0 o |
Interior clrcles:E Rays: hE

E <theta= E‘Fi Outer radius: 5999

3
5

o zo0m:

* RiL dlick graph

* Drag slider O
= (" Sl aheel (bo I

P
o
g
S
u
3
a
5
£

Sekil 2: M(z) ==

Verilen bir C ¢emberini (yada dogrusunu) belirli bir C ¢emberine (yada dogru-
suna) gonderdigimizi varsayalim. Bunu yapacak bir fonksiyon yapilandiracagiz.
Bir ¢gember belirleyen ti¢ farkli noktay1 ele alalim, Mébius transformasyonu ¢em-
beri ¢embere, dogrular1 dogrulara gonderecektir. O halde C tizerinde z1, zo ve
zg noktalarin, Cy tizerinde ise wi, we ve ws noktalarimi segelim. M (z) Mdbius

transformasyonumuz asagidakileri saglar;

M(z1) =wy, M (z9) = wa, M (z3) = w3
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ve C1'1 Oy tuzerine resmeder. Qapraz oran (Cross-Ratio) formiiliini kullanarak

M (z) fonksiyonunu su sekilde olugturabiliriz;

(w—w)(wa—ws) _ (2—21)(22— ) (1)

(w—w3)(w2—w1)  (2—23)(22—21)

Eger z; yada w; terimlerinden biri oo ise (C} yada Cy ¢emberlerinden biri ashnda
bir dogru ise), bu ifadeyi iceren terimi yok sayariz. Ornek olarak, eger wy = oo

ise bu durumda 1 denklemi,

wy— w3 _ (z—21)(22 — 23)
w—ws (22— 23)(22 — 23)

esitligine dontisiir.
1 denklemini, z1’i wy’e, z9'yi wo’ye ve 23’1 ws’e doniigtiirecek sekilde bir Mobius

transformasyonu olusturmak ic¢in kullanalim.

Ornek 3.4. | = {z| R{z} = —3} dikey dogrusunu, C birim cemberine génderecek

Mébius transformasyonunu belirleyelim. Oncelikle | tizerinden ¢ nokta secelim;

1 1+,1
21 = -3 29 =—=T1Z ve 23 =00
1 9’ 2 9 9’ 3

olsun. Simdi de C' birim cemberinden ¢ nokta,

wy = —1, wg =1 ve wz=1

olarak belirleyelim. 1 denklemini kullanarak,

yazip, dizenleyerek

w =
142
elde ederiz. Boylece | dogrusunu C' tizerine gonderen Mobius transformasyonunu

M(z) = 1% olarak bulmus oluruz.
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3.3 Analitik S Sinifi, Normalize Yalinkat Fonksiyonlar

Bu kisimda kompleks analizde doniigiim problemlerini ele alacagiz. Bir alani, bir
bagka gecerli imaj alanina resmeden fonksiyon kolleksiyonlarina ait ozelliklere
deginecegiz. Bu ozelliklere giris yapmadan 6nce bazi temel unsurlar1 gézden gegi-

relim.

3.3.1 Analitik fonksiyonlarda yalinkatlik kavrami

Tanim 3.10. Asaqidaki 6zelliklerin gerceklendigini kabul edelim.
1. Bu boliim boyunca G C C basit baglantils bolge olsun.
2. D={z: |z| <1} birim ¢ember olsun.

3. f fonksiyonu G bolgesinde (1-1) ise yalinkatdir, dyle ki, Vz1,20 € G igin,
f(Zl) = f(ZQ) = 21 = 29.

yalinkat analitik fonksiyonlar, analitik bir ters fonksiyonun varhgint garantiler

(Bshouty ve Hengartner, 1995; Pommerenke, 1992).

Ornek 3.5. f(z) = (1+2)? fonksiyonunun D bélgesinde yalnkat oldugunu ka-
nitlayalvm. Bunun igin z1,z0 € D igin f(z1) = f(22) oldugunu kabul edelim. Bu

durumda,
f(z1) = f(z2) = (1+21)° = (1+2)°

= 1422427 =1+2204 23
= 27— 25 42(z1—2) =0
=(z1—22)(z21+22+2)=0

|21],]22] <1 ise z1 + 2242 # 0 olacaktir. Bundan dolayr z1 — zo = 0 olmak zorun-

dadir. O halde z1 = zo.
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D bélgesinin f(z) = (1+2)? altinda gorintisi asaqidaki gibidir. (Sekil 3)
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Sekil 3: f(z)=(1+2)?

Yukaridaki 6rnege ait sekilden de anlagilacagi gibi fonksiyon yalinkat ise imaj

goriintiisiinde kirmiz ¢izgiler kesigsmez. Asagida birim ¢gemberin bazi fonksiyonlar

altindaki imajlar1 goriiliiyor.
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Sekil 6: g3 =2¢go

v [-2,2] x [-2,2]

Sekil 8: g5(z) = 2
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Yukaridaki érneklerde b) ve ¢) sikkinda, D'nin imajmm go(2) = z — 222 altinda ve

g3(2) = 22— 2? altinda da ayni oldugu goriilityor. Bunun sebebi g3 = 2g5 olmasidir.

Bundan ka¢inmak i¢in, D bolgesinde tanimli analitik yalinkat fonksiyonlar ailesine

ait tiim fonksiyonlar1 normalize edecegiz. Bunu yaparken, basit baglantili bir G #

C bolgesinde analitik ve yalinkat bir f; fonksiyonunun varoldugunu varsayacagiz.

Riemann Doniisiim Teoremi asagidaki formda yeniden ifade edilebilir.
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3.3.2 Analitik fonksiyonlarda normalize kavrami

Teorem 3.6 (Riemann Doéniigiim Teoremi). a € G olsun. Bu durumda, bir ve

yalniz bir fo : G — C fonksiyonu vardwr, oyle ki,
1. fa(a) =0 ve fy(a) >0,
2. fo yalinkattr,
3. f2(G) =D.

fza=fiofy L'D— f1(G) fonksiyonu yalinkat ve analitiktir. Basit baglantily bél-
gelerde calisirken, kolayhk olmasi agisindan D bélgesini kullanwyoruz. fs: 1D — C
yalinkat ve analitik olsun. fs analitikse, orijine ait asagidaki gibi bir kuvvet seri-
sine sahiptir;

f3(2) =ap+arz+as®+ a3+ ...

Bu seri D bélgesinde yakinsaktir. fs fonksiyonuna bir sabit eklendiginde, imajda

bir otelemeye yolacacagindan, yalinkathga bir etkisi olmayacaktir. Soyle ki,
fu(2) = f3(2) —ag = a1z + az® + a3z’ + ...

Bu da D bolgesinde analitik ve yalinkattir. ag # 0 olduguna dikkat edelim, ¢iinki
f1 yalinkat ise fi(z) #0 (Vz €D), ancak f1(0) = 1. Asagidaki durumu da hesaba
katarsak,

Qo

1 «
fo(2) = —fa(z) = 24 222+ 254
(651 (651 a7

buluruz ki, fy’i 0%1 ile carptigumizda, imajr dondirmis ve/veya genisletmis yada
daraltmis oluruz. Bu durumda da f5, D bélgesinde analitik ve yalinkat olmaya
devam edecektir. Bu asamalar, f'(0) =1 ve f(0) =0 olacak sekilde, orijinal fonk-
siyonumuz olan f3 fonksiyonunu normalize etme advmlaridur (Dorff, 1999; Sheil-

Small, 1990).
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3.3.3 S smfi

Tanim 3.11. Analitik, normalize ve yalinkat fonksiyonlar ailesini S ile gosteririz

(Pommerenke, 1975), dyle ki,
S={f:D—C|f(0)=0,f(0)=1, f analitik ve yalinkat}.

Béylece, f € S ise f(2) = z+ a2 +az2> +... saglanr.

Onerme 3.7.

2

1
f(2) =z+agz® Dide yalinkat <= |ag| < B

Ornek 3.8 (Polinomial Déniisiim). Daha dnce yalnkat oldugunu gésterdigimiz
g2(2) =z — ;2’2 € S fonksiyonunu goézénine alalvm. Bilgisayarda elde ettigimiz
grafikler her ne kadar bize yardimci oluyorsa da, hataly ve yanilticy olabiliyor.
Yani bu imajlar analitik olarak belirleyebilmemiz bizim igin ¢ok onemli. g2(ID)

analitik olarak belirlenmeli. Bunun i¢in D nin stmarlarimin imajine ele alalim.

. L, A
w 292(610) _ 610_ *6220
1
= (cosf+isinf) — 5(00829+isin29)
1 1
= (cos@ — icos 29) +1 <sin9 — 251n29)

=u-+w
Boylece g2(0D) su sekilde parametrize edebiliriz;

1
u(f) = cos — 5 cos 20
1
v(#) = sinf — isin%
Bu imagjin adr cardioddur. Ayni zamanda tek uglu epicycloid (Sekil 11.) olarak da
bilinir (Suffridge, 1998).

1
f(2) = z+az2® D iizerinde yalinkat <= |ag| < 3 onermesini ele alalim. Bu so-
nucun genellestirilmesi {izerine cikarsamalarda bulunmaya calisacagiz. Ornegin

ag degisik degerler aldig takdirde f(z) = z+ asz3 fonksiyonu icin ComplezTool
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f(z)=i12—lf2"zl\2 N =
; i P ;
| erapn || clearail || ciearrangs || Snapto0+0i
P ]
|cireular grid =i [ sketoh
Center +b i
Inferior sirsles, [2 Frays: |16
o == i fo.0 <rediuzs (1393 |
[ ] wary [ ] Wary radius
=1 1 zoom: ( @) Centerzaam at umsar
}27 'D} = Rl click graph () Center zoam; at default T
= L2 i
=% Orag shider (bo fo )
z Cursor: E s - FO.9500 cumer 106300
j gy e ctrl+eliok te raset center |

Sekil 11: go(2) =2 — %ZZ
iizerinde nasil grafiklerle karsilagiyoruz? as hangi sinir degerlere sahip oldugunda,
f fonksiyonu I iizerinde yalinkat olmaya devam ediyor? Aymsini f(2) = z+a4z%,
f(2) = z+asz°, ve digerleri icin tekrarlarsak nasil sonuclarla kargilagtigimizi in-
celeyelelim. a,, hangi sinir degerlere sahip oldugunda, D tizerinde f(z) = z 4 ap2"
yalinkat olmaya devam ediyor? a,, = —% oldugu takdirde f(D) igin nasil bir tah-

minde bulunabiliriz?

Yukarida bahsettigimiz durumlar1 gézden gecirdigimizde genel olarak soyle so-
nugclarla kargilagiyoruz; aj = % olmak tizere, f(z) = z+ ajz" formundaki fonksi-
yonlarda, k& > n oldugu takdirde fonksiyon yalinkat, k& < n seklindeki durumlarda
yalinkatlik bozuluyor. a, = —% oldugu takdirde ise pozitif ifadenin imajiner ek-
sene gore simetrigi oluguyor. Agagida bu konuda ComplexTool programinda elde

edilen ornekler agiklayici olmaktadir;

a)
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-unction Help
re-defined functions

F1j2z02

Circular grid
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Sekil 13: f

takdirde

oldugu

.. 1
a/n——ﬁ

)

C

=
o

Sekil 14: f
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Sekil 15: f
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e [I-2.21x 12,21

e | \Function Help [=]] S troadl e
[ petaut view | |Pre-defined functions (=]t [1-1,11 % [-1,11 [ ostautview |
leezy=lrr1s5203 -
[ Goaphi] Cisacall |isacanns | sesnsp 00 I
Fromss  T=] 0 Ol

Center +0
Interior sireles: (3

Ravs: 1 1

[varya m|

e

= RiL click graph

7

o == i fo.o s adius 2 [1.833

Wary radius

= Orag slider

-

2 7 Soroll wheel ctri#clich to raset center

Sekil 16: f(z)=z+ %z3

Circular grid B

[ sketeh

Center +h
Interior sircles: |9

i
Ry 16

(8 Ciossed ) Boxed axes || |Function Help [=] 81 Crossed () Baxed axes
e [rzaxi22 [+ [ oefaut view | [Pre_defined functions [ 2872 [0 % 11,11 [+ ][ oetaut vieve |
f(2)y= z+178z48 s
I ol
| Graph [ ctearan | clearrange || Snapto 0+ 0

I za= [ fio < adines [0.995
lj Vary B [ vary radius i
=+ To zoom: 8] Canterzosm at sursar
| 2 R bk graen ) Canterzaom at defauit
— i * Drag slider (o fo
e trick to raset centar

o
~—
)

x>
I
=

?

Sekil 17: f(z)

:z—l—ézg

| R

T

k < n oldugu zaman yalinkatlik bozuluyor.

f(2) =Z+%28

(8 Crossed [ Bowed sxes

I [I-1,11 x [-1,11

[+ || pefautview |

8 Groasad [ Bowed axes | [Function Help (=]
B [rz2axt-z2 [ =] petmut view | [Pre_defined functions [~
If(z)_:‘ 24173248 “
g
| Graph || clearall || clearrange || Snapto 0+ 00 \
Crovwps ] e

Centar +b
Intarior cirelas: {3

i
Raye: 16 1

o s8s [o oo = adiz s [0.893
[ ] ary @ [ ] vary rading
=07 T mnem: @) Canterzoom sl cumar

= RL click graph () Center zoam, af default

M S Dmgslider (bo
5 = H*smn wheel

a

po 18

riaalich 16 reset center

Sekil 18: k <n ve ap = 1/k i¢in fz=z+axz"
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Simdi, f(D) fonksiyonunun analitikligini bir kag 6nemli 6rnek tizerinden belirle-

yelim.
Ornek 3.9 (Sag Yari-Diizlem Déniisiimii). Su fonksiyonu gozéniine alalim;

z

fr(z)= . es
I (8 Crossed [ Boxed aves [Function Help [~ (8 Crossed () Boxed sxas
B 12,21 1-2,21 [w | Detmut view | |Pre-defined functions [ w |[ft, 00831 [1-1,10 % [-1,11 [ || Detauit view
fiz)=2/11-2) sl
| @raph || Clear all || Clearrange || Snapto0+0 i ]
|Gircular grid |- [ sketeh
Cenferd +0 i
Intarior gircles; 3 Rays: {16
o wg= [opi fo.0 <rediuz = (1393 |
[ | ¥any @ [ ] vary rading
= 1 zacm /@) Canterzoom at cursar
;2_ s SR ik graph (.} Genterzoom at defautt NPT
N LAT = g slider (bo fin )| .
2 c ﬁ = iy = 170,992 C
} = 2y “Seroll wheel strlsslicl 1o reset center e

Sekil 19: Sag Yari-Diizlem Dontigimii

1 00
] = > 2" oldugundan, ifadeyi z ile ¢arptigimizda,
—z n=0
z oo
= Zz”:z+z2+z3+...
l—2z =
elde ederiz. Bu fonksiyon, D birim ¢emberini, Re{w} = —% dogrusu simar olmak

tizere, bu stmirn sag yari-dizlemine gotiren bir Mobius transformasyonudur.

Ornek 3.10 (Koebe déniigiimii). Simdi de su fonksiyonu ele alalim;

z
fi(2) = 1=z S
lflz serisinin tirevini alip, z ile carparak, fi gibi bir kuvvet serisi elde edebiliriz,
boylece;
? - n 2 2 3 3
—_—s = nz'=z+22"+0z"+...
[

Bu fonksiyonda (Vn) i¢in an, =n olduguna dikkat edelim.
Simdi, D 'nin fi, altindaki imajinin kesik (slit) bir bélge oldugunu gésterelim. Oyle
ki, bu bolge, kesik bir hat disinda bitin kompleks dizlemi icermekte. fr.(D) yi
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belirlemek icin, asagidaki dontisumler dizisini gozonine alalim,

1+
C1—2z

u1(2) up(z) = 22, ug(z) = i[z —1]

Buradan,

wemen=3[(4£2) ] - 5

uy 'in, D ’yi imajiner eksenin sag yary dizlemine gotiren bir Mdébius transformas-
yonu olduguna dikkat edelim. Ayni zamanda us bir kare alma fonksiyonu, us ise
imaj uzaywne sola oteleyip i ile carpiyor.

_ 1

Baylece D imaji, w = oo 'dan w = — 5 'e negatif reel eksen boyunca bir kesik disinda

biitin kompleks dizlemi icerir. (Sekil 20.)

|
I

il - | 2

/ \ =2 | e
i — i s

\ / I
[ |
D |
|

A
=

=

Sekil 20: Koebe fonksiyonunun imaji

f(2) = z4a22% +azz3 + ... Taylor serisi gosterimine sahip bir f analitik fonksi-
yonumuz olsun. Sorumuz su; hangi a,, degerleri i¢in f fonksiyonu S sinifina dahil
olur? Soyle ele alalim, as diginda biitiin a,, = 0 durumunda f(z) = 2 +agz? olur.

2 ise extremal

Onceki érneklerden biliyoruz ki |ag| < 3 <= f€ 5. f(2) =2— 32
bir fonksiyondur. Extremal fonksiyonlar sinir tizerinde bazi kogullar: saglayan, ba-
zilarmi ise saglamayan tiirden fonksiyonlardir. Burada, f(z) =z — %zQ fonksiyonu

extremaldir, ¢iinkii |as| = ’—%‘ olacak gekilde bir miktar dahi degeri yiikseltirsek,
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f(2) = a+az2? S smifina dahil olmaktan cikar. Bu durumda, |a,,| degerini en fazla
ne kadar bityiitiirsek, f(z) = z+a22%+azz3+... S siufindan olmaya devam eder

gibi genel bir sorunla kargilasmaktayiz. Burada, Koebe fonksiyonunu ele alirsak,

z

o0
= an"
(1_2)2 n=1

an =n gibi bir sonug elde ederiz. Bu, Bieberbach tarafindan ilk olarak 1916 se-

nesinde 6ne siirdugt meshur Bieberbach Sanisidir (de Branges, 1985).

3.3.4 Bieberbach sanisi

Vn, |an| < n olmak tizere f € S dir. Ozel olarak |as| < 2 dir.
Koebe fonksiyonu altinda D imaji, reel eksen boyunca bir kesik diginda biitiin
C duzlemini kapsadigindan ve Koebe fonksiyonunun extremal olmasi sebebiyle,
Bieberbach’in sanist makul goriiniiyor. 1984 yilinda de Branges (1985) bunu ka-
nitlayana kadar dogru oldugunu soyleyemiyorduk.
Eger bir esitsizligin altsiirini yiikseltip, tist sinirimi kiigiiltemiyorsak buna keskin
(sharp) diyoruz. Bir esitsizligin keskin oldugu, istenilen ozellikleri saglayan bir
fonksiyon bularak ve egitsizligi bir esitlige dontistiirerek gosterilir. Egitlik saglayan
boyle bir fonksiyona, extremal bir fonksiyon denir. Bieberbach sanisinda, Koebe
fonksiyonu bir extremal fonksiyondur (Gong, 1999).
Koebe fonksiyonunu extremal olmasiyla ilgili bir bagka durum daha vardir. f € S
ise, bu durumda f(ID) biitiin kompleks diizlemi igermez. Yani, dyle bir a € C vardir
ki, a ¢ f(ID) dir. Bu da bizi su soruya goturiir; a € f(ID) olmasi i¢in |a| ne kadar
kiigiik olmahidir? Ornek olarak, f(z) = z ise |a| = 1, ve f(z) = 1% ise, |a| = 1/2
dir. Bu sorunun cevabi, her f € S i¢in |a| > i olmasidir. Bu Koebe i teoremi
olarak bilinir. Koebe fonksiyonu aym zamanda extremaldir, ¢iinki |a| = % tir.
0 <t <1 olmak tizere, f(z) = % foksiyonunu gozontine alalim. ¢ =0 ve t =1
oldugu takdirde f(ID)’nin nasil olacagini inceleyelim. ¢ > 1 i¢in ve 0 < k < 1 olmak
tizere t = ik i¢in f(ID) durumunu gézgen gecirelim.

z—1z

5 fonksiyonunda, t =0 ve ¢ =1 oldugunda

(1-2)

0 <t <1 olmak tizere, f(z) =
f(D) imajma bakalim.
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a) t=0 iken ,

)44

| graph | ctearall || clearrange || Snapto 0400

rodwss  [v] [l

@ Crosmed () Boxed axes | [Function Help [ (8 Grossed [ Bawed axes
2 {12,212 [-2,21 [ ] metmun view | [Pre-defined functions [« ]l [1-2,21 % [-2,21 [ || oetauit view
F)=|z-072%2) fi1-2)52

Sekil 21: ¢t =0 i¢in f(2) =

Genter b i
Interior sircles: |9 Rays 16
o =g= [ oo = radiz s {0893
[] Vary [ Vary radius
ZM To z80m: | (@) Canterzoom ai cursar
;.2__ o S = Rl cick graph () Center zoom at defautt
= DOrag clider ] I
Iz Cursor: B 2 = -z L !
2 o ot velicl to reset center

z—tz

(1—-=z

2
5 doniigiimii

)

Reel eksende orijinin sol tarafindan —1/2 noktasindan itibaren negatif yonde

ve gitgide genisligi artan bir ¢ikarilmig pargay: grafigin diginda birakan ya-

linkat bir fonksiyon goriiliiyor.

b) t=1 ise,

z—tz

Sekil 22: ¢t =1 i¢in f(z) =

(1-2)

T || [Function Help [~ ) Crossed {1 Boxed axes
e [I-2,21x 1-2,21 [+ petautt view | |Pre_defined functions [ ]lt2e 2,22 12,21 [+ || pefauit view
IF{2y={(z-1"242) {{1=zZ}A2 s
=i
| Graph [ ctearan | clearrange || Snapto 0+ 0
Crovarod  [v] [
Center + i
Interior sircles: |9 Rays 16
o == [l [0 = iadivs = 0895 |
[ Vary & [ Vary radius
Zf*l To zeom: Il (@) Canterzoam at cusar
e S %R cick graph () Center zoam at default
: fe =l rel L | = 7 Faze
2 Curser: = SR Cumor 22541
= s Soroll wheel ‘etrl+click to raset center

2

5 doniigiimii

Reel eksende orijinin solunda —1/2 noktasindan itibaren gikarilmig parganin

iki kanadi sanal eksene paralel bigimde acilmigs durumda ve imaj boélgemiz

bu dogrunun sag yani.
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0 <t <1 oldugu takdirde, t degeri 0" a yaklagtik¢a, 6rnegin ¢ = 1/3 oldu-

gunda,

B [1-2,21x 1-2,21

(B Crossed ( Boxed axes |

\Function Help

@) Crossed [ Boxed axes

[ =] Detmurt view |

|Pre-defined functions

BEIEIEE]] [ || Detauit view

fZy=|(z-1/3%2r2)f(1-2)42

mn K

| @rapn [ clearan | ciearrangs || Snaptod+0i

Circular grid B [] sketet

Sekil 23: t=1/3 icin f(2) =

t =1/7 oldugunda ise,

(1-2

Center +i i
Interior ireles: (3 Rays: 116
o == [ fo.o Zradiuz e (0999 |
[ ] wary [ ] Wary radius
B ( /@) Centerzoom; at sumsar
| T %R sick grph {_} Center zoom: at default
DZ % Orag slider (po .pa )
Z = Seroll wheel ctrisclick ta reset center
2
z—1z

(8 Crossed  ( Boxed axes

[Function Help

B [I-2.21 % 2,21

[ pefaut view |

Sekil 24:

fiz)=

(8 Crossed (1 Boxed sxes

|Pre-defined functions

(2-1/7"2h 2 l-)h2

I (=111 % 1,10 N _ [+ || pefauit view

e

| Graph [ clearan | clearrangs || Snapto 0+ 0

Circular grid -] ] skets

Centar +h i

Interior aireles; (3 Rlays;ils
o == [ [0 = iadius = (0895 |
[ ] Wany & [ vary radius
Zf+i e @) Centerzoom at sursar
=  RiL click graph () Centerzaam at defautt
= " DOmgslider (po .o )
= {,]“s“"” wheel cArlelich 1o reset conter

2
. z—1z o

t=1/7igin f(z) = doniisiimii

(1-2

goriilecegi gibi Sekil 21’e dogru ilerliyor. ¢ degeri 1’e yaklagtik¢a, imajimiz

Sekil 21’e daha fazla yaklagiyor.
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¢) t> 1 i¢in yalinkatlik bozulacagindan fonksiyon S smnifinda artik bulunmu-

yor.

t = 2 iken,

8 Crassed () Boxed aves |Function Help 2 (@ Crossed [ Bowed sxes
ﬁ [1-2,21x -2,21 [ =] Detmurt view | |Pre-defined functions [ w [t 0081E {11,100 % [-1,11 [+ || Detauit view |
fy=lz2rehi-ahz -
| @raph || Clzarall || Clzarrange || Snapto0+0i
|cireular grid |- [ sketoh
Center +b i
Inferior sieles, [3 Rays: [16
o w82 [opi fn.o <rediuzs (1395 |
[ | Va8 [ ] vary rading
S ( @) Canterzoom at sumar
;_2._ D:: = z}L miT: araph (3 Center zoom at default
- )  Drag shider a 5]
}2 Cursor: ﬁ i = soeslbwhact th b
= S G L etri+elich o reset center
2
z—tz

Sekil 25: £ =2 i¢in f(=) = 73

d) t=1k, 0<k<1 durumu igin de yalinkat olmadig: i¢in S sinifina dahil

olmayan bir fonksiyon ¢ikiyor kargimiza.

B Crossad ) Boxed axes (Function Help (=] (@8 Crossed (] Bowed axes
i [1-2,21x 1-2,21 [+ petmut view | |Pre-defined functions | = ||t 02681 [1-1,11 = -1,11 [+ || oefauitview |
)= e-if2mehz)iil-2)2 “
=
| Graph || ctearall || clearrange || Snapto 0+ 00 I
|Girsular grid lw [ sketeh
Centar +0 i
Intarior eircles; 4 Rays {16
o sg= [ jn.o < radius = {0,993
[ ] ary @ [ ] vary rading
Z[*] Ta zasm: (@) Centerzoom at cusar
;_2._ D:: = g'l.l_ DﬁT: o () Center zoom at defauft
=li=12 D slider 0 o
Iz Cursor: Ik = {p b
= ek atriaclicl 1 reset center
z—tz

Sekil 26: t =ik, 0<k<1igin f(z)=

(1-2

Normalize analitik yalinkat fonksiyonlar hakkinda bir kag ozellik verelim:

1. (Rieman Doniigiim Teoreminde Teklik) a € G # C olmak tizere G basit bag-
lantili bolge olsun. Riemann Dontigtim Teoremi geregince f € S doniigtimii,
D’yi G tizerine f(0) =a ve f/(0) > 0 olacak gekilde resmeder ve tektir (Ahl-
fors, 1973).

2. (de Branges Teoremi) f € S i¢in |ap| <n, (Vn € N) (de Branges, 1985).
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3. (Koebe i Teoremi) S smifindan her fonksiyonun gittigi imaj,

G ={w:|w| < 1} cemberini icerir (de Branges, 1985).

4. f € S olsun. Bu durumda f(ID) fonksiyonunun, R > 1 olacak sekilde her bir
{w: |w| = R} cemberinde ihmal ettigi bir deger vardir. Ozel olarak, f(ID) nin
OD’yi igerdigi bir f € S yoktur (Girela, 2013).
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4 HARMONIK FONKSIYONLAR

4.1 Sy Siifi, Normalize Harmonik Yalinkat Fonksiyonlar

4.1.1 Sy smfi

Bieberbach sanisinin de Branges tarafindan ispatlanmasi ile kompleks harmonik
fonksyionlarin gegerli bir alt kiime olarak S siifini i¢inde barindiriyor olmasi
ve Sp’da baz ozelliklerin S ile ayni oldugunun Clunie J. ve Sheil-Small (1984)
tarafindan kegfedilmesi ayni zamana dilimine rastlar.

Once bir hatirlatma; ¢(z,y) fonksiyonu harmonik ise <= ¢yp+ dyy =0

Tanim 4.1. G’de tanimly olan sirekli bir f =u-+1iv fonksiyonu, G’de kompleks

degerli, harmonik bir fonksiyon ise, u ve v G 'de harmoniktir (Kahramaner, 1995).

Bir f(z,y) = u(x,y) +iv(x,y) fonksiyonunun analitik oldugunu diigtinmemiz igin,
f fonksiyonunun, Z = x — iy kullanmadan sadece z = x + iy terimleriyle ifade
edilebilirligine bakmamiz, bunu anlamak i¢in kullandigimiz yollardan biridir. Bu
sekilde, f = 22 fonksiyonunun analitik oldugunu, f = 2% fonksiyonunun analitik
olmadigin1 kolaylikla soyleyebiliriz. Bu fikri aragtirmak icin, ( = z = x + iy ve
£ =7 = x —iy diyelim. Bu gosterimi kullanarak x ve y kolaylhkla, x = %(C +¢)
ve y = 2%(( — &) olarak bulunur. f(x((,&),y((,€)) fonksiyonunda zincir kuralini

kullanarak ve ( = z ve £ = Z oldugundan,

0z 2\0x Oy 2\0x Oy

af 1 [([0u Ov 1 (Ov  Ou

sl a) s (3 a) @
denklemlerini elde edebiliriz (Ahlfors, 1973).
Ornek 4.1.

: . of
flz,y) =u(z,y) +iv(x,y) analitikse, <= 95 = 0

Kamit. (=)

f fonksiyonun analitik oldugunu kabul edelim. Bu durumda Cauchy-Riemann
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esitlikleri saglanacagindan, u, = vy ve uy = —v; olacaktir.

of 1 i
£— i(um—vy)‘i‘i(vm‘i‘Uy)

esitliginde yerine koyarsak g—é = 0 bulunur.

(<)

% = 0 kabul edelim. Bu durumda,

0 1 1

Ug + 10y = Uy — Uy

esitliginden, reel kisimlar ve imajier kisumlar birbirine esit olacagindan, u, = vy

ve Uy = —v; bulunur. O

Agagidaki teorem D bolgesinde tanimli kompleks degerli harmonik bir fonksiyo-

nun, analitik fonksiyonlarla olan baglantisin1 gostermektedir.

Teorem 4.2. Basit baglantily bir G biolgesinde f = u+1iv harmonik ise, bu du-

rumda h ve g analitik olacak sekilde f =h+7g dir (Bshouty ve Hengartner, 1995).

Kamit. Basit baglantili bolgede u ve v nin real harmonik oldugunu diigtinelim.
Bu durumda v = ReK ve v = ImL olacak gekilde K ve L analitik fonksiyonlar:

vardir. Bundan dolay1 da,

K+K L-L_K+L K¥L
5 ! ~ 9 2

f=utiv="ReK +iSmL = T
1

h ve g analitik oldugundan, f = h+ g asagidaki gibi seri gdsterimine sahiptir,
o o0
f(z)=>"anz"+ > b,z"
n=0 n=1

Tanim 4.2. Sy, birim cember tizerinde normalize edebilecegimiz, kompleks de-
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gerli harmonik yalinkat dontstimler ailest olsun.
Sg={f:D— C|f harmonik, yalinkat ve f(0) = ag, f-(0) =a; =1}
ve
SS9 ={fecSu|f(0)=b; =0}
olacagindan S C S]?[ C Sg olur (Bshouty ve Hengartner 2005; Greiner, 2004).

Su 6nemli 6rnege dikkat edelim;

Ornek 4.3 (Harmonik Polinomial Déniigiim).

fonksiyonunu ele alalim. f'in yalinkat ve S% da bulunuyor. D bolgesinin bu fonk-
siyon altindaki imajina bakalim. Burada f, D’yi ti¢ kdseli bir hypocycloid ile si-

narlandvrilmas bir alanan i¢ bolgesine gonderiyor (Suffridge, 1998).

(@) Crossed () Boxed axes
2 [[-221x[-2,2] ||| betauit view

@) Crossed () Boxed sces [Function Help
E [-221x1-2,2) |+ petaut view | [Pre -defined functions
fiz)=|z+1/2conjizA2)

)]

| @rapn [ crearan || ciearrangs || Snapto0+0i

Circular grid -] [ sketch

Center +o i
Interiorsireles: [3 Rays: [IE
[o =zg= [ fo.0 = radius = [0.939
[Jwvary e [ wary radius
=M 10 zoom: (@) Centerzoom at curser
= D:: E,::::mph - ) Centarzoor'r:\l .;Dt default ) —
2 cume B = = ol whesl ) F2 cusa F

ctrisclick to reset center

=0

Sekil 27: Harmonik Polinomial Déniigiim

Harmonik yalinkat fonksiyonlarla ilgileniyoruz ancak, yalinkat fonksiyonlarin so-
nuglarini irdelemek zordur. Bazen sadece lokal unvalent fonksiyonlar: incelemek,
genel anlamda yalinkat fonksiyonlar: incelemekten daha kullanigh olabiliyor. Ge-
nelde, lokal yalinkat fonksiyonlar, lokal olarak (1-1) fonksiyonlar oluyor. Bu da
20 € D noktasinda kiiciik bir komsulukta, yani zg merkezli kiig¢iitk bir D ¢embe-
rinde bulunan biitiin z noktalar i¢in (1-1) olmasi demek oluyor. Burada dikkat
edilecek ozellik, lokal yalinkat fonksiyonlarin, biitiin bir D bolgesinde yalinkatlig

garantilemiyor olmasidir (Hengartner ve Schober, 1987).
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Ornek 4.4. f(2) = (1+2)* fonksiyonu D’de yalmkat degildir. Dikkat edilirse,
D’de bulunan —3% + i ve —3 — Li noktalarmn f(z) = (1+2)* altinda —% e git-
tiging gorebiliriz. Ancak, f(z) = (1+2)* D’de lokal yalmkattir. Burada lokal ya-
linkathhgin ne anlama geldigini sezmek miimkiin. Bunu yapmak i¢in Complex-

Tool programa sayesinde {z =re? € D| T < < 2T} sektirinde f7i calistiralim.

1 1. Loy .. o . . .
20 = —35 + 5t noktasian soldaki bolge icinde kaldigu ve bolgenin [ altindaki go-
) Crossed () Boxed awes [Function Help [+] () Crossed () Boxed aves
k [-221x1-2.21 |+ petaut view | [Pre-defined functions [« ]| [[-221x1-2.21 ||| betauit view
f)=frze B
~|
| Graph || clear an || clearrange || Snapto 0+ 00
oreswoa —[v] o
CenterD +o i
Interior circles: |4 Rays: [16
Jpiz2 =e= [Bpi2 o0 = radius = [0.999
[Jwary 8 [ vary radius
=) 1o zaom: (@) Centerzoom at cursor
- = i (" Centerzoom at default
E : RiL chc:k graph
[2 Cursor E DZ— - AR (ko .bo ) B
= _]xsc“’” wheel atrlolick to reset center

Sekil 28: f(z) = (1+2)*

runtisinin yalmkat olmadigr gorilebiliyor. Ancak bu f’in lokal yalinkat olma-
dvgv anlamina gelmez. Lokal yalinkathk, zo noktasinda bazi komsuluklar vardwr
ki, oraya ait tim z noktalarnda fonksiyon (1-1) olmasy demektir. Bunu gérmek
icin asaqidaki sekli inceleyelim.

=1olx]|

B ComplexTool
Export Domain graph settings Range graph settings Colors

(@) Crossed () Doxed axes
||| oetaut view |

4]

(®) Crosed () Bowed aes |Function Help

L1563E [[-2,21x [-2,2]

[
| Pre-defined functions [

= 7 Sorol wheel
= [l

strhelick to reset canter

pa6as: [1-2,21x[-2,2] [+ ][ pefauit view | ~|
flz)=[(1+244 =
-
| @raph || crearai || ciearrange | Snapte+0i |
[erevaros ]
Center) + i
Interiar sirsles: |25 Rays: [1
fpif2 =5 |Gz 00 = radivs = [0.999
O [varys []vary radius
;[ﬂ F— (@) Centerzoom at cursar
= * Rl oliok graph () Centerzoom at default Foa
1145 e -0,
S * Drag slider bo o
[ozees cumer [o.1z83 - ( ) 08,9308 Cusor L,0830¢

Sekil 29: Lokal Yalinkatlik

Lokal yalinkathigr incelemeye devam edelim.

Tamim 4.3. Eger G'de J; # 0 ise f =h+g fonksiyonu G’de lokal yalmkattar.
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Jp, f=u+iv fonksiyonunun Jacobienidir;

U U
Jp=det| = 7

(Reh)y + (Reg),  (Reh), + (Reg)y

(Smh)z — (Smg)e (%mh)y - (%mg)y

=det

F analitik fonksiyonu i¢in, Cauchy-Riemann denklemleri saglanar; (RekF ), = —(ImE),

ve (ImF), = (ReF),. Bundan dolay,

et (Reh)z+ (Reg).  —(Smh), — (Smg),
(Smh)y — (Smg)z  (Reh)y — (Reg)»
= (Reh)z — (Reg); + (Smh); — (Smg);

PP
Sonug olarak |W'|> —|g'|> # 0 olmasy gerekiyor (Levy, 1936).

Lokal yalinkathigin diginda, bu fonksiyonlarin bir diger 6nemli 6zelligi sense-
preserving (yon koruyan) olmasidir. Su iki 6rnege bakalim. f; ve fy fonksiyonlari,

delinmig bir D — {0} ¢emberinde tanimli olsun;
1 _
nE =1 v p)=z

alalim. Her iki fonksiyon da birim gemberi, D olacak sekilde, kendi iizerine res-
meder. Ozel olarak her iki fonksiyon da A =1, B = ¢™/4 ve C' =i noktalarim

sirasiyla A’ = 1, B’ = e~™/* ve ¢! = —i noktalarma gotiiriir.

Sekil 30: Yon koruyan ve korumayan iki fonksiyon

Sekilden de anlagilacag: gibi, ilk 6rnegimizde, orijinalde A’dan B’ye ve oradan da

C’ye giderken D bolgesi sol tarafta kaliyor. Buna Left Hand Side - LHS denir. Sag
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tarafta kaldig1 takdirde ise Right Hand Side - RHS denir. Imajda ise, sirasiyla
A’, B’ ve C' boyunca giderken sol tarafta kalan alam aldigimiz i¢in o da LHS dir.
Bu durumda f; fonksiyonu LHS-LHS oldugundan sense-preserving/yénii koruyan
fonksiyondur. D bolgesine ait, % € D alalim. Bu nokta imajda 2 € C—1D bolgesinde
bulundugu i¢in, bu fonksiyonun LHS-LHS oldugu anlagilabiliyor. f> ise, % eD
noktasini yine kendisine gétiiriiyor. (I¢ bolgeyi ic bolgeye gotiiriiyor ancak, imajda
yon degisti.) O halde fo fonksiyonu LHS-RHS oldugundan sense-reversing/ yonii
tersine ¢eviren bir dontigimdiir.

Daha net olarak ifade etmek gerekirse, saat yoniiniin tersine, yani pozitif yonde
v € GG yolu tizerinde giderken sol tarafta bir sol taraf bolgesi - LHS ve sag tarafta
kalan bir de sag taraf bélgesi - RHS bulunuyor. Imaj egrimiz de f() olsun. f,
LHS olan (RHS) orijinal bolgeyi, imajda da yon itibariyla LHS (RHS) olacak
sekilde resmediyorsa buna yon koruyan (sense preserving) diyoruz. Aksi halde
yont tersine geviren (sense reserving) deniyor.

Biitiin analitik fonksiyonlar yon koruyandir. Kompleks degerli harmonik fonksi-
yonlarim ise bazis1 yon korur, bazilar1 korumaz.

Simdi su agagidaki 6nemli tanimi verelim.

Tanim 4.4. w(z) = ¢'(2)/h/'(2) ifadesi, f =h+7 esitliginin dilatasyonu olarak

bilinir.

Harmonik bir fonksiyonun dilatasyonu ile lokal yalinkatlik ve yon koruma arasinda

bir baglant1 vardir.

Teorem 4.5 (Lewy, 1936). f = g+ h fonksiyonu lokal yalinkat ve yon koruyan
ise <= Vze€ G igin |w(z)| <1 dir (Dorff, 1999).

4.1.2 Kesme teknigi

Analitik olmayan yalinkat harmonik déntigiim 6rnekleri bulmak zordur. Bu ko-
nuda ¢ok kullamigh bir metod Clunie ve Sheil-Small (1984) tarafindan ortaya
konulmusgtur ve bu da kesme teknigi olarak bilinir. Verilen, belirli 6zelliklere sa-
hip bir F' analitik fonksiyonu ve w dilatasyonu alinir. Sonrasinda, F' = h — g ve
w=¢'/h yazihp, h ve g hesaplanarak, f = h+g formunda bir yalinkat harmonik

fonksiyon elde etmek miimkiin olur (Hengartner ve Schober, 1986).
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Tanim 4.5. Ejer her a € C igin QN {a+te™ : t € R} baglantih yada bos ise,
Q bolgesine, e dojrultusunda konvekstir denir. Ozel olarak, reel eksene paralel
her dogru, ) ile baglantily bir kesisime sahipse, bu bilge yatay yonde konvekstir -
(CHD, convex in the horizontal direction) (Hengartner ve Schober, 1970).

Sekil 31: Yatay yonde konveks olan ve olmayan iki bolge.

Teorem 4.6. D’de lokal yalinkat olan harmonik bir fonksiyon f = h+4g olsun
(VzeD, |w(z)|<1). F=h—g fonksiyonuID’den CHD tzerine analitik yalinkat
bir donisim ise <= f = h+g fonksiyonu da D dizerinden CHD Jizerine bir

yalinkat donigimdir (Clunie ve Sheil-Small, 1984).

Kesme teknigini hatirlayalim. Bir F' yalinkat analitik fonksiyonu D’yi CHD bol-
gesine resmetsin ve Vz € D i¢in

|w(z)| <1 olacak gekilde bir w dilatasyonu verilsin. Bu durumda, F' fonksiyonunu
F = h— g seklinde ve w dilatasyonunu da w = h' /¢’ olarak yazip, h ve ¢’yi ¢ozerek,
bir f = h+7g yalinkat harmonik fonksiyonu inga edebiliriz.

Analitik fonksiyonumuz F(z) = z — 322 = h(z) — g(z) olsun. Burada F fonksiyonu
0D bolgesini CHD olan tek uglu bir epycycloide resmeder.

w(z) =¢'(z)/h (2) = z olarak segelim. Bu gekilde kesme teknigini uygulayabiliriz.

h ve g coziilerek,
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W (2)—g(2)=1—2=h(2)—2h'(2)=1—2
=h(z)=1
= h(z) ==z
§'(2) = zh/(2) = z oldugundan, g(z) = %22 olarak elde edilir. Bu arada h ve g'nin
normalize olduguna dikkat edelim; h(0) =0 ve ¢g(0) = 0 dir. Boylece harmonik
yalinkat fonksiyonu

F(z) = h(z)+9(z) = 2+ ;z? € 59

olarak, F(z) = z+ 372 € S analitik yalinkat fonksiyonu ve w(z) = z dilatasyonu
yardimiyla tespit etmis oluruz.

F = h— g yatay yonli bir analitik yalinkat fonksiyon olsun. Bu durumda harmonik
kesme,

f=h+g=h—g+g+g=h—g+2R{g}

seklinde olur (Dorff, 1999). Harmonik kesmenin analitik fonksiyondan farki, reel
bir fonksiyonun eklenmis olmasidir. Geometrik olarak, F' yalinkat analitik fonk-
siyonu tarafindan belirlenen, yatay yonli konveks bir F(D) imajini aldigimizi
ve bunu yatay yonde cizikler halinde kestigimizi, sonra da f harmonik yalinkat
fonksiyonu ile 6telemeye ve bityiitme /kiigiiltme geklinde dontigiime ugradigini dii-

stinelim (Sekil 32). f(D) imaji da yatay yonde konvekstir (Greiner, 2004).
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=N
bl

yatay seritler halinde

A

b
keser biitiin yatay geritler

hiraraya getirilir
her bir gerit yatay olarak
yeniden boyutlandinhr

Sekil 32: Kesme teknigi
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Ornek 4.7. f = h+7 fonksiyonu h(z) — g(z) = z ve w(z) = z seklinde olsun.

fe Sg olmasu i¢in h ve g’yi hesaplayalim ve f(D) gérintisini ComplexTool

kullanarak elde edelim.

hz)—g(z)=2=h(2)—¢(2) =1 ve w(z) = g(2) =z=¢'(2) =1 (2)z olur.

Yerine yazarsak,

R(2) =zl (2)=1=h'(2) =

=4 (2) =

1—2

1—2

buradan da h(z) =

—log(1—2z)

ve g(z) = —z —log(1 —z) bulunur.

h(0) =0 ve g(0) =0 oldugundan her iki fonksiyon da normalizedir. Bu sartlar:

saglayan harmonik yalinkat fonksiyon,

f(z)=—log(l—2)—z—log(l—2)

ve analitik fonksiyon da,

F(z

olarak bulunur.

Bu fonksiyonlar: ComplexTool ’da yerlestirirsek,

)= —logt==2) + 2+ loglt==2) = 2

a) f(z)=—log(l—2z2)—2z—log(1l—Zz) harmonik yalinkat fonksiyonun grafigi,

Sekil 33: f(z) =

| (8 Crossed [ Boed aves [Function Help - | (8 Crossed ) Bowed s
B [rzaxiam [ =] petautt visws | [Pre_defined functions w |[[t.80811 [1-2,21 % [-2,21 [= ][ petauit view
_f(z)z -log{l-zi-conj(z)-log({l-conj(z)) ‘-
g
| Graph || clearall || clearrange || Snapto 0+ 00
|cirsular grid lw [ sketeh
Centar +0 i
Intarior pircles '9— Rave 16
o E T jo.o = ragis s [0.393
[ ] ary @ [ ] vary rading
) 1o zom: @) Canterzoam at cumsor
o . D:E :g:g:z::;muh - ® Cen(arzvor; :ldafaul( ) — .|
I curs T e : i FLO03E cumer EIETGED
S atrleeliol 1o raset santer

—log(1—2z)—z—log(1l — z) harmonik yalinkat fonksiyonu
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b) F(2) =z analitik yalinkat fonksiyonunun grafigi ise,

{Function Help !v‘ (@ Crossed | ) Bowed axes
|Pre—set functions |vl 2 2,21 x [-2,21 B || Detault Domain
ha= ]z

.

S ——
| Graph Clear Interior circles: F‘

5 h-g Rays: (16
kg # points percirele: 160
Quterradive: 1.0 # paints pariay: 50
=6 =
B 18 Cantar zoom 4t cutsor
LT Riclick arsph
ez e () Center zoom at default 1_2—
S D slider
= i (B0 o ) T E
(8 Crossed [} Baxed axes (8 Crossed () Howed axes
14 [l-2,21x 1-2,21 | » || Defauit Domain ||f1.541811-2,21 % [-2,21 |+ || Detault Domsin |

s
e
e

e

s
h-g fiz) (25
b
[z EFLH]
2 cursar i LIRLE oursor: PEEET

Sekil 34: F(z) = z analitik yalinkat fonksiyonu

olarak elde edilir.
Teorem 4.6 ispatlamak icin agagidaki lemma kullanilacak;

Yardimci Teorem 4.8. 2 C C bir CHD bélgest, p ise £ bolgesinde reel degerli
ve surekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda,

U(w) =w+ p(w) donisimi Q’da (1-1) ise <= V¥ lokal olarak (1-1) dir.

Eger U, (1-1) = gorintisi de bir CHD bolgesidir.

Kanit. (=) Trivialdir.
(<) ¥(w) =w+ p(w) dontgiiminin (1-1) olmadigini kabul edelim. Bu du-
rumda, W(w;) = ¥(ws) olacak sekilde birbirinden farkl wy = w; +ivy,we = ug +

1wy € () noktalar1 vardir. p reel degerli oldugundan,

olur. Benzer geklilde, Sm(¥(ws)) = vy dir. ¥(w;) = ¥(w2) oldugundan, ispat igin
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v1 = v2 oldugunu gostermeliyiz. v1 = v9 = k € R sabit alalim. Simdi,
O(u) =u+p(u+ik)
seklinde bir @ : Q@ € R — R déniigiimii tammlayalhm. ¥ (1-1) olmadig: igini,
D(uy) =uy + plu; + k) = Re{¥(w1)} = Re{V(wa)} = uz+ p(ug + k) = ®(u2)

Bundan dolayi, ® kesinlikle bir monoton fonksiyon degildir. ug noktasi, ® de-
gisimlerindeki monotonluklara ait bir nokta olsun. ®, R’ye resmedildiginden, ug
komgulugunda lokal olarak (1-1) olamaz. Bundan dolay1 ® (1-1) degildir ve boy-
lece 1 de lokal (1-1) degildir. Geometrik olarak ¥, yatay yonde bir (kesme) olarak
davranacagindan, goriintiisit de CHD dir (Greiner, 2004; Hengartner ve Schober,

1970). O
Teorem 4.6’in ispati;

Kamit. (=)
f = h+7g fonksiyonu (1-1) ve Q@ = f(ID) CHD olsun. Bu arada,
f=h—g+g+3=h—g+2Re{g} oldugunu unutmayalim.

(h—g)o f~H(w) = (f = 2Re{g}) o fH(w) = w—2Re{g(f ! (w))} = w+p(w)

p reel degerli ve strekli olmak iizere, (2 tizerinde taniml olsun. f lokal (1-1) oldu-
gundan, |¢'| < |V| <= ¢/'(2) # 1/ (z), Vz e D. Bundan dolay1 h— g, D {izerinde
lokal (1-1) dir ve boylece w — w+ p(w) de Q tizerinde lokal (1-1) fonksiyonla-
rin bir kompozisyonu olarak, (1-1) lokaldir. 4.8 numarali yardimc: teoremden,

w — w+p(w) yalinkattir ve goriintiisit de CHD dir. O halde

(h—9)(z) = [w+p(w)]o f(2)

fonksiyonu da, yalinkat fonksiyonlarin bir kompozisyonu oldugundan yalinkattir
ve gortinttisit CHD dir (Sekil 35).
(<) Simdi, D tizerinde Q = f(ID) CHD olacak sekilde F' = h — g yalinkat alalim.
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Q

S
e
/ + p(w)

Sekil 35: (h—g)(z) = [w+p(w)]o f(z) yalinkat fonksiyonunun yatay konveksligi

Bu durumda f = F' 4 2Re{g} ve

FEH (w)) = w+2Re{g(F ' (w))}

=w+q(w)

lokal (1-1) fonksiyonlarm bir kompozisyonu oldugundan €2 iizerinde lokal (1-1)
dir (Sekil 36). Yardimei teorem 4.8 sebebiyle fo F'~! de Q iizerinde yalinkattir
ve goriintiisit de CHD dir (Hengartner ve Schober, 1970).

D e (19
NP Y

D F1

f / +q(w)
(I
ay

Sekil 36: fo F'~! yalinkat fonksiyonunun yatay konveksligi
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5 ANALITIK KISMI q-KONVEKS OLAN
FONKSIYONLARIN HARMONIK
TASVIRLERI

q-Calculus

Bu kisimda g-calculus kavramini ele alacagiz. Sabit bir ¢ € (0,1) ve bir B C C
alt kiimesi alalim. Eger z € B oldugunda ¢z € B ise, B alt kiimesine geometrik

kiime adi verilir ve gz € B olmak tzere tiim {z¢" }§° geometrik dizilerini igerir.

lg| # 1 olmak tizere, B geometrik kiimesinde reel yada kompleks degerli bir f
fonksiyonu tanimli olsun. Q-difference operatorii su sekilde tanimlanmigtir

(Kac ve Pokman, 2001);
Dyf() =1 emy (o) ()

g-difference operatori (4) 0 € B oldugu takdirde Jackson difference operatorii

olarak da bilinir ve |¢| < 1 olmak tizere sifir noktasinda tanimh olan g-tiirev

w’ 2 eB\ {0} (5)

z’ye bagh olmaksizin limitin varhigini saglar. Ayrica sifir noktasinda g-tiirev
Dy f(0) = Dy-1£(0) (6)

seklinde tanimhidir.
g-difference operatoriine ait bu hipotez altinda, agagidaki kurallar (Andrews,

1974; Kac ve Pokman, 2001) gecerlidir;
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1) Fonksiyon f(z) = z" bi¢iminde ise,

1—
Dyf(2) = Dyz" = 7 -1

2) f(z) ve gz q-geometrik B C C kiimesi tizerinde tanimh olsun dyle ki, Vz € B

icin f ve g fonksiyonlarinin g-tiirevleri bulunsun. Bu durumda,

(i) a ve b reel yada kompleks sabitler olmak tizere,

Dqy(af(z) £bg(2)) = aDy f(2) £bDqg(2)

(i) Dq(f(2).9(2)) = g(2)-Dyf(2) + f(q2) Deg(2)

f(2)\  9(2)Dyf(2) = f(q2)Dyg(2)
Dq( ) (=902)
(2) = f(qz)Dqg(z)
9(2).9(qz) ’

(iv) Tersine olarak Jackson tarafindan ortaya konulan g-integral

9
9(g2) Dy f

9(2).9(qz) #0

10t =1-0) 3 )

serinin yakinsakligini saglar (Andrews, 1974; Kac ve Pokman, 2001). Asa-

gidaki teorem, calculusun esas teoremi ile benzerlik tagir.

Teorem 5.1. Sifir noktasinda q-regular olan bir f fonksiyonu, sifirin da
bulundugu q-geometrik bir B kiimesinde tanimly olsun. ¢ sabit noktas: B

kiimesine ait olmak tzere,

= [ 1©dit. (=B

tamimlandigr takdirde, F' de sifir noktasinda q-regulardir ve z € B icin

D, F(z) mevcuttur. Aym zamanda
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olmaktadir (Andrews, 1974; Kac ve Pokman, 2001).

Tersine: a ve b noktalar B kiimesine ait oldugu takdirde,

b
[ Da(©dy¢ = 1)~ f(a)
esitligi gecerlidir.
3) qg-differensiyel d, f(z) = f(2) — f(gz) seklinde tanimh oldugundan,

def(z) _ f(2) = f(q2)

D = = =d =
af(2) dgz (1—q)z af(2) (1—¢q)z 0z
4) Cok degerli ve siirekli bir f(z1,22,...,2j,...,2,) reel fonksiyonunun z; degeri
i¢in kismi g-tiirevi su sekilde tanimlanir;
o J(@) —eqif (2)
[Dq,xif(f)]mizo = xlllino Dq,xif(f)'
Burada ¢4 4, f(Z) = f(x1,22,...,%i—1,qTi, Tit1,. .., Tp) esitligi sozkonusudur ve
ak
q

operatori yerine D,’: kullanacagiz.
Dgak T

D agik birim gemberde regular olan ¢(z) fonksiyonlarimin ailesi 2 olsun ve
Vz €D igin |¢(z)] <1 ve ¢(0) =0 kogullar1 gergeklensin. Agik birim gemberde

regular olan p(z) = 14 p1z+p2z2+... formunda olan ve

1
I—q

1
‘p(z) <17_q> €D, ¢€(0,1)

esitsizligini saglayan fonksiyonlar ailesini de P(q) ile gosterelim.
D birim ¢emberinde regular olan ve f(0) =0, f’(0) =1 sartlarim saglayan f
fonksiyonlar ailesi A olsun. Eger f(z), p(z) € P(q) olmak iizere,

Dy(Dyf(2))

Dof(z) P#) 2€D

kogulunu sagliyorsa, f(z) A'nin bir elemanidir ve bu durumda f(z)’ye g-konveks

fonksiyon denir. Bu tiir fonksiyonlarin sinifi C; ile gosterilir.
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1+2
1—gqz

Teorem 5.2. (Polatoglu ve Yemisci, 2016) p(z) € P(q) < p(z) <
Kamit. p(z), P(q) smifinin bir eleman olsun. Bu durumda,

1 1 1
1-— m m

L

olmak tizere,

fonksiyonunun modiilii D birim ¢emberinde en fazla birdir. Boylece,

o =) _ (%pw 1)~ (* 1)
O TIT6 1= (1) () :

oldugundan ¢(0) =0, |¢(z)| < 1 dir. Bundan dolay1 Schwarz lemmasi uyarinca

6(2)] < |2| (9)

oldugundan, 8 ve 9 gozoniine alinarak,

1+ ¢(2)

p(z) = (10)
1-(1- 1) ¢(2)
Boylece 8 esitligi
(2) < 1+2
z
b 1—gqz

sonucunu dogurur.

Tersine, p(z) fonksiyonu D bolgesinde analitik ve p(0) =1 kogulunu gergeklemek

uzere
1+2
p(2)<1_qz
oldugu takdirde,
142 1+ ¢(2) Lm oy 6(2)
2) X —— =>p(z) = =pz) —m=m—"r———.
R e e s Rl FREe
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Ote yandan Lo o)
= z
<1+1;,Z” (z))
fonksiyonu birim ¢emberi kendi iizerine gonderdiginden

=m 4 g(2)

1+1_ngb(z) <M

p(z)—m| = \m

olur ve bu da p(z) € P(¢q) demektir. O

Yardimci: Teorem 5.3 (Jack’s Lemma). (Polatoglu ve Yemisci, 2016) ¢(z), D
agik birim ¢emberinde ¢(0) =0 ve Vz € D i¢in |p(2)| < 1 olacak sekilde regular
olsun. Eger |p(2)| maksimum degerini |z| =r ¢emberi tizerindeki bir zo noktasinda

alworsa, bu durumda m > 1 reel say olmak tizere,

200’ (2) = mo(zo)
esitligi gecerlidir.

Son olarak fi(z) ve fa(z), A kiimesinin elemanlar1 olsun. Eger
fi1(2) = fa(¢(z)) olacak sekilde bir ¢(z) € 2 fonksiyonu varsa fi(z) < fa(2) sek-
linde gosterilir. f1(z) < f2(2) olmasi igin gerek ve yeter kogul
f1(0) = f2(0) olmas1 ve f1(D) C fa(D) olmasi halinde

i) € fo(Dyr), Dy = {2 | |z[ <7, 0<r <1}

olmasidir (Dorff, 1999; Goodman, 1983).
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6 ARASTIRMA BULGULARI VE
TARTISMA

Calismanin bu boliimiinde analitik kismi g-konveks olan harmonik fonksiyonlarin
ve dilatasyonlarinin, g-difference ve g-tiirev operatorleri altindaki davraniglarini

saptayarak,

olmak tizere, g-harmonik tasvirlerin,

SHC(q) = {f = h(z)+9(2)

wq(z) = < by , h(z) ey, qe(O,l)}.

seklindeki alt sinifin1 arastiracagiz

Yardimc: Teorem 6.1 (q-Jack’ Lemma). (Polatoglu ve Yemisci, 2016) ¢(z)
D’de analitik ve ¢(0) =0 olsun. Bu durumda |¢(z)| maksimum degerini |z| =r
cemberindeki bir zg noktasinda alur ve m > 1 reel sayr olmak tzere z2oDy¢(z0) =

mao(zo) esitligi sozkonusudur.

Kanit. g-difference operatorii ve Jack Lemmasimi (5.3) kullandigimiz takdirde,

Dyo(z) = ¢(2 — f)(gz) = ¢(zi — fo(zo) . qz=2

elde ederiz. Eger z — 2y olacak sekilde limit alirsak,

. . o(z) — 020
T, Dyoz) = Dyoz0) = iy P g1z
oldugu gortilir ve boylece
200’ (20) = m@(20) = 20Dg(20)
elde ederiz. O

Teorem 6.2. (Polatoglu ve Yemisci, 2016) D birim ¢emberinde regular bir fonk-

20



styon f(z) olsun. Bu durumda,

Dy(log £(2)) = Df{())

Kanat. g-difference operatorii tanimindan yola ¢ikarak,

_log f(z) —log f(gqz) _
zZ—qz

Dq(log f(2))

qu<z>>i

log <1+h B

bulunur ve h — 0 i¢in limit alinirsa

Dq(log f(2)) =

elde edilir.

Teorem 6.3. (Polatoglu ve Yemisci, 2016) f(z) € Cy olsun. Bu takdirde,

qu(z) 1
THe) C1-g

Kamit. Agagidaki gibi bir ¢(z) fonksiyonu tanimlayalim,

) T 1-qe(2)

2 3 1-¢* 5 1-¢ 4
f(z)=z+axz*+asz"+... ve quf(z):z—i—agl z +a31 224 ...
—q —q
oldugundan ¢(z) analitik ve iyi tanimhdir.
D 1
DdB) — 6(0)=0

J@ T 1=ae(0)

Her z € D i¢in |¢(2)| < 1 oldugunu gostermemiz gerekiyor. Tersini varsayarsak, bu

durumda |¢(z29)| = 1 olacak sekilde bir zp € D vardir. Cy simifinin tanimi geregince,

o1



teorem (5.2) ve altsiralama prensibini kullarak,

(1+q)r

ST qE(Oal)}

Dq(qu(z))> 14 ¢%r?

1 _
< T4z Dy f(2) 1—q%r2

Ar = {f(Z) | F(2) € Cy,

yazabiliriz.
Diger taraftan, g-derivative tanimini, teorem (6.2)’i ve tanimladigimiz 11 numaral

esitligi kullanarak, gerekli iglemler yapildiktan sonra,

1+quq(qu(Z)) —q- (1_ 1 >+10gq_1 ) 2Dqg¢(2) 4 (1_q10gq_1> (13)

Dyf(z) q9(2) 1—q 1—q¢(2)

elde ederiz. 13 esitliginde (6.1) numaral lemmay1 (q-jacks lemma) kullanarak,

S T R

egitligine ulagiriz, ancak bu esitlik 12 numarali ifadenin kargit tersidir. Bundan

dolay1 her z € D i¢in |¢(z)| < 1 dir. O

Teorem 6.4. (Polatoglu ve Yemisci, 2016) f(z) € Cy olsun. Bu takdirde,

1—q 1—q

T logg~1 T logg—1
< < 14
(i)™ <= (1) (14
Kanat. Teorem (6.3) kullanildigy takdirde, zDJ‘Z{Z()Z ) < 1jq -~ oldugundan ve w =

1
1—qz

dontigtimii |z| = r gemberini C(r) = ﬁ merkezli, p(r) = 1_‘;77;72 yarigapli

1
bir disk iizerine resmedecektir. Bundan dolay1

qr

D, f(2) 1
_ 15
F 1) - ST (15)
yazabiliriz. 15 numarali bu egitsizlik asagidaki formda ifade edilebilir,
1 D 1
< ez 20/ 2 (16)
1+gqr f(2) 1—gqr

Diger taraftan ¢g-kismi differensiyel (g-partial differential) kurali kullanilarak

Dof(@) _ . Oyo0 402 (17)

Rez ) 2,
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elde edilir. 16 ve 17 birlikte gozoniine alinarak,

1
r(1+qr)

1

=0 o

< Tiog| ()| <

yazabiliriz. Eger 18 ifadesinin her iki tarafinin da g-integralini alirsak 14’1 elde

etmis oluruz.

[
Teorem 6.5. (Polatoglu ve Yemisci, 2016) f(z) € Cy olsun. Bu takdirde,
e B
(I+qr) @leeat <|Dyf(z)] < (1—gqr) atosa (19)

2.2
Kanat. ( L ) dontigiimii, |z| =7 gemberini C(r) = GJ_FZQZQ,O> merkezli ve p(r) =

1—qz
1(152732; yarigapl bir disk tizerine resmedeceginden ve f(z) € C; oldugundan, alt-

siralama prensibini kullanirsak, bu durumda

Dy(Dyf(2)\ 1+¢*?| _ (1+q)r
1 - - 20
K +az Dy f(2) 1—g2%r2| — 1—g%r2 (20)
esitsizligini elde ederiz. Bu egitsizlik asagidaki gibi bir formda yazilabilir,
14q 1 04 1+4q 1
——— . — < log|D < . : 21
o < gDy f() < (21)

Burada, 21 ifadesinin her iki tarafinin da g-integralini alarak 19’yi elde ederiz.

O

SHC(q) Uzerine Bazi Uyarilar

f=h(z)+g(z) = h(z)=2+a2® +azz®> +..., g(2) =brz+by2? +b3z3+... ol-

dugundan,
1—¢? 1—¢3 1—¢? 1—¢3
Dyh(z) =1+ay - z+as - 224, Dyg(2)=b1+bs - 2+0b3 - 2.
elde edilir ve boylece, ¢ — 1 igin
' / q'(2)
Dyh(z) =h'(2), Dgg(z) =g (2), we(z)=w(z)= W 02)

23



olmak tizere,
J5, = Dgh(2)]* = [Dyg(2)]* = Jy(2) = [W' (2)]> = |4 (=)

elde edilir.
Teorem 6.6. f=h(z)+g(z), SHC(q) nun bir eleman ise, bu durumda

g(2) 1+2
b .
h(z) =0 —qz

Kamit. Fonksiyonu su sekilde belirleyelim,

b, 1+¢(2)
h(z) 1—qo(2)

(22)

oyle ki ¢(z) analitik ve

9(2)

. 1+¢(0)
h(z) B b

=0 T —gg(0)

= ¢(0)=0

olsun. Vz € D igin |¢(2)| < 1 oldugunu goéstermemiz gerekiyor.

142 _ - .
o transformasyonu |z| = r ¢emberini, a; = Reby,

2 2
ay = Reby olmak iizere p(r) = 'bﬂ;i;f}” yarigaph ve C(r) = (oc;i;;) , affq;fg))

Diger taraftan, w(z) = by

merkezli bir gember tizerine tasvir eder. Subordination (altsiralama) prensibini

ve SHC(q) smif tamimim kullanarak,

Dyg(2) | |Dgg(2)  bi(1+gr®)| _ |ba](1—g)r
D,) =<¢ -1 Lt 1 2
yazabiliriz.
22 egitliginde g-derivative alirsak,
Dyg(s) _, 140() ,  (1+0)zDydlz)  h(2) 21
Dgh(z)  "1—=9¢(gz)  (1—qd(2))(1—qd(qz)) 2Dgh(z)
elde ederiz. Teorem 6.3 ve altsiralama prensibini kullanilarak,

Deh(z) ~ '1—qé(qz)  (1—qo(g2))

o4



buluruz.
Simdi, |¢(z0)| =1 olacak sekilde bir zg € D, noktasinin varligini kabul edelim.

g-Jack’s Lemma (6.1) kullamlarak,

Dqg(z0) _ (, 1+¢lazn) , A+gmd(z0)) ,
Dyh(z0) (bl T g0(gz0) | (1—qo(gz0)) ) # wa(Dr).

buluruz ki, bu da 23 ifadesinin karsit tersidir. Bundan dolay1 Vz € igin |¢(z)| < 1

dir ve bdoylece,

g(2) 142
b
h(z) =0 —qz

elde etmis oluruz. O
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7 SONUC VE ONERILER

Analitik kismi ¢-konveks olan harmonik fonksiyonlar hakkinda yaptigimiz bu ca-
higma sonunda ulagilan sonuglardan biri, SHC(q) smifindan olan bir harmonik
fonksiyonun co-analitik kisminina ait g(z) fonksiyonu ile ilgilidir. Altsiralama
prensibini uygulayarak, analitik h(z) fonksiyonunun da yardimiyla co-analitik
g(z) fonksiyonunun nasil bir aralikta bulundugu r’ye ve b; katsayisina bagh olarak
anlagilabilir. Bu da co-analitik kismin g-tiirevinin sikigtigi araligin tespit edilme-

sini saglar.

Sonug 7.1. f = h(2)+g(2), SHC(q) sumafiman bir elemans olsun. Bu durumda,

. — S Ea 147 _ =
1 2logqa=1 < |D < 1— 2logq—1
Il () (1 ar) P < D902 < il (1) (1 ar) 7
Kanat. ;‘718 < by quzz oldugundan alt siralama prensibi kullanilarak,
o(z) b+ bl +ayr  Pal(=r) _[g(z)| _ ul(i+0)
h(z) 1 —g2r2 1 — q2r? I+qr —|h(z)| T 1—gr
[b1](1—7) [b1l(1+7)
= |h(z)| ——= < <|h(z)| ————=.
()] <l < ) P
Bu adimda teorem 6.4 kullanilarak,
1—q 1—q
bi|(1—r r logg—1 b1|(1+7r r logg—T
14qr 14qr 1—gqr 1—qr
elde edilir.
Benzer sekilde,
b1 =) _ | Dag(z)]| _ a1 47)
14+qr ~ |Dgh(z)| =~ 1—gr
oldugundan,
il () 1 ar) T < Dyg(2) < | () (1 gy
2l Sy qr < Do) <ol | T qr
buluruz. [
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Bir diger sonug ise analitik kismi g-konveks olan harmonik fonksiyonun, analitik
ve co-analitik kisimlarimin g-tiirevlerine bagh Jacobien’inin bulundugu aralig:,

yaricap ve by katsayisi yardimiyla asagidaki gibi tespit etmektir.

Sonug 7.2. SHC(q) sunifinan bir elemany f = h+ g olsun. Bu durumda,

Fy(q.ba].r) = (1 — qr)” T [+ D+ (g =101 D[+ [ba]) = (g + [ou)r]

(1+qr)?
Fy(g,bal.r) = (1+ gr)” s (0 Ibll)—(q+\bz\1)i][q(:;!bll)+(\bll —a)]
olmak 1izere,
FQ(Qa|b1|7T)§|qu(z)|§F1(Q7|bl|7r)' (26)
Kanat.
J1,(2) = [Dgh(2) 2 = | Dag(2)* = [Dgh(2) . (1 [wy(2)]?),

|b1l(1 =)
14qr

|b1[(1+7)

< <
ug(2) < P =

oldugundan 26 elde edilir.
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