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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

BAOUENDI-GRUSHIN OPERATORUNE iLiSKILENDIRILMIS
LINEER OLMAYAN SINGULER PARABOLIK DENKLEMLER

Erkan GURSU

istanbul Ticaret Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Danisman: Prof. Dr. ismail KOMBE
2019, 33 sayfa

Bu tezin amaci Baouendi-Grushin vektor alanlariyla iliskilendirilmis olan

asagidaki dogrusal olmayan kismi diferansiyel denklemin

?TI: =Yy (a(z)|vyu|"‘2vyu) +V(@uP™t ax(0,T)
u(z,t) =ue(z) >0 90 x (0,T)
u(zt) =0 20 x (0,T)

pozitif ¢coziiminiin hangi sartlarda mevcut olmadiginin arastirilmasidir. Burada
Q R%** jcin Carnot Carathedory metrik yuvari, a(z)€ L},.(Q) pozitif fonksiyon ve

V € L}, .(Q)dir.

Hardy esitsizlikleri singiiler(tekil) potansiyel iceren, dogrusal ya da dogrusal
olmayan kismi diferansiyel denklemlerde pozitif ¢oziimin varhig ya da
yoklugunu gostermede 6nemli bir rol oynamaktadir. Bu tezde Baouendi-Grushin
vektor alanlariyla iliskilendirilmis baz1 Hardy tipi esitsizlikler de ¢alisilmis ve

problemlerde uygulamasi gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Bouendi- Grushin vektor alani, dogrusal olmayan parabolik

denklem, Hardy esitsizligi, pozitif ¢6ziimiin yoklugu.
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ABSTRACT

M.Sc. Thesis

NONLINEAR SINGULAR PARABOLIC EQUATIONS ASSOCIATED
WITH BAOUENDI-GRUSHIN OPERATOR

Erkan GURSU

istanbul Commerce University
Graduate School of Applied and Natural Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. ismail KOMBE
2019, 33 pages

The purpose of this thesis is to investigate the conditions under which the
positive solution of the following nonlinear partial differential equation

associated with the Bouendi-Grushin vector fields not avaiable.

?TI: =V (a(z)|vyu|”‘2vyu) +V(@uP™t ax(0,T)
u(z,t) =ue(z) >0 90 x (0,T)
u(zt) =0 a0 x (0,T)

where Q Carnot Carathedory metric space, a(z)€ L1,.(Q) positive function and

V€ L, ().

Hardy inequalities involving singular potential play an important role in linear or
nonlinear partial differential equations. In this thesis, some Hardy type
inequalities related to Baouendi-Grushin vector fields have also been studied and

their application has been shown.

Keywords: Bouendi-Grushin vector field, Hardy inequality, nonexistence of a

positive solution, nonlinear parabolic equation.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

R® n boyutlu Oklid uzay1

% Oklid uzayinda tanimh gradyan vektor

A Oklid uzayinda Laplace operator

D(a, &) Oklid uzayinda a merkezli ¢ yarigapl agik yuvar

LP(Q) Qbélgesindeki p.kuvvetten integrallenebilen fonksiyonlarin ailesi

Llfo -(Q) Q bolgesindeki p-yerel integrallenebilen fonksiyonlarin sinifi

WEP  Sobolev uzay1

C¥(Q) Qbolgesinde, k.mertebeden siirekli tiirevlenebilir kompakt destege
sahip fonksiyonlarin sinifi

z Baouendi Grushin operatoriinde bir nokta

X;,Y; Baouendi Grushin operatoriinde vektor alanlari

v, Baouendi Grushin operatoriinde gradyant vektor

A, Baouendi Grushin operatoriinde laplace operator

Q Baouendi Grushin operatoriinde homojen boyut

p Baouendi Grushin operatoriinde dogal norm fonksiyonu



1. GIRIS

Bircok fiziksel, kimyasal ve biyolojik olaylarin matematiksel olarak
modellenmesinde kismi diferansiyel denklem kullanilir. Genel olarak bir kismi
diferansiyel denklem; birden fazla bagimsiz degisken, bir tane bagiml degisken
ile bagimh degiskenin bagimsiz degiskene gore kismi tiirevlerini iceren

denklemdir.

iki degiskenli bir u=u(xy) fonksiyonunun x ve y degiskenlerine gére kismi
tiirevleri asagidaki limitler mevcut olmak sartiyla,

_ a_u — lim u(x+a,y)—u(x,y)

X7 8x T 450 a !

Ju . ulx,y+b)—u(xy)

U, = — = lim————"-=
y ax b—-0 b

seklinde tanimlanir.

iki degiskenli bir u=u(x, y) fonksiyonu i¢in en genel haliyle kismi diferansiyel
denklem kapali formda
H=(X, y, U, Uy, Uy, Uyy Uyy, Uyy)=0

seklinde yazilir.

Bir kismi diferansiyel denklemin mertebesi, denklemdeki en yiiksek mertebeli
kismi tiirevin mertebesine denir. Bir kismi diferansiyel denklem, bagimh
degiskene ve denklemdeki kismi tiirevlerine gére birinci dereceden ise lineerdir.
Aksi halde lineer degildir. Bir kismi diferansiyel denklemin genel ¢6ziimi
denklemin mertebesi kadar keyfi fonksiyon ihtiva eden ve denklemi saglayan

ylizey aileleridir.

Kismi diferansiyel denklemler; parabolik, eliptik ve hiperbolik olmak tizere 3

kisimda siniflandirilir.

Tanmm 1.1: Bagimsiz degiskenleri x,y ve bagimh degiskeni u olan ikinci
mertebeden lineer kismi tiirevli denklemlerin en genel hali
AUy, +Buy, +Cuyy +Duy +Euy +Fuy, + 6 =0 (1.1)

seklinde verilir.



Eger A, B, C sayilar1 icin

i) B2 —4AC =0ise (1.1) denklemine parabolik denklem ,

ii) B2 — 4AC < Oise (1.1) denklemine eliptik denklem,

iii) B2 —4AC > O ise (1.1) denklemine hiperbolik denklem denir.

Bazi 6nemli ikinci mertebeden iki degiskenli kismu tiirevli denklem 6rnekleri

Uyx4+Uyy = 0 (Laplace Denklemi) (1.2)
Up=K Uy (Is1 Denklemi) (1.3)
Uge=c?Uy,  (Dalga Denklemi) (1.4)

Bagimsiz degiskenler x;, x,, x3,.., X, ,bagimsiz degiskenleri iceren bagimh
degisken u, bagiml degiskenin bagimsiz degiskenlerine gore kismi tiirevlerini
iceren bir kismi diferansiyel denklem kapali formda en genel haliyle

G = (xq,X2,..-Xp, U, Uneys Uy o Uy g ..)=0

seklinde yazilir. Burada Uy Ui o Uy e U fonksiyonunun sonlu sayidaki kismi

tirevlerini ifade etmektedir.

(1.2), (1.3), (1.4) denklemlerinin n degisken iceren halleri asagidaki gibi verilir.
Uy, x4+ Uxyx, T 00+ Uy, = Au =0 (Laplace Denklemi)
u=Au (Is1 Denklemi)

U =Au (Dalga Denklemi)

Parabolik tipten ve dogrusal olan kismi tiirevli denklemlerin en bilinen hali
u=Au

seklinde verilen 1s1 denklemidir.

Bu tezde yogun olarak parabolik tipten fakat dogrusal olmayan denklemler
tizerinde calisilacaktir. Tezin son kisminda ise dogrusal olmayan eliptik kismi

tliirevli denklemin uygulamasina yer verilecektir.

Dogrusal olmayan fakat parabolik tipten olan diflizyon denkleminin en bilinen

hali



uy = Au™

seklindedir. Bu denklem asagidaki denklemleri de icermektedir.
i) m=1 ise denklem dogrusal 1s1 denklemidir.

ii) m> 1 ise denklem yavas diflizyon denklemidir.

iii) 0<m< 1 ise denklem hizh difiizyon denklemidir.

iv) m< 0 ise denklem siiper hizli difiizyon denklemidir.

Bu denklemin uygulama alanlarina o6rnek olarak, gaz kinetigi, popiilasyon

dinamikleri verilebilir.

Bir diger 6nemli dogrusal olmayan parabolik tipten denklem ise
uy = div(|VulP~2Vuw), 1<p<n

seklinde tanimlanan p-Laplace denklemidir.

Yukarida verilen difiizyon denklemlerinin en temel karakteristik ozelligi;

baslangi¢ kosulu pozitif ise diger ¢oztimleri de pozitiftir.



2. LITERATUR OZETI

Bu béliimde Oklid uzayinda ve Baouendi-Grushin operatérlerinde tezin ana

problemine ait 6nceki calismalar literatiir 6zeti olarak aciklanmaya ¢alisiimistir.

Baras ve Goldstein (1984), Oklid uzayinda ters kare potansiyeline sahip asagidaki

denklemin pozitif ¢6ziimiiniin olmadigini gosterdiler.

==+t u (2.1)

Garcia ve Peral (1998), (2.1) denklemini Oklid uzayinda asagidaki sekilde

genisletti ve denklemin pozitif ¢6ziimii olmadigini gosterdiler.

ou c
—=A
ot pu + |x|P

p—-1
- u

Cabré ve Martel (1999), daha genel pozitif potansiyeller iceren asagidaki

denklemi ¢alistilar ve denklemin pozitif ¢c6ziimiiniin olmadigini gosterdiler.
2 = Au+ V(x)u (2.2)

Goldstein ve Kombe (2003), (2.2) denklemini dogrusal olmayan problemlere

asagidaki sekilde genislettiler ve denklemin pozitif ¢6ziimiiniin olmadigini

gosterdiler.
Z—ltl = div(Vu™) + V(x)u™ (2.3)

Goldstein ve Kémbe (2003), (2.3) denklemini asagidaki sekilde genislettiler ve

denklemin pozitif ¢6ziimiiniin olmadigini gésterdiler.

2 = div(|Vu[P2Va) + V (uP ! (2.4)

Koémbe (2004), (2.4) problemini asagidaki sekilde genisletti ve denklemin pozitif

¢oziimiiniin olmadigini gosterdi.

2 = div(|VulP2Vu u™ ) + V (umr 2 (2.5)



Kémbe vd. (2005), (2.3), (2.4), (2,5) problemlerini asagidaki sekilde genislettiler

ve denklemlerin pozitif ¢dziimiiniin olmadigini goésterdiler.
= div(|x|72*Vu™) + V (x)u™

ou
at
] . _ - -
a—? = div(|x|"2*|Vu[P~2Vu) + V(x)uP!

Baouendi-Grushin operatorlerinde ¢alisilan ana probleme ait ilk ¢calisma Kémbe
(2006) tarafindan yapildi. Kdmbe bu ¢alismada asagidaki iki denklemi inceledi ve

bu denklemlerin pozitif ¢éziimiiniin olmadigini gosterdi.
ou

%=V (Vyu™) + V(2)u™ (2.6)
& =9, (|9u]" V) + V(ur? 2.7)

Kombe (2013), (2.6) ve (2.7) ayni anda iceren asagidaki denklemi inceledi ve bu

denklemin pozitif ¢6ztimiiniin olmadigini gosterdi.

u

= = div, (v, ul w10 + V(@ur (2.8)

Han ve Guo (2015), (2.8) problemini asagidaki sekilde genislettiler ve bu

denklemin pozitif ¢6ziimiiniin olmadigini gosterdiler.

22 =0, (2 |9V ) + V (2)uP?



3. OKLiD UZAYINDA YAPILAN CALISMALAR

Bu béliimde 6zet kisminda verilen problem i¢in Oklid uzayinda yapilan calismalar
hakkinda bilgi verilecektir. Bu bilgilerin verilmesi icin oncelikle asagidaki

tanmimlara ihtiyac¢ vardir.
3.1 Oklid Uzayinda Temel Kavramlar
Tanimlar

Tanim 3.1.1 (Metrik Uzay): X bostan farkl bir kiime, d:X X X = R fonksiyonu
M1) vx,y € Xigind(x,y) =0

M2) Vx,y € Xicind(x,y) =0 = x =y,

M3) Vx,y € X icin d(x,y) =d(y, x),

M4) Vx,y,z € X icin d(x,y) < d(x,z) +d(z,y)

ozelliklerini sagliyorsa d fonksiyonuna X iizerinde bir metrik, (X, d) ikilisine

metrik uzay denir(Baskan vd., 2006).

R reel sayilar kiimesi d(x,y) = |x — y| ile bir metrik uzaydir. Bu metrige alisiimis
metrik denir. R" uzayinda alisilmis metrik i=1,2,..,n icin asagidaki sekilde

tanimlanir.

n 1
ER XRS5 R d(xy) = () =32
i=

Tanim 3.1.2 (Acik Yuvar): (X, d) bir metrik uzay ve herhangi bir a€ X noktasi
verilsin. € > 0 olmak tizere,
D(a, €)={x € X:d(a,x) < €}

kiimesine a merkezli € yarigaph a¢ik yuvar denir(Baskan vd., 2006).

Tanim 3.1.3 (Normlu Uzay): X=R icin x,y € X ve «a skaler bir say1 olmak

uzere,
p=I.1:X->R,p)= x|l
fonksiyonu



N1) [Ix]l = 0,

N2) [[x]| =0 x=0

N3) llax|l=lalllxI|

N4) |lx + Il < llxll + [yl

sartlarini saghyorsa ||. || fonksiyonuna X tlizerinde bir norm, (X, ||.||) ikilisine

normlu uzay denir(Baskan vd., 2006).

R" tizerinde alisilmis metrigin norma indirgemesi i=1,2,..,n i¢in x=(x4, X3, ..., X,,)

olmak lizere
n 1
||| =(E , 1(|in2))2
=

seklindedir.

Tanim 3.1.4 (Genisletme Doéniisiimii): X = R", a > 0 olmak lizere asagidaki
sekilde tanimlanan dontisiime genisletme donusiumii denir.

S)L(Xl,XZ, ey Xn)=(7\X1, ,}\.Xn)

Tanim 3.1.5 (Vektor Alani): D, R" de herhangi bir bolge ve F fonksiyonu D
tizerinde tanimlanmis reel degerli bir fonksiyon olsun. F fonksiyonu D bélgesinin
her bir noktasina bir vektor karsilik getiriyorsa bir vektor alani olusturuyor denir

(Balcy, 2012).

Tanim 3.1.6 (Gradyant Vektorii): F: R" - R" tiirevlenebilen bir fonksiyon
olsun.

(x1, X3, ..., X) € R" olmak lizere

OF OF dF
VIL—(;:,;;p",;;)

ifadesine F fonksiyonunun gradyanti denir. Gradyant bir vektor alanidir.

Ornek 3.1.1 F(x,y,2)=In(x? + y? + z?2) seklinde tanimlanan F fonksiyonu igin

)

2x 2y 2z
x2+y2+72’ x24y2+422 " x2+y2+72

VF=(



Tanim 3.1.7 (Laplace Operatorii): R" de Laplace operatorii (xq, x5, ..., x,) € R"

olmak tlizere,

%z 92 92
A= (E + 6_x% ot @
seklindedir.

Ornek 3.1.2 F(x,y) = In(x? + y?) seklinde tanimlanan F fonksiyonu icin

2y%—2x2+2x?%-2y?

AF=( (x2+y2)2

)=0

olur.

Tanim 3.1.8 (Laplace Denklemi): F: R" — R fonksiyon bir fonksiyon olmak iizere
A F=0
denklemine laplace denklemi denir. Ayrica bu esitligi saglayan F fonksiyonuna

da harmonik fonksiyon denir.

OF OF
Tanim 3.1.9 (Diverjans): F: R" = R fonksiyonu i¢in = tiirevleri mevcut
1 n

olsun. (X4, Xy, ..., X,) € R™ olmak tizere,
OF OF
divF=V.F=(—+...4+—)
X1 Xn

ifadesine F fonksiyonunun diverjansi denir (Balci, 2012).

Ornek 3.1.3 F(x,y)=sin(x + y) fonksiyonu i¢in
divF=2cos(x + y)

olur.

Tanim 3.1.10 ( C* ailesi): F fonksiyonu D kiimesinde tanimlansin. Kabul edelim
ki F ve F nin k.mertebeye kadar olan kismi tiirevleri, B € A kiimesinde stirekli
olsun. O zaman f fonksiyonuna CX smifindandir denir. B de her mertebeden kismi

tlirevleri siirekli olan fonksiyonlar ailesi de, C*(B) ile gosterilir (Anar, 2005).

Ornek 3.1.4 f(x)= sin(x) , g(x)=e* fonksiyonlar1 R de C* sinifindadur.



Tanim 3.1.11 (L? smifi): O, R" de bir bélge, 0<p<oo olmak iizere
LP(Q) = {f: (JfI?)dx < oo}
seklinde tanimlanan kiimeye p. kuvvetten integrallenebilen fonksiyonlar

sinifi denir.

1
LP siifi 1<p<oo ||f|lp = (fﬂlflp)p normlu ile normlu uzaydir.

Ornek 3.1.5 f(x)=x birim fonksiyonu LF[a,b] simifindandir. Burada [a,b] € R
seklindedir.

Tanim 3.1.12 ( Lll)OCSIIllfl): Q, R" de bir bolge, Q@ nin her K kompakt alt
kiimesinde 1<p< oo i¢in

Lo (K) = {f: ([ IfIP)dx < oo}

seklinde tanimlanan kiimeye p-yerel integrallenebilen fonksiyonlar sinifi

denir (Evans, 2002).

Tanim 3.1.13 (Cy(R) sinifi): f: R —» R fonksiyonun destegi
supp(f)={x € R: f(x) # 0}

ile ifade edilir. Eger supp(f) kompakt ise f kompakt destege sahiptir denir. f: R —
R kompakt destege sahip siirekli fonksiyonlarin kiimesi Cy(R) ile gosterilir

(Hansen, 2006).

Tanim 3.1.14(Konkav Fonksiyon): Eger her a,b € R" ve her t € [0,1] i¢in
f((1-t)a+tb))=>(1-t)f(a)+tf(b)

ise f: R" = R fonksiyonuna konkav fonksiyon denir.

Tamm 3.1.15 (Zayif Tiirev): a ¢oklu indis, Q ¢ R" de bir bélge, u€e Lj,.(Q)
olsun. Eger her ¢ € C;°(Q) igin
JquD*ug dx= (=D [ v dx
esitligini gercekleyen bir v € L},.(Q) fonksiyonu var ise v'ye u’nun

a.mertebeden zayif tiirevi denir. v = D*u seklinde gosterilir.



Tanim 3.1.16 (Sobolev Uzayi): (), R"de bir bolge ve 1<p< oo olsun. k negatif
olmayan herhangi bir tam say1 olmak iizere,

wkP(Q)={ue LP(Q): V|| < kicin D*u € L (Q)}

seklinde tanimlanan uzaya sobolev uzay1 denir. D*u u fonksiyonun zayif

tirevini temsil eder.
Teoremler

Teorem 3.1.1(Green Ozdeslikleri): O € R" simirh agik bir kiime ve 9Q € C?
olsun. u,ve C2(Q) olmak iizere
i) J,vAu dx=-f Vu.Vv dX+faQVZ_Z do

du ov
—u—do
n

if) Jo vAu —uAv dx=[, v —u-

.. vy . . 0v . . . .
v'nin dis yonli normal tlirevi T dQ sinirinin yuzey alan elementi do ile temsil

edilir (Evans, 2002).

Ornek 3.1.5 Eger u, Q icinde harmonik fonksiyon ise

du

69% do =0

olur.
Bu esitligin dogru oldugunu goéstermek icin Oncelikle ii ile verilen Green
0zdesliginde v=1 alinacaktir. Daha sonra u fonksiyonunun harmonikligi

kullanilacaktir.

Teorem 3.1.2 (Kismi integrasyon): Q € R" sinirli ve agik bir bélge ve 9Q € C?

olsun. u,vé C*(Q) olmak iizere i=1,2,..,n icin
du av
faﬂva_xi dx =J vun; dcs-fmua—Xi

seklindedir (Evans, 2002).

Teorem 3.1.3(Gauss-Green): () € R" sinirh ve acik bir bélge ve 9Q € C! olsun.

u,ve C1(Q) olmak iizere i=1,2,..,n icin
d

fﬂa_;i dx=[,,un; do

seklindedir (Evans, 2002).
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Teorem 3.1.4 (Young Esitsizligi): p>1, q>1 reel sayilar igin $+ i =1 sartin
saglansin. Bu taktirde negatif olmayan a ve b reel sayilari i¢in,
ab< ZaP +~bd

p q

olur (Hansen, 2006).

Teorem 3.1.5 (Holder Esitsizligi): p>1, q>1 reel sayilari icin $+ é =1 sartini

saglansin. f, g € Cy(R) igin
lIfglly < lifllp llgllg (3.1)
olur (Hansen, 2006).

Teorem 3.1.6: Herhangi x,y € R" i¢in
i) 1<p<2ise

.. A P
x + yIP 2 [x|P +plx[Pxy + B e
ii) p= 2 ise

[+ yIP 2 [x[P+plxIP 2. y+ BlylP

olacak sekilde bir § > 0 sayis1 vardir (Lindqvist, 1990).

Teorem 3.1.7 (Jensen Esitsizligi): ) c R™ ac¢ik ve sinirli bir bolge, u: Q -

R fonksiyonu toplanabilir ve f:R — R konkav fonksiyon olsun. Bu taktirde

f(ﬁ ff udx) = ﬁf: f(u)dx (3.2)

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlige konkav fonksiyonlar icin Jensen esitsizligi

denir.

Teorem 3.1.8 (Sobolev Esitsizligi): 1< p <n,p* = % olsun. ¢ € C.°(R") i¢in

Unl @17 dx) /" < €[ IVIP dx) o

olacak sekilde C pozitif sayis1 vardir.
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3.2 OKlid Uzayinda Hardy Esitsizlikleriyle ilgili Caligsmalar

Hardy esitsizlikleri kismi tiirevli denklemlerin pozitif ¢6ziimiin yoklugunun
belirlenmesinde o6nemli rol oynar. Bu iliski bir sonraki bashk altinda
incelenecektir. Bu kisimda Hardy esitsizlikleriyle ilgili literatiir bilgisi

verilecektir.

Hardy esitsizligi, fonksiyonun kendisi ile tiirevlerini iceren integral esitsizligidir.
Bu integral esitsizlikleri hakkinda ilk ¢alisma 1920 yilinda Hardy tarafindan
verilmistir. Hardy asagidaki sekilde bir esitsizlik bulmustur:

Iy G L F)P <GP [y fr e (33)

Bu esitsizlik f = 0,p=>1ve fooo fP dt < o sartiyla gecerlidir (Hardy,1920). Bu
tir esitsizliklerle ilgili yapilan ilk calisma Hardy'e ait oldugundan bu tiir integral
esitsizlikleri Hardy esitsizlikleri olarak adlandirilir. Oklid uzayinda klasik Hardy
esitsizligi ise n> 3 i¢in her u € C5°(R™)

[ul?

™ |x|?

(n-2)*
Sl Vutl2dx= === [ (3.4)

seklinde verilmistir.

Buradaki en 6nemli nokta (3.3) de bulunan (ﬁ)ﬂ sabiti ile (3.4) de bulunan

—_72\2
272" sabitin en iyi olmasidir.

(3.4) esitsizliginin L¥ formu ise 1 < p <n durumunda C°(R™), p > n icin
Cy’ (R™\{0}) smifindan olusan u fonksiyonu i¢in

[u|P
[x|P

n—-p|P
—p|P
seklindedir (Shen, 1980). (3.5) esitsizliginde bulunan |nTp| sabitininin en iyi

sabit oldugu Azorero ve Alanso ikilisi tarafindan 1998 yilinda ispatlanmistir

(Azorero ve Alanso, 1988).
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(3.5) ile Hardy esitsizliginin farkli bir ispat1 asagidaki sekilde verilecektir. ispata

gecmeden once p-laplace denklemi olarak ifade edilen
Apu = V. (|Vu[P~?Vu)

denklemin temel ¢6ziimiinden bahsedelim. Bu denklemin temel ¢6ztimii:

p—n
Uy = {lxlp—l , €gerp =n
—log|x| egerp # n

seklindedir. Burada 1<p<oo, n sayisi ise Oklid uzayinda boyutu ifade etmektedir.

Simdi (3.5) ile verilen Hardy esitsizliginin ispatini verelim.

Kanmit: Kabul edelim ki ¢ = [x|Y9, 9 € C;°(R™ \ {0} ) ve y € R\ {0} olsun.
Basit bir hesaplama ile
[V(lx[Y9) = lylxl =19V (|x]) + |x[" VY|
esitligi elde edilir. x, y € R" ve 1<p<2 olmak lizere
lx +yIP = |x[P +plx|P~2x.y
esitsizligi kullanilirsa
JIVolPdx= |y [P [lx[P~P [V(lxDIP[9|Pdx +
y [lx PP v (x D P2 (lx DV (91P)dx

elde edilir. Kismi integrasyon uygulanrsa
JIVplPdx= [y|P [1xIPYP [V(|IxD)IP[9]Pdx —
ly P2y [ V. (Ix[PY =P [V(IxDIP~2v(Ix D) 19 [P dx

—n a1
pT secilirse

JVQxPr=PHH v (xDIP=2V(x D) 91Pdx= [ V. (1x ') [V(xDIP~2V(|x D) 9P dx

elde edilir.y =

= [ A, (up) [9]P dx=0

u, p-laplace denkleminin temel ¢6ziimi oldugundan yukaridaki esitsizligi

p

yazabiliriz. Buradan
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p n-p|[P lplP e e . . |n-p|? e
fRnIV(pI dx2| ” | fRn lepdx esitsizligi elde edilir. Buradak1| > | sabitinin en

iyi sabit oldugunu gostermek i¢in asagidaki fonksiyon ailesi kullanilacaktir.
1 , eger |x| € [0,1]
Pe(x) = {lxl_(’%ﬂﬂ)

,eger |x| > 1

islemler yapildiktan sonra & — 0 i¢in limit alinacaktir.

Hardy esitsizligiyle ilgili yapilan ¢alismalar i¢in Landau (1926), Hardy (1928),
Leray (1933), Hardy vd. (1952), Opic ve Kufner (1990), Edmunds ve Triebel
(1999), Kufner vd. (2006) makaleleri referans olarak verebilir.

3.3 Oklid uzayinda Dogrusal ve Dogrusal Olmayan Is1 Problemi
Bu kisimda Hardy esitsizliklerinin singiiler potansiyele sahip dogrusal ve
dogrusal olmayan kismi tiirevli denklemlerde pozitif ¢6ziimiin varliginda ve

yoklugunda nasil bir rol oynadig1 gosterilecektir.

1984 yilinda Baras ve Goldstein asagidaki ters kare potansiyeline sahip dogrusal

151 problemini incelemistir.

ou c

E—Au+|x|2u Ox(0,T)

u(x,t) = ug(x) >0 90 x (0,T) (3.6)
u(x,t) =0 00 x(0,T)

Burada Q) sinirli bir bolge ve 0 € Q) dir (Baras ve Goldstein, 1984).

—_72\2
1. Egerc> (o 42) ise (3.6) denkleminin pozitif ¢6ziimii yoktur.
_ o2
2. Egerc < % ise (3.6) denkleminin pozitif ¢éziimleri vardir.
_ o2
Buradaki =2 sayis1 Hardy esitsizligindeki en iyi sabittir.

Diger taraftan Garcia ve Peral (1998), yukaridaki (3.6) problemin L? formunu
asagidaki sekilde calismistir:

ou c

o — -1

ar = Dput x|P—1 uP Qx(0,7)

u(x,t) = uo(x) >0 a0 x (0,T) (3.7)
u(x,t) =0 a0 x (0,T)

Q siirh bir bolge, 0 € Q olmak iizere,
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(n—-p)P
14

1. Eg
ger c>~—

ise (3.7) denkleminin pozitif ¢c6ziimi yoktur.

o (n-p)?P . .. cip s .
2. Egerc < o lse (3.7) denkleminin pozitif ¢éziimleri vardir.

_p)P
Yine dikkat edilirse =2 Hardy esitsizliginin en iyi sabitidir.
pP

Yukaridaki (3.6) denkleminin daha genel pozitif potansiyeller i¢in formu

2= Au+VEu Q% (0,T)

u(x,t) =uy(x) >0 a0 x (0,T) (3.8)

u(x,t) =0 Q. x (0,T)
Cabré ve Martel tarafindan incelenmistir. Ispat etmislerdir ki (3.8) denkleminin
pozitif ¢ozimin varligli ya da yoklugu S = -A— V simetrik operatoriiniin
spektrumunun:

inf JalVoI* dx—[oV(2)|$|* dx
0£peCP(Q\K) fal®|2 dx

biiyiikliigiine baghdir (Cabré ve Martel, 1999).

Goldstein ve Kombe (2003), (3.8) probleminde kullanilan teknigi dogrusal
olmayan problemlere genisleterek asagidaki problemleri ¢alismislardir.

2 = div(Vu™) + V(x)u™ Qx(0,T)
u(x,t) =uy(x) >0 Q0 x (0,T) (3.9)
u(x,t) =0 a0 x (0,T)

Burada Q sinirli bolge, 0O<m<1 dir. (3.9) problemi icin elde edilen sonug asagida
verilmistir.

Sonu¢ 3.3.1: nT_Z <m<l1l,n=3, Ve L}OC( O\K), K, Q yuvarinin kapal
Lebesgue null alt kiimesi olsun. Eger verilen herhangi € > 0 sayis1 i¢in

inf folVo|? dx—fo(1-)V()|P®dx _
0£PeCP (Q\K) [al®|? dx -

Bu problemin LP formu ise yine aym ¢alismada

ou

5 = div(Vu|Vu|?~2) + V(x)u?~?! Qx(0,T)
u(x,t) =uy(x) >0 aQ x (0,T) (3.10)
u(x,t) =0 a0 x (0,T)

seklinde verilmistir. (3.10) probleme iliskin sonug asagidaki sekildedir.

Sonug 3.3.2: % <p<2 n=2VeE L (Q\K), K, Q yuvarinin kapali Lebesgue

loc

null alt kiimesi olsun. Eger verilen herhangi € > 0 sayis1 i¢in
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inf JalV@IP dx—[o(1-€)V()|p/Pdx _
0E£PECP (Q\K) ole|? dx -

ise (3.10) probleminin pozitif ¢6ziimi yoktur.

Kombe (2004), (3.10) problemini asagidaki sekilde genisletti ve bu denklemin
pozitif ¢c6zlimiiniin olmadigini gosterdi.

2 = div(|VulP~2Vuu™ ) + V(U™ 2 A x (0, T)
u(x,t) = ug(x) >0 a0 x (0,T) (3.11)
u(xt) =0 90 x (0,T)

Kémbe vd. (2005), yaptiklarnt ¢alismada (3.9), (3.10) ve (3.11) ile verilen
problemleri asagidaki sekilde genislettiler.

2 = div(|x| V™) + V()u" Qx(0,T)
u(x,t) = uy(x) >0 0 x (0,T) (3.12)
u(xt) =0 aQ x (0,T)

Benzer sekilde, bu problemin L? formunu ise 1<p<2 olmak iizere

2—1; = div(IxI‘”‘IVqu_ZVu) +V(@)uP ! Qx(0,T)
u(x,t) = ug(x) >0 90 x (0,T) (3.13)
u(x,t) =0 0 x (0,T)

seklinde verdiler.

(3.12) ile (3.13) denklemine ait verdikleri sonuclar asagidaki sekildedir.

Sonu¢ 3.3.3: nT_Z <m<1, n23, x| =Jx24+x2 + - +x,2,A>0, , VE
L},.(Q\K), K, Q yuvarinin kapah Lebesgue null alt kiimesi olsun. Eger verilen

herhangi € > 0 sayis1icin

inf Jo(e+xI72M)|V|? dx—[oV (x)|¢|? dx
0EPECP (Q\K) falg|? dx

= —00
ise (3.12) probleminin pozitif ¢6ziimi yoktur.

Sonug¢ 3.3.4: % <p<2, n=2,A>0,VEL,.(Q\K), K, Q yuvarinin kapal

Lebesgue null alt kiimesi olsun. Eger verilen herhangi € > 0 sayis1 i¢in

inf Jo(e+|x|P)|VQ|P dx—foV()pIPdx _
0ZPECE (A\K) fal$|P dx B

ise (3.13) probleminin pozitif ¢6ziimii yoktur.
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Uyant 3.3.1: n=1 ve n=2 durumlarinda degisen kosullara gore problem
incelenmistir. Kaynak makalede detaylari gortilebilir.

Bir sonraki béltimde Baouendi-Grushin vektor alanlarina iliskilendirilmis benzer
kismi diferansiyel denklemler anlatilacaktir.
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4. BAOUENDI- GRUSHIN VEKTOR ALANLARIYLA iLGiLi HARDY
ESITSIZLIKLERI VE DOGRUSAL OLMAYAN KISMi
DIFERANSIYEL DENKLEMLER

Bu boliim temel olarak kendi sonuclarimizi iceren bir bélimdiir. Bu bélime
baslamadan o6nce c¢alistigimiz yapilara iliskin Oncelikle temel kavramlar,

notasyonlar ve yardimci sonuclar verilecektir.
4.1 TEMEL KAVRAMLAR

Herhangi bir z noktasi R4tk uzayindad,k = 1,d + k = N olmak lizere

z=(x,y)=(xq, e, X3, Y1, -, Vi) € R4 x Rk (4.1)

seklinde verilir. (4.1) ile verilen z noktasinin orijine uzakligi

1
p = llzll = G Wl = (x>*2 + @ + y)?|y|?)2+2

seklinde verilir.

R4*k yzayinda vektor alanlari

X;=2 ¥V =xI"Z y>0,i=1,..,d j=1,..,k (4.2)
Ll axi’ ] axj’ J LA ) ] LA .

seklindedir.

(4.2) ile verilen vektor alanlar ilk defa 1961 yilinda Baouendi tarafindan
tanimlanmistir (Baouendi, 1961). Miiteakiben bu vektér alanlar1 Grushin
tarafindan calisilmistir (Grushin, 1970; 1971). Literatiirde bu vektor alanlar
Baouendi-Grushin vektor alanlari olarak adlandirilir. Bu vektor alanlarina iliskin

gradyant operatorii asagidaki sekilde verilir.
V, , gradyant operatori

V,= (V. x]"V,,) >0 (4.3)

seklinde verilir. (4.3) ile verilen gradyant operatori vasitasiyla elde edilen
Laplace operatorti ise
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A,=V,.V,= A, + |x|?74, (4.4)

seklinde tanimlanir (4.4) ile verilen operator literatiirde Baouendi-Grushin
operatori olarak adlandirilir. p-laplace operatorii ise

Ayu = div, (|Vyu|p_zvyu) seklinde tanimlanir. Bu denklemin temel ¢oziimii
ﬂ -
u,(p) = {pp-l » egerp=Q
—logp, egerp # Q

seklindedir. u, fonksiyonu biharmonik fonksiyondur. Oyle bir cp >0 sayisi

vardir ki -A, (¢, u,)=6 olur. Burada § dirac-delta fonksiyonudur.

Eger ¢ = ¢(p) ise diizgiin radyal fonksiyon ise

. |x|yp

V00" = S |9 o)

seklindedir.

Eger ¢ € C%(0,0) ve ¢ = ¢(p) radyal fonksiyon olmak iizere asagidaki faydah
formiil elde edilir:

|x|2Y

8,9 ="5 (@ +E29)

seklinde verilir. Burada
Q=Wd+@+21k (4.5)

sayis1 homojen boyut olarak adlandirilir.

R > 0 icin p acik yuvar1 By = {z € RV:p < R} seklinde verilir. 0 < R; <R, <
oo i¢in D = B, /By, olsun. ¢ € L'(D) olmak tizere [, ¢dz integralini hesaplamak
icin asagida verilen dontistim(kiiresel dontisiim) kullanilir.

z=(xy)=(p,0,04,..,04-1, W1, ., W—-1) :
_Y
x, = psinf(sin?6) 1*+vcos wy,

_r
X, = psinf(sin?0) 1+rsinw;cos w,,

v
Xg_1 = psinB(sin?0) *+rsinw,sinw, ...coswy_1 ,

Y
x4 = psinf(sin?6) 1*+rsinw,sinw, ... sinwy_4,
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1 1+y
=—— cosBcosl
V1 Py p 1)

1 .
y, = mp“”cos@smel cos0,,

1 . .

Vi1 = mplwcosesmHlsmHz.... cosOy_1,
1 , . ]

Vi = mp“ycosﬁsmelsmﬁz e SINOg_4,

Bu dénusimlerde R < p <R,,i=12,..,k—2,j=1,2,...,d — 2 igin Hi,wj €
(0,m), Ox_1, wq_1 € (0,21), kile d ye bagh a,, b, degerleri icin 6 € (ay, by) olarak

alinmistir (D'Ambrosio ve Lucente, 2003).

Eger ¢: Q) — R ise radyal fonksiyon yani ¢(z) = ¢(p) ise

fop(2dz=p [;” p2 () dp (4.6)
(4.6) esitliginde

b
U= f,°de [} o, ... [} d6,_, [T dBy [T dw, ... f) dwg s [ dwgs,

a-2

d
1 A A i . . .
Q= (m)klsmellﬂ/ cos¥10sin*=20; ...sinbB,_,sin* 2w, ...sin wy_,

ve
Q=(d+(1+y)k) (4.5)ile verilen homojen boyuttur.

Bu uzayda z ve z, noktalarindaki uzaklik asagidaki Carnot-Caretheodary metrigi
ile verilir.

dc(z zy) = inf{uzunluk(t): T € '} (4.7)
(4.7) ifadesinde T'kiimesi t(0) = z,t(1) = z, yapan T egri ailelerinden olusan
kiime ve t'(t)=span{X;(t(t)),., Xq((t(t)),Y;(t(t)),.., Y ((t(t))} dir. Eger y pozitif
tam say1 ise p(z) ile d¢(z, 0) karsilastirilabilir (D'Ambrosio ve Lucente, 2003).

Zo € R4**  ve R> 0 icin z, merkezli R yarigaph d. — metrik yuvari R4*K
uzayinda

Q =By, ={z€R¥"¥: dc(z,29) <R}

seklinde verilir.
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Zy € R4** ve R > 0 icin z, merkezli r yaricapl agik yuvar ve kiire sirasiyla
B(zo,R)={z € RN:p <R}, S(25,R)={z € RN:p =R}

seklinde ifade edilir.

B(zp, R) yuvarinin hacmi ile birim yuvarin hacmi arasinda asagidaki sekilde
esitlik vardir.

|B(Z0, R)|=RQ|B(0,1)|

Burada |. | RN uzayinda Lebesgue ol¢iisii ifade etmektedir.

4.2 Baouendi-Grushin Vektor Alanlariyla ilgili Hardy-Sobolev Esitsizligi

Oklid uzayinda kismi tiirevli denklemlerin pozitif ¢6ziimiiniin varhg ya da
yoklugunun belirlenmesinde Hardy esitsizliklerinin 6nemli rol oynadigindan
bahsetmistik. Baouendi-Grushin operatorlerinde ayni durum gecerlidir. Bu
kisimda ilk olarak Baouendi-Grushin operatérlerinde Hardy esitsizlikleri ile ilgili

literattir bilgisi verilecektir.

Bouendi-Grushin operatoriinde ise Hardy esitsizligi ilk olarak 1993 yilinda

Garofalo tarafindan u € C{°(R% x R¥{(0,0)}) olmak iizere

Q-2 |x|*Y
pasel Tyul” dedy = (G292 [0ui 25 dxdly (4.8)
seklinde verilmistir. (4.8) esitsizliginde (%)2 sayisl en iyi sabittir (Garofalo,

1993).

Ayni zamanda Franchi vd. (1994), ¢ € C;°(Q) i¢in asagidaki Sobolev esitsizligini
p

ol d19d2)Y 0 < €. ([ | v, p d2)*/P (4.9)

elde etmistir. Burada 1 <p <Q ,q = o Ve C>0.

D'Ambrosio (2005), asagidaki agirhkli  LP Hardy esitsizligini elde etmistir:

St Tyul” ddy = (BB [ o dxdy (4.10)

ppV pp

burada u € C° (R4 x [R{k{(0,0)}) ve (Qp%p)p en iyi sabittir.
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(4.8), (4.9) ve (4.10) Hardy-Sobolev esitsizlikleri singiiler potansiyele sahip
dogrusal olmayan kismi diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiin yoklugunun

ispatinda kullanilmistir (Kémbe, 2006; 2013).

4.3 Baouendi-Grushin Operatoriine iliskilendirilmis Dogrusal Olmayan
Kismi Diferansiyel Denklemler

Bu kisimda bize motivasyon veren temel problemler incelenecektir. Kémbe
(2006), sirasiyla asagidaki dogrusal olmayan kismi diferansiyel denklemleri
calismistir:

= =0y (Vyu™) + V(™ Qx(0,T)
u(z,t) =uy(z) >0 aQ x (0,T) (4.11)
u(z,t) =0 00 x(0,T)

ve
& =9, (|9u]" V) + V(ur? Qx(0,T)
u(z,t) =uy(z) >0 a0 % (0,T) (4.12)
u(z,t) =0 9Q x (0,T)

burada Q c R4k Carnot Carathedory metrik yuvari, O<m<1, 1<p<2, V€
L%OC(Q) dir.

Bu problemlerde pozitif ¢6ztimiin yoklugu m, p degerlerine ve denklemin eliptik
kismina iliskin spektrumunun biiyiikliigiine baghdir.

(4.11) ile (4.12) problemlerini ayn1 anda igeren bir problem yazmak miimkiin
miudir sorusu akillara gelmektedir. Bu soruya Kémbe (2013), asagida yazmis
oldugu cift katli dogrusal olmayan

2 = divy (|V,u]” wm1,0) + V(U™ O x (0,T)
u(z,t) =up(z) >0 0 x (0,T) (4.13)
u(Z, t) =0 0Q X (O, T)

problem ile cevap verdi.

Diger taraftan Han ve Guo (2015), yaptiklari ¢alismada (4.13) problemini asagidaki
sekilde genislettiler.

ul -2 _

2 =9, (1|9, vyu) + V! Q% (0,T)
u(z,t) = uy(z) >0 20 % (0,T)
u(z,t) =0 00 x (0,T)
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Bu sonuglar 15181 altin yukaridaki problemleri ihtiva edebilecek yeni bir
problemin ortaya koyma istegi dogmustur. Simdi ana problemin ifadesi ve ispati
verilecektir.

4.4 Ana Problemin Ispati

Ana probleminin pozitif ¢éziimiiniin olmadigini ispatlamadan 6nce asagidaki
yardimci teoremi ispatlayalim. Bu yardimci teoremin ispatinda Sobolev esitsizligi
kullanilmistir.

Yardimc Teorem 4.4.1: Q=B(z,,r) R4** uzayinda d, metrik yuvar, 1<p<Q
degeri icin M € L%/P (Q), d € Wol’p (1) fonksiyonlar1 € bolgesinde kompakt
destege sahip olsun. Verilen herhangi bir € > 0 sayis1 icin

[oM@)| oIPdzs = [ |V, ¢ ["dz+C(e) [ ] dIPdz (4.14)

esitsizligini gercekleyen C(¢€) pozitif sayisi vardir.

Kanit: M, (z) = min{M(z), k} olarak tanimlayalim. k — o i¢in ||M), — M|, 0/p =

0 olur. Buradan

[o M@\ GIPdz< [, 1M, = Ml|¢ Pdz+k [ ] dIPdz

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizligin sagindaki ilk integral ifadesi i¢in (3.1) ile

verilen Holder esitsizligi uygulandiginda
o/ p/ Qv p/
JoMIPdzs (J My — M |%/Pdz) 7e(f | ploP) @+ k [ dlPdz  (415)

1<p<Q,q= QQTpp ,C>0 ve ¢ fonksiyonu () bolgesinden bagimsiz olmak lizere

asagidaki Sobolev esitsizligi (4.15) esitsizliginde kullanilirsa

ol $19d2)9 < ¢ (f | v, " dz) /P

Buradan

p/ v p/
Jo Ml oIPdz< ([ IM — M |%Pdz) 'e([ | v, d[2P) /e + k [ | dIPdz

esitsizligi elde edilir. Sonuc olarak yeteri kadar biiyiik k sabiti i¢in
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€
(1-e)Cr

p
(fQ |M,, — M |9/Pdz) /o < olur. Boyle bir k sabiti i¢in C(e) = k segilirse

(4.14) sonucu elde edilir.

Simdi ana problemin ispatini verilecektir.

Q R%** jicin Carnot Carathedory metrik yuvari, a(z) pozitif fonksiyonu icin V €
L} .(Q) olmak iizere

3_1; Yy (a(z)|Vyu|p_2Vyu) +V(@uP™ A x(0,T)
u@t) =uo(2) >0 90 x (0,T) (4.16)
u(zt =0 90 x (0,T)

ile tanimlanan problemin pozitif ¢6ziimi yoktur.

Bu problemin pozitif ¢6ziimiiniin olmadigina iliskin teorem asagidaki sekildedir.

Teorem 4.4.1: % <p<2,1<p<2,y>0,Q=(d+ 1 +y)k),alz) >0,VEe

L}, .(Q\K), K, Q yuvarinin kapal Lebesgue null alt kiimesi olsun. Eger verilen

herhangi € > 0 sayis1 i¢in

inf Ja(e+a@)|Vy¢|” dz-fav@)IpIPdz _
0EPECE (Q\K) loloP dz 4

ise (4.16) probleminin pozitif ¢6ziimii yoktur.

Kanit: Bu ispat kontrapozitif teknigi yardimi ile verilecektir. u:[0,T) — L'(Q)
fonksiyonu  u, = 0 olan fakat u= 0 olmayan (Q\K) % (0,T) bolgesinde (4.16)
probleminin ¢éziimi kabul edilsin. (4.16) esitliginin her iki yanini, ¢p € CZ°(Q\
K) icin; |¢|P /uP~! test fonksiyonu carpilip Q bélgesinde integre edilirse

1 d _ p—2\ |¢IP
s gl P19 1P dz = oy (a@VyulVyul" ) dz + V@)@ dz - (4.17)
sonucu elde edilir. (4.17) esitligi icin
p=2\ |¢|P
L=faVy. (a@V,u|Vyul" ) 25 dz (4.18)

olmak tizere (4.18) ifadesi icin kismi integrasyon uygulanirsa

Py l¢P p-1 lpIP~t
L2(p-1) fo(a@)|Vyu|") 2y dz-pla (a(@)[Vyul” ™ |V, | ) 2)dz (4.19)
esitsizligi elde edilir.
p>1ve w; # w, pozitif reel sayilar olmak tizere
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(p-1)wP-pw,P~twy >-wyP

1 1
esitsizliginde w, = (a(z))? |%Vyu|, wy = (a(2))?|V,¢| almp kullamhrsa H=p-1

olmak lizere

H(Ja(a@)|yu]") 2y dz-pfy (a@)|v, " |9, ¢]) Lo dz>- [o(a(2) |V, 9| dz)
esitsizligi ile (4.19) esitsizligi birlikte dusiiniiltirse

L>—fo(a(2)|V, ¢|")dz (4.20)

elde edilir. Buradaki L ifadesi 0<t; <t, <T olmak lizere t; den t, ye integre
edilip (4.20) ile birlikte diistniiliirse

faV (@)|$[Pdz—foa()|Vy¢| dz < K[o(u?P(2,t,) —u?P(z,t)|$|Pdz  (4.21)

= Ty Sin yukaridaki esitsizlik elde edilir.

Konkav fonksiyonlar i¢in (3.2) ile verilen Jensen esitsizligi kullanilirsa

Ja(u(z, t,)) S < C(Vfo(ulz t; )dz)(z 7 < oo

Q
Buradan u?7?(z,t;) € L»(Q) elde edilir.

Yardimci Teorem 4.4.1 kullanilirsa

Kfo(u2™P(z, t,) — u?P(z,t,))|p|Pdz <€ [y|V, ¢ dz + C(€)folp|Pdz (4.22)

esitsizligi elde edilir.

(4.21) ile (4.22) sonuglar birlestirilirse

faV (2|17 dz — [a(2)|V, ¢ dz <€ [o]V, ¢|"dz + c(€)fal P dz
Buradan

inf Jo(e+a@)|vy¢|" dz-[ov(2)|¢|P dz
0EPECP (Q\K) lol¢IP dz

>—C(e) > —w

elde edilir. Buradan Teorem 4.4.1 ispatlanmistir.
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Uyarn 4.4.1: Pozitif ¢6ziim asagidaki 6zellikleri saglar. (K disinda stirekli yerel

pozitif ¢6ziim)

i) K, Q1 bolgesinde Lebesgue 6l¢limii sifir olan kiimedir.

ii) u: [0,T)—> L'(Q) fonksiyonu baz1 T>0 degerleri icin siireklidir.
iii) (x, £) - u(x, t) € C((Q\K) x (0, 7))

iv)u (x,t) >0 on (Q\K) x (0,T)

v)V,ue ¥ (Q\K)

vi) ltl_r% u(.,t) =ug

4.5 Baz1 Hardy Esitsizlikleri ve Uygulamalari

Bu kisimda radyal olmayan bazi Hardy esitsizlikleri verilecek ve bazi

denklemlerde uygulamasi gosterilecektir.

Teorem 4.5.1: ue C(Q), Q diizgiin siira sahip bir bolge ve O ¢ R4 x RX, s reel
sayl, y >0, V,= (Vy, IxIVVy) , k=1, d+k=N icin z=(xy)=

(X1, oo Xy V1, > Vi) € R4 x RX olmak iizere
2 1,1

Jo|Vyul” dz = ngx—%uz dz

esitsizligi saglanir.

Kanit: Mutlak degerin pozitifliinden

|V + 51— Y(l) |

ifadesi elde edilir. Bu ifade acilip ) bolgesinde integre edilirse

2 v, (x) vy, (x0)\?
JolVyul” + ZSVquX—llu + 52 (VX—ll) u?]dz =0 (4.23)
ifadesi icin
=2, Vuudz = — [, u?div (L) dz = [, S uldz (4.24)
X1 X1 ﬂx% '
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olmak tizere (4.23) ile (4.24) ifadeleri birlikte diisiiniildiigiinde

2 1 vy (x0))?
Jolvyul"dz + k f, utdz + 52 [, (F2F) utdz 2 0 (4.25)

X1

2
(4.25) ifadesinde ()" = 2 oldugundan

X3 x2
2 1
JolVyu|"dz = —(s + s?) anuzdz (4.26)
(4.26) ifadesinde ise f(s)=-(s + s?) alinirsa max{f(s)}% oldugundan
fQ|Vyu|2dz > ifﬂéuzdz esitsizligi elde edilir.

Teorem 4.5.2: u€ C(Q), Q& = B;(0) ,y>0, s reel say;, V,= (Vs |x|7’Vy), k>

1,d+k=N icin z=(x,y) = (X4, ., X3, V1, -, Vi) € RY x RX olmak iizere

1 1 1 1
= utdz —= u?dz

4 ﬂx%logz(x—ll) 2 -Qxflog( 1)

X1

) Q|V],u|2 dz >
esitsizligi saglanir.

Kamt: Mutlak degerin pozitif olmasindan

vy(log(%))
log(i)

Vyu+s ul =0

elde edilir. Bu ifade acilip Q bolgesinde integre edilirse

v (10g(2))

2
fQ[|Vyu| +25Vyumu+52 m u

ldz =0 (4.27)

Bu ifade i¢in

v (10g(2)) ) )
) | e

X1

A=~ [ uidiv u?dz _f”muz dz  (4.28)

olmak tizere, (4.27) ile (4.28) birlikte diistintldiigiinde

27



2 1 2 3. 2 2 Y
Jo| Vo] dz+sfnx%log2(x_11)u dz —s ﬂx%log(xi)u dz +s% [, u?dz

Vy<log($)> :

ifadesi elde edilir. Bu ifadenin pozitifligi ile | ——F——% ] = ;1 esitligi
log(x—l) x%logz(x—l)
kullanilirsa
2 1 1
> _ 2y(__ 1 2 _ 1 2
Jo|Vyu|"dz = (s +s )fﬂx%logz(iyt dz + sfﬂxflog(%)u dz (4.29)

(4.29) ifadesinde f(s)=-(s + s2) alindiginda max{f(s)}% olacagindan

2 1 1 1 1
fQ|V),U| dz = Zfﬂx%sz(xil)uz dz — Efﬂx%l()—g(l)uz dz

x1
esitsizligi elde edilir.
Simdi Teorem 4.5.1’ in bir uygulamasi verilecektir.

Sonug 4.5.1: O € RY x R¥ bélgesinde diizgiin dQ sinirina sahip bir bdlge, 0<ve

L},.(Q), m>0ve u> % olsun. Bu taktirde asagidaki denklemin

_ _ulty= vy™m
{ Ayu ,ux%u—vu Q (4.30)

u=20 Q)
pozitif ¢6ziimi yoktur.

Kamt: Kabul edelim ki u fonksiyonu (4.30) probleminin pozitif bir ¢6ztimt olsun.

(4.30) esitliginin her iki yanini u ile carpip ve Q bolgesinde integre edersek
1

fQ —uA,udz —p fQE lul?dz = [ vu™*'dz

elde edilir. Gauss-Green formuli ve Teorem 4.4.2 kullanilirsa

2 1 1
fﬂ —uA,u dz=[,|V,u| dz= Zfﬂx_{ lul? dz

elde edilir. u > i oldugundan
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1 1 1 1 1 . .
- QX_%|u|2 dz- lifﬂghﬂzdz =(;— K fgx—%|u|2dz > [,vu™*dz > 0 ifadesi elde

edilir ki bu bir ¢eliskidir. Bu ¢eliski
1 1
G = 1) Jozz lul?dz<0

oldugundan dolay1 kaynaklanmaktadir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu calismada 6ncelikle,
Q R%Kicin Carnot Carathedory metrik yuvari, a(z) pozitif fonksiyonu icin V €
Li,.(Q) olmak iizere;

% =V,. (a(z)|VYu|p_2Vyu) + V(@Z)uP™t Q% (0,T)

u(z,t) =uy(z) >0 a0 x (0,T) (5.1)
u(z,t) =0 Q0 x (0, T)

ile tanimlanan problemin pozitif ¢6ziimii yoklugu ile

inf Jo(e+a@)|Vyo|” dz—[oV(2)|¢P dz
0£PeCP(O\K) [olpIP dz

spektrumunun sonucu arasinda bir iliski oldugu gosterildi.

Tezin her bolimiinde Hardy esitsizlikleri ile kismi tiirevli denklemlerin pozitif
cozimlerinin varligl ya da yoklugu arasinda iliski oldugundan bahsedildi.
Dolayisiyla Hardy esitsizlikleri kismi tiirevli denklemler i¢in énemlidir. Bundan

dolayi sirasiyla radyal olmayan potansiyele sahip,

2

JolVyul”dz = £ [, v dz (5.2)
2 1 1 1

fQ|Vyu| dz ZZ QX%ITZ(X%)UZ dZ_Efo{lT(xil)uz dz (53)

iki yeni Hardy esitsizligi ispatlandi. (5.2) Hardy esitsizliginin kismi tiirevli

denkleme uygulamasi verildi.

(5.1) probleminde uygun a(z) ve V(z) ‘lerin belirlenmesi, (5.2) ile (5.3) Hardy
esitsizliklerinde sabitlerin en iyi sabit oldugunun gosterilmesi ilerleyen

¢alismalarimizin konusudur.
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