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OZET
Yiiksek Lisans Tezi
ISTATISTIKSEL LIMIT NOKTALARI

Ismail YILDIZ

Harran Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisti
Matematik Anabilim Dalt

1995, Sayfa : 56

Bu tez li¢ boliimden olugmaktadir.

Birinci boliimde ¢aligmaya kaynaklik eden bazi temel tamm ve teoremler
verildi.

Ikinci boliimde bir dizinin istatistiksel yakinsak olmasi tantmindan hareketle, x
’in istatistiksel limit noktas: tammi verildi. Istatistiksel yakinsaklik kavram: dizisel limit
kavrami olarak ele almp bir sayr dizisinin yifilma noktalann veya limit noktalar
kiimesinin istatistiksel benzerleri dogal bir yolla tammlandi. Ayrica yigilma noktalar ve
istatistiksel limit noktalarinin temel zellikleri verildi. Adi limit noktalar: ile istatistiksel
limit noktalar1 ve istatisiksel yifilma noktalar arasindaki benzerlikler ve farkliliklar
ortaya koyuldu. Son olarak da baz iyi bilinen tamlik &zelliklerinin istatistiksel
benzerleri verildi.

Istatistiksel yakinsakligin hi¢ bir matris metodu tarafindan icerilmedigi, ancak
smurh diziler igin Cesaro matrisi tarafindan igerildigi bilinir. Ugiincii bolimde,
toplanabilme matrislerinin bir simfimn arakesiti ile istatistiksel yakinsaklik mukayese
edilerek bu sonuglar genellestirildi. Istatistiksel yakinsakligm bir matrix
karekterizasyonu tanitilds.

ANAHTAR KELIMELER: Matris doniistimii, regiiler matris, tiggensel matris
dogal yogunluk, toplanabilme, istatistiksel yakinsaklik,
istatistiksel cauchy dizisi, istatistiksel limit noktalar,

istatistiksel y1g1lma noktalari, istatistiksel kapams
A-toplanabilme, A-istatistiksel yakinsaklik.
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This theis consists of three chapter.

In the first chapter, some fundemental definations and theorems have been
given as a references to this study.

In the second chapter, following the concept of a statistically convergent
sequence x, we define a statistical limit points of x.
In this chapter, we return to the view of statistical convergence as a sequential limit
concept and we extend this concept in a natural way to define a statistical analogue of
the set of limit points or cluster points of a number sequence. Also, we give the basic
properties os statistical limit points and cluster points, and the similarities and
differences between these points and ordinary limit points were given. Finally, in the
second chapter, statistical analogues of some of the well-known completeness
properties of the real numbers were given.
It is known that statistical convergence can not be included by any matrix method but
for bounded sequences it is included by the cesaro matrix method. In the third chapter,
these result are extended by comparing statistical convergence with the intersection of
a collection of summability matrices. Also, A matrix characterization of statistical
convergence has been introduced.

KEY WORDS: Matrix transformation, regular matrix, triangular matrix,
natural density, summability, statistical convergence,
statistical Cauchy sequence, statistical limit points,
statistical cluster points, statistical closure, A-summability,
A-statistical convergence.
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SIMGELER DIZINI

IR Gergel Sayilar Ciimlesi

IN Dogal Sayilar Ciimlesi

C Reel yada Kompleks terimli yakinsak diziler uzay1
Istatistiksel yakinsak diziler uzay

So Sifira istatistiksel yakinsak diziler uzayi

Kuvvetli p-Cesaro toplanabilir diziler uzay1

h.hk. Hemen hemen tiim k 'lar

3(K) K ’mn dogal yogunlugu

Ax  x’inistatistiksel limit noktalar kiimesi

L,  x’inadilimit noktalar1 kiimesi

Ty x’inIstatstiksel yig1ima noktalar: kiimesi

Ay y nin tstatistiksel limit noktalan kiimesi

Yy ’nin Istatistiksel yigilma noktalari kiimesi

W Kompleks terimli diziler uzay:

I, LT, ’in agik Ortiisti

S Dogal say1larin kesin artan bir dizisi

Q Tek nokta climlesi

(E,F) E ’denF ’ye matris doniisiimleri

T Alt tiggensel negatif olmayan toplanabilir A matrislerinin toplami

A Matrislerin sayilabilir kolleksiyonu

K Matris kolleksiyonun birlesimi



1.BOLUM

1.1. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi temel tanim ve

teoremleri verecegiz.

Tanim 1.1. [6] (Metrik uzay) : X bog olmayan bir ciimle olsun.
d: X x X——IR fonksiyonu asagidaki sartlann sagliyorsa d ’ye X ’de metrik (veya
uzaklik fonksiyonu) ve (X.,d) ¢iftine de metrik uzay denir.

M;) dxy)=0&x=y
M,) d(x.y)=d(yx) (Simetr 8zelligi)
M;3) d(xy) < d(x,2)+d(zy) (Uggen esitsizlizi)

Tamm 1.2. [6] (Yuvar) : (X,d) bir metrik uzay , x,€ X ve r >0 olsun

D, (x) = D(xq;r) = {xe X:d(x,xg)<r} ye, x, merkezli r yaricaph agik
yuvar denir.

D, (x))=D(xy;r)={x € X:d(xx,)< r}’ ye, x, merkezli r yarigaph kapal yuvar
denir.

S, (%)= S(xpr)={x e X:d(xx,)=r})’ ye, x, merkezli r yangaph yuvar

yiizeyi denir.



Tanum 1.3. [6] (Acik ve kapali ciimle) : X bir metrik uzay ve A < X olsun.
Her xe Aigin D,(x)< A glacak sekilde rsayist varsa A ’ya X ’de agik denir.
X ’in B alt ciimlesinin X ’deki tiimleyeni yani B’ =X -B, X ’de agiksa B ’ye kapali

climle denir.

Tamm 1.4. [6] (Kismi Siralama Bagintist) : X bog olmayan bir ciimle ve "<*"
X ’de bir bagint1 olsun . Asagidaki sartlar saglaniyorsa ; "<" bagintisina kismi stralama

baginus: denir.

S1) Her x € X igin x < x dir. (Yansima zelligi)
$>) x<yve y<xisex=y dir (ters simetri 6zelligi)

S3) X<y ve y £ z ise x < z dir. (Gegisme dzelligi)

Tamm 1.5. [6] (Stnwrly ciimle) : ( X ,<) kismi stral1 bir ciimle ve A — X olsun .
(A ¢ 7). Her xe A igin u < x olacak sekilde ue X varsa u ya A 'min X deki alt siin
denir. Benzer sekilde her xe A igin x < v olacak sckilde ve X varsa v 'ye A ‘min X
’deki tist st denir.

Alttan ve iistten simrli olan climleye siurlt ciimle denir.

Tamim 1.6. [6] (Lineer Uzay) : L bos olmayan bir ciimle ve F reel veya
kompleks sayilar cismi olsun .Asagidaki sartlar saglantyorsa L 'ye F iizerinde Lineer
uzay veya Vektor uzay: denir.

A) L , +islemine gore degismeli gruptur.

G| ) Herx,y € Li¢in x+y € L dir. (Kapahlk)
G, ) Her x,y € L igin x+(y+z) = (x+y)+z dir. (Birlesme Ozelligi)
G;) Her xe L igin x+6 =6+x = x olacak sckilde 8 € L vardir.

(Ozdes eleman)



G, ) Herxe Ligin x+(-x) = ((-x)+x) = 8 olacak sckilde -x€ L vardir.

(Ters eleman)

G5 ) Herx,y € L igin x+y = y+x dir. (Degisme 0zelligi)
B) x,y € L ve o, € F olmak iizere asagidaki sartlar saglanir.

L, ) o xe L dir. (Skalerle ¢carpmaya gore kapalilik)
L,) o (x+y) = o x+0.y

L3) (o +B).x =0 x+0 x

Ly) (@B)x=0 (B x)

Ls) Ix=x (1,F *nin birim elemamdir.)

Tamim 1.7. [6] (Lineer Alt Uzay) : L, F cismi iizerinde bir Lincer uzay olsun.
L ’nin bir M alt ciimlesi L ’deki iglemlere gore F iizerinde Lincer uzay isc M “ye L 'nin

alt uzay1 denir. Yani

Her o €F ve her x,y € M i¢in
1) x+ye M
2)axeM
veya
o x+fye M (o,pe F) =>M

’ye L ’nin Lineer alt uzay: denir.,
Tanum 1.8. [6] (Normlu Uzay) : N bir Lineer uzay olsun.

" " : N——>IR fonksiyonunun x ’deki degerini ”x” ile gosterelim. Bu

fonksiyon asagidaki sartlar saghyorsa " " ’ye N *de norm denir.



N;) [x|=0<x=04dr
N,) "ax” =|af|x| dir. (€ F)
N3) [x+y|< “x” +|y| dir. (Uggen esitsizligi)

Lineer uzay tizerinde bir norm tarif edilmigse bu uzaya normlu lineer uzay denir.

Tamm 1.9. [6] (Siirekli Fonksiyon) : X=(X,d) ve Y=(Y,p) tki metrik uzay

olsun. f: X — Y bir doniigiim ve x € X olsun. Her £> 0 fc;in

d(x.x,)< 6
oldugunda,
p (flx).fix )< &

olacak gekilde bir 6> 0 sayisi varsa f 'ye x, noktasinda siireklidir denir. f, X 'in her

noktasinda siirekli ise f'ye X 'de siireklidir denir.

Tamm 1.10. [6] (Saydabilir Ciimle) : Bir A ciimlesi,
N={1,23,......... N | } cumlesinin bir alt cimlesine denk ise A climlesine sayilabilir
ciimle denir. Ornegin reel sayilar ciimlesi IR sayilamaz fakat rasyonel sayilar ciimlesi Q

sayilabilirdir.

Tamm 1.11. [21] (Kapamg): S — (X ,d) olsun. S, S'yiigeren en kiigiik kapali
kiimedir. |

S=nF
FoS

seklinde gosterilir. Yani, S 'nin kapanis1 S 'yi igeren biitiin kapali kiimelerin kesigimidir.

Tamm 1.12. [6] (Yogun Ciimle ve Ayrilabilir Ciimle ) : (X,d) metrik uzay ve

A, X'in bir alt ciimlesi olsun . A 'nin kapanigt X 'e esitse , yani 4 = X ise, A 'yva X 'de
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yogun denir. X ’in sayilabilir yogun bir alt ciimlesi varsa X e aynlabilir denir. Ornegin

Q sayilabilir ve Q = IR oldugundan IR aynlabilirdir.

Tamim 1.13. [6] (Strl Dizi) :(x,,), (X,| [) *de bir dizi olsun. Her n igin

<K olacak sekilde K>0 sayis1 varsa x, "e smirli dizi denir.

Xn

Tamim 1.14. (2] (Topolojik Uzay) : X bir kiime ;T ’da P(X) ’in bir alt kiimesi

olsun . Eger asagidaki aksiyomlar saglanirsa T ’ya X lizerinde bir topoloji denir.

t;) X,J e 1 ’dur

t, ) T *daalnan herhangi sayida elemanlann birlegimi T ’ya aittir. Yani, her
{A; } ;€ T (Lherhangi bir indis kiimesi) i¢in “ A et dmr.

t3) T ’daalnan her sonlu sayida elemanlann kesigimi T 'ya aittir. Yani, her

{A; },.,€7 (J sonlu indis kiimesi) igin n A et dir.

(X,7) ikilisine topolojik uzay denir.

Tamim1.15.(Kompakthik): X bir metrik uzay olsun. X ’deki herbir dizi yakinsak
bir alt diziye sahipse X ‘e kompaktir denir. IR ’de alinan bir A kiimesinin kompakt

olmas1 igin gerek ve yeter sart A 'nin kapali ve sinirli olmasidir.

Tamum 1.16. [2] (Hi¢ bir yerde yogun olmayan ciimle ) : X Topolojik
uzayinin bir alt kiimesi A olsun .(K)o =(J ise., A kiimesine X uzayi iginde higbir yerde

yogun olmayan alt kiime denir.

Tamm 1.17. [29] (Monoton Artan-Monoton Azalan Dizi): Bir (x,,) dizisi igin
daima x, < x,,; ise, buna monoton artan, eger daima .x, > x,,, isc monoton azalan

dizi denir.



Tamum 1.18.(3-Komgulugu).: 8 bir pozitif say1 olsun.
K={xeIR:iIx-al<d}

climlesine a noktasimn & -Komsulugu denir. K\{a} ciimlesine de a 'nin delinmig 8-

Komsulugu ad1 verilir.

[x-al<d <(a~-8 <x<a+6)

oldugundan bir a noktasinin & komsulugu (a-d ,a+d } agik aralifindan ibarettir.

Tamum 1.19.(Yigilma Noktast): A < IR ve a€lR olsun. a noktasinin her 6

komgulugunda A ciimlesinin a ’dan farkli en az bir elemam varsa, bu a noktasina A

climlesinin bir yigilma noktasidir denir. Omegin A ={x, = %,n € IN} ciimlesinin
yigilma noktas:t O ’dir, burada yigilma noktas1 ciimleye ait degildir. =1") " dizisini

g6z0Oniine alalim. Bu dizinin y1§1lma noktalarinin kiimesi {-1,1} olur.

Tanmim 1.20.(Limit) : AcIRvef:A— IR bir fonksiyon ve a ’da A

climlesinin bir yiilma noktast olsun. Terimleri A \ {a} ciimlesine ait olan ve a

ooooo

sayisina yakinstyorsa bu L sayisina, f fonksiyonunun a noktasindaki limiti denir ve

lim f(x)=L

X—>a
ile gosterilir. Bir f fonksiyonunun bir noktada limitinin var olmas igin gerek ve yeter

sart o noktada sag ve sol limitlerinin mevcut ve esit olmasidir.

Tanmm 1.21.(Yakinsaklik) : (X,d) bir metrik uzay ve (x,,), X de bir dizi olsun.
lim d(x,,x)=0
n—>c0
olacak sekilde bir x € X varsa (x,,), X ’de yakinsak ve x "¢ de dizinin limiti denir. (x,)

dizisi yakinsak ve limiti x ise bu,



lim x, =x,x, = x veyan— o iginx, —x
n—oo

sembollerinden bir ile ifade edilir. (x,,) yakinsak degilse raksakiir.

Tamm 1.22.(Asimtotik Yogunluk): Eger,

§ ()= lim 2%

n—yeo N

mevcut ise buna A kiimesinin asimtotik yofunlufu denir. A(n) =l{a < n;a € A}l

seklinde tammidir.

Tanim 1.23.(Stfir Yogunluk): Eger 6(A)=0 isc bu A kiimesine sifir

yogunluklu kiime denir.

Tamum 1.24. [8] (Dogal Yogunluk): Pozitif tamsayilardan olusan bir K

climlesinin dogal yogunlugu,

O(K) = lim il{k Snike K}l

n—eo N

ile tanimlanir. Burada I{k £ n:k € K}I, K 'mn n ’den biiyiik olmayan elemanlarinin

sayisim gostermektedir. (Buck,1953)

Tanmum. 1.25. [8] : ACIN olmak tizere 3 (A)=0gun, Eger € >0 verildiginde
her k2 N veher ke A igin |x, —L<e olacak sckilde bir NeIN varsa,
x = (x;) dizisi L sayisina hemen hemen her k igin yakinsakur denir ( [8] Buck 1953).

Zaten bu tanim istatistiksel yakinsaklik tanimindan farkh bir tamm degildir.
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Tamum 1.26. [17] (Istatistiksel yakinsakhk): Eger her € >0 igin,

lim —l-l{k Snmlx, —Lize }I1=0
n—eo N}
olacak sekilde bir L sayist varsa, x = (x;) dizisi L sayismna istatistiksel yakinsaktir

denir. Yani; her € > 0 igin,
hhkigin, Ix, —Li<e

ise x = (x; ) dizisi L sayisina istatistiksel yakinsaktir denir ve
st—limx, =L
bi¢iminde gosterilir.
Eger L=0ise x = (x; ) dizisine istatistiksel sifir dizisi denir. (Fast1951)
Burada kiime sembolii digindaki dikey ¢izgiler kiimenin eleman sayisim gostermektedir.

Simdi istatistiksel yakinsak diziye bir kag 6rnek verelim.

Ornek 1.1;

{1, k birkare ise (k =m?)
x =
““lo, diger durumlarda (k = m?)

seklinde tanmimlanan x = (x; ) dizisini g6zoniine alalim. Bu dizinin istatistiksel yakinsak
oldugunu gosterelim. Bu dizi,

Istatistiksel yakinsakligin;

tim ~{{k < n: |y - 2]2e =0

n—eo N

tammmindan;



X1 =l, X2 =O, X3 =0, X4 =1, .

seklindedir. Buradan her € > 0 i¢in,
[k < nfxe| 2] <[k < mx 20§ <V

oldugundan,

tim |k < rx, 20} < tim Iy
n—eo N n—e N

elde edilir. Demekki {k e IN 'Jxk —()I 2 e} ciimlesinin clemanlar harig¢ diger biitiin k “lar

icin ka —d <g, (her & >0) oldugundan x, —0 ’aistatistiksel yakisakur.

Ornek 1.2.:

Vi, k=m*m=123,..
xk = 5
3, k#m

seklinde tanimlanan x = (x; ) dizisi igin st-lim x = 3 "dir.

Burada, istatistiksel yakinsaklik ilc adi yakinsaklik arasinda nasil bir iligki
olabilecegi sorusu akla gelebilir. Hemen belirtelim ki, adi anlamda yakinsak olan her
dizi istatistiksel yakinsaktir. Fakat 6rnck 1.1. ve 1.2. "den goriilecegi gibi sinirh raksak

yada sinirs1z rraksak bazi diziler de istatistiksel yakinsak olabilmektedir.

Tarmim 1.27.(Cauchy Dizisi) : X=(X,d) bir metrik uzay ve (x, ) bu uzayda bir
dizi olsun. Her € > 0 i¢in m,n> n; oldugunda
d(x,,.x,) <€

olacak sekilde bir ny = ng (€) sayist varsa (x, ) dizisine Cauchy dizisi denir.
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Tamum 1.28. [12] (Istatistiksel Cauchy dizisi): Eger her € >0 igin, bir

N = N(g) sayis1 meveut ve h.hk igin,
lx, —xyl<e

ise, yani her € >0 igin,

lim iI{k Snlx, —xylizell=0
n—oo N

ise, x = (x,; ) dizisine Istatistiksel Cauchy dizisi denir. ( Fridy 1985)

Tamum 1.29. [6] (Tamlik) : X *deki her Cauchy dizisi yakinsak ise, yani

X, —x€ X

ise, (X,d) metrik uzayina tamdir denir.

Tanmum 1.30. [21] (Regiiler Matris): Bir A=(ap)) sonsuz matrisi verilsin. Eger
bu A matrisi yakinsak dizileri, yakinsak dizilerc limiti koruyarak doniistiiriiyorsa A “ya
regiilerdir denir ve Ae(c,c,P) ile gosterilir. Bir matrisin regiiler olmas: i¢in gerek ve

yeter sartlar Toeplitz tarafindan asagidaki teorem ile verilmigtir. (Maddox, 1970)

Teorem 1.1. [21] (Silverman Toeplitz): A € (c,c, p) olmasi igin gerek ve yeter

sart;

i) Supy Y layl<eo
if) ag -0 (n—>oo,k sabit)

i) Yay -1 (0> )

olmasidir. Bir matris bu ii¢ sart1 sagliyorsa buna Toeplitz matrisi denir.
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Tamim 1.31.(Cesaro Matrisi) : Cesaro matrisi (C.1) asagidaki sekilde

tanimlanir;

1
j-—, IKk<n ise
n

[O, k>n ise

a, =

Cesaro matrisi reguler bir matristir.

Tamm 1.32.(Kuvvetli p-Cesaro Toplanabilirlik): * =(x,) kompleks terimli

bir dizi ve p pozitif reel bir sayi olsun. Eger,

n

lim — x; - LI” =0

n—wo i k=1

olacak sekilde bir kompleks L sayist varsa x dizisi L 'ye kuvvetli p-Ceséro

toplanabilirdir denir. Kuvvetli p-Cesaro toplanabilir diziler uzayr w, ile gosterilecektir.

O halde p >0 igin,

n I4
w, = {x =(x,)3 Le C,%lek —LI -0, n— 00}
k=1

dir.

Teorem 1.2. : pelR ve 0 < p <o olsun.
(i) Bir dizi bir L sayisina kuvvetli p-Cesaro toplanabilir ise L sayisina istatistiksel

yakinsaktir.
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(ii) Smirh bir dizi L sayisina istatistiksel yakinsak ise L sayisina kuvvetli p-
Cesaro toplanabilirdir. ([9] Connor 1988). Bu sonu¢ Zygmund tarafindan da elde
edildi. ([30] vol II, sh. 181). Fakat Zygmund istatistiksel yakinsaklii, hemen hemen
yakinsaklik olarak adlandirmaktadir,

Ispat: (i) Bir x dizisi, L sayisina kuvvetli p-Cesaro toplanabilir olsun. O halde

her & >0 igin,
S -2 - T
k=1 1<,

k<n

X, — L'P

X, —LIP +|Z

sks<n

lxk-—LI<g ,xk—IIZS

> 2

Isk<n

,xk —Ll 2

xk—L’p

> Za"

Isks<n

ka—Ll 2

=¢ P ,{k < n:lx,, 4 Ll > 3}]

elde edilir.

Boylece * =(Xi) dizisinin L sayisina istatistiksel yakinsak oldugu gériliir.

() Simdi smurh ¥ =(x,) dizisi, L sayisina istatistiksel yakinsak ve

K= ”x”w '*‘,L, olsun. ¢ >0 verilsin. Her

n>Ng igin,
L,= {k < n:lxk - L[ 2(%)%’ }
ve

{k < n:lxk - Ll 2(;—)%’}

L
2K?

1
n
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olacak sekilde bir &= >0 sayis1 segelim.

x=(X,) dizisi siirh oldugundan el = supld, ise her k igin

ka —L[ <lx-L|, <lx, +]Z|=K olup her kigin lxk - L|p <K?

dir.

Simdi 7> ¥. icin,

= P 1 . P P
;lkzz,:lx" -1 = E(keZL,lx" -1 +k§|xk -1

k<n k<n

elde edilir.

Buradan * =(%.) dizisi L sayisina kuvvetli p-Cesaro toplanabilirdir.

Sonug¢ 1.1. :

Sinirht diziler Gzerinde kuvvetli p-Cesaro toplanabilme ile

istatistiksel yakinsaklik denktir, yani p > 0 igin ¥» " lo = stnl, dir.

Eger A =(a,; ) negatif olmayan bir regiiler matris toplanabilme metodu ise

h— k=1

wo(4) = {x ew: lim ia,,k ,xk‘ :O}
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ile tammlanir. wy(A4), sifira kuvvetli A-toplanabilir dizilerin uzayidir.
£>0 verilsin. s(x;€)= {k eN :lxkl > a} ile tamimlanr.

Simdi A-istatistiksel yakinsak dizi tanimim verebiliriz.

Tamml.33. [11] ( A-Istatistiksel Yakinsak Dizi): A negatif olmayan regiler
toplanabilme metodu olsun. Her £ >0 sayisi igin,
X s(x-Le &) € Wo(4)
ise ¥ =(%,) dizisi L sayisina A-istatistiksel yakinsaktir denir ve bu durum x, LI
ile gosterilir. A-istatistiksel yakinsak dizilerin uzayim st 4 ile gosterecegiz. ( Connor
1989)

Burada y, s 'nin karekteristik fonksiyonunu géstermektedir. Yani,

(k)z{l’ kes ise
s 0, kes ise

olarak tanimlantr,
A matrisi (C,1) -cesaro matrisi alindifinda A-istatistiksel yakinsaklik,

istatistiksel yakinsaklia indirgenir.

Tamm 1.34. (Kuvvetli Toplanabilme): Herhangi bir A matrisi: p, >0 olacak
sekilde p = (p, ) dizisi alinsin. Her n — o iken 4, (x~L|")= Za,,,(]xk - L{pk —0 ise
k
x dizisine (A,p) toplanabilirdir denir.
Tamm 1.35.(Matris Doniigiimii): w kompleks terimli biitiin dizilerin uzayim

gostermek lizere E ve F, w 'min iki gergek altuzayi ve 4=(a,;) (k,n=1,2,3,.....)

sonsuz bir matris olsun. Eger her x = (x;, ) € £ dizisi igin,
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®
An (x) = Zankxk
k=1

her n igin yakinsak ve (Ax=Ap(x))eF ise A=(apk) matrisine E 'den F 'ye bir matns
doniistimi tanimliyor denir ve bu Ae(E,F) ile gosterilir.

Matns  dontigiimleri  (King,1966), (Eizen ve Laush,1969), (Maddox,1970),
(Savag,1987), ve daha bir gok matematikg¢i tarafindan ¢aligilmigtir. Bu matematikgiler

bilinen dizi uzaylan arasinda pek ¢ok matris doniigiimii karekterize etmiglerdir.

Tamim: 1.36.(A-Toplanabilirlik): Bir A=(ap)) matrist verilmis olsun. Her n
igin,

4, (x) = Zankxk
k=1

yakinsak ise (xi) dizisi a 'ya A-Toplanabilirdir yada A-limitlenebilirdir denir. Ve
A-lim xy=a (fim Ax=a )
seklinde yazilir.

Tamm 1.37. (Ucgensel Matris) : A= (a,) ) matrisi verilmig olsun. Eger k>n
igin @, =0 ve n=1,2,3,..... igin a,;, #0 ise A matrisine Uggensel matris denir.

Yani alttan veya Ustten iicgensel olmak tizere agagida belirtilen bigimdeki matrislerdir.

all 0 0 0 0 all alz a]3 aN alS
a, a, 0 0 0 0 a,
a, a, a; 0 0 veya 0 0 a,
.0 0 0 o
a, a, . . a, 0o 0 0 0 a,

Alttan Gggensel matris. Ustten iiggensel matris.
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Tamm 1.38. [21] (Euler-Knopp Matrisi):

(k) = n!k!(n —k)! olmak tizere,

n
ap = (k)rk (1-r)" %0 <k <n), ay = 0(k >n)

ile tanimlanan A=(ap}) matrisine Euler-Knopp matrisi denir.
0<r<1 olmas: durumunda A Toeplitzdir. r. dereceden Euler-Knopp matrisini (E,r) ile

gosterecegdiz.

Teorem 1.3. [3] (Ortalama Deger teoremi) : f[ab]——> IR fonksiyonu,

[a,b] araliginda strekli ve (a,b) araliginda tirevlenebiliyorsa 3 ¢ € (a,b) i¢in,

f(b)-fla) = (b-a) f' (c)
dir. .

Teorem 1.4.(Bolzano-Weierstrass Teoremi): Her sinirli reel sayr dizisinin en

az bir yakinsak alt dizisi vardir.

Ispat : (x,) bir smurh reel sayt dizisi olsun. Su halde her
neIN igin Ix,,l <M  olacak gekilde bir M reel sayist  vardir.
S= {s/ sonsuz ¢okl uktaki n'ler igin x,>s} cimlesini goézonine alalm. Bu
cimle bog degildir. Ciinkii en azindan MeS 'dir. S ciimlesi tistten sinirhdir. Zira M bu
ciimle igin bir dst siurdir. S 'nin en kiigiik st sintrina u diyelim. Simdi su énermenin

dogrulugunu gosterelim.

"her €>0 i¢in u—e<x,<u+e"
olacak sekilde sonsuz goklukta n bulunabilir. Kabul edelim ki bu iddia dogru olmasin.

Yani, sonltu sayidaki n 'ler igin,
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u—e<x,<u+te
olsun. u, S ciimlesinin bir st simint oldugundan v + & ¢ § 'dir. Dolayisiyla
X, 2u+¢

esitsizlifi sadece sonlu sayidaki n 'ler igin gerceklenir. Su halde S 'nin bir y >u~¢
esitsizligini gergekleyen bir y elemani yoktur. Béylece #—&, S 'nin bir iist sinirt olur ki,
bu u 'nun en kiigiik iist sinir olmasiyla geligir. Demekki Yukandaki 6nerme dogrudur.

u—-¢& < x, <u+¢ esitsizlifini saglayan dogal sayilan kiigiikten biiyiige dogru;
ny gy 03, Ny,

ile gosterelim. Buna gore herbir k igin,
u—e<x,Su+teg

esitsizligi saglanir. Bu da (x,,;, ) dizisinin u sayisina yakinsadigini gosterir.

(xp ) dizisi (x,,) dizisinin bir alt dizisi oldugundan ispat tamamlanmstir.

Teorem 1.5.(Bolzano-Weierstrass Teoremi(Yigilma noktalar ile ilgili)): Her

simirlt, sonsuz bir kiimenin en az bir yigilma noktasi vardir.

ispat: Butin reel sayilant A ve B gibi iki sinifa ayirabm. A sinifina  oyle a
sayilar1 dahil edelim ki, bunlann solunda en fazla sonlu sayida x elemanlan igin x < a
olsun. B sinifina 6yle b sayilan dahil edelim ki, bunlarin solunda kiimenin sonsuz sayida
X elemanlar igin x < a olsun.

Bu kesimle tanimlanan y sayisi bir yigilma noktasidir. Ciinkii ¥ — &, A sinifina

aittir ve bunun solunda kiimenin en fazla sonlu sayida noktalan vardir.
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y + £, B sinifina ait olup bunun solunda kiimenin sonsuz sayida noktast vardir. Boylece
y—ciley +e¢
arasinda kiimenin sonsuz noktasi bulunur ve ¥ yigilma noktas: olur.

Teorem 1.6. [29] (Heine-Borel Teoremi): Sinirh ve kapali bir E cimlesinin
sonlu sayida Oyle a noktalar vardir ki, bunlara tekabiil eden €, civarlar (araliklari), E

ciimlesini tamamiyle orterler.

Ispat: Lineer E nokta kimesi siurl oldugundan bir AB=1 araligi igine

alinabilir.

AB 'yi orta noktas: ile iki esit araliga bolelim. Eger, E kiimesini sonlu sayida &,
civarlan ile 6rtmek miimkiin olmasayd: hiikiim bu iki araliktan en az biri igin de dogru
olmayacakti. Varsayalim ki, 1; araligi sonlu sayida &, civarlan ile ortilemesin. 1; 'i
aym sekilde iki aralifa bolelim. Bu defa sonlu sayida &, civarlan ile ortillemeyen aralik
1, olsun. Béyle devam edilerek i¢ ige 1, araliklarinin sonsuz bir dizisi elde edilir. Bu
dizi ig i¢e araliklarin hepsinde ortak olan bira noktasina yakinsar. &, E ciimlesinin bir
yigilma noktasidir. Kiime kapali oldugundan bu nokta kiimeye aittir. Boylece & ' ya bir
&, civan tekabil ettirilebilir. &, civar, bir ny 'dan itibaren ( n > n, igin) batin 1,
araliklarnint érter. Bu da 1, araliklaninin sonlu sayida €, civarlan ile 6rtillemeyecegi

farzina aykindir.

Teorem 1.7. [29] (Monoton Dizi Teoremi): Monoton artan bir dizi ancak

sagdan sinirl ise ve monoton azalan bir dizi ancak soldan sinirli ise yakinsaktir.
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2.BOLUM

ISTATISTIKSEL LIMIT NOKTALARI

2.1.GIRIS

Fast [17] 'de reel say: dizileri igin istatistiksel yakinsaklik kavramini tanimladi.
Istatistiksel yakinsakhk kavrami, Fonksiyonel Analizde ve Toplanabilme Teorisinde
énemli bir yer tutmaktadir. Istatistiksel yakinsakligin Toplanabilme Teorisi ile ilk
baglantisi, Schoenberg tarafindan 1959 'da verildi. Zygmund [30] 'da istatistiksel
yakinsakhk kavramini " hemen hemen yakinsaklik " diye adlandirdi, ve kuvvetli
toplanabilirlik ile istatistiksel yakinsaklik arasinda bir iligki elde etti.

Bu ¢aligmalara 1985 yilinda J.A Fridy ve H-Miller, 1991 yilinda J.A Fridy ve
C.Orhan tarafindan devam edildi. [9,10,12,13,28] 'da bu kavram bir matris
toplanabilme metodu olmadig1 gozéniine alinarak galigilds.

Istatistiksel yakinsak diziler simfinin bazi Topolojik 6zelliklerinin incelenmesi
ise ilk defa T.Salat tarafindan, daha sonra Kent State Universitesinde 1985 yilinda
yapilan doktora galigmasinda, J.Connor tarafindan devam edildi. Yine J.Connor, 1988
ve 1989 yillarinda yaptifi ilk galisma ile konunun Fonksiyonel Analiz agisindan ne
kadar dnemli oldugunu ortaya koydu.

Istatistiksel yakinsaklik; Sayilar Teorisi, Olgii Teorisi ve Istatistik ile de ¢ok
yakindan ilgilidir. Bu iliskiler, 1981 yilinda Freedman ve Sember, 1990 yilinda da

J.Connor tarafindan yapilmugtir. !
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1993 yilinda J.AFridy istatistiksel yakinsaklik kavramindan hareketle,
istatistiksel limit noktalan iizerine bir caliyma yapti.

Bu vyitksek lisans tezinde, yukandaki caliymalar derlenerek, istatistiksel
yakinsaklik kavramini -dizisel limit kavrami olarak ele alip birlsayl dizisinin yigilma
noktalan veya limit noktalart kiimesinin istatistiksel benzerlerini dogal bir yolla
tanimlayacaiz. Daha sonra istatistiksel yigilma noktalar1 ve istatistiksel limit
noktalarinin temel Ozelliklerini verecegiz. Ayrica bu boliimde adi limit noktalarn ile
istatistiksel limit noktalan ve istatistiksel yigilma noktalan arasindaki benzerlikleri ve
farkliliklan orta&a koyacagiz. Bu bolimiin son kisminda reel sayilarin baz1 1yi bilinen

tamlik 6zelliklerinin istatistiksel benzerlerini verecegiz.

Ayni zamanda bu béliimde bir dizinin Istatistiksel yakinsak olmasi tanimindan

hareketle Istatistiksel limit noktast tammini verecegiz. {k(j) : je IN} kumesi sifir

yogunluga sahip olmayacak gekilde x 'in bir {x;(,)} alt dizisinin limiti 4 ise bu 4 'ya x
'in istatistiksel limit noktasi denir. Benzer olarak her £>o0 igin {k € K:[x; — y|< &}
kiimesi sifir yogunluga sahip olmayacak sekilde y sayisina x 'in Istatistiksel yigiima
noktas: denir. Denk olmayan bu kavramlar bir dizinin alistlmig limit noktas: kavrami ile
karsilagtinlabilir limit noktalarinin Istatistiksel benzerleri elde edilebilir. Ornegin x sinurls

bir dizi ise, x istatistiksel yi§ilma noktasina sahiptir, fakat istatistiksel limit noktasina

sahip olmas: gerekmez. Ayrica eSer M={k € IN:x; > x,,;} kimesi | yogunluguna

sahip ve x, M 'de sinirli ise bu takdirde x istatistiksel yakinsaktir.

K, IN poazitif tam sayilarinin bir alt kiimesi ise, bu takdirde X, ={k € Kk <n}

kiimesi K|, ile gosterilir ve K|, 'deki elemanlarin sayisi, |K,| ile gosterilecektir. K 'nin
dogal yogunlugu, 6(K) = lim n'][K,,I ile verilir. Eger 6 (K)=0 ise K ciimlesi sifir
n—y»w

yogunlukludur denir. x =(x;) reel say1 dizisinin L 'ye istatistiksel yakinsak olmast igin,

her £> 0 igin;

O{k € IN:|x;, — L> £}
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kiimesinin dogal yogunlugunun sifir olmasi gerekir. Bu durum,

st-lIlmx =L
ile yazilir. Fridy 1985 yilinda;

st-imx =L
olmast igin gerek ve yeter sart limy = L ve 8{(k €IN:x, # y; )} = 0 olacak sekilde
bir yakinsak dizisinin var olmasi gergegini ispatladi. Sifir yogunluk ézelligi kisaca;
" hemen hemen her k i¢in x; = y, " ile tammlanir.

Istatistiksel yakinsaklikta sifir yogunluga sahib ciimleler 6nemli bir rol oynar, bu
nedenle bunlara iligkin bazi 6nemli terminoloji ve notasyonlari verecegiz. Bunlara

ge¢meden asagidaki denklik teoremini verelim.

TEOREM 2.1.1. : Asagidaki ifadeler denktir.
()  xistatistiksel yakinsak dizidir.
(i)  xistatistiksel Cauchy dizisidir.
(ii) hhkigin x, =y, olacak sekilde yakinsak bir y dizisi vardir.
([12] Fridy 1985)

Ispat:

O=i);

() 'nin (ii) 'yi gerektirdigini ispatlamak igin, "yakinsak bir dizi Cauchy dizisidir."
teoreminin ispatina benzer yol takip edilecektir.

st=lim x, = L oldugunu kabul edip &> Oalahm. Bu durumda h.h.k igin

|xp = L|< % veeger N, |xy — Li< % olacak sekilde segilirse ,

lxk—lezlxk—L+L+xN|
Sy — Lhxy — L] (h.hkigin)

< +

™o,
to | ™

<
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olur. Yani,

lim —{k <nlxk —le>£}| =0

n—wh

oldugundan x =(x;) bir istatistiksel Cauchy dizisidir.

(i)=3iny
Simdi de (i) 'nin dogru oldugunu kabul edelim.
I=[xy—1,xy+1 ] aral@, h.hki¢in x terimini igerecek sekilde bir N saysi

segelim.

Yine,

[ 1 1]

I = LxM ,,,xM+,)J

aralifi h.h.k igin x; terimini igerecek gekilde bir M segelim.
Simdi iddia ediyoruz ki,
I,=1Inr

aralig1 h.h .k igin x; 'lar igerir. Bunun igin ,
{k<nx, ¢ InI'}={k<nx, ¢ I}Jlk<nx, ¢ 1’}

oldugundan,

|{k<nxk e 1Nl |=| k<mx, e Ifolk <mx, e]’}l

’lc<nxk el' tk<nvA el}[

olup,
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lim Y{k <nx, ¢ InI}|
n—

< lim H{k <nxy & D lim L{k <nx, ¢ 17
n—w n—»x

=0

olur. O halde,

lim i—[{k <mxy e(lml')}’ =0

n—»o

dir. Dolayistyla I, uzunlugu 1 'den kiigiik veya esit ve h.h k i¢in x;, 'lar igeren ve boyu,

1 1
l11’= Xar +5'—th +5‘:1

olan kapali bir araliktir. Simdi de N(2) 'yi segerek,

_ 1 1
1"—[xN(2) = Jaxney+ A
hhkicin x; lanigenr. ve /- =7 ~J* h hkigin ¥, tenmini igeren ve hovu

1 1

4" 2

4

2] = vy + 7= ¥ne +

olan kapali bir araliktir. Bu sekilde dugiinerek her m igin , /,, o /,,,; olacak sekilde

kapali araliklanin bir {7, }>_ dizisini olustururuz. Bu durumda /,,, x; terimini igeren

ve boyu,
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olan kapali bir araliktir.

Burada 1,, 'nin uzunlugu 2™ 'den biiyiik degildir, ve h.hk igin x, €/, 'dir. I¢ ice

«0
araliklar teoreminden bir A sayist vardir ve bu ~ /,, 'ye esittir. h.hk igin x;, €/,
m=1

gergegini kullanarak artan pozitif tam sayllé.rm oyle bir {7,, }:=1 dizisini segebiliriz ki,
Lilk<nx, el )<t  n>T, ise (1)

dir. Simdi,
k>T ve T, <k <7, ise x; ¢/,

olacak sekilde x 'in biitiin x;, terimlerini igeren bir z alt dizisini tanimlayalim.

Ayrica y dizisini de,

{/1 , eger xy z'nin bir terimi ise
Yk =) x, , diger duru ml arda

bigiminde tanimlayalim.

Bu durumda limy,= A4 'dir.

e>L1>0 ve k>T, ise
m
bu durumda ya y, = 4 olacak sekilde x; , z 'nin bir terimidir. Ya da
yi=x,€l, ve |yy—-A4[<[7, 'ninuzunlugu < 2"m dir. Simdi biz iddia ediyoruz

ki, h.hkigin y; = x;, dir. Bunu gosterecegiz. Eger T,, <n <7, ise budurumda,

{k<my,zx, }clhk<mx, ¢l,}



yazilir.

L{k<mx, el }l<L  n>T,ise

'den,

%l{k Sy #x; H< nl[{k <hix; e]m}]<#

olur. Buradan » — = igin limit alinirsa,

lim lI{k SHY, £X; }l =0
n—oxHl

elde edilir ve h.h.k igin, x, =y, olur. Béylece x istatistiksel cauchy dizisi ise, h.h.k

x, =y, olacak sekilde yakinsak bir y dizisi var oldugu goriliir.

(iN)=(@),
Son olarak ( /it ) ' niin saglandigim kabul edelim, h.h.k igin x, = y, olacak

sekilde yakinsak bir y dizisi mevcut olsun, ve lim y, =L diyelim. £> 0 olsun . Her n

1¢in,
{k <nlx, - L| >elclhk<nx, £y v {kSn:|yk - L| > &}

olup ve lim y, = L oldugundan son kiimemiz sabit sayida tam say1 igerir, buna I=l(&)

diyelim. Boylece h.h.k i¢in x, = y, oldugundan,

o1
Jx_r)r:o;|{k < n:ixk - L[ > 5\

1 .1
< lim ——‘{k SHXE % Yy }i+ lim —=0
n—woll n—ao N
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bulunur. Buradan da h.h .k i¢in,

|x, - L|<e
elde edilir. Buradan (/) saglanir.
Boylece ispat tamamlanir. ( Fridy , 1985)

Bu teoremin sonucu olarak asagidaki sonug verilebilir.

SONU(C 2.1.1.: Eger x, st—lim x; = L olacak sekilde bir dizi ise bu

takdirde x, lim x; = L olacak sekilde bir y alt dizisine sahiptir.

x =(x; ) bir dizi ise, x 'in deger kimesini {x,:k €/N} olarak gosterecegiz.
K ={k(j):j €/N} ve x =(x;) dizisinin bir alt dizisi {x;(,y} ise, bu takdirde {x; ;}
'vi kisaca {x}; ile gosterecegiz. & (K)=0 olmast durumunda; {x}; dizisine sifir
yogunluklu bir alt dizi veya ince alt dizi denir. Diger yandan K sifir yogunluga sahip
degil ise; {x}; dizisine, x =(x;) dizisinin bir ince olmayan alt dizisi denir.
Burada, 8(K) bir pozitif sayt yada K 'nin dogal yogunluga sahip olmadigina dikkat

edilmelidir.



2.2. Tammlar ve Temel Ozellikler

Eger x dizisinin bir alt dizisi L 'ye yakinsak ise, L sayis1 x dizisinin adi limit
~ noktasidir. Bundan dolay1 boyle bir alt dizinin yogunlugu g6zonine alinarak bir

istatistiksel limit noktasini goyle tanimlayacagiz.

Tamim 2.2.1. Bir say: dizisi x 'in A 'ya yakinsayan ince olmayan bir alt dizisi

varsa; A sayisina x sayi disinin bir istatistiksel limit noktast denir.

Notasyon : Herhangi bir x say1 dizisi igin ;
AX ; x 'in 1statistiksel limit noktalarinin kiimesint,

Ly ; x 'in adi limit noktalarimin kiimesini

2

gosterecektir.
Ornek 2.2.1.
{1, k birkare (k= m* m=12) ;
X, = n
0, diger durumlarda (k =#m~)

seklinde tanimlanan x =(x, )dizisi igin,

L,={0,1} ve A, ={0} olur.

Bu dizi aym zamanda yakinsak olmayan fakat istatistiksel yakinsak olan diziye bir

Ornektir.
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Axve Lx ¢ok farkli olabilir, 6rnegin; Ax =@ ve Lx = IR olacak gekilde bir x

dizisini agagida verelim.

Ornek 2.2.2. : Rasyonel sayilar kiimesinde {7, } ;. bir dizi ve x =(x; ) dizisini,

2.
¥, k=n~ ise n=123,...
X, =

k, diger durumlarda (k#n>)

seklinde tanimlayalim. Boylece karelerin kimesi sifir yogunluklu oldugundan
({K:= nz,neIN} olmak iizere J(K):O) A, =0 ve {r,;keIN} cumlesi IR 'de

yogun oldugundan Lx = IR olur.

Bir x dizisinin L limit noktas: " L 'de merkezlenmis her agik aralik x dizisinin
sonsuz sayidaki terimini igerir " ifadesiyle karakterize edilebilir. Bu kriterin istatistiksel
benzeri bu araliin ince olmayan bir alt diziyi igermesidir. Fakat araligin merkezini
istatistiksel limit noktasi olarak adlandirmayiz. Bu kriterin istatistiksel bir benzerini

verelim,

Tanim 2.2.2 : Her £ >0 igin {k € IN :|xk ~yl< &} kiimesi sifir yogunluga sahip
degilse, y sayisina; x sayi dizisinin istatistiksel yigilma noktasi denir.

Verilen x dizisi i¢in; x 'in istatistiksel yigilma noktalarinin kiimesini T,
gostersin. Her x dizisi igin T, < L, oldugu agiktir, I} ve Ax arasindaki kapsama

bagintisi tizerinde durulmas: gerekir. Bunu asagidaki énerme ile verelim.
Onerme 2.2.1. : Herhangi bir x say1 dizisi igin Ax c Ty dir.

Ispat : A e A oldugunu farzedelim.
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Iimx, . =4 divelim ve limnsup—l—!{k(j)SH V=d > 0 olsun Herbir £>~0 iin
FE n
{J:|%4sy = A2 £} bir sonlu kizmedir.

Boylece,
|(k €/N:|x, — 4| < &}| 2 {k(j):J €/ N} \ {Sonlu kiime}

olur. Buradan da sonsuz tane n i¢in ,

1 {k < n:]xk - ﬂl < &} 2,l]{k(j) < n}| —lO(l) 2 d
n n n 2

olur. O halde,
S{k e/N:|x, =A<} #0

dir ki, bu da 4 €I', olmasi demektir.

Adi limit noktalaniyla ilgili deneyimlerimizden Ax ve Fx' in denk olmasi

beklenir. Ancak asagidaki 6rnek bunun daima dogru olmadigini gostertr.

Ornek 2.2.3. : x =(x;) dizisini,
X, =—
p

ile tammlayalim, burada & = 27"'(2¢ +1) ' dir.

Yani p-1, k 'nin asal ¢arpanlarina ayrilmasinda 2 g¢arpanin sayisidir. Her p igin,

olk:x, = —!-} =2"7>0
p ’
1
oldugunu goérmek kolaydir. Buradan ; € A, elde edilir. Ayn1 zamanda
S {k:0< x;, </p}:2”” olup OeT,

'dir. Herhangi bir x dizisi igin Ax c I'y oldugundan her bir p igin l_) € A, olup,



30

elde edilir. Simdi, Og A, oldugunu iddia ediyoruz. Bu iddiamizi gostermek igin, eger

{x}x sifir limitine sahip bir alt dizi ise, bu takdirde & (K)=0 oldugunu goésterebiliriz..

Bu her p i¢in,

+

1
IK"I= {k € Kn:xk <;}\

1
{k e K, x; 2;}

SOM+H{k € INx;, < —;—})

n
<00y

oldugundan,

5(K)= lim l|1r<,,|

n—wo
o 1
< 1im 20, jjm L2
n—owo RN n—o N 2
= 2P

elde edilir.
Boylece 6 (K)<27% ve p keyfi oldugundan & (K)=0 olmasini gerektirir.

Eger x istatistiksel limiti A olan bir dizi ise bu takdirde A, ve I“x. 'In tek nokta ciimlesi
{A} 'ya esit ( yani, A, =T, = {/1})oldugunu ispatlamak kolaydir. Bunun tersi dogru
degildir. Cinki x, :[1+(—1)k JK seklinde tanimlanan x = (xk) dizisini gozoniine

alalm. X = {k e INx; =0} ciimlesi igin,

1
§(K)=7 ve {x}p -0
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oldugundan Oe A, 'dir. Ayrica her £ >0 igin, K :{k € IN:ka|<£} olmak (izere

1 . . .
o (K)= > oldugundan Oc T’ 'dir. O halde A, =T, = {0} 'dir. Fakat st —lim x #0 ‘dir.

Asagidaki 6rnek x dizisi igin A, = iken I, ' in bir aralik oldugunu gosterir.

. 2 .. ..
Ornek2.2.4.; x, {0,0,1,0,%,1,0, ;,l, ....... } dizisi olsun. Bu dizi [ 0,1]

kapali araliginda diizgin dagilimhidir.

Biz L, =[0,1] kapah arali1 ile birlikte x ' in d uzunlugu ve herhangi bir alt
araliktaki x, 'nin yogunlugunun da d ' nin kendisi oldugunu elde ederiz.
Bu yiizden [ 0,1 ] kapali araligindaki herhangi bir y igin,

Olke/N:x, e(y—¢€,y+¢e} 2¢>0
'dir. Bu nedenle I', =[0,1] 'dir. Ote yandan eger 4 € [0,1] araligz ve {x} K, 'ya
yakinsayan bir alt dizi ise § (K)=0 oldugunu iddia ederiz. Bu iddiay1 ispatlamak igin

&> 0 verilmis olsun, ve her n igin,

|K,,| < l{k € K,,:|xk —Al< s}‘+l{k € K,,:|xk = /1‘ > 8}]
< 2en+ O(1)

yazilr,

Boylece & {k;y}<2¢ ve & keyfi oldugundan & {k(;y}=0 sonucunu gtkanrnz.
Buradan da A, =@ 'dir.
Ornek 2.2.3 'ten A, 'in bir kapali nokta kiimesi olmasi gerekmedigini goriuriz. Bir

sonraki 6nerme I','in, L, gibi daima kapali bir kiime oldugunu ifade eder.

ONERME 2.2.2.: Herhangi bir x say1 dizisi igin x 'in istatistiksel yigiima

noktalarinin I kiimesi, kapali bir nokta kiimesidir.
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| Ispat: P, r 'In bir  yigilma noktast olsun. Eger

X

& >0ise I, ciimlesinin (p—¢,p+¢) arasinda p#y olacak sekilde en az bir
noktas: vardir. O halde (}/ &'y +3’) c (p—g,p+g) olacak sekilde &' >0 sayisi
segelim. ¥ € I', oldugundan, 6 {k:xk e(y—-e'y+e ')} #0 dir.

{/i':x,c ely-ey +£)} c {k:xk € (p —8,[)+€)}
oldugundan,

5{k:xk € (y —-&y +£)} Sé’{k:xk IS (p—g,p +£)}
olur. Bu ise,

5{/{:xk € (p—e,p+£)} #0
olmasini gerektirir. Buradan p € I', 'dir.

Verilen bir x dizisinin istatistiksel yakinsakh@i veya istatistiksel yakinsak
olmayigi, x dizisinin ince bir alt dizisinin degerlerini degistirmekle degismez. $imdi aym
durumun istatistiksel limit noktalart ve istatistiksel yigilma noktalari i¢in dogru

oldugunu gosterecegiz.

TEOREM 2.2.1.: Hemen hemen k i¢in x, = y, olacak sekilde x ve y iki dizi
ise, bu taktirde A, = A, vel, =T, 'dir.

Ispat:5{k:x, # y,}=0 ve Ae A, oldugunu kabul edelim {x};, 1 'ya
yakinsayan x 'in bir ince olmayan alt dizisi olsun.
0{kk € Kvex; #y,}=0 oldugu i¢in buradan hareketle {k:k € Kvey, =x,} sifir

yogunluga sahip olmadigi ortaya ¢ikar. Bu nedenle ikinci kiime ince olmayan bir

{y}x nin A 'ya yakinsayan {y} e ince olmayan alt dizisi olur. Boylece
AeAgve A, c Ay 'dir. Simetriden A, C A, oldugu gorilir. Buradan A, = A,
'dir.
I', =T, oldugu da benzer gekilde ispatlanir.

Asagidaki teoremde istatistiksel yigiima noktalar ve adi limit noktalar arasinda

kuvvetli bir iligki elde edecegiz.



33

Teorem 2.2.2.: x=(x;) bir say1 dizisi ise, hemen hemen k igin

Y& =x; ve L, =T, olacak sekilde bir y dizisi mevcuttur. Ayrica y 'nin tamm arahg: x

'in tanim araliginin bir alt kiimesidir.

Ispat: T, L, 'in bir 6zalt kiimesi ise, bu takdirde L\ T, ciimlesindeki herbir
& igin Olk:x, €l,}=0 olacak gekilde, & merkezli bir /, agik arahigi segelim. Bu
sekildeki /, 'lerin toplulugu L\ I', cimlesinin agik bir ortiistidir. Lindelof Ortme
Ozelliginden sayilabilir bir alt 6rtii mevcuttur. Buna {/ By ] diyelim. Boylece 7, , x
je
dizisinin bir ince alt dizisini kapsar.
Connor [10] 'daki sonug 9 'a gore; kiimelerin sayilabilir toplulugunun hepsit sifir

yogunluguna sahip olup,
& (€)=0 ve her Ji¢in, {kix;, € /,}\ Q

sonlu kiime olacak sekilde Q tek nokta ciimlesi olur.

IN| Q={j(k):kelN } kiimesi olsun. y dizisini ,

{xj(k) JeQ ise
T ke ke IN\Q ise

ile tanimlayalim .
6{k:y, #x, } =0 oldugu agik olup Teorem 2.2.1; I', =T, olmasini gerektirir.

{v}q alt dizisi, y 'nin istatistiksel limit noktast olamayan hi¢bir limite sahip olmadig

igin L, =T, oldugu ve buradan da L, =T, olduBu ortaya gikar.

degildir. Ciinki A 'in kapali olmast gerekmedigi halde ( 6rnek 2.2.3 'te oldugu gibi)

L, daima kapalt kiimedir.
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2.3. TAMLIK TEQOREMLERININ ISTATISTIKSEL BENZERLERI

Gergel sayr sisteminin tamlhgina denk olan bazi iyi bilinen teoremler vardur.
Boyle bir teorem dizilerle alakali oldugu zaman adi mitleri, istatistiksel limitlerle yer
degistirerek bu teoremin istatistiksel bir benzerini ispatlayabiliriz. Mesela Teorem 2.1.1
([12] Fridy, 1985) 'de, bir say1 dizisinin istatistiksel olarak yakinsak olmasi i¢in gerek ve
yeter sart bu dizinin istatistiksel Cauchy dizisi oldugu gosterilir. /R 'deki enkugiik
iiststnir teoreminin dizisel versiyonu monoton dizi teoremidir; " Eger reel x =(x; ) say
dizist azalan degilse ve yukaridan simirhi ise, x yakinsaktir. " Teorem 2.1.1 ([12] Fridy,

1985) 'in kolay bir sonucu olan asagidaki 6nerme bu teoremin istatistiksel bir benzerdir.

ONERME 2.3.1.: x, bir sayi dizisi ve M:={k € IN:x, <x,,;} oldugunu
farzedelim. Eger § (M) =1 ve x, M 'de simirhi ise x =(x;,) dizisi istatistiksel yakinsaktir.
/R 'deki diger bir tamhk teoremi simirli bir x dizisi igin L, # & oldugunu iddia
eden Bolzano-Weirstrass Teoremidir. Ornek 2.2.4, ‘siurh bir dizi igin A =0
olabilecegini gosterir. Bolzano-Weirstrass Teoreminin istatistiksel yigilma noktalarini

kullanan bir benzeri vardir. Bu teoremden hareketle agagidaki teoremi verebiliriz.

TEOREM 2.3.1.: Eger x dizisi smrli, ince olmayan bir alt diziye sahip bir say1

dizisi ise, x 'in bir istatistiksel yigilma noktasi vardir. ' |

Ispat: Boyle bir x verilsin. Teorem 222 ‘den L,=T, ve
&{k €IN:y, #x,} =0 olacak sekilde bir y=(y,) dizisi vardir. O halde h.h.k igin
§{k € IN:y, =xk} #0 olup K¢ IN olmak iizere 5{k € INy, =x,} #0 dir. {x}

sinirlt ve ince olmayan bir alt dizidir.
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Bu takdirde y 'nin sinirlt ince olmayan bir alt diziye sahip olmasi gerekir.

Béylece Bolzano -Weirstrass Teoremi geregi L, #J ve buradan I', # & oldugu

goruliir.

Sonu¢ 2.3.1.: Eger x, siurh bir say1 dizisi ise, x istatistiksel bir yi8ilma
noktasina sahiptir.

Asagidaki sonug, Heine -Borel Ortme Teoreminin istatistiksel bir benzeridir.
Eger x sinirl bir say1 dizisi ise, X; {x,: €eIN}uU L_kompakt kamesini gostersin Heine-
Borel Teoreminin bir dizisel versiyonundan; {.J,}, X 'vi Orten agik kimelerin
kolleksiyonu ise }.'yi orten {J,} 'nin sonlu bir alt toplulugu vardir. Bu sonucun
istatistiksel bir benzerini olugturmak igin L, '1 T'_ ile yer degigtirelim, ve

X={x;kelN } LT,

kiimesini tanimlayalim.
Buna x 'in istatistiksel kapanist denir.
X 'in kapali bir kiime olmasi gerekmez. Ciinkii, X 'in kapali olmasi igin gerek ve yeter

sart X 'in {x;,:ke/N}uU L, olmasidir, yani X 'in adi kapanisa esit olmasidr.

TEOREM 2.3.2.: Eger x simirli bir sayi dizisi ise, bu taktirde;
X;{x;:keIN K}OT,

kompakt kiime olacak sekilde {x} ;- ince alt dizisine sahiptir.

Ispat: Teorem 222 ‘yi kullanarak L=T,, {ypkelN}c{x, k €IN} ve
6 (K)=0 olacak sekilde bir y dizisi segebiliriz. Burada K={ke/N :x,#y, } 'dir. Buradan

da,

{xp keINK}OT ={y, keIN}OL,
yazilir, ve esitligin sagindaki kiime kompakt bir kiimedir. x 'in h.h.k igin sinirh olmasi
durumunda, Teorem 2.3.2 'nin ispahmn sinirli olamayan x 'ler igin bile gegerli oldugunu

kolaylikla gorebiliriz. Yani { x, :ke/NWM} smirlt bir kiime olacak sekilde ince bir {x} |,

dizis1 vardir,
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Son olarak, Teorem 2.3.2 'deki kompakt kiime ig¢in A1, T,  yerine

1
kullanamayiz. Ornek 2.2.3 'deki A, :{-l;:p € IN} ve IN 'deki her p igin

1
S{keINx, = ;}:2"”

dir. Eger {x} x herhangi ince bir alt dizi ise, bu taktirda her bir p i¢in;

1
J{k e IN\K:x; = ;} =27

'dir. Boylece {x,:k € IN\K} hala bir limit noktas: olarak sifir degerine sahiptir. Sonug
olarak;
{x,:k e IN\XK}UA

kompakt degildir.
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" 3.BOLUM

ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIGIN MATRIS KAREKTERIZASYONU

Istatistiksel yakmsakligin herhangi bir matris metodu tarafindan kapsanmadigi
bilinir. Fakat siirli diziler igin Cesaro matris metodu C, tarafindan kapsanir. Bu
bolimde istatistiksel yakinsaklik toplanabilme matrislerinin bir 7 kolleksiyonunun
arakesiti ile karsilagtinlarak, bu sonuglar genellestirilecektir. Bir sinirlhh  dizinin
istatistiksel yakinsak olmasi igin, gerek ve yeter sartin T ' daki her matris ile
toplanabilir olmast oldugu gosterilecektir. Diger yandan matrislerin hi¢bir sayilabilir
kolleksiyonu sinirsiz diziler igin istatistiksel yakinsakligi kapsamaz. Ayrica hangi klasik
toplanabilir matrislerin 7 ' ya ait oldugunu belirlemek igin T stnifi incelenecektir.

Bu kissmda klasik matris metodlarinin 6zel bir siufinin arakesiti ile matris
toplanabilme ve istatistiksel yakinsaklik arasinda kuvveth bir iligki kurulacaktir.

x =(x; ) bir say1 dizisi ve A sonsuz bir matris ise bu takdirde Ax, n. terimi

o o]
(Ax)n: Zankxk
k=1

ile verilen bir dizidir. Boylece x =(x;)dizisi L ' ye " A- toplanabilirdir " (yada A-

limitlenebilir) demek, lim (4x), = L demektir.
n->»0

Bu ¢ogu zaman A-lim x - L ile gosterilir.
Schoenberg ([28], 1959), birinci mertebeden Cesaro ortalamasinin her sinirl

istatistiksel yakinsak diziyi topladigim gostermistir. Bu (C,1) metodunun istatistiksel
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yakinsaklk metodunu igerip igermedigini sorusunu akla getirmektedir. Cevap
olumsuzdur, bu bir teoremle gosterilecektir. Bundan dolayr 6nce agagidaki lemmay:

verecegiz.

Lemma 3.1.1 : Eger t, sonsuz tane k igin 7, # 0 olacak sekilde bir say1 dizisi

ise, bu taktirde h.h.k igin,

o
x, =0ve ) 1,x, =
k=l

olacak gekilde bir x dizisi vardir. ([12] Fridy, 1985)

Ispat: Her bir k igin,

m(k)>k* ve t,,, #0 olacak sekilde pozitif tamsayilarin artan bir {m(k)}; , dizisini

. o o 1 r. )
segelim. x dizisini x,,, =—— ve diger durumlarda x,=0 ile tammlayalim Bu
m(k)

durumda,

‘{k <nx, ¢0}l <n

olup,
.1 !
lim ~l{k <nx ¢O}[ < lim —/n =0
n—oo n—ol
oldugundan

lim ll{!r < nmxy ¢0}l =0

n-—»o N

elde edilir. O halde h.h.k igin x,=0 ‘dir.

Zt,‘xk = Ztm(k)xm(k) =w (41+1+..= )
k=1 k=1
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elde edilir.

TEOREM 3.1.1.: Hig¢ bir matris toplanabilme metodu, istatistiksel yakinsaklik

metodunu igermez. ( Yani 4 €(s7,c,p)olacak sekilde higbir matris yoktur.) ([12] Fridy,

1985)

Ispat: Bir onceki lemma bir matrisin istatistiksel yakinsaklig igermesi igin onun
satir-sonlu olmak zorunda oldugunu gésterir. A keyfi bir satir-sonlu matris olsun ve A
matrisinin sifir olmayan bir elemanimi segelim. A matrisinin sifirdan farkli bir
a0 #0  bilesenini, k(D2 k'(1)  ise;  aug ey #0 . ve  eger
k> k(1) ise; a,y; =0 olacak gekilde segelim.

Simdi her bir m i¢in ,

k(my>m?® ise Qi kom) 20 ve eger k > k(m) ise a,,, ; =0 olacak gekilde satr ve

situn indislerinin artan bir dizisini segelim ve x dizisini de agagidaki gibi tanimlayalim

1
Xk D=
M An(1),k(1)
1 I: m-1
Xl\' = m- a k ~xk :
() an(m),k(m) i=1 A kG0

Diger durumlarda x; =0 .

Bu taktirde,
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m
(4x), m) Zan(m),k(i)xk(i)
(m) i=1

m-1
= Zan(m),k(i)xk(i) + )k (m) Xk (m)
i=1
] ,_ m=-1

m- Zan(m),/\'(i)xk(i)J

m-1
i=1 n(m)k ()R () T Cnlm)k (m) () ke (m) i=l

=m

oldugundan Ax doniigiim dizisi sinirh degildir, dolayisiyla yakinsak degildir. Yani, x
dizisi A- toplanabilir degildir.
Ote yandan

k(m)=m> oldugundan {k<nmX, 20} < n
k

olup

'}Lr)nw;l;l{k < nxy, ;tO}' < nll_r)r:o%\/; =0
oldugundan h.h .k igin x,= 0 olur.

Boylece st lim x, =0 ve buradan A 'min istatistiksel yakinsakligi i¢ermedigi sonucu
¢ikar.

Istatistiksel yakinsaklik tanimi geregince istatistiksel yakinsakhk {(—1)*} gibi
herhagi bir periyodik diziyi toplayamaz. Yani {(-1)*} dizisi istatistiksel yakinsak
degildir. Boylece istatistiksel yakinsaklik, klasik toplanabilme metotlarimin higbirins
igermez.

Bu ve 6nceki teoremden istatistiksel yakinsakligin herhangi bir asikar olmayan
matris metodu ile mukayese edilemeyecegini disiinebiliriz. Fakat durumun boyle

olmadifin gormek igin asagidaki drnegi gozoniine alahm.
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Ornek 3.1.1. :

1, eger kK =n ve n kare degilse
3L eger n=m? vek = =(m-1)? i
a,. =35, eger n=m" vek =n veya k =(m-1) ise

—

0, diger durumlarda

seklinde bir 4 =(a,,; ) matrisi taniyahm.

Herhangi bir x dizisi igin ,

.
X
- , =1
2
: J [x(m—l)2 +xm“] -
(Ax)”: 5] 3 H= m" (m :1,2,3.‘.)
X, , h ¢m2

elde edilir. BéyleCe A =(a,;, ) matrisi agikar olarak regiiler ve iiggensel bir matristir. A
'nin istatistikse] yakinsaklik tarafindan igerildigini gérmek igin,

lim (4x),= L

n—»0

oldugunu kabul edelim. Bu taktirde,

lim x,, =L
2
n£m-

ve agikar olarak

|tk < nm(Ax), % x,)| <Vn

olup

1 !
lim ~[{k <m(Ax),# x,}| < lim = =0

n—oo H n—o H

yazilr.
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Boylece yukaridaki teoremden (Ax), = x,, olup st-lim x, = L elde edilir. A=(a,;)

matrisinin adi yakinsakhiga denk olmadigini gérmek igin,

{(—l)m, k=m> (m=12,.)ise
Xp = 5
0 , k kare degilse (k=m~)

ile verilen x dizisini gdzoniine alalm. Bu taktirde n >1 igin (A4x),=0 (#—> x) olur.

Fakat x dizisi yakinsak degildir.
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3.2. ESAS SONUCLAR

Istatistiksel yakinsaklik ve matris toplanabilme arasinda bir kapsam elde etmek

i¢in asagidaki matris sinifini tanitacagiz. 7 alt tiggensel negatif olmayan ve asagidaki

sartlan saglayan 4 =(a,; ) toplanabilme matrislerinin kolleksiyonunu gostersin,

n
() Za,,k =1, her n igin
k=1

(@) 6(K)=0 olacak sekilde K < N ise

lim Za,,k =0

nOfek
dir.
T ' daki herbir A, negatif olmayan elemanlara sahip oldugundan (i) , (i)
Ozellikleri A 'nin Silverman-Toeplitz regilerlik sartlarini saglamasini gerektirir.

Esas teoremi ispatlamak i¢in asagidaki lemmaya ihtiyag vardir.

LEMMA 3.2.1. : Reel terimli siurl bir x =(x; ) dizisi istatistiksel yakinsak
degilse {ne IN:x, <A} ve {nelINx,> u} kimeleri sifir dogal yogunluga sahip

olmayacak sekilde A < u gergel sayilart mevcuttur. ([13] Fridy, Miller 1991)
Ispat: Tum n'ler igin - 8 < x, < f olacak sekilde B segilsin .
Her m dogal sayis1 igin (-3, B 'yi 2" tane esit uzunlukta birbirine bitisik yari-

agik araliklara bolelim. S”. = {# € IN:x, €/} ile tanimlansin, burada I}', 2™ araligin

k. 'nc1 arah@idir. Bazi m 'ler igin []-k| > 1 ve her ikisininde dogal vogunlugu sifir
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olmayan, S}’ veS;' mevcutsa, bu takdirde yapihir. Bu durumla hi¢bir zaman
karstlasmadigimizi kabul edelim. Her m igin, en fazla iki tane birlesik 17 'ler harig
biitiin k 'lar igin &S") =0 'dir. Bu iki araligin birlesimi, 2B/2"" uzunlugunda bir

araliktir. Bu iki aralim kapamigi I aralig: olsun. Her m igin,

]m 2 ]m+]

« m-2
1, uzunlugu < g/2
ve

{(nelNx,¢el,}

'nin sifir dogal yogunluguna sahip oldugu anlagtlr.

Boylece L,
~I, ' dekitek say: ise, bu halde st-/im x, =L olur ki bu bir geligkidir.

TEOREM 3.2.1: Bir simirlt x =(x; ) dizisinin L 'ye istatistiksel yakinsak olmasi
igin gerek ve yeter sart T ' daki her A igin x =(x;) dizisinin L sayisina A-toplanabilir

olmasidir. ([13] Fridy ve Miller 1991)
Ispat: Gereklilik:

Ik énce st-limx, =L, £>0 ve A'nin T'da oldugunu farz edelim.
K={ke]N:]xk - L| > ¢ } ile tanimlansin.
Baylece 6 (K)=0 ve k¢K oldugunda, ]xk - Ll <& olur.

Bu verilerden,



I(AX')" I'l : Z“ul. ( Y4 I I
o

=1 22 aplx, - ) 2o (x, 1)

5}(% el % = L)|+ k:ZK e % )’

< zank,xk - LI+ Zanklxk - L,
keX keK

<¢ Z Ay, +(Suplxk l) Zank

ke K kek

elde edilir. Her iki tarafin n — oo limiti alinirsa,

)
WL Z a,; +supklxk - L[ Za”kJ

lim|(Ax), - Z| < lim
kek

n—>x n—>

A
ZLE lim Z . +SUPA,xA = ]l hm Z(IMAJ )

)l—)wl‘zk

bulunur. Diger yandan A regiiler oldugundan,

n 0
1 =1lim Zank = lim ank + ZankJ
n-—-»ook=l n—» kek
= lim Q.a,, + lim Za,,k
n—»ookeK n——)aokeK

de ederiz. Boylece (i),

lim Za,,k =]

n-—;aekeK
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olmasim gerektirir. O halde (2) 'den, ¢ keyfi oldugundan lim I(Ax),,—l,l =0 olur. Yani,

n-—->x

lim{(A4x), = L bulunur.
Hn—orx

Yeterlilik:

Tersine olarak st /im x, =L olmadif farz edilsin. x =(x; ) dizisi M= L sayisina

istatistiksel ‘yakinsak olsaydi, gereklilikten 7 'daki herbir A igin lim (Ax),=M # L

H—X

olacakti. O halde x =(x;) dizisinin istatistiksel yakinsak olmadigim kabul edelim. Bu
durumda yukandaki lemmadan U={kelN:x, <A} ve V={kelN:x >u}

ctimleleri sifir yogunluga sahip olmayacak sekilde A<u reel sayilari vardir.

Bu nedenle her k€/N igin,

1
—In eUn<u, }I >&
U
ve

%{{n € V:nSvk}l>8

olacak sekilde &> 0 ve U’ ={u, )7, U ve V' ={v,}.,c}" alt kiimeleri vardir.
U' ve V'min aynk olduguna dikkat edelim. Cinkia UnV=@ 'dir. Simdi A =(a,)

matrisini,

-

0

1 )
; , neU/uV/ ve k<n ise

, k>n ise

=4 1
Gk =\ — | nel’ vekel, ise

l”n l

——' , neV'vekel, ise

g
‘ﬂ
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ile tanimlayallm. Bu durumda A 'min T 'da oldugunu goérmek kolaydir. Aynca,

neUise (Ax),< A

fakat, ‘..
nel” igin (Ax),> u

olur.

Boylece A, T' dadir. Fakat (A4x), yakinsak degildir. Bu da ispati tamamlar.

T kolleksiyonunun agik bir sekilde diizenlenebilecegi ve Teorem 3.2.1."in halen
gegerli oldugunu gormek zor degildir, fakat (i) 'nci 6zelhk, matrisler ve dogal
yogunluk kavrami arasindaki iligkiyi agiklayici ve dogal gorindiigiinden yukaridaki

sekil kullanilir.

Maalesef onceki teorem sinirsiz dizilerin istatistiksel yakinsakligi hakkinda bir
sey séylemez, ve boyle bir bagintinin ispatlanmasinin ¢ok az bir sansi vardir. Teorem
3.1.1‘ 'de hi¢ bir matrisin sinirsiz diziler igin istatistiksel yakinsakligi kapsamadigi
gosterilir, ve biz, sonsuz matrislerin bir dizisi ile bile boyle bir kapsamin olmadigini

gosterecegiz.

TEOREM 3.2.2: Eger A= {4V }., matrislerin sayilabilir bir kolleksiyonu ve,
"A-limx=1L " x'in A 'daki A 'lar igin A-toplanabilir oldugunu gostermek tizere

A-lim, st-lim 'l iceremez.

Ispat: Teorem 3.1.1. 'yi asagidaki gibi diizenleyebiliriz. Ispatta sifir olamayan
A pmy ,k(m) elemanlar A 'da segilir, oyleki, n(m) ve k(m); o 'a artar ve k(m)> m” 'dir.
Simdi A 'i kullanarak [n(1),k(1)] ve [n(2),k(2)] segelim, sonra 4>’ 'yi kullanarak
[n(3), k(3)] secelim. Daha sonra A’ 'i kullanarak [n(4),k(4)], A~ ‘yi kullana;ak
[n(5),k(5)] ve A® ‘i kullanarak [n(6),k(6) ] segelim. Ornegin; [n(6),k(6)] n(6)>n(5),

(M (2) (3)

k(6)>k(S) ve k(6)>6" ayrica, k>k(6) igin af) . # 0 ve 'y 4 = u,‘,[(',,‘,‘, = dyiork =0

olacak sekilde segelim, ve uygun olarak,
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l 5
-— o)
Xk(6) = (3 [6~ > a6y 40 %k ]
An(6).k(6) !

tanimlayalim.
Eger i< j ise A? bir n(m) satir igerir, dyleki, n(j [j+1] /2)<n(m) < n( [j*+1] )[j+2]/2) ve

(A(i)x) =m 'dir. Boylece her 1 igin, ADy sinirsizdir, fakat k=k(m) i¢in x, =0 dir.

n(m) ™~
Dolayisiyla st-lim x=0 olur.

Onceki ifadelerde herbir A® satir-sonlu oldugu kabul edilir. Satir-sonsuz
durumlarda Teorem 3.1.1 'den 6nceki Lemma 3.1.1 'i ispatlayan method ile bu teknigi
birlegtirerek elde edilir.

Son olarak, bu A kolleksiyonu tzerinde Teorem 3.1.1 'de bazi kisitlamalar
koymak gereklidir (Sayilabilirlik gibi). Diger durumda her x istatistiksel yakinsak dizisi
igin bir A® matrisini icine alan A 'yi olusturabiliriz. Boyle bir 4 bulunabilir.
BoyleceA™x  verilmis herhangi bir smrl  dizidir. Bununla  birlikte

K= {A ®). K < INve 6(K) =0} matris kolleksiyonunun bir birlesimini kullanarak

istatistiksel yakinsaklig1 karakterize edebiliriz. Béyle herbir K igin, 4’

x, ,n¢ K ise

X.,,ne K ise

<A<K>x),,={
donigiimii ile tanimh matris olsun.
Burada n*=min {j>n:jzK} 'dir. Teorem 2.1.1 'den, x 'in istatistiksel yakinsak dizi
olmast igin gerek ve yeter sart boyle bir K kiimesinin var olmasi ve tim ngK igin

x,=y, olacak sekilde bir y yakinsak dizisinin var olmasidr.

Boylece asagidaki teoremi yazariz.
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TEOREM 3.2.3.: x dizisinin L ' ye istatistiksel yakinsak olmasi igin gerek ve
yeter sart; x 'in L ' ye AR toplanabilir olacak sekilde, K 'da bir A®) matrisinin var

olmasidir. ([13], Fridy ve Miller 1991)

Ispat: Gereklilik:

st-lim x = L olsun. Bu durumda hhn igin x, =y, ve limy, =L 'dr
H~—>X

(Teorem 2.1.1).

n= min{ j>nj & K} olmak iizere A®) 'nin tanimindan

(4K0y) { =Y nek

yazilabilir. O halde

lim(4®x) =limy, =L

n—w n  poxo

oldugundan

lim(A(K)x) =L

n—w n
'dir.

Yeterlilik:

A® ek igin 1im(4®x) =L olsun. Bu durumda her ne K igm,

n—»o n

A®y) = x,, ve 8 (K)=0 oldugundan st-/im x = L 'dir. Bu da ispat: tamamlar.
n
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& dogal yogunlugu, keyfi negatif olmayan regiiler bir A matrisi ile C, 'in roli

degistirilerek [7] ve[16] 'de genellestirilmigtir. Bu istatistiksel yakinsakhigin bir
genellestirilmesine yol agmustir ( [9] ve [16] ).
" st ,~lim x=L " 'in anlam1 her >0 igin { keIN:|x, — L |>€} kiimesinin karakteristik
fonksiyonu y 'in sifira A-toplanabilir olmas: demektir. Bu, A = C, oldugu zaman
istatistiksel yakinsakhifa indirgenir. st ,-toplanabilirligi i¢in Teorem 3.2.1 'in yukaridaki
ispatin1 adapte edebiliriz.

Bunu ispatsiz olarak verecegiz

A negatif olmayan regiiler bir matris olsun ve T ,,

¢ ¢]
(a) Zt,,k =1, hernigin
k=]

(b)  6,4(K)=0 olacak gekilde K < /N ise

lim 2.1, =0

n—)ookeK

ozelliklerini saglayan negatif olmayan T matrislerinin kolleksiyonu olarak tanimlansin.
Asagidaki teorem, Teorem 3.2.1 'deki gibi ispatlanabilecegi igin burada ispatini

vermeyecegiz.

TEOREM 3.2.4.: Siurh x dizisinin s¢, —lim x = L 'yi saglamas i¢in gerek ve
yeter sart T, 'dakiher T igin x 'in L'ye " T -toplanabilir " olmasidir. ([13], Fridy ve

Miller 1991)
3.3. T 'va ait MATRISLER
Bu kisimda hangi matrislerin T 'ya ait oldugu sorusunu gozéniine alacagiz. Pek

¢ok klasik toplanabilme matrisleri negatif degildir ve (i) 6zelligini saglarlar. Dolayisiyla

aragtirmamuzi (ii) 6zelligi lizerine yogunlagtiracagiz. [1]'de R.P.Agnew;
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}=0

*)  lim{max

n—»o k

a "

regliler matrisi A 'nin adi yakinsakliktan daha kuvvetli olmasini gerektirdigini gosterdi.
(i) 6zelliginin bu o6zelligi gerektirdigini ve bundan dolayi bu 6zelligin T 'daki matrisler

i¢in gerekli oldugunu gosterdik.

Onerme 3.3.1. : Eger negatif olmayan A matrisi (ii) 'vi saglhyorsa, bu takdirde

A, lim{ max|a,, } =0 "1 saglar.

Ispat: lim { mflx|an‘ l} = 0 'in yanhs oldugunu farzedelim. Her m igin,

Aimyse(my 2 £>0

olacak sekilde {n(m)} ve {k(m)} satir ve siitun indis dizilerini segelim.
Eger gerekiyorsa K={k(m)}~_ 'nin yogunlugu sifir olacak sekilde alt diziler
secelim.

Bu, her m igin,

Zan(rn),k 2 an(m),k(rn) 2€
keck

'nu saglar. Bu durumda A, (b) 6zelligini saglamaz.

Onerme 3.3.1 'deki gerektirmenin tersinin yanls oldugu gosterilebilir. Mesela A

yi,



B ] |
[\/E] . efer n—— <k<n ise
S SN LCH B
a = 2n-[ ‘/;] , eger k<n- 5 ise
0 ,eger k>n ise
L

ile tanimlayalim.

A'nin lim { max
k

n-»0

a, |} =0 '1sagladifi agiktir. Faka

-+

K={1,4,15,16,61,62,63,64,...,.,.......}
ktimesini gozoniine alalim.
Buradaki K, herbiri 4' in kuvvetini asan ardigtk tamsay: bloklarindan olusur. 4™ 'yi

ihtiva eden blok 2™ tamsayisindan olusur. Béylece n, 4 'iin bir kuvveti oldugu zaman

n'|K,| maksimaldir. Bu durumda |K,|= Jn dir. Boylece 6(K) =0 dir. Ayrica n, 4

'in bir kuvveti oldugu zaman,

elde edilir.
Buradan A, (ii) 'yi saglamaz.

Benzer bir disiince Borel matrisi ve Euler-Knopp matrislerinin (0<r<lI igin),

lim { max

n—»w k

a, |} =0 ozelligini sagladiin, fakat (i) ozelligini saglamadigini gostermek
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icin kullamilabilir. Her iki durumda da max, |a,|= O(If’l'é) 'dir ki, bu

} = 0 o6zelligini saglar. Fakat n.satir yaklagik olarak O(\/; ) tane terimden

lim { max

n-—»c0 k

a n

_7
olusan bir blok igerir. Bu durumda ise her terim \(2I1n) -2 dir. ([15], Teorem 5)

Bu 6nceki 6rnekteki ayni K igin (i) 'nin saglanmamasina sebep olur.
Boylece (it) ozelliginin, max |a, | 'mn sifira yaklasma hiziyla ilgili oldugu
anlagilir. Gergekten de (ii) 'nin tggensel A matrisleri igin max |a, |= O(n™') ise,

saglandigini ispatlamak kolaydir. Bu,

> a, =0(K,Imax a,)=n"|K,] O(n max a,)
kek k k

'den elde edilir..
Bu gozlem, 1 'den daha biiyiitk dereceli her Cesaro matrisinin (ii) o6zelligini

sagladigim soyler. Ciinkii,
max, C, [n,k] = O(n™") oldugu bilinir. [24, p.50]

A 'mn iggensel olmasi max, |a,|=O(n"') 'nin (i) 'yi gerektirmesi igin
gereklidir. Bu gerekliligi asagidaki tiggensel olmayan matris ile gosterelim. K, IN 'nin

O0(K) = 0 olacak sekilde sonsuz bir alt kiimesi olsun, ve

b _{n"l ,eger ke{ K'nminilk n elem ani } ise
"o , diger duru ml arda

ile tanimlayahm. -

max, b, =»"' oldugu, fakat her n igin D b, =1 oldugu ve boylece (ii) "nin
kek

saglanmadig agiktir.
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(i) ve (*) ozelliklerinin kargilagtirilmasini tamamlamak igin liggensel olmayan
matrisler igin (ii) 'nin, (*) 'daki yakinsama hizi hakkinda higbirsey gerektirmedigini

gosterecegiz.

Onerme 3.3.2. : t 'da, A=(a,,) seklinde matrisleri mevcuttur dyleki, n sonsuza

giderken, max, a_ keyfi olarak yavagca sifira gider.

Ispat : u, her n igin w =1 ve O<u,<I olacak sekilde sifir dizisi olsun. A

matrisini,

, eger k=nise

u :
x =1, efer k<nise
n

-1
[0 , eger k>nise

ile tanimlayalim.

Bu takdirde max, a_, = max {(1-u,)/(n~1), u,} dir, bu ise, #, 'de daha
hizly bir sekilde sifira gider. A 'min T 'da oldugunu gérmek igin, (i) 'nin saglandigia

ve K < IN igin,

"(F”n).l{z_lﬂl
n-1 h

n

1._.
Sa, <|K,|—= +u, =
ik n-1

olduguna dikkat edelim.
En son ifade, n—> o iken &(K) 'ya gider, buradan A 'mmn (ii) ozelligini sagladig

gorulir.
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Matematik Anabilim Dalt

19935, Savfa : 56

Bu ter i¢ bélumden olugmalkiadir.

Birinei boliimde ¢abgmaya kaynakbik eden bam temel tamm ve teoremler
verildi

Tkinei bolimde bir dizinin istatisiiksel yakimsak obmast tamnundan harekeile, x
'm istatistiksel limit noktas: tamm verildi. Istatistiksel vakmsakik kavram dizisel
limit kavram olarak ele alimp bir say1 dizisinin yifnlma noktalan veya limit noktalan
limesinin istatistiksel benzerleri dogal bir yolla tarumlandi. Aynica vigilma noktalan ve
istaiistiksel limil nokialanun temel ozellikleri verildi. Adi limii nokialan ie
wstatistiksel limit noktalan ve istatisiksel vigiima noklalan arasindaki benzerlikler ve
farkhliklar ortava kowvnldu. Son olarak  da bazm iy1 bilinen tambk dzelliklerinin
istatistikse] benzerleri verildi.

Istatistiksel vakinsakligin hi¢ bir matris metodu tarafindan igerilmedigi, ancak
sinrh diziler icin Cesaro mairisi tarafindan igerildigi bilinir. Ugiinct boitimde,
toplanabilme matrislerinin bir syiufinin arakesiti ile istatistiksel yalansakhk mukayese
edilerek bu sonuglar genellegtirildi, Istatistiksel yakmsakhfm bir matrix
karekierizasyonu tansfilda.

ANAHTAR KELIMELER: Matris doniigtir, regitler matris, tiggensel matris
" dojal yogunluk, toplanabilme, istatistiksel yalansakhk,
istatistiksel cauchy dizisi, istatistiksel limif nokialar,
istatistiksel vignlma noktalan, istatistiksel kapams
A-toplanabilme, A-istatistiksel yalonsakhk.




