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OZET
Yiiksek Lisans Tezi
BANACH UZAYLARINDA ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Aydmn IZGI
Harran Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisil
Matematik Anabilim Dali

1996; sh:63

Butez d6‘rt boéliimden olugmaktadur.

Birinci béliimde, ¢aligmaya kaynaklik eden baz temel tamm ve teoremler
verildi.

Ikinci boliimde, istatistiksel yakmsaklikla ilgili yapilan ¢ahsmalarm kisa bir
oOzeti verildi.

Ugiincii boliimde, istatistiksel yakmsakhk bir X Banach uzayma genellegtirildi.
Yine bir X Banach uzaymda A-istatistiksel yakmsak ve A-istatistiksel Cauchy dizi
ciimlelerinin gakistign gosterildi. Ayrica A-istatistiksel yakmsaklik ile bir f modiiliis
fonksiyonu yardimu ile tanimi kuvvetli A-toplanabilirlik arasindaki bagmti incelendi.

Son béliimde, st(A), A-istatistiksel yakinsak dizilerin, sto(A) A-istatistiksel sifir
dizilerin, X kesit-kapal dizilerin uzay1 ve Y keyfi bir dizi uzay1 olmak iizere
(st(A)X,Y) ve (sto(A)nX,Y) matris smiflars karekterize edildi.

Anahtar Kelimeler: Banach uzayu, istatistiksel yakinsaklik, istatistiksel
Cauchy dizisi, A-istatistiksel yakinsakhk, A-istatistiksel Cauchy dizisi,

matris doniigimi.



ABSTRACT
Master Thesis

THE STATISTICAL CONVERGENCE IN BANACH SPACES

Aydin Izgi
Harran University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

1996; Page:63

This thesis consist of four chapters.

In the first chapter, some fundemental definitions and theorems have been
given as a references to this study.

In the second chapter, a summary of statistical convergence have been given.

In the third chapter, the statistical convergence have been generalized to a
Banach space X. Also, it was proved that, in a Banach space X the set of A-
istatistically convergent and A-statistically Cauchy sequences coincide. Furthermore,
the relations between A statistically convergence and strong A-summability defined by
a sequence of moduli were studied.

In the final chapter, we characterized the matrix classes (st(A)X,Y) and
(sto(A)X,Y) where st(A) is the set of A-statistically convergent sequences, sto(A) is
the set of A-statistically null sequences, X is a section-closed sequence space and Y is

an arbitrary sequence space.

Key Words: Banach space, statistical convergence, statistical Cauchy
sequence, A-statistical convergence, A-statistical Cauchy sequence,

matrix transformations,



SIMGELER

IN  :Dogal sayilar ciimlesi

IR :Reel sayilar ciimlesi

C :Kompleks sayilar ciimlesi

s :Reel veya kompleks degerli biitiin dizilerin uzay1

m ‘Reel veya kompleks degerli biitiin simrh dizilerin uzay:

c :Reel veya kompleks degerli biitiin yakmsak dizilerin uzay1

Co :Reel vya kompleks degerli sifira yakisak biitiin dizilerin uzay1

® :Reel veya kompleks degerli biitiin sonlu dizilerin uzay1

st :Reel veya kompleks degerli biitiin istatistiksel yakmsak dizilerin uzay1

sty :Reel veya kompleks degerli biitiin sifira istatistiksel yakmsak dizilerin uzay1
st(A) :Reel veya kompleks degerli biitiin A-istatistiksel yakmsak dizilerin uzay1
sto(A) : Reel veya kompleks degerli biitiin sifira A-istatistiksel yakinsak dizilerin uzay1
(E,F) :E dizi uzaym F dizi uzayma déniistiiren biitiin matrislerin smifi

T :Biitiin regiiler matrislerin ctimlesi

T :Negatif olmayan biitiin regiiler matrislerin ciimlesi, 7 ={(an) €T: 8,50}

Ut :Biitiin diizgiin regiiler matrislerin ciimlesi

Ut"  :Negatif olmayan biitiin diizgiin regiiler matrislerin ciimlesi, Ut'=Utt’

Q :Siirekli yarmormlarn ctimlesi

h.h.k :Hemen hemen tiim k’ lar

x,=0(n) ~lim X2 = 0
n—0 0
[,
x,=0(n) = gup = <
n

Not: X, K(IR veya €) cismi iizerinde bir Banach uzay: olsun. Yukandaki dizi
uzaylari, terimleri X in birer eleman olan dizilerden olusuyorsa, drmegin s,c,st,st(4)
yerine sirastyla s(X), c(X),st(X), st(A , X) yazilir.



1.BOLUM
TEMEL KAVRAMILAR

Bu bélimde daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan baz temel tanim ve
teoremleri verecegiz.

Tamim 1.1: 4 bir lineer nokta climlesi olsun. Eger A ciimlesinin her x elemam
i¢in x>z olacak gekilde bir a sayist varsa, A climlesine alttan simrhidir , g sayisina da
A ciimlesinin bir alt sinur1 denir. Benzer sekilde, efer A ciimlesinin her x elemam igin
x<b olacak sekilde bir b sayis1 varsa, A climlesine iistten smrhdir, b sayisina da 4
ciimlesinin bir {ist sumr1 denir.

Alttan ve tistten smirh ciimlelere, kisaca siirli ciimleler denir[1].

Tanum 1.2: X ve Y herhangi iki climle olsun. X in herbir elemanma Y nin bir ve
yalniz bir elemanmi kargilik getiren £ kuralma X den Y ye bir fonksiyon denir ve

f:X—-)Y veya X —j—;Y
seklinde gosterilir[1].

X; fnin tanum ciimlesi, ¥; fnin deger ciimlesi, fAX)=Y ise, f orten; fX)Y ise,
S ye igine fonksiyondur denir.

Herbirx),x, € X ve x; #x, i¢gin f (xl) #f (xz)ise, S ye bire-birdir denir.

Tammm 1.3: Bir 4 ciimlesinden /N={1,23,...,n,...} veya McIN sonlu
ciimlesine bire-bir bir f fonksiyonu tanimlanabilirse, 4 ciimlesine sayilabilir ciimle
denirf1].

Jf:A—IN ise, A sayilabilir sonsuz ciimledir.

f:A—>M ise, A sayilabilir sonlu ciimledir.

Tanim 1.4: Tanum ciimlesi /¥ olan fonksiyona dizi denir[1].

Deger ctimlesi /R olan diziye reel terimli dizi ve deger ciimlesi C olan diziye
kompleks terimli dizi denir.

Tanum 1.5: X bos olmayan bir ciimle olsun. d:XxX—>IR fonksiyonu agagidaki
sartlart sagliyorsa, d ye X de metrik (veya uzakhk fonksiyonu) denir. (X,d) ¢iftine
metrik uzay denir[2].

M1) dfx,y)=0 & x=y
M2) d(x,y)=d(y,x)
M3) dfx,y) <d(x,z)+d(y,z).

Tamm 1.6: L bos olmayan bir ciimle ve X, reel veya kompleks sayilar cismi
olsun. Asagidaki sartlar saglantyorsa, L ye K cismi tizerinde lineer(veya vektor) uzay
denir[2].

A) L, + iglemine gore degismeli gruptur. Yani;



G1) Her x,yeL i¢in x+yeL

G2) Her x,y,zeL igin x+(y+z)=(x+y)+z

G3) Her xeL igin x+6=060+x olacak gekilde 6 L vardir.

G4) Her xel igin x+(-x)=(=x)+x=68 olacak sekilde -xeL
vardar.

G5) Her x,y el igin x-+y=y-+x dir.

B)x,yeL ve a, feK olmak tizere asagidaki sartlar saglanir.

L1) axel

L2) aix+y)=ax+ay

L3) (a+f)=ox+px

L4) (af)x=a(f) °

L5) 1.x=x

Tamm 1.7: L, K cismi tizerinde bir lineer uzay olsun. L nin bir M altciimlesi, L
deki islemlere gére K cismi tlizerinde lineer uzay ise M ye L nin altuzayr denir. Yani,
her o, fek, x,yeM igin

o+ fy eM
ise, M ye L nin lineer altuzay denir.[2].

Tanmm 1.8: X bir lineer uzay olsun. p:X—>/R fonksiyonu asagidaki sartlan
saghyorsa p ye X iizerinde bir yarmorm denir.

1) p(6=0 (6 Xin sifir elemanidir)
2)p(2)=1 1lp(x)  (AeK)
3) p(e+y) p (o) +p () (Uggen Esitsizlig)

Tanum 1.9:N bir lineer uzay ve Il H:N—/R fonksiyonu bir yarmorm olsun. I Ii
fonksiyonunun x deki degerini Il x l ile gosterelim. Eger

Hx1ll=0 < x=0
sart1 saglantyorsa |l 1l ya N de norm denir.

Lineer bir uzay iizerinde bir norm tanimlanmigsa, bu uzaya normlu lineer
uzay denir.

Her xeN igin Il x 1120 dur.

Tamm 1.10: (N, 1l 1) normlu bir uzay olsun.

d:NxN—IR, dy)=ll x-yll
bigiminde tanimlanan metrige norm metrigi denir{2].

Tanum 1.11: (1) (X,d) bir metrik uzay ve (xn), X de bir dizi olsun. Bu dizinin
terimlerinin ctimlesi X in smurdi bir altciimlesi ise, (x,,) dizisine smirh dizi denir.
Demek ki, (x,,) smurh ise, her m,nelN igin

d(x,,x,) <K

olacak sekilde bir K>0 sayist vardur[2].



x,| <K olacak sekilgde bir

@): (x,,) (11 1) de bir dizi olsun. Her 7 igin
K= 0 sayis1 varsa, (xn) dizisine sinurh dizi denir[2].
Tanum 1.12: (1): (X,d) bir metrik uzay ve (xn), X de bir dizi olsun.
lim d(x,,%y) =0
. B0 )
olacak gekilde bir xye€X varsa, (x,,) dizisine X de yakinsak ve x; a da dizinin limiti

denir. Bu durum
H_x)n;oxn=x0, X, —> Xo veya n—> o iginx, —> X,
n

sembollerinden biri ile ifade edilir.

Yakimsak olmayan diziye waksak dizi denir[2].

2): (X,II i) de (xn) dizisi verilmig olsun. Her €>0 i¢gin n2>n; oldugunda
uxn - X ” <& olacak sekilde bir ng(g) sayist varsa (x,,) dizisi x a (x vektoriine)
yakinsaktir denir[2].

Tanmm 1.13:(1): (X,d) bir metrik uzay ve (x,,)X de bir dizi olsun. her £>0 igin
m,n > ny oldugunda d(xm,x,',) < ¢ olacak sekilde bir ny(e) sayist varsa (xn) dizisine
Cauchy dizisi denir[2].

): (X, I 1) de bir dizi (x,) olsun. Her >0 igin m,n>n, oldugunda
“xm -Xx, ” <& olacak sekilde bir ny(g) sayist varsa (x,,) dizisine Cauchy dizisi
denir[2].

X deki her Cauchy dizisi yakmsak ise, uzaya tam denir[2].

Tanum 1.14:X normlu lineer uzay olsun. X norm metrigine gore tam ise X ye

Banach uzayi denir[2].
Tanmm 1.15: Bir (rn) rasyonel say1 dizisini gozoniine alalim. £>0 ne kadar

kiigiik olursa olsun. Eger n > ny igin lr,,l < ¢ olacak sekilde bir 7y > 0 tamsayist varsa,
(rn) dizisi sifira yakmsar veya bir sifir dizisidir denir[3].
Tanmm 1.16: X bos olmayan bir ciimle olsun. X in altcimlelerinin, asagidaki
ozellikleri saglayan, bir T smifina topoloji denir:
1) Xve ®, T nun elemanlaridur.
i) T nun elemanlarmm herhangi bir toplulugunun birlegimi yine T nun
elemandir.
iii) T nun sonlu sayidaki elemanlarmm kesigimi yine T nun bir
elemamdur. |
(X,7) ikilisine topolojik uzay denir[4].
7 nun elemanlarma X in T - agik ciimleleri veya herhangi bir kangikhk
s6zkonusu olmadigmda X in agik ciimleleri denir.



Ornek 1.1: Eger (X,d) bir metrik uzay ise, X’in d-agik ciimleleri X iizerinde
bir topoloji olugturur. X tizerinde d tarafindan olugturulan bu topolojiye metrik
topoloji denir. |

(X,7) bir topolojik uzay ve A X olsun. Eger, (X/A)e7 ise, yani 4 nin X e gore
tiimleyeni agik ise, A ya t-kapali veya kisaca kapal: ciimle denir.

Tanum 1.17: (X;7) topolojik bir uzay ve AcX olsun.

a) A y1 kapsayan biitiin kapal climlelerin kesigimine A nmn kapanigi denir ve
A ile gosterilir.

b) A tarafindan kapsanan biitiin agik climlelerinin birlersimine A nmn i¢i denir
ve A% ile gostertlir.[4].

Kapal: ciimlelerin kesigimi kapali, agik ciimlelerin birlegimi ag¢ik oldugundan,
A kapah bir ciimle ve A% agik bir ciimledir. O halde

a) A kapaliise, A=A

b) A agik ise, A=A
dur.

Tanum 1.18: (X,7) topolojik bir uzay ve AcX olsun. Eger,

(4)° = &
ise, yani A nin kapanigi en az bir agik ciimle kapstyorsa, A ya bazi yerlerde yogun
ciimle, aksi halde yani,

(4)°=¢ |
ise, hig bir yerde yogun olmayan ciimle denir. Eger A=X ise, A ya X’de her yerde
yogun ciimle denir[4].

Tamm 1.19: (X,7) bir topolojik uzay ve x=y olmak iizere x,y €X olsun. xeG,
yeH ve GNH=0 olacak sekilde X de G ve H agiklan bulunabiliyorsa, X’ e
T, — Uzay: veya Hausdorff uzay1 denir[4].

Ornek 1.2: Her metrik uzay bir Hausdorff uzayidir,

Tanim 1.20:L bir lineer uzay ve AcL olsun. Her x,y€A i¢in

B={z el z=ax+(l-a)y, 0<a<ljc4
oluyorsa A ya konveks ciimle denir.[2].

Tanm 1.21: (X;r) bir topolojik uzay ve xeX olsun. x* i igeren T nun
elemanlarmm bir smifi B, olsun. Eger her U € S, i¢in VU olacak sekilde en az bir
V e, varsa, bu taktirde 8, smifina x noktasmdaki lokal(yerel) taban denir.[4].

Her bir noktasi, konveks ciimlelerden olusan bir lokal tabana sahip ise lineer
topolojik uzaya lokal konveks uzay denir.

X topolojik uzay, toplama ve skalerle garpma iglemleri siirekli olacak sekilde
bir vektor uzayi ise, X uzayma topolojik vektor uzayr denir[5].



Tamm 1.22: X lineer (vektdr) uzayi, topolojik Hausdorff uzayi olsun. Eger X
lokal konveks bir uzay ise, X uzayma Hausdorff lokal konveks topolojik vektdr uzayr
denir. Kisaca Hausdorff Lk.t.v.u. ile belirtecegiz.

Tanm 1.23: x = (xk)bir dizi olsun. Eger her bir eQ igin, n2k ve n/k—1

oldugunda
lim q(xn xk) =0
n—»0 -
ise, x dizisine yavag salinumli dizi denir.[6].
Her Cauchy dizisi yavas salimimh bir dizidir;fakat tersi dogru degildir.
Tanim 1.24: x = (x k) bir dizi ve KIN bir sonsuz ciimle olsun. Eger her £>0
i¢in n2ny ve nek, |x,, - x0| <& olmasmi gerektiren bir ny € IN varsax,x;'aK

boyunca  yakinsaktir  denirr Eger her €>0 igin @ jkeK @ ve
X, —X J'l < & olmasm gerektiren bir ny € IN varsa, x dizisine K-boyunca

J.k>ng,
Cauchy dizisi denir[7].
Tamm 1.25: mnelN ve 1<i<in, 15j<n  olmak iizere biitiin (i) ¢iftlerinin

climlesi McINxIN olsun. Bir X cisminde degerler alan M deki bir

J-M—K
fonksiyonu

(1,0) > £(i.5) = ay;
bigiminde tanumlayalim. a; € K degerlerini

ay; Ay ... Qi
a21 022 ver azn

A= veya A= [aﬁ]
Al A2 - gy

bigiminde diizenleyelim. K dan segilen bu m.n tane elemanm A tablosuna K iizerinde
mxn matris denir. Her (1)) , /<isin, 15<h ¢iftine kargilik gelen a;; € K elemanma A
matrisinin (7,/), eleman denir.[8].

m=n ise, A matrisine kare matris denir,

Matrislerin toplama ve skalerle ¢arpma islemleri
[a,j] + [by] = [a,-j +b,~j] veya c[aij] = [ca,j]



bigiminde tanimlamr. Bu iki iglemle lineer (vektor) uzay1 aksiyomlar saglanr.

Teorem 1.1 : Bir K cismi iizerinde biitiin mxn tipindeki matrislerin ctimlesi K
cismi tizerinde bir lineer uzaydar.

Bu uzaya matris uzay1 denir.

Tanum 1.26: E ve F, s nin iki alt climlesi ve 4 = (ank), a,; € Kolmak iizere

bir sonsuz matris olsun. Her bir x = (xk) e Eigin

o«
Anx = Z ank xk

k=1
serisi her n igin yakmsak ve
Ax = (Anx)

dizisi F* ye ait (x€eF) ise, 4= (a,,k)matrisine E den F igine bir matris doniigiimii
denir.

E den Figine biitiin matris doniisiimlerinin ctimlesi (£, F) ile gosterilir.

Matris déniigiimleri (Kiug, 1966), (Petersen, 1966), (Eizen ve Laush, 1969),
(Maddox, 1970), (Savag, 1987) ve daha bir gok matematikg¢i tarafindan gahglmugtr.
Bu matematikgiler bilinen dizi uzaylan arasmda pek ¢ok matris doniiglimii karakterize

etmigler.
Tanmm 1.27: 4= (ank) bir sonsuz matris olsun.

sg={x: Ax tanimli} climlesine A nm alani denir.

c~{x: Ax ec} ciimlesine A nin yakinsaklik alani denir. Ayrica
c4"={x:4x ecy}bigiminde tanimlanr[5].

Tanm 1.28: Sifir olmayan biitiin sonlu dizlerin ciimlesi ¢ olsun. A=(a,)
sonsuz matrisinin her bir satir1 ¢ de ise, A ya satir-sonlu denir[5].

Eger A satir-sonlu ise s,=s dir. Bunun terside dogrudur.

- Tamum 1.29: A=(a,;) sonsuz matrisi, yakmsak dizileri yakmsak dizilere

doniigtiiriiyorsa, 4 ya konservatif matris denir. Konservatif matrislerin smifi (c,c) ile
gosterilir, |

A konservatif bir matris olmast i¢in gerek ve yeter sart ccc4 olmasidir.



Eger her x ec igin lim Ax=m.lim x (melR) ise, A ya m ¢arpumnsal denir. m=1
durumunda agagidaki tanimu elde ederiz.
Tamm 1.30: 4 (c,c) ve her x ec igin

lim 4,x .-_-{im X

PR
ise, A matrisine regiiler matris denir[5].

Bir baska ifade ile: Bir A=(a,;) sonsuz matrisi yakmsak dizileri yakmsak
dizilere limiti koruyarak doniigtiirityorsa, A ya regiiler matris denir. Regiiler
matrislerin smifi (c,c,p) ile gosterilir.

Ornek 1.3: x=(x;) bir dizi olsun. A=(a,;) sonsuz matrisi,

X, =1 ise
Ax= ] x,, +x,
__—’

n>1 ise

bigiminde verilsin. Bu taktirde A regiilerdir. Ayrica y={(-1)k} waksak dizisini toplar.
Ay=(-1,0,0,0,...).

Bir matrisin regiiler olmast igin gerek ve yeter sartlar Silverman-Toeplitz
tarafindan verilmigtir.
Teorem 1.2. (Silverman-Toeplitz): A=(a,;) sonsuz matrisi s lizerinde regiiler
olmas1 igin gerek ve yeter sart
R1l)lima,=0 (k €IN)
R—>0
R2)lim Y'a, =1
fim 2
R3)sup 3[ae| <eo
k

olmasidir.
Bu teoremin ispati Petersen’in (1966, sh.8-9) ve Maddox™un (1970, sh.165-
166) kitaplarmda verilmigtir.

Yukaridaki teoremin {i¢ gartmi saglayan matrise Toeplitz matrisi denir.

Tamm 1.31: (R2), (R3) ve
R4) lims%p[a,,k =0

10



sartlarm sagliyorsa matrise diizgiin regiiler matris denir.

Tanmm 1.32:

{—1—, 1<k <n ise
Qur= - n

0, k>n  ise
bigiminde tanimlanan sonsuz matrise Cesaro matrisi C, denir.
Cesaro matrisi C;, negatif olmayan diizgiin regiiler bir matristir, kisaca C,eUt"
dar.

k
bigiminde tammlanan sonsuz

Tamm 1.33: 7,k>0 olmak iizere a, = ke

le"
matrise Borel'ma:trisi denir. [9].
Tamm 1.34: £>n igin ;=0 ve her n i¢in a,,0 bigiminde tamimlanan sonsuz
matrise normal matris denir. [10].
Brundo, asagidaki sonucu ispatladi(Bak. Cooke, 1960).
Teorem 1.3: Her Aet” igin
CANM=Cy M
ve
li}lnA,‘,x-—-li?nAnx (xec,mnm=c,,nm)
olacak sekilde bir 4’7" normal matrisi vardr.
Eger cgocy ise, B, A dan kuvvetlidir denir. Eger B, A dan kuvvetli ve
lim4x=limBx ise, B, A y1 igerir denir. Eger cy=c, ise, A ve B eg kuvvetlidir denir.
Tamim 1.35: 4=(a,,;) bir sonsuz matris ve x=(x;) s olsun. Hér nigin
Ax= gankxk
serisi yakmsak ve ’1‘]_1)1; A,x=x, ise, x dizisi xp a A-toplanabilirdir ya da A-
limitlenebilirdir denir.
A- hin X, =X,
yazilir[10].
¢4 mn her bir eleman1 A-toplanabilir bir dizidir.

11



Asagidaki tamimlarda x=(x;) s, xoeK(=IR veya €) ve A e7" olarak almacak.
Tamm 1.36: IijZka —x,|=0
n n &

oluyorsa, x dizisi x, a kuvvetli Cesaro toplanabilirdir denir. Bu dizlerin uzay: ¥ ile
x=0 ise W, ile gosterilir.
lif‘n;anklxk —x,|=0
ise x dizisi x, a kuvvetli A-toplanabilirdir denir. Bu dizilerin uzay1 W(4) ile, x,~0 ise,
Wo(A4) ile gosterilir[11].
Tanim 1.37: p>0 sabiti igin
h'lelxk —x,|" =0

" n
ise, x dizisi x, a kuvvetli p-Cesaro toplanabilirdir denir. Bu dizileri uzay1 W ile,
xy=0 ise, W ile gosterilir.

lim ) a,

ise, x dizisi x, a p indisi ile kuvvetli A-toplanabilirdir denir. Bu dizilerin uzay:

B —x0|p =0

WP(4) ile, x,=0 ise W (4) ile gosterilir[12].
Simdi yukandaki toplanabilirlik tanunlanini bir modiiliise bagh olarak
verecegiz. Once modiiliis tanimini verelim.
Tamum 1.38: Bir f: [0,00)—> [0,%0) fonksiyonu igin
DAH=0 & t=0
i) f{t+u) < AD+Aw), bitin £0, 420 igin
iii) f; artandir
iv) f; 0 da sagdan siireklidir.
sartlar1 gergekleniyorsa, f fonksiyonuna bir modiiliis fonksiyonu denir[13].
Asagidaki tammlarda x=(x;) es, xp€K, A 7", fbir modiiliis ve p>0 bir sabittir.
Tanim 1.39: Hm}—Zj(]xk —x,)=0

" on4
ise, x dizisi X a f modiiliisiine gore kuvvetli Cesaro toplanabilirdir denir. Bu
dizilerin uzay1 W(j) ile, xo=0 ise Wy(f) ile godsterilir[13].

tm 3", (e, ~ %)= 0



ise, x dizisi Xo a f modiiliisiine bagh olarak kuvvetli A-toplanabilirdir denir.Bu

dizilerin uzay1 W(4,J) ile, x,=0 ise Wy(4,p) ile gosterilir[11].
Tamm 1.40: ﬁm%Z(jﬂxk ~X,))P=0
" k

ise, x dizisi x, a f modiiliisiine gére kuvvetli p-Cesaro toplanabilirdir denir. Bu

dizilerin uzay1 W’ (f) ile, x5=0 ise W' (f) ile gosterilir[13].
ﬁ?] zank(/(]xk - xol))p =0
k

ise, x dizisi xp a f modiiliisiine gore p indisi ile kuvvetli A-toplanabilirdir denir.
Bu dizilerin uzayr W2 (4,7 ile, x,=0 ise, W (4.0 ile gosterilir[14].

Tanm 1;41: Her kelIN igin f; bir modiiliis olmak iizere F=(f}) dizisine
modiilits dizisi denir.

Yukarida bir f modiiliisine bagh olarak verilen toplanabilirlik tamimlar, f
modiiliisii yerine bir F=(f;) modiiliis dizisi almarak daha genel tanimlar yapilabilir,
Omegin asagidaki tanmm Kolk[15] yapmustir.

Tanum 1.42: x=(x;) &5, x9 K, p>0 sabit ve F=(f;) bir modiiliis dizisi olsun.

ﬁ}}xgank(f,‘(ka —x,)?=0
ise, x dizisi xy a F=(fi) modiiliis dizisine gore p indisi ile kuvvetli A-
toplanabilirdir denir. Bu dizilerin uzayr WP(4,F) ile, x~0 ise WF(AF) ile
gosterilir[14].

Bu tanimda A=C, alarak agagidaki tanimi verebiliriz.

Tamm 1.43: li}ln%Z(fk(]xk ~x))P =0

k

ise, x dizisi xp a F=(fy) modiiliis dizisine gore kuvvetli p-Cesaro toplanabilirdir
denir. Bu dizilerin uzay1 W*(F) ile, x,=0 ise W7 (F) ile gosterilir.

Buraya kadar yapilan tanimlarda dizilerin terimleri hep /K (=/R veya )
cisminden alinarak yapilmagtir.

X, IK cismi ilizerinde bir Banach uzayi olsun. Eger, x=(x;) terimleri X in birer
elemant olan bir dizi, yani x es(X) ise, buraya kadar yapilan tanimlarda kullanilan
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[ =,
ifadesi yerine
Jree — %o
yazilir. Benzer gekilde, dizi uzaylarmm gosterimide degismektedir. Omegin, W yerine
W(X), W(A) yerine W(A,X), W(AF) yerine WP(A,F,X) v.b. yazilir.
0<p<oo olmak iizere p sabiti i¢in |
L={x=(c) es : i|xk|’” <o}
P
lo={x=(xy es: |x|_= s%plx,‘] <o}
bigiminde tanimlanir.
e=(1,1,1,.;.) ve 1, k. mc1 terim olmak iizere ek=(0,0,...,0,1,0,...) olsun.
Tamum 1.44: Bir x=(x;) dizisi igin, n €IN olmak lizere

n
x[n] = Zxkek =(xl,x2’.“)xn’0’0,-..)
k=1

bigiminde tanimianan diziye x dizisinin n-inci kesiti denir. Daha genel olarak
keyfi bir K indis ciimlesi i¢in
i {xk, keK .ise
0, k €INIK ise
olmak iizere x'* =(y,) dizisine x dizisinin K-kesiti denir[16].
Tamm 1.45: U herhangi bir dizi uzay: olsun. Her K indis ciimlesi ve
x U dizisi igin
Ml el
ise, U dizi uzayma kesit-kapali dizi uzay denir.
x=(%x;) dizisinin her (x, ) alt dizisi i¢in (x, )eU ise, U dizi uzayma alt
dizi-Kapal (subsequence-closed) dizi uzay: denir[16].
Omegin, s,m,c; @, ve I, uzaylan kesit-kapal dizi uzaylandw. ¢ ve W’
uzaylar alt dizi-kapah dizi uzaylan olup kesit-kapah dizi uzay: degiller.
Tanmm 1.46: K={k;} sabit bir indis ciimlesi, 4=(a,;) bir matris ve
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olmak tizere
AM=(d,y)
bigiminde tanmlanan 4™ matrisine, A matrisinin K-siitun Kesiti denir[16].
Asagida k;<k;,; iken IN nin sonlu veya sonsuz bir {%;} alt ciimlesini bir
indis ciimlesi olarak diigiinelim. k<i iken biitiin k€K larm ciimlesini K(<) ile
gosterelim.
K={k;} bir indis ciimlesi olsun.
o= {1’ sl
0, JjeKise
bigiminde tanimlanan ¢*=( ¢jK ) dizisine, K ciimlesinin karekteristik dizisi denir.
Tamm 1.47: Eger ¢, C;-toplanabilir ise,

limitine K ciimesinin asimptotik yogunlugu denir ve §(K) ile gosterilir[17].
K(<) ciimlesinin eleman sayit K(n) ile gosterilmek iizere, yani

K(n)=|K(<n)| =|{k <nm: k eK},

&K )= lim K

B> n
bigiminde de tanmimlanir. Buna bazen de dogal yogunluk denir.
Tanum 1.48: K={k;} bir indis ciimlesi ve 4 7" olsun. ¢°, A-toplanabilir,
yani A" ec ise,

lim 4,4 = lim 3"a, ¢
J=t

limitine X ciimlesinin A-yogunlugu denir ve 6,(K) ile gosterilir[18].

Baoylece,
5 (K)=Tim 4,4*

0
= li'in z ank ¢f
k=1
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—hmZa,,,‘¢k +hm2a”k¢k

—hmz B (k2K igin gf=0)

—hmZan,‘, (k €eX igin #; =1).
®

Bu son ifadede her ielN igin k;€K olduguna dikkat edilmelidir.. Ayrica,
B=(a,, ) matrisi, A matrisinin K-siitun kesiti A™ dan bagka bir sey degildir. O
halde K ciimlesinin A~yogunlugu n— igin A™ matrisinin n-inci satirmm biitiin
terimlerinin toplaminn limitine esittir.

Ornek 1.4: Sonlu her ciimlenin asimptotik yogunlugu ve A-yogunlugu
sifirdir. Fakat bunun tersi dogru degildir.

K={k;} sonlu indis ciimlesi ve IX| = m olsun.
&)= tim X i~ 0

n—ow n n—H>w n

oldugunu biliyoruz. (R1), (R2) sartlan ve bu sonu¢ kullanilarak &,(K)=0
bulunur. Ozel olarak

k : 1k<n ise,
n(n+1)
ank = — ikl
2
0, k>n ise,
A=(a,) €T matrisini aldigimizda
m(m +1)
=0
J,(K)=lim n(nt])
oldugu goriikiir.

Yalmz, K={1°2%3% .} ciimlesi i¢gin 6&)=0 ve &; (K)=0 olmasma

ragmen K sonlu bir climle degildir.

Tamm 1.49: KXIN olmak tizere §(K)=0 olsun. Efer €0 verildiginde
her k>n, ve her kEK igin |x, ~x,| <& olacak sekilde bir nyeIN varsa, x=(xy)
dizisi xy a hemen hemen yaknsaktwr denir[17].

x=(x;) bir dizi ve y=(y), x in bir alt dizisi olsun. K={j: y, y nin bir
terimi} olsun. §(K)=0 olmasi durumunda y=() dizisine sifir yogunluklu bir
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alt dizi veya ince alt dizi denir. §(K)#0 ise y=(y) dizisine x=(x;) dizisinin bir
ince olmayan alt dizisi denir.

Tanm 1.50: x=(xy bir say1 dizisi olsun. x in x; a yakinsayan ince
olmayan bir alt dizisi varsa, x, sayisma x dizisinin bir istatistiksel limit noktast
denir[19].

A, ile, x in istatistiksel limit noktalarmin ciimlesi,

L, ile, x in adi hmlt noktalarmm ciimlesi
gosterilecektir. Buna gore, x=(x;)

{1» k bir kare,
x =
* 0, diger durumlarda

dizisi igin L,~{0,1} ve A,={0} olur.
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2.BOLUM
ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK
2.1.Girig

Reel say1 dizilerinin istatistiksel yakinsakligi orjinal olarak ilk defa (Fast, 1951)
tarafindan tanimlandi. Daha sonraki yillarda istatistiksel yakmsakhk kavrami farkh
isimler altinda incelenmigtir. (Buck, 1953) Fast’ in tanimma 6zdes bir tanim yaparak
bunu ‘hemen hemen yakinsaklik’ olarak adlandirmugtir. (Schoenberg, 1959) Fast ile
aym tammu vermekle beraber, bunu D- yakmsaklik olarak adlandirdr Istatistiksel
yakmsakligt bir toplanabilme metodu olarak galigti ve istatistiksel yakmsaklhigm baz
temel 6zelliklerini verdi. Fast ve Schoenberg ‘bir dizi x, sayisma istatistiksel yakinsak
ise, bu taktirde xo a Cesaro toplanabili’ oldugunu gosterdiler. (Zygmund, 1979),
trigonometrik serilerde ‘istatistiksel yakmsaklik’ kavrammi Buck gibi ‘hemen hemen
yakmsaklik’ olarak adlandirdi ve kuvvetli toplanabilirlik ile istatistiksel yakmsaklik
arasmda bir iliski elde etti.

Istatistiksel yakmsak dizilerin smifi(uzay1) nm topolojik ézelliklerini ilk olarak
inceleyen (Salat, 1980), reel sayilarm bitiin smurh istatistiksel yakinsak dizilerin
ciimlesinin, lineer normlu bir uzaym kapali bir alt uzay: oldugunu, reel sayilarm biitiin
smirch istatistiksel yakmsak dizilerin ciimlesinin lineer normlu bir ciimlenin hi¢ bir
yerinde yofun olmadigmi; reel sayilarm biitiin  istatistiksel yaiqnsak dizilerin
ciimlesinin, Frechet uzaymda birinci Baire kategorisinin bir alt ciimlesinde yogun
oldugunu gosterdi.

(Fridy, 1985) bir istatistiksel Cauchy dizi geniglemesini (Cauchy yakmsakhk
kriterinin istatistiksel benzerini)-istatistiksel Cauchy dizi tammim vererek, bpmm'
istatistiksel yakmsakhga denkligini gosterdi. Hi¢ bir matris toplanabilme metodunun
istatistiksel yakmsakllk metodunu igermedigini gosterdikten sonra istatistiksel
yakmsakllk  i¢in  kurulmus Baz  Tauberian  teoremlerinin  ispatlarmi
verdi.(Maddox,1986) bir modiiliise gore kuvvetli Cesaro toplanabilir dizilerin smifin,
kuvvetli Cesaro toplanabilir tammmin bir uzantis1 gibi verdi. Yine, (Maddox, 1989)
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istatistiksel yakmsaklik igin bir Tauberian sart1 olmak tizere, a,=0(c,) bir dizi bagmtist
olmas igin gerek ve yeter gart verdi.

(Connor, 1988) kuvvetli p-Cesaro tolanabilme ile istatistiksel yakmsaklik
arasindaki iligkiyi inceledi. st/oo cilimlesinin ya ‘smirh istatistiksel yakmsak’ ya da
‘siarh kuvvetli p-Cesaro toplanabilme’ ile es anlamh olarak gdzéniine ahnabilecegini
gosterdi. Yine (Connor, 1989) Cesaro matrisi C, yerine negatif olmayan regiiler keyfi
bir A matris toplanabilme metodu alarak, (Maddox, 1986) un tanimmu genigletti ve
kuvvetli A-toplanabilirlik, A-Istatistiksel yakmsakik ve A-istatistiksel Cauchy dizi
tanimlarini vererek bunlarin arasmdaki bazi temel bagmtidan verdi;Skalerlerin smirh
dizileri ve herhangi bir modiiliise gore kuvvetli A-toplanabilirligi ihtiva eden
A-istatistiksel yak'msakhk i¢in yukanda verilen iig notasyonun denkligini g6sterdi.

Reel veya kompleks terimli dizilere smirlanan istatistiksel yakmsakh@
(Maddox, 1988) herhangi bir Hausdorff lokal konveks topolojik vektér uzymdaki
dizilere uygulads;bir modiiliis ile verilen kuvvetli toplanabilirlik terimleri ile istatistiksel
yakmsakhgm bir benzerini verdi. Benzer sekilde (Kolk, 1988) istatistiksel yakmsaklign
normlu uzaylarda ¢alisti. Maddox © un galigmasma bagh olarak (Rath ve Tripathy,
1994) istatistiksel yakmsaklign ve istatistiksel Cauchy dizlerini g¢alstilar. . Bu
galismalarmda (Connor, 1988) un ‘ayrigim teoremi’ ne benzer bir ‘ayrigim teoremi’ ni
Hausdorff Lk,t,v,u, nda verdiler. Ayrica, ‘bir dizinin istatistiksel Cauchy olmas: igin’
baz alternatif denklik sartlan verdiler.

(Nuray ve Savas, 1994) o-istatiksel yakmsaklik ve A-invaryant istatistiksel
yakimsaklik tammlarim vererek bazi kapsam bagmtilar elde ettiler.

(Connor, Fridy ve Kline, 1994) istatistiksel 6n-Cauchy dizi tanmmni vererek,
istatistiksel yakmsaklik ve istatistiksel Cauchy dizileri ile iligkilerini incelediler. Ayrica,
istatistiksel yakmsakhgn baz topolojik 6zelliklerini inceleyerek “bir smirh istatistiksel
on-Cauchy dizisinin limit noktalarmm ciimlesi hig bir yerde yogun degilse, bu taktirde
istatistiksel yakmsaktir.” oldugunu gosterdiler. son olarak, bir istatistiksel 6n-Cauchy
dizisinin istatistiksel yakmsak olmasit gerekmedigini gosterdiler.
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Bu tez igin esas tegkil eden (Kolk, 1991) un ‘Banach uzaylarinda istatistiksel
yakmsaklik’> adh galigmasidir. Kolk, bu galigmasmda A-istatistiksel yakmsak ve
A-istatistikse]l Cauchy dizilerinin ciimlelerinin gakistifim gosterdi. A-istatistiksel
yakmsakhk ile kuvvetli A-toplanabilirlik arasmdal;i iligkileri inceledi.

2.2 Tamim ve Teoremler
Tanm 2.1: x = (xk) € sdizisi verilsin. Eger her £>0 igin

K, = {k:lx_k —x(;! 2 g}
olmak iizere §(X, ) = 0 yani,
lim—l—l{kén:|xk —x,|2 8}] =0

o )
ise, x dizisi x;“ a istatistiksel yakinsaktir denir.
Biitiin istatistiksel yakmsak dizilerin ciimlesi st ile, x,=0 ise s¢, ile gosterilir.x
dizisi x, a istatistiksel yakmsak ise,
St~ ljinx = Xg
yazilir.[20].
Bu gosterim Schoenberg tarafindan
D- li;nx & =Xo
bigiminde kulland:i -ve buna D-Yakmsaklik denildi Buck’ un ‘hemen hémen
yakmsaklik® tanimi(Bak. Tamm 1.49) ‘istatistiksel yakmsakhk® tamimmdan bagka bir
sey degildir.
Tanim 2.2: Bir x = (xk) € sdizisi veriléin. Eger her £>0 igin
Kue) = {k:lxk - xn(g)‘ 2 g}
olmak iizere § (K,,(g)) =0 olacak gekilde bir n(e) sayis1 mevcut ise, x dizisine
istatistiksel Cauchy dizisi denir.[21].
(Kolk, 1988) ve (Connor, 1989) yukaridaki tanimlarda kullanilan asimptotik
yogunluk yerine A-yogunluk alarak asagidaki tanimlan verdiler.
Tanmm 2.3: Bir x = (x k) € s dizisi verilsin. Eger her £>0 i¢in,
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Le={k: |x, —x,|> &}
olmak tizere &(Lg)=0, yani
lim Zank¢£l‘ =0
=

ise, x dizisi x, a A-istatistiksel yakinsaktir denir.
- Biitiin A-istatistiksel yakmsak dizilerin ciimlesi st(A) ile, x,~0 ise, sty(A) ile
gosterilir. x dizisi xp a A-istatistiksel yakmsak ise,
st(A )*liin X = X,
yazilir.

Tanim 2.4: Bir x=(x;) € s dizisi verilsin. Eger her €>0 igin,
Lyg={k: ka ~ X492 &}

olmak tizere J4(L,g)=0 olacak gekilde bir n(g) sayisi1 varsa, x dizisine A-istatistiksel
Cauchy dizisi denir.
Tanum 2.5: Bir x=(x;) dizisi verilsin. Eger her >0 igin
]j?l;lz—‘{(j,k): lxk - le 2¢g Jk Sn}l =0

ise, x dizisine istatistiksel 6n~-Cauchy dizisi denir[7].
Yukandaki tammmlar bir X Banach uzaymda tamimlanmalan durumunda

ve Jx, —x,|

|, — %] lxk —xn(s)l, ve lxk ~le ifadeleri yerine [x, —x,|| ka ~ Xpo
yazihr. Bu durumda tammlanan diziler sirastyla; ‘Banach istatistiksel yakmnsak diz’,
‘Banach istatistiksel Cauchy dizisi’, ‘Banach A-istatistiksel yakinsak dizi’, ‘Banach
A-istatistiksel Cauchy dizisi” ve ‘Banach istatistiksel on-Cauchy dizisi® diye
adlandirilabilir. Yine st, sty, st(4) ve sty(4) yerine sirastyla st(X), sty(X), st(4,X) ve
sty(A,X) yazlir,

(Maddox, 1988) bir X Hausdorff Lk.t.v.u nda istatistiksel yakmsaklik tanmmim
yaparken |x, —x,| ifadesi yerine, g €Q olmak tizere g(x - xo) ifadesini kullanmaktadr.

ccst(4) oldugu agiktir,

Lemma 2.1: x=(x;) ve y=(y;) dizileri i¢in
st-—li{nx,‘ = X, st—liiny,‘ =y, ve a€lR
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olsun.
1) st—-liin(xk +yk)= Xyt Yo

i) st — li}‘n( ax)= ax,

iii)st —liin x, = st —liin Y, ise x, =y, [20], [22].

Yakmsak her dizinin istatistiksel yakmsak ve A-istatistiksel yakmsak oldugunu

biliyoruz. Simdi bu durumlara drekler verelim.

Ornek 2.1: x=(xk)=(%) dizisini gb6zonine alalim. Adi yakmsakbk

anlammnda limx, =1 oldufu agiktir. §imdi, st-limx, =1 ve s#(4)-limx, =1

oldugunu géstere;lim.
K={k: |x,c - ﬂ > g} climlesini teskil etmek i¢in €=1/100 segelim. Bu durumda
k+1 1

—-l2— = £<100
k 100

bulunur. O halde K={k: k<100}={1,2,...,100}.
#=(1,1,...,1,0,0,...)
J

100. Terim
C,6*=(1,1,...,1, 100/101, 100/102,..., 100/n,...}  (#>100)
S)=lim(C),¢* _lim =0
n-»0 e Sl /]

O halde st—]ijknxk =1.

Cesaro matrisi C; yerine

] {21:_1 L<k<n
aup= n

0, k>n
bigiminde tanmladigimiz A=(a,;) €7 matrisini alalm.
Ag*=(1,1,...,1, (100/101)%, (100/102)>,...,(100/n)>,...) (7>100)
Bi(K)=lim 4,4 _lim( =0

O halde s#(4)~lim x, =1.



Sruck 2.2 _{1, k bir kare ise

TOERSAN%T o, diger durumlarda

olmak iizere x=(%;) dizisini gozonine alahm. K={k: x=0} = {1%2%3%.},
K= {ksn: keK3}| ise, K(m)<n oldugu agiktr.

5(1r<)=h'm—‘/i 0

n—->°°n —_

oldugundan s7— ]1£n x, =0.

Cesaro matrisi C; yerine

{Zf, 1<k<n
(279 ‘n

0, k>n

bigiminde tammlzidlglmm A=(a,) €7 matrisini alalim.

&—TIT)(%—Q, nbirkare, t = \/E

7]

4,8 1(1_'13)_(?_'*'_1), nkaredegil vet €N,
7

t* <nolan en bityik say1
8,(K)=lim 4,4 =0
oldugundan s#(4 )-lign x, =0.
x dizisi hem istatistiksel yakinsak hem de A- istatistiksel yakinsak olmasma
ragmen, yakinsak olmayan bir dizidir.
Benzer gekilde a /R sabit olmak iizere

~
_ {\//;, k bir kare
Xr=
a’

diger durumlarda
x=(x) dizisi, st—liinx,‘ =aq, st(A)—liﬁnxk =qa olmasina ragmen, yakmsak olmayan

bir dizidir. Aym1 zamanda smurh da degildir. O halde istatistiksel yakmsak ve
A-istatistiksel yakinsak diziler smirh olmak zorunda degildir.
IR'={x: x=(x;,%,...x,), x;€lR} ciimlesinin bilesen bilegen toplama, skalerle

carpma ve
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[ =y %

i=1
normuna gore bir reel Banach uzay1 oldugunu biliyoruz(Bak. [2] Teorem 3.40).
Simdi 7 sonsuz bir say1 olmak iizere /R" Banach uzaymdan alinan bir dizinin
istatistisel ve A-istatistiksel yakmsakligma omek verelim.

Ornek  2.3: x;‘=(—fl)7,
n

=0 x2", x4 ,...)  olmak  dizere

x=(C)=D), ), (%0, (647),...) dizisini alalm. x vektor dizisi x5=(1,0,0,...)

noktasma yakmsayan bir dizidir.

ety =
K01

normuna gore €=1/100 segerek
L’——;{n: ”(x}“)—xo "2 £}

x; - ;)%

ciimlesini belirleyelim. “(x,':)—x0 " > lOiO den gerekli iglemler sonucunda -144<n<138

bulunur. nelN oldugundan L={ 1,2,...', 138} olur.

5(1)=lim =° =

n—)wn

oldugundan s7 —lim(x;)= x, dir.

Her Aet” igin &4(1)=0 oldugunu biliyoruz.(Bak. Omek 1.4.). Ohalde
st(/l)-]igtx(xf) =xp dir.

-1 k: 2 =0 :
Ornek 2.4: x" = { ’ (n+m)",m=0,1,2,...ise,

0, diger durumlarda

olmak tizere F(@")) vektor dizisi de istatistiksel yakmsak olup, yakmnsak olmayan
vektor dizisine bir dmektir. st —li;m(x;'))= 6 (6=(0,0,0,...))

Reel fcerimli bir dizinin istatistiksel yakinsak olmasi igin, agagidaki Lemmada bir
‘gerek ve yeter gsart’ verilmektedir. Bir sonraki boliimde, terimleri bir Banach
uzaymdan ahnan bir dizi igin, agagidaki lemmada ufak bir degigiklik yapilarak aym -
iglemler uygulanacak ve A-istatistiksel yakmsak ile A-istatistiksel Cauchy dizi
ciimlelerinin gakigtigim gostermek igin 6nemli bir lemma verilecek.

Lemma 2.2: x=(x;) reel dizi ve x,€lR olsun.
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st—li{nxk =X,

olmast igin gerek ve yeter sart 5(K)=1 ve
lim x K, = X,
olacak sekilde bir K={k,;<k,<...<k,<...}<IN ciimlesinin mevcut olmasidir.
Ispat: Eger verilen o6zelliklerde bir ciimle mevcut ve £>0 verilmisse, bu
taktirde dyle bir n, €IN segebiliriz ki her n>n, igin,
lx,‘” —-xol<€ (2.1)
elde ederiz.
Ae={nelN: |x,—x,|2 ¢}
alalim. Bu taktirde (2.1) den
Aé‘dN- { kno+19kno+2 e }
-elde edilir. Sag trafin asimptotik yoguntigu sifir oldugundan &4 2)=0 dir. O halde,
st — hin X, =X,
dur. /
Tersine st~ 11{11 X, = X, olsun ve

K={nelN: [x, - x,| <-17} (=1,2,...)
J

alahm. Bu taktirde Tamm 2.1. e gore 6(K)=1 (j=1,2,...) elde edilir. X; nin tammmdan
K;2K5o.. 2KoK; 0. (2.2)
ve
o(K)=1 =12,.) (2.3)
oldugu agikardur.

Keyfi bir v; €K sayws1 segelim. (2.3) e gore v,>v; olacak sekilde bir v,k
sayist vardur ki her bir n>v, i¢in K,(m)/n > 1/2 dir. Yine (2.3) e gére vs>v, olacak
sekilde dyle bir v;eK; vardir ki, her bir n2v; igin K3(n)/n > 2/3 dir. Benzer sekilde
devam ederek v;eK; (=1,2,...) ve her bir n2y; (=1,2,...) igin

Kin)/n > j-1j (2.4
olacak gekilde pozitif tamsayilarm bir |

25



V<< <Y<y <.
dizisini tiimevanm ile olugturabiliriz.
Asasgidaki gibi bir K ciimlesini inga edelim: Her bir dogal say1 (1,v;) arahig K
ya aittir. Ayrica, herhangi bir dogal sayi (p;p;.;) arabgs K ya ait olmasi igin gerek ve
yeter sart K; (j=1,2,...) ye ait olmasidir.

(2.2) ve (2.3) e gore her bir n, p;<n<p;.; igin
Ky, K0 =3
n . n J

elde edilir. Bundan dolay1 6(K)=1 oldugu agikardir.
>0 ve 1/j <e olacak gekilde bir j segelim. n>v;, neK olsun. Bu taktirde bir
12, pisn<p;; sayist mevcuttur. Fakat bu taktirde X nin kurulug tammmdan » X olur.

Buradan
|, = %, <1$l'<
I J
" bulunur. Béylece, her bir nek, n>v; igin lx,l —~x0| <g, yani }imxk =X, bulunur
. - k-—yoo

(keX)

(Salat, 1980).

ACIN olmak iizere A'=IN/A olsun. 5(4*)=1-5(4) oldugunu biliyoruz. O halde,
5(4Y)=0 ise, 5(4)=1 oldugu agiktir.Omegin, A={ aclN : a bir kare degil} olsun.
A={12223% .} ve 5(4%)=0 oldugundan 5(4)=1.

Ayrica BcA ise .5(B)S5(A) oldugunu ve sonlu her K ciimlesi igin &6(K)=0
oldugunu biliyoruz. A sonsuz bir ciimle, BcA olsun. A/B sonlu ve §(4)=1 ise,
0=5(4/B)=56(A)-5(B) oldugundan §B)=1.

Simdi, AIN olmak iizere ‘4 boyunca Cauchy dizisi’ ile baglantih olarak bir
dizinin ‘istatistiksel yakmsak’ olmasi igin bir ‘gerek ve yeter gart’ verilecek.

Onerme 2.1: Bir x=(x;) &s dizisinin istatistiksel yakmsak olmas1 igin gerek ve
yeter sart 8(4)=1 olacak sekilde bir AcIN ciimlesinin ve her £>0 igin A/B sonlu ve
BxB={(j,k): |x, —x,| < &} olacak sekilde bir B ciimlesinin var olmasidir. [7].

Yukandaki sonuca gore, Onerme 2.1. de tammlanan B ciimlesi igin §B)=1. O
halde ‘hemen hemen biitiin j ve & lar1 §(4)=1 olan bir AN ciimlesinden segtigimiz
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taktirde, gostermis oluruz ki, ‘bir x dizsi istatistiksel yakmsak olmasi igin gerek ve
yeter gart hemen hemen biitiin j ve % lar igin [xk - j] nin keyfi kiigiikliikte
yapilabilmesidir’.

Asagida “istatistiksel yakmsaklk’® ile ° istatistiksel o6n-Cauchy dizleri’
arasmdaki iligkileri veren sonuglar ispatsiz olarak verecegiz.

Teorem 2.1: x bir smurh istatistiksel 6n-Cauchy dizisi olsun. Eger x in limit
noktalarmm ciimlesi A,, hi¢ bir yerde yofun degilse, bu taktirde x istatistiksel
yakmsaktur[7].

Sonu¢ 2.1: 0 ve 1 lerin bir istatistiksel 6n-Cauchy dizisi istatistiksel
yakmsaktir[7].

Teorem 2.2: x=(x,) istatistiksel 6n-Cauchy oldugunu kabul edelim. Eger x A

ya yakmsak olan bir (x,, ) alt dizisine sahip ve

liminfll{pk <n:k e]N}]:O
n n
ise bu taktirde st —limx, = 4 du[7].
p

Ornek 2.5: Istatistiksel yakmsak olmayan bir dizi, istatistiksel 6n-Cauchy dizi

olabilir.
Gergekteli, mkelN, (m-1)/<k<sn! olmak iizere x, = Z—l— bigiminde

=
tanmlanan x=(x;) dizisi isattistiksel yakmsak olmamakla birlikte, bir istatistiksel on-
Cauchy dizsidir[7].

my=strim olmak iizere m ve m, arasmdaki iligkileri (Salat, 1980) asagidaki iki
teoremle ifade edip ispatladi. Burada ispatlarimi vermiyoruz.

Teorem 2.3: m, ciimlesi m ciimlesinin kapah bir lineer alt uzayidir.

Teorem 2.4: m, ciimlesi m ciimlesinin hig bir yerinde yogun degildir.

Pek ¢ok yakmsakhk teorisinde, limit degeri kullamlmaksizin yakinsaklig:
sagladigim gostermek igin bir kritere ihtiya¢ duyulur. Bu amagla (Fridy, 1985)
istatistiksel yaknsaklik tanmmmmm ve kendi verdifi istatistiksel Cauchy tanimmmn
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denkligini gostermek igin tiglincii bir denk 6zellik kullanarak agagidaki teoremi verip
ispatlad1.
Teorem 2.5: Asagidaki ifadeler denktir:
1) x istatistiksel yakmsak bir dizidir.
i) x bir istatistiksel Cauchy dizisidir.
i) h.h k. i¢in xz=y; olacak gekilde yakmsak bir y dizisi vardir.
Ispat: (i) =(i}); Bunu gostermek icin ‘yakinsak bir dizi Cauchy dizisidir.’

teoreminin isaptina benzer bir uyarlama yapilacaktir.
st —lili"nx,t =x, oldugunu kabul edelim ve €0 alalim. Bu taktirde h.h k. igin
]xk - xol < % ve h.h.m. igin [xm - xol < % olacak sekilde m segilirse,
|x,§ —xm| = lxk - X, +%, —xm|

<y = x| ], = %,

£ £
<—+-—=¢
2 2

olur. O halde x bir istatistiksel Cauchy dizisidir.

(i) =(iii); Simdi (ii) nin dogru oldugunu kabul edelim. /=[x,-1, x,+1] araligs
h.hk. igin x; lant igerecek sekilde bir p ve benzer gekilde I'=[x, -1/2, x, +1/2{ aralifs
- h.h.k. lart igerecek gekilde bir 7 segelim.

Iddia ediyoruz ki,

L=IND

aralif h.h k. i¢in x; lant igerir. Bunun igin
l{kSn:xk elnll}|=l{k5n:xk glyuf{k<nx, ¢II}|

<[k <nx, ¢I}|+l{k-<-n3xk ¢ll}l

olup
hml|{k <mx, el}|+]im;lz—l{k5n:xk ell}|=0
n n n

oldugundan
hmll{k <nmx, gln[‘}l =0
" n
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bulunur. Dolayisiyla /;, h.h.k. igin x, lant igeren ve uzunlugu 1 den kiigiik veya esit
olan kapali bir araliktir. Simdi,
I’ =[xy -1/4, X0 +1/4]
arlif h.h k. igin x; lan igerecek gekilde bir p(2) segelim. Yukaridakine benzer sekilde
L=0L"I"
arahif igin x; lart igerir ve uzunlugu 1/2 den kiigiik veya esit olan kapah araliktir. Aym
diigiince ile devam edildiginde her m igin 1,,of,.; olacak sekilde kapah araliklarin bir
T} s dizisini olustﬁmmz. Burada /,, uzzmlugu 1/2™" den bityiik degildir ve h.h.k.

igin x; €, dir. Igie araliklar teoreminden bir A sayist vardir ve bu r_wlI,,, ye esittir.

h.h.k. i¢in x; €7, gergegini kullanarak _
Yk <ny, el )<E  n>T, ise 2.5
n m
olacak sekilde pozitif tamsayilarmn artan bir {7, ,-; dizisini segebiliriz. Simdi
>T; ve T,<k<T,.; ise, x2l,
olacak gekilde x in biitlin x; terimlerini igeren bir z alt dizisini tamumlayahm. Ayrica, y
dizisini de
/
3 { A,  x, z nin bir terimi ise
= x,, diger durumlarda
seklinde tanimlayalm. Bu durumda hin ¥, = A dir. Bunun gostermek igin
el1/m>0 ve k>T,

ise, bu durumda ya x;, z nin bir terimidir ki bunun anlam y,=A dir, ya da yy=x;€l,, ve

|yk —/1|s|lm|s 2,:_1 dr. $imdi, hhk. i¢in x,=y; oldugunu iddia ediyoruz. Bunu
gostermek igin
T, m<n<T m+1

ise, bu taktirde {k<n: yy0.}c{k<: xi2l,}yazilir ve (2.5) den
Lk<ny, #x)|< itk <y, el )<t
n n m

olur. Bu durumda n—>c0 igin limit alinirsa
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.1
hm—l{ksn: Vi #EX ) =0

n—»0 ’1
elde edilir ve h.h.k. igin x,=y; olur ki bu yakmsak bir y dizisinin varhgmi gésterir.

(iii)=>(i) : Son olarak (iii) niin saglandigmi kabul edelim. h.h.k. igin x;=y;
olacak gekilde bir y dizisi meveut ve ]]111 Vi =Y, diyelim. €0 olsun. Her n igin

{k<njx,—y|2 ey c{k<m x =y, }u{k <nly, —y,|2 &
olup hin Yy =Y, oldugundan son ciimle sabit sayida tamsayi igerir, buna /=I(g)

diyelim. Boylece h.h.k. igin x;=y; oldugundan
h'mll{k <ru|x,t —xol > g}l < limll{k Smx, # yk}l +]J_{n% =0

R n>op
bulunur. Buradan h.h.k. igin
|x; —x,| <&
elde edilir ve boylece (i) saglamr (Fridy, 1985).

Bu teoremin bir sonucu olarak agagidaki sonug verilebilir.
Sonug 2.2: Eger x, st —liin x, = x, olacak sekilde bir dizi ise, bu taktirde x in

]jgn Vi = X, olacak sekilde bir y alt dizisi vardir[21].

Eger x yakmsak bir dizi ve Iiinx,‘ =X, ise, x in her y alt dizisi i¢in li{nyk =X,
ve st — hin X, = X, oldugunu biliyoruz.

x yakmsak bir diz ise, Sonug 2.2 agiktir, Yakmsak olmayan fakat istatistiksel
yakmsak olan bir dizi i¢in Sonug 2.2 ye bir rnek verelim.

k
) k bir kare veg¢ift ise
k+Jk ¢
Ornek 2.6: x; = k;f, k bir kare vetekise

i, diger durumlarda

olacak gekilde bir x=(x;) dizisini tammlayalim. Burada x yakmsak olmayan fakat
st——]iinxk =1 olan bir dizidir. k(t)=(2t)2 ve Yr=Xy olacak sekilde x in y=(,) alt

dizisi igin h¥n ¥, =1 oldugu agiktir,
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Asagida kuvvetli toplanabilirlik ile istatistikse]l yakmsaklik arasmdaki iligkileri
inceleyecegiz. Gorecegiz ki, isttistiksel yakmsaklk W(f) metodundan daha zayif
degildir.

Teorem 2.6: fherhangi bir modiiliis ve x=(x3) €5 olsun.

(W(f)—liin X = X, )=>(st — hin X = X,)
dur[6].

Teorem 2.7: st=W(f) olmas1 igin gerek ve yeter gart fnin smirh olmasidir]6].

Yukaridaki iki teoremin ispat1 agagidaki teoremin ispatina benzer oldugu igin
agagidaki teoremi ispat ile birlikte veriyoruz.

Teorem 2.8: pelR, 0<p<owvex=(x;) s olsun.
i (w* “ﬁ?l X = Xo)=>(st —li}‘n Xy =%,)

i) (x smrh ve sz‘—li}‘nxJt = xo):>(W”—1i1nx,‘ = X,)
v,ispat: i) €0 igin ka —x0|z £ ise ka —-x0|p 2¢g?  dir. Aynica her n igin
|{k <nfx, —x,|2 &}|<n du. Ohalde,
|, —x,|” 2 &

ilxk —xolp >n.e’

k=1
Zl{k < n:[xk -—x0| = s}ie”

13 1
;Z;ka _xolp Z;I{k Sn:lxk —-xol > g}lgli

1 .1
gzglxk— x0|” > ?ﬂ;]{k < n:lx,‘ - xol = 8}[8"
olur. Eger W? —11'1’31 X, =X, ise, esitsizlifin sol tarafi sifir olur. Bu durumda
.1
mzl{k$n:|xk —x,[2 8)|=0

olur ki, bunun anlami st —h’in X, =x, demektir.
if) Kabul edelim ki, x smurh ve st —limx, =x, olsun. K =|x|_ +[x,| diyelim

ve >0 verilsin. Her n>Ng igin
1
L={esn: [x, - x,| 2(94)"}

olmak tizere
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&€
2.K?

2| <

olacak sekilde bir Ng sayisim segelim.
x dizisi smirlt oldugundan

e = x| <[ = x|, <[, +xo| = K

olur. O halde her % i¢in

[ —x,[" < K”

dir. Simdi n>Nz igin
n
2w = Y x|+ Yl ~%,|”
k=1 kel, kel,

ne _ '

< ne K?P+—=png¢g
2.K? 2

olur, Buradan
lznzlxk ~x| <&

e

bulunur.Bu son durum #? — lim x, =x, oldugunu gostermektedir(Connor, 1988).

Bu teoreme gore agagidaki sonucu verebiliriz,

Sonug 2.3: Wcst ve WPnloo = strlqo dir.

Sonug 2.4: p,qelR, 0sp<q<co olsun. Bu taktirde Wi’ ve

W loo=Wirleo dir{23].

Esasinda bu sonug daha once (Kuttner, 1946) ve (Maddox,1967,1974)
tarafmdan verilmigtir. Teorem 2.8 bu sonuglar1 p=0, >0 durumuna genellegtirir.

Teorem 2.6, 2.7 de f{¢)=t ve Sonug 2.3 de p=1 alndignda agagidaki sonug
elde edilir.

Sonug 2.5: West ve Wnloo = strleo dir.

Yine Teorem 2.6 ve 2.7 de Cesaro matrisi C; yerine herhengi bir 4 e7° matrisi
alndig taktirde agagidaki teoremi elde ederiz.

Torem 2.9: A 7, fbir modiiliis ve x=(x;) es olsun.
1) (WA f)-lim x, = x,)=>(s#(4)~lim x, = x,)
i) (x smurh vest(A )—Hin X, = xo):>(W(A,f)—li1n X, = x)[11].
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Sonug 2.6: Eger x=(x;) €s igin
W(A,ﬂv-liin Xp =X

ise, bu taktirde h;‘n y, =x, olacak sekilde x in bir y alt dizisi vardur[11].
Bu sonug, Sonug 2.2 ile benzerligi vardar.

Teorem 2.9 ve Sonug 2.6 dan f{2)=f olmak iizere x=(x;) s igin
(st — hin x, =x, ve x=0(n)=>(W(4 )—]i1n X; = X,)

sonucu tahmin edilebilir. Oysa

_ { Jk, k bir kare
Xr= 0

diger durumlarda
ile tanimlanan x=(x;) dizisi, x=o0(n) ve st-li‘1tn x, =0 olmasina ragmen,

L={kelN: k bir kare} ve 6zel olarak

A=(a,;) matrisini ahrsak

n
Zank X ’“OI : Zanklxkl +Zank|xk|
k=t kel kel

=g ]+ g 2+ g 3+, F At (C<)
2
=~ (P+2°+3 +.+
n(n+1) )
_P(@+1)* _n+2Jn+1
2n(n+1) " 2(n+1)

olur ve

. 1
0<lim éa”k x; ~ 0| <

olur ki, bu dizisinin 0 a kuvvetli A-toplanabilir olmadigm gésterir.
Asagidaki 6nerme Teorem 2.9(i) a bir kismi kargittir. Dizinin x, a istatistiksel
yakmsak olmasini mecbur kilar.
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Onerme 2.2: xes, x=0(\/l; ) ve her >0 igin
1
* lim —=|{k <nm:jx, —x,| = £}{=0
*) ey |k < e, —xo| 2 )
olsun. Bu taktirde W-liin X, =X, dir.
Ispat: Her 7 igin |x, —x,| < Ma/n ise, bu taktirde her £>0 igin

1 1
;é]xk —X,| < &+ M\—/_’;l{k < nfx, —x,|2 g}l

dir ve (*) dan

bulunur. Bu da W-h’in x, =X, oldugunu gosterir(Connor, 1989).

Istatistiksel yakmsaklikla ilgili literatiirde, asagidaki teoremin benzeri, fakat
6zdes olmayan \;/ersiyonlan sikca kullamilmigtir ve (Salat, 1980), (Fridy, 1985) ve
(Connor, 1985) tarafindan bagimsiz olarak gahgiimigtir. Teorem 2.8 bunlart kuvvethi
p-Cesaro toplanabilirlige genisletir(Bak. Teorem 2.5).

Teorem 2.10(Ayrisim Teoremi): Eger xes, xp a kuvvetli p-Cesaro

toplanabilir veya istatistiksel yakmsak ise, bu taktirde x=y+z ve
]jm—l—[{k <mz, # 0}| =0
" n

olacak sekilde yakmsak bir y dizisi ve sifira istatistiksel yakimsak bir z dizisi vardir ki, y
X, a yakmsar. Bundan bagka eger x sirh ise, bu taktirde z de smirhdir ve
I, <[, + 1
Ispat: Teorem 2.8 dan W”-li{n X, =X, ise, st-li}‘n x, =X, oldugunu biliyoruz.

Simdi 6zel olarak Ny=0 ve n>N; i¢in

1 {kgnzlxk—xolzl_} <l‘
n It J

olacak sekilde pozitif tamsayilarm N;<N<... artan bir dizi segilsin. Bu taktirde y ve z
asagidaki gibi tanimlanabilir: j>I ve N;<k<Nj;; olsun.

T fe

J z, =0
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> 1 . Y =%
|, = x| == ise o
J Zp =X, — X

bigiminde segelim. Her iki durumda x=y+z oldugu agiktir. x smirh ise
2., < el +1xol

olacagi agiktir. Simdi iddia ediyoruz ki,
limy, =x,

dir. €>0 ve e>1/j olacak sekilde segelim. k>N; i¢in ]xk - x0| <l. ise, bu durumda
' J

ka —yol =|xk '"xol <&

olur ve |x; —x,|> —l— ise, bu durvmda
J

lyé “J’ol = lxk _xol =0
olur ve buradan | %, = x0| < ¢ elde edilir. € keyfi oldugundan iddiamiz dogrudur.
Simdi iddia ediyoruz ki, z istatistiksel sifir dizisidir.Yani, st-]j{n z, =0.
Iddiamiz1 ispatlamak igin
limll{ks.,n:zk #0}{=0

n> )
oldugunu gostermek yeterlidir. Bu iddia, herhangi bir 7 dogal sayist ve €0 igin
|{k <mz, #0})| 2 |{k <nlz,|2 e}l
ifadesinden gikar.
Simdi gosterelim ki, efer 6>0 ve 1/j <8 olacak sekilde bir jelN var ise, bu
taktirde her n>N; igin
|{k<nmz, =0} <8

oldugunu gosterir. Eger N;<k<Nj,, ise, bu taktirde ka - xol > l oldugundan z;#0 elde
J

edilir. Eger Ny<n<W,.; ise, bu taktirde

{k Sn.]x,( —xol >%H

oldugu gikar. Netice olarak, eger Nyj<n<N.; ve [>] ise, bu taktirde

1 1 1 1 1
;l{k < niz, # 0} S;l{k < njx, ~x0|>7} <3 <; <6

[{k <mz, #0)|<

35



olur ki, bu iddianmn dogrulugunu gosterir(Connor, 1988).

Sonug 2.7: x=(x;) es olsun. Eger x dizisi
W"-li}cn %, =%, veya st-limx, =x,

ise, bu taktirde hin ¥ =x, olacak sekilde x in bir y alt dizisi vardir[23].
Teorem 2.8 dan W’—li}‘n X, = X,ise st—]iin x; =X, oldugunu biliyoruz. O halde

bu sonug, Sonug2.2 ile ayn1 anlamdadir. Ayrica Sonug 2.6 ile de bir baglantisi vardir.
Yukandaki sonug, smurli Cesaro toplanabilir fakat istatistiksel yakmsak
olmayan dizilerin varhgm gostermede kullanilabilir. Omegin, (0,1,0,1,0,...) dizisi 1/2
ye Cesaro toplanabilirdir, fakat 1/2 ye yakinsayan herhangi bir alt diziye sahip degildir.
Téeorem 2.9 dan su iddia ortaya ¢ikar:
Istatistiksel yakmsak diziler h.h.k. igin yakmsaktir[23].
Simdi Sonug 2.7 nin kismen tersi olan agagidaki nermeyi verebiliriz.

Onerme 2.3: xes olsun. Eger
]ilrtninfx” =x, yada W”—li’imxk =X,

ise, bu taktirde st-liin X, = X, dir[23].
Asagidaki teorem istatistiksel yakmsak bir dizi hangi sart ile yakinsak oldugunu
gosterir. Ayrica Ax;=x;-x;.; anlammdadir.
Teorem 2.11: Eger x=(x;) es
st-li}p X, =x, ve Ax;=o(l/k)

olacak gekilde bir dizi ise, bu taktirde
liin Xp =X,
olur[21].
Asagidaki sonug gosteriyor ki, yavas salmmh dizi, herhangi bir W) metodu

igin bir Tauberian sartidir ve istatistiksel yakmsaklik igin de durum budur.
Teorem 2.12: fherhangi bir modiiliis olsun. Eger W(y)- h{n X, =X, ve x=(xy

yavag salintml ise, bu taktirde 11111 X, = X, dir[6].
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Teorem 2.6 den W()- liinxk =X, ise, st—li{n x, =x, oldugunu biliyoruz. O

halde Teorem 2.11 de Ax;=o(1/k) sart1 yerine ‘x=(x) dizisi yavas salmmhdr’ gart:
almarak agagidaki sonug verilebilir.

Sonug 2.8: x=(x;) es dizisi igin
st—lixkn X, =X, veXx yavag salmimh

ise, lim x, = x, dur.

k

Asagidaki teoremlerde (Rath ve Tripathy, 1994) X i bir Hausdorff lk.tv.u.
olarak almaktadirlar. x=(x;) es(X) i¢in sup px={keIN: x;#0} dir.
Asagidaki teoremlerde istatistiksel yakmsaklik igin benzerleri iyi bilinen bazt
denk sartlar verild_i. Bunun benzerleri Lemma 2.2, Teorem 2.5 ve Teorem 2.10 dir.
Teorem 2‘.13: Eger x=(x;) es(X) ise, agsagidaki gartlar denktir.
1) st-liln X, =X,
ii) Herhangi bir g €Q igin, x=y+z, q(yx-xo) >0 ve 8(sup pz)=0, xoeX
olacak gekilde s(X) de y=() ve z=(z}) dizileri mevcuttur.
iii) Herhangi bir g Q igin, 8(K)=1, q(x,~xo) -0 ve xp€X olacak gekilde
IN nin bir K={k,} alt dizisi vardu[24].
Asagidaki teoremde, bir dizi istatistiksel Cauchy olmast igin gerek ve yeter
sartlar verildi. Ispat;, Lemma 2.2 nin ispatna benzer bir uyarlama ile yapilds.
Teorem 2.14: Herhangi bir x=(x;) es(X) i¢in agagidaki sartlar denktir.
i) x, bir istatistiksel Cauchy dizisidir
ii) Herhangi bir g €Q igin m,n—>o0 iken g(x, —x, )—>0 olacak gekilde
8(K)=1 olan IN nin bir K=(k,) alt dizisi mevcuttur.
iii)Herhangi bir g €Q igin, m,n—o iken x=y+z , q(¥n-y,) -0 ve
d(suppz)=0 olacak sekilde s(X) de y=(y)) ve z=(z;) dizileri mevcuttur[24].
Istatistiksel yakmsak her dizinin bir istatistiksel Cauchy dizisi oldugunu
biliyoruz. Istatistiksel Cauchy dizinin, bir Cauchy dizi olmasi i¢cin Sonug 2.8. dekine

benzer bir gerek ve Sreter sart agagidaki Tauberian teoreminde verilmektedir.
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Teorem 2.15: Eger x=(x,) es(X) istatistiksel Cauchy dizisi ise, bu taktirde x in
Cauchy dizisi olmast igin gerek ve yeter gart x in yavag sahmimli olmasidir[24].
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3.BOLUM
BANACH UZAYLARINDA ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Bir onceki boliimde, istatistiksel yakmsakhigm ozellikleri, kuvvetli toplanabilirlik
ile istatistiksel yakmsaklik arasmdaki iligkiler, terimleri reel veya kompleks olan diziler
i¢in incelendi. Bu yapilanlar, terimleri bir X Banach uzaymndan alman diziler i¢in bu
boliimde yapilacaktir. N

3.1 Banach Uzaylarinda A-statistiksel Yakmsakhk ve A-Istatistiksel Cauchy
Dizileri
Lemma 2.2 de yapilanlan biraz degistirerek agagidaki lemmay: elde edecegiz.
Lemma 3.1: y=(yy;) bir X Banach uzaymda cift indisli bir dizi olsun. Asagidaki

iki dnerme denktir.
i) Her £>0 igin M={k: [y;,q,

< £} olmak iizere §5(M)=1 olacak sekilde

bir n(e) indisi mevcuttur.
ii) 8o(K)=1 olmak iizere bir K={k;} sonsuz indis ciimlesi ve her £>0 igin
el <e  keK, k2k)

olacak gekilde bir I(e) ve ko=ko(€) indisleri mevcuttur.
Ispat: Kabul edelim ki, (ii) dogru olsun. Bu taktirde
Ko={keK: kxko}c{k: [y, 0| < €} ve 8aKo)=1

den

8a({k: [0 < 1)1

elde ederiz.
Baoylece (it) n(e)=1(¢) ile (i) yi gerektirir.
Simdi kabul edelim ki, (i) dogru olsun. Bu taktirde
1
K.={k: —

olmak tizere 5,(K,)=1 dir(meIN). Eger
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J
S= K, (eIN)

olarak tarif edersek, bu taktirde $;28,5...05>... ve,
Sa(S)=1 (eIN); yani  Ay(S)=>"a,
ke,
olmak iizere
lim 4,(5,)=1 3.1)
dir. vi>1 olmak iizere keyfi bir v;eS; sayis1 segelim. (3.1) e gore v>v; olacak sekilde

bir v,€8, sayst vardir ki, her bir n>v, igin

AL(Sy)>1/2
dir. Yine (3.1) e gore vs>v, olacak gekilde .bir v3 €83 sayisi vardir ki, her bir n2v; igin
Ay(S5)>2/3
diir. Benzer gekilde devam ederek v;€8S; (j=1,2,3,...) ve her bir n>v; (jeIN) igin
A “ (32)

olacak gekilde pozitif tamsayilarm artan (vi<vjy;) bir (v;) dizisini tiimevarimla
olusturabiliriz.
Simdi vo=1 ve Se=IN iken bir K ciimlesini

K=jk=J0(Sj N[v,.v;0)

olacak gekilde tamimlayalim. Bu taktirde vi<n<vi; igin K(<n)oS,(<n) elde edilir.
Boylece (3.2) den
j—1
An(K): Zank > Zank = An(Sj)> J—.
kek J

kes;
elde edilir ki, buradan §5(K)=1 oldugu gikar.
>0 ve 1/jo<e olacak sekilde bir jo saywsm segelim. ko, S;0[v,,v, ,,) de en
kiigiik eleman ise, bu taktirde
SicS, <K, (G=jo)

den

1
Hyk’n(ejo) <ZSS (k ek, k2k,)

elde edilir. Boylece /(g)=n(1/j,) almarak (ii) elde edilir(Kolk, 1991).
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Yakmsak her dizinin bir Cauchy dizisi oldugunu biliyoruz. X bir Banach uzay:
olsun. Eger x=(x;)es(X) bir Cauchy dizisi ise, X in tamhgmdan yakmsak oldugunu
biliyoruz. O halde bir Banach uzaymnda yakmsak dizilerin ciimlesi ile Cauchy dizilerinin
ciimlesi ¢akisir. Bu diigiinceye benzer gekilde Kolk, yukanidaki Lemma 3.1 i kullanark
bir Banach uzaymda A-istatistiksel yakinsak ve A-istatistiksel Cauchy dizilerinin
ciimleleri arasmdaki iligkiyi ifade etmektedir.

X bir Banach uzay1 ve x=(x) €s(X) olsun. yi;=x-x; i¢in Lemma 3.1 in (I)

kasmmm anlami, x bir A-istatistiksel Cauchy dizisidir. Aym zamanda denk (ii)
onermesinin anlam1 x, 8,({k;})=1 olmak tizere bir (xkj) Cauchy alt dizisi ihtiva eder. X

in tamhgmdan (xkj) altdizisi bir xoeX elemanmna yakmsamaldir. yi;=x,-X; i¢in (ii) aym
anlama sahiptir. i"akat (i) su durumda x, xo a A-istatistiksel yakmsak oldugunu ifade
eder. Buradan agagidaki teoremieri ispatlammg oluruz(Kolok, 1991).

Teorem 3.1: Bir X Banach uzaymda A-istatistiksel yakmnsak ve A-istatistiksel
Cauchy dizilerinin climleleri gakigir{15].

Teorem 3.2: x=(xy) dizisi bir X Banach uzaymmda x, a A-istatistiksel yakinsak
olmasi igin gerek ve yeter sart 55(K)=1 olmak tizere (xkj) altdizisi x, a yakmsayacak
sekilde bir K={k;} indis ciimlesinin mevcut olmasidir[15].

Yukandaki iki teoemde 6zel olarak A=C, alirsak, asagidaki sonuglan ifade
edebiliriz.

Sonug 3.1: Bir X Banach uzaymda istatistiksel yakmsak ve istatistiksel Cauchy
dizilerinin ciimleleri gakagir.

Sonug 3.2: X bir Banach uzay1 ve x=(x,)€s(X) olsun.
st(X)-h'kmxk =X,

olmasi igin gerek ve yeter sart 8(K)=1 olmak iizere (xk}) altdizi x, a yakmsayacak

sekilde bir K={k;} indis ciimlesinin mevcut olmasidir.
Sonug 3.2, X=(IR veya C) olmast durumunda Lemma 2.2 den bagka bir sey
degildir.
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3.2.A-Istatistiksel Yakinsaklik ve Kuvvetli A-Toplanabilirlilik
Bu kisimda A-istatistiksel yakmsaklik ile bir F=(f) modiiliis dizisine bagh olarak
tanmmlanan kuvvetli-A-toplanabilirlik arasimdaki iligkiler incelenecek.
F=(f) bir modiiliis dizisi olsun. Esas sonuglar
F1) inf f,()>0  (©0)
F2) swpfi)<o (20)
(F3)  lim sup £,(1)=0
sartlan kullandarak veﬁleceginden, bu gartlar ile ilgili iki lemmay1 verdikten sonra esas

sonuglara gegecegiz.
Lemma 3.2: (F1) sart1 dogru olmast igin gerek ve yeter sart Hif Ji(t,)> 0 olacak

sekilde bir ;>0 sayismun meveut olmasidir.
Ispat: 7,>0 igin uif fi(t,)> 0 olsun. Her #<t, igin ¢ = % olacak sekilde bir ne

IN vardur. Tamm 1.38 (modiiliis tanimi) dan f,( % 2,,)2 fk(to).al; elde edilir. Buradan
1<ty igin n}‘f SLi#t,)> 0.

Ayrica, f; artan oldugundan her bir £>f, icin f4(2)>fi(?y). Bu yine >, igin
il}f fi(t,)> 0 oldugunu gosterir(Kolk, 1993).

Lemma 3.3: (F2) sart1 dogru olmasi i¢in gerek ve yeter gart sup fit)<o

olacak gekilde bir #,>0 sayismn mevcut olmasidur.
Ispat: sup fi(t,)< o olsun. Her £0 igin t<n.t, olacak gekilde bir n dogal sayist

vardir. Tanim 1.38 den

Jul)Fun.t) <n.fufty)
elde edilir. Netice olarak sup JSi(t)< o bulunur(Kolk, 1993).

Lemma 3.3 den (F3) iin (F2) yi gerektirdigi anlaglir.
Teorem 3.3: X bir Banach uzay1 ve F=(f}) bir modiiliis dizisi olsun. Bu taktirde

p>0, Aev olmak iizere
(WP(I‘LF)'H}P X = %)= (st-lim x, = x,) (3.3)

olmast i¢in gerek ve yeter gart (F1) in saglanmasidir.
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Ispat: £>0 olsun. Eger (F1) in saglanmasidir. Lemma 3.2 den £0 ve k<IN igin
Jut)>s0
olacak gekilde bir so>0 sayist vardir.
Eger W'(4F)- limx, =x, ise, o,= k‘éank(fk(]lxk —x,[))? olmak iizere

lim 6, =0 dir. €0 saysm her £ €IN igin fi(¢) 25,>0 olacak gekilde segelim ve

n—o0 "

Le={k: |x, —x,|= &}

alalim,
”xk - X, || &
Ji k(ka — X IDZ Ji(e)2 s,
[fk(“xk —x,[[P> ¢
ne n
Zank [f;:(”xk - ’%][IpZ sy Z A
k=1 k=1
O_n 2 S(f(zank + Zank)
kel, kel,
o, 250 a,
kel,
olur, buradan

>a,<s;0, (nelN)
kel

elde edillir. lim o, = 0 oldugundan
SA(Lg) = Zank =0
ke,

bulunur. O halde s¢(4)- hEn x; = x, ve (F1)in yeterlilik kism ispatlanir.

Gereklilik kismim ispatlamak igin (3.3) tn saglandigm fakat (F1) in
saglanmadigmi kabul edelim. Bu taktirde & ;>k+1 ve

lim £, (t,)= 0 (3.4)
olacak gekilde bir #,>0 sayis1 ve bir K=¢k;} sonsuz indis ciimlesi mevcuttur. &,</,<k,.;
olmak iizere keyfi bir /, indislerinin dizisi i¢in
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1

-, k=k_veya k=1_ ise
b= {2 el "

0, diger durumlarda

olacak sekilde B=(b,;) sonsuz matrisini gozoniine alahm. Be7z™ ve
84(K)=1/2 | (3.5)

oldugunu gérmek zordur.
Bir y=(y;) dizisini z€X ve |z| =] olmak iizere

3 { tz, k=k,
V¥ 6, diger durumlarda

ile tanimlayalim. Bu taktirde

| = Il = el = 4
ve (3.4) den

im /3= 0
elde edilir, buradan

A

bulunur. B nin regiilerlifinden
lim > b, [f(ly]I= 0
. k

oldugu anlagilir. Yani
. WBR-imy, =6
dir. Aynu zamanda 0<e<t, olacak gekilde her bir € igin
Le={k: |y, || >e}=K
olur. 8g(Lg)=1/2#0 oldugu (3.5) den analgilmur, bu
st(4)- ]1‘1&11 V%0
olmasmi gerektirir ki, bu (3.3) ile geligir. Béylece (F1) saglanmahdir(Kolk, 1991).
Bir f modiiliisii i¢in fi=f (k<IN) ise, bu taktirde (F1) otomatikman saglanmig
olur. Boylece asagidaki sonug ispatlanmig olur,
Sonug 3.3: f bir modiiliis olsun. Bu taktirde bir X Banach uzaymda p>0, Aet’

1gin



(WP(A,F)-hin X, = % )=>(st(A)- ]1}‘11 Xy = Xo)

du[15].

Bu sonug Teorem 2.6 de bir X Hausdorff Lk.t.v.u da p=1 ve A=C; durumunda
verildi. Ayrica Teorem 2.8 da X=K, A=C, ve f{t)=t i¢in bu sonug incelendi. Teorem
2.9 (i) kismmda X=K ve p=1 igin incelendi. ‘

Teorem 3.4: Bir X Banach uzaymda p>0, Aet’ igin

(st(A)- im x, = x,)=>(W(A,F)- lim x, =x,) (3.6)
gerektirmesinin dogru olmas1 icin gerek ve yeter sart (F2) ve (F3) iin saglanmasidir.

Ispat: Tk olarak (F3) iin gerekligini ispatlayacagiz. E birim matrisi igin
sto(E,X)=co(X) ve WP(E,F,X)=cy(F,X) olur. O halde (3.6) gerektirmesi cocco(F) ye
indirgenir ki, buda (F3) i gerektirir.

(F2) nin gerekliligini geligki ile ispatlayahm. Aet’ olsun. Kabul edelim ki, A
normaldir ve boylece ]iina,m =0 du. Eger (F2) dogru degilse, bu taktirde S55(K)=0
olacak sekilde bir K={k;} indis ciimlesi ve 0<t;<t,<..<t;<t;;;<... olacak sekilde sayilar
bulunur k;,

Ry Gem) (3.7
A, '

olur.
z“ =1 olmak tizere

Teorem 3.2 den zeX, |

xz{t,z, k=k, ise
“ Uy, diger durumlarda
ile tammh x=(x,) dizisi st(A)-liin x; = @ dir. (3.6) nmn kabuliinden
lima,,[ fole =0 (3.8)

elde edilir ki, bu
tim Y a, LA =0
k

olmasmi gerektirir. Fakat (3.7) den
i Lo = 2, L (012 1 (ieIN)

elde edilir ki, bu (3.8) ile gelisir. Boylece (F2) nin gerekliligi de ispatlamr.
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st(A)- liinxk = x, olsun ve £>0 segilsin. Teorem 3.3 te verilen 6, toplammi Lg
={ki|x, —x,| = £} ve Mg={k: |x, —x,| < & } iizerinde swasyla T; ve ¥, toplamlarma
ayiralim. (F2) den dolay1 (t)<M (keIN, t>0) olacak sekide bir M>0 sabiti meveut
olacagmdan

221S M® Zank
kel,

olur(Bak. Teorem 3.3 iin ispat1). Ayrica h(t)=s%p fi() yazarsak, bu taktirde f; artan
oldugundan ka - X, “ < g igin

filllx, —x,)<fide)
olur ve
Z2$h(e).2ank
keM,
elde edilir. Sonug olarak 8,(Lg)=0 ve (R2) den lim o, <h(e) elde edilir. (F3) den
limo, =0 oldugu anlagilir. Yani, W’(A,F)- lim x, = x,(Kolk, 199 1).

Teorem 3.3 ve Teorem 3.4 den agagidaki sonug gikar.
Sonug 3.4: X bir Banach uzay1 ve F=(f;) bir modiiliis dizisi olsun. Bu taktirde
p>0, Aet’ igin
st(AX)y=WH(AF.X)
olmas igin gerek ve yeter sart (F1), (F2) ve (F3) sartlarmm saglanmasidir[15].
fi=f (keIN) durumunda (F1) ve (F3) sartlari saglanr. Boylece asagidaki
sonug elde edilir.
Sonug 3.5: X bir Banach uzay1 ve f bir modiiliis olsun. p>0 ve Aet’ i¢in
st(AX)=W(A,£X)
olmas1 i¢in gerek ve yeter £ nin smrh olmasidir[15].
Bu sonug, bir X Hausdorff Lk.t.v.u nda p=1 ve A=C, igin Teorem 2.7 de
verildi.
Teorem 3.5: F=(f;) bir modiiliis dizisi, p>0 ve Aet i¢in
(SHA)- Tim x, = x,)=>(WH(AF)- lim x, = x,)

gerektirmesinin m(X) de saglanmasi igin gerek ve yeter sart (F3) {in saglanmasidar.
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Ispat :(F3) iin gerekligi Teorem 3.4 de ispatlanmugtir,
Farzedelim ki, (F3) saglansm. Bu taktirde
hty=sup fy(f)<eo  (0) (3.9)
dir. X de st(A)- 11{11 X, =X, Ve ”x]] <M ise, bu taktirde
£ [ = o [YSEMEH g [ )<h(MHc, [ o0
ve W'(AF) liinx,, =x, oldugu Teorem 3.4 den M nin yerine h(M+||x0 ") alnarak

yeterliligin ispatindan gikar(Kolk,1991).
Teorem 3.3 kullanilarak da agagidaki sonug elde edilir.
Sonug 3.6: X bir Banach uzay1 ve F=(f;) bir modiiliis dizisi olsun. p>0, Aet’
igin
st(A,X)Nm(X)=W*(A,F,X)~m(X)
olmasi igin gerek ve yeter sart (F1) ve (F3) iin saglanmasidir[15].
fi=f (keIN) durumunda Sonug 3.6 dan asagidaki sonug elde edilir.
Sonug 3.7: Herhangi bir f modiiliisii igin bir X Banach uzaymda p>0, Aet’
olmak iizere
st(A,X)nm(X)=W(A,£X)nm(X)
dir[15].
Bu sonug X=K, A=C, ve f{t)=t durumunda Teorem 2.8 (it) de ispatland1 ve
bundan Sonug 2.3 elde edildi. Bu durumlara ilaveten p=1 almdigmda Sonug 2.5 elde
edilir. Ayrica bu sonu¢ X=K ve p=1 durumunda Teorem 2.9 (ii) de verildi.

47



4.BOLUM |
ISTATISTIKSEL YAKINSAK DiZILERIN
MATRIS DONUSUMLERI
4.1 Giris

Bu boliimde istatistiksel yakisaklik ile matris toplanabilme metodlan
arasmdaki iligkiler incelenecek. Istatistiksel yakmsakhgm matris toplanabilme metodlan
tarafindan igerilip igerilmedii veya hangi sartlarda igerilecegi gosterilecek.

Bu kisimda esas sonuglarda kullanilacak olan bazi sonuglar verilecek

Teorem 4.1: Eger A=(a,;) matrisi

2ol <o 4.1)
k=1
lim max|a,, |=0 (4.2)

olacak sekilde ise, bu taktirde elemanlar1 O ve 1 olan A-toplanabilen iraksak bir dizi
vardur.

Ispat: A=(a,;) matrisi verilen sartlan saglasm.Bitiin elemanlan 0 ve 1, sifira
A-toplanabilen 1raksak bir diziyi s, ile gosterelim. Pozitif tamsayilarm o,0,... dizisi
0’a n.0,—>0 dan daha hizh yakmsayan bir dizi olsun. Omegin a;=1/n" olsun. By,B,,...
0 a yakinsayan pozitif tamsayilarm bir dizisi olsun. (4.2) hipotezi, her bir p=1,2,... i¢in

o< a, nxn,k=12,.. (4.3)
olacak sekilde pozitif tamsayilarm 7;<m,<.. artanbir dizinin varligmi gerektirir.
Burada (7,) bir basit dizi oluyor. (4.1) hipotezi, eger k;,k,,... sonsuza yeter derecede
wraksayan bir diziise, bu taktirde her bir p=1,2.... igin

ilankl <B, np<N<Tps (4.4)

ke, +1

(k,), (4.4) U saglayan ve her bir p=12,... igin k,.;>k,+/ olacak gekilde
belirlenmig bir dizi olsun. (sx)
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~ {1 . k=hyk
a 0, diger durumlarda
ile tamimlanan O ve 1 lerin 6zel bir dizisi olsun. Bu taktirde % larm sonsuz bir ciimlesi
i¢in sz=1 ve % larm sonsuz bir ciimlesi igin 5s,=0; buradan dizi iraksaktir. Bundan bagka
bu dizinin 6,,0,,... dﬁnﬁsﬁmleri p=12,.. ve n,<n<n,.; iken

z kS| = Z nkj‘
=
r o

] =

k=1

o+ Zlank] <pa,+p,

J=1 k=k,+1
olacak gekildedir. O halde, p.ai,—>0 ve B,—>0 oldugundan o,—0. Béylece 0 ve 1 lerin
6zel wraksak dizisi 0 a A-toplanabilirdir(Agnew, 1946).

Asagidaki teoremde her bir £€lN igin
a k=h'm a.;

=sup > |a,,| demektir.
"k

Teorem 4.2: p>0 olsun. Bu taktirde 4e(W Nlxc) olmasi igin gerek ve yeter

sart 4 nin konservatif olmasidir ve sifir yogunluklu her bir E climlesi igin
lim (a0 ~a| =0
keE

olmasidir.

Ispat: Yeterlilik: x=(x)) €lo ve X, a kuvvetli p-Cesaro toplanabilir olsun. 4
konservatif oldugundan

PE;ZIank:akllxk —X,|=0 (4.6)
k

oldugunun gosterilmesi yeterlidir.
€0 olsun ve E={k: |xk —x0|28} olsun. Sonug 2.3 e gore Wcst ve dzel

olarak p=1 i¢in Sonug 2.5 e gore de Wcst oldugunu biliyoruz. O halde 8(E)=0 dur.
x€loo oldugundan |x|_ <o ve A konservatif oldugundan |4||<eo dir. Buradan, her n

igin
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n
Zlank _ak”xk _xol = Z'ank —akllxk - xol + Z[ank '“ak“xk "xol
k=1 kek kek

<2<,
kekK
bulunur, 7—>co igin sag tarafin limiti sifir oldugundan

n
tim > la,, —a;|x;, —x,| =0
k=1

a, —ak|+2s:|]A"

n—>o

bulunur.

Gereklilik: Ae(W Niagc) ve e Nlco gerceginden A€e(c,c) oldugu anlagihr.
Eger miimkiinse, kabul edelim ki, (4.5) yetersiz olmak iizere sifir yogunluklu bir £
ciimlesi meveut olsun. Buou E={e},e,,...} ile gﬁstereliin. Schur teoreminin ispatindan
dolay1 (D (a,, —a,)z, ) dizisi waksak olacak sekilde bir z=(Z, ,z, ,..,) dizisi vardir.

kex

(bak. Maddox, 1970, sh.169). Simdi x=(x;) dizisini

{ z;,, k=g ise
K 0, k=g ise
ile tanmimlayalim. Bu taktirde xeloo ve E sifir yogunluklu oldugundan W”-]i{n x, =0
oldugu goriiliir. Buradan Ae (W Nl c) ye karsit olan, x#c, olacak gekilde x W’ Mo
dir(Maddox, 1974).

Borel matrisi Teorem 4.2 igin bir uygulamadir.

Teorem 4.3: Borel matrisi Wl daki biitiin dizileri toplamaz[9].

(Schoenerg, 1959) birinci mertebeden Cesaro ortalamasmm her smirh
istatistiksel yakmsak diziyi toplamadigim gostermistir. Bu, C; metodunun istatistiksel
yakmsakhk metodunu igerip igermedifi sorusunu akla getirmektedir. Cevap
olumsuzdur, bu asagidaki teoremde gosterilecektir. Once gok kullanigh bir Lemmay1
verelim.

Lemma 4.1: Eger f sousuz tane % igin 770 olacak gekilde bir say1 dizisi ise, bu
taktirde h.h.k igin

@
x=0 ve Zt,‘xk =00
k=1

olacak gekilde bir x dizist vardur.
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Ispat: Her bir & igin

m>k ve ty, #0

olacak gekilde pozitif tamsayilarin artan bir {m;} ;- ;% dizisini segelim. x dizisini

5 V= m ISC
"

dlger durumlarda
ile tamimlayalim. Bu durumda I{k <mox, # 0}| <+/n olup hrgﬂ =0 oldugundan
n

—|{k< nx, %0} =0

n—>w n
elde edilir. O halde h.h.k. 1qm x;=0 ve
Zthk Z = (1+1+...=0)

k=1 k=1
bulunur(Fridy, 1985).

Teorem 4.4: Hig bir matris toplanabilme metodu, istatistiksel yakmsaklik
metodunu igermez(Yani, 4 €(st,¢,p) olacak gekilde hig bir matris yoktur.).

Ispat: Bir 6nceki Lemma bir matrisin istatistiksel yakmsakligi igermesi igin
onun satir-sontu olmak zorunda oldugunu gést
erit. A, keyfi bir satir-sonlu matris olsun ve sifir olmayan bir elemanim segeleim ve

buna a,,g) rq)70 diyelim. Bu taktirde £(7) >k ’(1) bigiminde segelim, Syle ki

| Ay, k1y70 ve eger k>k(1) ise a,g) x=0

Simdi herhangi bir 7 igin

k(m)2m2 iS€, Oy k0 Ve k>k(1) ise ayg ;=0

olacak sekilde satir ve siitun indislerinin artan bir dizisini segelim ve x dizisini agagidaki
ibi tanmlayahm:

m—1

1
R CI I el O b [ 8 manXaco )
n{(1),k(1) D o) k() i=1
ve diger durumlarda x;=0.
Bu taktirde
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n
(A% )iy= D Bt ®ico
=1

m-1
= D Ltk + Gntmp k)
#=1
m-1

3 m-1 1

= Zan(m).k(i)xk(f) iy homy [m— Z Ay ity Sicn]
=1 Q) h(m) i=1

=m

oldugundan Ax dizisi smrrh degildir; dolayistyla yakmsak degildir. O halde x,
A-toplanabilir degildir, aynica
k(m)>n’ oldugundan |{k <n: x, =0} <+/n

olup
]jmll{kg,_ nx, =0} =0

- p)
oldugundan h.h.k; i¢in x;=0 olur. Boylece sz‘-li{n x, =0 ve buradan 4 nm istatistiksel
yakmsaklig: icermedigi sonucu gikar(Fridy, 1985).

istatistiksel yakmsaklik tanimi geregince, istatistiksel yakmsakik {(-1)*}gibi
herhangi bir periyodik diziyi toplayamaz. Boylece istatistiksel yakmsaklik, klasik
toplanabilme metodlarmm hi¢ birini icermez. Bu diigiince yukandaki teoremden
istatistiksel yakinsaklign agikar olmayan hehangi bir matris metodu ile mukayese
edilmeyecegini gosterir.

Ornek 4.1: A=(a,;) matrisini

1 5 k=n ve n kare degilse
A= %, n=m’, k=n veya k=(m-1)’ ise
0, diger durumlarda

bigiminde tammlayalim. Herhangi bir x dizisi igin

?’ n=1 ise

X ; +X , .
Ax= (m-l)2 m n=m?, m=2,3,... ise

X, n kare degilse
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elde edilir. Boylece A agikar olarak regiiler iiggensel bir matristir. 4 nmn istatistiksel
yakmsaklik tarafindan igerildigini gostermek igin
lim A,x =x,

oldugunu kabul edelim. Bu taktirde
lim x, = x,

n#tm

ve agikar olarak

[k <mdx#x,}|<Vn
dur. 4
Hm—l—l{kgn:Anx #x,}=0
n—>% pn k
oldugundan yukandaki teoremden st—liin x; =x, elde edilir. 4 nm adi yakmnsakliga

denk olmadiZm gostermek igin

b, {(‘1)"', k=m®, m=12,... ise
Y k btir kare degilse

ile verilen x=(xy) dizisini g6zoniine alahm. Bu taktirde
m>1 igin A,x=0
olur. Oysa x yakmsak degildir.

Asagidaki teorem, Teorem 4.2 nin 6zel bir halidir. x,=0 olmas1 durumunda
Teorem 2.8 (i) den Wty ve (ii) den W Nlao=styloo oldugunu biliyoruz. O halde
Teorem 4.2 de W¥ yerine st, ve c yerine ¢, alarak ispatsiz verecegimiz asagidaki
teorem elde edilir.

Teorem 4.5: A=(a,;) bir matris olsun. 4 matrisinin smih istatistiksel sifir
dizilerinden sifir dizilerine bir doniigiim (4 e(stplagcy) olmasi igin gerek ve yeter
sart A nm sifir dizilerinden sifir dizilerine bir doniisiim (4 e(cycq)) olmasidir[23].

Ayngim teoremi kullanilarak kolayca ispatlanabilecegi igin agagidaki teoremi

ispatsiz veriyoruz.
Teorem 4.6: Ac7 ve Ae(sty,cy olsun. Eger x smurh ve st-h'in X, =X, Ise,

bu taktirde x, x, a A-toplanabilir, yani lim 4,x = x, dir{23].
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Teorem 4.1 e denk olarak gu ifade edilebilir:

A=(a,;) matrisi (4.1) ve (4.2) sartlarm1 gergekleyen bir matris ise, 85(K)=0
olacak sekilde sonsuz elemanl bir X indis ciimlesi vardir[16].

A diizghin regiler bir matris ve K={k;} sonsuz bir indis ciimlesi olmak tizere 4
matrisinin (4, , ) alt matrisi (4.1) ve (4.2) sartlarint gercekler. Boylece agagidaki sonug
verilebilir.

Teorem 4.7: A diizgiin regiiler ise, her bir indis ciimlesi, 8,(K)=0 olacak
sekilde bir X alt ciimlesini igerir[ 16].

Bu diisiinceler ashnda Teorem 3.2. de ifade edilen A-istatistiksel yakinsakhgm
karekterizasyonuna dayanir.

Teorem4.;7 ve Teorem 3.2 birlikte gézoniine almirsa diizgiin regiiler A matrisi
igin A- istatistiksel yakmsakligin yakmsakliktan daha kuvvetli oldugu anlagilir.

Bir Y alt dizi-kapalt dizi uzay1 igin agagidaki teorem A- yogunluk yardimi ile
(s,Y) matris sinifim1 karekterize eder.

Teorem 4.8: s bir alt dizi-kapalt dizi uzay1 olsun. 4 matrisi diizgiin regilr
ise, agagidaki ifadeler bir B matrisi igin denktir.

i) Be(s,Y)

ii)5(K)=0 olacak sekilde her K indis ciimlesi igin B «(s,) dir.

iii) b,=0 (k>ky, nelN) “4.7)
olacak sekilde bir &, sayis1 meveuttur ve Bé*eY (kelN).

Ispat: (i) gergeklensin. Bir X indis ciimlesi ve bir x=(x;) dizisi segelim.
x=(xy) es dizisinin K-kesiti

{ x,, kek
Y=
0, ke(NK)

olmak tizere y=(y;) =x® dir. Be(s,Y) oldugundan By eY ve
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By= Zb,,kyk
Z kyk+2 s

Z Ve = Br[:le

oldugundan B¥x &Y. Boylece (ii) gergeklenir.
Simdi (i) ger¢eklensin. Tek bir £ noktast igeren K ciimlesi igin 8,(K)=0
oldugundan ve (ii) den
Be*=B¥ ety (keIN)
elde edilir.
(4.7) nin, ispat1 i¢in ilk olarak B matrisinin satir-sonlu olmasi gerektigini
gosterecegiz. Aksi taktirde
b,x #0 (i elN)
olz;cak sekilde bir »n, indisi ve sonsuz elemanh bir K={%k;} indis ciimlesi mevcut
olmalidir.

Teorem 4.7 den 5,(K)=0 kabul edebiliriz. Simdi x=(x;) dizisi
(i €IN) ve diger durumlarda x;=0

X, =
k
bk,

ile tanimlanirsa
B [K]X“Zb X, = Zl-—

1=1
elde edilir. O halde B®x mevcut degildir. Bu ise, B €(s,Y) varsaymm ile gelisir.
Boylece B matrisi satir-sonlu olmak zorundadr.
Kabul edelim ki, (4.7) yanlg olsun. B matrisi satir-sonlu oldugundan
B #0 Ve b =0 (k> ki IN)
olacak sekilde K={k;} ve N={n;} sonsuz elemanh indis ciimleleri vardir. Tekrar
Teorem 4.7 den §,(K)=0 kabul edebi]iriz z=(zy) €s/Y olmak lizere x=(x;) dizisini
= e SheR) D

i
ban, J=1

seklinde tanimlayahm.



i-1

#
(Kl _ _
Bflx= zlbn:K;xkj = aninxkj +B, . X,
j:
i-1

= Zlb”'K’xk’ K ——{zK, % i 5,)
=z, (i elN)
elde edilir. (Bx)2Y ve Y alt dizi-kapal dizi uzay: oldugundan B/x £¥ dir. Bu ise
(ii) ile geligir. O halde (4.7) dogru olup (ii)=>(iii).
Son olarak (ij1) gerc;eklensm Her bir x &5 igin

Bx—B(Zxke )=Zkae ey

k=1 k=1

olur. Bu nedenle (i) gergeklenir(Kolk, 1993).

4.2, Istatistiksel Yakinsak Dizilerin Matris Déniigiimleri

Simdi X uzay1 iizerine bazr kisitlamalar koyarak (st(4)NX)Y) matris smifi
karekterize edilecek.

Teorem 4.9: X ¢’ yi igeren kesit-kapah bir dizi uzay1 ve Y de keyfi bir dizi
uzayi olsun. Bu taktirde Be(st(A)X,Y) olmasi igin gerek ve yeter sart Be(cX,Y) ve
S4(K)=0 olmak iizere

B exy) (4.8)
olmasidur.

Ispat: Be(st(4)NX,Y) olsun. ccst(4) oldugundan enXcst(4) X olup
Be(cnXY) dir. Simid xeX vedo(K)=0 olacak gekilde bir KN ciimlesini gozoniine
alahm. Ayrica y=(yy)=x'"' olsun.

E={kek: y0}cK
olup S(E)<84(K)=0 oldugundan 35(£)=0. O halde st(A)-liin ¥, =0. xeX ve X kesit-
kapali dizi uzaytoldugundan y=(yy=x" X dir. Buradan y est(4)X ve hipotezden
By €Y dir. Boylece ,

B¥lx = Zb,,kxk Zb,,k y. =By (nelN)

k=1

den B¥x Y bulunur. Boylece S5(K)=0 olacak sekildeki her X indis ciimlesi igin
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B™ e(x,Y) dur, yani (4.8) gergeklenir.

Kargit olarak st(A)-liin x, =X, olacak gekilde xest(4)nX olsun. BxeY
oldugunu gosterecegiz. ecc ve X € yi igeren kesit-kapali dizi uzay,, BefcnXY)
oldugundan Be Y dir. O halde x,=0 alabiliriz. Eger xec ise Be(cX,Y) oldugundan
BxeY dir. Ama eger xest(4)/c ise Teorem 3.2 den z=(zy), x in IN/K-kesiti olmak
lizere liinzk =0 olacak gekilde §,(K)=0 olan sonsuz bir X indis ciimlesi vardir. zeX,

BzeY, BN ¥ ve
Bx= ibnkxk ='b. %+ D .b.x,
k=1 keK ke K
=BXx+B z
oldugundan Bx €Y elde edilir(Kolk, 1993).

Teorem 4.9 a benzer sekilde sfy(4) uzayr ile ilgili benzer bir sonug
ispatlanabilir.

Teorem 4.10: X kesit-kapal bir dizi uzayi ve Y keyfi bir dizi olsun. Bu atktirde
Be(sty(A)nXY) olmasi igin gerek ve yeter sart Be(cpnXY) ve (4.8) in
saglanmasidir[16]. ,

Teorem 4.9 a dayanarak, eger A diizgiin regiiler bir matris ise, (s¢(4),Y) ve
(sto(A),Y) matris smiflarmin (s, Y) smfi ile gakigik olduklart gosterilebilir.

‘Teorem 4.11: Y3 bir alt dizi-kapah dizi uzay1 olsun. Eger 4 diizgiin regiiler
bir matris ise,

(St(A)» Y)=(St064)’ Y):(s’ Y)

Ispat:(s, )c(st(4), N)(sto(4),Y) oldugundan (sto(4),})(s,¥) oldugunu
gﬁsteﬁ:nek yeterlidir. B s(stp(4),Y) ise, Teorem 4.10 dan (X=s olmasi durumunda)
8A(K)=0 olacak sekilde her X indis ciimlesi igin B™ e(s5,Y) dir. Boylece Teorem 4.8
den Be(s,Y) elde edilir. [16]

(Comnor, 1988)  stccy olmast igin gerek ve yeter sart A min sifir olmayan bir
¢ok smirh yakinsak kolonlara sahip olmasidir.” sonucunu verdi ve ispatladi. Teorem
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4.8 deki (i) ve (ii) ifadelerinin denkliginden bu sonucun agagidaki geniglemesi elde
edilir.

Sonug 4.1: Teorem 4.11 in hipotezinde B e(sty, (4),Y) (ve buna denk olarak
Be(st(A),Y)) olmas igin gerek ve yeter sart B nin ( en gok ) Y ye ait olan, sifir
olmayan sonlu goklukta kolona sahip olmasidir[16].

Bu sonug Y=c almmasi durumunda, Teorem 4.4 iin bir geniglemesi elde edilr.

Sonug 4.2: Eger A diizgiin regiiler ise, bu taktirde tiim A-istatistiksel yakmsak
dizileri onlarn limitlerine toplayabilen hig bir B matrisi yoktur[16].

4.3 Jstatistiksel Yakmsak Smirh Dizilerin Matris Déniisiimleri

X=m igin; Teorem 4.9 uygulanarak “B e(st(4)m,Y) olmas: i¢in gerek ve yeter
sart Be(c,Y) ve 8,(K)=0 olmak iizere
| B™ em,y) 4.9)
olmasidir” elde edilir. Teorem 4.10 dan “Be&(sty(4) ~m,Y) olmasi igin gerek ve yeter
sart Be(cg ¥) ve (4.9) un saglanmasidir” elde edilir. .

Burada gok onemli olan Y=c ve Y=c, durumlandir. (m,c) ve (m,c;) matris
smiflarnm bilinen karekterizasyonlan kullanilarak (Stiegltz, 1977) asagidaki sonuglar
elde edilir.

Sonug 4.3: Be(st(4)m,c) olmast igin gerek ve yeter sart Be(c,¢) ve
SA(K)=0, by - limb,, olmak iizere,
lim >[5, —b,|=0 (4.10)
" kex

olmasidu[16].
Sonug 4.4: B e(sty(A)m,cy) olmasi igin gerek ve yeter sart B e(cy,cy) ve

SA(K)=0 olmak iizere

hmz =0 (4.11)
" kek

bnk

olmasidir[16].
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Teorem 2.8, Sonug 3.6 ve 3.7 de her p>0 igin st(4)m=WF(4)m oldugu
gosterildi. Sonug 4.3 den Teorem 4.2 nin agagtdaki genislemesi elde edilir.

Sonug 4.5: Be(W(4)rm, c¢) olmast igin gerek ve yeter sart Be(e,¢) ve (4.10)
un saglanmasidir[16].

A=C; durumunda, Sonu¢ 4.4, Teorem 4.5 in bir bagka ifadesidir. Ayrica
regiiler bir B matrisi igin b; - liinbnk=0 oldugundan (4.10) sart:1 (4.11) sartma
indirgenir. Boylece Sonug 4.3, Teorem 4.6 nmn bir geniglemesidir. Ek olarak eger B
negatif degilse asagldaki sonug elde edilir.

Sonug 4.6: Be7" olsun. B e(st(4)m,c) olmas: igin gerek ve yeter sart

(3A(K)=0 = 8p(K)=0) olmasidur[16].

Bir bagka‘ifade ile, bundan evvelki sonuca gore negatif olmayan regiiler bir B
matrisi, A-istatistiksel yakmsak sinirl dizileri toplamasi igin gerek ve yeter sart, B nin 0
ve 1 lerden olugan biitiin A-istatistiksel sifir dizilerini sifir dizilerine dontigtiirmesidir.

B=4 olmasi durumunda Sonug 4.6 dan (Schoenberg, 1959) in Lemma 4 {iniin

geniglemesi olan agagidaki sonug elde edilir.
Sonug¢ 4.7: Her Ae7’ igin x=(x) e(st(A)rm) ve st(A)- li{nx,‘ =X, ise,

lim 4,x = x, du[16].
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