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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

BN DEKI NOKTA TIPLERI UZERINDE
RUDIN-KEISLER YARISIRALAMASI

Harran Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

1998, Sayfa: 58

Bu ¢alisma ii¢ boliim halinde diizenlenmistir. Birinci boliim, diger boliimler
igin gerekli tanim ve teoremlere ayrilmustir.

Ikinci béliimde; Stone-Cech kompaktlamasi verildi. Daha sonra BX in ingaasi
ve BX de sifir kiimeleri ifade edildi. Ayrica BN deki nokta tipleri ve BN de
homojenlik verildi.

Son bolimde; BN de nokta tipleri iizerinde yarisiralamalar verildi. Aynca

Rudin-Keisler yarisiralamasi ifade edildi.

ANAHTAR KELIMELER : Automorfizmalar, Filtreler, Ultrafiltreler, Sifir kiimeleri,
Stone-Chech kompaktlamasi, Nokta tipleri, Homojenlik, P-noktalari, Rudin-Keisler

yarisiralamast



SUMMARY

Master Thesis

POINT TYPES IN THE BN OVER

RUDIN-KEISLER SEMIORDERED

Harran University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

DEPARTMENT OF MATHEMATICS
1998, Page: 58

This study consist of three sections.

The first chapter introduces definitions and theorems necessary for the other

chapters.

In the second chapter, is given compactation of Stone-Cech. After that
construction of BX and zero sets in the fX were defined. In addition point types in
the BN and homogenity in the BN is explained.

In the last chapter, point types in the BN over semi-ordered is explained.

Besides semiordered Rudin-Keiesler is expressed.

KEYWORDS : Automorphisims, Filters, Ultrafiltres, Stone-éhech compactification,
Zero sets, Types of points, Homogeneuity, P-Points, Partial order of Rudin-Keisler.




SIMGELER DIZINI

IN Dogal Sayilar

Z Tam Sayilar

IR Reel Sayilar

Yx) x in Komgsuluklar Ailesi

KX) X in Biitiin Kompaktlamalarimin Kiimesi

[Y] Y nin Denklik Sinifi

K'X) X in Egdeger (denk) Kompaktlamalar: Kiimesi

C'X) X den IR ye Siirekli ve Sinirli Fonksiyonlar
Kiimesi

0(A) A nin Sifir Kiimesi

T(p) p ile Aymi Tipten Olan Noktalar Kiimesi

on Parcalanmslar Kiimesi

D IN* i¢inde Sayilabilir Sonsuz ve Ayrik Olan
Biitiin Altuzaylar Toplulugu

-

f f nin Tersi

Aut(X) X in Kendi Uzerine Olan Biitiin
Homeomorfizmalarinin Kiimesi

F Bir Filtre

[Al A kiimesinin Kardinalligi

F veyaclF F kiimesinin kapang1

T Bir Topoloji

1)) Diskrete Topoloji (Ayrik Topoloji)

T Trival Topoloji (Ilkel Topoloji)

BX X in Stone-Chech Kompaktlamasi

BN IN Dogal Sayilar Kiimesinin Stone-Chech Kompaktlamasi



I BOLUM

TEMEL BILGILER
1.1. KISMI VE TAM SIRALAMALAR

Tamm.1.1.1  Yansiyan, ters simetrik ve gegisken bir bagintiya Siralama
Bagintis1 ( veya Kismi Siralama Bagintis1 veyahut da buna denk bir ifade ile Yan
Siralama Bagntis1) denir.

Ornek 1 Z de R={(a,b) : ajb ve a,beZ} bagmtis1 bir siralama bagmntisidir.

Ornek 2 Kimmeler ailesinde “c* bagmntis1 bir siralama bagmtisidur.

Ornek 3 Bir diizlemdeki dogrular arasinda paralellik bagmtis1 bir kismi
siralama bagntis: degildir. Ciinkii, (a/b ve b//a) iken a=b olmas1 miimkiin degildir.
Yani, ters simetri 6zelligi yoktur.

Ornek 4 1R de “<“ bagintisi bir siralama bagntisidir

i) R, A da bir siralama bagintis1 ise (A, R) sirali ikilisine bir Sirali Kiime
denir ve R siralama bagmtisi genellikle “<* ile gosterilir.

ii) A={a,b,c,d,e} kiimesinde verilen

R={(a,2),(b,b),(c,c),(d,d),(e.e),(a,d),(a,c),(d,e),(c,€):(D,0)y(a,€).(b.e)}
bagintis1 bir siralama bagintisidir. Eger x<y olmasim x=y ya da x den y ye oklarla
birlestirerek gosterirsek verilen bagintinin semast
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biciminde olur.

R, A da bir siralama bagmtisi ve a,beA ise a<b ise a ile b ye karsilagtinilabilir
elemanlar denir. Buna gére yukandaki siralama bagmtisinda a ile d,c,e elemanlan
karsilagtinlabilir, fakat a ile b elemanlan karsilagtinlamaz. Ciinkii a<b ya da b<a
degildir. Ayn1 sekilde ¢ ve d elemanlan da karsilagtirilamaz.

Tanmim.1.1.2 Bir X ciimlesinde bir R siralama bagintis1 tanimlanmis olsun.
Bu ciimlenin a ve b gibi iki elemam arasinda; aRb veya bRa iligkilerinden biri
muhakkak varsa, bu siralamaya Tam Siralama denir.

Veya bir siralama bagintisinda her iki elemanini karsilagtirmak miimkiin ise
bu siralamaya bir Tam Siralama denir.

Tanim geregince, siralama bagmntisinda her a,beA igin aRb veya bRa ise bu
siralama bafintis1 bir tam siralama bagintisidur.

Ornek 5 Kiimeler ailesinde “c* siralama bagintisi bir tam siralama degildir..
Ciinkii, bir E evrensel ciimlenin A ve B gibi iki alt ctimlesinde AcB veya BcA
durumlarindan muhakkak birinin bulunmas: sart degildir. Ayrik da olabilirler.

Ornek 6 Z de R={(a,b) : alb ve a,beZ} seklinde tamimlanan bagnt1 bir
siralama bagintisi idi. Bu siralama bagintis: bir tam siralama degildir. Ciinki, 3,5€Z
oldugu halde ne 3|5 ve ne de 5|3 dir.

Ornek 7 IR de “<“ siralama bagntis: bir tam siralama bagntisidar.

(A, <) bir siral1 kiime ve BCA ise B de bir sirali kiime olarak diigiiniilebilir.

Tamm.1.1.3 Sirali bir kimenin tam sirals bir alt kilmesine bir Zincir denir.

Ornek 8 A{ab,c,d,e} kilmesinde verilen

R={(a,a),(b,b),(c,c),(d,d),(e,e).(a,d),(a,c),(d,€),(c.e):(b,c),(a,€),(b.€)}
bagints bir siralama bagintisidir. Buna goére B={a,c,e} kiimesi tam siralidir ve B
kiimesi A nin bir zinciridir.

Tanim.1.1.4 (A, <) swral1 bir kiime olsun.

i) ap€A igin A nin ay dan kesin biiyiik hi¢ bir elemani yoksa, yani

her xeA, ap<x ise x=2a9

ise ap elemanina, A nin bir Biiyiik Elemani veya bir Maksimal Elemani denir.



ii) A daki tiim elemanlardan biiyiik veya esit olan bir eleman varsa, yani her
aeA i¢in a<c olacak gekilde bir ceA varsa ¢ elemanmna A nin En Biiyiik Eleman:
veya Son Elemani denir.

Tanimdan A nin en biiyiik eleman varsa tek olacag: agiktir.

Tamm.1.1.5 (A, <) siral1 bir kiime olsun.

i) aj€A i¢in A nin a; den kesin kiigiik hi¢bir eleman: yoksa, yani

her xeA, x<a;ise x=a;
ise a; elemanma, A nin bir Kiigiik Elemani veya bir Minimal Elemani denir.

ii) A daki tiim elemanlardan kiigiik veya esit olan bir eleman varsa, yani her
acA icin d<a olacak sekilde bir deA varsa, d ye A nm En Kiigiikk Elemam veya Ilk
Elemaru denir.

Tanimdan A nin en kii¢iik elemam varsa tek olacag: agiktir.

Tamim.1.1.6 (A, <) siral1 bir kiime ve BCA olsun.

i) Her beB igin b<m olacak sekilde bir meA varsa M ye B alt kiimesinin bir
Ust Sinir denir.

B alt kiimesinin {ist smirlar kiimesinin (varsa) en kii¢iik elemanma B nin En
Kiiciik Ust Smir veya Supremumu denir ve supB ile gosterilir.

ii) Her beB igin m<b olacak gekilde bir me A varsa m ye B alt kiimesinin bir
Alt Smur denir.

B alt kiimesinin alt smirlar kiimesinin (varsa) en biiyiik elemanina B nin En
Biiyiik Alt Siur1 veya Infimumu denir ve infB ile gosterilir.

iii) B nin bir {ist sinir1 varsa B ye {istten stnirly, bir alt sinir1 varsa alttan smirhi
ve hem tist hem de alt sinur1 varsa siurl alt kiime denir.

Ornek 9 A={ab,c,d,ef,g} ve B={c,de} ise
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siralamasina gore;

1) A nin minimal elamanlan {a,b},

2) A nin maksimal elemanlan {g,f},

3) B nin tek alt simn {a},

4) B nin iist sinrlan {e,f,g},

5) supB=e ve infB=a dur.

Ornek 10 (IR,<) tam sirali kiimesinin bir A=[-1,1[ alt kiimesi verilsin.

A nin alt siirlari; a<-1 olan tiim a reel sayilaridir. Su halde A nin en biiyiik
alt sinin -1 dir, yani infA=-1 dir.

A mn iist smarlari; 1<b olan b reel sayilaridir. Su halde A nmin en kiigiik iist
sinur1 1 dir, yani supA=1 dir.

Bu 6rnekte infA €A, fakat supA¢A olduguna dikkat edelim.

Zorn Lemmas: Yan siralanmig bir (X,<) kiimesinin tam siralanmig her alt
kiimesinin bir iist sinir1 varsa; (X, <) kiimesinin bir maksimal elemani vardir.

Bagka bir ifade ile; bos olmayan ve her zincirinin bir tist sinir1 olan sirali bir

kiimenin bir maksimal eleman vardir.
1.2. DENKLIK BAGINTISI

Tamm.1.2.1. R, A da bir bagmti olsun. Eger R nin yansima, simetri ve
gecisme 6zellikleri varsa R ye bir Denklik Bagintisi denir.
Ornek 11 A bir kiime ise elemanlar arasinda tanimlanan “egitlik” bagintist

bir denklik bagmtisidir. Gergekten R={(x,x): x€A} bagmtisi yansiyan, simetrik ve
geciskendir.



Ornek 12 7 de R={(a,b) : nja-b, n>0 ve a,beZ} seklinde tanimlanan bagnt:
bir denklik bagintisidir. Gergekten,

her aeZ igin nja-a < a;l-a =%=0 Z oldugundan (a,a) €R, yani
Yyanstyan,

(a,b)eR ise nja-b ise a;b =k Zise b-a =k Zise (b,a)eR, yani
simetrik,

(ab)eR ve (b,c) €R ise nla-b ve nlb-c ise azb =k 'eZ ve
b;c =k, eZ ise a-b=nk; ve b-c=nk, ise (a-b)+(b-c)=a-c=nk;+nk, ise
a-c

=k +k, Z ise(ac)eR oldugundan gegiskendir.
n

Tamm.1.2.2 R, A da bir denklik bagintis1 ve x€ A olsun. R bagmtisina gére
x elemanina denk olan A kiimesinin elemanlari A nmn bir alt kiimesini olustururlar.
Bu kiimeye x elemaninin Denklik Sinifi denir ve genelde [x] veya X ile gosterilir.
Tanim geregince; [x]={yeA : yRx} dir.
R, A da bir denklik bagmntis1 olsun. R denklik bagntisinin belirttigi denklik
siiflari A min bir ayrigimini belirtir.
Ornek 13 Z de R={(a,b) : 3|a-b ve a,beZ} denklik bagmtisma gére olusan
denklik simflar;
[0]={...,-6,-3,0,3,6,...}
[11={...,-5,-2,1,4,7,...}
[2]={....-4,-1,2,5,8,...}
dir ve;

[0]



seklinde de goriildiigii gibi {[0],[1],[2]} ailesi Z nin bir ayrigimim belirtiyor.

Tanim.1.2.3 Z de R={(a;b) : nla-b, n>0 ve a,beZ} denklik bagintisimn
olusturdugu denklik siniflarmin kiimesi Z, ile gdsterilir ve Modulo n Kalan Simiflan
kiimesi adin alur.

{Ai}ier ailesi, A kiimesinin bir ayrigimi ise A da bir denklik bagintis1 belirtir.
Bu denklik bagntisia gore denklik siniflan A; ayngim kiimeleridir.

Bu uyarn geregince,

Her a,beA i¢i aRb <> J i€l, a,beA; dir
seklinde daima bir R bagintis1 tanimlanabilir.

Ornek 14 A={1,23,4,5} ve bir ayngmi {{1},{2,3},{4,5}} olsun. Bu
ayrigimm verdigi R bagtisi;

R={(1,1),(2,2),(3,3),(2,3),(3,2),(4,4),(5,5),(4,5),(5:4)}
seklinde bir denklik bagintis1 olur.

Tanim.1.2.3. R, A da bir denklik bagmntisi olsun. A nmn R ye gore olusan
tiim denklik siniflari kiimesine A nin R ye gore Bolim Kiimesi denir ve A\R ile
gosterilir.

Her x€A elemanma bir ve yalmiz bir tek [x]eA\R denklik sinifi karsilik
geldiginden A kiimesinden AR kiimesine y:A—A\R, y(x)= [x] fonksiyonu
tanimlanir. Orten fakat bire-bir olmayan bu fonksiyona Dogal Fonksiyon denir.

AR bolim kiimesinde, her smiftan bir ve yalmz bir eleman alarak
olusturulan kiimeye bir tam Temsilciler Sistemi denir.

Ornek 15 Ornek 13 de goriildiigii gibi, Z nin mod3 kalan smniflan kiimesi Z;
{in bir tam temsilciler sistemi olarak {0,1,2} kiimesi alinabilir.

1.3. FONKSIYONLAR HAKKINDA ONEMLI KAVRAMLAR
1.3.1. FONKSIYON KISITLAMASI

Tarmim 1.3.1. XY bir fonksiyon ve AcX ise 0o zaman f nin A ya
kisitlanmast f]5 ile gosterilir ve her x€ A i¢in fla:A—Y, fla(x)=f(x) olarak tanimlanir.
Daima fls verilir verilemez  fls= fn(AxY) 6zellidini g6zoniine getirilmelidir.



1.3.2. FONKSIYON GENISLEMESI

Tamm 1.3.2. XcX* olmak iizere f:X—Y fonksiyonu g:X*->Y
fonksiyonunun bir kisitlanmig: ise o zaman g ye f nin bir geniglemesi denir.

Tanim geregince XcX* olmak lizere g:X*—Y fonksiyonunun her xeX igin
£: XY, f(x)=g(x) seklinde tanimlanan bir kisitlanmis1 var ise g fonksiyonu f nin bir
geniglemesidir.

1.3.3. HOMEOMORFIZMALAR

Tanm 1.3.3. (X,1) ve (Y,S) iki topolojik uzay olsun. Asagidaki kosullar
saglayan bir f:X—Y fonksiyonuna bu topolojik uzaylar arasinda bir homeomorfizm
(veya topolojik esyap:) ad: verilir.

i) f, bire-bir ve ortendir.

ii) f, stireklidir.

iif) £, stireklidir.

Eger iki topolojik uzay arasinda en az bir homeomorfizm varsa bu iki
topolojik uzaya Homeomorf vaya Topolojik Denk Uzaylar denir.

Yukaridaki tamimda (iii) aksiyomundaki “f” siireklidir” kogulu yerine “f agik”
veya “ f kapali” kosulu da kullanilabilir.

Ornek 16 X en az iki noktal bir kiime olmak iizere i:(X, 1p)—>(X,1), i(X)=x
6zdeslik fonksiyonu bir homeomorfizm degildir. Ciinkii, i birim fonksiyonu bire-bir,
Orten ve siireklidir, fakat acik degildir.

(X,71) ve (X,72) nin birbirine homeomorf olmas: 6zdeglik fonksiyonunun bir
homeomorfizm olmasini gerektirmez.

Ornek 17 X={a,b}, 11={¢,X,{a}} ve 2={¢,X,{b}}, X lizerinde iki topoloji,

f: XX, fla)y=b ve

f(b)=a yani

10



fonksiyonu bir homeomorfizm oldugundan (X,t;) ve (X,12) topolojik uzaylan
homeomorftur, fakat i:X—X, i(x)=x Ozdeslik fonksiyonu bir homeomorfizm
degildir. Ciinkii, i({a})={a} ¢, oldugundan i birim fonksiyonu agik degildir.

1.3.4. GOMME FONKSIYONU

Tarmm 1.3.4 (X,7) ve (Y,S) iki topolojik uzay olsun. Eger bir f:X—>f(X)cY
fonksiyonu bire-bir, siirekli ve ayrica f ! (X)X siirekli ise bu f fonksiyonuna X den
Y igine bir Gomme Fonksiyonu ad: verilir.

Burada f(X) alt uzay topolojisi ile gozoniine alinmugtir. Béyle bir f
fonksiyonu varsa X, file Y igine gémiilmiistiir deriz.

Buna gore, eger (X,1) ve (Y,S) nin bir alt uzayma homeomorf ise X, Y igine

gbémiilmiis olur.
1.3.5. SUREKLI FONKSIYONLAR

Tamm 1.3.5. (X,7) ve (Y,S) iki topolojik uzay, xoeX ve
f: X->Y

xo—>f(x0)
bir fonksiyon olsun. Bu durumda

i) Her Ve W(f(x0)) ig¢in IUe"Y(x0), 3 U)cV ise (en az bir UeY(xo) igin
f(U), her Ve*Y(f(x¢)) in igine itilebiliyor ise) f fonksiyonuna xoeX noktasinda
stireklidir denir.

ii) Eger f fonksiyonu her xeX noktasinda siirekli ise bu f fonksiyonuna X

lizerinde stireklidir denir.

11



Ornek.18 X={ab,c}, Y={1,2,3} ve x={¢,X.{a},{a,b}} ve
w={$,Y,{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3}} olsun. Bu durumda £:X—Y, f{a)=1, f(b)=2
ve f(c)=3 olarak tanimlansn. f nin siirekli olup olmadigin belirtiniz.[1]

Coziim Xx L5 v

a - 1
anm her U linherV
komguluklari; komguluklari;
{a},{a,b},X {1},{1,2},{1,3}ve Y
Bu durumda a nin komguluklarindan sadece {a} agik kiimesini alalim(Ciinkii,
a nin en az bir komsulugu ile sartin saglanmasimi gérmek yeterlidir). Su halde

f({a})c{1},{1,2},{1,3},Y oldugundan f fonksiyonu a noktasinda siireklidir.

X->Y

b—> 2
b nin her U 2inherV
komsuluklari; komguluklari;
{a,b},X {2},{1,2},{2,3}ve Y

b nin en az bir komgulugunun f tarafindan 2 nin biitiin komsuluklarinin igine
Acik¢a goriiliiyor ki, b nin higbir komsulugu {2} agik ciimlesinin igine
itilemez. 2 nin diger komsuluklarini bile kontrol etmemize gerek kalmiyor.
Dolayisiyla f, b noktasinda siirekli degildir.
X—>Y
c— 3
cnin her U 3inherV
komguluklari; komgsuluklari;
X dir {3},{1,3},{2,3}ve Y dir.
Bu durumda f(X)={1,2,3} ve f(X)z{3},{1,3},{2,3},Y oldugundan f, x=c
noktasinda da siirekli degildir. Dolayisiyla f, X iizerinde stirekli degildir.

1.4, FILTRE VE ULTRAFILTRELER

12



Herhangi bir topolojik uzayda amaca uygun bir yakinsaklik teorisini kurmak
icin diger bir arag da “filtre” adi verilen ve literatiirde ¢ok daha sikg¢a kullanilan
yapilardur.

Tamim 1.4.1. X herhangi bir kiime ve S de X in alt kiimelerinden olusan bir
aile olsun. Eger S ailesi sonlu sayida arakesit ve sonlu sayida birlegime gore kapal1 .
ise o zaman bu aileye X uzaymin bir Kiimeler Halkas1 denir.

Tanmim geregince; S, X in bir kiimeler halkasi ve her iel igin A;eS

n n
(i=1,2,3,...,n) ise, nl 4; €S e u] 4; €S dir.
1= =

Ornek 1.4.1. X herhangi bir kiime ise X in biitiin alt kiimelerinden olusan
P(X) kuvvet kiimesi(ailesi) X tizerinde bir kiimeler halkasidir.
Tamm 1.4.2. S, X in bir kiimeler halkasi ve F, S nin alt kiimelerinden

olusan ve bog olmayan bir ailesi olsun. Eger JF ailesi agagidaki kogullar: sagliyorsa bu
JF ailesine X iizerinde bir S-filtre denir.

1) D¢k,

2) Fy, FoeF ise FinFyeF

3)FelF, F' €S veFcF'ise F' eF dir
(S deki F' ciimlelerinden IF deki F ciimlesini kapsayan varsa o F’ ciimlesi mutlaka F

ye aittir.).
S=P(X) ve I bir S-filtre ise [F ye kisaca X lizerinde bir filtre denir.

Ornek 1.4.2. X={ab,c} ve S=1={X,D,{a},{b},{a,b}} olsun. Bu taktirde
F={{a},{a,b},X} ailesi X {izerinde bir filtredir.

Ciinki,
1) D¢ Edir.

2) {a}n{a,b}={a}e F, {a}nX={a}e Fve {a,b}nX={a,b}e Fdir.
3){a}e F {a}e Sve {a}=FcF'={a} iken F'={ab}e F dir.
{a,b}e F {a,b} e S ve {a,b}=FcF'={a,b} iken F'={ab}e [F dir.

Xe FXe S ve X=FcF'=X iken F'=Xe Fdir.
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Ayrica,
{a}e F {a,b}e S ve {a}=FcF'={a,b} iken F'={a,b}e [ dir.

{a}e F Xe S ve {a}=FcF'=X iken F'=Xe F dir.

{a,b}e FXe S ve {a,b}=FcF'=X iken F'=Xe Fdir.
seklinde filtre aksiyomlar1 saglandifindan dolayi IF , X lizerinde bir filtredir.

Ornek 1.4.3. (X, 1) bir topolojik uzay ve aeX olsun. F =<y¥(a) olarak
alalim. Bu takdirde F bir filtredir.

Ispat

1) a noktasinin her V komgulufunda en azindan a noktasimmn kendisi
bulundugundan S¢“Y(a) dir.

2) Fy,F2e F= F,Foe “Y(a) dir.
Bu takdirde FinF2e “y(a) dir. (komsuluklar bahsi ilgili teorem geregidir.)

3) Ne F, Me P(X) ve N=Fc F’'=M iken M=F’ € JF =<y/(a) dir. (komsuluklar

bahsi ilgili teorem geregincedir.)
Yine filtre aksiyomlan saglandig: i¢in JF bir filtredir.

Ornek 1.4.4. X bir kiime ve xoeX olsun. Bir F kiimesini
F={A/x0eA, AeP(X)} bigiminde tammlayalim. Bu takdirde JF bir filtredir.

Ispat

1) Ae Figin xo€A olacagindan A# & dir. Dolayisiyla ¢ F dir.

2) Her Fy,FoelFf = FinF; ; F

F,e F = xpeF;

F,e F = x0eF, . Bu iki ifadeden F;F, alimrsa xoeF;NF; olur. Bu da
FinFze F demektir.

3) Herhangi bir Fe F ve FCF’' kogulunu saglayan bir F’ eP(X) verilsin.
Fe F = x¢e F dir. xoe F oldugunda Fc F’ kapsamasi kullanilirsa xoe F' olur. Bu da
F’ € F oldugunun ifade eder. Dolayisiyle [F bir filtredir.
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1.4.1. FILTRE TABANI

Tanim.1.4.1.1. F X lizerinde bir filtre, IFo <IF ve bir filtre Fy cP(X) olsun.
Eger her Fe FF igin FocF olacak gekilde bir Foe IF; varsa bu IFy alt ailesine IF nin bir

tabam (filtre tabani) adt verilir.

veya,
IF bir S-filtre olsun. Her Fe [F igin FocF olacak gekilde bir Foe Iy varsa ; Fo

ailesine JF nin bir S-filtre bazi denir.

Ornek.1.4.1.1.
X bir topolojik uzay ve xeX olsun. x in biitiin komguluklar ailesini “y*(x), ve

bu komguluklar ailesinin bazin1 da JFy(x) ile gbsterelim.

Komsuluklar tabani tamimi geregince her Fe “Y(x) i¢in FocF olacak sekilde
bir Foe JFg(x) bulundugundan Fo(x), “Y(x) filtresinin bir bazidur.

Teorem.1.4.1.1. S, X uzayi iizerinde bir kiimeler halkasi ve JFoS alt ailesi de

S nin bog olmayan alt kiimelerinden olugsun.

IFo in bir S-filtre tabani olmasi i¢in <> 1) Her Fe [ i¢in F2J dir.

2) Her Fl, er ]F‘o 1<;m F3C F]ﬁFz

olacak sekilde bir F3e [y bulunmasidir.[1]

Ispat
(=)FF, bir S-filtre tabam olsun. Bu durumda IFy ,IF gibi bir S-filtresinin tabanidur.

1) Her Fe o i¢in F=& ?

Fe Fy < F oldugundan FeF dir. F bir S-filtre oldugundan Jg¢lF dir.

Dolayisiyle F£J dir.
2) Fi,F; € Fy ¢ F oldugundan Fy,F,e FF dir. F bir S-filtre oldugundan

FinF,elk dir. Fy , F nin tabam oldugundan Tamim.1.4.1.1. gerefince her
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F=F1nF,€F i¢in F3c F1NF,=F olacak gekilde bir F3e JFy vardir. Bu da her Fy,F,elFy
icin F3c F1NF; olacak sekilde bir F3e IF vardur, ifadesini dogrular.
(<=)Fy alt ailesi (1) ve (2) siklarim saglasin. Simdi de bir JF ailesini,
F={FeS:3F el i¢inF’' cF}

seklinde tanimlayalim. Bu durumda [ nin bir filtre oldugunu géstermek ¢6ziimdiir;

1) FelF alalim. F'cF olacak gekilde bir F'e€lfy vardir. Bu ise F'# &
demektir. ¢==F’ cF oldugundan F=@ dir. Dolayisiyle @¢ F dir.

2)F FaeFise FinFeF 2

Fi,FoeFise Fic F ve Foc B olacak sekilde F/, me I, vardir.
Dolayistyle JFo in bir F'elemam ig¢in F'cF NnEc FinF, dir. Bu da FinF,elF

olmasini ifade eder.

3)Fel, F'eS ve FcF' ise F' € [F 2. Fe F alalim. 3F’ elfp i¢in F’' cF dir.
Bu durumda; FcF’ verilmis demek, F’ cF JF nin tanimi geregidir.
=>F'=FelF olur. O halde F’'elF bulunmus olur. Dolayisiyle F bir filtredir. JF, alt
ailesi de F yi olugturan bir tabandur.

Sonu¢.1.4.1.1. Fy bir S-filtre tabam olsun. Bu takdirde F={FeS : 3F' €lf
icin F'cF} seklinde tamimlayalim. Yani, [Fy ailesinin elemanlarmi kapsayan biitiin
tist kiimelerin JF ailesini aliyoruz. Bu JF ailesi bir filtredir.[1]

Tanim.1.4.1.2. Fy bir S-filtre taban1 olsun. Bu takdirde;

F={F €S :3F' € Ifp igin F’'cF} seklinde tammlanan filtreye Iy in Dogurdugu Filtre

adi verilir.
S=P(X) ve [Fy da bir S-filtre tabam ise |Fy a kisaca filtre tabam denir.

Ornek.1.4.1.2. X herhangi bir kilme ve @#AcX olsun. JF={A}, X tizerinde

bir filtre tabanidir. ve bu taban tarafindan dogurulan filtrede;
F={F<X : AcF} ailesidir.
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Not: JFy bir filtre tabami olsun. IF;, tarafindan dogurulan filtre F ise F =<JF>

bi¢iminde gosterilir.
Ornek.1.4.1.3. (Xn), X de bir dizi olsun. Her keN i¢in Fy={x,: n>k} seklinde
tamimlanan Fy larin [Fy = {Fy: keN} ailesi X iizerinde bir filtre tabanidir. Bu sekilde

elde edilen JF =<IFp> filtresine (x,) dizisi ile iiretilen filtre denir.
Ornek.1.4.1.4. Fo = {(a,+) : acR} ailesi R iizerinde bir filtre tabanidur.
Buna gore JF =<[Fy> filtresine R iizerinde Frechet Filtresi ad1 verilir.

(X, 1) bir topolojik uzay ve S=t alalim. Bu durumda S-filtre yerine Ag¢ik
Filtre tabiri kullanilir.
Ornek.1.4.1.5. X bir topolojik uzay ve xeX olsun. “Y(x), x in agik

komguluklari ailesi ise “y/(x) bir a¢ik filtredir.

Tamim.1.4.1.3. Fy ve R, birer filtre tabam ve I ile F' de bu tabanlar

tarafindan dogurulan birer filtre olsun. Eger F =F'ise bu iki filtre tabanma Denk

Filtre Tabanlar1 denir.
Bu durumda iki filtre tabanina Aynidirlar géziiyle bakilabilir.

1.4.2 BIR FILTRENIN GORUNTUSU VE TERS GORUNTUSU

Teorem.1.4.2.1. X ve Y iki kiime f:X—Y bir fonksiyon, JF,Y {izerinde bir
filtre ve JFy da JF nin bir taban1 olsun. Her Foe [y icin £'(Fo)=@ olmak iizere f'(JFo)
kiimesini '(Fo)={ f'(Fo) : Foe Fo } seklinde tamimlayalim. Bu zaman f'(Ffo) bir

filtre tabandir.[6]

jspat

1) Kabuliimiiz geregi @e £ (Fo) dir.

2) Herhangi f'(F,), f'(Fo)e f!(Fy) verilsin. JFo bir filtre tabani oldugundan
F3cF)NF; olacak sekilde bir F3€lFy vardir. Buradan f'(Fs)cf'(FinFy) = £ F)NF(E,)
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yazilir. Ayrica F3elfy oldugundan f 1(F3)ef(F,) elde edilir. O halde; £ 1(0Fo) bir filtre

tabamdir.
Tamm.1.4.2.1. X ve Y iki kiime f:X—Y bir fonksiyon, Y iizerinde bir

filtre ve IFy da JF nin bir taban1 olsun. Bu takdirde f(IF,) kiimesine IFo filtre tabaninin
f altindaki ters goriintiisii ve f'(JFo) tarafindan X iizerinde dogurulan £ (F)y=<f"(Fo)>
filtresine de FF filtresinin ters gériintiisii denir.

Teorem.1.4.2.2. X veY iki kiime f:X—Y bir fonksiyon ve JFy da X {izerinde
bir filtre taban: olsun. Bir f(IFp) kiimesini f(IFo)={ f(Fo) : FoelFy } bigiminde
tanimlarsak bu da Y tizerinde bir filtre tabanidir.[6]

ispai

1) @e (Fp) oldugundan ()= ¢ f(IF) dir.

2) Herhangi f(F;), f(Fo)e f(IFg) verilsin. JFy bir filtre tabam ve Fy,F.elfy
oldugundan F3cF;NF; olacak sekilde bir F3e)Fy vardir. Buna gore,
f(Fs) = f(F\NF,) c f (F1) n f(F;) yazilir. Ayrica F3€lfy oldugundan f(Fs)ef (JF)
olur. O halde; f (IFy) de bir filtre tabanidir

Tanim.1.4.2.2. X veY iki kiime £:X—Y bir fonksiyon, JF; da X {izerinde bir
filtre tabami ve de bu taban tarafindan dogurulan filtre de [F filtresi olsun. Bu takdirde
f(IFp) kiimesine JFy filtre tabanimin f altindaki goriintiisii, f()Fo) tarafindan Y iizerinde
dogurulan f(IF)=< f(IFy)> filtresine ise JF filtresinin f altindaki gériintiisii denir.

1.4.3. FILTRELERIN KARSILASTIRILMASI

Tamim.1.4.3.1. F; ve K, , X lizerinde iki filtre olsunlar. Eger F> < JF ise |
filtresine I, filtresinden daha ince ( veya |, , JF; den kaba) denir.
X iizerindeki biitiin filtrelerin ailesini JF ile gosterirsek; JF; , |F; €FF olmak

tlizere;
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F; £’ © F c F; biciminde verilen (tammlanan) ©* < © bagmtisimin bir

kismi siralama bagmtis1 oldugunu géstermek kolaydar.
Teorem.1.4.3.1. (E),_, X iizerindeki filtrelerin bog olmayan bir ailesi

olsun. Bu takdirde F= N F ailesi de X lizerinde asagidaki sartlar1 saglayan bir

filtredir.
i) F, VI filtresinden daha kabadur.

ii) Eger bir F' filtresi Viel igin IF; filtresinden kaba ise bu takdirde F filtresi

F' filtresinden incedir.

Ispat

1) VI, bir filtre oldugundar: Vi€l i¢in @¢lF; dir. Dolayisiyle @¢ N E =If den
BelF dir. |

2) Herhangi F1,F;€lF verilsin. Vi€l igin F,F2€lF; oldugundan yine Viel i¢in
F1NF;elF; yazilir. Buna gore FinF2elF bulunur.

3) Herhangi FeF ve FCF' sartim: saglayan F’ <X verilsin. F’ elF ?
FeF oldugundan Viel i¢in FelF; yazilir. Yine FcF' ve FelF; oldugundan Viel igin
F’ €lF; olup, buradan F’ elF elde edilir.

Simdi de [ filtresinin (i) 6zelligini sagladigimi gosterelim;

Q E = F oldugundan Viel i¢in F c [f; dir. Bu da JF nin F; den kaba oldugunu

ifade eder.
(ii) 6zelligini sagladigini gbsterelim;

Bir F’ filtresinin Viel igin JF; filtresinden kaba oldugunu kabul edelim. (Yani,

JF'c F; oldugunu kabul edelim.) Buna gore lF'c(E) F = FF olup, F'c F elde edilir. Bu

da JF nin F’ den ince oldugunu ifade eder.

Teoremdeki F =Q]F‘ ifadesi icin F filtresi (), filtre ailesinin 1.5.3.1.

tammmindaki siralama bagmtisina gére En Biiyiik Alt Smurdir.
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Teorem.1.4.3.2. X iizerindeki filtrenin bos olmayan bir (F ),_, ailesi verilsin

iel
Bu ailenin bir En Kiigiik Ust Sinira sahip olmas: igin <> Viel igin JF; filtrelerinden
ince bir filtrenin bulunmasidir.

ispat

(=) Eger boyle bir IF nin en kiiciik {ist stur1 varsa hemen Viel igin F'c FF
oldugu goriiliir. Bu da JF nin ¥’ lerden ince oldugunu ifade eder.

(<) Viel igin VF; filtrelerinden ince olan filtrelerin ailesi olan &' nin

bostan farkhi oldugunu kabul edelim. Bu takdirde bu F'ailesinin en biiyiik alt simrim

F ile gosterirsek; bu F, (F),_, ailesinin en kiigiik tist simn olur.

1.4.4. FILTRELERIN YAKINSAKLIGI

Tamm.1.4.4.1. X topolojik bir uzay xoeX ve (x,) herhangi bir dizi olsun.
(xp) dizisinin ngeN dogal sayisindan- biiyiik n lere karsihk gelen elemanlarinin
ciimlesini Ay={Xp,Xn+1,Xn+2,-..; 1le ve dizinin biitiin elemanlarinin ciimlesini de

A ={x,x, seeesXgg Xy X1 Xpi0s) ile gosterirsek; ApcA dir. Su halde VVe<y(xo)

icin dngelN, 3n>ny = AncV < (x,)—> Xo dir.
Tamim.1.4.4.2. X topolojik bir uzay, xoeX ve (X,), X de bir dizi olsun. Bu
takdirde, VVe “Y(xo) ve VnelN igin VNA, # & ise Xp noktasma (x,) dizisinin bir

y1gilma noktas1 denir bagka bir deyisle, VVe “Y(xg) ve VnelN i¢in en az bir m>n

dogal sayis1 xp€V olacak sekilde bulunuyorsa xg noktasina (x,) dizisinin bir y1gilma
noktas: denir.

Bir dizinin her limit noktas: bir Y181lma noktasidir, fakat her yigilma noktasi
bir limit noktas1 degildir.

Ornek.1.4.4.1. (%0) = (Imn)= (1,1,1/2,2,1/3,3,...,1/n,n) dizisi veriliyor. Bu
dizinin bir limit noktas: olmamakla beraber ‘’0’’ bu dizinin bir y1gilma noktasidir.
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Tamim.1.4.4.3. X topolojik bir uzay, xeX ve F de X iizerinde bir filtre
olsun. Eger “Y(x)cF oluyorsa F filtresi x noktasina yakinsiyor denir ve F—x
seklinde gosterilir.

Tanim geregince;
(F —x) < (“V(x)cF) ifadesi gergeklenir.

Tanim.1.4.4.4. X topolojik bir uzay, xeX ve F de X iizerinde bir filtre olsun.

Eger VVe*Y(x) ve VFeF i¢inVAF # & ise x noktasina JF filtresinin bir yigilma

noktas: ad1 verilir. Buna gore x, JF nin bir yig1lma noktasidir. <> xe N F dir.

JF nin biitlin y1g1lma noktalarinin kiimesini ad(JF) ile gosterecegiz.

Teorem.1.4.4.1. X topolojik bir uzay ve JF, X lizerinde bir filtre olsun. Bu

takdirde, ad(Fy= 0\ F dir. Aynica Fo , FF nin bir tabam ise ad(F)= n F, dir.[1]

N ]*:‘o =A olsun. xead(IF) ve Fe F igin Y(x) NF=J

Fyer,

Ispat N F=Bve
FeF
oldugundan xe F dir. Dolayisiyla xeB olur. Boylece ad(F) < B oldugu goriilir.

xeA, Ve*Y(x) ve Fe F olsun. Bir Foelfy i¢in Foc F dir. xeA;fo

oldugundan VNF=J olur. dolayisiyla VNF#J olur, ayn1 zamanda. Bundan dolay1
xead(IF) oldugu goriiliir. Bu durum ise Ac ad(JF) oldugunu ifade eder. Ayrica BcA

oldugu da agiktir. Buna gére, ad(JF) =B, BCA ve A c ad(F) elde edildiginden
ad(IF)=B=A bulunur.
Teorem 1.4.4.2 X bir topolojik uzay, xeX ve F, X iizerinde bir filtre olsun.

Eger F —x ise IF den daha ince filtreler de ayn1 x noktasina yakinsar.
Ispat F —x oldugundan “Y(x)cF yazilir. Simdi, F’ filtresinin F den ince
oldugunu kabul edelim. O halde F <’ olup, “}(x) ¢ F clF’ bulunur. Buradan da

V() cF agik yazilir ki bu da F' —x demektir.
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Teorem 1.4.4.3. X bir Hausdorrf uzay: ve JF , X lizerinde bir filtre olsun.
F —»xeX=>ad(F)={x} dir.

Ispat yead(F) ve y#x olsun. X H-uzay1 oldugundan bir takim Uey(y),
Ve WY(x) i¢in UnV=( dir.

F -x oldugundan “Y(x)cF dir. Dolayistyla VelF dir. Bu durumda yead(F)

olup UNnV#J olmak zorundadir. Bu ise, UnV=C olmasiyla gelisir. Dolayisiyla
ad(Fy={x} dir.

Tamm 1.4.4.5 X bir topolojik uzay ve JF, X ilizerinde bir filtre olsun.
ad(F)2Q ise FF ye Sabit Filtre, aksi halde yani, ad(JF) = ¢ ise F ye Serbest Filtre adi
verilir.

Bagka bir deyigle, eger n{F: Fe [F }#O ise bu JF filtresine Sabit Filtre; eger

N{F: FelF }= ise Serbest Filtre ad1 verilir.

1.4.5. ULTRAFILTRELER

Tamm.1.4.5.1. Bir X kiimesi verilsin. X iizerinde bir ¢ok filtreler olabilir.
Buniarin Maksimaline ultrafiltre denir.
Tanim geregince; [ filtresinin bir ultrafiltre olmasi igin gerek ve yeter sart IF

den tam manasiyla daha ince bir JF’ filtresinin olmamasdir, Bagka bir deyisle;

F bir S-filtre olsun. F yi kapsayan bir JF’ filtresi igin IF =F’ oluyorsa F ye bir
S-ultrafiltre denir.

Bir kiime iizerinde birden fazla ultrafiltre bulunabilir. Ciinkii, bir kiime
{izerindeki biitiin filtrelerden olusan aile {izerinde “’<‘’ bagmtis1 bir yari-siralama
bagmtisidir.

Teorem.1.4.5.1. Her filtre bir ultrafiltrenin i¢indedir.[2]

Ispat FF, X tizerinde bir filtre ve JF den ince olan biitiin filtrelerin kiimesi;

& ={g: gbir filtre ve F g }
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olsun. J de IF) £ &, < FF; c |y olacak sekilde tanimlanan *’<‘’ bagmtisi bir kismi

stralama bagmntisidir.
Su halde kismi siralanmg (J,<) kiimesinin bir tam swalanmig &; alt

kiimesini alalim. Bu sartlar altinda ¢=7§é F de bir filtredir. Ciinkii; &J; tam
stralanmis oldugundan herhangi iki Fi,Foe4 aym bir F €@, filtresinin igindedir. Su
halde ¢, 9 in bir iist simiridir. Buna gore & nin tam siralanmig her alt kiimesinin

bir iist stmn bulunmaktadir. Zorn Lemmasi geregince & nin ¢' gibi bir maksimal
eleman vardir. iste bu ¢ bir ultrafiltredir ve F <4 saglanir.

Teorem.1.4.5.2. F nin X iizerinde bir ultrafiltre olmasi igin <>VAcX i¢in
AeFyada X\AeclF olmasidir. [1]

Ispat

(=) F X iizerinde bir ultrafiltre olsun. Eger A= ise X\@=XeF oldugundan

iddia dogrudur.
Eger & = AcX ve FelF ise FNA = & veya Fn(X\A) # & dir. Diger yandan

ANX\A) = & oldugundan F de FicA ve FocX\A olacak sekilde herhangi iki
Fi,F2elF mevcut degildir. Clinkii FinFo2@ dir ( filtre aksiyomlari geregi ). O halde
JF nin biitiin F elemanlan i¢in ya FNA=Z veya FN(X\A)= & saglanir.

Her FelF i¢in FnA#J oldugunu kabul edelim. Bu durumda { FNA: FeF }
ailesi X iizerinde A y1 igeren ve [ den daha ince olan bir £ filtresinin filtre tabamdar.
FF bir ultrafiltre oldugundan buradan JF =¢ ve dolayisiyla A€l elde edilir.

(<) Her AcX i¢in AeF veya X\ AelF olsun. Eger F den kesin olarak daha
ince olan bir & filtresi mevcut olsaydi; 3 Ge4 , 3Ge¢lF saglanirdi. Buradan da
X\GeFc¢g olmasi gerekirdi. Bu durum ise, & nin bir filtre olmasi ile gelisir. Ciinkii,
GNX\G)=Z dir. O halde JF den kesin olarak ince olan bir filtre mevcut degildir.
Yani, [F bir ultrafiltre olmak zorundadir.
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Teorem 1.4.5.3. X bir topolojik uzay, [F , X tizerinde bir ultrafiltre olsun. JF
sabit bir filtre ve xead(fF) ise,
F— x
dir.
Ispat xecad(F) ise x, F filtresinin bir y1g1lma noktasidir. Teorem 1.4.4.2.

geregince F filtresinden ince olan ve x noktasmna yakinsayan X fizerinde bir JF'filtresi

vardir. 6te yandan JF bir ultrafiltre oldugundan F'cJF olur. O halde F =F bulunur. Bu
nedenle F — x dir.

Teorem 1.4.5.4 X ve Y iki kilme f:X—Y Orten bir fonksiyon ve |F de X
lizerinde bir ultrafiltre olsun. Bu takdirde f(IF) de Y {izerinde bir filtre tabam olup,
bunun olusturdugu filtreyi IF' ile gosterirsek ' de bir ultrafiltredir.

Ispat F , X iizerinde bir ultrafiltre oldugundan bir filtredir. Bu nedenle
Teorem.1.5.2.2. geregince f(F) bir filtre tabamdir. Simdi F' nin bir ultrafiltre
oldugunu géstermek i¢in herhangi bir BCY alalim.

Eger Be F veya Y\Be F’ oldugunu gosterirsek Teorem.1.5.4.5. geregince
JF’ bir ultrafiltre olur. O halde JF, X tizerinde bir ultrafiltre oldugundan,

f(B)eF veya fI(Y\B)=f(Y)\f'B)=X\f'(B)eF dir.

Su halde £'(B)eF olsun. Bu takdirde f(f’(B))=Bé1F’ elde edilir. Eger X\ fl(B)eF ise

buna gore,

fX\F'(B))  =fX\EE'B))
=f{X)\B

=Y\BeF elde edilir. O halde;

IF', Y tizerinde bir ultrafiltredir.
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X topolojik bir uzay ve F, X fizerinde bir filtre olsun. Tanim.1.4.4.4.
geregince ad(F)={xeX : VVeY(x), VFeF igin VNF # J} seklinde de ifade
edilebilir.
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II. BOLUM

BX IN INSAASI VE BN DE NOKTA TIPLERI
2.1. KOMPAKTLAMALARIN INSAASI

Bundan béyle biitiin uzaylarimiz aksi belirtilmedikge Tychonoff Uzay olarak
kabul edecegiz.

Tamim 2.1.1 X i yogun bir alt uzay olarak iceren kompakt Hausdorff Y
uzayma, X uzaymin bir kompaktlamas: denir.

Ornek.2.1.  Y=[0,1], X=]0,1[ uzaylarmi1 IR nin algilmug topolojisi ile
diigiinelim. Bu durumda Y, X in bir kompaktlamasidir.[7]

X in biitiin kompaktlamalarimn kiimesini K(X) ile gésterecegiz.

Teorem.2.1.1. Eger bir X uzay1 bir kompaktlamaya sahip ise X Tychonoff
uzayidir.[12]

Ispat X in bir kompaktlamasi Y olsun. Bu zaman XcY dir. X in
kompaktlamas: kompakt ve Hausdorff oldugundan Y normal ve Hausdorff tur.

Clinkii; Y Hausdorff ise VxyeY icin xeG, yeH ve GNH=J olacak gekilde G,HeT
vardir. Buradan da F;cG ve FocH kapali kiimeleri alinirsa; Y nin Normal uzay

olmasi saglanir.

Simdi de her T;-uzay: (Hausdorff Uzayr) bir T;-uzay1 oldugundan Y Normal
Ti-uzay: olur ki bu da Y nin Tsuzay1 oldugunu ifade eder. Ts4-uzaymn her alt
uzayida Tychonoff oldugundan X Tychonoff uzay:dir.

Teorem.2.1.1. geregince sadece Tychonoff uzaylar kompaktlamalara sahip
olabilir.

Tamim.2.1.2. Y,ZeK(X) olsun.(yani Y ve Z, X in iki kompaktlamasi olsun.)
Eger £:Y—Z gibi VxeXigin f(x)=x kosulunu saglayan (yani X i sabit birakan) bir f
homeomorfizmas: var ise bu iki kompaktlamaya Esdeger Kompaktlamalar adi verilir.
X in egdeger kompaktlamalar arasinda higbir fark gézetilmediginden Y= xZ yazilir.
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Bu esdegerlik bagintis1 aym1 zamanda bir Denklik Bagintis1 demektir. Bunun
dogurdugu denklik simiflarinin kiimesini K'(X)ile gOsterecegiz.

YeKX) ise Y nin esdegerlik simifim (denklik simfint) [Y] ile gosterecegiz.
* Su halde;

[YI={ ZeKX) : Y=xZ } dir.
Ayrica [Y],[Z]e K*(X) ve Y2Z ise,

[Y] = [Z] olarak tanimlayacagiz.

Teorem.2.1.2. X topolojik bir uzay, Y; ve Y birer Hausdorff uzay vede X,
Y uzaymda yogun olsun. Ayrica f:Y,—Y] igine bir siirekli fonksiyon olsun.

Eger flx:X—f(X) bir homeomorfizma ise f{Y,\X) Y \f(X) dir.

Teorem.2.1.3. A, X in yodun bir altuzayi ve Y Hausdorff olsun. Eger
f:A—Y siirekli fonksiyon genislemesi g:X—Y ise g tektir.

Ispat h:X—Y, f nin g den bagka bir genislemesi olsun. O zaman
{xeX : g(x)=h(x) } kiimesi A y1 yogun bir altkiime olarak igceren X in kapali bir
altkiimesidir. Buradan,
X={xeX:g(x)=h(x) } dir. Bdylece g=h olur.

K(X) tizerinde bir kismi siralama bagintis1 tanimlamaya ¢aligalim;

Y1,Y2eK(X) olsun. Eger £:Y1—Y; gibi VxeX igin f(x)=x kogulunu saglayan
stirekli bir f fonksiyonu var ise Y=Y yazilir. Bu kosullar1 saglayan bir f fonksiyonu
ister istemez Grtendir.

Eger f,g: Y1—Y> iki siirekli fonksiyon ve VxeX i¢in f(x)=x, g(x)=x oluyorsa
o zaman f=g dir. Ciinkii, X hem Y}, ve hemde Y3 iginde yogun ve Y;,Y> Hausdorff
uzaylaridir.

Dolayisiyla Y12Y, olmasim ve X in noktalarimi sabit birakan bir ve bir tek
f : Y,>Y; siirekli fonksiyonu vardir. f boyle bir fonksiyon ise Teorem.2.1.2.
geregince f(Y1)=Y> ve f(Y1\X) = Y,\f(X) dir.

Teorem.2.1.4. “’>* bagmtisi K'(X) iizerinde bir yar1-siralamadir.[1]

Ispat

1) YeK(X) ise Y=Y dir. = [Y] 2 [Y] yazilir. O halde “’>° bagmtisi

Yansiyandtr.
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2) Y,ZeKX), Y2Z ve Z>Y olsun. O zaman f:Y—>Z ve gZ-Y
fonksiyonlar1 X i sabit birakan siirekli fonksiyonlardir (yani f(x)=x ve g(x)=x
kosulunu VxeX i¢in saglayan fonksiyonlardir.) Buna gére,

z &5 v L5 7z

x—> gx)=x —> f(gx)=f(x)=x den
fog : Z—Z, (fog)(x)=x seklinde X i sabit birakan bir fonksiyondur. Ayn:1 zamanda
Iz : Z>Z, Iz(x)=x seklinde X i sabit birakan bir fonksiyon oldufundan fog=Iz
demektir.

Benzer sekilde gof=Iy olur. Dolayisiyle Y=xZ dir. Béylece [Y]2[Z], [Z]>[Y]
ise [Y]=[Z] elde edildi. O halde ‘’>*’ bagintis1 Ters Simetri 6zellifine sahiptir.

3) V,Y,ZeK(X) ve,
?i;}::o V>2Z ? Bu ifade ise,
f(x)=x]
VoY,
4 stirekli | _, h:V—>Z,hx)=x
g: Y7 g(x)=x siirekli fonksiyonu var midir ?
' " siirekli )
seklinde demektir.

v—L5 v £ z
x—> f(x)=x—— g(f(x))=gx)=x den
dolay1 gof : VZ, (gof)(x)=x=Iz dir. Bu durumda gof=h dersek, V—>Z, gof=h=I;
dir.
Dolayisiyle V>Z olur. Buna gore,
Vizly
%Y} ZIFZ% }:> [V]2[z]  olur. Bu da “2* bagmtisin gegisken
oldugunu ifade eder.
Tanim.2.1.3. X herhangibir Tychonoff uzay: ise K‘(X) in bir Maksimal
Eleman1 vardir. Bu eleman [Z] ise [Z] esdegerlik simifinda (denklik sinifinda)
bulunan biitiin elemanlara X in STONE-CECH KOMPAKTLAMASI denir.
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[Z] de bulunan herhangi iki eleman arasinda X i sabit birakan bir
homeomorfizma oldufundan bu smifta bulunan iki elemam: birbirinden ayurt
etmeyecegfiz. Bu en bilyllkk smifin (bu maksimal sinifin) bir temsilcisi BX ile
gosterilir.

[Z]= {YeK(X) : Z=xY } dir.

X ayrik topoloji ile donatilmig bir sonsuz kiime olsun. M ile X iizerindeki
biitiin ultrafiltrelerin kiimesini gosterelim.

M; ile M nin sabit ultrafiltrelerinin kiimesini ve M; ile M nin serbest
ultrafiltrelerinin kiimesini g6sterelim. Béylece,

M=M; UM, ve M,mMz #Z olur.

Tamim.2.1.4. X ve Z birer topolojik uzay, f : X—Z siirekli bir fonksiyon ve
Y eK(X) olsun. Eger f*:Y—Z, f¥|x = f olacak sekilde ' siirekli fonksiyonu var ise f
bir Genislemeye sahiptir denir.

Eger f boyle bir genislemeye sahip ise X, Y de yogun oldugundan tektir.
YeK(X) igin.

Cy = {feC'(X) : £bir f* : Y-IR genislemesine sahiptir.} olarak tammlanr.

Teorem.2.1.5. Eger FgGgC*(X) ve F, X de kapal kiimelerden noktalar
ayirtyorsa; o zaman FXcGX dir. Ayrica Y,ZeK(X) olmak iizere YC&Z olmasi i¢in <&

CycCz olmasi dir.
Teorem.2.1.6. BX =C (X)X tir.[7]
Ispat C"(X)X=BX olmas: agiktrr. (1)

Ayrica , Cpx = {f eC'(X) : f bir X : BX—>IR genislemesine sahiptir.} ifadesi
gozoniine almirsa, daima Cpx < C*(X) dir. Bu nedenle Teorem.2.1.5 geregince
BX cC' (X)X tir. )
(1) ve (2) den C'(X)X=BX elde edilir.
Sonug.2.1.1. X, BX e C'- gomiilmiigtiir.[11]
Ispat  BX =C'(X)X oldugundan X =C' (X)X ve C'(X)XcBX dir. Yine bu
ifadeleri ilgilendiren Teorem.2.1.5 geregince Cpx = C‘(X) ve C'(X) cCpx olur. Bu

durum;
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f:X>IR siirekli, sinirhi her f fonksiyonunun fBXIX = f olacak sekilde bir FXXSIR
siirekli, smirh geniglemesinin var oldugunu ifade eder. O halde X, BX e

C’- gomiilmiistiir.
2.2. BX in TOPOLOJIK YAPIST

Tamm.2.2.1. M,, X lizerindeki tiim sabit ultrafiltrelerin kiimesi idi. Buna
gore bir xeX igin SAx, X iizerinde bir sabit ultrafiltre olmak iizere;

M, = { Ax : xeX } dir. Yani,

X—)Ml

} bir bakima X, M; i indeksleyen bir kiimedir.
x—>4 X

Benzer olarak M;, X iizerindeki tlim serbest ultrafiltrelerin kiimesi idi. Buna gore
INX= olacak sekilde I indeks kiimesini alalim.
Bir pel igin &Ap , X lixerinde bir serbest ultrafilre olmak {izere;

M, = {Ap : pel } yani,

I—-> M,

} bir bakima I, M, i indeksleyen bir kiimedir.
DA,

Dolayistyle X, M; i indeksleyen bir kilme ve I, M; yi indeksleyen bir kiime ve de
INX= olmak iizere pX=XUI seklinde tanimlanur.

Tamm.2.2.2. AcX igin A nmn sifir kiimesi O(A) ile gosterilir ve Ap , X
ixerindeki tiim ultrafilreler ailesi olmak iizere;

O(A) = { peBX: Ac A, } seklinde tanimlanir.

Tanim geregince; O(A) kiimesi A kiimesini igeren ultrafiltrelerine karsilik
gelen pe X noktalarindan olugur. Buna gére O(A)c BX dir.

Agiklama:

Ap » X iizerindeki tiim ultrafiltreler ailesi olmak iizere,
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A € Ap = P cO(A) da.
A edp =P cO(4) dn
A cdp =P, cO(4) dn

Buna gére P, P,.....P, e iX
ve

O(4)={P.P,.....P,} anlamim ta;tr.'

Teorem.2.2.1. xeX i¢in Ax = {AcX : x€A } bir sabit ultrafiltredir.
Ayrica x— Ax fonksiyonu X den M; e 1-1 ve 6rten bir fonksiyondur.[1]

Ispat Ax aymi zamanda x in agik komsuluklar ailesidir. Buna gore,

1) D¢ Ax dir.

2) ALLAse Ax icin xe AjNA; ve A|NAeT oldugundan A;NA; € Ax olur.

3) Ae A(X) ve Ac A4’ eT olsun. Bir xeAc4' €T igin 4' e Ax dir.
dolayisiyla SAx bir agik filtredir.
Simdi de Ax in bir ultrafiltre oldugunu gérelim;
Bunun i¢in Teorem 1.4.5.2. ifadesinin saglandigini yani AcX oldugundan ya
AeAx yada X\AeAx olduunu gostermeliyiz.
AcX ise ya xeA ya da xeX\A dir. Bu nedenle ya Ae Ax ya da X\A e Ax
dir. Dolayistyla SAx bir ultrafiltredir.
Ayrica N Ax={x} oldugundan Ax bir sabit ultrafiltredir.
Simdi de
X->M,
X—> Ax
fonksiyonunun bire-bir ve 6rten oldugunu gorelim.
Her x,yeX i¢in Ax=cAy = X=y ?
{x}ea =A > {x}ea

Y

ACAZ yea =a, = D) ea,

} = {x},{y} e Ax yazlabilir.
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{x}N{y}#d oldugundan x=y dir. Boylece x>Ax fonksiyonu bire-bir dir.
$imdi de I, X lizerinde herhangi bir sabit ultrafiltre(yani F eM;) ve

xead(fF) olsun.

Ax=F. 2
Her kapai F igin clF=F 1idi. Teorem 14.4.1. geregince,
ad(F)=n{clF: FekF} idi. xead(IF= N{clF: FeF }= n{F: FeF } den dolay1

xen{F: FelF }olur. Bu da xeF demektir. Bu ise FeAx anlamimn tagir. O halde

FeAx dir.

Ayrica F bir ultrafiltre oldugundan ancak Ax =F .dir. Bu da x—>Ax
fonksiyonunun 6rten oldugunu ifade eder.

i) O(X) tamminda oA, olarak sabit ultrafiltreleri alirsak, O(X)=X, eger A,
olarak serbest ultrafiltreleri alirsak, O(X)=I olur.

il) AcX olmak fizere O(A) nin tamminda dikkat edilirse; O(A) kiimesi A dan
daha genis bir kiimedir. Dolayisiyla AcO(A) dir. Fakat O(A)cX olmasi1 gerekmez.
Ancak O(A) c BX dir.

Teorem 2.2.2 a) OX)=BX ve O(D)=D dir.

b) AcBcX ise O(A) cO(B) dir.

c) A,BcX ise O(ANB)=0(A) "O(B) ve  +
O(AUB)=0(A)wO(B) dir.

d) AcX ise O(A) NX=A dir.

e) OX\A)= BX\O(A) dir.

Ispat
a) OX)={ peBX :, XeA,} demektir. X, tiim filtrelere ait oldugundan O(X)

kimesi BX in tiim p noktalarn: igerir. Bu nedenle OX)= BX dir.
O(@)={peBX :, Fe Ay} yazilabilmelidir. Oysa filtre tanim1 geregi T A, dir. Bu

nedenle O(Z)=J dir.
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b) AcBcX , peO(A) ise, O(A) tanimindan Ae A, dir. AcB ve A, bir
filtre oldugundan Be A, dir. Bu da peO(B) demektir. Dolayisiyla O(A) cO(B) dir.
¢) On bilgi: A,BcX olsun.
1) XMANB)=X\A)U(X\B)
XMAUB)=X\A) n(X\B) dir.
2) (p2A V peB) © peAnB
(p2A A peB) © pgAUB dir.
Simdi sikkin ispatina gegelim.

O(AUB) Z O(A) UO(B)

c : VpeO(AUB) = peO(A)UO(B) 2
— el T
r S

Ergi yonteminden s' =7’ :
VpeO(A)UOB) = peO(AUB) 2
pe[O(A)UO(B) = pe[O(A) N [O(B) = peO(A) A p2O(B)

A eA,NBeAA,

= AAp bir ultrafiltre oldugundan
X\4 €A ,AX\B eaz\p} 4

= peO(X\A) A peO(X\B) = pe O(X\A)NO(X\B) = O(X)\O(AUB)
= peOX)\O(AUB) = p£O(AUB)
elde edilir. Dolayistyla pe O(A) UO(B) demektir. O halde O(AUB)cO(A)UO(B) dir.
> :AcAUB = 0O(A) cO(AUB)
BcAUB = O(B) cO(AUB)
taraf tarafa birlesimleri alinirsa;
O(A) UO(B) cO(AUB)
olur. O halde,
O(AUB)=0(A) UO(B)
dir.
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9

O(ANB) = O(A) NO(B) igin
c: ANBcA = O(ANB) cO(A)

ANB B = O(ANB)cO(B)
taraf tarafa kesisimleri alinirsa;
O(ANB) cO(A) NO(B) elde edilir.
o: Vpe O(A) NO(B)= peO(ANB) ?
L,__/-V\// \/\.-~"‘
r S
Yine Ergi yénteminden s’ = r' : VpgO(ANB)= pg0(A) NO(B) ?
ANB¢AA,

X\(4nB) e A,

= X\ U X\B) eAp
= peO((X\A) U (X\B) ) =0(X\A) WO(X\B)
= peO(X\A) UOX\B) = peO(X\A) V peO(X\B)
X\de A, vX\BeA,
:>A 2A, VB EA,

}(az\p bir ultrafiltre oldugmdan)

} (A bir ultrafiltre oldugundan)

= peO0(A) V peO(B) = pg0O(A)NOB) elde edilir.
Dolayisiyle pe O(AnB) demektir. O halde O(A)nNO(B) < O(AB) dir.
Bu nedenle esitlik vardir. Yani, O(AnB)=0(A)NO(B) dir.
d) AcX ise O(A) "X=A oldugunu gésterelim.;
VpeO(A)NX < peO(A) ApeX
SA e“‘72| pApeX
o peAApeX
& peAnX=A
& peA olur.
e) OX\A)=BX\O(A) oldugunu gosterelim.
On Bilgi: 1) MNN = ise
MWN =M ve N\M =N dir.
2) MUN)\C = (M\C) UIN\C) dir.
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Simdi gikkin ispatina gegelim;

ANX\A)=D oldugundan. (X\A) UA=X dir.

Buna gére;
O(AN(X\A)) = O(J) oldugundan,
O((X\A) LA) = O(X) dir.

Su halde O(X) = BX ve O(J) = & kullanilirsa,
O((X\A) NO(A) = I oldugundan,
O((X\A) UO(A) = BX olur.

Bu son esitligin her iki yaninin O(A) farkini alalim.;

(O(X\A) UO(A) )\ O(A) = BX\ O(A)

)/

(0(X\A)\O(A)) W (O(ANO(A) )

L./\/——/ ' L/W/«/'
O(X\A) // %)}
oX\A))vd

//

O(X\A) den dolay,
OX\A)=BX\0O(A) olur.

Tanim.2.2.3. B= {O(A) : AcX } kiimesi BX {izerinde bir topolojik

tabandir.

i) Gergekten JB= {O(A) : AcX } kiimesinin BX iizerinde bir topolojinin

tabani oldugunu gosterelim. Teorem 2.2.2 nin (c) sikk: geregince;

1) O(A) = {peBX . Ac A, } ve Ap, X lizerindeki tiim ultrafiltreleri temsil

ettiginden Fe A, ve de pePX = XUI oldugundan @R dir.
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2) VO(A1),0(Az) e igin O(A3) cO(A1)NO(A,) olacak sekilde O(As3) €3

var midur.?
O(A1)NO(A2) = O(A1NA;) = O(A3;) alinabildiginden O(A3) €J3 vardir.

O halde B kiimesi X lizerinde bir topolojinin tabanidr.

if) 3 mn elemanlan agik kiimeler oldugundanO(A) agik kiimedir. O(A) nin
tiimleyeni BX\O(A) seklinde ifade edilir ve kapildir. Teorem 2.2.2 geregince;

BX\O(A) =0(X\A) oldugundan O(A) nin tiimleyeni O(X\A) seklinde
de ifade edilebilir. O(X\A) = { peBX . X\AeA p } olmas: cihetiyle O(X\A) B
dir. Bu da O(X\A) nin bu yéniiyle de agik kiime oldugunu ifade eder. Bu sartlar
altinda ise bunun tiimleyeni olan o(A) kapali olur. Sonug olarak;
O(A) ve O(X\A) hem agik hem de kapal: alt kiimelerdir.

iii) g , PX icin bir topolojik taban oldugundan BX fizerinde bir topoloji
dogurur ki hep BX’ i bu topoloji ile diigiinecegiz.

Teorem.2.2.3. X ayrik topoloji ile donatilmig bir sonsuz uzay olsun.

a) BX kompakt ve Hausdorff bir uzaydir.

b) X in X den gelen altuzay topolojisi ayrik topolojidir.

c) AcX ise clgxA=0(A) dir.
Ozel olarak clgxX=BX dir. Dolayisiyle BX, X in bir Hausdorff kompaktlamasidir.

d) AcX ise O(A) kiimesi BX iginde hem kapali hem de agiktir. H, BX in
hem agik hem de kapali bir alt kiimesi ise bir AcX i¢in H=0(A) dir.

e) Y herhangi bir kompakt ve Hausdorff uzay ve f:X—Y siirekli bir
fonksiyon olsun. Oyle bir ve bir tek fP:BX—Y stirekli fonksiyonu vardir ki fP|x=Ff
dir. f* ye f nin STONE-CECH Genislemesi denir.

2.3. BX de NOKTA TIPLERI

Tanmm.2.3.1. X bir topolojik uzay olsun. X in Automorfizmasi Aut(X) ile
gosterilir ve Aut(X) = {f: f:X—>X bir homeomorfizma } gseklinde tanimlanir.
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Yani, Aut(X) ; X in kendi iizerine olan biitin homeomorfizmalarinin
kiimesidir.

Teorem.2.3.1. X bir topolojik uzay olsun. “’0’’ iglemi, fonksiyonlarmn
bileske islemi olmak tizere (Aut(X),0) sistemi bir gruptur.

Tanim.2.3.2. X bir topolojik uzay olsun. p,qeX i¢in f(p)=q olacak sekilde
bir fe Aut(X) varsa p ve q ya Aym Tipten denir ve p=q seklinde gosterilir.

Teorem.2.3.2. X bir topolojik uzay olsun. p,qeX aym tipten (p~q) ise ’=*’
bagintis1 bir egdegerlik (bir denklik) bagmtisidir.[1]

Ispat

1) VpeXiginpep  ?

Ix : X=X, X in birim fonksiyonu olduguna gére Ix e Aut(X) ve Ix (p)=p dir.
Dolayisiyla p~p dir. O halde ’~*’ bagntis1 yansiyandir.

2) Vp,geX igin prq=>qrp  ?

prq= bir fe Aut(X) i¢in f(p)=q dir.

=f homeomorfizma oldugundan f* e Aut(X) dir ve £'(q)=p dir

= qrp demektir. O halde “’~’ bagintis1 simetriktir.

3) Vp,q,reXicin (p~q, gar ) = p~r ?

p~q= bir fe Aut(X) i¢in f(p)=q dir.

g~r=> bir ge Aut(X) i¢in g(q)=r dir. Buradan,

f(p glq) J =9lf(pl)
=(gof}(p]=r

37



gof=h dersek ; h=gofe Aut(X) ve h(p)=(gof)(p)=g(f(p))=g(q)=r den dolay1 h(p)=r elde
ediliyor demek. O halde p=r dir. Dolayisiyle “’~‘’ bagntis1 gegiskendir.
Bu nedenlerden dolay: “°’=*’ bagintis1 bir egdegerlik bagintisidir.

Tanmim.2.3.3. X bir topolojik uzay ve peX ise T(p) ile X in p ile aym tipten
olan biitiin elemanlarin kiimesi gosterilir ve T(p) ye p nin Tipi denir.

Teorem.2.3.3. X bir topolojik uzay ve peX ise T(p) = {f(p) : feAut(X) }
dir.

Ispat

< : be T(p) = bir feAut(X) igin f(p) = b dir. Bu da be{f(p) : feAut(X)}
demektir. O halde, T(p) c{f(p) : feAut(X) } dir.

o : be{f(p) : feAu(X)} olsun. O zaman f(p)=b demektir.

=T(p) =T(b)={p,b} ve beT (p) demek olur. O halde, {f(p) : fe Aut(X) }=T(p) dir.
Ornek 2.3.1. X={ab,c}, T={D X,{a},{b}, {a,b}} olsun. T(a)= T(b)={a,b}

ve T(c)={c} dir. Bunu gormek i¢in, f:X—X fonksiyonunu f(a)=b, f(b)=a ve f(c)=c
olarak tamimlayalim.

Topolojinin yapisinda kolayca gériilecegi gibi fe Aut(X) dir. Dolayisiyla a~b
dir. {c}¢7T oldugundan X in a elemanim ¢ elemanina gotiiren higbir homeomorfizma

yoktur. Clinkii,
£X->X

a—f(a)=b
durumunda 3Ue*Y(a), 3 V Ve<Y(f(a)) i¢in f(U) <V saglanir ve

XX
b—f(b)=a
durumunda, yine 3Ue*Y(b), 3 VVe<Y(f(b)) i¢in f(U) <V saglamr Fakat, g(a)=c,

g(c)=a ve g(b)=b seklinde bir ge Aut(X) alinirsa,

gX » X
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¢ = g(c)=a durumunda
XeV () {a},{ab},XeV (g(c)) =V(a)
g(X) ={a}
olamaz. Eger {c}eT olsayd1 U={c} e“}!(c) seklinde en az bir U komsuluguna kars:

g({c}) <{a},{a,b},X olurdu. Oysa, {c}#T dir. Bu demektir ki ancak X iizerinde

T(a)= T(b) olmasim saglayan f(a)=b, f(b)=a ve f{c)=c olacak sekilde bir tek fe Aut(X)
vardir.
Dolayisiyla, {c}#T(a) dir. O halde T(a)={a,b} ve T(c)={c} dir.
Ornek 2.3.2 IR gergel sayilar kiimesini géz6niine alalim. a,beIR igin
fIR-IR, f(x)=x-a+b
seklinde tamimlayalim. f fonksiyonu her a€IR igin f(a)=b kosulunu saglayan bir
homeomorfizmadir. Dolayistyla IR de herhangi iki eleman aym tiptendir.Buradan

aeIR i¢in T(a)=IR oldugu goriiliir.

Ornek 2.3.3. X=[0,1] kapal arahigim alalim. £:X—X, f(x)=1-x seklinde
tanimlanan f fonksiyonu X in bir homeomorfizmasidir. X in bu f homeomorfizmasi
f(0)=1 ve f{1)=0 kogullarint sagladigindan T(0)= T(1) dir. Ayrica, T(0)= T(1)={0,1}
dir.

Bunu gérmek i¢in 0<r<1 ise r¢T(0) oldugunu gostermek yeterlidir. Aksine
0<r<1 i¢in reT(0) kabul edelim. Bu durumda, bir geAut(X) i¢in g(0)=r dir.

Dolayisiyla, g(X\{0})=X\{r} olur. X\{0}=]0,1] baglantili ve X\{r}=[0,r[U]r,1]
oldugundan X\{r} baglantisiz bir uzaydir. Diger yandan baglantililik
homeomorfizmalar altinda degismez bir ozelliktir ve g(X\{0})=X\{r} oldugundan

X\{r} baglantili olmak zorundadir. Bu g¢eligkiden dolay1 rgT(0) dir. O halde
T(0)=T(1)={0,1} dir.
Ornek 2.3.3. de asagidaki Y.Teoremler gozoniine alinmagtr.

Y.Teorem.2.3.4.: X topolojik bir uzay olsun. X in baglantili olmasi i¢in <>
birbirine denk olan asagidaki ifadelerden birinin saglanmasidir.[2]
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i) X, bos ciimleden farkli ayrik, agik iki ctimlenin birlesimi degildir.

if) X in hem agik hem kapali alt kiimeleri yalmzca & ve X kiimeleridir. Aksi
halde X baglantisiz uzay olur.

Y.Teorem.2.3.5. X topolojik uzay: verilsin. X in baglantisiz olmas: i¢in <
X=GUH ve GNH=Z olacak gekilde & den farkh G,H agik altciimlelerin var

olmasidir.[2]
Ornek.2.3.4. Ayrik topoloji ile donatilmug olarak IN dogal sayilar kiimesini

g6z dniine alalim. m,neIN olmak {izere;

X; X#mn ise
Jup(¥)=9 m; x=n ise

n, x=m ise
olarak tanimlayalim. IN ayrik topolojiye sahip oldugundan fi; ;e Aut(IN) dir. Ayrica
fna(m)=n oldugundan T(m)= T(n) olur. O halde IN iginde bir tek tip vardir ve bu tip
x; x#l,n ise
T1)=IN dir diyebiliriz. Ciinkil; fna(x) fonksiyonu f;,(x)=4 L x=n ise
n, x=1 ise
bigiminde m=1 alinarak segilebilirr Bu durumda fj,(1)=neIN dir ve
T(1)= T(n)={1,n}=IN (n€IN) demektir. Dolayistyla T(1)=IN dir.

Ornek.2.3.5. X=[0,1] kapal arahigin alalim. 0<r<1 ise T(r)= ]0,1[ oldugunu
gosterelim.[1]

0,1£T(r) oldugu 6rnek 2.3.3. den dolay1 agiktir. Genellifi bozmaksizin
0<r<s<1 oldugunu kabul edelim.

%x ; 0K x<r ise

x=
f( ) {i_—s_‘_x.|.i'i;r<x31 ise
—p 1-r

olarak tanmimlanan f fonksiyonu X in homeomorfizmasidir.
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x=r i¢in f(r)=s oldugundan T(r)=T(s) dir. Dolayistyla T(r)=]0,1[ olur.

Tamim.2.3.4. X bir topolojik uzay olsun. X iginde bir tek tip var ise X
uzayma Homojen denir.

Ornek.2.3.6.  Omek.2.3.2. den T(a)=IR ve 6mek 2.3.4.den T(1)=IN
oldugundan IR ve IN uzaylar1 homojen uzaylardir.

X uzay1 homojen ve A, X in bir alt uzay1 ise A nin homojen olmasi gerekmez.
Omegin; IR homojen oldugu halde IR nin [0,1] alt uzay1 homojen
degildir.(6rnek.2.3.5. en dolayn)

Dogal olarak ilk akla gelen sorulardan bir tanesi; A homojen ve A, X iginde
yogun ise A icinde aym tipten olan iki elemanmn X iginde aym tipten olup
olmamasidir.

Ornek.2.3.7. X = {ab,c,d} ve T={@ X,{c},{b,c},{c,d},{a,c,d}} olsun. T, X
{izerinde bir topolojidir. A={a,b,c} alt uzayim alalim;

G#J olmak lizere VGeT igin GNA=D oldugundan A, X i¢inde yogundur.

A nm altuzay topolojisi ise,
Ta= {GNA : GeT }
= {J,A,{c},{b,c},{a,c}} dir.
Kolayca goriilecegi gib; A iginde T (a)= T (b) dir, fakat X iginde T (a) # T (b) dir.
Ciinki;
f: A—>A, fa)=b , f(b)=a ve f(c)=c alinirsa; feAut(A) olur, fakat
f:X—X bir fonksiyon bile olamaz (d eleman karsiliksiz kalir, yani f{(d) yoktur.)
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2.4. BN de NOKTA TIPLERI ve BN de HOMOJENLIK

Tanmim.2.4.1. Eger S bir kiime ve Q, S nin bos olmayan alt kiimelerinin bir
ailesi ise, o zaman Q agagidaki gartlar1 saglayan S iizerinde bir ultrafiltre olarak ifade
edilir.

1) Q nin herhangi iki elemanmin kesigimi Q ya aittir.

if) Q, (i) sikka ile ilgili olarak maksimaldir.

IN tizerindeki ultrafiltrelerler BN nin asagidaki gibi kurulugu olarak IN nin
BN Stone-Cech kompaktlamasi arasinda yakin bir baglant: (iligki) vardir.

i) IN tizerindeki tiim ultrafiltreler BN nin noktalaridir.

if) neIN ve Ay, IN iizerinde bir sabit ultrafiltre olmak iizere IN nin alt

kiimelerinden olusmaktadir. Buna gére VneIN igin n— 4, yi tanimlayalim.

IN —» N

} bir bakima INUI kiimesi, BN i indeksleyen bir kiimedir.
n—> A,

ve BN=INUI dir.

iif) VECIN kiimesi i¢in BN de agik olan E€Q olacak sekilde biitiin QepN
kiimesini ifade edelim. BN deki her agik kiime boylesi E lerin birlesimidir.

Tanim 2.4.2. JB={O(M) : McIN} kiimesi BN {izerinde bir topolojik
tabandir.

Tanim 2.4.3. Q ve 6, BN ilizerinde birer ultrafiltre olsunlar. Q ve 6 , BN de
ayni tipten olmasi ig:ih gerek ve yeter sart f(QQ)=0 olacak sekilde IN in bir
permiitasyonunun olmasidir.

Qve 8, BN de aym tipten olsunlar. Bu durumu Q~8 bigiminde gésterecegiz.
Q ile aym tipten olan IN iizerindeki biitiin ultrafiltrelerin kiimesini de T(Q)

ile gésterecegiz.
Teorem 2.4.1. . Q ve © BN olsun. Eger Q ile 0 aym tipten (Q~0) ise “~*
bagintisi bir denklik bagintisidir.[10]
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Tanim 2.4.4. F, IN den IN ye biitlin 6rten fonksiyonlarin kiimesi olsun.
Eger QepN ve feF ise f{Q)={f(M) : MeQ} olarak tanimlanir.

Teorem 2.4.2 BN de T(1) =IN dir.
Ispat f,: INS>INc BN fonksiyonunu;

x; x#ln ise

[o(¥)=<1; x=n ise

n, x=1 ise
olarak tanmmlayalim. Teorem.2.3 e-sikki geregince f,°:pN—BN genislemesi bir
homeomorfizmadir. O halde f,’eAut(BN) ve fnp(1)=fn(1)=neIN dir. Dolayistyla

T(1)=T(n)={1,n} ve neT (1) olur. Ayrica pefN\IN i¢in T(1)=T (p) oldugundan

ancak T(1)=IN dir.

Teorem 2.4.3. Aut(IN) den Aut(BN) ye f—>f* olarak tammlanan fonksiyon
iyi tammlanmug bir izomorfizmadir.[1]

Ispat  Topolojik uzaylar igin izomorfizma kavrami homeomorfizmadan
baska birsey degildir.

IN ayrik ve sonsuz bir topolojik uzay oldugundan yine Teorem 2.2.3
geregince FIN—INcBN bir homeomorfizma ise £ : BN—PN, BN iizerinde bir
homeomorfizmadir. Bu nedenle f—>f* fonksiyonu iyi tammlidur.

Verilenlere gore;

Aut(IN) —i Aut(BN)
f - gd=f
ifadesini ele alalim. Bu durumda g nin bire-bir oldugunu gorelim:
V{1,fe Aut(IN) i¢in
gfyg®) = fi=h 2
g(f)=g(f) alam. = fiP=fP demektir.
= £l dir.
= fIB i in ve fzﬁ ,£ nin geniglemesi olduklarindan fIBhN=f1
ve HPn=f = fi=f, dir.

Simdi de g nin 6rten oldugunu gérelim:
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Ve Aut(BN) e kars1 bir fe Aut(IN) var mudir. 2
neN ise {n} climlesi BN de agiktir. Ciinkii, IN ciimlesi BN de yogun ve {n}IN=J
dir. Bu durumda bir he Aut(BN) alalim; neIN ise h({n}) = {h(n)} ciimlesi BN de
agiktir. Bu sartlar altinda BN de agik ve bir tek elemandan olugan kiimeler IN ye
dahildir. Bu da h(IN)cIN demektir.

Benzer sekilde h (IN)cIN olup h(]H(IN)) ch(IN) den INch(IN) olur. O
halde h(IN)=IN dir. Buna gore hjn = feAut(IN) dir. Ayrica v = f = hiw
oldugundan h = * demektir ki bu da Ve Aut(BN) i¢in bir fe Aut(IN) var demektir.
Dolayisiyle f>f* ortendir.

Simdi de g(f)=f* oldugundan dolayy; £ siirekli oldugundan g(f) siireklidir ve
f stirekli oldugundan g'l(fﬂ) stireklidir.

Netice olarak f—>f* bir homeomorfizmadir. Dolayisiyla bir izomorfizmadir
demektir.

Bir onceki boliimde X uzaymin yogun bir alt uzaymin homojen olmasi
halinde X in homojen olmas: gerekmedigini gérdiik. Fakat 6zel bir takim durumlarda
yogun altuzayin homojenliginin, listuzaymn homojenligini gerektirecegi akla gelebilir.
Bilhassa X bir Hausdorff ve tamamen regiiler uzay ve X in bir Hausdorff
kompaktlamas:1 ise X in homojenliginin Y nin homojenligini gerektirip
gerektirmedigi ¢alismaya deger goriilmektedir. Stiphesiz en genel halde bu sorunun
cevabi negatiftir. (jfnegin X=10,11 , Y=[0,1] aliursa; Y,X in bir kompaktlamasi, X
homojen bir uzay, fakat Y homojen olmayan bir uzaydir.

Dolayisiyla X in gok 06zel bir kompaktlamasimn, homojenligi koruyup
korumadigini incelemek daha akla yatkindir. Boyle bir kompaktlama igin, en
elverisli aday X in Stone-Cech kompaktlamas1 olacaktir. Fakat bu ¢ok 6zel durumun
bile homojenligi koruyamadig: goriiliir.

Teorem.2.4.4. BN homojen degildir.

Ispat BN =IN UIidi. neIN olsun. {n} climlesi BN de agiktir. Ciinkii IN
climlesi N iginde yogun ve {n}NIN # & dir, fakat peN\IN ise {p} ciimlesi BN
icinde yogun degildir. Ciinkii; IN ciimlesi BN iginde yogun ve {p}nIN = dir. O



halde p noktast IN in hi¢bir noktas: ile ayni tipten olmaz. Bu nedenle N homojen
degildir.
Teorem.2.4.5. PN de en az 2° tane tip vardur.

2.5.IN" DEKI NOKTA TIPLERI VE IN' DE HOMOJENLIK

Tamm.2.5.1. IN' = BN \ IN uzay1 olmak tizere IN® uzaymn noktalari, IN
tizerindeki serbest ultrafiltreler olarak adlandirilir.

Eger IN" — IN , f(p)=q olacak sekilde bir homeomorfizma var ise p ve q
ultrafiltrelerine ayn tiptendir denir.

Tamm.2.5.2. VECIN igin O(E) = {Qe IN" : EeQ } y1 koyahm. O(E)
kiimeleri IN" in agik-kapal kiimeleridir ve IN” daki agik kiimeler igin bir temel
sekildir. O(E,) — O(E;) olmasi igin gerek ve yeter sart E{\E, nin sonlu olmasidir.

Teorem.2.5.1. Eger MUN, IN" in sayilabilir ayrik bir alt kiimesi ise ve

Qe M ve Qe N=> Qe MN N dir.

BN in homojen olmamasi, BN in altuzay: olan IN" m homojen olmamasimn
gerektirmez. Clinki, IN" in BN in automorfizmalar tarafindan elde edilmeyen
automorfizmalari olabilir. Teorem.2.4.3 {iin ispat1 sirasinda geAut(BN) ise
glm*=g*eAut(IN*) benzerinde bir ifade kullanilmigh. Fakat IN* in butun
automorfizmalarinin g~ geklinde olmasi gerekmez. Bu nedenle peIN* ise p nin IN"

deki tipi, p nin BN deki tipinden daha biiyiik olabilir.

Teorem.2.5.2. IN" homojen degildir.
Teorem.2.5.3. peBN olsun.

1{T(q) : IN" 1n aynik ve sayilabilir sonsuz bir X alt kiimesi igin T(q,X) = T(p)}| = 2°
dir.
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IIL.BOLUM
BN de NOKTA TIPLERI UZERINDE YARISIRALAMALAR
3.1. RUDIN-KEISLER YARISIRALAMASI

BN deki nokta tiplerinin daha iyi incelenebilmesi ve IN nin ultrafiltreleri
hakkinda daha iyi bilgi edinebilmesi amaciyla Rudin-Keisler ve Frolik tarafindan N
ve IN" deki nokta tipleri iizerinde bir takim yarisiralamalar tammlanmistir. BSylece
nokta tiplerinin bu yarisiralamalarda aldig: yere bakarak tiplerin karakterleri tizerinde
karar vermenin incelemeye bir kolaylik getirecegi diigliniilmiistiir. Bu bdliimde
Rudin-Keisler tarafindan tanimlanan Rudin-Keisler Yarisiralamasin: inceleyecegiz.

Once bu béliimde faydali olabilecek asagidaki teoremi verelim.

Teorem.3.1.1. f:A—A bir fonksiyon, pefN , ACIN ve VaeA i¢in f(a)#a
olsun. Bu takdirde A nin asagidaki kosullar1 saglayan Ag,Aj,A; alt kiimeleri
vardir.[1]

1) A= AgUA1UA;

ii) 0<I<2 ve 0< i <2 i¢in

ANAF=D dir.

i) Ainf(A)=2 dir.

Tanim.3.1.1. pePN ve f: IN-IN orten bir déniisiim olsun. Bu takdirde,
f(Ap) = { f(A) : Ae Ay } climlesi IN de bir ultrafiltredir. Bu ultrafiltre bir qeBIN

i¢in A seklindedir. Boylece f{Ap) = SAq olur.

F, IN den IN ye biitiin 6rten fonksiyonlarin kiimesi olsun.
Tanmim.3.1.2. (Rudin-Keisler Yarisiralamasi) : p,qeN olsun. Eger

f(cAp) = A olacak sekilde bir feF varsa; T(q) 2.T(p) olarak tamimianir.

Teorem.3.1.2. ©°2% iyi tanimlidir.[1]

46



Ispat  p,q,p',q" BN igin T(p) = T(p'), T(Q) = T(q'), Ve (A = A

olsun. Bu takdirde T(p) T(q) oldugundan q ve p ile aym tipten olan noktalarin

siralamay koruyup korumadigimi aragtiralum;
T(p) = T(p') ve T(q) = T(q') oldugundan bir takim T;, T Aut(IN) i¢in,

T(AG') = Aq Ve TAAPD' )=A, dir.

" (Ap) = A p’ olduguna gore;
NS WLy %,
Ay —> A ——> (A=A, —> 73 (/(A,)

| | |

T(Ag) fMi(Ag") T (A g
|
T2 (Ap)
I
Ap'
den dolayx,
T, ofoTt; : IN=IN Orten ve,

Agq' —T; ofoTr; (Agq')
|
Ap'
elde edilir. Buda T(p’')2.T(g") demektir.
Y.Teorem.3.1.3. feF ve p,qePN i¢in f{Ap) = Aq olsun. Bu takdirde,
i) p=q olmasi i¢in <> {ne€IN : f(n) =n } € A, olmasidir.
ii) T(p) = T(qQ) olmasi igin <> bir A€ A, i¢in {5 min 1-1 ve drten olmasidir.

Teorem.3.1.4. *’2° bagmtis: tipler iizerinde bir yansiralamadir.[1]
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Ispat

1) F de In(Ap) = Ay oldugundan T(p) 2 T(Pp) dir. O halde yansima 6zelligi
vardir.

2)

7(p) 27(q) \
ve = T(p) =T(q)

()2 7(p)

Bir takim f,geF i¢in f{(Aq) = Ap Ve 2(Ap) = Aq dir. Bu da
N—{5 N5 IN
A, ——> A, ——> A, =8f(Ay))
o
flA) A

¢atisindan dolayi,
gof IN —— IN
A~ gAY gf(AY)

=8(A- A
oldugundan Y.Teorem.3.1.3 geregince A= {n: gof(n)=n }€ Aq dir.
Ayrica AcAq Ve f(A) = Ap ve de fla , 1-1 ve ortendir. Yine
Y.Teorem.3.1.3 geregince

Tp) = T(q) demektir. O halde ters simetri 6zelligi vardr.

3)
7(p) £7(9) ,
ve = T(p) 2 T(r)
7(q) 2 7(r)
Yine bir takim f,geF igin,

f(Aq) = Ap Ve g (Ar) = Aq dir. Buna gore,
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A, > Ay >Ap = f(&(A)

I I
gA) Ay

seklinde bir ¢at1 olusur. Bu gatidan dolayz;
fog: IN > IN
Ar > 08(A)=Ap
orten fonksiyonu vardir. Bu da T(p) 2 7T(r) dir demek. O halde “.Z “ bagmtist

geciskendir.
Dolayisiyla “.2“ bagntis: tipler {izerinde bir yarisiralamadir.

Tamm 3.1.3. 1IN in {M, : neIN} seklinde VneIN igin {Mp|=4¢ sartin1
saglayan pargalamgslarin kiimesi 1) ile ve IN® igindeki sayilabilir sonsuz ve ayrik
olan biitiin alt uzaylarmn toplulugunu da 2 ile gésterecegiz.

Tamim 3.1.4. p,qePN olsun. Bir Xe Q) i¢in T(p,X) = T(q) ise T(q),T(p) yi
Uretiyor denir.

Teorem 3.1.5. p,qePBN olsun. Eger T(q),T(p) yi iiretiyor ise T(q) < T(p) dir.

Sonug 3.1.1. pePN olsun. |

D) {T(e) : T(p) < T(Q}=2° dir

if) {T(q) : U@ < T(p)} < c dir

Ispat i) Teorem 2.5.3. den T(p), 2° tane tip liretir. Bu nedenle,

[{T(@) : T(p) < UP}=2° dir.
if) Teorem 3.1.5. den dolay1 boylesi her T(q).tipi i¢in T(q) < T(p) dir

Dolayisiyla,
{T(@ : W@ < T(p)} < c dir
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BASKA BIR BICIM ILE RUDIN-KEISLER YARISIRALAMASI

0
pePBN icin p bir ultrafiltredir.
Tamim 3.1.5. peBN ve £ INSIN orten bir fonksiyon olsun. Bu taktirde

o 0 0 o
f( p={f(A) : Ae p } climlesi bir ultrafiltredir. Béylece 3 qeBN i¢in f( p )=¢ olur.

Tanim 3.1.6. (Rudin-Keisler Yarisiralamasi) : p,qeBN olsun. Eger 3 feF
[} [}
icin f(¢) = p ise T(p) ZT(q) olarak tanimlamyr.

Teorem 3.1.6. Eger p,qeBIN ve T(q) < T(p) ise o zaman T(q) 2.T(p) dir.[14]

Ispat T(q) < T(p) = X aynk ve 2 (g)=p olacak sekilde
- X

— (o]
3 X =(Ep)nemv <PN vardir. E,=p olacak sekilde IN nin ayrik alt kiimelerinin bir

ailesi (Ep) nerv Olsun. £:IN—IN fonksiyonu

I, keIN(UE,)=E;
n, keE,

olarak tanimlansin.

f (k)={

o 0 0
Bep < {n:Bef}egq
- o o0
& B={n:BnE,efleq.
o o
f(B)=f(BN E| yufBNE,) D \eJEf(BmEn)= {n:BNEef}eq. dir.

[s) 0
Béylece f( p)=q dir.
Teorem 3.1.7. pefN olsun.

i) Kard{T(q) : T(p) 2T(q}=2°
ii) Kard{T(q) : T(q) 2T(p)}<c dir.[14]
Ispat i){T(q) : T() < UP}c {T(Q : T(P) 2T(Q)} oldugundan Kard{T(q) :

T(p) 2T(q)}=2° dir.
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i) Kard{T(q) : T 2T(P)}i< Kard{f(fv) : feF}<KardF=c dir.

Sonug 3.1.2. 2 tam siral1 degildir.[14]

Ornek 3.1.1. pePN olsun. O zaman { T(q) : T(q) ) 27(P), qeIN} in tam
siralt olmasi gerekmez.

Ispat pipre IN', T(P1) = T(p2), ve T(p1) ve T(p2) “<* sirlamasina gore
{T(@ : qe IN" } da minimal olsunlar. pelN" , T(p) 2. Tp), olsun. O zaman
TP e{T(Q : T(P2T(D), peIN" } dir ve T(py) ile T(p2) karsilagtinlamaz. Dolayisiyla
“2 tam siral1 degildir.

Ornek 3.1.2. py,pre IN" icin {T(@ : T(p1) £T(), ve T(p2) < T(Q}= I dir.

Ispat p; ve p, yukandaki sekilde olsunlar. O zaman T(p;) “Z. siralamasina
gdre minimal oldugunda T(p;) “<* siralamasina gore de minimaldir. Ciinkii, <
dir. $imdi de eger 3 qePN i¢in T(pi)< T(q) ise 0 zaman {T(p) : T(p) < T(q)} tam

siralidar. = T(p1) ve T(pz) kargilastinilabilir.
0 0 0
Tamim 3.1.7. p.qeBN ve feF olsun. Eger f(p)=q ve VMep igin

{nelN : | fz'z) MM|=4o} ise p, f boyunca q dan daha biiyiiktiir. Eger 3feF i¢in, p, f
boyunca q dan daha biiylik ise, p tamamen q dan biiyiiktiir.
Eger ya T(q)= T(p) ya da p tamamen q dan biiyiik ise T(q) L=T(p) dir.
Teorem 3.1.8. “LZ” iyi tanimlidir.[14]

Ispat p ve q ile aym tipten olan noktalarmn siralamay: koruyup korumadigim

aragtiralim:
D =T(q') ve TP)=T(p')
ve p, f boyunca q dan daha biiyiik olsun. Bu taktirde T(p) ZT(q) iken T(p' )LT(g")

olmasim1 gérmeye galigalim:
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(4]

0 [} 0 o &~ [}
T, TeAut(IN) i¢in Ti(q)=g',T(p)=p' olsun. Bu taktirde 7, (p')=p

olduguna gore

IN”~>le>IN—L>IN

4] «— 0 0 ) [+]
p'—>ay(p')—> f(p) —>7(g)=q’

| I ]

[¢] s} [o] — [+
p q T\ P07, (p')))
¢atisindan dolay1
(—
Tofor, :IN->SIN
(V)
o] Ll [\] [}
p'—->Tofor, (p' )=q'
olur ve

Mep' = MM)ep = {n:]7, M f(1)|=50}#@ dir

<«

Mm(mofo ”2) (@=MA(T0 f 077 Ja)=T[ 75 M) A (77 @] di.

Bdylece neIN igin;

|7;; (M)ﬁf((—n) |=A0 dir. O zaman,
72 D A F (71 (T @D=F0 =

IMA TClofo;Z_z " @ 5o dir.

Budurum T(7)=7T(g') oldugunu belirler.

Teorem.3.1.9. p,q €PN igin,
i) T(p) < T(q) = T(p) =T(q) dir.

if) T(p) =T(Q) = T(P).2LT(q) dir[14]
Ispat
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i) T) < T(q) = \P? (p)=gq olacak sekilde PN de 3x = IX =(£,) ey
3 Z i

0
ayrik dizisi vardir. E, =&, olacak sekilde IN in ayrik alt kiimelerinin ailesi (Ep)nev

olsun. (Epnem ailesinin IN in bir ayrnigimu oldugunu ve T(p) < T(q) oldugunu
o o
varsayalim. feF yi f(E,)=n olarak tamimlayalim. f(q¢)=p oldugunu biliyoruz.
0
Boylece Me g igin,

{nelN : IMmf(a'z) Ao } # & ise o zaman Mmfz'z)= MNE, ,

VnelN i¢in sonludur.
]
Me g oldugunda, o zaman;
[ (4] 0
{n:MNnE eé, }ep= {n:¢,elN}ep
= T (p)=T(q) dir boylece,

= 7T (p) =1(q) olur.
ii) Bu sikkin gergekliligi tamimdan kolayca goriilmektedir.
Teorem.3.1.10. ¢ ="’ tiplerin bir kismi siralamasidir.[14]
ispat
1) ©L* bagntis1 yansiyandir;

VpeBIN i¢in T (p) = T(p) oldugundan T (p) T(p) dir.
2)) L= bagmtis: antisimetriktir.

7(p) &2(9) )
ve = T() =T(q
(@)= 7(p)

Teorem 3.1.9 geregince,
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(p)=r(g)= 7(p) 27(9)
ve = T (p) =T(q) olur.

(@)= (py= ()2 7(p)

3) © L=° bagmtis gegiskendir.
p.f boyunca q den biiyiik ve g,h boyunca r den biiyik olsun. O zaman

0 [s) o (]
flp)=q veh(g)=r dir. Buna gore;

N—LosN—"5N

(% s G
p > q > r
l fl
o o o
f(p) h(g)=h(f(p)) catisindan dolays;
Nt 5 v
v o

a Q o o Q
p——>r=(hof)(p) dir. Ayrica, Me p ise f{M)e g dir. Bbylece

dnelN igin
0 «
Me p i¢in [MN f(n)|=Ho ve
0 « e (—- 0
fM)e q icin [KM)Nh(n) =50 dir.
O halde,

M 0 h(n)=Bo  dir.

=M (hof) (Mi=Go  dir
Teorem.3.1.11. peBN igin,
i) Kard {T(q): T@ET (@ }=2°
i) Kard {T(q) : T(@ LT (p) } <c  dir.[14]
Ispat
D) {T(@:TE)<T(D I {T(@: UPET(Q) } oldugundan,
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Kard {T(Q):T(@)ET (@} =2° dir.
i) {T (9 : UPET (@) }= {T (9 : U(Q) 27T (p) } olduundan,

Kard {T (q) : T(Q)ET (p) } <c olur.

3.2. IN" da P-NOKTALARI

IN" da p-noktalarinin varligy, ilk defa Rudin-Keislar tarafindan ispatlanmigtur.
Tamm.3.2.1. X bir topolojik uzay ve peX olsun. Eger p nin
komsuluklarinin her sayilabilir arakesiti, p nin bir komsulugunu kapsiyorsa o zaman
p, X in bir p-Noktas1 olarak tanimlanir veya. Bagka bir ifade ile; pelN*'ve Viel igin
Vie*Y(p) olsun. (Vi)ier ailesi p nin sayilabilir bir komguluklar ailesi olmak {izere,

IVevyYp) isin Vo re\l V: oluyorsa; o zaman p, IN“ in bir p-Noktasi olarak
1

adlandirilir.

Eger T(Q), <’ stralamasi altinda IN* da minimal ise o zaman Q bir
p-noktasidir.

Eger 0, p-noktasi ve T(J) < T(0) ise o zaman & bir p-noktasidir veya bir sabit
ultrafiltredir. '

Teorem.3.2.1. p,quN* olsun.

1) T(1)<T(p) dir.

ii) Eger T (q)<T(p) ve p bir p-noktasi ise q da bir p-noktasidir.[1]
jspat
i) p eIN" oldugundan bir Ae A, i¢in,
|A| = Ao dir ve [IN\Aj= 5o dir
o : INN\A>IN\{1} kiimesine 1-1 ve &rten bir fonksiyon olsun.
f : IN—IN fonksiyonunu,

1 sked i
k) = =4 we olarak tammlayalim.
o(k); k eIN\A ise
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f(A) = {1}eA: oldugundan f{A;) < A1 oldugu agiktir. Bu da T(1) < T(p)
oldugunu ifade eder.

ii) T(q) < T(p) ve p, IN" da bir p-noktas: olsun. p,qeIN” igin T(q) < T(p)
oldugundan bir feF i¢in f{Ap) = Aq dur.

(_—
nelN i¢in Exe Ay olsun. f{Ap)c Aq oldugundan f(E,) € Ay dir. Diger

yandan p, IN" da bir p-noktast oldugundan bir Ae Ap ve VnelN igin A\?(En)
sonludur. E=f(A)e A, ve beE\E, olsun. beE oldugundan bir acA i¢in f(a)=b ve
b¢En dir.

Dolayisiyla,

« « «
a¢ f(E,) veacA\ f(E,) dir. Ohalde f(a) € f(A\ f(E,)) olur. beE\E,; i¢in,
e
b=1f(a) € f(A\ f(£,)) oldugundan,

E\E, c f(A\(f_(En)) dir. Diger yandan VnelN ig¢in A\?(E,,) sonlu
oldugundan E\E, de sonludur. Dolayistyla g, IN" da bir p-noktadlf.
Teorem.3.2.2. p, IN" da bir p-nokta olsun. O zaman IN" da p-nokta olan bir
qeIN igin,
T(p) < T(q) ve T(q) # T(p) dir.

56



KAYNAKLAR
[1] BIRLIK, S., “Topolojik Uzaylarda Homojenlik ve BN ‘deki Nokta Tipleri
Uzerinde Yan Siralamalar”, Yiiksek Lisans Tezi, Cukurova Universitesi, 1987

[2] BULBUL, A., Genel Topoloji, K.T.U. Fen-Edebiyat Fakiiltesi, Yaymn No: 172,
Trabzon 1994

[3] CHANDLER, R.E., Haussdorff Compactifiations

[4] COMFORT, W.W.-NEGREPONTIS, S., The Teory of Ultrafiltres Springer -
Verlag Newyork Heidelberg Berlin 1974

[5] FROLIK, Z., Sums of Ultrafiltres , B411 AMS 73(1967) 87-91

[6] GILLMAN, L.-JERISON, M., Ring of Continous Functions Princetion. New
Jersy 1960

[7] GURKANLI, T., Genel Toploji, Samsun 1993

[8] HARDY , J.P.L., -MORRIS S.A.-THOMPSON H.B., Applications of The
Stone-Cech Compactification Free Topological Groups, American Mat., Society 55,
Subat 1976

[91 LEVY , R-MCDOWELL, R.H., Dense Subsets of BX : American Math. Society.
50, Temmuz 1975

[10] RUDIN, M.E., Partial Orders on The Types BN , American Math., Society, 155,
Nisan 1971, 353

[11] RUDIN , M, E., Types of Ultrafiltres, Topoloji Semineri ( Wisconsmn 1965),
Annn. of Math. Studier. No: 60, Princeton Univ. Yayini, Princeton, N.J.1966 , 147-
151

[12] RUDIN, W., Homogenity Problems in The Theory of Cech Compactifications,
Duke Math. J., (Vol) 23 Sayfa No: 409-420; 633 (1956)

[13] TZUNG, F.C.,, Sufficient Conditions For I’he Set of Hausdorff
Compactifications To Be a Lattice, Doktora Tezi, Ralugh Uni., 1976

[14] ONLU,Y., Topoloji Ders Notlar1, Cukurova iiniversitesi. 1995.
[15] WILLARD, S., General Topology, University of Alberta

[16] YUKSEL, S., Genel Topoloji, S.U. Fen-Edebiyat Fakiiltesi, Yaym No:14 ,
Konya 1995

57



OZGECMIS
1954 yilinda S.Urfa Bozova ilgesi Tasan koyilinde dogdu. Ik &grenimini
Tasan koylinde ve orta 6grenimini de $.Urfa da tamamladi. 1980 yilinda Selguk
Universitesi Fen Fakiiltesi Matematik béliim{inden mezun oldu.
1981 ve 1995 yillan arasinda ¢esitli lise ve 6zel dersanelerde 6gretmenlik ve
yoneticilik yapti.
1995 yilindan bu yana Harran Universitesi Fen-Edebiyat Fakiiltesi Matematik

béliimiinde 6gretim gorevlisi olarak hizmetini siirdiirmektedir.

58



