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Bu tezde, Banach uzaylarinda lineer olmayan doniisiimler igin ortalama ergodik teoremler
incelenmektedir. Miyadera (1997)’ nin verdigi sartlar altinda .~ Hilbert uzayinin herhangi bir alt

1 n—1 ]
kiimesi iizerinde tanimlanan lineer olmayan I doniisiimleri i¢in An (x ) = —ZT ‘X ortalamasinin
i=0
kendi asimtotik merkezine hemen hemen kuvvetli ve zayif yakinsakliligi ile ilgili bazi 6nemli sonuglar
elde edilmektedir. Bu sartlar altinda kuvvetli ve zayif lineer olmayan ergodik teoremlerin L
( p 2) uzaylarina genisletilmesi verilmekte ve 06zel olarak L' ve [, wuzaylan iizerinde

incelenmektedir. Ayrica lineer olmayan ortalama ergodik teoremler hakkinda son yapilan
calismalardan hareketle, lineer olmayan I-nonexpansive doniisiimler i¢in, elde edilen bazi sartlar
altinda zayif ergodik teorem ispatlanmaktadir.

ANAHTAR KELIMELER: Asimtotik merkez, hemen hemen zayif ve kuvvetli yakinsaklik, lineer
olmayan ortalama ergodik teoremler, nonexpansive doniisiim,
I- nonexpansive doniisiim .
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In this thesis, it is investigated the nonlinear mean ergodic theorems on Banach spaces. It is obtained
n-l
some important results which 4, (x) = —ZT ‘x is strongly and weakly almost convergent to its
R izo
asymptotic center under Miyadera (1997) * s conditions of nonlinear operator 7 defined on any
subset of Hilbert space. Under this conditions, extending the L” ( p= 2) spaces of the weak and

strong ergodic theorems for nonlinear operators are given and particularly applied to L' and [ 4

spaces. Moreover, in the lights of recently papers about nonlinear mean ergodic theorems it is proved
that the nonlinear weak ergodic theorem for [-nonexpansive mappings under some conditions.

KEY WORDS: Asymptotic center, weak and strong almost-convergences, nonlinear mean ergodic
theorems, nonexpansive mapping, I-nonexpansive mapping .
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1. GIRIS
Bu tezde, C, Banach uzaymin bir alt kiimesi olmak iizere 7: C — C lineer

e e 18,
doniisiimleri i¢in iyi bilinen A4, (x) :—ZT ‘x ( xeC ) ortalamasinin yakinsakligi
ni—o

lineer olmayan 7': C — C doniisiimleri i¢in incelenmektedir.

Ik olarak, Baillon (1975), C, # Hilbert uzayinin kapali ve konveks bir alt
kiimesi olmak iizere, y gibi sabit noktaya sahip olan 7: C — C lineer olmayan

. . 1S
nonexpansive donilisiimii ve k>0 icin hmn_m—ZT “*x =y ( hemen hemen zayif
ni-o

yakinsak ) oldugunu gostermistir. Genel olarak Baillon (1975)’ un bu teoremine
lineer olmayan ergodik teorem denir.

Bruck ve Reich (1979), Baillon (1975)’ un bu teoremini X diizgiin konveks
Banach uzaymna genisletmislerdir. Ayrica Baillon (1976), C, ~ Hilbert uzaymin

kapali ve konveks bir alt kiimesi olmak iizere, y gibi sabit noktaya sahip 7: C - C
lineer olmayan nonexpansive tek doniisimi ve V xeC igin { T"x }, (n > O)

dizisinin 7' doniisiimiiniin sabit noktasina hemen hemen kuvvetli yakinsak oldugunu
gostermistir.
Brezis ve Browder (1976), T doniisiimiiniin tek doniisiim olmasi sartinin

yerine u, ve C ve ¢ negatif olmayan bir sabit olmak iizere;
| Tusv [ <fusv P re| Jul = 7u+]v [ -] o] | (M

sartini alarak lineer olmayan ergodik teoremi ispatlamislardir.

Bruck (1978), T nonexpansive ve (1) sartin1 sagladiginda u, ve C igin

, (i>0) )

limitinin varh@m gostermis ve C, # Hilbert uzaymin kapali ve konveks bir alt

: n+i n
lim H T"'u-T"y

kiimesi olmak iizere, y gibi sabit noktaya sahip olan 7: C — C lineer olmayan
nonexpansive doniistimii i¢in (2) limiti mevcut ise V x € C igin { T"x } dizisinin 7'

doniisiimiiniin sabit noktasina hemen hemen kuvvetli yakinsadigini ispatlamistir.
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Hirano, Takahashi (1979) ve Oka (1989), T'" doniisiimiiniin nonexpansive olma

sartt yerine u, veC, k>0 ve a, negatif olmayan sabitleri i¢in lim, ,_ a, =1

olmak iizere, |[T*u —T* vH < ak”u - v|| sartin1 alarak lineer olmayan ergodik teoreminin

saglandigin1 gostermisler ve asimtotik nonexpansive doniisiimler i¢in lineer olmayan
ergodik teoremi ispatlamislardir.
Wittmann (1990), -~ Hilbert uzayinin herhangi bir C alt kiimesi, (kapali
konveks olmasi gerekmez) 7: C—>C Vu,veC, k=20, a, negatif olmayan
1ot
sabitler ve lim, a, =1 i¢in, HT"u + Tka < ak”u + v|| olmak {izere, ;Z(;T’x
ortalamasinin kuvvetli yakinsak oldugunu gostermistir.

Miyadera (1997), Wittmann (1990)’ 1n sart1 yerine B, C’ nin sinirlt bir alt

kiimesi ve lim, , &, (B)=0 olmak iizere,
H T'u+T"Y Hp Sak” u+v ||p +c[ ak” u ||p —H T*u Hp+ak || v ||p —H Ty Hp}ré'k(B)G)

14, .. e . )
sartin1 alarak —ZT ‘x ortalamasinin VxeC igin { T"x } dizisinin asimtotik
n o
merkezine hemen hemen zayif ve kuvvetli yakinsakliklarini gostermistir.
Bu tezde, ilk olarak Krengel (1985)’ den lineer olmayan ortalama ergodik
teoremler i¢in temel tanim ve teoremler incelenmistir. Daha sonra, Wittmann (1990)

ve Miyadera (1997)’ nin ¢alismalarindan yararlanilarak » Hilbert uzaymin, C

herhangi bir alt kiimesi ve 7: C — C lineer olmayan doniisiimiiniin bazi sartlar
.. 1& .. e
altinda, k>0 igin —ZT “*x ortalamasmin VxeC igin { T"x } dizisinin
ni-o
asimtotik merkezine hemen hemen zayif ve kuvvetli yakinsak oldugu gosterilerek bu
teoremi gercekleyen lineer olmayan 7 dOniisiimlerinin Ornekleri verilmektedir.

Ayrica Miyadera (1997)' de L ( p= 2) uzaylarina uygulamasi yapilan lineer
olmayan ortalama ergodik teorem, /, uzayma uygulanarak lineer olmayan ergodik
teoremin /, uzayi igin gegerliligi gosterilmektedir.

Son olarak, Shahzad (2004)’ in yaptig1 calismadan hareketle (3) sartinin

yerine, B, C kiimesinin smirli bir alt kilmesi, 7: C - C lineer olmayan bir

dontistim, /: C — C lineer olmayan sinirlt bir doniisiim ve 7, I degismeli olmak

2
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lizere, asagidaki (4) ve (5) sartlar1 alinarak, I-nonexpansive doniisiimler i¢in lineer

olmayan ortalama ergodik teorem ispatlanmaktadir. Keyfi u, ve B ve a,, c, p
negatif olmayan sabitleri ve lim, , a, =1 i¢in
HTku —Tkap <a, Hlku —Ikap + c[ a, H I*u Hp —HT"u“p +a, Hlkvup —HTkVHp:|+ 0, (B)
(4)
olacak sekilde bir 6, (B)>0, lim,_,, &,(B)=0
ve her x, ye C igin

| 7 rx -1y | <R T -1y | (5)
olacak sekilde bir R, 20, lim, , R, =1 vardir.

Ayrica bu teoremi gercekleyen I-nonexpansive 7' doniisiimiine 6rnek verilerek

teoremin uygulamasi yapilmaktadir.
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2. ONCEKI CALISMALAR
2.1. Diziler

Tamm 2.1.1. N dogal sayilar kiimesinden R reel sayilar kiimesine tanimlanan

her fonksiyona bir reel terimli dizi veya kisaca dizi denir ve (x,) seklinde ifade edilir.
Tanmm 2.1.2. VrneN i¢in x, <M olacak sekilde bir M reel sayis1 varsa (xn)

dizisine iistten stmrlidir denir. M sayisma bu dizinin bir gist stmirr ad1 verilir. Ust

sinirlarin en kiigligiine de dizinin en kiigiik tist sinir1 veya supremum’ u denir. sup x,
veya ekiis x, ile gosterilir.
Tanmmm 2.1.3. VrneN i¢in x, 2K olacak sekilde bir K reel sayis: varsa (xn)

dizisine alttan simirlidir denir. K sayisina da bu dizinin bir alt sinwr1 ad1 verilir. Alt

smirlarin en biiyiigiine dizinin en biiyiik alt simiri veya infimumu denir. infx, veya
ebas x, ile gosterilir.

Tamm 2.1.4. VneN igin |xn| < A olacak sekilde bir 4 pozitif reel sayis1 varsa
(x,) dizisine simirl dizi denir.

Tamm 2.1.5. (xn) bir reel sayr dizisi ve x, € R olsun. V £>0 i¢in n>n,

oldugunda

X, —X,| <& olacak sekilde bir n, € N sayis1 bulunabiliyorsa (x,) dizisi

X,” a yakinsaktir denir ve lim x, = x, veya (x,)— x, seklinde gosterilir.

n—0

Yakinsak her dizi sinirlidir ve limiti tektir ( Kolmogorov, Fomin, 1970 ).

Tamm 2.1.6. Bir (x,) dizisi verilsin. VneN igin x,<x,,, ise bu diziye

monoton artan dizi denir. ¥V neN i¢in x >x, , ise diziye monoton azalan dizi
denir.

Tamm 2.1.7. x: N>R, x(n)=x, dizisi verilsin. n: N> N, n(k)=n, dizisi
bir artan dizi olmak iizere (xon) : N—> R bileske fonksiyonuna (xn) dizisinin bir alt

dizisi denir ve (xon)(k)=x(n(k))=x(n,)=x, seklinde gdsterilir.
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Teorem 2.1.8. Reel degerli bir (xn) dizisinin yakinsak ve limitinin L olmasi i¢in
gerekli ve yeterli kosul (x, ) dizisinin biitiin (xnk ) alt dizilerinin de aym L
limitine yakinsamasidir. Her sinirli reel say1 dizisinin en az bir yakinsak alt dizisi

vardir ( Kolmogorov, Fomin, 1970 ).

Tamm 2.1.9. Herhangi bir X uzayinda (x, ) dizisi verilsin. O zaman

lim x, = lim sup x, = inf (sup (xn)j

m=1

nzm
seklinde tanimlanan limit degerine (xn) dizisinin zst limiti denir.

Benzer olarak

lim x, =lim inf x, =sup (inf (x, ))

w1 \nzm
seklinde tamimlanan limit degerine (x, ) dizisinin alt limiti denir.
Teorem 2.1.10. (x,) sirh bir dizi ise lim sup x, ve lim inf x, sirasiyla (x, )
dizisinin en biiyiik ve en kii¢iik limit noktalaridir ve
lim inf x, <lim sup x, ve lim inf (-x,)=—lim sup x,
dir ( Royden, 1978 ).

Teorem 2.1.11. (x, ) reel sayilarin siurh bir dizisi olsun. O zaman

limx, =limx, =x < lim x, =x
dir ( Royden, 1978 ).
Tamm 2.1.12. (x,) reel terimli bir dizi olsun. ¥ & >0 igin m, n>0 oldugunda

|x,, —x,| < & olacak sekilde bir n, € N sayisi varsa (x,) dizisine Cauchy dizisi denir.
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2.2. Metrik Uzaylar
Tanim 2.2.1. X bos olmayan bir kiime olsun. d: X x X — R fonksiyonu, her
X, y, ze X igin

() d(x,y)=0
(M,) d(x,y)=0 e x=y
(M) d(x.y)=d(y.x)

(M,) d(x,y)<d(x,z)+d(z,y) (iiggen esitsizligi )

kosullarin1 sagliyorsa bu fonksiyona X {izerinde bir metrik adi verilir. (X ,d)

ikilisine de bir metrik uzay denir.

Tamm 2.2.2. Bir (X, d) metrik uzay: ile bu uzaym bir x, noktasi ve pozitif bir
r reel sayis1 verilsin. Bu durumda,
B(xo, r):{xeX: d(xo, x)<r}
kiimesine x, merkezli ve r yaricaph agik yuvar,
B (%o, r):{xeX: d (x,, x)Sr}
kiimesine x, merkezli ve r yaricapl kapali yuvar ve
S(x, r):{xeX: d(x,, x)zr}
kiimesine de x, merkezli ve r yarigapl yuvar yiizeyi denir.
Tamm 2.2.3. (X, d) bir metrik uzay, x € X ve r pozitif bir reel say1 olsun.
B(x, r) acik yuvarma x noktasinin bir » —komsulugu denir. X metrik uzaymin x

noktasinin bir » —komsulugunu i¢ine alan herhangi bir alt kiimesine de x noktasinin

bir komsulugu ad1 verilir.

Tanim 2.2.4. Bir (X , d ) metrik uzaymin bir 4 alt kiimesi, x € X noktasinin bir

komsulugu ise x noktasina A4 kiimesinin bir i¢ noktas: denir.

A c X kiimesinin biitiin i¢ noktalarin kiimesine 4 kiimesinin i¢i ad1 verilir

0
ve A ile gosterilir.

Tamm 2.2.5. (X, d) bir metrik uzay, bu uzay i¢inde bir dizi (x,) ve xe X

olsun. Her &>0 i¢in n,<n oldugunda d(x,, x)<e& yada x, € B(x, &) olacak
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sekilde bir n, dogal sayis1 varsa (xn) dizisi x noktasina yakinsiyor denir. Bu durum

x, > x yada limx, = x seklinde ifade edilir..

n—>0

Onerme 2.2.6. Bir (X , d ) metrik uzayida yakinsak her dizi sinirhidir ve limiti

tektir ( Kolmogorov, Fomin, 1970 ).

Tamm 2.2.7. (X, d) metrik uzay ve bu uzay i¢inde bir dizi (x,) olsun. V £>0
icin n, <n, m oldugunda
d(x,,x,)<é¢
olacak sekilde bir n, dogal say1s1 varsa (xn) dizisine bir Cauchy dizisi denir.
Bir (X , d ) metrik uzayinda yakinsak her dizi bir Cauchy dizisidir
( Kolmogorov, Fomin, 1970 ).
Tamm 2.2.8. Bir (X, d) metrik uzayinda alinan her Cauchy dizisi X iginde
yakinsak ise (X, d) metrik uzayma tam metrik uzay denir.

Tamm 2.2.9. 1 < p < oo kosulunu saglayan p bir reel say1 olsun. Terimlerinin

© p ) p
Z|xi| toplami1 yakinsak olan, yani Z|xi| <oo olacak sekilde reel ya da karmagik

=l i=l
x=(x,) dizilerinin olusturdugu kiime ¢, ile gosterilir. Bu durumda, K=R ya da

K =C olmak tizere

L, :{x:(xl.): x; €K, i|xi|p <oo}
i=1

dir.

Onerme 2.2.10. 1< p <o olmak iizere / , uzayl,

(=[St )

metrigine gore tamdir ( Kolmogorov, Fomin, 1970 ).
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2.3. Normlu Lineer Uzaylar
Tanmmm 2.3.1. X bos olmayan bir kiime ve K bir say1r cismi olsun. Her

x, y, ze X veher a, feK igin
(1) x+y=y+x
(2) x+(y+z):(x+y)+z
(3) x+6 =x olacak bigimde bir # € X 6gesi var,
(4) x+x =0 olacak bicimde bir x € X 6gesi var,
(5) a(x+y) =ax+ay
6) (a+p)x=ax+fx
(7) (af(x)=a(px)
8) Ix=x
kosullart saglaniyorsa, X kiimesine K cismi {lizerinde bir lineer uzay (vektor uzayi)

denir.

Tamim 2.3.2. X bir lineer uzay olsun. N: X — R donilisiimii her x, ye X ve
her ¢ €K igin
N,) N(x)20veN(x)=0=x=6
N,) N(ax)=|a|N(x)
N,) N(x+y)£ N(x)+N(y)
kosullarii sagliyorsa bu doniisiime norm ve iizerinde bir norm tanimlanmis olan X
lineer uzayina da normlu lineer uzay denir. Genel olarak, N norm doniisiimii yerine
|| . || sembolii kullanilir.
X normlu bir lineer uzay olmak iizere,
d: XxX->R; d(x, y)=||x—y ||
seklinde tanimlanan d doniisimii X uzay1 lizerinde bir metriktir. Bu metrige norm
metrigi denir. Bu nedenle her normlu uzay bir metrik uzaydir ( Bayraktar, 1992 ).

Tamm 2.3.3. (X,

. ||) normlu uzayinin bir alt kiimesi A4 olsun. Eger
R, =sup {”x—y”: xeA,yeA}<oo

oluyorsa A kiimesine X icinde sinirli kiime denir.
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Tamm 2.3.4. (X,

. ||) normlu uzayi iginde bir dizi (x,) ve x€X olsun. Her

>0 i¢in n,<n oldugunda ||xn—x||<g olacak sekilde bir n, dogal sayisi
bulunabiliyorsa (x,) dizisi x noktasma yakinsaktr denir ve x, —x seklinde
gosterilir.

Onerme 2.3.5. (X ,

. ||) normlu uzayimin bir 4 alt kiimesinin sinirli olmasi i¢in
gerekli ve yeterli kosul x, e X iken
AcB (xo R r)

biciminde bir » > 0 sayisinin var olmasidir ( Bayraktar, 1992 ).

Onerme 2.3.6. (X , |l - ||) normlu uzayi i¢inde yakinsak her dizi sinirlhidir ve limiti

tektir ( Kolmogorov, Fomin, 1970 ).

Tamm 2.3.7. (X,

). bir normlu uzay ve bu uzay iginde bir dizi (x,) olsun.

V ¢>0 i¢in n, <n, m oldugunda | X, —x, |I<&

m

olacak sekilde bir 7, dogal sayis1 varsa (x,) dizisine bir Cauchy dizisi denir.

1) (v

uzayinin igine bir f fonksiyonu tanimlansin. Eger her £ > 0 sayisina karsilik

(<6 2| f@-fx) |, <e

ya da buna denk olarak;
f(B(x, 8))=B(f(x,), &)

olacak sekilde bir > 0 sayis1 varsa f fonksiyonuna x, noktasinda siireklidir

Tanmim 2.3.8. (X,

) ||2) normlu uzaylar, x, € X ve X uzayindan Y

|x—x,

denir.

Bir (X,

. ||) normlu uzayimin her noktasinda siirekli olan f* fonksiyonuna X

tizerinde siirekli fonksiyon denir.
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2.4. Banach Uzaylan
Tanim 2.4.1. X normlu lineer uzay olsun. X, norm metrigine gore tam ise X

uzayina Banach uzay: denir.

Ornek 2.4.2. Karmagik terimli ve smirl x=(x,) dizilerinin kiimesi ¢, ile

gosterilir. / uzay1

n

||x||w:sup{ x| n=1,2,...}<oo

normuna gore bir Banach uzayidir ( Bayraktar, 1992 ).

Ornek 2.4.3. 7, (1< p <o) uzayi
1

W, =( Sk ‘”]A

normuna gore bir Banach uzayidir ( Bayraktar, 1992 ).

2.5. i¢ Carpim Uzaylar
Tanim 2.5.1. X, K cismi lizerinde bir lineer uzay olsun.
p=(,.): XAxX->K

fonksiyonu her x, y, ze X ve her ¢ € K i¢in,

1) (x x)20 ve (x, ) =0 x=0
(x »)=(». %)

1,) (ax, y)=a(x y)

L) (x+y, 2)=(x 2)+(» 2)

kosullarini sagliyorsa bu ¢ :( Y ) fonksiyona bir i¢ ¢carpim ve (X , ( , )) ikilisine

de bir i¢ ¢arpim uzay: denir ve kisaca X ile gosterilir.

Yukaridaki sartlar saglaniyorsa;

(% y+2)=(x y)+(x, 2),

(x, ay)=a(x, y) ve

(x. 6)=(6.5)=0

ozellikleri de saglanir.

10
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Onerme 2.5.2. X bir i¢ carpim uzayinda
| Ge ) [l e+l <+
esitsizlikleri gegerlidir. ( Bayraktar, 1992 ).
Ispat: x ve y elemanlarindan en az biri 6 ise (x, §)=0 olacagindan ifade

dogrudur. x # 6, y # 6 olsun. O zaman her o € K igin;

0<|x—ay =(x—ay, x—ay)=(x, x)—alx, y)—a(y, x) +aa(y, y)

y # 6 oldugundan o =(x,_y) alinirsa,
(v,¥)
(an’) (an/)— |()C,y) |2
0<(x, x)———=—(x, y)———(x, (s
G o I G
= o] L2 L
v

= ) [ < bl
bulunur.
Onerme 2.5.3. Bir X i¢ ¢arpim uzay1 iizerinde
x> N(x)=(x, x)%
seklinde tanimlanan N doniisiimii X {izerinde bir normdur ( Bayraktar, 1992 ).
Dolayisiyla her i¢ carpim uzay1 bir normlu uzaydir.

Onerme 2.54. X bir i¢ ¢arpim uzayt ve K=R, (x,) ve (x,), X de reel

degerli iki dizi olmak {izere

X, +x, ||2 = x, 2—i—2(xn, xm)+|| X, ||2
dir.
Ispat:
x, 4%, | =(x, 4%, x,+x,)=(x,, x,)+(x,, %)+ (% %)+ (%05 X, )
=[x, [+2(x,. )+ x5, [
bulunur.

Teorem 2.5.5. Bir X i¢ ¢arpim uzayi ilizerindeki

I-|=(, )% normu her x,y e X icin

11
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vy [l [ =2( o+l )

esitsizligini saglar. Bu esitsizlige i¢ carpim uzaylarinda paralel kenar kurali denir
( Bayraktar, 1992 ).

Bir normlu uzay paralel kenar kuralin1 gerceklemezse i¢ ¢arpim uzay1 olamaz.

Teorem 2.5.6. ¢/, (1< p <o) uzayr p=2 igin

(xay)zzxi;i

dontiisiimii ile bir i¢ carpim uzayidir ( Bayraktar, 1992 ).
Tamim 2.5.7. Bir X i¢ ¢arpim uzayinda x, y€ X igin (x, y):O oluyorsa x

elemant y elemanina dikeydir ( ortogonaldir ) denir ve x L y seklinde gosterilir.

Bir X i¢ carpim uzayinin bir A4 alt kiimesinin biitiin elemanlar ikiser ikiser dikey
ise, bu A kiimesine dikey kiime ( ortogonal kiime ) denir.
Eger 4 dikey kiimesindeki her elemanin normu 1;

yani her x, y € 4 i¢in

0, x#y
(x’y)_{l, xzy}

ise A kiimesine birim dikey kiime ( ortonormal kiime ) denir.

Ornek 2.5.8. a, a,, ..., a, ... stfirdan farkl birer gercel ya da karmasik

n

say1 olmak {izere

{(2,0.0,...,0,..), (0, @,,0,...,0,...), ..., (0,0,0,...,2,0,...), ...

kiimesi ¢, uzayimnda dikey bir kiimedir ve 6zel olarak o, =1 ve 1=1, 2, . . . secilirse;
{(1L0,0,...,0,..), (0, ,0,...,0,...), ..., (0,0,0,...,1,0,..), ...}

kiimesi de ¢, uzaymda birim dikey bir kiimedir.

12
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2.6. Hilbert Uzaylar

Tamim 2.6.1. X bir i¢ carpim uzay1 ve || .

d(x, y):”x—y ||=\/(x—y , X=Y)

olarak tanimlanirsa (X ,d ) bir metrik uzay olur. I¢ carpim normu ile tanimlanan bu

, 1¢ ¢arpim normu olsun.

d metrigine gore X i¢ carpim uzayi tam ise X’ e Hilbert uzayr denir ve 7 ile
gosterilir.

Hilbert uzaylari, 6zel Banach uzaylaridir ( Bayraktar, 1992 ).

Ornek 2.6.2. (., .): (,x0, > K, (x,y)= ixi;i dontisimil ¢, uzay1 uzerinde

i=1
bir i¢ ¢arpim doniisiimiidiir ve bu i¢ ¢arpima gore /¢, uzayr bir Hilbert uzayidir

( Bayraktar, 1992).

Coziim: x, = (x[(")) e (, olmak iizere (x,) bir Cauchy dizisi olsun. O zaman her

&> 0 i¢in n, <m, n oldugunda

- )\
% -, |, :(Z\x}"’—x}’”) j e
i=1
olacak sekilde bir n, dogal sayis1 vardir. Burada i =1, 2, ... olmak lizere,
‘xl.(") —x"|<e; ny<m, n

olur. Yani sabit bir 7 i¢in
(52, )

(n)

dizisi R icinde bir Cauchy dizisi olur. R tam oldugundan x,"’ — x, olacak bi¢cimde

bir x, € R vardir. x=(x,, x,, ...) olsun. O zaman n, <n, m i¢in dogru olan

esitsizliginden, m — o i¢in limit alinirsa

k 2

(n) < 52 :

_xi

i
i=1

ny, <n ve k —co i¢in limit alinirsa

13
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elde edilir. O halde bu son esitsizlikten x, —x = (xi(") - xl.) €/, oldugu gortiliir.

Ve (= V!
g,

ifadesinden x =(x;) e ¢, elde edilir. Bylece ¢, uzay: bir Hilbert uzay1 olur.

Ayrica;

1

» Bl N2 (e
(ZWJ =(Z‘xi—xi(") £x j S(Z

i=1

0

Ancak, I<p<o ve p#2 olmak lizere, ¢ uzay: bir i¢ ¢arpim uzayi
degildir. Bu nedenle bir Hilbert uzayr olamaz. Cinkii 7, uzayinda
x=(—1, 1, 0, O, ) ve y=(1, 1, 0, 0, ) elemanlar1 gbéz Oniine alinirsa bu
elemanlar i¢in paralel kenar kurali saglanmaz. Paralel kenar kuralin1 saglamayan bir
normlu uzay i¢ ¢arpim uzay1 olamayacagindan ¢, bir i¢ ¢arpim uzay1 dolayisiyla bir
Hilbert uzay1 olamaz.

Tamim 2.6.3. X bir Banach uzay1 olsun. Eger x, y € X ve herhangi bir £ >0
i¢in

||x ||S1, ||y ||S1 ve ||x—y ||Z€ oldugunda

||x+y ||S2(1—5)
olacak bicimde bir 6 =J(g) >0 sayis1 bulunabiliyorsa X uzayina diizgiin konveks

Banach uzay denir.
Ornek 2.6.4. Hilbert uzay1 diizgiin konveks bir Banach uzayidir. Gergekten,

herhangi bir Hilbert uzayinda paralelkenar kurali her zaman saglandigindan,
sl =2+ ) -y <2006 =4-s

||x+y ||2 <4-g

2 2 2
| x+y < 4(1—%):2\/1—‘9—:\/1—‘9—=1—5

4 4
2
s=1-J1-% 50
4

bulunur.

14
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Tamm 2.6.5. ~ bir Hilbert uzayi ve (x,), # uzayinda smirli bir dizi olsun. Bu
durumda her ze # \{y} i¢in
I 5, - |<Im 5,

kosulunu saglayan y € - elemanna (x,) dizisinin asimtotik merkezi denir.

Ornek 2.6.6. C =[0,1]x[0,1] ve T: C —C, & Cantor fonksiyonu olmak iizere

9(s) = 2k=1 o (ak("), b,}”)) k=1,2,...,2" olsun.

2n
1
0<v<—
(u, v) v
1
)

T(u, v)=

doniisimii  verilsin. Buna gére(x,)=7"(u, v) dizisinin asimtotik merkezi
a=(u, min{g"(v)}) dir.

Cozim: =R’ ve (x,)=T"(u, v) dizisi ve Vb=(b, b)e » \{a}i¢in
limoe | 7" (4, v) = (g, @) || Timuose | T (u, v) = (B, B,) | (2.6.1)

olacak bigimde bir a =(q,, a,)e R’ elemannin var oldugu gdsterilirse bu dizinin
. . . 1
asimtotik merkezi bulunur. 0< vSE:> T"(u, v)=(u, v) olur. O zaman eger

(2.6.1) esitsizliginin sol tarafi “0” yapilirsa esitsizligin sag tarafi V be R’ i¢in sol
taraftan biiyiik olur. O zaman

EH (u, v)—(al, az) H:O: a,=u,a,=v

bulunur. O halde a=(u,v), T"(u,v) dizisinin asimtotik merkezidir.
%<vs1:> T (4, v)=(u, 9"(v)) dir ve V¥ %<v£l igin 3”@)3% dir.
Timevarimla;

k=2 igin & (v)=9((v)) s% dogrudur.

k = n igin dogru olsun.

15
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972 (v) = 9"(v)$*(v)< = olur. O zaman k =n+2 i¢in dogru oldugu goriiliir.

1
2
O halde, a,=u ve a,= min{S”(v) < %, n> 2} secilirse; a = (u, min{S” (v)}) ,

T" (u, v) dizisinin asimtotik merkezi olur.
Teorem 2.6.7. / bir Hilbert uzayr ve (x,), H uzaymnda bir dizi olsun. Bu
durumda (x,) dizisi yakinsak ise (x,)’ in yakinsadigi nokta, (x,)’ in asimtotik

merkezidir.

ispat: (x,)>y olsun. O zaman Ve&>0 igin Vn>n, oldugunda

inf | x, -z | =& olsun. O zaman y # z oldugundan & # 0 dir. Eger ¢ <& segilirse

X, =y ||<golacak bi¢imde bir n, dogal sayist vardir. Diger taraftan

lim| x, - y | <lim| x, - z | elde edilir. O halde y, (x,) dizisinin asimtotik
merkezidir.
Tanim 2.6.8. X bir lineer uzay ve 4 X olsun. Eger x,ye 4 i¢in 0<A<1

olmak iizere Ax+(1—-4)y e 4 oluyorsa 4 kiimesine konveks kiime denir.

Ornek 2.6.9.  bir Hilbert uzay: olmak iizere » uzayinmn her acik ve kapal

yuvari birer konveks kiimedir (Banchman, Narici, 1966 ).

Coziim: ~ Hilbert uzayinin agik yuvart; B(f, r) = {g eH: ||f—g|| <r,r> O}
formundadir. g,,g, € B(f,r) i¢in

||f_(tg1)_(1_t)gz ||=||f—tg1—g2+tg2 ”S”f_gz ||+t|| 8,8 ||Sr+t(r+r)<r'
(le-a |=le.—a+/=fl<lf-a [+ /=g |<r+r)
oldugundan ¢g, +(1-t)g, € B(f, r) oldugu goriliir. O halde B(f,r) konveks bir
kiimedir. Benzer sekilde E( f, r)={ geH: || f —g”S r} kapali yuvarimin da

konveks bir kiime oldugu gosterilebilir.
Tamm 2.6.10. X bir lineer uzay ve W < X olsun. X de W kiimesini igeren biitiin

konveks kiimelerin arakesitine W kiumesinin konveks hull ‘u denir

16
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Onerme 2.6.11. X bir lineer uzay ve W < X olsun. O zaman #’ nin konveks
hull kiimesi ¢; 20 (i:l, 2, ..., n) ve z; a, =1 olmak lizere x, €W igin

ox, +a,x, +...+ a,x, vektorlerini i¢erir. Yani /¥ kiimesinin konveks hull’ u
{Zal.xl. x, eW,0<¢a, Zal. =1, me N}
i=l i=l
dir ( Bachman , Narici, 1966 ).

Tamim 2.6.12. X normlu lineer uzay ve W, X uzaynin herhangi bir alt kiimesi
olsun. W kiimesinin konveks hull ¢ unun kapanisina, W kiimesinin kapali konveks
hull’ u denir ve clco W ile gosterilir.

Onerme 2.6.13.

E= ﬂ{Kl. :K, > S, K, kapali ve konveks} olsun. S., S’nin konveks hull’ unu

gostersin. O zaman E = S_C dir. Yani £, S kiimesinin kapali konveks hull” udur

( Bachman , Narici, 1966 ).

2.7. Lineer ve Lineer Olmayan Doniisiimler
Tanmm 2.7.1. X ve Y aym bir K cismi ilizerinde iki lineer uzay olsun.

T:X —>Y déniisiimi her x, yeX ve her ¢ €K i¢in
T(x+y)=T(x)+T(y)
T(ax)=aT(x)

ya da, buna denk olarak her x, ye X ve a, €K igin

T(ax+,8y):aT(x)+,BT(y)
sartin1 sagliyorsa 7' doniisiimiine /ineer doniisiim denir.

Eger T doniisiimii yukaridaki sartlardan herhangi birini gerceklemezse T
doniisiimiine lineer olmayan doniisiim denir.

Kompleks ya da reel degerli bir 7: X - C yada 7: X — R doniisiimiine lineer

fonksiyonel ad1 verilir.

Tanim 2.7.2. (X,

. ||) ve (Y,

. ||) iki normluuzay ve 7: X — Y bir donilistim

olsun. Her xe X igin

| 7x | <] x|

17
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olacak sekilde bir M >0 sabiti varsa, T donilistimiine sinrli doniigiim denir.

Tanmmm 2.7.3. 7, R uzaymdan R i¢ine tanimli bir doniisiim olmak {iizere

F ={xeR; T(x)=x} seklinde bir kiime tanimlansin. F kiimesinin her bir x

elemanma 7 doniisiimiinlin sabit noktasi, F kiimesine de 7 doniisiimiiniin sabit
noktalarimin kiimesi denir.

Ornek 2.7.4.

1 . .
g:R->R, g(x)= Ti- donlisiimiiniin ~ sabit ~ noktalarindan  birj;

g(ﬁ):%+%:\/§ dir.

Tamm 2.7.5. X Banach uzay1 ve C, X’ in kapali ve konveks bir alt kiimesi
olsun. Eger 7' : C — C lineer olmayan donilisimii, V x, y € C igin ||Tx -T y|| < ||x - y||
esitsizligini gercekliyorsa 7' doniisiimiine C iizerinde nonexpansive déniisiim denir.

Ornek 2.7.6. X Banach uzayr ve C, X’ in kapali ve konveks bir altkiimesi

olsun. T:C — C doniisiimii, T'(x)= g+a, (a#0) seklinde tanimlansin. O zaman

T nonexpansive bir doniistimdiir. Ger¢ekten V x,y e C ve y #0 igin

XYy
2

HT(x)—T(y) H:H i—i—a—l—a S"x—y”

2 2

dir.
Tanmm 2.7.7. X = (X,

. ||) bir Banach uzay1 ve C, X uzayinin herhangi bir alt

kiimesi olsun. 7, I :C — C lineer olmayan doniisiimleri verilsin. Her x, y € C igin
| Ty [[<] =1 |

esitsizligi gercekleniyorsa 7' doniisiimiine / -nonexpansive doniigiim denir.

Tanmim 2.7.8. X = (X,

. ||) bir Banach uzay1 ve C, X uzayinin herhangi bir alt

kiimesi olsun. 7, [ :C — C lineer olmayan doniistimleri verilsin. Her x, y € C igin

ITx =TIx oluyorsa T ve I doniistimleri C kiimesi lizerinde degismelidir denir.
Tamim 2.7.9. X bir Banach uzay1 ve C, X’ in kapali ve konveks bir alt kiimesi

olsun. Eger her bir x, ye C ve k£ >0 i¢in

H T"x—T"y Héaknx—y ||

18
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olacak bigimde bir (a,)_ , ( lim,_,, a, =1) dizisi bulunabiliyorsa 7" doniisiimiine

asimtotik nonexpansive dontistim denir.
Tamim 2.7.10. X Banach uzayi ve C, X ’ in kapali ve konveks bir alt kiimesi
olsun. Eger T : C — C doniisiimii i¢in her x, y € C oldugunda
| o1y < L]x-y|
olacak bicimde bir L tamsayisi bulunabiliyorsa bu 7 doniisiimiine Lipschitz
doniisiimii ve L sabitine de Lipschitz sabiti denir.

Ornek 2.7.11. ~ =R” reel Hilbert uzay1 olsun. Bu uzayin kapali ve konveks bir

alt kiimesi, ~ uzayi i¢indeki K kapali birim yuvar1 ve

Klz{x: ||x||£%}, Kzz{x: %<||x||£l}, K, UK, =K olmak iizere T:K - K

x+xt xeKk,

T(x)

L

=3 X
”——x+x xek,
x|

doniisiimii tanimlansin. Bu doniisiim bir Lipschitz dontistimiidiir.
Coziim: xz(a, b) e 7 ve x* z(b, —a) e 7 olsun.
O zaman

(x, xl)z((a, b),(b, —a)):ab—ab:O ve

= b+ (ca) =B+ a” =] ve

(xl, yl):(x, y) ve Vx, ye X igin

e elemsl (s} (et} 0
x, yeK, i¢in x=(a, b), y=(c,d)eH alnirsa

||Tx—Ty||:H T(a, b)—T(c, d) H=H (a, b)+(b, —a)—(c, d)—(d, —c) H

=l (a+b—c—d, b—a—-d+c) |= a+b—c—d) +(b—a-d+c)
I )= ) +( )

:\/(a—c)2 +2(a—c)(b—d)+(b—d)2+(—a+c)2 +2(—a+c)(b—d)
V2 \(a=c) +(b-a) =\2|x-y|<2|x-y|

elde edilir. O halde T', K, iizerinde bir Lipschitz déntisiimidiir. x, y € K, i¢in
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|| Ix—Ty ||=H B
<]

||x |11

IIXII ||y||

—y+y

|y

<

#2fx-y]

—V2\(a=c) +(b-d

Ve

y X

=2[x-7]

2
Yo X _
(IIXII

X
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Y

x oy
EA Y
|

2
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E ||||y It

I/\

l\)\r—‘

l
2
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x|,
| x ||

[
’

]
.))= H;ﬂw;](znx””y”—2(%Jﬁ)

J‘f@
_2(L,

P
||

1 —
W§ﬂ[;ﬂf”x”+”y”f-MX|F—HyM2—2(L)0}

1 —
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=iy E- - 1]
sy (=112 )]
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[+l

S\/8||x-y|| +2]x-y|
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=22 x-y [+2] x|
S ESALHESY
=5|x-y|

bulunur. O halde T, K, iizerinde bir Lipschitz doniisiimiidiir. xe K, ve yeK,

olsun. O zaman K konveks oldugundan A€[ 0, 1] i¢in z=Ax+(1-1)y olacak

bigimde bir z € K, " K, vardir. O zaman

Y

X
<11

<8l w-y [ +2] x-y ]
=22 x-y [+ 2] x|
<3 x—y[+2fx-r]

| -1y | < +2] 5=y

=5[x-»|
elde edilir. Dolayisiyla her x, y € K i¢in 7' doniisiimii bir Lipschitz doniistimiidiir.

Ornek 2.7.12. K, /_ uzay1 i¢inde birim yuvar ve (k,), k >1 ve k, 4 1 olmak

tizere gergel sayilarin herhangi bir dizisini gostersin. 7: K —> K,

T ||=kn ve
f :[—1, 1] —)[—1, 1] Lipschitz sabiti &, ve f (O)= 0 kosulunu saglayan herhangi bir

doniisiim olsun ve

k k
T(xl, Xyy X35 - ..)=[O,f(xl), ;sz, k—3x3, .. j
1 2

seklinde tanimlansin. O zaman

Uk
=(ohfan,§gf(M),k3%, j
:(o, 0, k—jf(xl), ]]: X, j
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Sonug olarak,

n
T (xl, Xyy Xy o

.):(o, 0,0,....0, ’Z_ (x).

olur. Ayrica || 7, || =sup {kﬂ, %} =k, olmak iizere;
i>0

i

H T"x-T"y “:H T" (x5 %y, X35 oo )=T" (11 Y20 V3o - - ) H

1

ki

<k, x—y”

k
= (0,0,0, ,ff(xl),

k k
= ikl(xl _yl)a

k
+1
n x2 ,

kl k2

k

kl kl k2

k k k
=10,0,0,..., ;"(f(xl)—f(xz)), ”—“(xz—yz), nt2 (x3—y3) , H

(xz _J’z)a

elde edilir. O halde 7 asimtotik nonexpansive doniisiimdiir.

2.8. Zayif ve Kuvvetli Yakinsakhk

Tamm 2.8.1. (X,

Eger lim” X, —x || =0 olacak bigimde bir x € X elemani bulunabiliyorsa (xn) dizisi

n—o0

. ||) ) bir normlu uzay ve (x,), X ’de herhangi bir dizi olsun.

x noktasina kuvvetli yakinsaktir denir.

Kuvvetli yakinsakligin diger bir ifadesi de norma gore yakinsakliktir.

Tanim 2.8.2. X normlu lineer uzay: iizerinde tanimli biitiin lineer ve sinirh

fonksiyonelleri iceren normlu lineer uzayma X uzayinin eslek uzay: denir ve X ile

gosterilir.

Tamm 2.8.3. X normlu lineer uzay, (x,), X uzaymda bir dizi ve x € X olsun.

Eger V f eX icin f(x,)— f(x) oluyorsa (xn) dizisi x noktasma “zayif

yakinsaktir” denir.

22
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Her kuvvetli yakinsak dizi zayif yakinsaktir. Ancak zayif yakinsaklik kuvvetli

yakinsaklig1 gerektirmez. Asagidaki 6rnek bu durumu acgiklar.

2 .
Ornek 2.8.4. X = [7[0, 27]= { fi] A (x)du< oo} olsun. (x,) =" dizisi 0
0

T

noktasina zayif yakinsak ancak kuvvetli yakinsak degildir.
Coziim: (x,) dizisinin zayif yakinsak oldugunu gdstermek igin V f e X igin
f(x,)— f(x) oldugu gosterilmelidir. X =1’ [0, 27[] olsun. O zaman

X=0 [0, 27[] olur. Bu durumda Riesz Temsil Teoremi geregi yani;
“X bir i¢ carpim uzay1 ve f , X’ de lineer bir fonksiyonel ise V xe€ X igin
f(x)=(x,y) olacak bigimde tek bir sabit y € X vardir.”
Ohalde fel’ [O, 27[], A xeLz[O, 27[] icin
2z

S ()= (r.g)= [x()g(e)dr

0

olacak bicimde bir g €L [0, 2 ] vardir. O zaman

7= )= [ (0s(0)at = [ 2% g o

olur Riemann Lebesgue Lemmasina gore yani;

r [0, 27[] reel degerli Hilbert uzay1 ve

Lcos[ztj n ciftise

w1

' Lsin(n—ﬂtj n tekise
Jroo\ 2

dizisi verilsin. O zaman f e I* (0, 27z) , a, =(f, x,) i¢in
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olur. Fourier katsayilar1
l 2
a, =— t)dt
o= 170

2z
a, :% 2')‘ f(t)cos(%tjdt, n ¢ift ise

1°f n+l
b =— t)csin t |dt, ntekise
e A0 ( : j
dir. Bu katsayilar o, =(f, x,) dizisi ile karsilastirilirsa;

Oy = Ay, —

2
a, =b1\/;
S

elde edilir. Ayrica, X bir i¢ ¢arpim uzay1 ve 4, X’ in ortonormal bir kiimesi ise
herhangi bir y € X ve 4’ nm her bir x, x,, ..., x, elemani i¢in

i‘(y, X, )‘2 < || y ||2 (Bessel esitsizligi)

i=l1

dir. Buna gore, a, = (f,x,) ve (x,) dizisi ortonormal oldugundan

S| <[ yani;

i=1

i|ai|2 < || f ||2 elde edilir. O halde, eger ixl. = x ise bu x;,’ lerin sayilabilir

=l i=1

sayidaki terimi sifirdir. Yukaridaki esitsizlikte,

0 0 2
Z 2:a02%+7z(2an2+bnzj£Ifz(t)dt
i=1 0

n=l1
=lim a,=0, lim b, =0

n—>0 n—»0

a}'l

olur. O halde,

lim % [ f(t)sin(nTﬂtjdt 0

n—»0

= f(x,)—>0
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sinnt .. .. .
dizisi 0’ a kuvvetli

bulunur. Bu durumda, f(0)=0 dir. Ancak, (x,)=
7

2 2
4 ¢ 1—cos” nt

yakinsak degildir. Ciinkii
1
0 || J.sm ntdt—”—_[—dt

[, 0 >

=i2 l27z—isin2nt =i2 IZ'—LO =l¢0
o\ 2 4n (027) 7T 4n T

olur.

Tamm 2.8.5. 7, ( ., . )i¢ ¢arpimi ve | . | normu ile gergel bir Hilbert uzay: ve
(xn ) , -~ uzayinda bir dizi olsun. Herhangi bir y € # igin
lim, , _ (x,—x,»)=0
olacak bigimde bir x € # bulunabiliyorsa (xn) dizisi x noktasina zayif yakinsaktir

denir.

Ornek 2.8.6. (x,)=(e,), » ={, olsun. O zaman (e,) >0 ( zayif yakinsak)

dir. Ciinkii bir y, € ¢, i¢in
(xn’yn) = Zxk(n)yk
k=1
seklinde tanimlanir. x, =(0, 0,..,1,0,0,.. .), Y, =(y1, Vs - )

Zxk v, =(0y,, 0y,, ...0y, ., 1y,, 0, 0, ...)

:(o, 0,...,v,,0,...)

ve y e/, oldugundan

Zyn2<oo<:> yn2—>0<:> y,|—0
n=1
xrﬂy :Zxk yn —>O

k=1

= (x,, ) >0=1im (x,-0, y)=0
bulunur. O halde (xn) dizisi 0’ a zay1f yakinsaktir.

Ancak, (e,) dizisi ¢, de 0’ a kuvvetli yakinsak degildir. Ciinkii
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x,—0 |, =lim |

n—»0

lim |

n—>x0

xn

n—0

- b
,=lim (Z|xi|2j =JO+0+ ... +14+0+ ...=120
i=l1
olur.
Teorem 2.8.7. X normlu lineer uzay ve (xn), x’ e zayif yakinsak olsun. O
zaman || X, || < M olacak bigimde bir M >0 sayis1 vardir ( Banchman, Narici, 1966).
Tamm 2.8.8. » bir Hilbert uzayi ve (x,), # uzaymnda herhangi bir dizi olsun.
Eger k=1, 2, ... i¢in
1 n-1
lim —Zka =X
n—>x0 n i=0
olacak bigimde bir x € # bulunabiliyorsa (x,) dizisi x noktasina hemen hemen
yvakinsaktir denir.
Her kuvvetli yakinsak dizi hemen hemen yakinsaktir. Ancak bunun tersi dogru

degildir. Asagidaki 6rnek bu durumu agiklar.

Ornek 2.8.9. (xn) = (- 1)" dizisi hemen hemen yakinsaktir. Ancak bu dizi kuvvetli

yakinsak degildir.
Coziim: k=0, 1, 2, ... olmak iizere,
I 1 & i .1
k=0 i¢gin lim — xi=—Z(—1) =lim —(1-1+1-1+...)=0
n—wo n i=0 n i=0 n—>o0 n

n—1 X
k=1igin lim =3 (=1)" =tim L(1-1+1-1+..)=0
N ico

n—>x0 n—o  pn

dir. Buradan (-1)" — 0 ( hemen hemen yakinsak ) oldugu goriiliir. Ancak, bu dizi

kuvvetli yakinsak degildir.

26



2. ONCEKi CALISMALAR Ozlem GUL

2.9. Ol¢iim Uzaylan
Tanim 2.9.1. X kiimesinin alt kiimelerinin herhangi bir ailesine X ’ in alt
kiimelerinin bir sinifi denir.
Tamim 2.9.2. X kiimesinin alt kiimelerinin bos olmayan bir 4 sinifi
H1.Her A, BeAicin A\BeA
H2. Her A, BeAicin AUBeA
ozelliklerini sagliyorsa bu A4 sinifina bir salka denir.
Tamm 2.9.3. X herhangi bir kiime olsun. X 'in bir 4 sinifi,
Cl. XeAa
C2.Her E€Aigin E' €A
C3. k=12,..,n i¢in E, ed =| JE, 4
k=1
sartlarini sagliyorsa A sinifina X {izerinde bir cebir denir.
Yukaridaki tanimda C3 sartinin yerine
(C3)’ Her keN igin k=1, 2, ... i¢in E, ed = | JE, e4
k=1
sart1 saglanirsa A cebirine X lizerinde bir o — cebir denir.
Ornek 2.9.4.

X =N olmak tizere,
A={0, {1,3,5 ..., 2n-1, ...}, {2,4,6,..., 2n, ...}, N} olsun.

O zaman 4, X lizerinde bir o — cebirdir.

Tanmim 2.9.5. X bir kiime ve A, X {izerinde bir o — cebir olsun. ( X, 4 ) ikilisine
bir 6l¢iilebilir uzay denir.

Tanim 2.9.6. ( X, A) bir olciilebilir uzay olsun. Q {izerinde tanimli

genisletilmis reel degerli bir x fonksiyonu,
O1. 4(2)=0
O2.Her AeAigin u(A)=0

O3. Her ayrik (4,) dizisi igin u [O Anj = iu( A,)
n=l1

n=l
Ozelliklerini sagliyorsa bu fonksiyona ol¢iim denir ve ( X, A , i) Ugliisiine de bir
ol¢iim uzayt denir.
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Ornek 2.9.7. X # 0 ve A= P(X) olsun. E €4 igin

- 0, E=0
,u( )_ +0, E#0

seklinde tanimlanan g fonksiyonu bir dl¢timdiir.
Ornek 2.9.8. N={1, 2, 3, ...} dogal sayilar kiimesinin kuvvet kiimesi iizerinde

n(E) , E’ nin eleman sayisini gostermek tizere

()=

seklinde tanimlanan g fonksiyonu bir dl¢timdiir.

n(E), Esonluise

+00, E sonlu degilse

Tanim 2.9.9. ( X, A) bir olgiilebilir uzay olsun. f: X — R fonksiyonunun
olgiilebilir olmasi igin gerek ve yeter kosul V o € R i¢in
f ((a,+oo)) = {x eX: f(x) > a} €A
olmasidir.
Ornek 2.9.10. Her sabit fonksiyon bir 6l¢iilebilir fonksiyondur.

Tanim 2.9.11. X iizerinde tanimh genisletilmis reel degerli A- Olgiilebilir

biitiin fonksiyonlarin kiimesi M ( X, A ) ile gosterilir.

Tamm 2.9.12. R = [—o0, +oo] ile genisletilmis reel sayilar kiimesi gosterilsin.

f, X den R kiimesine bir fonksiyon olsun.
/7 =maks {f(x), 0}
f~ =maks {—f(x), 0}
seklinde tanimlanan /™ ve f~ fonksiyonlar1 X f{izerinde tanimli ve negatif olmayan

fonksiyonlardir. /" fonksiyonuna f’ nin pozitif kismi, f~ fonksiyonuna da f’ nin

negatif kismi denir.
f=r = |fl=r+sr
.1 _ 1
fr=ZUr e r) s =50r1-7)

seklinde tanimlanir.
Teorem 2.9.13. f: X — R fonksiyonunun dl¢iilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter

sart, / ve f~ fonksiyonlarmin 6lgiilebilir olmasidir ( Cohn, 1980; Royden, 1978 ).
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Tamim 2.9.14. ( X, A, 1) bir 6l¢iim uzay1 ve f € M ( X, A ) olsun. Eger J.f+ du
X

ve J‘ f~ du integrallerinin her ikiside sonlu ise f fonksiyonu X iizerinde u
X

Olctimiine gore integrallenebilirdir denir ve bu integral
[fdu=[r"du-[f dn
X X X

dir. X lizerinde u Olglimiine gore integrallenebilen fonksiyonlarin sinifi
L=L(X,A,u) ile gosterilir.
Teorem 2.9.15. (X, A, ) bir 6lciim uzay1 f, g X {lizerinde integrallenebilen
reel degerli fonksiyonlar ve  herhangi bir reel say1 olsun. O zaman
a) afel
b) f+gel
dir ( Cohn, 1980 ).
Teorem 2.9.16. (Fatou Lemmasi) (X, 4, ) bir dl¢iim uzayi ve (f, ) pozitif
oOl¢iilebilir fonksiyonlarin bir dizisi ise

lim inf f,dx <lim inf [f,du
X

jn»oo n—>0
X

dir ( Cohn, 1980; Royden, 1978 ).

Tanim 2.9.17. (X, 4, 1) bir 6l¢lim uzay1 olsun. 0 < p <o olmak iizere
U={feM(XA4): |f"e (X.A,u) }

kiimesine p-ninci kuvvetten integrallenebilen fonksiyonlar sinifi denir. p >1 igin

171 [t

)}
P

dir.
Teorem 2.9.18. (Riesz-Fischer Teoremi) ( X, 4 , &) bir 6l¢iim uzay1 olsun.

L’ (X, A, u)uzay

171 [t

normu ile tamdir ( Cohn, 1980; Royden, 1978 ).

1
P
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Tamm 2.9.19. ( X, A ,p) bir dlgiim uzayr ve x(X)<oo olsun. O zaman

J. f? (x)d <o dzelligindeki gercel degerli fonksiyonlarin kiimesi L (X , y) ya da

kisaca I’ (X ) ile gosterilir.
Teorem 2.9.20. f,ge’(X) ise af, frgve fg ogeleride ( o keyfi bir sabit)

I’ (X) uzaymn igindedir. Bu nedenle L* (X) uzay1 lineer uzaydir

( Kolmogorov, Fomin 1970 ).

Teorem 2.9.21. I’ (X) uzay1 lizerinde tanimlanan (f, g) = j-f(x)g(x) du
X

fonksiyonu bir i¢ ¢arpimdir ve L’ (X) uzay1 ||f||2 = ,/(f,f) = /.[fz (x)d,u normu
X

ile tamdir ( Kolmogorov, Fomin 1970 ).

Ispat: ( fn), r (X ) uzayinda bir Cauchy dizisi olsun. O zaman tanim geregi
m, n—> o iken ||fm —fn”—)oo olur. Ucgen esitsizligi geregi ||f+g||£||f||+||g||

oldugundan

\/J[f(x)+g dy<\/jf dy+\/jg

olur. Bu esitsizlikte f* yerine ‘ £ (x) -1 (x)‘ ve g(x) =1 alinirsa

_Hfm(x ‘du<,/u \/J- f(x)- du<£,/y(X)

elde edilir. O halde ( f,) dizisi L(X) uzaymnda da bir Cauchy dizisidir. O halde ( £,)

dizisinin hemen hemen heryerde bazi f fonksiyonlarina yakinsayan bir ( fnk) alt

dizisi vardir. Aciktir ki verilen herhangi bir £ > 0 igin
2
JI1, ()=, () du<e

dir. Bu son esitsizlikte limit alinirsa Fatou Lemmasi geregi

' (¥)-f, (x)‘zd,u< £

olur. O halde f, — f dir. Ayrica bir Cauchy dizisinin alt dizisi bir f limitine

sahipse bu dizinin kendisi de ayni1 limite yakinsayacagindan f, — f olur. Son olarak

117 ()= 1, ()£, o <211 (f J<=
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oldugundan f e L*(X) dir. £(X) uzay: tam bir i¢ ¢arpim uzayi oldugundan bir

Hilbert uzayidir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

Bu tezde Oncelikle lineer olmayan doniisiimler i¢in ortalama ergodik teoremler
konusu ile ilgili ¢aligmalarin literatiir taramasi yapilmistir. Elde edilen kaynaklar
incelenerek, konunun temel tanim ve teoremlerinin agik olarak goriilmesi igin
uygulanan metodlar aragtirtlmigtir. Daha Once yapilmis makalelerde, .~ Hilbert
uzayinin alt kiimesinin bazi 6zelliklerine gore metodlarin gelistirildigi ve .~ Hilbert
uzaymin bu alt kiimesi ilizerinde tanimlanan lineer olmayan 7 doniisiimiine gore
uygun sartlar konularak 7 lineer olmayan donlisimii ic¢in ortalamanin
yakinsakliginin arastirildigr goriilmiistiir. Bu incelenen kaynaklar degerlendirilerek,
ilave sonuglar elde edilmistir. Ozellikle bu incelenen ¢alismalardan yararlanilarak
lineer olmayan ergodik teoremlerin bazi uzaylar ilizerinde gecerliligi aragtirilmistir.
Ayrica son yillarda yapilan ¢alismalar gozoniine alinarak bazi sartlar elde edilmis ve
bu sartlarin ~ Hilbert uzaymin herhangi bir alt kiimesi iizerinde tanimli lineer
olmayan [/ - nonexpansive doniisiimlere gore ortalamanin yakinsaklig: arastirilmis ve
bu elde edilen sartlar altinda lineer olmayan zayif ergodik teoremin ispati yapilarak,

bu sart lizerinde gegerliligi gorilmiistiir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

4.1. Lineer Olmayan Doniisiimler icin Kuvvetli Ergodik Teoremler
Bu boliimde, ( Wittmann, 1990 ) ve ( Miyadera, 1997 ) calismalarindan
hareketle, lineer olmayan doniisiimler i¢cin kuvvetli ergodik teoremin ifadesi
verilecek ve teoremin ispati, yardimci onermeler ile desteklenerek agik bir sekilde

yapilacaktir.

Bu bolimde; 7 ( , ) i¢c carpimi ve || . || normu ile reel bir Hilbert uzaymi, C

bu Hilbert uzayinin herhangi bir alt kiimesini , 7: C — C lineer olmayan bir

doniisimii ve F (T ) , I' donlislimiiniin sabit noktalarinin kiimesini gostermektedir.
Teorem 4.1.1. B, C’ nin sinirh bir alt kiimesi olsun. @, ve ¢ negatif olmayan

sabitler olmak iizere, lim, ,_ a, =1, p>1, k >0 tamsayisi ve u, ve B igin

Pl <o fues el Jull =[ru +a B[ [ram) @1
olacak bigimde lim, , &,(B)=0 olmak iizere bir &,(B)=0, bulunabiliyorsa
vV xeC igin { T"x | dizisi kendi asimtotik merkezi olan y gibi bir noktaya hemen

hemen kuvvetli yakinsaktir. Bir bagka ifade ile { T"x } dizisinin asimtotik merkezi

y olmak lizere;

n—1
lim, lz T"*x =y (kuvvetli yakinsaktir )

i=0
dir ( Miyadera, 1997 ).

Onerme 4.1.2. {x,}, » uzaymnda bir dizi ve { || x, || } yakinsak olsun. O zaman
n, m, 1> 0 icin (i), (ii) ve (iii) birbirine denktir.

(i) Timmsoo limos SUP g [ (X0 X,) = (X100 %,)] S0,

X

n+i

+X,

(i) Tt liMMa o sUP,., [

=[x x| <0,

z}so

2
X

m+i  m =% X,

n+i n

(lll) limmaoo limnﬁw SupiZO |:||X
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Ayrica, {xn} dizisi yukaridaki denk kosullardan birini sagliyorsa kendi asimtotik
merkezine hemen hemen kuvvetli yakinsaktir ( Baillon, 1976 ).

Teorem 4.1.1’ in ispat: x€C olsun. B={x} ve u,veB i¢in (4.1.1)

esitsizligi yazilirsa; B={ x } oldugunda u = v = x olacaktir ve k > 0 icin
frss s <a st +c[a, 1o —raf +a, o | o, (1)
2 <02 bl ol o i+ o | ] (1)
T'x| (27 +2¢) < x| (4,27 +2a,¢) + 5, ({x})

% ||x||p (2” +2c)+5k ({x})
B 27 +2¢

5 ({x})

27 +2¢

T*x

T <a o +
bulunur. O halde {7"x: n>0} dizisi smirldir. (4.1.1) esitsizliginde u, ve B igin
u=v=T"xeB alimirsa k, n>0 olmak iizere;

[T+ 14" < a [T+ 77

Tn+kx

wela [ [ s a freaf sl Ja (7))
e a2 e vel2a, e 2l o (1)
T " (2p +2c) < HT"pr (ak2p + 2akc)+§k ({T”x})

P

a, HT"pr (2‘” +20)+5k ({T"x})
< 27 +2c

o, ({7

27 +2¢

S U
bulunur. & — oo igin limit alnirsa, 7> 0 olmak iizere;

e [ <l
esitsizligi elde edilir. O halde, bu esitsizlikten { |7 } dizisinin yakinsak oldugu

goriiliir. Clinkii,
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Ty [T + T 77" <0

e o] i [ <o

o [ <t
esitsizligi elde edilir ve Teorem 2.1.10. geregi

i [ T
esitsizligi her zaman dogru oldugundan { |7 } dizisi yakinsaktir. Boylece, k = n
icin { |7 } dizisi yakinsaktir.

Simdi n>m>0, k=n-m, u=T""x ve v=T"xigin (4.1.1) esitsizligi
M = sup,.|T"x| olmak iizere yazlirsa;

| x| <, [T+ x|

m+i ||P n-m+m+i _||P m_||P n-m+m _||P
Y L I i T i B i )

<a,, (‘

~a,.,((2M) +2cM7)

Tm+ix

; 4
T’"“x+T'”xH +c‘

Ceelrd e[ )

; P P .z ;P P
T ] e Y e

—‘T’"”x+T'”x

o e ) (8)

<la,., ((2M) +2eM”)~(2M) ~2eM”

e R e I R S RO

= HT’””x+T’"pr +[(2M)p +2ch}|anfm —1|

+CU

bulunur. { |7 } dizisinin yakinsak oldugu bilindiginden, yukaridaki ifadede limit

Tm+ix

el e e [eo (8)

alinirsa,

. N i ||P i ||P
hmmﬁoo hmnaoo sup >0 HTmHXH - T"Hx =0

olur. lim, , a, =1 oldugundan, lim _ lim a,_, =1 ve

lim,_,, lim,, &, (B)=0 dir. Ozaman

n—>o0 m—>0
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Tn+ix + Tnx

B T sup || Pofrxe s <o
bulunur. O halde p =2 i¢in

limmse liMase SUP [HT"”x Ty

2 . 2
e <o

elde edilir. Onerme 4.1.2. (ii) geregi yukaridaki son esitsizlik saglandigindan { T"x }

dizisi kendi asimtotik merkezine hemen hemen kuvvetli yakinsaktir.

Teorem 4.1.3. B, C’ nin sinirh bir alt kiimesi olsun. a, , ¢, p negatif olmayan

sabitler olmak iizere, lim, , a, =1, k >0 tamsayisi ve u, ve B i¢in

=" < afu—l s+ afull =Tl a7 -] |+ 5.8) @12)
olacak bicimde, lim, , 5k(B) =0 olmak iizere bir o, (B) >0 var olsun. Bu
durumda Vx € C i¢in

Tl’l+lx _ Tnx

2 ‘

limyso limyse sup i20|: ‘ T'””x—T”’tz} <0
esitsizligi gercekleniyor ve (4.1.2) esitsizliginde ¢ >0 ya da F (T ) 0 ise VxeC

i¢in { T"x } dizisi kendi asimtotik merkezine hemen hemen kuvvetli yakinsaktir

( Miyadera, 1997 ).

Onerme 4.1.4. x € C ve we 7 olsun. O zaman;

. 2
T"+’x+T"x+2wH —‘

(i) impoe limase sup ., U T"x+T"x+ 2WH <0

esitsizligi saglantyorsa {T ”x} dizisi kendi asimtotik merkezine hemen hemen

kuvvetli yakinsaktir.

(|

T"x— WH } dizisi yakinsak ve

m+i m 2 n+i n
T""'x-T"x| —|\T""'x—-T"x

2
J<o

esitsizligi saglantyorsa {T ”x} dizisi kendi asimtotik merkezine hemen hemen

limy—e liMase sup D

kuvvetli yakinsaktir ( Miyadera, 1997 ).
ispat: (i) : 7 >0 igin x, =T"x+w olarak almrsa {x,} dizisi Onerme 4.1.2. (ii)

sartin1 saglar. Gergekten (i)’ de
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. . ] 2
limu—e liMase sup U T"'x+T"x+ 2WH —‘

T”’+ix+me+2w“2:| <0

= limmse limase SUp [HT"“er w+T"x+ WH —HT’"“er w+T"x+ WH J <0

olur. O halde Onerme 4.1.2. geregi, {T "X+ w} dizisi kendi asimtotik merkezi olan

z gibi bir degere hemen hemen kuvvetli yakinsaktir. O zaman z—w de { T"x }
dizisinin asimtotik merkezi olur. Bdylece ispat tamamlanir.
(i) : >0 i¢cin x, =T"x—w olsun. O zaman {xn} dizisi Onerme 4.1.2. (iii)

sartim saglar. Gergekten Onerme 4.1.2 (iii)’ de x, = T"x—w almirsa n > 0 igin

. 2
Tm+1x_W_me+WH _‘

Y I ' ’
limye limase sup ., D T""'x—w+T"x+ WH } <0

bulunur. O halde Onerme 4.1.2. geregi {xn}={T "x—w} dizisi kendi asimtotik

merkezi olan z gibi bir degere hemen hemen kuvvetli yakinsaktir. O zaman { T"x }

dizisi de z—w asimtotik merkezine hemen hemen kuvvetli yakinsak olur.
Teorem 4.1.3’ iin ispati: (4.1.2) esitsizliginde ¢ =0 ve F (T )¢ @ olsun. O

zaman;
[T*u =" < @ Ju= | +5,(B) (4.1.3)
olur. xeC ve we F(T) olsun. B kiimesi 6zel olarak B, ={x, w} segilirse ve
(4.1.3) esitsizliginde u = x, v=w yazilirsa we F(T) oldugundan T*w=w dir ve
k>0 igin
[r*x=1*w|" =[r*x =" < a, [x—w] +5,(B,)
elde edilir. O halde {T"x—w} dizisi smirhdir. Dolayisiyla, { 7"x—w+w | ={ T"x |
dizisi sinirhidir. Simdi B = {T "X:n> O} U{w} olarak segilsin. u=T"x, v=wve
k, n>0 igin (4.1.3) esitsizligi yazilirsa,

bulunur. & — oo i¢in yukaridaki esitsizlikte limit alimrsa lim, . 6,(B)=0 ve

P
Tn+kx _ TkWH — ‘

P
T’”kx—wH Sak‘

T"x—w|" +5,(B)

lim, , a,=1,n>20 ve p=>1igin
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1im e HTkx - WH <|\T"x-— WH
elde edilir. O halde

lim—se HT"x — WH + limyose

—(T"x—w)” <0

limy . |75 = w]—lim, ., |-(7"x— w)H <0
limy e HTkx - WH <lim, , HT”x - WH

olur. Ayrica limit tanimindan son elde edlilen esitsizligin tersi her zaman dogru

oldugundan { HT "x— WH } dizisi yakinsaktir. Sonug olarak, Onerme 4.1.4. (ii) geregi,
{ T"x } dizisi kendi asimtotik merkezine hemen hemen kuvvetli yakinsaktir.

Simdi F(T)=0 ve (4.1.2) esitsizliginde ¢ >0 durumu ele alinsin. x € C igin

(4.1.2) esitsizliginde B ={x} olarak alimirsa k>0 igin

[ <l (i) 2
bulunur. O halde {7"x: n>0} st bir kiimedir. B={7T"x: n>0} alinirsa ve
(4.1.2) esitsizliginde u=v=T"x yazlrsa, { |7+ } dizisinin yakmsak oldugu

goriiliir. O halde Onerme 4.1.4. (ii) geregi {T ”x} dizisinin kendi asimtotik
merkezine hemen hemen kuvvetli yakinsaktir.
Teorem 4.1.5. u,veC, k>0 i¢in lim, , a, =1 olsun. a,, ¢, p negatif

olmayan sabitler olmak iizere,

s safra-of e[ | TP -ful o | P10 F] s
esitsizligi saglansm. O zaman;

@) xeC ve { |14 } dizisi yakinsak ise {T"x} dizisi kendi asimtotik merkezine

hemen hemen kuvvetli yakinsaktir.

(i) F(T)# @ ya da (4.1.4) esitsizliginde ¢ >0 ise Vx € C igin lim,__||T"x| = oo

ya da {T ”x} dizisi kendi asimtotik merkezine hemen hemen kuvvetli yakinsaktir

( Miyadera, 1997 ).
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Ispat (i) : n>m>0 olsun. (4.1.4) esitsizliginde u=7T""x, v=T"x ve

k = n—m olarak alinirsa,

_ P PP _ p P
+C[an_m HTn mmmmm x‘ _HTWXH ra_ HTn m+mxH _Hme‘ J

~a,..| sl =[]

=a| "]

i p i P i ||P p i ||P P
e e R I R W e

p

i P _ i _
Tm-Hx _ meH S an_m HTV! m+m+lx _ TV! WH—mx

i P i ||P P
i e e e e

i P i |12 P j
A R e I T e

M =sup,., H T'x H olarak alinirsa,

<

T"”x—T”pr +|an_m —1| [(2M)p +2CMP:|

re| " |
bulunur. { HT ”xH }dizisi yakinsak oldugundan, i>0 ve n>m >0 igin, { HT ””x” },

{

ile aym1 olacagindan C|:HT ””’dc”p —HT ’””pr +HT ’”x”p —HT "xup} ifadesinin limiti ‘0’

Tn+lx Tm+lx

-

T"x } { |77 } dizileri de yakinsaktir ve limitleri { 7] }dizisinin limiti

olur. Son elde edilen esitsizlikte limit aliirsa lim, |, lim a, , =1 oldugundan;

limpse liMase sup ., HT'"”x—T'"pr —HT””x—T”pr <0
bulunur. Ozel olarak p =2 alinirsa;
—_— —_— . 2 . 2
limpy—e limuse sUp ., HTm“x—T'"xH —HT"“x—T”xH <0
elde edilir. O halde Onerme 4.1.2. (jii) saglandigindan { T"x } dizisi kendi asimtotik
merkezine hemen hemen kuvvetli yakinsaktir.
(ii): xeC ve lim, HT"xH <o olsun. ilk olarak, F(T) =z ve ¢ =0 i¢in (4.1.4)

esitsizligi u, v e B olmak iizere yazilirsa;

» k kNP
||u—v|| SakHT u-T VH
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bulunur. we F(T) olsun. u=T7"x ve v=w elemanlan i¢in (4.1.4) esitsizligi

k, n >0 olmak fiizere,

p
HT”x—WH <a,

T x —Tkap =a, HT””‘x— WHP
olur. Bu esitsizlikte & — co icin limit alinirsa lim HT ”xH<oo ve lim, ,_a, =1
oldugundan { HT "x— WH } dizisinin yakinsak oldugu goriiliir. Yukaridaki esitsizlikte,

u=T""x, v=T"x, Mzsup,ZOH T'x H ve k=n-m i¢in, n>m=>0, i >0 olmak

lizere;

m+i m_||P
T""'x-T xH <a,,

T"”x—T”pr <a,., (2M )p +

; P
Tn+lx _ Tr‘le _

i P
Tn-Hx _ Tan

< |an7m —1| (2M)" + HT””x— T”x”p

esitsizligi elde edilir ve limit alinirsa
lim e Tim,oss sup, [T x=T"x|" =[x~ 7"x|" <0

bulunur. p =2 igin Onerme 4.1.4 (ii) saglanir. O halde { 7"x | dizisi yakisakdrr.
Simdi ¢>0, F(T)=@ olsun. O zaman (4.1.4) esitsizliginde u =v="T"x

alimirsa k, n>0 olmak iizere,

|7 x=1x]" <a [Tt x -1 + c(ak [T a” = 7] + a, |7+ —HT"xH”)

p p
ZCHT"x <2ca, HT””‘xH

P

P
HT”x <a, T x

bulunur. Her iki tarafin limiti alinirsa { HT ”x” } dizisinin yakinsak oldugu goriiliir. O

halde (i) geregi { T"x } dizisi kendi asimtotik merkezine hemen hemen kuvvetli

yakinsaktir.
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4.2. Lineer Olmayan Doniisiimler icin Zayif Ergodik Teoremler
Bu boéliimde, lineer olmayan doniisiimler icin zayif ergodik teoremin ifadesi,
( Wittmann, 1990 ) ve ( Miyadera, 1997 )’ nin ¢alismalarindan hareketle verilecek ve
teoremlerin ispatlar1 acik olarak yapilacaktir.

Teorem 4.2.1. B, C’ nin smurh bir alt kiimesi olsun. a,, ¢ negatif olmayan

sabitler olmak iizere, lim, , a, =1, p>1, k >0 tamsayisi ve u, ve B i¢in
HTku —Tkap <a, ||u —v”p + c[ak ||u||p —HTkqu +a, ||v||p —HT"V”1+ 0,(B) (4.2.1)
olacak bigimde lim, ,, §,(B)=0 olmak iizere bir &, (B)=0 var olsun.

Bu durumda F(T);t @ veya (4.2.1) esitsizliginde ¢ >0 ise Vx e C igin { T"x }

dizisi kendi asimtotik merkezine hemen hemen zayif yakinsaktir ( Miyadera, 1997 ).
Bu teoremin ispatin1 vermeden Once ispat i¢in temel teskil eden asagidaki

Onerme verilmelidir.

Onerme 4.2.2. {x,}, » Hilbert uzaymda bir dizi ve { ||xn || } yakinsak olsun.

O zaman n, m, 1> 0 i¢in (1), (i1), (ii1) karsilikl1 olarak denktir.

}go

_xm||2]so

(i) Timuoe limase limise [ (x,,,,, %,)=(x,,;, x,) | <0

2

m+i m n+i

(iM) limo e lima e hmHm[ ||x +X

2
xn+i - xn || _”x

(iii) TiMose 1iMyser 1im,~%[

Ayrica { X, }yukarldaki denk kosullardan birini sagliyor ve { ||xn || } yakinsak ise

{x, } dizisi kendi asimtotik merkezine hemen hemen zayif yakinsaktir

( Bruck, 1978).
Ispat: (i):> (i1): (1) saglansin. O zaman (ii)’ de

—X

i g 2(x,,,,x,)+ ||)cn||2 yazilirsa;

n+1 n+i?®

m+i n+i

P P P 2
limm—se liMpse 1Mo ||x
2

z(xnﬂ’ n) X

YO 1. YO 2
= limm—e limy-e hmHo{ ||x | +2(x,.,;5 X, X,.; ;

]

m+i|

:Elm—m mn—m Eni—>°°2[ (xm-H’ m) (xn+l’ n) ]
2 2
el |

+11mm—>oohmn—>oollm1—>oo|: ||x —|lx

m+i || n+i
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bulunur. { || X, || } yakinsak oldugundan n, m, 1>0 igin { || x

BN

X

m }’

m+i

{ || X, || } dizileri de ayn1 limite sahip olacagindan

P P P 2 2 2
limm—se My lIMise ||xmﬂ.|| - | +||xm|| —

2
xn+i xn :| _0

olur ve (i) geregi

limyser limye limyse, [(Xpiis %)= (X005 X,)] <0
oldugundan

Tt limyose limise 2[(x,,.,,, %,) = (x,.;, X,)] <0

bulunur. Bu sonuclar yukarida yerine yazilirsa, (ii) elde edilir. Benzer sekilde

2

2
=%,

® ifadesi (ii1) de yerine yazilirsa ()= (iii) ve

X X

n+i n

-2(x

n+i>

x,)+

n+i xn
(111) = (1) oldugu gortiliir.
Son olarak { X, } > nin bu kosullardan birini 6rnegin (i) kosulunu sagladigim

ve { |x, || } dizisinin yakinsak oldugunu kabul ederek { x, }’ nin kendi asimtotik

merkezine zayif yakinsadig1 gosterilmelidir. Bunu gostermek i¢in asagidaki yardimci

Onermeyi ispatlamak yeterlidir.

Yardimar Onerme 4.2.3. ~ reel Hilbert uzayr olmak iizere {x, }, » Hilbert
uzayinda sinirh bir dizi ve

litMse iMoo sup o[ (%, %) = (%, %,,,) [0 (42.2)

saglansin. W, {xn }’nin hemen hemen zayif yakinsak alt dizilerinin limitlerinin

kiimesini gostersin. O zaman n, m, i> 0 olmak {izere;

(1) {xn}, clco W kimesinin ¢ gibi bir noktasina hemen hemen zayif
yakinsaktir.
(ii) lim, , (x,, ¢)=| ¢ | dir.
(ii1) ¢, W —c ile ortogonaldir
(iv) { || X, || } yakinsak ise ¢, {xn} dizisinin asimtotik merkezidir.
Ispat: (4.2.2) esitsizliginden, limit tanim1 geregi;
limm e lim s sup ., e(m, n, i)=0 4.2.3)

oldugunda,
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(xm’ xm+i)_(‘xn’ xn+i) S g(m9 n) l) (4.2.4)

olacak bi¢imde bir g(m, n, i) >0 vardir. 0 <7, j<oo olmak lizere Q:[qy.] sonsuz reel

matrislerin bir sinifin1 gostersin dyle ki limzq s =1, sup z q
"k nok

ve lirrln Zk:

lim (Z QX — ankxm) =0 olur. Bu o6zellikleri saglayan Q:[qJ matrisleri kisaca
Tk k ‘

<o, limg, =0
n

Gk~ 490, k‘zO olsun. O zaman {x,} smirl oldugundan

O e( E) ile gosterilecektir. Q € ( E ) olsun.

(‘xm > xm+i) - (xn 2 xn+i
= (xm’ xm+i) _(xn’ xn+i)+(xm’ xi)_(xm’ xi)

+(x,, x,)—(x,, x,) < e(m, n, i)
O zaman,
(Xm’ xi)_(xn’ xi)Sg(m’ n’ i)+(xm’ xi)_(xm’ xm+i)_(xn’ xi)+(xn’ xn+i)

olur. Her iki taraf g, ile ¢arpilip i iizerinden toplam alinirsa,

qui(xm’ xi)_z%q‘(xna Xi)Squi &(m, n, 1)

(4.2.5)
+qui [(xm’ xi)_(xm’ xm+i)]_zqki [('xn’ xi)_(xn’ ‘xn+i)]
bulunur.
Y = ankxk
k

seklinde tammlanirsa Qe( E ) ve {x, } smurh oldugundan {y, } dizisi de

stnirhdir. (iv)’ 1 ispatlamak ve {xn } dizisinin yakinsak oldugunu gostermek icin
{ v, } > nin yakinsak oldugu gdosterilmelidir. A4 ile { v, } dizisinin zayif yakinsak alt
dizilerinin limitlerinin kiimesi gdosterilsin. { v, } > in yakinsak oldugunu gostermek

icin {yn } dizisinin biitlin alt dizilerinin limitlerinin ayni oldugunu yani A4

kiimesinin tek elemandan olustugunu gostermek yeterlidir. y, = Zq,ﬂ.xi icin (4.2.5)

esitsizliginden,

43



4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Ozlem GUL

(50 = 501 s | =T (0 9) - 3 %)
quki g(m, n, i)"'ZQki I:(xm’ xi)_(‘xm’ xm+i)]_zqki [(‘xn’ xi)_(xn’ Xpsi )]

elde edilir. { x, } smurl bir dizi ise

h}l’nz qn,k+1 - qn,k = 0
3
oldugunda,
linm (zanxk - ankxk+1) =0 (4.2.6)
K k

olur. Limit alinirsa;
lim sup, (x, —x,, y,)<lim sup, > q, &(m, n, i)
+ hm Supk qui I:(xm’ xi)_(xm’ xmﬂ' )]

—lim sup, qu,- [(xn’ x)=(x,, x,m)]

bulunur. (4.2.6) esitsizligi geregi,

lim sup, qui [(xn, x)—(x,, xn+i)] =0
ve

lim sup, Zq,ﬂ. [(xm, xl.)—(xm, X, )] =0
dir. O halde;

lim sup, (x, —x,, y,)<lim sup, &(m, n, i) (4.2.7)
elde edilir. ¢ €4 olsun. Bu durumda {y, } dizileri {y, } dizisinin alt dizileri
olmak iizere y, — ¢ olacagindan (4.2.7) esitsizliginde yerine yazilirsa,

(xm—xn, c')slim sup, &(m, n, i)
bulunur. Her iki tarafin swrasiyla n ve m iizerinden limitleri alinirsa;

lim sup, lim sup, (xm —X,, c')Slim sup,, lim sup, lim sup, g(m, n, 1')
olur. (4.2.3) geregi bu esitsizligin sag tarafi 0° dir.  Yani,

lim,  sup, (xm, c')+lim supn(—xn, c')SO

bulunur. Tanim 2.1.9. geregi,
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lim x = sup lkl}f X, ve limx, :1111f sup X,
k =n k=n

olmak tizere

lim (—x,)=-lim x,
dir. O halde,

lim sup, (-x,, ¢')=lim (-x,. ¢')=-lim inf, (x,, ¢
olmak tizere

lim sup, (x

m?o

¢')+lim sup, (-x,, ¢')<0
lim sup,, (x,., ¢')=lim inf, (x,, ¢)<0
lim sup, (x,, ¢')<lim inf, (x,, c)
bulunur. Ayrica (4.2.3) esitsizliginden
lim sup, (x,, ¢')<lim inf, (x,, c)
olur. {x,} smurh bir dizi iken

lim inf, (xn, c')glim sup, (xn, c')

oldugundan lim inf, (x,, ¢")=1lim sup, (x,, ¢) bulunur. O halde alt limit ve iist

n’

limit esit bulundugundan her bir ¢ €4 igin lim, (xn, c') mevceuttur ve
x, > x,x eW dir. x limitinin clco W de oldugu gosterilmelidir.

W < clco W oldugundan x e W iken x eclco W dir.. Béylece (i) ispatlanmis olur.
Simdi  (ii) igin  ispat  yapilmalidir.  Onerme  1.6.13.  geregi
clco W= clco {x,, k=n} dir. O halde x € clcoW iken limg,, =0 olduundan

¢ e clcoW dir. Yani, Q €( E ) oldugundan limz%k =1 olur. O zaman,
"k
¢ =lim,_,, y, =lim, Z qx, =lim,_, x, =x

ve x eclcoW oldugundan ¢ ecleco W=[) clco {x,, k=n}elde edilir. ¢

elemaninin tek oldugu gosterilmelidir. Bunun i¢in;

“ 7 bir Hilbert uzay1 olsun. O zaman . i¢indeki her kapali konveks C kiimesi

minimum norma sahip tek bir eleman igerir. Yani; V x € C igin || X, || < || X || olacak
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bigimde bir tek x, € C vardir. ” 6nermesinden yararlanilacaktir. Bu 6nermeden ve
clco W, 7 ’ nin kapali ve konveks bir alt kiimesi oldugundan V x € clco W ig¢in

H c H < || X || olacak  bi¢imde bir tek c'eclco W vardir.  Cunki
¢ €[ cleo {x, :k=n} iken

(c', c') = (x', c') < (x', x')

V12 V12

[ =]~
olur. O halde ¢', clco W’ nin minimum norma sahip bir tek elemani oldugundan bu
¢' elemam tektir. Dolayisiyla Az{c'} dir. Ozel olarak, a(c)=(x, ¢)=(c, ¢)
yazilabilir. Sonug olarak;

W-c,c)=(x~-c,c)=(c—-c,c)=0
bulunur. O halde W —¢' ile ¢ ortogonaldir. Bylece (ii) ispatlamir. ¢ elemanmin tek
oldugunu gostermek icin;

“ X tam bir uzay olsun. O zaman asagidakiler denktir.

(1) {xn} bir x noktasina hemen hemen yakinsaktir.

(ii) V Q e(E ) igin lim, Y g,.x, = x
Oonermesinden yararlanilacaktir. Bu onermenin .~ Hilbert uzay: icin saglandigi

agiktir. V O e(E) igin
lim, " g,x =lim, y, =x =¢
dir. Buradan {y,}’in {y,} alt dizilerinin limitlerinin tek nokta oldugunu goriiliir.
Yani 4={c} dir. O halde y, —>c (zayf yakinsak ) olur.
Ayrica,
lim, (x,. ¢')=(x, ¢')=(c, ¢)=] c [
oldugu agiktir. Boylece (iii) de ispatlanmis olur. { |, | } yakinsak ve ye 7

X, — y||2 olsun. Bu durumda

T

olmak iizere r(y)=1lim sup,

2 2(x,,c)+ ||c||2

2_
x,—d =

'xn

oldugundan,
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2
X, —c+c—y||

ank ”xk _J’”Z = zan
e k

= ank
k

X, —c||2 +2(Zk g% —C, c—y)+||c—y||2

olur. (i)’ den r(c)=1lim, |x, —c||2 yazilabilir ( ¢iinkii limit mevcuttur. ). Simdi ¢

noktasinin asimtotik merkez oldugu gosterilmelidir. Bunun i¢in

r(c)< r(y) yani |x, —c||2 <

x, — y||2 oldugu gosterilmelidir. { 7, } reel degerli smnirli

bir dizi ve lim)_q,, =1 ise
"k
lim inf, 7, <lim inf, ) g, <lim sup, > g, <lim sup, 1,
k k

dir. { || X, || } sinirlt oldugundan, ¢, = ||xn - y”2 sinirl olacaktir ve

2
xk_y”

r(y)=lim sup, |x, —y||2 >lim sup, qunk
-tim sup Sl 20, -6 = e |
k

=lim,

el +le=sf = @) e
bulunur. O zaman,

2 <r(y)=

2< 2 2
x, = <k, =y =fle =]

r(c)+ ||c -y
olur. O halde ¢, { x, } dizisinin asimtotik merkezidir.

Onerme 4.2.4. T déniisiimii (4.2.1) esitsizligini saglasm. Bu durumdax e C ve

{ HT an } dizisi yakinsak ise

limuse limase sup, [T x—T"x

2 . 2
—|re =1 <0 (4.2.8)

olur.
Ispat: B= {T"x: n O} olsun. (4.2.1) esitsizliginde u=T""x , v=T"x,

k =n—m alinirsa, M =sup .,

T ’xH olmak iizere;

. P . P
T"'x=T"x| <a._ |T""'x-T"x

n—-m ‘

)4 .
Tm+1x _ T}’Hrlx Tnx

)2 m |17
+a,, [T -

+c [an_m 3 } +0, . (B)
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< HT’””x -T"x

" +la,, ~1][@M)" +2eM” |

se el <l s | [+ 8)

bulunur. { HT ”x” } yakinsak oldugundan i>0 ve n>m>0 i¢in { HT ””xH },

{

g ;1P PP p rl . e e s
ayni olacagindan, C|:HT ””’xH —HT ’"”xH +HT ’"x” —HT ”x” } ifadesinin limiti ‘0’ olur.

Tm+ix

}, { |7 } dizileri de yakinsaktir ve limiti { |77 } dizisinin limiti ile

O halde yukaridaki esitsizlikte limit alimirsa;
limse iMoo sup oy [T =T"x|" =77 %=1 <0
bulunur. p =2 igin (4.2.8) esitsizligi elde edilir.
Teorem 4.2.1° nin Ispati: xe C, we F(T) ve ¢=0 olsun. B, ={x, w} i¢in
(4.2.1) esitsizligi yazilirsa;
IT*u =" < a,Ju A" +5,(B) (4.2.9)
bulunur. Bu esitsizlikte u = x, v = f aliirsa
[r*x=1*w|" =[r*x =" < a, [x—w] +5,(B,)
elde edilir. O halde {T"x—w} smirhdir ve dolayisiyla {7"x—w+w}={T"x| dizisi
smirldir. B={T"x: n20} U {w} ve u,ve B i¢in u=T"x ve v=w, k, n20
(4.2.1) esitsizliginde yerine yazilirsa,
] =l <o s +sm)
olur. k — oo igin limit ahmrsa lim, ,, §,(B)=0 ve lim,  a, =1, n>0, p>1
olmak iizere
N |
bulunur. O halde { [7x =] } yakinsaktir ve { 75— w+w] } = { 774 }
yakmsaktr. B={T"x: n>0} olmak iizere , (4.2.9) esitsizliginde u=T""x,
v=T"x, k=n-m alimrsan>m>0 ve i>0 igin
|- <a, [T =T +5,.,,(B)
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elde edilir. Limit alinirsa

Tn+ix _ Tnx

lim, sup,., ! —HT’””x—T'”pr <0
bulunur. p =2 igin (4.2.8) esitsizligi elde edildiginden x, =7"x—w ig¢in Onerme

4.2.6. gerceklenir. Gergekten

X X

n+i n

2 2
- ||xm+i —X, || -

. 2 . 2
T”“x—w—T"x+wH —HT”’“x—w—T’"x+wH }SO

TR T S T [

limmﬁ)oo limnﬁoo limiaao [

dir. O halde {

T ”x—w” } yakmnsak  oldugundan  Onerme  4.2.6.
geregi{ x, }={ T "x—w} dizisi kendi asimtotik merkezi olan z gibi bir degere

hemen hemen zayif yakinsaktir. Dolayisiyla, { T"x } dizisi de asimtotik merkezi

z+w olan degere hemen hemen zayif yakinsaktir.

Simdi (4.2.1) esitsizliginde ¢ >0 olarak alinsin. Bu durumda xeC igin
B={x |} alinirsa u = v = x olmak iizere (4.2.1) esitsizligi k>0 i¢in

0< ak0+c[2ak || X ||p —2” T x Hp:|+5k(B)

H T*x Hp <a, || X ||p +0, ({x})/Zc
bulunur. O halde {T "x:n2 0} sinirh bir kiimedir. B kiimesi de C’ nin sinirh bir alt
kiimesi oldugundan B = {T "X:n2 O} almabilir. Bu durumda (4.2.1) esitsizliginde
u=v=T"xeB i¢in,

HT L

7'x|" +65,(B)/2¢

bulunur. »>0i¢in limit alinirsa

. k|7 . n
lim, HT xH <lim, [ak T"x

"6, (B) 2 |

oldugundan { HT "xH } yakinsaktir. O halde, Onerme 4.2.6 geregi

2 2

limm%oo m)1~>oo SupiZO T"”x—T"x - T'"”)C—me <0
olur. Bir baska ifadeyle

—_— —_— —_— . 2 . 2

limnowlim, . lim,_ [T""x—T"x —HT'”“x—T’"x <0
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saglanir. O halde, { x, }z{ T"x } dizisi kendi asimtotik merkezine hemen hemen

zay1f yakinsaktir.

Teorem 4.2.5. u, ve B ve k>0 i¢in lim, , a, =1 olmak lizere q,, c, p negatif

olmayan sabitleri i¢cin 7" doniigiimdi,

||u + v"p < akHTku + Tkap + cliakHTkqu —||u||p +a, HT"VHP —||v||p} (4.2.10)

esitsizligini saglasin. O zaman V x € C i¢in ya lim HT ”xH =oo ya da { T"x }

n—x0

dizisi kendi asimtotik merkezine hemen hemen zayi1f yakinsaktir ( Miyadera, 1997 ).

Ispat: xeC ve lim , HT ”xH < oo olsun. 7 doniisiimii (4.2.10) esitsizligini
saglasin. Bu esitsizlikte u =v=T"x alinirsa k, n>0 igin
2l
x|’
x|

P P
2T"x” <a, H2T"+kx T x

+c[2ak‘

e (21’7 +20) S(akZ"’ +2akc) 7"

P a, (2" +2c)

< Tn+k
(27 +2c¢)

P
Tn+kx‘ :ak

)0
)SO

" (4.2.11)

T"x

lim [T"x|" T+kx

+1im (

T 1+k

fim [ —hm(

olur. buradan,

n

lim |T T x

P .
X Shm‘

bulunur. O halde li_meHT ”x” <o ve (4.2.11) esitsizliginden { HT ”x” } yakinsaktir.

Simdi n>m=> 0, i > 0 icin (4.2.10) esitsizliginde u =T""'x, v=T"x olarak alinirsa,

I .
M =sup,,|[T xH olmak iizere;
m p
‘T”x+T'”xH SameT x+7"" H
N c[ H mmmmmmm H HTW’CHP N an_mHTn_mmx P _‘me ﬂ}

e
=T x + T'"xH <a, T"" x

n_||P n+i ||P
H +cla,  |T" x| —

p p
va,_ ] ||
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<a,, [

+c[—‘ T x

+c( HT””x+T”pr)—c( HT"”x+T"pr)

Tn+ix

T x + T"x”p + 20(

)

p P i p 1 P
| s <]

<a,.,|(2M) +2eM" |-c2m” - (2M )’

i ||P i ||P P p i P
LA R S e T

< HT””x+T”pr +|a”7m —1|[(2M)p +2ch}+c[ T""x

e el s
bulunur ve limit alinirsa { HT "x” } yakinsak oldugundan

(I L R I e DR
olur. Sonug olarak;

PrE PrE P : P
hmm%whmehme[HT’”“x + T’"xH -

T"x + T"x”p} <0
elde edilir. p=2 igin
T i [T+ 77 =[x+ 77| <0
bulunur. O halde {x, }={7"x} alimirsa, Onerme 42.2 (i) saglandigindan

{ X, } = { T"x } dizisi kendi asimtotik merkezine hemen hemen zayif yakinsaktir.
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4.3. Uygulamalar

Bu boliimde, 4.1 ve 4.2 boliimlerinde ispatlanan lineer olmayan doniisiimler
icin kuvvetli ve zayif ergodik teoremlerin, L” (X ) uzaylarma ve dzel olarak L' (X )
ve [, uzaylarmma uygulamasi yapilacaktir. Ayrica kuvvetli ve zayif ergodik

teoremleri gercekleyen lineer olmayan 7' dontistimlerine 6rnekler verilecektir.

Onerme 4.3.1. {xn}, L’ (X ) uzay1 i¢inde siurli, reel degerli fonksiyonlarin bir

dizisi ve
_ _ _ Ix)1+il (S)‘xn+i2 (S)""xn+ip,l (S)xn (S)dl’l
B e M0 M iy, (20| © <0 (4.3.1)
—j X (S) Xt (S)"'xmﬂ,ﬂ (s) X, (s) dp
Q

esitsizligi saglansin. O zaman W, {xn } dizisinin zayif yakinsak alt dizilerinin

kiimesini ve clco W , W * nin kapali konveks hull’unu gostermek iizere;
(i): p cift ise (%jf%k’ k=1,2,... ortalamasi,clco W’ nin bir elemanina
i=0
hemen hemen zayif yakinsaktir.
(ii): p tek ve her bir x, negatif degilse (%jnz_l“xiw k=1,2,... ortalamasi,
i=0

clco W * nin bir elemanina hemen hemen zayif yakinsaktir.
Ispat: {x, }, I”(X) uzaymnda reel degerli fonksiyonlarin bir dizisi olsun. O
zaman [’ (X)) uzaynda i¢ garpim,
(x,, x,)= jxn (s)x,(s) d(s)

seklinde tanimlanir. O halde,

Z[x,ml (s)x,m2 (s)...xnﬂ}%l (s)xn (s)d,u

limm%oo limn~>m limil, by sy 20
_'[ xm+il (S)xm-ﬂ'2 (S)"'xmﬂ'p,l (S)xm (S)dlu
Q
—_— —_— (xn+il 2 ‘xn-H'2 > 0 xn+ip,l’ xn)
= llmm—mc hmn—)w Sl.].piI iy, , iF7120 S O
_(xm+i1 H xm+i2’ crt merip,l > xm)
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elde edilir. {x, }, L”(X) uzaymdaki reel degerli fonksiyonlar dizisi oldugundan

sinirlidir. O halde Yardimci 6nerme 4.2.3. geregi { X, } dizisi clco W’ nin ‘¢’ gibi
bir elemanina (minimum normuna gore) hemen hemen zayif yakinsaktir. Burada p
cift ise yukaridaki son limitte p—1 sayida yani tek sayida terim olur ve bu terimler
x, terimiyle carpilirsa limitte toplam p tane terim olur. p c¢ift oldugundan x,
terimleri negatif degerli olsa bile sonucu degistirmez. Ancak p tek alinirsa p—1 cift
olacaktir ve p—1 tane x,, terimi x, terimi ile carpilirsa toplam p terim birbiriyle
carpilmis olacagindan sonug negatif olacaktir. Bu nedenle sonucun negatif olmamasi
icin p tek iken x, dizisinin negatif olmamas: gerekir.

Onerme 4.3.2. { x, }, L'(X) uzaymda bir dizi olsun. O zaman

X

n+i

4
+X,[,

. . 4
A, 1imyuse limase sup,,, | —||xm+l. +x,, || , S0

. . 4
B. limu-elimase sup,,, (X,,; — X, <0

- X

m+i m ||4

4 —”x

sartlar1 saglaniyorsa {xnz} , L’(X) uzaymnda kendi asimtotik merkezine hemen
hemen kuvvetli yakinsaktir (Miyadera, 1997).

Simdi 17 (X ) uzay1 i¢in gegerli olan hemen hemen yakinsaklik durumlarinin
1, dizi uzay1 i¢in de dogru oldugu gosterilecektir.

Teorem 4.3.3. { x, }, I, uzayinda reel degerli sirl bir dizi ve

4

(i) limu-elimasesup,,,

+ X

xm+i m

4
y X% X, <0

4

.0 M b 4
(i) i lim o sup,, <0

—X

[ Knri — X

‘xm+i m||4

4

esitsizlikleri saglansimn. O zaman {xnz} , |, uzaymda kendi asimtotik merkezine

hemen hemen zayif yakinsaktir. .

Onerme 4.3.4. X, Y, X ,Y'el, ve § — 0 olsun. Eger
D], <))+ 94

i) [v]," <1, + 95

iii) | X +Y],* <|x+y| +o
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W) X1 <]+ o
esitsizlikleri gercekleniyorsa,

HX2+Y2H22£‘ ' 4o

olur.

ispat: (x+y)' +(x—y)" =2x* +2p* +12x%)* esitligi her zaman dogrudur.

Zel, i¢in E(Z)z ZZI. ve ||Z||4 (ZZ j ( (24))/ seklinde tanimlansin. O

zaman

E((er) )+ B((x =)' ) =X+ 1)+ E (X -1)°

=2) X +2) Y H12Y XY =2E(X*)+2E (YY) +12E(X°Y?)

olur. Diger taraftan (iii) ve (iV) den
E(x+ ) )+ B(x =y )< E((x + ) Jr o+ B(x - v ) )+ 6
= 2e((x ) )+ 2E((Y J )+ 12E(X e 2s

bulunur. O halde
E((x + 7))+ E(x - v))=2E(x*)+ 2£(r*)+ 12E(xy?)
<28(x" )+ 26(r" )+ RE(XY )+ 26

ve
E((x+7) )+ E((x-1)")=2E(x*)+2E(r*)+ 12E(X°Y?)
< 2E(X"‘ )+2E(Y"‘ )+12E(X'2Y'2 )+ 25

dir. Ayrica,

[+ =3 (X2 + 1) DRIEDREEEINY
—E(X4)+E(Y4)+2E(X Y?)

=§(E(X4)+E(Y4))+é(2E(X4)+2E(Y4)+12E(X2Y2))
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2 “ 5 4 5 1 “ 4 2 2
SE(E(X )+E+E(Y )+5)+g(2E(X J+2£(r")+126( X"y )+25)
= <E(x ) E(Y )+ 28( XY )+§+2

2 3 3
2 2
:>HX2+Y2H2 < i +0
bulunur.
Teorem 4.3.3° nin ispat: {x, | smrh ve (i) saglandigindan { X, }
yakinsaktir. Ciinkii
Enm—mﬂn—m SUP o [[Xes TX || i
1Mo lim s Sup,.o (1%, + X || < 1imses iMoo SUP 0 [1X,,4,
1Moo LMo sup,.>0| X, tX || < 1Moo limy 5 SUp, X,
1im e lim,s SUP 50 [Xss X || + 1Moo i SUP o= 1%, , <0

m+i (0] n+i

limm%oo limn%oo Supl.>0 |

+x || —lim, lim, ,_ sup

lim o0 limpe sUp 5, |1 X

+x ” <lim,  lim . _sup,.,

m+i n+i

I7‘l+l

olur. Dolayisiyla m =n igin {

}yaklnsaktlr. i=0 almirsa { || Xy ” }

dizisinin yakinsak oldugu goriiliir. Onerme 4.3.3. de X =x Y=x,X =x

m+i ° m > n+i

Y = x, alimirsa, (iii) ve (iv) saglanir. Ayrica { || X, || } dizisi yakinsak oldugundan

(i) ve (ii) de saglanmus olur. O halde Onerme 4.3.4. geregi

1M oe 1iMy 0 SUP, 5 ’<0 (4.3.2)

x2m+i +x2mH 2 _‘x2n+i + xzn

2 2
esitsizligi elde edilir. Bu durumda { Hx,fuzz } yakinsak ve (4.3.2) esitsizligi
gergeklendiginden [, Hilbert uzayinda Onerme 4.2.2 nin hipotezleri saglanmis olur.

Sonug olarak, {xnz} dizisi /, uzayinda kendi asimtotik merkezine hemen hemen

zayif yakinsaktir.

. - 7 , , R 2\ 0’0
Ornek 4.3.5. T(xlsz): (x12+x22) (xz xl) (X1 xz)e + ( )

(0, 0) (x,, x,)=(0,0)

ise { T"x } dizisi kendi asimtotik merkezine hemen hemen zay1f yakinsaktir.
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Coziim: { 7"x } dizisinin hemen hemen zayif yakinsak oldugunu gostermek igin
[Pu-r < au e aful” =[]+l | |6 (B) @33)
esitsizliginin gerceklendigini ve F (T ), T’ nin sabit noktalar kiimesini géstermek
lizere F(T) kiimesinin bos olmadig1 ya da ¢ >0 oldugu gdsterilmelidir.
T(0, 0)=(0, 0) oldugundan F(T) kiimesi bos degildir. k=1, c=1, p=2,
lim,,, a =1 ve x=(x,x,), y=(»,»,)eR’ icin

HT(XI’ XZ)_T(yl’ yz)sz SH (xl’ x2)_(yl’ yz) H2

SR C I CIE o GO i e

esitsizliginin varhigi gosterilmelidir.
|7u+ 1] < Ju+v], (4.3.4)
esitsizligi dogru oldugundan (Wittmann, 1990) v=(0, 0) igin
[ 7u ], <|ul) =] u], =] 7u ], 20 (4.3.5)
olur. (4.3.5) esitsizliginin sag tarafina pozitif bir say1 olan c( ||u||22 —||T u||22)
eklenirse
|7l <l ul, +elfu ], = 7], |
bulunur. O halde (4.3.3) esitsizligi v=(0, 0) igin saglanmus olur. Diger taraftan,
max((-x)’,(-x,)’)

T(~(x:3)) =T (-5:%,) =1 (S ) 4 ()
(0,0) (x,%,)=(0,0)

(-x,,—x)  (x.,x,)eR.*/ (0,0)

max (x%,x,>
= xlz(flxz;)(xz’xl) (x1.x,)eR.*/ (0,0)

(0,0) (x,,x,)=(0,0)
=—T(x1,x2)

bulunur. O halde 7 fonksiyonu tek bir fonksiyondur. (4.3.4) esitsizlignde

k=1, ¢=1, p=2 olmakiizere v yerine —v yazilirsa,
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HTu +T (—v)”2 = ||Tu - Tv”2 < ||u - v||2

e I A ] i e N
elde edilir. O halde { T"x } dizisi kendi asimtotik merkezine hemen hemen zayif

yakinsaktir.

Ornek 4.3.6. 9 bir Cantor ternary fonksiyonu olmak iizere

£10.1]-[0. 1], g: [-1 1] > [-1 1]

s 0<s<

1
f(s)= 2 )= {—f(—s) [1<5<0

Hs) —<s<1 S(s) 0<s<l1
2

seklinde tanimlansin. O zaman
C= [0, l]x [O, 1] c R? = (—o0, o0)x (o0, ) kapali konveks bir kiime olmak iizere
T:-C->C,(u,v)eC
igin
T(u, v)=(u, f(v))
seklinde tanimlanan 7 donilistimii stireklidir. Ayrica F (T ) =0 ve (4.2.1).
esitsizligini saglar. Ancak 7' doniisiimii asimtotik nonexpansive degildir. Ayrica,
[—1, l]x[—l, I]CR2 = (-0, 0)x (-0, ) ve T: C—>C

T'(u, v)=(u,g(v))
seklinde tanimlansin. O zaman; 7 siireklidir ve asimtotik nonexpansive degildir.

Ayrica T tek fonksiyondur ve 7' doniisiimii (4.1.1) esitsizligini saglar.
Cozim: u, veC ig:in” (u, v) ||2 =u’ +v* seklinde tanmimlansm. Oncelikle T
doniigiimiiniin stirekli oldugu gosterilmelidir. u, ve C, V £ >0 igin
|| U—v ||2 :|| (u;, v)—(uy, v,) ||2 <0
oldugunda
| @@ -1 [ =] T, v)-T(w,, v,) | <e

olacak bi¢cimde bir & > 0 sayisinin var oldugu gosterilmelidir.
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1 1
0<v,<— ve 0<vy, £— icin
1=y 235 ¢

” T(u, v)=T(uy, v,) ”2 =|| (uy, f ()= (uy, (1)) ”2 =|| (u, v)—(u,, v,) ”2 <o

=&=0>0

bulundugundan bu aralikta 7" siirekli olur. %< v, <1 ve 0<v, S% olsun. O zaman

bu aralikta her zaman $(v,) <v, dogrudur ve

” T(u, v)=T(u,, v,) ”2 :” (u,, 3(v))—(u,, v,) ”2 =(u _“2)2 +(19(V1)_V2)2
<(u—u,) +(v,-v,) :|| (u,, v)—(uy, v,) ||2 <o

=&=0>0

bulunur. Dolayisiyla bu aralikta 7' doniistimii siireklidir. Benzer sekilde, 0<v, S%
ve %<v2 <1 araliginda $(v,)<v, olur ve bdylece T' doniisiimiiniin siirekli

oldugu goriiliir. Son olarak % <y, <1 ve % <v, <1 alinirsa;

| TG, ) =Ty vo) [ =] Gy S0 =tz S0 [ = (1 =1,)* +(90) = 9(v,))"
= (uy, —1,)* +(I(W))” = 28(1)I(,) +(K(v,))*
<(u, —1u,)* +2((9(n))” = 29(»)I(v,) +2(8(v,))’
<(u,—u,)’ +2 ((19(\/1 )’ =29(»)3(v,) +(9(v,))’ ) <(u—u)’ +2(v =y, +v,%)
=(u,—u,) + (v, =)+ 4+, < || (uy, v)—(uy,v,) ||2 +v +v) <5+K<e¢
olur. O halde 7 doniisiimi siireklidir. Ancak, 7' doniigiimii asimtotik nonexpansive

degildir. Bunun i¢in u, veC, k>0 i¢in lim, , a, =1 olmak {izere,
H T'u—-T" HSak” u—v ||

esitsizliginin saglanmadig1 gosterilmelidir. £ =1 icin bu esitsizligin saglanmadigini

gostermek yeterlidir. Yani,

2 2 2
||Tu—Tv|| <a ||u—v||

saglanmadig gosterilmelidir. v, =%, v, =£ olsun. f(v)= %, f(v) =% olur. O
zaman
2 2 2 > (1 3Y
” T, v) =T (uy, v,) ” =(u1 _MZ) +(f(vl)_f("2)) :(”1 _”2) +(E_Zj
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Ve

2 2 2 2 2 2 2 4 16Y
al ||H—V|| :al (ul—uz) +(V1—V2) :al (ul—uz) + g—ﬁ

1 3) 1 _(2) 4
bulunur. @, =1 i¢in 1.3 =—<|—| =— esitsizligi dogru olmadigindan T
2 4 16 \9 81

dontistimii asimtotik nonexpansive degildir.

Simdi, 7 doniisiimiiniin (4.2.1) esitsizligini sagladig1 gosterilsin. 4 Cantor

fonksiyonu % < s <1 araliginda,

S(S)zzl;n—l’ Sel:ak(n)’ bk(n):| k=12, ..., -l
1 4 5
—, —<s<—
2 6 6
1o 1
4 1 18
3o
4 18 18
1 28_..2
8 54 54

19(5): E ﬁ<S<3_5
8 54 54
8 54 54
T2 533
8 54 54

seklinde tanimlanir. O zaman tanimdan agik¢a goriildiigi gibi f(v,) =v, veya

f(v)=38(v)iken f(v,)<v, her zaman dogrudur. Ayrica,
L) = FODS )+ 2 0) <0 —vw, +0)7 v, (4.3.6)

esitsizligi de ¢’ nin tanimi geregi her zaman saglanir. Ornegin, v,, v, € (5, 1}

59



4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Ozlem GUL

olsun. O zaman;

16 1 3
= n = S0 = )= S s < e T

esitsizligi bulunur. Benzer sekilde, v, E(O, %}, v, e(%, 1} olmak tzere

v, = %, v, =% olarak aliirsa yukaridaki (4.3.6) esitsizliginin dogru oldugu goriiliir.

Bu verilerden yararlanarak;
| TGy v) =Ty, vp) [ = G =10)* +( 0 = f )
=(y, _”2)2 +f2(v1)_2f(vl)f(vz)+fz(Vz)
=(u, _u2)2 +fz(v1)_2f(v1)f(vz)+f2(vz)+fz(vl)_fz(vl)"'fz(vz)_fz(vz)
:(ul _uz)z +2f2(V1)_2f(vl)f(vz)+2f2(vz)_fz(vl)_fz(vz)
<(y, _“2)2 +(v _Vz)z "'Vl2 ""Vz2 _fz(vl)_fz(vz)
=(u, _”2)2 +(v _Vz)z +V12 +“21 _uzl +V22 +”22 _”22 _fz(vl)_fz(vz)
=(y, _“2)2 +( _v2)2 "'Vl2 +u21 _u21 _fz(vl)+v22 +u22 _uzz _fz(vz)
=|| (u, v)—(u,, v,) ||2+[ ” (u;, Vl)”Z_” T(u, ) ||2+|| (113, v,) ”2 _” T'(uy, v,) ||2i|

bulunur. Boylece (4.2.1) esitsizliginin a, =1, p=2, c¢=1 i¢in saglandig: bulunur..
{ 1} .
Ayrica ve| 0, 5 1¢in
T(u, v)=(u, f(v))=(u, v)

oldugundan 7" doniisiimii sabittir ve (u, v) € F’ (T ) dolayisiyla F (T ) =@ dir.

(u, —f(-v)) -1<v<0

GDTW’Wzﬁhg“»z{ (/) 0<v<]
O<v<l= T(u, v)= (u, f (v)) oldugundan 7' doniisiimii bu aralik icin (1) geregi

sureklidir.
S1<v<0 =T, v)=u, —f(-v))

\
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oldugundan -1<v <0 aralifinda da 7 doniisiimii (i) geregi siireklidir ve yine (i)
geregi T doniislimii asimtotik nonexpansive degildir ve (4.2.1) esitsizligini saglar.
Simdi 7 doniisimiiniin tek fonksiyon oldugu gosterimelidir. Bunun i¢in

T (—(u, v)) =—T(u, v) oldugu gosterilmelidir.
T(~(u, v)) =T ((~u,~ v)) = (-u, g(-v))

[Cu, =) A0 [ @) -1<-v<0
B @, —f(=v) 0<-v<l

(—u, f(-v)) 0<-v<l

|, =f(=v)) -1<v<0
Tl ) 0<v<l
=-T(u, v)

bulunur. 7' tek fonksiyon oldugundan,

H T'u+T"y H=H T'u—-T"(-v) “Sak” u—(—v) ||:ak|| u+v ||
esitsizliginin saglandigi goriiliir. 7 doniisiimii tek ve (4.2.1) esitsizligini
sagladigindan, —v=(-u,, v,), u=(u;, v,)e C igin

| TGus W) =Ty v) [ =] Ty )+ Ty, vy

S”(“1’ Vl)_(_MZ’ Vz)”2 +|:|| (“1’ Vl) ”2 _” T(ul’ Vl) ”2 +|| (_”2: Vz)”2 _” T(_uz’ vz) ”2J

0 zaman,
” T(u;,vy)+T(u,,v,) ”2 S” (uy, v)+(uy, v,) ”2

+|:|| (”1’ vl) ”2 _” T(”la vl) ”2 + | (“2> vz) ”2_” T(“za vz) ”2J

elde edilir.7 doniisiimii (4.1.1) esitsizligini saglar bu nedenle 7 doniisiimii lineer

olmayan kuvvetli ortalama ergodik teoremi gercekler.

Ornek 4.3.7. C =[0,1]x[0,1]x[0,1] = R’ olsun. 1 :[0,]] = [0,1]

Vv, OSVS%
rm=
9(\/), E<v£1

T:C—>C,u, ulv, v, eC, T(ul, ulv, vl)z(ul, ulv,f(vl)), (u, v) ||2 =u’ +v*

olsun. O zaman { T ”x} dizisi kendi asimtotik merkezine hemen hemen zayif

yakinsaktir.
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Coziim:

2

)
=(u, —u, )2 +(u1' —u2')2 +(v, v, )2
v’ =2 (v)+v =7 (v2)+u1'2 —u” =) —ul ) —u,

2 2 .
—HT(ul, u, vl)

2

l

(ul, u, vl)

2

:H (ul, u, vl)—(uz, u,, vz)

' 2 '
(uz, u,, vz) —HT(uz, u,, vz)

"

bulunur. Ayrica T (u, v) = (u, v), (0 <yv< %j oldugundan 7' doniisiimiiniin sabit

noktalar kiimesi olan F(7') bos degildir. O halde { T"x } dizisi kendi asimtotik

merkezine hemen hemen zayif yakinsaktir.

Ornek 4.3.8. B, (_ uzayi iginde birim yuvar ve {k,}, k, >1 ve k, 4 1 olmak

lizere gercel sayilarin herhangi bir dizisini gostersin. 7: 8B — B,

T, ||=kn ve
f: [-1 1]>[-1, 1] Lipschitz sabiti k, ve f (0)=0 kosulunu saglayan tek bir

fonksiyon olsun ve

k k
T(xl, Xyy Xy - - .):[O,f(xl), fxz, k—3x3, .. J
1 2

seklinde tanimlansin. O zaman || T || =sup ., {kn, %} =k, olmak iizere {T"x}

dizisi kendi asimtotik merkezine hemen hemen zayif yakinsaktir.
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Coziim: {T ”x} dizisinin kendi asimtotik merkezine hemen hemen zayif
yakinsak oldugunu gostermek icin (4.2.1) esitsizliginin p=2 ve c=1 igin

saglandigin1 géstermek yeterlidir.

k k
T(xl, Xyy Xy - .):[O,f(xl), k—zxz, k—3x3, .. ]
1 2

n kn n+ n+
T (xl, X, X;, ...)=(O, 0,...0, Ef(xl)’ kllxz, k23 X5, J

dir. T doniisiimiiniin asimtotik nonexpansive oldugu  Ornek 1.7.12° de

gosterilmistir. O halde x, y € B igin

T"x-T"y

<k,

x=y | (4.3.7)
ve
[ <k fx-y

esitsizlikleri mevcuttur. Diger taraftan;

2
[ P+l 1< 77 |

oldugu gosterilirse, (4.3.7) esitsizliginin sag tarafina pozitif olan son esitsizligin

T"x-T"y

T"x >0

‘2

T"y

eklenmesi (4.3.7) esitsizligini bozmaz. Paralelkenar esitliginden;

1
ol I = (=1 + e+ 1)

7+ :%( P N 2)
dir. O halde,

o+ = (Jrsf +r)

= L (lemof o) - e o
oldugu yani,

L R [ O A ey

oo +feeof 2715 + T"x+T"yH2

oldugu gosterilmelidir. (4.3.7) esitsizliginden,

<ol

T'x-T"y

63



4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Ozlem GUL

oldugu bilinmektedir. O zaman;

T")C+T"yH2 < ||)c+y||2

oldugu gosterilirse ¢oziim tamamlanir.

e |

T'x+T"y

2
k

k k k
=10,0,...,0,—= , Ly 0,0,...,0,—= Ly,
( A f(x1) K Xy }"'( A f(y1) k b2 j

2

»|»

<k (1) £ sl ..
olur. Ayrica f Lipschitz ve tek fonksiyon oldugundan x,, —y e[-1, 1] igin
Hf(xl)_f(_yl )H <k Hxl _(_yl )H
Hf(x1)_(_f(y1))uz <k’ ”xl +y1||2
|7 Ga)+ s O < b+ il

fs||x+ v [ esitsizligi gosterildiginden (4.2.1)

dir. Sonug¢ olarak H T"x+T"y

esitsizligi saglanir. O halde { T"x } dizisi kendi asimtotik merkezine hemen hemen

zayif  yakinsaktir. Ayrica T doniistimiiniin asimtotik merkezi

(0,0, ..., f(x), x,, ...) dir.
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4.4. I-Nonexpansive Doniisiimler icin Ortalama Ergodik Teorem
Bu boliimde 4.1. ve 4.2. boliimlerinde incelenen lineer olmayan doniisiimler i¢in
zayif ve kuvvetli ergodik teoremlerin, / - nonexpansive doniisiimlere genisletilmesi

verilerek / - nonexpansive doniistimler i¢in zayif ergodik teorem ispatlanacaktir.

Teorem 4.4.1. .7,

.| normu ve (., .) i¢ garpimu ile reel bir Hilbert uzay1 olsun.

C, » Hilbert uzaymm’ nin herhengi bir alt kiimesi ve B, C kiimesinin smirli bir
alt kiimesi olarak verilsin. 7: C — C lineer olmayan bir doniisiim, /: C > C

lineer olmayan sinirli bir doniistim ve 7, / degismeli olsun. Ayrica;

(i) u, veB ve q,, ¢, p negatif olmayan sabitleri i¢in }{im a, =1 olmak iizere
—

IT*u -1 < a|1u—1]" + c[akulkuu o 7 A T HT"VM +5,(B) (4.4.1)
olacak bigimde lim &, (B)=0 olmak iizere bir &, (B)>0 var ve
(i) Herx, y e Cigin
| 7 rx -1y < R T -1y |
olacak bigimde bir R, >0, lim, ,, R, =1 mevcut olsun.
O zaman F(T)(\F(I)#@ yada ¢>0 ise her xe C igin (7"x) dizisi kendi

asimtotik merkezine hemen hemen zay1f yakinsaktir.

Ispat: F(T)NF(I)#@ ve ¢ =0 olsun. O zaman

Ir*u-1"" < a|u—1""+5,(B) (4.4.2)
olur. B={x, w} i¢in u=x, v=we F(T)F(I) degerleri (4.4.2) esitsizliginde
yerine yazilirsa;

|T*x =1 <a|r*x—1'w|" +5,(B)

|7*x=w|" <a | x—w|" +5,(B)
clde edilir. 7 smirh oldugundan {7"x—w} dolayisiyla {T"x—w-+w}|={T"x]
smirhdir. O halde B ={7"x}U{w} almabilir. u=T"x, v=w (4.4.2) esitsizliginde

yerine yazilirsa,
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[Tt =1 <a |[I'T"x = 1'W|" + 5, (B)
<a [T x-1"1'W|" +5,(B)
<aR|r"x—1'w|" +5,(B)
k]
k = % igin limit alinirsa
Y e
fimyere [ =" +limi =[x =] <0
o R
elde edilir. O halde { | 77x-w| } dizisi dolay1siyla { | x| } yakinsaktir.
Son olarak (4.42) esitsizliginde k=n-m, u=T""x, v=T"x yazlirsa;

xeC, M:sup,zo{u T'x H }, N:SUP,ZO{ H I'x H }, max {M, N} =K igin

- _ P
H T mmmmmm x_Tn m+mx H San7

- |5, (B)
H Ty T H” <a_ H I"™"T™ x—1""T"x Hp +5,.,(B)
<a, R’ H Ty [y Hp

A= [ | s 4o ()

i P
H T}'l+lx_Tle H _

-2 | <la,., —1|(an_m (2K)”)

B T supy || 75T [ = 7= 175 [ ] <0
bulunur. O halde {xn}:{T "x} olarak alinirsa, Onerme 4.2.2. (iii), p=2 icin

saglandigimdan {x,}={T"x} kendi asimtotik merkezine hemen hemen zayif
yakmnsaktir.
c#0ve F(T)NF(I)=@ olsun. xeC, B={x} i¢in (4.4.1) esitsizliginde
u=v=x yazirsa;
0<cl2a,| x| 2] x| |+, (1))
7] e ] o ()2
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lineer olmayan [ doniisiimii sinirli oldugundan {T "Xx:n2 O} siirlt olur. O halde
B= {T"x: n 0} icin u=v=T"x (4.4.1) esitsizliginde yerine yazilirsa, k, n>0
i¢in

TrH—kx

"< a, HlkT”pr +0, (B)/2c
elde edilir. £ — oo i¢in limit alinirsa, { H T"x H } dizisinin yakinsak oldugu goriiliir.

Son olarak ( 4.4.1) esitsizliginde k =n-m, u=T"""x, v=T"x yazilirsa;

P

] P i P —
lx ‘ _H Tn-Hx - In mTWlx

! —H T"x H”}ran_m (B)

i rn— - P
=an_m H Tm-H[n mx_]}'l mTWlx

+[ W e e e g Hp} 5, (B)
<a, R, | T""x-1"x |

e e e e EE N R i
o Rty IR D i W Fa P
<la, ,, —1|(an_m (2K)" + 2cK2”)

bulunur ve sonug olarak;

PITN i p i P
lim lim sup,, [H T"'x—-T"x H —H T 'x—T"x H }S 0
wwwwww -

elde edili. O halde p=2 igin Onerme 4.2.2 (iii) saglamr. Dolayisiyla

{ X, } = { T"x } dizisi kendi asimtotik merkezine hemen hemen zayif yakinsaktir.

Ornek 4.4.2 C=[2, 3]xRcR? ve

T: C>C, T(x, xz)z(xlz_'_l, xzj

I: C>C, I(xl,xz):(%+8, xzj, %<g<1
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seklinde tamimlansin. O zaman F(T)NF(/)=@ dir ve c¢=1,p=2 igin

765507010 [ | lj(ylej

( Ny
<H1 xl’ 2) ] y1ay2 H

HV%2W4V%%HHV%%Hme%N

(258 sy

2

2

Ve

2

H TI(x,, x,)—IT (v, ,) H2 =H T(%+g, xzj—l(leH, )’z)

—y +1-2¢Y
:(Jﬂ yl4 j +(x2_y2)2

SH T(XD xz)_l(yl’ yz) H2

x, +1 y
( 12 9'x2j (5—}-6 y2j
2
x—y+l-2¢ 2
( 5 j ( 2 yz)

(1) ve (i1)) saglandigindan. Teorem 4.4.1. geregi { T ”x} dizisi kendi asimtotik

2

merkezine hemen hemen zayif yakinsar.
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5. SONUC ve ONERILER

Banach uzaylarinda lineer 77 doniisiimii i¢in bilinen %nzl:T 'x ortalamasinin

i=0

yakinsaklig1 ile ilgili olarak uzun yillardir kapsamli arastirmalar yapilmaktadir.
Ancak, Baillon (1975), ilk olarak lineer olmayan nonexpansive doniistimlerin
ortalamasinin yakinsakligini ispatlamistir. Baillon (1975) ile birlikte konuyla ilgili
birgok caligmalar yapilarak, lineer olmayan ergodik teoremler incelenmistir. Bu
calismalarda Banach uzayinin alt kiimelerinin Ozelliklerine gore alinan lineer
olmayan doniistimlerin ortalamalarinin yakinsakliklarina bakilmistir. Son yillarda
yapilan calismalarda ~» Hilbert uzaymin herhangi bir altkiimesi {izerinde bazi
Ozelliklere sahip lineer olmayan 7 doniisiimlerinin ortalamalarmin yakinsakligi
incelenmistir.

Bu tezde, Banach uzayinin herhangi bir altkiimesi iizerinde tanimlanan lineer
olmayan doniisiimler i¢in belli kosullar altinda alinan bazi Banach uzaylarinda lineer
olmayan doniisiimlerin ortalamasinin yakinsakliklart arastirllmigtir. Daha sonra
lineer olmayan doniisiimlerin 6zellikleri incelenerek degismeli ve I-nonexpansive
doniisiimler i¢in alman belli kosullara gore lineer olmayan doniisiimlerin
ortalamasinin zay1f yakinsak oldugu gosterilmistir.

Banach uzayinin herhangi bir alt kiimesi iizerinde tanimlanan lineer olmayan
I-nonexpansive doniisiimler i¢in alinan kosullar altinda lineer olmayan kuvvetli

ergodik teoremin gecerliligi benzer olarak gosterilebilir.
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