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Bu tezde, ergodik teoride iyi bilinen noktasal ergodik teorem ortalanabilir gruplar igin
incelenmektedir. Ergodik teoremler icin temel arag¢ olan Banach prensibi ayrintili olarak aciklanarak,

1
maksimal esitsizlik saglandiginda, A, [ f ](x) = ‘T Z Tg f (x) ortalamasinin hemen hemen her

n| &€k,

yerde yakinsadigi noktalarin kiimesinin Banach Prensibi geregi kapali oldugu kullanilarak,

G x Z [J, ortalanabilir grubu igin noktasal ergodik teoremin saglandig1 gosterilmektedir. Ayrica her

i=l1

ortalanabilir grubun bir tempered Folner dizisi igerdigini kullanarak [] X ZD , ortalanabilir grubu
i=1

icindeki Folner dizisi géz oniline alinmaktadir. Bu dizinin tempered Folner dizisi oldugu gosterilerek
Lindenstrauss (1999) ¢alismasi geregi [] X ZD , ortalanabilir grubu i¢in noktasal ergodik teoremin

i=1
saglandig1 incelenmektedir.

ANAHTAR KELIMELER: Ortalanabilir grup, ergodik teoremler, Banach prensibi.
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In this thesis, the well-known pointwise ergodic theorem in ergodic theory is investigated for
amenable groups. The Banach principle which is a fundamental tool for ergodic theorems is explained
in detail, if the maximal inequality holds due to Banach principle, by using the fact that the points of

1
the set where the average 4, [ f ](x) =1z Z T < f (x) converges almost eveywhere is closed, the

geF,

n
o0

pointwise ergodic theorem is shown for the amenable group GXZD , - In addition, since every

i=1

amenable group has a tempered Folner sequence, the Felner sequence in the amenable group

0 x ZD , is investigated. Due to Lindenstrauss (1999), the validity of pointwise ergodic theorem
i=1

for the amenable group [] X ZD , is investigated.
i=1

KEY WORDS: Amenable group, ergodic theorems, Banach principle.
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Yogun c¢aligmalar sonucunda olusan bu tezin her asamasinda bana yol gosteren ve benden
yardimlarim esirgemeyen danismanim Saym Yrd. Dog. Dr. Seyit TEMiR’e, kaynak temininde
yardimci olan Sayin Yrd. Dog¢. Dr. Hasan AKIN’a tesekkiirii bir bor¢ bilirim. Ayrica hayatimin her
aninda bana destek olan degerli aileme ve beni hi¢ yalniz birakmayan biricik esim Ogr. Gér. Gékhan

YALCIN’a en i¢ten duygularimla tesekkiir ederim.
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1. GIRIS
Ergodik teoride ( X, A4, 1 ) olasilik 6lgim uzayi, 7: X — X 06l¢iimii koruyan

.18 A .
doniisim olmak {iizere xeX i¢in —z f (T ’x)ortalamas1 mevcut iken bu
i=0

ortalamanin nasil yakinsadigi arastirilmaktadir. Ergodik teoriye ait ilk Onemli
sonuclar G.D.Birkhoff ve Von-Neumann tarafindan elde edilmistir. Bu sonuglar
sirastyla noktasal ergodik teorem ve ortalama ergodik teorem olarak bilinir. 1950
yilindan itibaren klasik ergodik teorinin birgok sonucu ortalanabilir gruplara
genellestirilmeye baslandi.

Bir X kiimesi iizerine etki eden G grubu i¢in bir degismez ortalamanin varligi
1920-1930 yillar1 arasinda Banach ve Tarski tarafindan incelendi. Ortalanabilir
terimi ilk defa 1950 yilinda M.M.Day tarafindan kullanildi. Felner (1955) bir grup
icin Zayif Folner Sarti’nin (ZFS) ve Kuvvetli Folner Sarti’nin (KFS) her ikisinin de
grubun ortalanabilirligine denk oldugunu ispatladi. Day (1957) kuvvetli
ortalanabilirlik kavramini aragtirdi. Dogal olarak bir ortalanabilir grup i¢in verilen
sartlarin ortalanabilir yar1 gruplara nasil genellestirilebilecegi merak edilen bir
soruydu. Frey (1960) tezinde Folner Sarti’m1 (FS) sartin1 verdi. Namioka (1964) bir
yar1 grubun sag ortalanabilir olmasi i¢in Zayif Felner Sarti’ndan daha kuvvetli olan
iki tane yeter sart vermistir. Ayrica Kuvvetli Namioka Felner Sart’nin (KNFS)
Zayif Namioka Felner Sarti’nmi (ZNFS) sagladigini ve Zayif Namioka Felner
Sarti’nin sag ortalanabilirligi (SO) sagladigini ispatladi. Argabright ve Wilde (1967)
ise S yar1 grubu sol sadelesme 6zelligine sahip iken Folner Sarti’nin Kuvvetli Folner
Sarti’na denk oldugunu gostermislerdir.

] icindeki araliklarin dizileri i¢in ortalama ergodik teorem saglanirken,
noktasal ergodik teorem saglanmaz. Shulman (1988) calismasinda Shulman Sarti’n1

vermisgtir. Shulman Sarti’n1 saglayan (Fn) dizisine tempered Felner dizisi denir.

Tempelman (1992) ise Zayif Tempelman Sarti’n1 vermistir. G ortalanabilir grubu

i=1
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Zayif Tempelman Sarti’nda UFlen ifadesi verilmistir. Buradan Zayif Tempelman

i=1
Sarti’'nin Shulman Sarti’'ndan daha giiglii oldugu anlasilmaktadir. Rosenblatt ve
Wierdl (1992) makalesinde |I n| artan olmak tizere, (/,) U i¢indeki araliklarin
dizileri i¢in noktasal ergodik teoremin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart olarak
Zayif Tempelman Sarti’nin saglandigini vermislerdir.

Shulman (1988) tempered Folner dizileri ve L, (X ) icindeki fonksiyonlar icin
noktasal ergodik teoremi ispatlamistir. Bununla birlikte ortalanabilir gruplar i¢in
noktasal ergodik teoremin saglanmasi hususunda en Onemli teoremlerden biri
Lindenstrauss (1999) ¢alismasinda verilmistir:

(X, B, u ) olasilik 6l¢iim uzayinda ergodik etki eden bir ortalanabilir grup G
ve (Fn) bir tempered Folner dizisi olsun. Vf € L, ( X, B, x4 ) i¢in hemen hemen her

yerde

lim Zf g0)= ]/ (xpu(x)

geF,

dir. Ayrica Lindenstrauss (1999) makalesinde her ortalanabilir grubun bir tempered
Folner dizisine sahip oldugunu gostermistir. Butkevich (2001) tezinde sol sadelesme
ozelligine sahip sol ortalanabilir sayilabilir yar1 gruplar i¢in noktasal ergodik teoremi
gostermistir.

Rosenblatt ve Wierdl (1992) c¢alismasi geregi, noktasal ergodik teoremin

saglanmasi i¢in |I n| artan olmak iizere (/,) [ i¢indeki araliklarmn dizilerinin Zayif
Tempelman Sarti’n1 sagladigi gerek ve yeter kosuluna gore bu sart1 saglayan ve
saglamayan dizilerin Ornekleri incelenmektedir. Temir (2002) calismasinda, G

herhangi bir sayilabilir ortalanabilir grup ve ZD , 1se sayilabilir degismeli grup

i=1
olmak {izere GXZD , direkt c¢arpimimin bir ortalanabilir grup oldugunu
i=1
gostermistir.
Bu calismalar g6z oniinde bulundurularak, sonucu ortalanabilir gruplar i¢in

noktasal ergodik teoremin ispatinda kullanilacak olan Banach prensibi ayrintili

2



1. GiRiS Feyza YALCIN

olarak incelenmektedir. Ayrica GXZD , ortalanabilir ~grubu icindeki
i=1

F = ( F'xF, ") Folner dizisi gbz oniine alarak, maksimal esitsizlik saglandiginda

A, [ f ](x)zéz T.f (x) ortalamasinin hemen hemen her yerde yakinsakligi

gek,

n

gosterilerek, G x ZD , ortalanabilir grubu i¢in noktasal ergodik teoremin gegerliligi
i=1

ifade edilmektedir. Ayrica [J XZD , ortalanabilir grubu i¢in noktasal ergodik

i=1

teoremin saglandigi incelenmektedir.
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2. ONCEKI CALISMALAR
2.1. Metrik Uzaylar
Tamim 2.1.1. X bos olmayan herhangi bir kiime olmak {izere, X iizerinde tanimli

bir d: X x X — [ fonksiyonu

(M1) Vx, ye X igin d(x, y)ZO,

(M2) Vx, ye X igin d(x, y):0<:>x:y,

(M3) Vx, ye X igin d(x, y)=d(y, x),

(M4) Vx, y, ze X igin d(x, y) < a’(x, z) + d(z, y) (licgen esitsizligi),
aksiyomlarin1 sagliyorsa, d (x, y) fonksiyonuna X kiimesi lizerinde bir metrik ve
(X ,d ) ikilisine de bir metrik uzay denir.

Ornek 2.1.2. X =[] ve d metrigi d(x, y) =| xX—y | olarak alinirsa, (X, d) bir

metrik uzay olur.

Tamm 2.1.3. (X, d) bir metrik uzay, a € X ve >0 olsun.

B(a,r) = {x‘ d(a,x) < r}
kiimesine a merkezli, » yaricapl a¢ik yuvar,
B[a,r] = {x‘ d(a,x) < r}
kiimesine a merkezli, r yaricaph kapali yuvar,
S(a,r) = {x‘ d(a,x) = r}
kiimesine de a merkezli, » yarigapli yuvar yiizeyi denir.
Tamm 2.1.4. (X, d) bir metrik uzay ve G — X olsun. Vx e G igin B(x,g) cG
olacak sekilde bir &=¢(x)>0 saysi varsa, G alt kiimesine bir agik kiime denir.

Eger bir F' < X alt kiimesinin tlimleyeni agik ise bu F kiimesine kapal: kiime denir.
Teorem 2.1.5. Bir metrik uzayda her agik yuvar bir agik kiimedir ( Kolmogorov

ve Fomin, 1970 ).
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Tamm 2.1.6. (X, d) bir metrik uzay, xe X ve U c X bir alt kiime olsun. Bir

>0 sayist i¢in B(x,g)cU saglaniyorsa, bu U kiimesine x noktasinin bir

komgulugu denir.

Tanm 2.1.7. (X , d ) bir metrik uzay, x€ X ve 4 — X olsun. Bu takdirde,
Ve >0 igin B(x,g)mA;t@
ise x noktasina A4 kiimesinin bir degme noktas: denir. A’nin degme noktalarinin

kiimesine de A nin kapanisi denir ve A ile gosterilir.

Tamm 2.1.8. (X, d) bir metrik uzay, xe X ve Ac X olsun. V&>0 igin

B(x,¢&) ile A’nin x’den farkli en az bir ortak noktasi varsa, bu x noktasma A4

kiimesinin bir yigilma noktast denir.

Tamm 2.1.9. (X, d) bir metrik uzay, xe X ve Ac X olsun. Bir £>0 igin
B(x,g) kiimesi 4’nin i¢inde kaliyorsa, bu x noktasina 4 kiimesinin bir i¢ noktast
denir. 4 kiimesinin i¢ noktalarindan olusan kiimeye ise 4’nin i¢i denir ve A° ile

gosterilir.

Ornek 2.1.10. [1 iizerindeki mutlak deger metrigine gore
A=[0, 1]u{2} <l igin A=4 ve 4°=(0,1)"dir.

Tamm 2.1.11. (X, d) bir metrik uzay, (x,) X i¢inde bir dizi ve xe X olsun.
Ve>0 igin Vn>N(¢) oldugunda d(x,, x)<e& olacak sekilde bir N (&) dogal
sayisi bulunabiliyorsa, (x,) dizisi x noktasina yakinsaktr denir ve x, —x ile
gosterilir. Ayrica x noktasina da (x, ) dizisinin limiti denir.

Ornek 2.1.12. X =[0, 1) ve d(x, y)=|x—y | olarak verilsin.

(xn ) = (lj dizisi i¢in limd (x 0) =lim

nd
n

1_0‘:0
n

n—»0 n—>0

oldugundan bu dizi yakinsaktir.

Teorem 2.1.13. (X, d) ve (Y, d') iki metrik uzay ve @# A< X olsun. Bu

takdirde,
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(a) xe A olmast i¢in gerek ve yeter kosul 4 i¢inde x noktasina yakinsayan bir

(x,) dizisinin bulunmasidir.
(b) f:X —>Y bir xe X noktasinda siirekli olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul
X iginde x, —> x kosulunu saglayan her (x,) dizisi i¢in ¥ i¢inde f(x,)— f(x)
olmasidir ( Bayraktar, 1992 ).
Tamm 2.1.14. (X, d) bir metrik uzay ve (x,) X i¢inde bir dizi olsun. V& >0

icin Vm, n> N (g) oldugunda
d (xm , X, ) <&
olacak sekilde bir N (8) dogal sayis1 bulunabiliyorsa, bu (xn) dizisine bir Cauchy
dizisi denir.
Teorem 2.1.15. Her yakinsak dizi Cauchy dizisidir. Fakat bu teoremin tersi her

zaman dogru degildir ( Kolmogorov ve Fomin, 1970 ).

Tanim 2.1.16. (X, d) bir metrik uzay ve 4, Bc X olsun. ADB ise A’ya B

icinde yogundur denir. Ozel olarak, 4 kiimesi X i¢inde yogunsa, A= X ’tir.
Tamm 2.1.17. (X, d) bir metrik uzay olsun. X igindeki her Cauchy dizisi X *in

bir elemanina yakinsak ise X uzayina tamdur denir.

Ornek 2.1.18. Kompleks sayilarm simirli dizilerinin

lm:{z:(zl, zz,...):|zi |SC, z,el, Cell } kiimesi
(2, wy=sup{ |5-m |}

metrigine gore tamdir ( Bayraktar, 1992 ).
Tamm 2.1.19. (X, d) bir metrik uzay, ¥ < X olsun. Bu takdirde,

(a) (I_/)o = ise Y kiimesine X icinde hi¢ bir yerde yogun olmayan kiime

denir.

(b)Y kiimesi, X icinde hi¢ bir yerde yogun olmayan kiimelerin bir sayilabilir
birlesimine esitse, Y kiimesine X icinde birinci kategoriden bir kiime denir.

( ¢ ) X icinde birinci kategoriden olmayan bir Y alt kiimesine de ikinci

kategoriden bir kiime denir.
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Teorem 2.1.20. ( Baire Teoremi ) Bos olmayan bir (X ,d ) tam metrik uzayi

kendi i¢inde ikinci kategoriden bir kiimedir ( Kolmogorov ve Fomin, 1970 ).

2.2. Topolojik Uzaylar
Tamm 2.2.1. X herhangi bir kiime olsun. P(X), X ’in kuvvet kiimesi olmak
iizere 7 < P(X) ailesi

(T1) D, Xer

(T2) G,,....,G,er=(\G er (nell)

i=1

(T3) A bir indis kiimesi olsun. A€ A i¢in G, e 7 = U G, er

AeA

sartlarini sagliyorsa, 7’ya X kiimesi iizerinde bir fopoloji denir. Ayrica (X, 7)

ikilisine bir fopolojik uzay ve 7 ’nun elemanlarina da bu topolojik uzayin ac¢ik

kiimeleri ad1 verilir.

Tanmim 2.2.2. X herhangi bir kiime olmak iizere, 7 = {@, X } ailesi X tlizerinde bir
topolojidir. Bu topolojiye ilkel topoloji denir. 7=P(X) ailesi de X iizerinde bir
topoloji olup, bu topolojiye diskret veya ayrik topoloji denir.

Tanim 2.2.3. (X , r) bir topolojik uzay ve xe€ X olsun. Verilen bir U c X

kiimesi i¢cin x € G c U olacak sekilde bir G € 7 varsa, U alt kiimesine x noktasinin

bir komsulugu denir.

Tamm 2.2.4. (X, 7) ve (Y, 7') iki topolojik uzay ve f:X —Y bir fonksiyon
ve X, € X olsun. Bu takdirde, f (xo) ‘mm 7’ topolojisine gore her ¥ komsulugu igin
f (U )c V' olacak sekilde x,’m 7 topolojisine gore bir U komsulugu mevcutsa, f
fonksiyonuna x, € X noktasinda siireklidir denir.

Tanim 2.2.5. (X , 2') bir topolojik uzay olsun. d metrigine gore agik kiimelerin

ailesi 7 olacak sekilde X iizerinde bir d metrigi tanimlanabilirse, (X, 7) uzayma

metriklenebilir denir.
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Tamm 2.2.6. X bir kiime ve A< X olsun. Eger bir U < P(X) ailesi igin

Ac U U saglanmiyorsa, U ailesine 4 alt kiimesinin bir ortisti denir. Eger A= X
Uev

ise U , X ’in bir oOrtiisi olur.

Tanim 2.2.7. X bir kiime ve U =(U,)_, (I bir indis kiimesi) X ’in bir ortiisii
olsun. Eger U "nun bir alt ailesi, yani /' < I olmak iizere V' =(U,)._, X ’in yine bir

ortiisii oluyorsa, U ailesine U ’nun bir alt ortiisii ad1 verilir.
Tamm 2.2.8. Bir ortiiniin eleman sayist sonlu veya sayilabilir ise bu Ortiiye

strastyla sonlu ortii veya sayilabilir 6rtii denir.

Tanim 2.2.9. (X , r) bir topolojik uzay ve Y, X ’in bir Ortiisii olsun. Eger Y nin

her eleman1 bu uzayda agik ise Y’ye bir a¢ik ortii denir.

Tanim 2.2.10. (X , r) bir topolojik uzay olsun. X ’in her agik Ortiistiniin sonlu bir

alt ortiisii varsa, bu topolojik uzaya kompakttir denir.

Teorem 2.2.11. (X , T) bir topolojik uzay ve 4 X olsun. 4’nin kompakt

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul 4’nin (X , r) uzayindaki her agik ortiisliniin sonlu

bir alt ortlisti bulunmasidir ( Lipschutz, 1965 ).
Tamm 2.2.12. Bir topolojik uzayin her noktasinin bir kompakt komsulugu varsa,

bu topolojik uzaya lokal kompakt uzay denir.

Teorem 2.2.13. ( Heine-Borel Teoremi ) Kapali ve simirh 4=[a, b] araliginm

her acik Ortiistiniin sonlu bir alt ortiisti vardir ( Lipschutz, 1965 ).
Onerme 2.2.14. Her kompakt uzay lokal kompakttir. Fakat bu 6nermenin tersi
daima dogru degildir ( Lipschutz, 1965 ).

Ornek 2.2.15. [ kiimesi alisilmis topolojisi ile goz dniine almnirsa, her bir p el
noktasi [ p-0, p+§] kapali araligiin icindedir ve bu aralik Heine-Borel Teoremi

geregi kompakttir. Boylece [I lokal kompakt uzaydir. Ancak [ bir kompakt uzay
degildir. Ciinkii

P ={...(-3-1), (-2,0), (-L1), (0,2), (1L3)....}

ailesi [ ’nin bir acgik Ortiisii olmasina ragmen sonlu bir alt ortii igermez ( Lipschutz,

1965 ).
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2.3. Normlu Lineer Uzaylar
Tamm 2.3.1. L bos olmayan bir ciimle ve F, reel (veya kompleks) sayilar cismi

olsun. L i¢inde toplama ad1 verilen fonksiyon Vx, y € L i¢in
+:LxL—>L, +(x,y)=x+y

ile tanimlansin ve L i¢inde carpma adi verilen fonksiyon Va € F, Vx € L i¢in
-t FxL—>L, (a, x)=ax

ile tanimlansin. Eger “+” ve “-” fonksiyonlar1 Vx, y, ze L ve Ve, f €F i¢in
(L1) x+yel,
(L2) x+(y+z):(x+y)+z ,
(L3) Vxe L igin x+6 =6+ x = x olacak bigimde bir # € L elemani var,
(L4) Vxe L igin x+ x"= 60 olacak bigimde bir x" € L elemani var,
(LS) x+y=y+x,
(L6) axel,

(L7) a.(x+y)=a.x+a.y,
(L8) (a+p)x=ax+p.y,

(L9) (a.f)x=a.(fx),
(L10) lx=x (1leF),
kosullarini sagliyorsa, L kiimesine F cismi iizerinde bir lineer uzay veya vektor uzayt
denir.
Ornek 2.3.2. X herhangi bir kiime, F=[] (veya [] ) olmak iizere
L={f| f:X —F } kiimesi

(f+g)(x)=f(x)+g(x) ve (a.f)(x) = [ (%)
ile tanimlanan toplama ve carpma islemlerine gore F cismi iizerinde bir lineer
uzaydir ( Bayraktar, 1992 ).
Tamm 2.3.3. L, F cismi iizerinde bir lineer uzay olsun. M c L alt kiimesi,

VaeF ve Vx, ye M icin
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(1) x+yeM
(2)axeM
sartlarini sagliyorsa, M kiimesine L’ nin bir alt uzay: denir.

Tamm 2.3.4. L, F cismi iizerinde bir lineer uzay olsun. || || : L —> [ fonksiyonu,
Vx, yelL ve Va €F i¢in
(N1) |[x[=0=x=0,

2

(N2) [ ax | =[] x

(N3) [y | <]x ]y

2

sartlarin1 sagliyorsa, || fonksiyonuna L iizerinde bir norm denir. (L, ||) ikilisine de

bir normlu uzay denir.

Tamm 2.3.5. (L,

||) bir normlu uzay olsun.

d(x y)=[x-y|
ile tanimlanan d : Lx L —[] metrigine norm metrigi denir.
Tanim 2.3.6. L bir normlu lineer uzay olsun. L, norm metrigine gore tam ise L’ye
Banach uzayt denir.
Ornek 2.3.7. p, 1 < p <o sartim saglayan bir reel say1 olsun.
l, :{ x=(x, x,...)| x, skaler}

kiimesi

w p
I 1, =( Sl

normuna gore bir Banach uzayidir ( Bayraktar, 1992 ).
Tanmim 2.3.8. L ve L', aym1 F cismi tizerinde birer lineer uzay olmak iizere,

T:L — L' operatorii verilsin. T operatorii, Vx, ye L ve Va, S €F igin

T(ax+,8y)=a T(x)+,8 T(y)
sartin1 sagliyorsa, 7' ’ye lineer operator denir.

Tanim 2.3.9. L, F cismi lizerinde bir lineer uzay olsun. Bu uzayin bir vektoriine

bir skaler say1 karsilik getiren f : L — F lineer operatoriine, /ineer fonksiyonel denir.

10
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Tamm 2.3.10. Lineer fonksiyonellerin olusturdugu L=1( L, F ) operatorler
vektor uzayina, L uzayinin cebirsel duali ad1 verilir.

Tamim 2.3.11. L, F cismi {izerinde bir normlu lineer uzay olsun. f: L — F lineer
fonksiyoneli verilsin. Vx € L i¢in
)=k x]
olacak bigimde K >0 reel sayisi varsa, f’ye sinirlt lineer fonksiyonel denir.
Tamm 2.3.12. L, F cismi lizerinde bir normlu lineer uzay olsun. f:L — F lineer

fonksiyonelinin normu

I11=sup ‘f” ” ()

ile tanimlanur.

Teorem 2.3.13. L, F cismi lizerinde bir normlu lineer uzay olsun. f : L — F lineer

fonksiyoneli verilsin. f ’nin L tizerinde siirekli olmasi igin gerek ve yeter kosul f’nin
sinirlt olmasidir ( Kolmogorov ve Fomin, 1970 ).
Tamim 2.3.14. L bir normlu uzay ve 7:L— L bir lineer operatdr olsun. 7'

operatoruniin normu

i71-s L)

ile tanimlanir.
Tanim 2.3.15. X ve Y ayn1 F cismi iizerinde iki lineer uzay olsun. X ’den Y ’ye

tanimli birebir ve lizerine bir 7 déniisiimii Vx, y € X ve Va € F igin
T(x+y):T(x)+T(y) ve T(ax)za T(x)
sartlarini sagliyorsa, 7 ’ye bir izomorfizma denir.

Teorem 2.3.16. L, F cismi lizerinde bir lineer uzay ve L: L’nin ikinci cebirsel

duali olsun. x, € L keyfi sabit bir nokta olmak tizere g, (f)=f(x,) ile tanimh

g, L — F déniisiimii bir lineer fonksiyoneldir. Bu takdirde, g, € ]f dir.

kiL—>L, k(x)=g,
olarak tanimlanan kanonik doniisiim i¢ine bir izomorfidir ( Bayraktar, 1992 ).
Bu teoreme gore L uzayi L: igine gomiilebilir.

11
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Tamim 2.3.17. X bir normlu uzay olsun. Vx e X i¢in ¢: X" — [ (Veya 0 ) tim
¢e X" igin ¢ (#)=¢(x) ile tanimlanan fonksiyoneli siirekli yapan topolojiye X~

tizerinde zayif * topoloji denir.
2.4. I¢ Carpim Uzaylan
Tanim 2.4.1. X, F cismi iizerinde bir lineer uzay olmak iizere, < , >:X xX >F
fonksiyonu tanimlansin. Vx, y € X ve Va € F i¢in
(i1) <x+y, z> :<x, z>+<y, z>,
(12) (ax, y)=a(x, y),
(i3) (x. y)=(2. x),
(i4) <x, x>20 ve <x, x>:0<:>x:l9,
sartlar1 saglaniyorsa, < , > fonksiyonuna X iizerinde bir i¢ ¢arpim fonksiyonu denir.
Bu takdirde, (X, ( , )) ikilisine de i¢ ¢arpim uzay: denir.
Ornek 2.4.2. x = (xl,xz,...,xn ) , ¥y = (yl,yz,...,yn ) el " olmak tizere
< , >:D "x[0" >0 fonksiyonu
<x, y>:x1 N+X, Y+, Y,

olarak tanimlanirsa, [J * bir i¢ ¢arpim uzay1 olur ( Kolmogorov ve Fomin, 1970 ).

Tanim 2.4.3. X bir i¢ ¢arpim uzay1 olsun.
x [ =(x. %)

ile tanimlanan || || doniisiimii bir norm fonksiyonudur. Buna i¢ ¢arpim normu denir.

| [:x -0,

Tanim 2.4.4. X bir i¢ ¢carpim uzay1 ve || , ¢ carpim normu olsun.

d(x, y)=|x=y[={x=rx-»)
olarak tanimlanirsa, (X ,d ) bir metrik uzay olur. I¢ carpim normuyla tanimlanan bu

d metrigine gére X uzayi tam ise X ’e Hilbert uzay: denir.

12
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Ornek 24.5. [, = {(xi): i:|x,.|2 <o, x, €lJ (veya [ )} kiimesi gbz Oniine
i=1

alinirsa, x, y €/, olmak tizere

- 12
(5. 9) =1 x> 1= S |

ile tanimlanan norm metrigine gore /[, uzayir tamdir. Dolayisiyla /, bir Hilbert

uzayidir ( Bayraktar, 1992).

Tanim 2.4.6. H bir i¢ ¢arpim uzay1 ve M, H’nin kapali alt uzay1 olsun.
M*={ue H ‘ <u,v>:O, YveM}
kiimesine M ’nin dik komplemani denir.

Tamm 2.4.7. H bir Hilbert uzay1 ve Y, H’nin bir kapali alt uzay1 olsun. xe H
iseyeY ve zeY" olmak iizere x = y+z tek tiirlii ifade edilebilir. Bu y vektdriine
x’in Y lzerindeki dik izdiistimii denir.

x=y+z esitliginde y, x tarafindan tek tiirli belirtildigi icin p:H—Y,
p(x) = y seklinde bir doniisiim tanimlanabilir. p’ye dik izdiisiim operatorii denir.

Teorem 2.4.8. H bir Hilbert uzayr ve M, H’nin bir kapali alt uzay1 olsun. Bu
takdirde, H=M ® M " direkt toplanm1 gegerlidir ( Bayraktar, 1992).

Tanim 2.4.9. H ve Y birer Hilbert uzayi ve 7: H—Y bir sinirhi lineer operator
olsun. 7" :Y — H déniisiimii (Tx, y) = <x, T y> esitligini sagliyorsa, 7" doniisiimiine
adjoint operatér denir.

Tanmm 2.4.10. H,, H, birer Hilbert uzay1 olsun. 7:H, > H, ile tammh 1-1
lineer doniisiimii normu koruyorsa yani Vu, ve H, igin <T u, T v> = <u v> ise T’ye

bir izomorfizma denir. Eger T bir Hilbert uzayindan kendi tizerine bir izomorfizma

ise T ’ye tiniter operatér denir.

2.5. Ol¢iim Uzaylan

Tanimm 2.5.1. X # 0 ve 4, X ’in alt kiimelerinin bir ailesi olsun. 4 ailesi,

(1) X eA,

13
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(2)V4eA icinX\Ae A4,

(3) Vnell igin 4,e A= 4, €A,

n=1

sartlarini sagliyorsa, 4 ailesine X lizerinde bir o -cebir denir.
Ornek 252, X =0 ve A={@, {1, 3,....2n-1,...},{2, 4,...,2n,...}, O | olarak
alinirsa 4 ailesi X kiimesi lizerinde bir o -cebir olur.
Tammm 2.5.3. X bir kiime ve A4, X lizerinde bir o -cebir olsun. uy:4— D_+
fonksiyonu asagidaki sartlar1 sagliyorsa, x# kiime fonksiyonuna bir é/¢iim denir.
(O01) u(2)=0,VAeA igin u(4)=0,
(02)(4,)_ eAveijel, i#jign
A4, A4, =2 olmak uzere, ,u(U Aij = Z/J(Al. )
iel iel
(X, A, u ) uclisiine olgiim uzayi, ( X, A ) ikilisine de ol¢iilebilir uzay denir.
Ayrica_4’nin elemanlarina ol¢iilebilir kiime ad1 verilir.
Tanim 2.5.4. ( X, 4, u ) bir 6l¢iim uzay1 olsun. Bu takdirde,
(a) u(X)<+oo ise u’ye sonlu dlgiim denir. Ayrica u(X)=1 ise u’ye
olasilik ol¢iimii, ( X, A, u )’ye de olasilik él¢iim uzayr denir.
(b )X kiimesi, 4’nin her biri sonlu dl¢lime sahip olan 4, 4,,...
kiimelerinin birlesimi olarak yazilabiliyorsa, u’ye o -sonlu olgiim ve (X, A, u )’ye

de o -sonlu ol¢iim uzayr denir.

Tammm 2.5.5. [0 dogal sayilar kiimesinin kuvvet kiimesi iizerinde |A

, A

kiimesinin eleman sayisin1 gostermek tizere,

)|

+00, A sonlu degilse

, A sonlu ise

14



2. ONCEKI CALISMALAR Feyza YALCIN

biciminde tanimlanan x fonksiyonu bir dl¢iimdiir. Bu dl¢lime sayma 6lgiimii denir.

Bu 8l¢iim sonlu olmayip o -sonludur. Ciinkii 4, ={n} alirsa, 0 =|_J4, olup, her

n=1
bir n igin (4, )=1"dir.
Teorem 2.5.6. ( X, A, y ) bir 6l¢lim uzay1 olsun.

(a) (4,), Aigindeki elemanlarin bir artan dizisi ise

y(@AﬂJ =1lim x(4,)

n=1
dir.
(b) (B,), A igindeki elemanlarin bir azalan dizisi ve u(B,) <o ise

y(ﬁBﬂJ =1lim x(B,)

n=1

dir ( Kolmogorov ve Fomin, 1970 ).

Onerme 2.5.7. [] 'nin bos olmayan tiim agik (kapali) alt kiimelerinin smnifi
tarafindan tretilen aile o-cebirdir ( Cohn, 1980 ).
Tanim 2.5.8. (a ) Onerme 2.5.7.’den elde edilen o-cebire Borel o-cebiri denir ve
bu o-cebir B ([ ) ile gosterilir.
(b) (0, B([)) ikilisine topolojik dl¢iilebilir uzay denir.
(c¢) B([1 )nin elemanlaria Borel kiimeleri denir.

Tamm 2.5.9. ([ , B (1] )) bir topolojik 6l¢iilebilir uzay olsun.
A:(0,B(0 )—>0*
b—a, a#b
(I
ile tanimlanan kiime fonksiyonu ([J , B (U] )) iizerinde bir dl¢iim olur. A ’ya uzunluk
olgiimii veya Lebesgue olgiimii denir. ([ , B (U ), A) tglisiine de topolojik ol¢iim
uzay: denir.
Tanmim 2.5.10. X bir kompakt metriklenebilir uzay ve d X iizerinde bir metrik

olsun. m, X uzayinda bir Borel olasilik dl¢iimii olmak iizere VBe B ( X ), V>0

15
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icin C, cBc U, ve m( U,\C, ) <& olacak sekilde bir U, agik kiimesi ve bir C,
kapal1 kiimesi varsa, m’ye regiiler él¢iim denir.

Tanmm 2.5.11. ( X, 4 ), ( Y, B ) iki oOlgiilebilir uzay olsun ve f:X —>Y
fonksiyonu verilsin. VBe® i¢in /™' (B)eA oluyorsa, f ’ye olgiilebilir fonksiyon
denir.

Onerme 2.5.12. ( X, _4) bir dlciilebilir uzay olsun.

f:X > fonksiyonunun 0l¢iilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Vo €[
1¢in

f"l((a,+00))={xeX:f(x)>a }eﬂ
olmasidir ( Cohn, 1980 ).

X lizerinde tanimli, genisletilmis reel degerli 4-6lgiilebilir tiim fonksiyonlarin
kiimesi M( X, 4 ) ile gosterilir.

Tanmim 2.5.13. Bir E kiimesi i¢in

;(E(X)Z{

I, xe E ise

0, x¢ E ise
ile tamimlanan y, fonksiyonuna E kiimesinin karakteristik fonksiyonu denir.

Tamm 2.5.14. Goriinti kiimesi sonlu elemandan meydana gelen ¢ fonksiyonuna

bir basit fonksiyon denir.

Bir reel degerli basit ¢ fonksiyonu, a, €[] ve y, , E; kiimesinin karakteristik

fonksiyonu olmak {izere

Q= Z G Xk,
k=1

biciminde yazilabilir. X iizerinde tanimli, reel degerli, _4-Olciilebilir basit

fonksiyonlarin kiimesi S=S( X, 4 ) ile gosterilir.

Tamm 2.5.15. ( X, 4, u ) bir 6lgim uzay1 olsun. a, €*, A,4,,...,4, €A

ayrik kiimeler olmak iizere ¢ = Zak X4, pozitif Sl¢ilebilir basit fonksiyonunun u
k=1

Olciisiine gore integrali

16
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[odu=> au(4,)
X k=1
ile taniml1 genisletilmis reel sayidir.
Tanim 2.5.16. ( X, A4, ¢ ) bir 6l¢glim uzay1 ve f, bir dlgiilebilir fonksiyon olsun.

Eger Olgiilebilir bir 4 kiimesi iizerinde f fonksiyonuna diizgiin yakinsayan

integrallenebilir basit fonksiyonlarin ( fn) dizisi varsa, f fonksiyonu A kiimesi
tizerinde integrallenebilirdir veya toplanabilirdir denir. Bu takdirde,

lim [ 7, (x)du(x)

4

limitine f fonksiyonunun A kiimesi iizerinde Lebesgue integrali denir ve

[ £ (x)du(x)

Y
ile gosterilir.

Teorem 2.5.17. ( Tchebichev Esitsizligi ) ( X, 4, x ) bir dlglim uzay1 ve

f: X —[0,+] fonksiyonu 8lgiilebilir olsun. & >0 igin

A, :{xeX: f(x)za}
denirse,

u(4) < [ 1)< [ 7 ()au()

X
dir ( Kolmogorov ve Fomin, 1970 ).
Tanmim 2.5.18. Bir P(x) 6nermesi sifir 6l¢timlii bir kiimenin digindaki tim x’ler
icin dogruysa, P(x) 6nermesi hemen hemen her x i¢in dogrudur denir.

Tamim 2.5.19. ( X, 4, x ) bir 6lgiim uzay1 ve f: X —[] (veya [J ) bir dlgiilebilir

fonksiyon olsun. 1< p <o olmak tizere
L,={f: [|F (%) dp(x) <o}
X

kiimesine p. kuvvetten integrallenebilen fonksiyonlar sinifi denir.

Tanim 2.5.20. L , uzerinde

f U g < hemen hemen her yerde =g

17
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biciminde tanimlanan “11 ” bagintis1 bir denklik bagintisidir. Dolayisiyla bu baginti

L , uzaym denklik smniflarina ayirir. Bu denklik siniflarinin kiimesi L, ile gosterilir.
L, uzayi,
[7]+[e]=1s+e]. 2ls]=[47]

ile tanimlanan toplama ve skalerle ¢arpma islemlerine gore bir vektor uzayidir.

Onerme 2.5.21. p >1 olmak iizere,

Vp
|11, =171, = ( j V& dﬂJ

bigiminde tanimlanan || ||p fonksiyonu L, iizerinde bir normdur ( Kolmogorov ve

Fomin, 1970).
Tanmm 2.5.22. ( X, A4, u ) bir ol¢iim uzay1 ve f:X —[ Odlgiilebilir olsun.

Hemen hemen her yerde simirli olan Olgiilebilir fonksiyonlarin kiimesi L., ile

gosterilir.
||f||w =ess sup‘f(x)‘zinf{M:,u{xeX:‘f(x)‘>M}:0}
dir.

Tanim 2.5.23. ( X, 4, y ) bir 6l¢iim uzay1 ve ( f (x)) Olciilebilir fonksiyonlarin
bir dizisi olsun. ( f (x)) dizisinin bir f(x) fonksiyonuna yakinsamadigi noktalarin

olglimii sifir ise ( f (x)) dizisi f(x)’e hemen hemen her yerde yakinsaknr denir.

Tamm 2.5.24. ( X, A, p ) bir dlglim uzay1 ve f,, f fonksiyonlarnt L, (X, 4, u )

uzayinin elemanlar1 olsun. Ve >0 ve Vn2n, igin

fi—f ||p < ¢ olacak sekilde bir

n, €l varsa, (f,) dizisi f fonksiyonuna ortalama iginde yakinsaktir denir.

Tamm 2.5.25. ( X, A, p ) bir dlglim uzay1, f, ve f fonksiyonlar1 X {izerinde

n

tanimli, reel degerli ve 4-0l¢iilebilir fonksiyonlar olsun. Ve >0 i¢in

limy({xeX: fn(x)—f(x)‘zg})zo

n—»0

ise (f,) dizisi f fonksiyonuna olciim icinde yakinsaktir denir. (f,) dizisi f

fonksiyonuna dl¢lim i¢inde yakinsak ise f, —“— f ile gosterilir.
18
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Teorem 2.5.26. ( X, A, u ) bir 6l¢lim uzay1, f, ve f fonksiyonlar: X iizerinde
tanimli, reel degerli ve A-0l¢iilebilir fonksiyonlar olsun. ( fn) fonksiyon dizisi f
fonksiyonuna 6l¢iim iginde yakinsak ise ( fn) dizisi f fonksiyonuna hemen hemen

her yerde yakinsayan bir ( S ) alt dizisi icerir ( Kolmogorov ve Fomin, 1970 ).

2.6. Topolojik Gruplar
Tanim 2.6.1. G # & ve “o” G kilimesi lizerinde tanimli bir ikili islem olsun. Eger
(G1) Va,beG igin acb e G (kapalilik),
(G2) Va,b,ceG igin ao (b o c) = (a ob) oc (birlesme),
(G3) VYaeG igin aoce=eoa =a olacak sekilde bir e € G vardir.
(G4) VaeG igin aca’'=a'oca=e olacak sekilde bir a' € G vardur.
aksiyomlar1 saglanirsa, (G, o) ikilisine grup denir. Bu aksiyomlara ek olarak;
(G5) Va,beG i¢in acb=boa
ise (G,o) ikilisine Abel grubu veya degismeli grup denir.
Ornek 2.6.2. [ tamsayilar kiimesi, iizerinde taniml1 olan toplama islemine gére
bir Abel grubu olmasina ragmen ¢arpma islemine gore grup degildir.
Tanim 2.6.3. 4= herhangi bir kiime ve (G, ) bir grup olsun. xe G, s€ 4

olmak tuzere

GxA—> A

(x,5) > xs fonksiyonu
(i) Vxe G, Vse 4 i¢in xs € 4
(ii) Vx,ye G, Vs e 4 igin (xy)s = x(ys)
(iii)1eG, Vsed ginls=s
sartlarin1 sagliyorsa, G grubu A kiimesi iizerine etki ediyor denir.
Tammm 2.6.4. (G,°) ve (G',*) iki grup ve f:G — G’ bir fonksiyon olsun.
Va, beG igin f(aob)=f(a)* f(b) ise f’ye G’den G"’ye bir homomorfizma

denir.

Tamm 2.6.5. Orten ve 1-1 bir homomorfizmaya izomorfizma denir.
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Tanim 2.6.6. Bir G grubunun kendi {izerine bir izomorfizmasina bir ofomorfizma
denir. G’nin tiim otomorfizmalar1 kiimesi Aut(G) ile gosterilir.
G’nin tiim otomorfizmalar kiimesi Aut(G) bileske islemi altinda bir grup
olusturur.

Tammm 2.6.7. G bir grup ve M <G olsun. M ’yi kapsayan G’nin tiim alt
gruplarmin ara kesitine M ’nin iirettigi alt grup denir ve (M) ile gdsterilir. M ’nin
elemanlarina da <M > grubunun zirete¢leri denir.

Teorem 2.6.8. (G,+) bir grup ve M < G olsun. M ’nin iirettigi alt grup;

<M>:{ ma,+ma,+...+na:a eM,rell,nell,i=L2,...r }
dir ( Hungerford, 1974 ).

Tanmm 2.6.9. Bir G grubu icin G= <M > olacak sekilde bir M c G
bulunabiliyorsa, G’ye M ile iiretilmis grup denir. Eger M sonlu bir kiime ise G’ye
sonlu iirete¢li grup ve M ={a} tek elemanl bir kime ise G’ye a ile iretilmis
devresel grup denir ve G = <a> yazilir.

Ornek 2.6.10. (I, +) ve (U ,,+) birer sonlu iiretecli devresel degismeli gruptur

( Hungerford, 1974 ).

Tanmm 2.6.11. G#J ve “o”, G kiimesi lizerinde tanimh bir ikili islem olsun.
Eger (G1) ve ( G2 ) sartlan saglaniyorsa, (G,o) ikilisine bir yar1 grup denir.

Ornek 2.6.12. [ dogal sayilar kiimesi toplama islemine gore bir yar1 gruptur.

Tanim 2.6.13. S bir yar1 grup ve 4, B S olsun.
A_IB={ x| AxNB#J }
A"'Bc :{ x| AxNBc# }

seklinde tanimlanir.

Yari gruplarda genelde A" ’i iceren ifadelerde birlesme 6zelligi yoktur.

Ornek 2.6.14. [ toplamsal yar1 grubu goz dniine alinirsa,
~[50,60]+[3,10]={ x | [50,60]+x ~ [3,10]#@ | =@

oldugundan
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(—[50,60]+[3,10] )+200 = "dir. Ancak
—[50,60]+( [3,10]+200 )=—[50,60]+[203,210]
={ x| [50,60]+x N [203,210]% @ }

=[143,160]

dir. Yani, birlesme 6zelligi yoktur.

Tammm 2.6.15. S bir yar1 grup olsun.Va,b,xeS i¢cin xa=xb iken a=>b
saglaniyorsa, S ’ye sol sadelesme ozelligine sahiptir, ax=bx iken a=5b
saglaniyorsa, S ’ye sag sadelesme ozelligine sahiptir denir.

Tamm 2.6.16. (G, .) bir grup ve (G, 7) bir topolojik uzay olsun.
Vr,seG igin (s, r)—)sr ile tannomli GxG — G grup c¢arpma islemi ve

s — s ile tanomli G — G grup ters islemi siirekli ise G’ye topolojik grup denir.
Ornek 2.6.17. Ayrik topoloji ile birlikte her grup bir topolojik grup olusturur.
Tamm 2.6.18. Lokal kompakt topolojiye sahip olan topolojik gruba /lokal

kompakt grup denir.

Ornek 2.6.19. Her ayrik grup bir lokal kompakt gruptur.

Ornek 2.6.20. [ kiimesi toplama islemi ve alisilmis topolojisi ile bir lokal
kompakt gruptur.

Tamm 2.6.21. G bir lokal kompakt grup olsun. G’nin Borel alt kiimelerinden
olusan B(G) o -cebiri iizerinde Vx € G ve VE € B(G) i¢in m( xE )=m(E) olacak
sekilde tanimlanan regiiler m olasilik Ol¢limiine sol Haar oélgiimii denir. Burada

m( xE )= .m( E ) olarak tammlidir.
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2.7. Dinamik Sistemler ve Ergodiklik
Tanmm 2.7.1. (X,, A4,, u, ), (X,, A,, p, ) birer olglim uzay1 ve 7: X, > X,

bir Slgiilebilir doniisiim olsun. VA4, € 4, i¢in u,( 4, )= ,ul( T4, ) ise T ’ye

ol¢iimii koruyan déniistim denir.

Tammm 2.7.2. ( X, A, u ) bir olgiim uzay1 ve 7:X — X Olgiimi koruyan

dontigiim ise ( X, A4, u, T ) dortliisline dinamik sistem denir.

Ornek 2.7.3. X = [O, 1) olsun. B, X ’in alt kiimelerinden olusan Borel o -cebiri
ve A Lebesgue olgiimii olsun. 7'(x)=2x (mod 1) ile tammh 7:X — X Sl¢iimii
koruyan doniisiimdiir. Boylece ( X, B, A, T ) bir dinamik sistemdir.

Tanim 2.7.4. ( X, A4, 1 ) bir olasilik 6l¢iim uzayi ve 7 : X — X 0l¢liimii koruyan
doniisiim olsun. 77'( 4 )= A sartimi saglayan VAe A igin u(4)=0 veyau(4)=1
ise (X, A, i,T )’ye ergodiktir denir.

Ornek 2.7.5. X = {a, b, c} ve A= P(X) olmak tizere u Olglimi

1(D)=0 ve u(X)=1,
lfa}) = () = u(fe}) =3
u(fa b)) = a({a. )= (b, e}) =2,

olarak tanimlansin. ,u(X ) =1 oldugundan ( X, A4, 4 ) bir olasilik dl¢iim uzayidir.
Ayrica T: X — X donilistimii

T(a):b, T(b)zc, T(c)za
ile verilsin. VAe 4 icin T~ (A) € A oldugundan 7 dlgiilebilir doniisiimdiir.

VAe A igin ,u(A) = y(T"lA)
oldugundan T 6l¢iimii koruyan déniisiimdiir. 7' (A4)=4 esitligini saglayan 4’nin
elemanlart & ve X ’dir.

A=B= u(J)=0"d.

A=X = p(X)=1"dir. Boylece ' doniisiimii ergodiktir.
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Ornek 2.7.6. X =[O, 1) olsun. 3B, X ’in alt kiimelerinden olusan Borel o -cebiri

ve A Lebesgue dlgiimii olsun. 0<a <1 olmak iizere T (x)=x+a (modl) ile

tanimh 7' : X — X doniisiimii ergodik degildir.
Coziim: o :% olsun. 7'(x)= x+% (mod 1) olur. T~'(B) =B esitligini saglayan
B e 4 elemanlar1 géz oniine alinmalidir.
B= (é:—lju(%gj e A4 olsun.

T (x) = x—% (mod 1) = x+% (mod 1) *dir.
T_I(B)z(i+l, l+lju(l+l, £+lj
12 2 11 2 12 2 22 2

7 13 13 24 I 1 7 13
= -—, — W) -, —|\=| ), |\ -, :B
(12 22) (12 22) (12 11) (12 22)

1 1 13 7 1

B)=——— —-
)= 1 % 1 6

dir.

olur. ,u(B) #0 veya 1 oldugundan 7' doniisiimii ergodik degildir.
Teorem 2.7.7. ( X, A, i ) bir olasilik 6l¢iim uzayr ve 7:X — X Olgiimii

koruyan doniislim ise asagidakiler denktir:

(i) T ergodiktir.

(ii )/ olgiilebilir ve Vxe X i¢in (f o T)(x)=f(x) iken f hemen hemen
her yerde sabittir.

( iii ) f Olctilebilir ve hemen hemen her yerde ( foTl )(x): f (x) iken f
hemen hemen her yerde sabittir.

(iv) feL,(u) ve Vxe X igin (f o T)(x)= f(x) iken f hemen hemen her

yerde sabittir.
(v) feL,(u) ve (foT)(x)=/(x) hemen hemen her yerde sabit iken f

hemen hemen her yerde sabittir ( Walters, 1982 ).
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Teorem 2.7.8. ( Birkhoff Ergodik Teoremi ) ( X, 4, t, T ) bir dinamik sistem,
(X, A, 1 )bir o-sonlu dl¢iim uzay1 ve feL (X, 4, i )olsun. xe X igin

n—1
(i) lz f (T ix) ortalamast f~ € L ( X, A, p ) seklinde bir fonksiyona hemen
n

hemen her yerde yakinsaktir.

(ii ) hemen hemen her yerde /" o7 = /" dur.
(iii ) #(X)<oo ise If () () If ) dir.
(iv) T ergodik ise f* hemen hemen her yerde sabittir. T ergodik ve ,u(X )<oo

ise hemen hemen her yerde f J‘ f d1r Ayrica ,u(X )=1 ise

x) = [ f (x)dp(x) dir (Walters, 1982; Krengel 1985 ).

Teorem 2.7.9. ( Von-Neumann Ortalama Ergodik Teoremi )

T, ( X, A, p ) olasilik dl¢lim uzaymda bir 6l¢iimii koruyan doniisim ve

1< p<o olsun. f'elL, (X, A, u )ise hemen hemen her yerde f~ o7 = f" dir ve

= ()1 ()

i=0

-0

P

dir ( Walters, 1982; Krengel, 1985 ).
Tamm 2.7.10 U:L (u)—>L (u) operatorii verilsin. f>0 iken Uf >0
oluyorsa, U operatérii pozitiftir denir.

Teorem 2.7.11. ( Maksimal Ergodik Teorem ) U:L (u)— L (u) pozitif
lineer operatdr ve || U || <1 olsun. N >0 bir tamsay1 ve f e L ( ,u) olsun. n>1 i¢in

fo=0, £.=f+Uf +U*f+...+4U""'f ve F, =max f, >0 olarak tanimlansin. Bu

0<n<N

takdirde,

[ rxhu)z

{x: Fy (x)>0}

dir ( Walters, 1982; Petersen, 1983 ).
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Sonu¢ 2.7.12. T : X — X 06l¢timii koruyan doniisiimii i¢in

f(x)= suplnz_l:f(Tkx) olsun.

nzl N j_o
fel (X, A 1H)ve aell ise
'[ f(x)d,u(x)Za,u{x| f*(x)>a}
{f*(x) >a}
dir ( Walters, 1982; Petersen, 1983 ).

2.8. Ortalanabilir Gruplar
Bu béliimde G bir grubu, S ise bir yar1 grubu gostermektedir.

Tamm 2.8.1. G bir kiime ve B(G),

fl. = sug{ ‘ f (x)‘ } normu ile olusturulmus
G tzerindeki tiim smurli, kompleks degerli fonksiyonlarin uzayir ve X, sabit
fonksiyonlar1 igeren kompleks eslenik altinda kapali olan B(G) ‘nin kapali alt uzay1
olsun. m: X — [ lineer fonksiyoneli,

(1) Vf e X igin m(f)=m(f),

(2) Reel degerli her Vf € X i¢in

inf {f (x)} <m(f) <sup{f (x)}.

sartlarini sagliyorsa, m’ye X iizerinde bir ortalama denir.

Burada ( 2) sarti,
(2") f20:>m(f)20 ve m(I)=1
sartina denktir ( Greenleaf, 1969 ).
Tamm 2.8.2. G bir grup olsun. Vf e X, V¢, xe G icin xf(t)zf(xflt) olmak
tzere m( i ) = m( f ) ise m’ye sol degismez ortalama denir. Benzer olarak,
fx(t) =f(tx) olmak iizere Vf e X, V¢, xeG igin m(fx) =m(f) ise m’ye sag

degismez ortalama denir.
Tanim 2.8.3. G bir grup olsun. X iizerinde bir sol (veya sag) degismez ortalama

varsa, G’ye bir ortalanabilir grup denir.
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Genel olarak, X kiimesi iizerinde bir ve yalmz bir degismez ortalama
olmadigindan uygulamalarda degismez ortalamanin tekligi Onemsizdir. Fakat
ortalanabilirlikten s6z edebilmek i¢in X {izerinde en az bir degismez ortalama var
olmalidur.

Uyan 2.8.4. G bir lokal kompakt grup olsun. G lizerinde bir A sol Haar 6l¢iimii

vardir. L, (G)izerindeki tiim ortalamalarmn kiimesi M(G) ile gosterilsin. G bir ayrik
grup ise L(G)=1(G) ve L, (G)=1,(G)dir. Ayrica VxeG eleman,
X = ¥y =0, eslestirmesiyle /, (G)’nin elemani olarak goz Gniine alnabilir

Teorem 2.8.5. ( X, A4, u ) bir 6lglim uzay1 olsun. L ( X, 4, u ) uzayi, ikinci duali
olan L ( X, A, u ) uzayi igine f (¢) = ¢( f ) seklinde tanimlanan f — f doniisiimii

ile izometrik olarak gomiilebilir ( Kolmogorov ve Fomin, 1970; Paterson, 1988 ).

Onerme 2.8.6. (i) me L, (G) elemaninin bir ortalama olmasi icin gerek ve yeter
kosul m(l) =1 ve L, (G) uzay1 i¢cinde ¢ >0 oldukca m(¢)2 0 olmasidir. Ayrica
meM(G) ve pe L, (G) reel degerli ise

essinf ¢(x)<m(p)< ess sup ¢(x) dir.
(i ) P(G)= {f eL (G): f=0, _[fdl =1 } "dir. Bir onceki teoremde

tanimlanan f el (G) fonksiyonellerinden olusan P(G)A kiimesi M(G) kiimesi

icinde zayif topolojiye gére yogundur ( Paterson,1988 ).
Ornek 2.8.7. G =0 bir ortalanabilir gruptur ( Paterson, 1988 ).
Coziim: [ ayrik grup oldugundan L (0)=1/(0) ve L (0)=1, (0 ) dir.

P(G):{ i a6, el () Vr, a 20; i a =1 }
seklindedir. [] *nin bir ortalanabilir grup oldugunu gésterebilmek icin Onerme 2.8.6.
(i1) geregi f el (D) fonksiyonellerinden olusan P(G)A kiimesi /, (D) tizerindeki
tiim ortalamalarin kiimesi olan M(D) kiimesi i¢inde zaylf* topolojiye gore yogun
oldugundan Vf eM(I] ) icin ]A”n — f olacak bigcimde P(G)A kiimesi i¢inde bir ( ]A‘n)
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dizisi vardir. Bunun igin oncelikle P(G) kiimesi iginde bir (f,) dizisi

olusturulmalidir. [J igindeki [—n,n] araliginda

n

R X

2n+1,=,

ortalamasi gbz Gniine alnsm. ¢ €/, (Z) ve [J iginde s > 0 icin

5,(8)=1.(9) |=] 9(1)-6(1,)

| Ao lasgs)
TES PR

n+s

i £ 00-Ze0)]

| S0

T 2n+1 =

Ornegin s =2 alinirsa,

1 n ¢( n+2) ¢( ) ( n+3)—¢(—n+1)+
21| 2P0 +2) =) = oo+ 4) =g (ot 2) . x g (n) =g (n-2)+
p— ¢(n+1) ¢(n 1)+¢(n+2) ¢()
2n+1‘¢(n+1)+¢(n+2) $(-n)—g(-n+1) |
2n+1 ;1¢ §¢(r)

olur. Yukaridaki esitlik [J i¢indeki tim s > 0 i¢in genellestirilirse,

1.(9)=1,(0) [=5, 5 2 (9 +2)-0() =

n+s —n+s—1

| S 0= e

r=n+l

elde edilir. Bu halde

. . 1 n+s —n+s-1 —nts-1
LO=10) =5, | 2 o) 2 6() ZM[ZV I+ 2 lo(r) U
el
2n+1 "7
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olur. Buradan lim|f,(,¢)~- 7, (¢) ‘:0 elde edilir. lim f, = / olsun. Benzer

islemler s <0 icin de yapilabilir.

7 (.0)-1(9) |<]£(0)-1,(0) |+ £, (,0)- £,(9) |+

£(9)=1 () |50

Buradan ( fn) dizisinin zayif topolojiye gore M(D) icindeki bir yigilma

noktasi sol degismez ortalama olur. Boylece [] bir ortalanabilir gruptur.

Uyan 2.8.8. Yar1 gruplar i¢in sol ortalanabilir ( LO ) veya sag ortalanabilir ( RO )
terimleri kullanilir. Ciinkii yar1 grup lizerindeki bir sol degismez ortalama sag
degismez ortalama olmayabilir.

Ornek 2.8.9. S # @ olsun. S iizerinde x, y €S icin xy =y carpimi tanimlansin.
Boylece S bir yar1 grup olur. f € B (S ) ise x, te S igin
S(0)= 1 (xt)= 1 (1)
oldugundan B (S ) uzay1 lizerindeki her ortalama sol degigsmez olur. Fakat
Si(6)=f ()= (x)
oldugundan B(S ) tizerindeki bir ortalama sag degismez olmaz. B(S ) uzayi

tizerindeki bir ortalamanin sag degismez olmasi ancak S tek elemanli iken

miimkiindiir ( Greenleaf, 1969 ).

Z{ ‘f(s)‘ seS}<oo

olacak sekilde S lizerindeki tiim reel degerli f fonksiyonlarmin kiimesi olsun. /| (S )
icindeki her bir f i¢in
IA=2{ 17 () ses |

tammlansin. f,, f, €/,(S) i¢in f,- f, konvoliisyonu

A fz(t)=2{f1 (8,) /2 (s5,): 505, =t}
ile tanimlanir ( Namioka, 1964 ).

i 1, s=s", ,
Onerme 2.8.11. (s)(s") = { ile tammlanan /: S —/, (S) fonksiyonu

0,s#s'
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S’den [, (S) igine bir izomorfizmadir. Ayrica Vs,, s, € S i¢in

](sl.sz) =I(sl)-[(s2)

"dir ( Day, 1957).

I fonksiyonu S ’den /, (S ) icine bir izomorfizma oldugundan § i¢inde ¢arpma
isleminde gosterimde karisiklik olusturmamasi i¢in hem § i¢indeki s, hem de /| (S )
igindeki /(s), s ile gosterilecektir.

Tamm 2.8.12. f €/, (S) olsun.

(a) VseS§ igin f(s)ZO,

(b) {s f(s)> O} kiimesi sonlu,

(1 =X/ (5)iseS 1.
sartlar1 saglaniyorsa, f’ye bir sonlu ortalama denir ( Namioka, 1964 ).

Tiim sonlu ortalamalarin kiimesi @ ile gosterilecektir.

Tanim 2.8.13. N bir yonlii kiime olmak iizere {fy: y € N} (c CD) kiimesine @

icinde bir net denir.

Teorem 2.8.14. S yar1 grubunun sag ortalanabilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

Vs e S ve @ iginde bir { fy} neti i¢in

lim|f, -5 £,[=0

y—®©

olacak sekilde bir { S, s— fy} netinin bulunmasidir ( Day, 1957 ).

Tanmim 2.8.15. & = A S sonlu olsun. 4 kiimesinin kardinalitesi |A| olmak tizere

® ’nin bir x, elemam

u (S)_{|A|1 , s€Aise

0 , segAdise

ile tanimlanir. Boylece u, = |A|_1 ¥, olur.

Onerme 2.8.16. fe® olsun. Bu takdirde her sonlu A; i=1...,n—1 igin

A >4, ;i=1..,nicn A >0 ve Z}tl. =1 olmak lizere f € ©,

i=1
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f= i ﬂ“iluA,-
i=1

seklinde yazilabilir ( Namioka, 1964 ).

Asagidaki Onermelerin ispatt Namioka(1964) tarafindan verilmistir. Bu
ispatlar1 agiklayici bilgiler kullanarak ifade edecegiz:

Onerme 2.8.17. & # A< S sonluve s €S olsun. Bu takdirde,

-1

>|4[", te ds | Aigin
(,uA-s—,uA)(t)= <0 ,teAd\ Asicin (2.8.1.)
> 0 , diger ¢ icin

dir ( Namioka, 1964 ).

Ispat:s'e A= u,(s")= |A|_l "dir. Ayrica s =s, = I(s)(s,)=1 oldugundan
s (t)=p,-1(s)(2) :Z{,uA (s")-1(s)(s,): s"s :t}
:Z{/“A (s'):s'-s=t}

’dir. Buradan
pys(t)= |A|_1 ‘A N{s': s's = t}‘

olur. Bu halde

A, tedsise
(ﬂA'S)(t):{Lo , 1 ¢ As ise
dir,
teds\A=>teAds vete A
= u,-s(t) 2|4 ve u,(1)=0
=, s(t)= g, (£)= (5= 1) ()2 |4 (2.8.2.)
olur,

teA\A-s=>teAvetegA-s

= p,-5(t)=0 ve u, (t)Z|A|_1
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= (g, s—u,)( |A| <0 (2.8.3)
olur. (2.8.2.), (2.8.3.) esitsizlikleri geregi (2.8.1.) ifadesi elde edilir.
Onerme 2.8.18. f € ®, Onerme 2.8.16."daki gibi tanimlanirsa, her bir s € S i¢in

I£-s=f12 24145 14] / 4]

dir ( Namioka, 1964 ).
Ispat: f e ® ise Onerme 2.8.16. geregi

Sos=f=2Amy s m,)
i=1
dir.
B={J{ (4)4;5): j=1,2,....n |
olsun. 2, >0 ve Onerme 2.8.17. geregi her bir 4, (,uAl_ S— My, ) , 8\ B lizerinde negatif
degildir. Ya 4, ¢ 4, yada 4, < 4, oldugundan 1</, j <n olmak tzere her i, j i¢in
(4,14,-s)(4-514)=0
dir. Boylece her bir 4,.s | 4, kiimesi S | B i¢cinde kapsanir. Buradan

||f'S—f||ZZ{(f~s—f)(t):teS\B}
:gﬂiZ{(ﬂA, 'S—uA‘,)(t): teS\B}
>ZEZ{( A S /UA) ) tEA,-'S\Al.}

olur. Onerme 2.8.17. geregi
ted-s\4 :>(,UA, S py, )(t)2|Al.|71
oldugundan
|7-s =12 22145 4] ] [4]
i=1

elde edilir.
Tanmm 2.8.19. ( Zayif Felner Sarti ) S ’nin birbirinden farkli olmasi gerekmeyen

S,,...,S, elemanlari i¢in
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%Z\A s, A <kl|4

esitsizligini saglayacak sekilde bir sonlu A alt kiimesi i¢in 0 <k <1 sayis1 varsa, S
yar1 grubu Zayif Folner Sarti’'ni saglar denir.
Tanim 2.8.20. ( Kuvvetli Folner Sart1 ) S ’nin verilen bir sonlu alt kiimesi ¥

olsun. Her pozitif ¢ sayisi ve Vs € F i¢in
|4 1 s.4<e|4

esitsizligini saglayacak sekilde bir sonlu 4 alt kiimesi varsa, S yar1 grubu Kuvvetli
Folner Sarti’ni saglar denir.

Zayif Felner Sarti ve Kuvvetli Folner Sarti sirasiyla ZFS ve KFS ile
gosterilecektir. Eger S bir grupsa, ZFS’nin ve KFS nin her ikisi S ’nin ortalanabilir
olusuna denktir.

Tamm 2.8.21. ( Felner Sart1 ) S 'nin verilen bir sonlu alt kiimesi F olsun. Her

pozitif ¢ sayisi ve Vs e F igin
(FS) |4As\4<e|4

esitsizligini saglayacak sekilde bir sonlu A alt kiimesi varsa, S yar1 grubu Folner

Sarti’ni saglar denir.

Namioka(1964) caligsmasinda ispat1 verilen asagidaki teorem bir yari grubun
sag ortalanabilir olusunun Felner Sarti’na denkligini gosterir. Bu teorem aciklayici
bilgiler kullanilarak asagidaki sekilde ispatlanmaktadir:

Teorem 2.8.22. S bir sag ortalanabilir yar1 grup olsun. Bu takdirde, S 'nin verilen

bir sonlu alt kiimesi F, pozitif & sayisi ve Vs € F igin
|45\ 4] < |4
esitsizligini saglayan, S ’nin bir sonlu 4 alt kiimesi vardir ( Namioka, 1964 ).

Ispat: F ={s,,...,s,} olsun. Teorem 2.8.14. geregi,

j=12,....,k igin H fos,=f “<% olacak sekilde bir f e ® vardir. Onerme

2.8.16. geregi, [ = Z/L,uA[ formunda yazilabilir. N = {1,2,...,n} olsun. N ’nin tim

i=l1
alt kiimelerinin ailesi tizerindeki m 6lgiimii
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Kc N iginm(K)=) { 4:iekK }

seklinde tammlansin. K =& ise m(K)=0"dur. z/”tl. =1 oldugundan m(N)=1"dir.

i=1

Her bir j=1,2,...,k i¢in
K ={i| |45, 14| [ |4]<e ]
olsun. Bu takdirde, her bir i e N | K i¢in
4.5, 14] /[ |4]ze
olur. Onerme 2.8.18. geregi her bir j=1,2,....k igin
%>Hf-sj—fuz;/1i\/1,sj 14 /4]
dir.
%>g-2{/1,.:ieN\Kj l=¢-m(N\K,)
olur. Boylece her bir j=1,2,...,k i¢in

m (N \K, ) < k™" olur. Buradan

k k
1—m[ﬂKj]=m[N\ ij
Jj=1 j=l

olur. Boylece m(ﬂ K /J >0 elde edilir.

J=1

m(ﬁKjJ>O:>ﬁKj =20,
Jj=1

j=1
k

dir. i e ﬂK ; segilirse ve 4 = 4, alinirsa, teoremin sart saglanir.
j-

Sonu¢ 2.8.23. S sag sadelesme Ozelligine sahip bir sag ortalanabilir yar1 grup
olsun. Bu takdirde, S ’nin verilen bir sonlu alt kiimesi F, 0 <k <1 olacak sekilde &
sayist ve Vs € F igin

|4-s A= k|4
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olacak sekilde S ’nin bir sonlu A4 alt kiimesi vardir ( Namioka, 1964 ).

Teorem 2.8.24. ( Zayif Namioka Felner Sarti1 ) S 'nin sag ortalanabilir olmasi

!

!
S, ,...,s, elemanlarinin

n

icin S ’nin birbirinden farkli olmasi gerekmeyen s,,...,s

n’

bir se¢imi ve bir sonlu 4 alt kiimesi i¢in

A-s;,nA-s/

( ZNFS) n-lzn: > 7|4

esitsizligini saglayacak sekilde 0 <7 <1 sayisinin bulunmasi yeterlidir ( Namioka,

1964 ).

Kuvvetli Namioka Folner Sartt Namioka(1964) calismasinda ispatlanmistir. Bu
ispat agik olarak asagida verilmektedir:
Teorem 2.8.25. ( Kuvvetli Namioka Folner Sarti ) S ’'nin sag ortalanabilir

olmasi i¢in S ’nin birbirinden farkli olmas1 gerekmeyen s,,...,s, elemanlarinin bir

secimi ve bir sonlu A alt kiimesi i¢in

( KNF$) n_lzn:|A\A-sl.|£g-|A|
i=1

esitsizligini saglayacak bi¢imde 0 < & < > sayisinin bulunmasi yeterlidir ( Namioka,

1964 ).

ispat: SyseeesS sl',...,sn' elemanlar1 verilsin. Kabulden dolayi,

no

(2n)‘lzn:( |4 \A-si|+‘A \A-s/

i=1

J<eld
olacak bi¢cimde bir sonlu A4 alt kiimesi vardir.

A1 des |+ a1 a-s| 2

4 \(A-simA-si')‘

=|A|—‘A-s[mA-s['

(2.8.4)

dir. (2.8.4) geregi,
25-|A|2n_li( |A|—‘A-s[mA-s['

i=1

) :|A|—n_li‘A-s[ NA-s;
i=1

olur. Buradan
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A-s;NA-s/

n
-1
2
i=1

dir. 0<1-2&<1 oldugundan Teorem 2.8.24.’iin sartt saglanir. Boylece S sag

>(1-2¢)|4|

ortalanabilirdir.

Ornek 2.8.26. S :{a, b} yart grubu asagidaki ¢arpma tablosu ile goz Oniine

alinsin.
ab
a ab
b a

Burada S1S-a={b} ve S|S-b={a} oldugundan |[S|S-q|=[S|S-b|=1"dir.

1
E( S1S-a|+|S15-8] )<e|S|

esitsizligi & :% icin saglanir ( Namioka, 1964 ).

Asagidaki diyagram bir yar1 grup icin yukarida bahsedilen gesitli Folner tipi
sartlar Ozetler:

KFS= KNFS= ZNFS= ZFS

N/

LO = F3

Teorem 2.8.27. S bir sol ortalanabilir yar1 grup ise Folner Sarti’n1 saglar
( Paterson, 1988).

Teorem 2.8.28. S yar1 grubu Kuvvetli Folner Sarti’m1 sagliyorsa, S bir sol
ortalanabilir yar1 gruptur ( Paterson, 1988 ).

Uyan 2.8.29. § sol sadelesme 6zelligine sahipse her sonlu 4§ ve Vse S icin

‘A ls- A‘ Z‘s A \A‘ “dir. Boylece Falner Sart1 Kuvvetli Folner Sarti’na denk olur

( Argabright ve Wilde, 1967 ).
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Teorem 2.8.30. Sol sadelesme 06zelligine sahip bir S yar1 grubunun sol
ortalanabilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Kuvvetli Folner Sarti’n1 saglamasidir

( Paterson, 1988).

Simdi bir S yar1 grubu igindeki sol Folner dizisinin tanim1 verilecektir.

Tanim 2.8.31. Vx € S i¢in

FnAsz|
En=2nlo g
F

n

lim

n—0

olacak sekilde S ’nin sonlu alt kiimelerinin dizisi olan (Fn )’e S icinde bir sol Folner
dizisi denir.

Teorem 2.8.32. Sol sadelesme 06zelligine sahip bir S yar1 grubunun sol
ortalanabilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul bir sol Felner dizisi icermesidir
( Paterson, 1988 ).

Tamm 2.8.33. ( Tempelman Sart1 ) (Fn ), S i¢inde bir Felner dizisi olsun. Eger
(F,) dizisi
(1) FcF,cF,c...
(2) Vn ve aeSigin ‘E:lﬂa‘ <C |Fn| olacak sekilde bir C sabiti vardir.
sartlarini sagliyorsa, (Fn) Folner dizisi Tempelman Sarti'n1 saglar denir.

Tamm 2.8.34. ( Zayif Tempelman Sarti )(Fn), S icinde bir Falner dizisi olsun.

vn>0ve ae S igin

OF,;ana <C|F,|
k=1
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esitsizligini saglayan bir C sabiti varsa, (Fn) Felner dizisi Zayif Tempelman Sarti’ni
saglar denir.

Uyan 2.8.35. S bir grup ise

=|F,'F,

“dir ( Butkevich, 2001 ).
Tanim 2.8.36. ( Shulman Sart1 ) G bir grup ve (Fn ), G i¢inde bir Folner dizisi

olsun. Vn i¢in

<C| |

olacak sekilde bir C sabiti varsa, (F,) dizisine tempered Folner dizisi denir.

Teorem 2.8.37. Bir ortalanabilir grup i¢indeki her Folner dizisinin bir tempered
alt Folner dizisi vardir. Ozel olarak, her ortalanabilir grubun bir tempered Folner

dizisi vardir ( Lindenstrauss, 1999 ).
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3. MATERYAL ve YONTEM

Bu c¢alismamizda, oncelikli olarak bu konu ile ilgili yapilmis olan tiim
calismalar, internet iizerinden ve degisik kiitiiphanelerden temin edilmistir. Bu elde
edilen kaynaklar incelenerek, yapilmis olan ¢alismalar dogrultusunda konu hakkinda
detayl bilgi edinilmistir. Ozellikle yararlanilan ¢alismalar Lindenstrauss (1999) ve
Temir (2002)’dir.

Oncelikle ergodik teoremler igin bir ara¢ olan Banach prensibi detayli olarak
incelenmigtir. Bilindigi lizere [| i¢indeki araliklarin dizileri i¢in ortalama ergodik
teorem saglanirken, noktasal ergodik teorem saglanmayabilir. Rosenblatt ve Wierdl

(1992) calismasinda, noktasal ergodik teoremin saglanmasi igin gerek ve yeter sart

olarak |/,| artan olmak iizere (1,) U igindeki araliklar dizisinin Zayif Tempelman

n

Sart’'m1 sagladigin1 vermislerdir. Bu ¢alismada, teoremi saglayan ve saglamayan

birer dizi 6rnegi incelenmektedir. G herhangi bir sayilabilir ortalanabilir grup ve

o0

ZD , 1se sayilabilir degismeli grup olmak {iizere GxZD direkt ¢arpiminin bir

i=1 i=1

ortalanabilir grup oldugu Temir (2002) ¢alismasindan bilinmektedir. (F; ' ), G i¢inde
bir Folner dizisi ve (Fn ”) ise ZD , ic¢inde bir Felner dizisi olmak iizere
F) = (Fn "% F ") dizisi igin maksimal esitsizlik saglanirsa

A z T f ortalamasinin hemen hemen her yerde yakinsakligi

geF

Banach prensibi kullanilarak gosterilmektedir. Lindenstrauss (1999) calismasinda G ,

(X, B, u ) olasilik 6l¢glim uzayinda ergodik etki eden bir ortalanabilir grup ve (Fn)

bir tempered Folner dizisi olmak tlizere Vf € L, ( X, B, # ) i¢in hemen hemen her

yerde 11rn Z f gx I f x)d,u oldugunu gostermistir. Lindenstrauss (1999)

geF,

calismasindan hareketle her ortalanabilir grubun bir tempered Felner dizisine sahip
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oldugu gbz oOniine alinarak, [ XZD , ortalanabilir grubu icindeki tempered Felner

i=1

dizisi i¢in noktasal ergodik teoremin saglandigi incelenmektedir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA
4.1. Banach Prensibi

( Q, F, p ) bir sonlu dl¢iim uzay1 olsun. B ise Q iizerindeki tiim reel degerli,
F ’ye gore Olciilebilir ve p >1 i¢in p. kuvveti integrallenebilir fonksiyonlarin uzay1
yani L, ( Q, F u )olsun.

Bu boliimde B iizerinde asagidaki 6zellikleri saglayan T lineer operatorleri goz

Oniine alinacaktir:

(a) Vf eB igin Q i¢inde hemen hemen her yerde ‘T f (x)‘ < o0 ’dur.

(b) T 6l¢iim i¢inde siireklidir, yani f,, f € B ve

fi= [l == 0 ise
herhangi bir & >0 icin

y{x:‘Tfn (x)—Tf(x)‘ > S}TO
dir. Burada

1
P

I71= (I|f|p d,uj ile tanimlidir.
Q
Tanmim 4.1.1. (a ) ve ( b) Ozelliklerini saglayan operatorlerin (Tn) dizisi verilsin.
Vf € B igin

T"f(x)=sup|T,f(x), Tyf(x)=max

n>1 1<n<N

T,f (x)

olarak tanimlanir.

Onerme 4.1.2. T" operatdrii asagidaki 6zelliklere sahiptir:
() T°(f+h)<T"(f)+T"(h)
(ii) 7" (af)=al"(f)

Ispat: (i) T"(f +h)=sup

n=1

T,(f+h)

—sup|T,  + T,

n=1
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< sup|7;f| + sup|7;h|
n=1 n=1

=T"(f)+T" (h)
(ii) 7" (af) =supl|7, (af )| =supla, ()
=asup|T ‘ aT" (f)

nx1

Simdi Banach Prensibi’nin ispatinda kullanilacak olan 6nermeler verilecektir:

Onerme 4.1.3. T ve H 6l¢iim iginde siirekli, lineer operatorler olsun. Bu takdirde,

ez | max {7, (x), H, (x)} - max (77 (x), Hf (x)} |>&]
{ [ 7, (-1 (x) [> } { | A, (x) \>2}

Ispat: f, >0 olsun.

ve {1017 () [ £ o] 11, ()1 () [

olsun. Bu takdirde,

dir.

|7, ()7 (x) [ < ve [, (x)-Hf (x) | <5

dir.

max {Tf, (x), Hf, (x)} —max {Tf (x), Hf (x)}
=max { 17, (x) - max {Tf (x), Hf (x)}, H, (x) - max {7y (x), Hf (x)} |
< max {7, (x) =71 (x), Hf, (x)=Hf (x)}

<Tf, (x)=Tf (x) + Hf, (x)-Hf (x) < S+ L =¢ 4.1.1)

wlm

2
max{Tf(x),Hf(x)}—max{Tfn( ) x }
Zmax{ Tf (x) - max {Tf, (x), Hf, (x)},Hf(x)—max{Tfn (x), Hf, (x)} }
< max{Tf(x)—Tfn (x), Hf (x)-Hf, (x)}
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STf(x)—Tfn(x)+Hf(x)—an(x)£§+ —¢ (4.1.2)

N | &

(4.1.1.), (4.1.2.) esitsizlikleri geregi,

| max {7, (x), H, (x)} - max {7 (x), Hf (x)} <
elde edilir. Bu durumda

xe{ x:| max{Tf, (x), Hf, (x)} - max {17 (x), Hf (x)} | > |
olur.

Onerme 4.1.4. B bir Banach uzay1 ve M, dlgiilebilir fonksiyonlarin uzay1 ve

T:-B>M, H:B—>M 0lgim iginde siirekli, lineer operatorler olsun.

v [ =max {T f, Hf } ile tanimlansin. Bu takdirde, y 6l¢iim i¢inde siireklidir.

Ispat: />0 ve || f=f || — 0 olsun. Onerme 4.1.3.’deki ifadenin her iki tarafinin

Ol¢limii alinirsa,

x| wf, () -w f(x) | > }gﬂ{x;\ 7,17 (x) [ > }

vl x| ()1 (3) [

olur. Yukaridaki esitsizligin her iki tarafinin limiti alinirsa, 7 ve H Olglim iginde

stirekli oldugundan
li_rgy{x:‘ v i (x)-wf(x) ‘>£}:0
elde edilir. Bu ise y ’nin 6l¢iim i¢inde siirekli oldugunu gosterir.
Onerme 4.1.5. T}, 6lgiim iginde siireklidir.
Ispat: N =1 igin T =7, dir. T, 8lgiim iginde siirekli oldugundan 7} da 8lgiim
i¢inde stireklidir.
N =K igin T, i dl¢tim iginde siirekli oldugu kabul edilsin.

N =K +1 i¢in de T, *m dl¢iim iginde siirekli oldugu gosterilmelidir.

Tiof (x)= max [T,/ ()

1<n<K+l1

= max{ max

1<n<K

T.f (x)

TKHf(x)‘ }=max{ To f(x),

TK+1f(x)‘ }

b
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Keyfi n icin T, ’ler 6l¢lim iginde siirekli oldugundan 7, de ol¢lim icinde

+1

siireklidir. 7 *m da 6lgiim iginde siirekli oldugu kabuliinden Onerme 4.1.4. geregi

Ty, Ol¢iim iginde siirekli olur. Dolayisiyla tiimevarim metodu geregi, VN i¢in T,

Ol¢lim iginde stireklidir.

Onerme 4.1.6. Vf, €B ve bir ¢ sayisi igin ,u{x: £, (x) >c} <& ve fnif ise
,u{x: f(x) >c} <& dur.

Ispat: /. >0 olsun. f, i) f ise Teorem 2.5.26. geregi ( f,) dizisinin fye hemen
hemen her yerde yakinsayan bir ( fnk) alt dizisi vardir. Tanim 2.5.23.°e gore & >0

verildiginde Q ’nin ,u( A) =0 olacak sekilde bir 4 alt kiimesi ve x € Q\ 4 i¢in bir

£ (x)—f(x)‘ <& dur.

ny (&,x) vardir 8yle ki Vn > n, igin

fn(x)>c:>fnk(x)>c
dir.

o

xelJ{x:/,(x)>c}=xe 4 igin f(x)>c dir.
Keyfi & >no1 ve Vx e Q\ 4 icin
S (=S (D <e= e <, (x)- 1 (x)<e
=—s+f(x)<f, (x)<e+[f(x)

=/, (x)>f(x)-e>c-¢

dur. Buradan
xe{x:fnk (x)>c}:>xe{x:f(x)>c—g}\A
olur. Béylece
{x: £, (x)>cfcfx: f(x)>c—e}\4
dir. Olgiim alinirsa, 1(4)=0 ve & keyfi oldugundan
,u{x:fnk (x)>c}£y{x: f(x)>c}
elde edilir.
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‘,u{x:fnk (x)>c}—,u{x:f(x)>c} ‘
S,u{({x:fnk (x)>c}A{x:f(x)>c})}
,u{x: fnk(x)>c, f(x)Sc}Jru{x: fnk(x)éc, f(x)>c}

dir.

Q{x:ﬂk(x)>c, f(x)Sc}cA ve Q{x:ﬂlk(x)éc, f(x)>c}cA

dir. Bu takdirde, ,u(A) =0 oldugundan Vk >k, ve &> 0icin

,u{x‘fnk (x)>c, f(x)Sc}<% ve ,u{x:fnk (x)Sc, f(x)>c}<z

olur. Bu halde
‘ﬂ{x:fnk (x)>c}—,u{x:f(x)>c} ‘<§

elde edilir. Vk >k, igin
s, (9>} s 100> | <5

:>—§<,u{x:fnk (x)>c}—,u{x:f(x)>c}< 5

:>,u{x:f(x)>c}—%<,u{x:fnk (x)>c}<2

olur.
Onerme 4.1.7. ( X, A, u ) bir dlgiim uzay1 ve f, u, v 6lgiilebilir fonksiyonlar

olsun. ' < u+v ise ¢ >0 reel sayisi i¢in
,u{x:f(x)>c}s,u{x: u(x)>%}+,u{x: v(x)>%}

dir.

Ispat: x ¢ {x s u(x)> %} U {x cv(x)> %} olsun. Bu takdirde,
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xe{x: u(x)S% ve xe{x: v(x)S%} (4.1.3)
dir. Vxe X igin f(x)S u(x)+v(x) oldugundan (4.1.3.) geregi
f(x) <3 + 5 c

dir. Bu halde
x%{x:f(x)>c}

olur. Boylece

()= ef e frs )= o v -

elde edilir. Olgiim alinirsa,

el

esitsizligi elde edilmis olur.

Simdi Garsia(1970) calismasinda ispati bulunan Banach prensibinin 6nceki
verilen 6nermeler yardimiyla ispati incelenecektir:

Teorem 4.1.8. ( Banach Prensibi ) V/ eB i¢cin hemen hemen her yerde

T'f (x) <o ise A>0 i¢in tanmimlanan ve A — oo iken sifira yakinsayan, pozitif
azalan C(A) fonksiyonu vardir ve VA >0,Vf € B i¢in
pl{x: T f(x)>2)f] f<C(4) (4.1.4.)

dir ( Garsia, 1970 ).

Ispat: (4.1.4.) esitsizligi,

f || =1 i¢in goz Oniine alinsin. Hemen hemen her x i¢in

T*f(x) < oo oldugundan sabit £ >0, Vf €B ve f’ye bagli olmas1 miimkiin olan bir
n igin

,u{x:T*f(x)>n}Sg
dur. Bagka bir deyisle, f'e L,( Q, % u ) oldugundan

o0

U{rulx:1f(x)>n}<efcB 4.1.5.)

n=1
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oldugu asikardir.
feB=T f(x)<o oldugundan Ve>0 igin ,u{x: T"f(x)> n} <¢ olur.

Buradan

feg{f: ,u{x: T*f(x)>n}£5}

:BcO{f:y{x: T*f(x)>n}sg} (4.1.6.)

olur. (4.1.5.), (4.1.6.) geregi,
B:O{f: ,u{x: T*f(x)>n}35 }

esitligi elde edilir. Vn igin

DL

{f:u{x; T*f(x)>n}££}= {f: u{x:T;f(x)>n}S€} (4.1.7.)

=
I

esitligi vardir. Bu esitligin gosterilmesi i¢in f € ﬁ{f : ,u{x: T;f(x) > n} <g¢ } ve

N=1
VN i¢in 4, = {x: Ty f(x)> n} olsun.
xe€ A4, alinirsa, max{ Tof(x), Ty, f (x) } >n oldugundan Ty, f(x)>n
olur. Bu halde x € 4,,,, elde edilir.

Ay c Ay, c...

dir. Teorem 2.5.6. geregi VN igin

y(QAN]=Iimy(AN)Sg

N—oo

olur. Buradan

ﬂ(['jA jSe:,u{x: T'f(x)>n}<e

:>fe{f: ,u{x: T*f(x)>n}Sg}
olur. Bu halde

ﬁ{f: ,U{x: T;f(x)>n}ﬁg}c{f: ,u{x: T*f(x)>n}gg}

N=1

(4.1.8)
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dur. Tersine, fe{f: ,u{x: T*f(x)>n} <g } olsun.

A:{x: T*f(x)>n} alinirsa, A:CJAN olur. VN igin ,u(A)Sg ve A, c 4

N=I1
oldugundan (4, )< u(A)<e olur. Buhalde VN igin (A, )< & dur. Boylece
VN igin ,u{x: T]:;f(x)>n}£g:>feﬁ{f: ,u{x: T;,f(x)>n}sg}
N=1

elde edilir. Buradan

DL

{f: ,u{x: T*f(x)>n}sg}c {f: ,u{x: T;f(x)>n}sg}

=
r

(4.1.9.)
(4.1.8.), (4.1.9.) esitsizliklerinden (4.1.7.) esitligi elde edilmis olur.

Simdi, { 1 ,u{x: Ty f(x)> n} <g } kiimelerinin her birinin kapali oldugu

gosterilmelidir. Bunun i¢in f € {f: ,u{x: T;f(x) > n} <ég } olsun. Teorem 2.1.14.

geregi m—o iken ||f, —f|—>0 olacak sekilde {f:,u{x: T;f(x)>n}35}

kiimesi i¢inde bir ( £, ) dizisi vardir. Bu takdirde,

,u{x: Ty fo(x)>n }Ss

) H
olur. m - iken |f, —f|| — 0 oldugunda Onerme 4.1.5. geregi, Ty f, —> T, f 'tir.

Onerme 4.1.6. geregi

,u{x: Ty f(x)>n }Sg’dur. Buradan fe{f: ,u{x: T;f(x)>n}sg }
elde edilir. Boylece {f: ,u{x: Ty f(x)> n} <eg } kiimesi kapalidir. (4.1.7.) esitligi
geregi { f: ,u{x: T f (x) > n} <eg } kiimesi de kapalidir. Baire teoremi geregi bir

tam metrik uzay hi¢ bir yerde yogun olmayan kiimelerin sayilabilir birlesimi olarak

yazilamayacagindan { f: ,u{x: T f (x) > n} <eg } kiimelerinden en az biri bos
olmayan bir i¢e sahiptir ve bir kapali yuvar icerir. Bu yuvarin merkezi f, €B ve

yarigap1 0 >0 ise V||f—f0|| <9 i¢in
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p{x: T'f(x)>n|<e (4.1.10.)

If =4l
bo)

<1 olur.

dur. h= % alinirsa,

=
f=fo=0h= f=f +0h
oldugundan esitsizlik (4.1.10.) geregi V”h” <1 i¢in

p{x:T"[fy+0h)(x)>n}<e (4.1.11.)
dur. Teorem 4.1.2. geregi
Th=T" (ﬂ) L (sm)
§) 8

1. 1., I, .
=ET(5hhﬁ—ﬂ)SgT(ﬁ+5@+gT(ﬁ)

dir. Buradan

* 1 * 1 *
I'hs<T (f0+5h)+gT (/o)

olur. Onerme 4.1.7. geregi, tiim ||k <1 igin
,u{x: T*h(x)>%n}£,u{x: T*[ f, +5h](x)>n}+,u{x: T*fo(x)>n}
dir. V”h” <1 i¢in (4.1.11.) sagladigindan 4 =0 alinirsa,

,u{x: T*fo(x)>n}S€
olur. Bu takdirde, tiim ||h|| <1 i¢in
. 2n
,u{x: T h(x) >—} <2e¢
o
e Ty 2n . .
elde edilir. Boylece VA > 5 icin
,u{x: T°h (x) > /1} <2¢& olur. C(/l) fonksiyonu
C()= supu{x: T"h(x)> /1}
<1

olacak sekilde secilirse, %irn C(24)=0 olur. Ayrica
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ufx: T (x)> 201 )= { , T*”ff(”x)>/1}:,u{x:T"[ﬁ}(x)>/1}

Nin
7]

dir. h(x)= olsa =1 olur ve

T
{ (n ||] ”}-S“Pﬂ{x”( )>2)=C(2)

|#l<t
olur. Buradan VA >0 igin
ul{x: T f(x)>2)f] }<C(4)
dir.

Simdi Garsia(1970)’de ispat1 yapilmis olan asagidaki teorem agik olarak

incelenecektir:

Teorem 4.1.9.(Tn) operatorleri (4.1.4.) esitsizligini saglarsa, 7 f (x) dizisinin
hemen hemen her yerde yakinsadig1 f € B fonksiyonlarinin kiimesi kapalidir
( Garsia, 1970 ).

Ispat: T f (x) dizisinin hemen hemen her yerde yakinsadigi fe€B

fonksiyonlarinin kiimesi C olsun. C kiimesinin kapali oldugunun gosterilmesi igin

f e C almsm. Bu takdirde, bir & >0 igin || f —h|| < ¢ olacak sekilde #eC vardir.
Vf € B i¢in

R(x, f)=

()T, (x) |
fonksiyonu tanimlansin.

R(x, f)=

n (x)_Tmf(x) ‘
nlrir_r)lwsup‘Tf )‘+nlni1r_r>1wsup‘Tmf(x)‘

< sgpmf(x)hs:p‘Tmf(x)‘ =2T"f(x)

oldugundan R(x, /)< 2T" f(x) olur. Buradan

ul{x:R(x, f)>A|/f] }<u{x T"f(x —||f||} (’;J (4.1.12.)
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elde edilir. Bir f e B ve bir #€C igin

R(x, f=h)= lim sup| T,(f —h)(x)-T, (f-h)(x) |

n,m—»o0

= lim sup

n,m—»o

< lim sup‘ T.f(x)-T,f(x)

n,m—»w

Tf (x)=Th(x)=T,f (x)+T,h(x) |

+ lim sup| T,h(x)-T,h(x) | (4.1.13)

n,m—»00
h e C oldugundan hemen hemen her x i¢in

lim sup‘ Tnh(x)—Tmh(x) ‘20

n,m—>0

dir. Boylece hemen hemen her x i¢in (4.1.13.) esitsizligi geregi,
R(x,f—h)<R(x,f) (4.1.14.)

tir. Ayrica hemen hemen her x igin

R(x, f=h)= lim sup| 7,/ (x)=T,h(x)=T,f (x)+T,h(x) |

T,f(x)-T,f (x) |-| T,h(x)-T,n(x)| \

> lim sup

=R(x, f )

tir. Buradan
R(x,f—h)ZR(x,f) (4.1.15)
tir. (4.1.14.), (4.1.15.) esitsizlikleri geregi, hemen hemen her x igin
R(x, f —h) =R(x, f ) esitligi vardir. Bu esitlik (4.1.12.) esitsizliginde yerine

yazilirsa,

u{x: R(x, f)> 4|1 =] }SC@]

olur. Ayrica A = 1 ve ||f—h|| <¢” secilirse,
g

1
x: R(x,f)>e ;<C| —
il R f)>e )<
olur. & keyfi oldugundan hemen hemen her yerde R(x, ) =0"dur.
Hemen hemen her yerde R(x, f)=0 ise 7,f(x) hemen hemen her yerde

yakinsaktir. Bu halde f eC olur. Boylece Cc C elde edilir. Bunun tersi de her

zaman dogru oldugundan C kapalidir.
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4.2. Ortalanabilir Gruplar i¢in Ergodik Teoremler

G herhangi bir sayilabilir ortalanabilir grup ve ZD , 1se sayilabilir degismeli

i=1

grup olmak iizere GXZD , direkt ¢arpimmin bir ortalanabilir grup oldugu

i=1

bilinmektedir ( Temir, 2002 ). Bu boéliimde noktasal ergodik teorem GXZD 5
i=l1

ortalanabilir grubu i¢in incelenmektedir.

S, ( X, A, p ) olasilik 6l¢iim uzay1 iizerinde etki eden, sol sadelesme

Ozelligine sahip bir sayilabilir ortalanabilir yar1 grup olsun. (Fn ), S iginde bir Felner

n

dizisi, (qn) pozitif sayilarin bir dizisi olmak {izere lim-— limiti mevcut ve sonlu

n—»0 q
n

iken feL (X, A, u )igin 4, (Fn’qn )[f](x) L DT, f(x) ergodik ortalamasinin

qn geF,
hemen hemen her yerde yakinsakligi incelenmistir ( Butkevich, 2001 ). Bu ortalama

kisaca 4, [ /] ile gosterilsin.
S ’nin kendi tizerindeki L sol etkisi L,x=gx ile verilir. Burada cebirsel

anlamdaki grup etkisi géz Oniine alimir. Bu etki, ¢:S —[] fonksiyonlar kiimesi

tizerinde bir sag etki belirler.

~ 1
4lpl=—>" Lo
q,, geSs

~

M [(o](x) = sup Zn U(pﬂ(x) seklinde tanimlidir.

Tamm 4.2.1. ( X, A4, u ) olasilik 6lglim uzayr olsun. S yar1 grubundan
T,:X — X Ol¢imi koruyan donistimlerin yari grubu i¢ine 7': g — T, ile tanimlt
homomorfizmaya S yar1 grubunun ( X, 4, u ) olasilik dl¢iim uzay: lizerindeki T

etkisi denir.

Tanim 4.2.2. S yar1 grubunun ( X, 4, u ) olasilik 6l¢iim uzayi tlizerinde her T
etkisi i¢in T, f (x): f (T gx) ile tanimlanan temsile H= L 2(X ) uzayi lizerinde bir

tiniter temsil denir.
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Tamim 4.2.3. H bir Hilbert uzay1 ve S, H i¢inde bir sol sadelesme 6zelligine sahip

sol ortalanabilir yar1 grup olsun. 7, S yar1 grubu i¢in H uzayinda bir tniter temsil
olsun. Vg € § i¢in T, (v)=v ise v eH vektoriine T . ~degismez vektor denir.

Tamm 4.2.4. ( X, A, ¢, T ) bir dinamik sistem olsun. 0< ,u(A)<1 sartin1 saglayan
VA e A igin y((];le)AA)>O olacak sekilde geS varsa, ( X, 4, u, T )ye

ergodiktir denir.

Onerme 4.2.5. ( Maksimal Esitsizlik ) (F,) dizisine bagli olan fakat X ’e bagh

olmayan Oyle bir ¢ > 0 sayis1 vardir ki Vf € L, (X ) , VA >0 i¢in

ol

esitsizligi ger¢eklenir ( Butkevich, 2001 ).
Onerme 4.2.6. ( S iizerindeki Maksimal Esitsizlik ) (F,) dizisine bagh olan ¢

s, [1]()> 2} 517}

sabiti vardir oyleki ¢ : S —[] fonksiyonu ve VA >0 i¢in

{a<s| #[o)(a)> )| <o,

esitsizligi gerceklenir ( Butkevich, 2001 ).

Onerme 4.2.7. S yar1 grubu iizerinde maksimal esitsizlik saglanir ise maksimal
esitsizlik saglanir ( Butkevich, 2001 ).

Uyar1 4.2.8. Onerme 4.2.7, “Transfer Prensibi” olarak bilinir( Butkevich, 2001 ).

Teorem 4.2.9. 7,, H Hilbert uzay1 i¢inde sol sadelesme 6zelligine sahip bir sol
ortalanabilir S yar1 grubu igin bir iiniter temsil olsun.(F, ), S iginde bir sol Felner
dizisi ve P, H’den T,-degismez vektorlerin alt uzayima bir dik izdistim olsun. Bu
takdirde, Vf €H i¢in

1
E,

—0
H

L T.f=Pf

geF,

dir ( Butkevich, 2001 ).
Teorem 4.2.10. ( X, A, # ) olasihik 6l¢lim uzayinda ergodik etki eden bir

ortalanabilir grup G ve (Fn) bir tempered Folner dizisi olsun. Vf e L (X, A, 1)

icin hemen hemen her yerde
52



4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Feyza YALCIN

lim—— 3" £(gv)= [ £(xMu(x)

n—>0
El geF,

dir ( Lindenstrauss, 1999 ).

[J icindeki her Feolner dizisi i¢in ortalama ergodik teorem saglanir ancak
noktasal ergodik teorem [! iizerinde bazi sartlar altinda saglanir. Asagida verilen

teorem bu sart1 agiklamaktadir:

Teorem 4.2.11. (In), [l i¢indeki araliklarin bir dizisi ve |In| artan olsun. (In)

dizisi boyunca noktasal ergodik teoremin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul (I n)

dizisinin Zay1f Tempelman Sarti’n1 saglamasidir ( Rosenblatt ve Wierdl, 1992 ).
Tammm 4.2.12. Zayif Tempelman Sarti’n1 saglayan diziye iyi dizi, Zayif

Tempelman Sarti’n1 saglamayan diziye ise kétii dizi denir.
Ornek 4.2.13. [ icinde I, =[0,n] iyi dizi olmasina ragmen I, = [712,712 +n]
kot dizidir.

Coziim: /, =[0,n]in iyi dizi oldugunu gostermek igin

Uz,
k=1
esitsizligini saglayan bir C sayis1t bulunmalidir.

17 =[~k,0] ve I;'T, =[~k,0]+[0,n] = [~k.n]

Vn>0 i¢in <C

I}’l

dir.
Ulk"lln :[—1,n]u[—2,n]u...u[—n,n]
k=1

dir. [-1,n] =[-2,n] =...c[-n,n] oldugundan
Olk_lln =[—n,n]
k=1

olur. Buradan

Uz,
k=1

1

_[-nn] 2041 IS P
‘[O,n]‘ n+l1 n+1

n
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bulunur. (I ., )dizisi C =2 icin Zayif Tempelman Sarti’n1 saglar. Boylece (I n) dizisi
boyunca noktasal ergodik teorem saglanir.

I = [nz, n* + n] dizisi gbz 6niine almirsa, 1, = [—kz —k, —kz] ve

Ik"lln =[—k2 —k,—k2]+[n2, n’ +n] :[nz —k*—k, n’ +n—k2}
dir.

Olk_lln =[n2—2, n2+n—1]u[n2—6, n2+n—4]u...u[—n, n]

k=1

dir. n =3 alinirsa,

01,;113 =[7,11]u[3,8]U[-3,3]=[-3,11]

= 0],:1],1 2[—n,n2+n—l}

k=1

olur. Buradan

I
kL:Jl ko _n2+2n

|In| n+l1

<C

olacak bigimde bir C sayis1 bulunamadigindan Zayif Tempelman Sarti saglanmaz.

Yani 1, =| n’,n’ +n ] bir kétii dizidir.

Butkevich(2001) calismasinda ispat1 bulunan asagidaki 6nerme verilecektir:

Onerme 4.2.14. ( X, A, u ) olasilik dlgiim uzayinda etki eden sol sadelesme

Ozelligine sahip bir sol ortalanabilir yar1 grup S olsun. Bu takdirde,

H, ={feL(X)| Tf =7, vges|

H,, =Sp{h—Tgh‘ helL, (X), geS}
olmak tizere L,( X, A, ¢ )=H,, ® H,,,  dir (Butkevich, 2001).

my

Ispat: /1 H,

4

olsun. Vge S, Vhe L, (X) igin
fLH, = (f h=Th)=0=(f, h)=(f,T,h)=0
= (f.hy={f.Th)
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elde edilir. L,( X, A4, p ) bir Hilbert uzay1 oldugundan Tg* adjoint operatdr olmak
uzere
(f, h>=<f, Tgh> =<Tg*f, h>

*dir. Ozel olarak VA e 4 igin '[ fdu = '[T o fdu olur. Buradan Vg e S igin hemen
A A

hemen her yerde [ =T, f elde edilir.

L, (X, A, u)bir Hilbert uzay1 oldugundan

f=T,f < f=T,f
dir. Boylece Vge S icin hemen hemen her yerde f =T,/ olur. Dolayisiyla

feH,, dir. feH, olsun. Butakdirde, /=T, f olur.

(foh=Tp)=(f. )=(f. ThA)=(f. )~(f. h)=0=f L H,,

Boylece H,

nv?

H,, kapal alt uzaymin dik komplemanidir. Bu takdirde,

L (X, A p)=H, ®H,, seklinde yazilabilir.

erg

Bu calismada, G herhangi bir sayilabilir ortalanabilir grup ve ZD , 1se

i=1

sayilabilir degismeli grup olmak iizere GxZD , ortalanabilir grubu i¢in noktasal
i=l

ergodik teoremin saglandig1 gosterilecektir.
( X, A, u ) bir olasilik dl¢lim uzayi, G bir sayilabilir ortalanabilir grup ve
G’nin ( X, A, p ) uzayi iizerindeki 6l¢iimii koruyan etkisi 7 olsun. 7: G — Aut( X,

A, p ) bir homomorfizmadir. Burada Aut( X, 4, ¢ ), ( X, A, M )’niin Ol¢iimii

koruyan otomorfizmalarinin grubudur. Yukaridaki ifade GxZD , ortalanabilir

i=l1
grubu i¢in yazilirsa, asagidaki ifadeler elde edilir.

(X,, A,, w, ), ( X,, A,, u, ) birer olasilik dl¢iim uzay1 olsun. 7’, G

ortalanabilir grubunun ( X;, 4,, u, ) uzay lizerindeki dl¢timii koruyan etkisi ve 7"
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ise ZD , sayilabilir degismeli grubunun ( X,, 4,,u, ) uzay: lizerindeki ol¢limii

i=1
koruyan etkisi olsun. Bu durumda

T':G— Aut (X, A, ) ve T":D 0, > Aut(Xo, A,, 1, )

i=1

birer homomorfizmadir. Dolayisiyla G x ZD , direkt carpiminin ( X, x X,, 11 ® A,

i=l1

M, X t,) uzayr tlzerindeki Olglimii koruyan etkisi g €G, g, EZD , icin

i=1

g=(g.8)iken T, =T =(Tgl' ngz”) "dir.

(F) G iginde bir Felner dizisi ve (F) >0, iginde bir Felner dizisi
i=1

n

olsun. F = (F 'xF, ") dizisi Felner dizilerinin direkt ¢arpimidir.

Simdi yukaridaki ifadelerden faydalanarak, asagidaki teoremin ispati
incelenecektir:

Teorem 4.2.15. Maksimal esitsizlik saglanirsa, 4, [ /](x) = 1 z T.f(x)

‘El gek,

ortalamasi hemen hemen her yerde yakinsaktir.
Ispat:

B= {f eL (X, xX, )‘ A,[f](x) hemen hemen her yerde yakmsak}

D={f+(h—Tgh)| feL (X xX,), ‘v’geriDz, T.f=1, heLm(XlxXz)}

i=1
olsun. 7,/ = (7, xT,")  *dir

B=1L (X1 X Xz) oldugu gosterilirse, 4, [f](x) toplaminin Vf € L, ()(1 X Xz)
icin hemen hemen her yerde yakinsadigi ispatlanmis olur. Bunun i¢in
(1) DcB,
(2) B kapal,
(3) D kiimesi L, (X, x X, ) i¢inde yogun,
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oldugu gosterilmelidir.

(1 )Dc B oldugunun gosterilmesi icin f € D olsun. ‘v’gerZD , 1¢in

i=1

f=T . f ’dir. Bu takdirde,

éZTgf—m

n| g€k,

olur. Yani f eB’dir. Ayrica helL, (X1 ><X2) olmak tzere, f=h-T, h olsun.

Burada g, € Gx ZD , 'nin sabit bir elemanidir. x € X, x X, i¢in

i=1

A1) = 2 ZTf

geF

ZT(h T, h)(x)

geF,

LS (e |1

ol ;%(Tgh T, .h)(x) 7 geﬁ,,ZA:goﬁ,,Tgh(x)

<1 Z o)< s - e LN
F geF,Ag,F, n

Boylece (ﬁn) bir Felner dizisi oldugundan 4, [f](x) hemen hemen her yerde
yakinsaktir. Bu halde f/ € B ’dir. Buradan D c B elde edilir.
(2) Maksimal esitsizlik saglandiginda Banach Prensibi geregi 4, [ f ](x) ’in

hemen hemen her yerde yakinsadigi noktalardan olusan B kiimesi kapalidir.

(3) D, kiimesi

Dzz{f+(h—7;,h)| feLz(XlxXz),VgeriDZ, T.f=f. hel, (XlxXz)}

ile tanimlansin.

D, =HmuSp{(h—Tgh)| hel,(X,xX,), geriD 2}

i=1

57



4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Feyza YALCIN

—D,=H, uSp{(h—Tgh)| heLw(XlxXz),geriDz}’dlr.

inv
i=1

H

inv?

L,(X,xX,) uzaymn kapali lineer alt uzay1 oldugundan H,_=H, ’dr.

Bu halde Onerme 4.2.14. geregi, L, (X, xX,)=H,, ® H,, oldugundan

D_zszuSp{(h—Tghﬂ hel,(X,xX,), geriD 2}:L2(X1><X2)

p
‘dir. Buradan D,cD kiimesi L,(X,xX,) iginde yogundur. L,cL, ve
L,(X,xX,) kiimesi L, (X, xX,) iginde yogun oldugundan D kiimesi L, (X, xX,)
icinde yogundur.

Dc B, B kapali ve D kiimesi L, (X XX 2) icinde yogun oldugundan
B=L (X xX,) elde edilir. Yani Vf eL (X,xX,) i¢in hemen hemen her yerde
}ll_r}; A [f]x) limiti mevcuttur.

Ornek 4.2.16. > [, sayilabilir degismeli grup olmak iizere G=[1x)[],

i=1 i=1

ortalanabilir grubu

(g &)-(y: 5)=(g +¥, &, +5)
islemi ile g6z 6niine alinsin. e, = (0,. .1...,0,.. ) ile tanimlanir.

Her ortalanabilir grup bir tempered Folner dizisi igerir ve buna bagli olarak
Teorem 4.2.10. geregi noktasal yakinsaklik saglanir. Bunun i¢in dncelikle G grubu

icinde bir Felner dizisi olusturulmalidir:
2n
F, :{(y, S)EG‘ |y|£n, s=2§iei, & :Ovl}
i=1

olsun. (15:1) dizisinin G i¢inde bir sol Felner dizisi oldugunu gostermek icin g e G

2m
keyfi eleman1 alinirsa, g, €ll ve g, = z&iei olmak iizere g =(g,, gz) "dir.

i=1

2n

acF, =a=(y, s), s:zgiei dir.
i=1
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2n 2m
ga:(gv gz)-(ya S):(gl"'ya Zfiei+2‘9iei]
i=1

i=1
dir. n>m = 2n>2m oldugundan y, =0 veya | olmak iizere

2m 2n

2n
Z e + Z Oe = Z%ei
i=1 i=1 i=1

dir. Boylece

2n
ga:(gl’ gz)-(ya S):(gl +y, Zyiei]

i=1
olarak yazilabilir. |g, + y|<n ise gaeF, dir. |g +y|>n ise sabit bir g, € G ve F,
i¢in

‘ganAFn

< |g1|22n

dir. Ayrica ‘I:"n‘ =(2n+1)2*"dir. Buradan

‘goﬁ;zAFn < |g1|

£ " 2ntl >0

olur. Boylece (I:‘n) dizisinin G iginde bir sol Felner dizisi oldugu goriildii. Simdi
noktasal yakinsakligi gerceklemek i¢in Teorem 4.2.10. geregi (ﬁ;) dizisinin

Shulman Sarti’n1 sagladig gosterilmelidir.

2m
g, = 06 olmak iizere g =(g,, g,)€G olsun.

i=l1

-1

g =(g,8) =(-g» )

dir. Buradan

le={(g], 2,)

l&i[<m, g, =§:@e,., 6, =0v1}
i=1

olur. F, :{(y, S)EG‘ |y|£n, s:ifl_eﬂ & :0\/1} idi.
i=1

|gl|Sm7

~ ~ 2m 2n
leFn={(g1+y, g +s) y|<n, g2=ZHiei,s:Z§iei}
i=1 i=1

dir. n>m ise 2n > 2m ’dir. Bu takdirde,
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= = =
ve
F'F = {(k, z)‘ k|<m+n, 1= iy,.el}
=
olur. Bu halde
|F, | = (2m+2n+1)2”

*dir ve

2n+1

olur. Bu esitlikten faydalanarak (1:“,1) Felner dizisinin bir tempered alt dizisinin

varhgim inceleyelim. Bunun igin n, =2* olmak tizere G, = 1:“”k olsun. Bu takdirde,

n, =2n, ’dir. n>m olmak lizere yukaridaki esitlik kullanilirsa,

-1
UGG,
i=1 _ _

Gl 1G]

‘ék le‘ ‘ﬁ:lle

K

k-1
=1+ 2% <2
2.2 +1

ny

oldugundan (Gk) Folner dizisi Shulman Sarti’n1 saglar. Yani (15:1) Folner dizisinin

bir tempered alt dizisi bulunmus olur. Teorem 4.2.10. geregi (Gk) dizisi boyunca

noktasal ergodik teorem saglanir.
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5. SONUCLAR ve ONERILER
5.1. Sonuglar

Ergodik teori glinimiizde hizli gelisen bir daldir. Ergodik teorinin en énemli

n-1
sorusu limlz f (T "x) ortalamasinin hangi durumlarda var olup olmadigidir.
n—>0 n k=0

Ergodik teoride ilk 6nemli sonuglar G.D. Birkhoff ve Von-Neumann tarafindan
ispatlanmistir. Bunlar sirastyla noktasal ergodik teorem ve ortalama ergodik teorem
olarak bilinir. Bu sonuglarin yillardir devam eden genellestirilmelerinden birisi
Lindenstrauss(1999) tarafindan verilen ortalanabilir gruplarin 6lgiimii koruyan
etkileri i¢in noktasal ergodik teoremin ispatidir.

Bu ¢alismada ortalanabilir gruplar i¢in ergodik teoremlerle ilgili son yillarda
yapilan ¢alismalar géz oniine alinarak, Banach prensibinden yararlanarak G herhangi

bir sayilabilir ortalanabilir grup ve ZD , 1se sayilabilir degismeli grup olmak iizere
i=1

bu gruplarin direkt carpiminin ortalanabilirliginden hareketle G x ZD , ortalanabilir
i=1
grubu i¢in maksimal esitsizlik saglanirsa noktasal ergodik teoremin saglandigi

gosterilmistir.

5.2. Oneriler

Daha genel ortalanabilir gruplar ve ortalanabilir yar1 gruplar i¢in noktasal
ergodik teoremin saglanip saglanmadig1 arastirilan bir konudur. [J ig¢indeki her
Folner dizisi i¢in noktasal ergodik teoremin saglanmadig: bilinmektedir. [J i¢indeki
her Folner dizisi i¢in noktasal ergodik teoremin saglanmasini garanti eden gerekli ve

yeterli kosullarin var olup olmadig hala incelenen bir konudur.
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OZET

Bu calismada ilk olarak, gerekli olan temel tanim ve teoremler detaya
girilmeksizin verilmektedir. Ayrica ortalanabilir grup ve ortalanabilir yar1 gruplar
i¢cin temel tanimlar agiklanarak bir § yar1 grubunun sag ortalanabilir olmasi i¢in yeter
sartlar incelenmektedir.

Daha sonra, sonucu ortalanabilir gruplar i¢in noktasal ergodik teoremin

ispatinda kullanilacak olan Banach Prensibi ayrintili olarak incelenmektedir. Ayrica

noktasal ergodik teoremin saglanmasi i¢in |[ n| artan olmak iizere (/,) U igindeki
araliklarin dizisinin Zayif Tempelman Sarti’n1 saglamasinin gerek ve yeter kosul
oldugu aciklanarak, bu sarti saglayan ve saglamayan dizilerin Ornekleri
arastirilmaktadir.

Son olarak, G herhangi bir sayilabilir ortalanabilir grup ve Z[I , 1se sayilabilir

i=1
degismeli grup olmak iizere noktasal ergodik teorem GXZD , ortalanabilir grubu
i=1
icin gosterilmektedir. Her ortalanabilir grubun bir tempered Felner dizisi igerdigi

kullanilarak, [J XZD , ortalanabilir grubu i¢indeki Felner dizisi goz Oniine

i=1

alinmaktadir. Noktasal yakinsaklig1 gerceklemek icin [J XZD , ortalanabilir grubu
i=1
icindeki bu dizinin tempered Folner dizisi oldugu gosterilerek Lindenstrauss (1999)
calismas1 geregi, [ x ZD , ortalanabilir grubu i¢in noktasal ergodik teoremin
i=1

saglandig1 incelenmektedir.
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SUMMARY

In this thesis, in the first section necessary fundamental definitions and
theorems has been given. In addition, basic definitions of the amenable groups and
amenable semigroups has been studied and sufficient conditions has been
investigated for a S semigroup to be right amenable.

Later, the Banach principle whose result will be used in proof of the pointwise

ergodic theorem for amenable groups has been explained in detail. Furthermore, if

(1,) is a sequence of the intervals in [1 such that |/,| is increasing, then we have
explained that the pointwise ergodic theorem holds along the sequence (I n) if and

only if (I n) satisfies Weak Tempelman’s Condition, and the examples of the

sequences in [J which satisfy or do not this condition has been investigated.
Finally, if G is a countable amenable group and ZD , 1s a countable abelian
i=1

group, then the pointwise ergodic theorem has been shown for the amenable group

GXZD , . By using the fact that every amenable group has a tempered Folner
i=1

sequence, we have investigated the Folner sequence in the amenable group

0 xZD , which has a tempered Felner sequence. We used the fact from

Lindenstrauss (1999), that the pointwise ergodic theorem holds along the tempered

Folner sequence in the amenable group [J x ZD 5.

i=1
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