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Kati cisim mekanigindeki temel problemlerden baglicalar1 yapilarin stabilite ve titresim
davraniglaridir. Bu ¢alismada diisey tekil yiiklemelere maruz, ilerlemeyen gatlak iceren dikdortgen ve
kare kesitli kolonlarin stabilite ve titresim davraniglari arastirilmistir. Kolonlarin burkulma yiikii ve
dogal frekanslarinin hesaplanmasi i¢in sonlu elemanlar metodu kullanilarak bir bilgisayar programi
hazirlanmistir. Catlak boliimiin esnekligi, ¢atlaktan dolayr meydana gelen yerel esneklige bagli olarak
gerilme yigilma faktorii ve sekil degistirme enerjisi saliverinim oranlarina ait esneklik matrisinin tersi
alinarak tiiretilmistir. Onerilen metodu agiklamak ve ¢atlak derinligi ve konumunun yapinin burkulma
yiikii ve dogal frekansi iizerindeki etkilerini arastirmak igin sayisal ornekler verilmis ve hazirlanan
deney diizenegi yardimiyla bu 6rneklerden biri icin deneysel veriler elde edilmistir. Sayisal drnekler
ve deney sonuglar1 dnerilen metodun basit ve giivenilir bir metot oldugunu gostermistir.

ANAHTAR KELIMELER: Stabilite, titresim, sonlu elemanlar metodu, ¢atlak
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Master Thesis

NUMERICAL ANALYSIS OF BUCKLING AND VIBRATION PROBLEMS OF CRACKED
STRUCTURES
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The stability and vibration of structures is one of the main problems in solid mechanics. This study
investigates the stability and vibration of slender columns with a single nonpropagating edge crack
subjected to concentrated vertical loads. A computer program which uses the finite element method is
prepared to determine the buckling loads and natural frequencies of the columns. The cracked section
is modeled by a massless spring whose flexibility depends on the local flexibility induced by the
crack. The stiffness of the spring is derived from the linear elastic fracture mechanics theory as the
inverse of the compliance matrix calculated using stress intensity factors and strain energy release rate
expressions. Numerical examples are given for explaining the proposed method and investigating the
effects of the depth and location of crack on critical buckling load and natural frequencies of cracked
columns and experimental data were taken with prepared experiment setup for one of the given
examples. It is shown through the numerical examples and experiments that the proposed method is a
simple and efficient method.

KEY WORDS: Stability, vibration, finite element method, crack
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1. GiRiS Mustafa OZEN

1. GIRIS

Bir yap1 veya makine elemaninin se¢imi yapilirken dikkat edilmesi gereken ii¢
karakteristik nokta vardir. Bunlar mukavemet, rijitlik ve stabilitedir. Stabilite
analizinde amag sekil degistirmis sistemin denge konumunun kararli olup olmadiginm
arastirmak ve kararli denge konumunu olusturan sartlar1 ger¢eklestirmektir. Stabilite
kavrami kati cisimler mekaniginde, ¢okmeler karsisinda yapilarin giivenirliginden

emin olmay1 saglayacak temel bir problemi temsil eder (Iyengar, 1988).

Miihendislik yapilar1 ¢alisma siiresince ¢atlaklar gibi yapisal kusurlara neden
olan bozucu etkilere maruz kalir. Bu kusurlarin giivenlik ve yiik tasima kapasitesi
tizerindeki etkileri yapisal elemanlarin tasariminda dikkate alinmalidir. Yapisal
elemanlarin yiik tagima kapasitesi genellikle burkulma olgusuyla ilgilidir. Catlak
iceren bir yapinin burkulma ve dinamik davranisiyla kusursuz bir yapininki arasinda
degisime neden oldugundan sistemin dinamik oOzelliklerini degistirir. Diger bir
deyisle, catlak, yapimin titresim analizindeki dogal frekans ve vektorlerinde
degisimine neden olacaktir. Bu da catlagin yapidaki burkulma kritik yiik degerini
degistirecegi anlamina gelir. Catlaklarin etkilerinin bilinmesi, yapilardaki hasarlarin
belirlenmesinde 6nemli bir unsur olup yapilarin tasariminda zorunludur. Ornegin,
yapinin dogal frekansindaki azalma yap1 icerisinde bir kusur olduguna isaret eder
(Cawley ve Adams, 1979). Ek olarak, catlaktan dolayr kritik burkulma yiikiinde
meydana gelen azalmanin belirlenmesi 0Ozellikle insaat, makine ve uzay
miihendisliklerinde yapilarin onarim ve tasariminda olduk¢a 6nemlidir. Catlak igeren
kirislerin analizi i¢in bir¢ok arastirmaci tarafindan hazirlanan modeller degisik
miihendislik problemlerine uygulanmis ve onerilmistir (Ari-Gur ve Elishakoff 1990;
Gurel ve ark., 2006; Kisa ve Giirel, 2000; Kisa ve Giirel, 2005; Kisa ve Giirel, 2006).

Bu ¢alismada ilk once, catlak igceren bir kolonun stabilite ve titresim problemi
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analitik olarak analiz edilmis, daha sonra sonlu elemanlar metodu ile niimerik
sonuglar elde edilmistir. Elde edilen sonuglarin dogrulugu yapilan deneylerle
gosterilmistir. Analitik ve niimerik analizde catlaktan dolayr meydana gelen
direngenlik diisiimii lineer bir yay olarak modellenmistir. Catlagt modellemek icin
kullanilan yayin rijitlik katsayilari, lineer elastik kirilma mekanigi teorileri

kullanilarak hesaplanmustir.

Metodun giivenirligi ispatlandiktan sonra 6zellikle kusurlu yapilarin dinamik
karakteristikleri (dogal frekans ve vektorler) gozden gecirilmis ve yapida bir kusurun
olusup olugsmadiginin onceden tespit edilebilecegi gosterilmistir. Ayrica yapilan
analizler sonucunda;

° Degisik sinir sartlarina sahip catlak igeren kolonlarin burkulma analizinde
sonlu elemanlar metodunun basit ve etkili bir yontem oldugu,

o Catlagin kolonlarin burkulma yiikleri tizerindeki etkilerinin catlagin derinligi
ve konumuna bagli oldugu,

o Catlak konumunun sinir sartlarina bagl olarak degisik etkiler yarattigi,

o Egilme momentinin burkulma yiikii tizerinde etkili oldugu goriilmiistiir.
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2. ONCEKI CALISMALAR

Makine ve insaat miithendislikleri uygulamalarinda narin yapilarin kullaniminin
glin gectikge yogun bir sekilde artmasi nedeniyle ¢ubuk elemanlarinin titresim ve
burkulma problemlerinin ¢dziimii énem kazanmustir. Ozellikle makinelerin birgok
yapisal pargalari, catlaklara neden olan yorulma gerilmesi limitleri araliginda
isletilmektedir. Olusan bu ¢atlaklar makinelerin diizgiin ¢alismasin1 engeller.
Yeterince erken fark edilemeyen ¢atlaklar, makinelerin dogal frekanslarinda diisiime
neden oldugundan yapimin diisiik frekansta rezonansa gelmelerine neden olabilir.
Catlak iceren yap1 elemanlarinin dinamik karakteristiklerinin analizi, teknolojik

gelisme igerisinde dnemli bir problemdir.

Elastik bir yapmin kritik yiik kavrami ilk olarak Euler (1744) tarafindan
incelenmistir. Euler degisik sinir sartlarina sahip kolonlardaki kritik yiik degerlerini
hesaplamistir. Young (1807), baslangictaki egrilik, baslangictaki egilme momenti ve
uygulanan yiikiin eksantrikligi gibi faktorlerin, yapilarin stabilite davranisi
tizerindeki etkilerini arastirmistir. Kirshoft (1859), stabilite teorisini geometrik olarak
lineer olmayan biiylik yer degistirmeler i¢in gelistirmis ve eliptik integral
terimleriyle, yer degistirme egrilerinin ¢oziimiinii gergeklestirmistir.  Kusursuz
yapilarin burkulma ve titresim problemi birgok arastirmaya konu olmustur
(Timoshenko ve Gere, 1961; Li, 2002; Li ve ark., 1995; Li ve ark., 1994; Li ve ark.
1992; Fan ve ark., 2001). Catlak igeren narin ¢ubuklarin stabilite ve titresim
problemleri {izerine yapilan ¢aligmalar biitiin miithendislik branslarinda uygulamalar
bulmaktadir. Uzun siireli ¢aligma sartlari, uygulanan tersinir yiiklemeler, mekanik
titresimler, aerodinamik yiiklemeler veya akustik yorulmalar gibi ¢esitli faktorler
catlaklarin meydana gelmesine neden olur. Catlak igeren yapilarin burkulma ve
titresim problemi sinirh sayidaki arastirmacilar tarafindan incelenmistir (Ozen ve

ark., 2005; Kisa, 2004; Kisa ve Brandon, 1997; Kisa ve Brandon, 2000; Ozen ve ark.,
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2006; Papadopoulus ve Dimarogonas, 1987; Shifrin ve Ruotolo, 1999; Takahashi,
1998).

Anifantis ve Dimarogonas (1983), yatay ve diisey yliklemeler altindaki c¢atlak
iceren kolonlarin burkulma problemi iizerine ¢alismistir. Liebowitz ve ark. (1967)
eksenel basi yiikkiine maruz c¢atlakli ve catlaksiz c¢ubuklar1 deneysel olarak
incelemistir. Yapilan calisma, narinlik oram1 250 den kii¢lik ve eksenel olarak basi
yiikiine maruz c¢ubuklarin maksimum yiik tagima kapasitelerinin, yapilarda catlak
gibi hasarlar oldugu zaman aniden diistiglinii gostermistir. Liebowitz ve Claus
(1968), daha once elde ettikleri deneysel sonuglar icin teorik bir temel olusturmus ve
kusurlu ¢ubuklar i¢in, gerilme yigilmasi faktorii ve kirilma direncine bagli bir hata
kriteri onermiglerdir. Okamura ve ark. (1969), tek catlak iceren narin bir ¢ubugun
rijitlik diislisiiniin ~ yiik tasima kapasitesi ve kirilma yiikii lizerindeki etkilerini
bir baginti kullanmistir. Calismalari, eksantrik bast yiikiine maruz c¢ubuklarda
catlagin yapimin yiikk tagima kapasitesini diislirdiigiinii ve yanal yer degistirmeyi
arttirdigin1  gostermektedir. Yanal yer degisimindeki bu artig gatlak kesitindeki
egilme momentini arttirmaktadir. Ibrahim (1995), degisik sinir sartlarina sahip catlak
iceren ¢ubuklarin davraniglarini transfer matris metodunu kullanarak incelemis ve
degisik catlak uzunluklarina sahip tek ve cift yiizlii catlak iceren ¢ubuklarin kritik

burkulma ytiklerini hesaplamustir.

Kisa ve ark. (1998), catlak igeren bir Timoshenko Kkiriginin titresim
karakteristiklerini analiz etmislerdir. Caligmalarinda Sonlu Elemanlar Metodu ve
Bilesen Mod Sentezi (Component Mode Synthesis) kullanmiglar ve catlak iceren
yapiy1 catlak kesitinden lineer bir elastik yayla birbirlerine bagli iki pargaya
bolmiislerdir. Bu yayin rijitlik katsayilarini, kiritlma mekanigindeki sekil degistirme
enerjisi saliverinim orani ifadesini ve gerilme yigilma faktoriini kullanarak
hesapladiklar1 esneklik matrisinin tersini alarak elde etmislerdir. Sonlu Elemanlar
modelinde kullandiklar1 eleman Timoshenko kirisi olup her bir eleman iki diiglim ve

her bir diigiimiinde ii¢ serbestlik derecesine sahiptir.
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Kisa ve Brandon (2000), catlak igeren kiriglerin 6zdeger probleminin ¢éziimii
icin bir sonlu eleman modeli gelistirmislerdir. Calismalarinda, catlak iceren yapiy1
modellemek i¢in Sonlu Elemanlar Metodu, Bilesen Mod Sentezi ve Lineer Elastik
Kirilma Mekanigi Teorilerinden yararlanmiglardir. Bulduklar1 sonuglar daha 6nceki

literatlirde bulunan sonuglarla uygunluk gostermistir.

Kim ve Kim (2000) caligmalarinda, sabit veya degisken yiiklemelere maruz her
iki ucu ankastre bir Timoshenko kirisinde bulunan bir ¢atlagin yapinin dinamik
stabilitesi lizerindeki etkilerini arastirmiglardir. Bir ¢atlagin, yapinin enine titregim
frekanslarinda ve mod seklinde degisimlere neden oldugunu belirlemis ve buna ek
olarak c¢atlagin kirisin stabilite karakteristikleri {izerindeki degisimlerini de
incelemisglerdir. Calismalarinda catlagi matematiksel olarak modellemek i¢in egilme
momenti ve kesme kuvvetleri terimlerini igeren sekil degistirme enerjisi ifadesi
tiiretilmis, ayrica sistemi sayisal olarak modellemek i¢in Sonlu elemanlar Metodu
kullanilmigtir. Sonug¢ olarak ¢atlagin derinliginin ve konumunun sistemin stabilite

davranisi lizerindeki etkileri gosterilmistir.

Zheng ve Fan (2001), keyfi sayida enine acgik catlaga sahip Timoshenko
kirisinin dogal frekanslarini hesaplayacak yeni bir yontem iizerine ¢aligmiglardir. Bu
yeni yontemin 6zii, keyfi sayida enine catlaga sahip bir Timoshenko kirisi igin
ozellikle gelistirilmis olan bir gesit genisletilmis Fourier serisinin kullanimidir.
Geleneksel Fourier serilerinden farkli olarak degistirilmis Fourier serileri ig
geometrik siireksiksizliklerin bir fonksiyonu olarak tanimlanmistir. Degistirilmis
Fourier serileri olusturularak catlak igeren bir Timoshenko kirisi normal olarak
incelenmis, bdylece problem basite indirgenmistir. Bu yontem kullanilarak, ¢6ziim
icin sadece standart lineer oOzdeger problemi analizinin yeterli oldugunu
gostermiglerdir. Tim formiiller matris formunda olusturulmus ve bilgisayar

yardimuiyla seri bir sekilde ¢oziimlenmistir.

Kishen ve Kumar (2004), degisik yiikleme durumlarina sahip catlak iceren
cubuk ve kirislerin burkulma o6zelliklerini Sonlu Elemanlar Metodunu kullanarak

aragtirmis ve catlagin varliginin ¢ubuklarin kritik yiiklerini azalttigini ve bu azalma
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miktarinin kisa g¢atlak ve uzun kolonlar i¢in kii¢iik oldugunu gézlemlemislerdir.
Gurel ve Kisa (2005), diisey yiiklemelere maruz ilerlemeyen bir kenar catlagina
sahip prizmatik narin bir ¢ubugun burkulma davranisini incelemislerdir. Bu
caligmalarinda catlak kesitini donel bir yayla modellemislerdir. Bu donel yaya ait

rijitligi lineer elastik kirtlma mekanigi kullanarak bulmuslardir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Genel Stabilite

Stabilite probleminde amac¢ sekil degistirmis sistemin denge konumunun
kararli olup olmadiginmi1 arasgtirmak ve kararli denge konumunu olusturan sartlar
gerceklestirmektir. Yapinin emniyetini tehlikeye sokan ana nedenlerden biri yapinin
denge konumunun kararsiz olmasidir. Bu baglamda kararsiz denge konumunda olan
sistemleri boyut ve yiik bakimindan diizelterek, dengesini kararli duruma getirmek
gerekir. Stabilite kavraminin basit bir bicimde agiklanmasi ve kolayca algilanmasi
bakimindan asagidaki sekil ve yorum iyi bir 6rnek olmaktadir (Sekil 3.1) (Koksal ve
Koksal, 1996).

Sekil 3.1. Degisik ylizeylerde denge konumlari

Konveks yilizeyde (1) denge konumundaki bilye (1)’ e ¢ok yakin (2) konumuna
getirildiginde, bir daha (1) konumuna dénemeyecegi ve ilk konumundan gittikce
uzaklasacagi goriiliir. Bu durumda (1) denge konumuna, kararsiz denge konumu adi
verilir. Bu durum yapinin (1) denge konumundan gegcici bir etkiyle veya yap1 kusuru
gibi herhangi bir nedenle ayrildiginda, sonradan bu neden ortadan kaldirilsa bile, bir
daha ilk denge konumuna geri gelmeyecegini ve yikilip harap olacagini gosterir.
Konkav ylizeyde ise, bilye her durumda ilk (1) denge konumuna geri doner. Bu
durumda (1) konumuna, kararli denge konumu denir. Diiz yiizeyde (1) denge
konumunun yanindaki (2) durumuna bilyenin getirilmesi halinde bilyenin (1) denge

konumuna geri donmedigi veya ondan uzaklagsmadigi, sonug olarak (2) konumunun,
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ayr1 ikinci bir denge konumu oldugu goriiliir. Bu durumda (1) denge konumuna, limit
denge konumu veya farksiz denge konumu denir. Bir diger 6rnek olarak P yiikiiniin
etkisiyle egilme ve kesme etkisine maruz bir konsol kiris (Sekil 3.2.a ) gosterilebilir.

Konsol kiris yiik altinda (1) denge konumunu alir.

P

P—é le—p

(@) (b)

Sekil 3.2. Konsol kiriste denge durumu

Kiris gecici etkilerle (2) denge konumuna getirilip, sonra bu gegici etkiler
kaldirildiginda tekrar (1) konumuna geri doner. O halde (1) konumu, kararli denge
konumudur. Kirisin yikilmasi, dis yiik etkisiyle kirisin en ¢ok zorlanan kesitinde
olusacak olan maksimum gerilmenin, kirisi olusturan malzemesinin emniyet
gerilmesini agsmastyla olur. Yani bir gerilme problemidir. Sekil 3.2.(b)’ de ise, konsol
kirig dis P basing yiikii etkisi altindadir. Bu durumda (1) denge konumunda olan kirig
bir nedenle (2) konumuna getirildikten sonra gecici etki kaldirilirsa, yiikiin siddetine
ve kirisin narinligine bagl olarak yukarida belirtilen {i¢ durumdan biri olusur. Eger
(2) konumundan, (1) denge konumuna geri donerse, P yiikiiniin bu degeri i¢in (1)
konumu “kararlidir” denir. Aksi durumda (1) denge konumuna “kararsizdir” denir.
Sonu¢ olarak gerilme probleminde denge konumu arandigi halde, stabilite

probleminde denge konumu belli olup, 6nemli soru, bunun kararli olup olmadigidir.

Bir yap1 veya makine elemaninin se¢imi yapilirken dikkat edilmesi gereken ti¢
karakteristik nokta vardir. Bunlar mukavemet, rijitlik ve stabilitedir (Popov, 1990).
Cekme kuvvetine karsi olduk¢a dayanikli goziiken ince plaklar, basing naklederken
olduk¢a zayiftir. Yanal olarak takviye edilmemis dar kirisler, uygulanan basing
kuvveti altinda yana dogru biikiilerek kirilir. Denizalt1 tekneleri ve vakum tanklari
gibi elemanlar uygun tarzda imal edilmedikleri takdirde dis basing altinda burkulur
ve orijinal seklinden ¢ok farkli bir geometriye sahip olurlar. Ince cidarli bir tiip

burulmaya maruz birakildiginda ince kagit gibi burusur, fiizelerin ince kaplamalari
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da ateslemelerin bazi kademelerinde yiiksek basing kuvvetlerine maruz
kaldiklarindan burkulabilirler (Popov, 1990). Bu ve benzeri problemler
miihendisligin boyutlandirma islerinde iizerinde titizlikle durulmasi gereken
konulardir. Bundan bagka, yiiklii elemanlarin burkulmasi genellikle aniden olan
olaylardir (Popov, 1990). Bu bakimdan birgok yap1 elemanlari stabilite bozuklugu
nedeniyle ¢okme gibi biiyiik tehlikeyle kars1 karsiyadir.

Kararsiz denge durumlarinin yapi sistemlerinde ortaya cikaracaklar1 biiyiik yer
ve sekil degistirmeler, sistemleri gorevlerini yapamayacak duruma diisiireceklerinden
hi¢ arzulanmazlar ve bu nedenle yapi sistemlerinin dengelerinin hangi kosullar

altinda kararsiz hale geldiklerinin arastirilarak saptanmas1 gerekir.

Teknoloji ilerledik¢ce, uygulamada yiiksek mukavemetli malzemelerin
kullanilmasi, hesap tekniklerinin gelistirilmesi, emniyet katsayilarmin ¢ok biiyiik
secilmesi sonucu yapilarin ¢ok narin olarak olusturulmasina, bu ise imal edilen yap1
ve makine elemanlarinda stabilite probleminin bir ¢ok durumda 6n plana ¢ikmasina

neden olmus ve stabilite olay1 onem kazanmustir.

Stabilitede denge konumunun karali olup olmadigina ve kararlilig1 belirleyecek
durumlarin tespitine, analitik ve sayisal ¢oziim yontemleriyle varilabilir. Ek olarak
deneysel ve amprik formiiller ile bu iki yontemin kiiclik farklarla degistirilmesi
seklinde olusturulan c¢alismalar sOylenebilir. Bu caligmada analitik ¢ozlimlerden
statik yontemi ile sayisal ¢ozlimlerden sonlu elemanlar yontemi kullanilarak stabilite

probleminin ¢oziimleri yapilmistir.

3.2. Cubuk, Kiris ve Kolonlarin Stabilite Problemlerinin Analitik Co6ziimii

Basinca maruz bir ¢ubugun tekil bir kuvvet tarafindan egilmesini géz Oniine

alalim (Sekil 3.3.(a)).
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F
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Sekil 3.3. a) Dis eksenel yiik ve tekil kuvvete maruz bir gubuk b) Sekil degistirmis ¢ubuk iizerine
etkiyen kesit zorlari

Ik olarak sekil degistirmemis sistem igin (Sekil 3.3.(a)) statik denge denklemleri

yazilarak reaksiyon kuvvetleri hesaplanir:

(L—a
ZMA:0:>—F*(L—a)+By*L=0:>By:FT) o
a
YF, =0=>4,+B,-F=0=4, =F—

Daha sonra kiris herhangi bir x mesafesinden kesilir (Sekil 3.3.(b)) ve bunun serbest

cisim diyagramu ¢izilerek statik denge denklemleri uygulanir:
ZMK=0:>M1—P*y—Ay*x=o:>M1=Py+F“—; (3.2)

M, : 1. bolge i¢in egilme momentidir. Sag taraftaki kismin statik dengesinden:

L—a)(L—x)

M, =Py+F( (3.3)

M, : 2. bolge i¢in egilme momentidir. Boylece egilme momenti ifadesi elde edilir.

(3.2) ve (3.3) nolu denklemler (3.4) esitligindeki Bernoulli-Euler formiilleri (Popov

1990) ile yeniden diizenlenir

10
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El

M=—— (3.4)
R

(3.4) nolu esitlikte; R: egrilik yaricapi, £ : Elastisite Modiili ve [: eylemsizlik

momentini belirtmektedir. Kiigiik ¢okmeler igin:

1
R dx’
oldugu goz oniine alinarak yeniden diizenlenince:

2

x<L-a icin Eld{:—M=_py_Fﬂ
dx L
2
x>L—-a icin Eld—f:—M:_Py_Fw
dx L

(3.5)

(3.6)

(3.7)

elde edilir. Burada F %; x kesitindeki kesme kuvvetini (V) gostermektedir. Ayrica

kolona uygulanmis bir M, momenti de var ise, genel halde (3,6) denklemi asagidaki

gibi yeniden diizenlenebilir;

2

E1%Y  py— i m,
dx

(3.8) nolu denklem x’ e gore bir kere tiiretilirse;

3
d y+PQ:—V

EI
dx’ dx

halini alir. (3.9) nolu denklemde x’ e gore bir daha tiiretilirse;

4 2
2y r )
dx dx

EI =0

11
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(3.10)
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seklinde (3,10) denklemi elde edilir. Denklem (3,10), P ve y ye bagh dérdiincii
dereceden, non-lineer ve homojen bir diferansiyel denklemdir. Bu denklemle stabilite
probleminin denge denklemleri, tek bir diferansiyel denkleme indirgenmis olur.
Sistemde burkulmanin olustugu durum i¢in y # 0 olmalidir. Dolayisiyla (3.10) nolu
denklemde goriilen diferansiyel denklemin y # 0 i¢in bir ¢oziimiinii aramak gerekir.
EI = sabit oldugundan, denge konumuna yakin denge durumunu belirtecek olan P
yikiiniin sadece farkli degerleri icin bulunur. Bu tip problemlere 6z deger

problemleri denir. En kii¢lik 6z degere Kritik Yiik denir ve Py, ile gosterilir. (3.10)

denkleminde:

P
kP =— 3.11
I (3.11)

doniistimii yapilarsa;

4 2
ay y+k2—d Y _0

3.12
dx* dx? ( )

seklinde sabit katsayili homojen diferansiyel denklem elde edilir. Bu dordiincii

mertebeden diferansiyel denklemin genel ¢6ziimii i¢in asagidaki doniisiimler yapilir:

y=e

% = me™

§f=m%m (3.13)
o

d4i} =m'e™

dx

Bu doniisiimler ¢oziimii istenen diferansiyel denkleme uygulaninca;

12
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mte™ +k’m’e™ =0= mze"”‘(m2 +k2)= 0

— Lik
= (3.14)
e 0= m, =—ik

my=m, =0

elde edilir. m,, kompleks eslenik koklerine ve m,, esit ger¢ek koklerine sahip

diferansiyel denklemin genel ¢6zlimii asagidaki gibidir:
y=C,;sinkx+C, coskx+C,x+C, (3.15)
Denklem (3.15) deki C katsayilari integrasyon sabitleridir ve sinir sartlari ile bulunur.
3.2.1. iki ucu mafsalli kolon icin burkulma yiikiiniin analitik ¢coziimii

Sekil 3.4. deki gibi her iki ucu mafsalli kolonda sinir sartlar1 agagidaki gibidir:

Sekil 3.4. Her iki ucu mafsalli kolon

13
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A noktasinda:

Cokme olusmaz: x=0=y=0 (3.16)
d’ d’

Moment olusmaz: x=0=> f El=-M=0= g} =0 (3.17)
dx dx

B noktasinda:

(Cokme olusmaz: x=L=y=0 (3.18)
d’y
Moment olusmaz: x=L= i =0 (3.19)
X

A ve B noktasindaki smir sartlari ile (3.15) nolu denklem yeniden diizenlenince:

(3.16) esitliginde verilen sinir sartindan;

y=C,sink*0+C,cosk*0+C,*0+C,=0=C, +C, =0 (3.20)

(3.17) esitligindeki sinir sartin1 uygulamadan 6nce (3.15) denkleminin x’ e gore

tiirevleri alinir:
y=C,;sinkx+C,coskx+C,x+C,
' =kC, coskx — kC, sinkx + C, (3.21)
y"=—k’C,sinkx—k>C, cos kx

(3.17), (3.18) ve (3.19) smir sartlarindan;

y'=—k’C sink*0-k>C, cosk*0 = k’C, =0 (3.22)

y=C;sink*L+C,cosk*L+C,*L+C, =0

, (3.23)
= C,sinkL+C,coskL+C,L+C, =0

y'=—k’C sink*L—k’C,cosk*L =0

(3.24)
= —k*C, sinkL —k*C, coskL =0

14
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k* # 0 oldugundan (3.22) denkleminden C, =0 olarak bulunur. Bulunan bu degerle
(3.20) nolu denklem diizenlenince C, =0 bulunur. Bu bulunanlarla (3.24) nolu
denklem diizenlenince C,sinkL =0 bulunur. Eger C,sinkL =0olursa (3.23) nolu
denklemden C, =0 olarak bulunur. C,sinkL =0 durumunda C, #0 olmak

zorundadir, aksi takdirde biitiin katsayilar sifir olur ve burkulma olusmaz. Bu
durumda; sin kL = 0 olmalidir. Bu sart1 saglayan esitlik asagidaki gibidir:

kL =nrx=k*L* =n’7’ (3.25)
(3.25) denklemine (3.11) deki doniisiim uygulanarak Py, degeri bulunur:

P ‘n’El
—L'=n’7’ =P, = " ”2
El L
2
EI
n=1=P, =”T (3.26)

olarak bulunur.

3.2.2. iki ucu ankastre kolon i¢in burkulma yiikiiniin analitik ¢coziimii

Sekil 3.5. deki gibi her iki ucu ankastre kolonda sinir sartlar1 asagidaki gibidir:

Sekil 3.5. Her iki ucu ankastre kolon

15
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A noktasinda:

Cokme olusmaz: x=0=y=0 (3.27)
.. dy
Doénme olusmaz: x=0= o =0 (3.28)
X
B noktasinda:
Cokme olusmaz: x=L=y=0 (3.29)
. dy
Donme olusmaz: x=L= - =0 (3.30)
X

A ve B noktasindaki smir sartlar1 ile (3.15) nolu denklem yeniden diizenlenince:

(3.27) ve (3.28) esitliklerinde verilen sinir sartlarindan;
y=C;sink*0+C,cosk*0+C,*0+C, =0=>C,+C, =0 (3.31)
y' =kC cosk*0—-kC,sink*0+C,=0=>Ck+C, =0 (3.32)
ve bunlara ek olarak (3.29) ve (3.30) esitliklerinde verilen sinir sartlarindan;

y=C;sink*L+C,cosk*L+C,*L+C, =0

' (3.33)
= C,sinkL+C,coskL+C,L+C, =0

y' =kC, cosk*L—kC,sink*L+C, =0

_ (3.34)
= kC, coskL —kC,sinkL+C, =0

elde edilir. (3.31) denkleminden; C, =-C, ve (3.32) denkleminden; C, = —kC, elde

edilen bu esitliklerle (3.34) denklemleri yeniden diizenlenince;

kC,coskL —kC,sinkL—kC, =0
C,(coskL —1) (3.35)

=C, =
2 sin kL

(3.35) denkleminde elde edilen esitlikle (3.33) denklemi yeniden diizenlenince;
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C (c?skL - l)coskL +kC,L— C (c?skL ~1) _0

sin kL sin kL

Cl(sinkL +(Cos,k—L_l)coskL—kL—Mj =0
sin kL sin kL

C,sinkL +

2
C, sinkL—kL+M ) (3.36)
sin kL

C,(2-2coskL —kLsinkL)=0
C,#0=2-2cosklL —kLsinkL =0

(3.36) nolu denklemde gerekli trigonometrik doniisiimler yapildiktan sonra;

kL[. kL kL ij:o (337)

sin—| sin— — —cos—
2 2
(3.37) nolu denklemin iki adet ¢o6ziimii vardir

1. Coziim,; sinl%L =0 i¢in

i
2

nrw

(3.38)
An’r’El
KL =4n’*n* = P, = —

2. Cozilim; sink—L —Ecosk—L =0
2 2 2

kL kL
tan— = —
22

bu bir transfer fonksiyondur ve kokii bize gerekli degeri verir:

%L —4493 = P = 80’2‘26’51

(3.39)

P,, <P, oldugundan Py, degeri alinir. Yani

17
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(3.40)

olarak bulunur.

3.2.3. Bir ucu ankastre diger ucu serbest kolon icin burkulma yiikiiniin
analitik ¢coziimii

Sekil 3.6. daki gibi bir ucu ankastre diger ucu serbest kolonun sinir sartlari

asagidaki gibidir.
A noktasinda:
(Cokme olusmaz: x=0=>y=0 (3.41)
. dy
Donme olusmaz: x=0=> o =0 (3.42)
x
B noktasinda:
d’y
Moment olusmaz: x=L= 1o =0 (3.43)
X
3
Kesme kuvveti olusmaz: x = L = d—{ +k? v _ 0 (3.44)
dx dx
F
r B
I
Y A
Y
P

Sekil 3.6. Bir ucu ankastre diger ucu serbest kolon

A noktasindaki sinir sartlarinin (3.27) ve (3.28) deki sartlarla ayni oldugu
goriilmektedir. Dolayisiyla elde edilecek esitliklerde (3.31) ve (3.32) nolu
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denklemlerdeki gibi olacaktir. (3.43) ve (3.44) nolu denklemlerdeki sinir sartlar

sirastyla (3.15) denklemine uygulanirsa:

y'=—k’C sink*L—k’C,cosk*L =0 (3.45)
= —k*C, sinkL —k*C, coskL =0 '

y=C;sinkx+C, coskx+Cyx+C,
' =kC, coskx — kC, sinkx + C,
y"=—k*C,sinkx—k’C, cos kx
y" =-k’C, coskx +k’C, sin kx
elde edilir. Bu tiirev ifadeleri kullanilarak (3.44) denklemlerindeki sinir sartlar

asagidaki gibi diizenlenir.

—k3C, cosk* L+k>C, sink* L +k*(kC, cosk* L —kC, sink*L+C,)=0

—k’C,coskL +k’C, sinkL +k’C, coskL —k*C, sinkL +k*C, =0 (3.46)

(3.46) nolu denklemden k # 0= C; =0 olarak bulunur ve (3.32) nolu denkleme
uygulaninca C, =0 olarak bulunur. Bu katsayilarla (3.45) nolu denklem yeniden

diizenlenince: C, coskL =0 olur, eger C, =0 olursa (3.31) nolu denklemde C, =0

olur. Biitlin katsayilarin sifir olmasi durumunda ¢okme dolayis1 ile burkulma

olmayacagindan C, # 0 olmak zorundadir, bu durumda ¢6ziim asagidaki gibi:

coskLzO:kLz%
2E] (3.47)
nzlicinPkr 2—2
4L
bulunur.
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3.2.4. Bir ucu ankastre diger ucu mafsalli kolon i¢in burkulma yiikiiniin
analitik ¢coziimii

A noktasindaki smir sartlar1 (3.27) ve (3.28) deki gibi, B noktasindaki sinir
sartlar1 ise (3.18) ve (3.19) nolu denklemlerdeki gibidir. Bu siir sartlarina karsilik
gelen esitlikler daha oOnceki bolimlerdeki gibi  oldugundan  yeniden

hesaplanmayacaktir. (3.31) nolu denklemden; C, =-C,, (3.32) nolu denklemden;

C, = —-Ck olarak bulunur. (3.24) nolu denklemden ise; C, =-C, sin kL olarak
coskL
C sinkL
bulunur. (3.32) nolu denklemdeki esitlik kullanilarak: C, =C, L olarak
cos

bulunur. Bulunan bu esitliklerle (3.23) nolu denklem yeniden diizenlenirse;

P

Sekil 3.7. Bir ucu ankastre diger ucu mafsalli kolon

C, sin kL + (— ¢, Sk jcos K+ (—ch)r+| ¢ S g
cos kL coS kL

sinkL

C,sinkL —C,sinkL—-C kL +C,
cos kL

0

20
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C,(~kLcoskL+sinkL)=0
C, #0= —kLcoskL+sinkL=0

kL = 4,493 = iL2 =20,16
EI

20,16EI  7n’El
Pkr = 2 = 2 (3 48)
L (0,7L)

olarak bulunur.
3.2.5. Euler burkulma formiilleri

Eksenel normal kuvvetin basing oldugu dogru eksenli ¢ubuk hali gdzoniine
alirsa; bu durumda mesnetleme sekline gore dort tip cubuk vardir. Sekil 3.8.” de
sirast ile bir ucu ankastre diger ucu serbest, iki ucu mafsalli, bir ucu ankastre diger
ucu kayici mafsalli ve son olarak iki ucu ankastre bagli olan cubuk tipleri
goriilmektedir. Bu ¢ubuklarin her biri eksenel P basing yiikii ile yiikliidiir. P basing
kuvvetinin belirli bir degerden biiyiik olmasi halinde denge durumu kararsiz olur ve
herhangi bir bozucu etki ile ¢ubuk dogrusal konumdan ayrilarak aniden egrisel bir
konuma gecer. Her tip ¢ubuk icin Py, ile gosterilen ve kritik yiik olarak adlandirilan
bir yiik hesaplanabilir. Oyle ki P < P, ise denge durumu kararli, P = P, ise denge
durumu farksiz, P> Py, ise denge durumu kararsiz olarak adlandirilir. Her bir gubuk
icin daha Onceki bolimlerde hesaplanan Py degerleri Sekil 3.8.° de verilmigtir

(Bakioglu ve ark., 2000).

r
L L L L
I,=2L =L L,=07L I,=05L
L 4 L E L ¥
mrE] T El BT Bl
J.D = P = P = —_— P [ —
MENTYAE LR o 07L? T losni

Sekil 3.8. Degisik sinir sartlarina sahip ¢ubuklar i¢in Py, degerleri
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Bu formiillere Euler formiilleri denir. Burada E malzemenin Elastisite
modiiliinii, / ise aksi sdylenmedik¢e kesitin minimum eylemsizlik momentini
gostermektedir. Cesitli mesnetleme durumlarinda ¢ubuk boyu ile iligkisi Sekil 3.8.°
de verilen, L, ile gosterilen ve adina burkulma boyu denilen bir biiyiikliigiin tanimi
ile yukaridaki dort formiil yerine asagidaki gibi tek bir Euler formiili kullanilir

(Marzani ve Viola, 2003). Buna gore P kritik yiikiinii veren Euler formiilii:

7°El
P, =" (3.49)
Lb

olarak yazilabilir.
3.2.6. Narinlik orani

Euler formiiliiniin (3.49) gecerlilik bolgesi i¢in bazi sinirlamalar vardir. Bunun

icin ilk olarak A4 kesit alan1 olmak {izere, minimum eylemsizlik yarigapr i =+/1/A4

hesaplanir. Buradan ¢ubugun narinlik katsayist:

n=-t (3.50)
l

ile hesaplanir. Genel olarak bir malzeme i¢in Hooke yasasinin gegerlilik sinirmni
gosteren ve malzemenin elastisite modiilii ve orant1 sinirina bagh olan “ng,” gibi bir
kritik narinlik katsayisi belirlenir. (3.50) nolu denklemden hesaplanan n narinlik
katsayist n,” den biiyiik ise burkulma elastik bolgededir denir ve Euler formiilleri
gegerli olur. Bu hale Euler hali denir. Eger n < ny, ise burkulma elastik olmayan
bolgede olur. Bu durumda gerilme orantililik siniri asacagi i¢cin Hooke yasasi
gecerli degildir. Dolayisiyla Euler formiilii kullanilamaz. Elastik olmayan bolgede
burkulma halinde pek ¢ok malzeme icin deney sonuglarina dayanan (ampirik)

formiiller tliretilmistir (Sekil 3.9) (Bakioglu ve ark., 2000).
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Frdd
A
JM
LAmpirie
T, Formiller
2
uler Paraboli
. » Narinlik Orani
ﬁmpleﬂ'; 11;22?1“11'2_|_> Euler Bolgesi

Sekil 3.9. Elastik gubuklarda narinlik oran1 ve gerilme degeri arasindaki baginti

Bu ¢alismada sadece elastik burkulma (n > ny.) durumu goz 6ziine alinarak

problemler analiz edilmistir.

3.3. Sonlu Elemanlar Yontemi

Insanlar ¢evresinde meydana gelen olaylar1 veya karsilastiklar1 problemleri
¢ogu zaman kolayca kavrayip dogrudan c¢ozemezler. Bu ylizden karmasik bir
problem, bilinen ve kavranmasi daha kolay olan alt problemlere ayrilarak daha
anlasilir bir hale getirilir. Olusturulan alt problemler ¢oziiliip birlestirilerek esas
problemin ¢6ziimii yapilabilir. Miihendislik uygulamalarinda problemlerin
karmasiklig1 sebebiyle genellikle problemlerin tam ¢ézliimii yerine, kabul edilebilir
seviyede yaklasik ¢oziimii tercih edilir. Oyle problemler vardir ki, tam ¢oziim

imkansiz kabul edilerek yaklasik ¢6ziim tek yol olarak benimsenir.

Sonlu elemanlar metodu, karmasik olan problemlerin daha basit alt
problemlere ayrilarak her birinin kendi i¢inde ¢6ziilmesiyle tam ¢dziimiin bulundugu
bir ¢oziim seklidir. Metodun {i¢ temel niteligi vardir. ilk olarak, geometrik olarak
karmasik olan ¢oziim bolgesi sonlu elemanlar olarak adlandirilan geometrik olarak
basit alt bolgelere ayrilir. Ikincisi her elemandaki, siirekli fonksiyonlarin, cebirsel
polinomlarin lineer kombinasyonu olarak tanimlanabilecegi kabul edilir. Ugiincii

kabul ise, her eleman icinde siirekli olan tanim denklemlerinin belirli noktalardaki
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(diigiim noktalar1) degerlerinin elde edilmesinin problemin ¢o6ziimiinde yeterli
olmasidir. Kullanilan yaklasim fonksiyonlari interpolasyon teorisinin genel
kavramlar1 kullanilarak polinomlardan segilir. Segilen polinomlarin derecesi ise
coziilecek problemin tanim denkleminin derecesine ve ¢oziim yapilacak elemandaki

diigiim sayisina baglidir (Tasgetiren ve Topgu, 1998).

Stirekli bir ortamda alan degiskenleri (gerilme, yer degistirme, basing, sicaklik
vs.) sonsuz sayida farkli degere sahiptir. Eger siirekli bir ortamin belirli bir
bolgesinin de ayni sekilde siirekli ortam 6zelligi gosterdigi biliniyorsa, bu alt bolgede
alan degiskenlerinin degisimi sonlu sayida bilinmeyeni olan bir fonksiyon ile
tanimlanabilir. Bilinmeyen sayisinin az veya ¢ok olmasina gore secilen fonksiyonlar
lineer veya yiiksek mertebeden olabilir. Siirekli ortamin alt bolgeleri de ayni
karakteristik 6zellikleri gosteren bolgeler oldugundan, bu bolgelere ait alan denklem
takimlar1 birlestirildiginde biitiin sistemi ifade eden denklem takimi elde edilir.

Denklem takimimin ¢6ziimii ile siirekli ortamdaki alan degiskenleri sayisal olarak

elde edilir.

Sonlu elemanlar yontemini diger sayisal yontemlerden iistiin kilan baslica

ozellikler sOyle siralanabilir:

o Kullanilan sonlu elemanlarin boyutlarinin ve sekillerinin degiskenligi nedeni

ile ele alinan bir cismin geometrisi tam olarak temsil edilebilir.

o Bir veya birden cok delik, catlak veya koseleri olan bdlgeler kolaylikla

incelenebilir.
o Degisik malzeme veya geometrik 6zellikleri bulunan cisimler incelenebilir.
o Sebep sonug iliskisine ait problemler, genel direngenlik matrisi ile birbirine

baglanan genellestirilmis kuvvetler ve yer degistirmeler cinsinden formiile edilebilir.
Sonlu elemanlar yonteminin bu 6zelligi problemlerin anlasilmasini ve ¢ozlilmesini
hem miimkiin kilar hem de basitlestirir.

o Sinir sartlar kolayca uygulanabilir.
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Sonlu elemanlar yonteminin temel prensibi, Oncelikle bir elemana ait sistem
Ozelliklerini igeren denklemlerin c¢ikartilip tiim sistemi temsil edecek sekilde
birlestirerek sisteme ait lineer denklem takiminin elde edilmesidir.

Liu (1997), sonlu elemanlar metodunda izlenecek yolu asagidaki gibi

siralamistir:

° Cismin sonlu elemanlara boliinmesi,

. Interpolasyon fonksiyonlarinin se¢imi,

. Eleman direngenlik (rijitlik) matrisinin olugturulmasi,
o Sistem direngenlik matrisinin hesaplanmasi,

° Sisteme etki eden kuvvetlerin bulunmasi,

° Sinir sartlarinin belirlenmesi,

° Sistem denklemlerinin ¢oziimii.

3.3.1. Cismin sonlu elemanlara boliinmesi

Sonlu elaman probleminin ¢oziimiinde ilk adim eleman tipinin belirlenmesi ve
¢Oziim bolgesinin elemanlara ayrilmasidir. Coziim bolgesinin geometrik yapisi
belirlenerek bu geometrik yapiya en uygun gelecek elemanlar secilmelidir. Secilen
elemanlarin ¢oziim bdlgesini temsil etme oraninda, elde edilecek neticeler gergcek
¢Oziime yaklasmis olur. Sonlu elemanlar yonteminde kullanilan elemanlar
boyutlarina gore tek boyutlu elemanlar, iki boyutlu elemanlar, donel elemanlar ve ii¢

boyutlu elemanlar olmak tizere dort kisma ayrilir.

3.3.2. interpolasyon fonksiyonlarinin se¢imi

Interpolasyon fonksiyonu alan degiskeninin eleman {izerindeki degisimini
temsil etmektedir. Interpolasyon fonksiyonunun belirlenmesi segilecek eleman tipine
ve ¢oziilecek denklemin derecesine baglidir. Ayrica interpolasyon fonksiyonlar1 su
sartlar1 saglamalidir.

o Interpolasyon fonksiyonunda bulunan alan degiskeni ve alan degiskeninin en
yiiksek mertebeden bir Onceki mertebeye kadar olan kismi tiirevleri eleman

sinirlarinda siirekli olmalidir.

25



3. MATERYAL ve YONTEM Mustafa OZEN

o Interpolasyon fonksiyonunda bulunan alan degiskenlerinin biitiin tiirevleri,

eleman boyutlar limitte sifira gitse bile alan degiskenini karakterize etmelidir.

o Secilen interpolasyon fonksiyonu koordinat degisiminden etkilenmemelidir.
Hem yukardaki sartlar1 saglamalar1 hem de tiirev ve integral almadaki

kolayligindan dolay1 interpolasyon fonksiyonu olarak genelde polinomlar segcilir.

Secilen polinom, yukaridaki sartlarin gergeklesmesi icin uygun terimler icermelidir.

3.3.3. Eleman direngenlik matrisinin olusturulmasi

Eleman direngenliginin bulunmasi, elemana etki eden dis etkenler ile alan
degiskenleri arasinda bir iligki kurmak anlamina gelir. Eleman direngenligi elde
ederken ¢oziilecek problemin konusu, alan degiskeni, segilen eleman tipi, secilen
interpolasyon fonksiyonu, eleman 6zelliklerini elde ederken kullanilan yontem gibi
pek c¢ok faktdor gbz Oniine alinir. Etki eden bu faktorlere goére de eleman

direngenliginin elde edilmesinde degisik yollar izlenir.

3.3.4. Sistem direngenlik matrisinin hesaplanmasi

Sistem direngenlik matrisi sistemin diiglim sayis1 ve her diigiimdeki serbestlik
derecesine bagl olarak belirlenir. Elemanlar i¢in hesaplanan direngenlik matrisleri,
eleman tizerindeki diiglim noktalarina bagli olarak genel direngenlik matrisinde ilgili
satir ve silitununa yerlestirilir. Farkli elemanlar tarafindan ortak kullanilan
diigiimlerdeki terimler genel direngenlik matrisinin ilgili satir ve siitununda {ist iiste
toplanmalidir. Elemanlarin diglim numaralamasi bir sistematige gore yapilirsa genel
direngenlik matrisinde elemanlar diagonal iizerinde iist iiste toplanir. Genelde

direngenlik matrisi simetriktir.

3.3.5. Sisteme etki eden kuvvetlerin bulunmasi

Bir problemde sisteme etki edebilecek kuvvetler sunlardir:
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Tekil Kuvvetler: Tekil kuvvetler hangi elemanin hangi diiglimiine ne yonde
etki ediyorsa genel kuvvet vektoriinde etki ettigi diigiime karsilik gelen satira
yerlestirilir.

Yayih Kuvvetler: Bu kuvvetler bir kenar boyunca veya bir alanda etkili
olurlar.

Kiitle Kuvvetleri: Eleman hacmi i¢in gegerli olan merkezka¢ kuvveti ve

agirlik kuvvetleri gibi kuvvetlerdir.

3.3.6. Sinir sartlarinin belirlenmesi

Her problemin tabii veya yapay sinir sartlar1 vardir. Sinir sartlari, cismin gesitli
kisimlarindaki elastik yer degistirmelerini Olgiilebilecegi bir referans saglar. Sinir
sartlart; cismin belli bir parcasinda veya pargalarindaki yer degistirmelerinde yapilan
kisitlamalardir denilebilir. Bu kisitlamalar, cismin rijit yer degistirmesine engel olur

ve uygulanan dis yliklerin cisim tarafindan taginmasini saglar.

3.3.7. Sistem denklemlerinin ¢oziimii

(Cozlim icin, sistem sinir sartlar1 da gdz Oniine alinarak direngenlik matrisinin

tersini almak yeterlidir.

3.4. Stabilite Probleminin Sonlu Elemanlar Metoduyla Modellenmesi:

Stabilite probleminin sonlu elemanlar metoduyla modellemeye baslamadan
once cubuk ve kirig sistemlerinde rijitlik ve geometrik rijitlik matrislerinin

hesaplanmasi gerekir (Smith ve Griffiths, 1988):

3.4.1. Cubuk eleman i¢in rijitlik matrisi

Eleman rijitlik matrisi dogal koordinat sisteminde bulunacak olup ilk olarak
elemanin orta noktasina gore herhangi bir noktasinin yerini -1 ile 1 degerleri arasinda

bulmak i¢in 7 ile gosterilen bir dogal koordinat sistemi tanimlanir.
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r= 2 (x—x,)-1
Xy =X
2
dr = (3.51)
dx  x,—x
dx _x, —x
dr 2
bu koordinat sistemi yardimiyla dogrusal sekil fonksiyonlar1 tanimlanir:
{ (3.52)
N, < Ltr
2

Sekil fonksiyonlar1 tanimlandiktan sonra elemandaki yer degistirmeler, diigiim

deplasmanlar1 ¢, ve g, ye bagl olarak su sekilde elde edilir:

1—r 1+r
u=Nq,+N,q, = (—qu +[ ]%

2 2 (3.53)
ﬂ _~4% 49
dr 2
Sekil degistirme — yer degistirme iligkisi kullanilarak:
du
E=— 3.54
0 (3.54)

du_dudr

bagintis1 elde edilir. Bu bagmti zincir kurali
dx dr dx

j ve (3.51) nolu

denklemde elde edilen bagintilar kullanilarak;

-q,+ 2
o= a9, v49,

> (xz ) (3.55)

bagintis1 elde edilir. Sekil degistirme bagintis1 matris formulasyonu ile;
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{e}=[Bla} (3.56)

seklinde yazilir. [B] (1x2), boyutlarinda olup eleman sekil degistirme — yer
degistirme matrisi olarak adlandirilir ve
Bl-—1 -1 1] (3.57)

Xy =X

seklindedir. Elde edilen bu bagintilarla Hooke yasasi yeniden diizenlenince;

{o}=E[Blq} (3.58)

(3.58) denklemi elde edilir. Bu ifadeler cubuk eleman i¢in sekil degistirme enerjisi

ifadesinde yerlestirilince;

U, = JloY ek = [lo} teax

L (3.59)
U, =3[ laV Y Elelg} s

elde edilir. (3.51) denklemindeki x — r doniisiimii (dxz%drj ile, boyu (L) ve

— L £1< L olmak iizere eleman sekil degistirme enerjisi (Kasimzade, 2004):

1 T 1 - 1
U, =— ALE — -1
o ace e )
. | (3.60)
1 T AE -
U, =— —
a2 e
olur. “k” rijitligine sahip bir yaydaki sekil degistirme enerjisi
1., 1
U=—kx" =—xkx (3.61)
2 2
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seklinde verilebilir. Bu esitlik ile (3.60) nolu denklem karsilastirilirsa ¢ubuk eleman

bir yay olarak kabul edilebilir ve eleman rijitlik matrisi [k], ;

[£], =E—A{ : _1} (3.62)

seklinde olur.
3.4.2. Kiris eleman i¢in rijitlik matrisleri

Rijitlik matrislerinin olusturulmasi i¢in dogal koordinat sistemi asagidaki gibi

tanimlanir (Souma 1999):

POl AL L A T B ek (3.63)
2 2 2 2

Kiris eleman i¢in kullanilan sekil fonksiyonlari lineer 6zellik gostermezler.
Cubuk elemandan farkli olarak diigiim degerlerinin ve diiglimlerdeki egilmelerin
hesaba katilmas1 gerekmektedir. Buda Hermite Sekil fonksiyonlari ile miimkiindiir
(Taggetiren ve Topcu, 1998). Sekil fonksiyonlari, diigiim noktalarinda kiris
probleminin dogasindan gelen egim ve ¢okme sartlarini saglayacak sekilde yazilinca

asagidaki hale gelir:

1 1
H = (1=r)'@2+r)= Z(2 3r+77)
szl(l—r)z(r+l) l(l—r—rz+r3)
;‘ ‘i (3.64)
H3=Z(l+r) (2 r Z(2+3r r)
1

H, :i(l+r)2(r—l):z(—l—r+r2 +r3)

Sekil fonksiyonlar1 tanimlandiktan sonra elemandaki ¢okme, sekil fonksiyonlari

yardimuiyla;
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v(r)z Hv, +H2[%)

+Hov, +H4(QJ (3.65)
2

| dr

seklinde yazilir. Zincir kurali ve x ve r arasindaki %:% iligkisi  kullanilarak
r

¢okme ifadesi diizenlenince;
dv_dvdr_Ldy
dr dxdr 2dx

(3.66)
L L
v(r): H g, +5H2q2 +H,q, +EH4q4
bagintisi elde edilir. Matris formunda ise;
vi=[H]q} (3.67)
seklinde yazilir. Sekil fonksiyonlar1 vektorii:
[H]= {Hl %HZ H, %HJ (3.68)

seklindedir. Bu ifadeler kiris eleman i¢in sekil degistirme enerjisi ifadesinde

yerlestirilince;

2. \? 2
U, _1 [| &1 d—zv +P(ﬂ] dx (3.69)
2 dx dx
elde edilir. (3.66) denklemindeki bagint1 diizenlenince;

dv_ 2dv
dx  Ldr
dzv_ 4 d*v
dx? _Fdr2

(3.70)

31



3. MATERYAL ve YONTEM Mustafa OZEN

elde edilir. Bu bagintilar (3.67) denkleminde ki ¢cokme ifadesiyle diizenlenince;

&) -wr s[4
) - {5 [5

elde edilir. Bu denklemlerin ¢6ziimii icin Hermite Sekil fonksiyonlarinin bir ve ikinci

(3.71)

tiirevlerinin hesaplanmasi gerekir:

dr (3.72)
d’H _[3r L(-1+3r) . L(1+3r)}
> | 27 2 2 7 22

X — r donlislimil (dx = %dr] ile, boyu (L) ve —L <1< L olmak iizere eleman sekil

degistirme enerjisi yeniden asagidaki gibi yazilir:

1Lt 16la?H] a2l 4 {aTI}T{aUJ}
U =—= EI-2 A p Al ety
¢ 22{q} J-[ L"[dr2 } [dr2 }+ L*| dr dr r{q}

U,=U,+U,
1y 8 Ha2u[a?H (3.73)
U, =—{g\ EI =
1 2{Q} L3 :[|: dr2:| |:dl"2 :|dl"{q}
1y 2 ae TadH
U, =— == | == 4
2 2{} L{{dr}{dl’}r{q}

1
2 (3.74)
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seklinde yazilir. Eleman rijitlik matrisi ;

T
8 [|d°H | |d’H
k], = E1 = [| =5 | | =5 |ar (3.75)
L\ dr dr
seklinde olur.
; .
57"
1 , 1 L(=1+3r)
2 2 - r _
d[zi d[zidr:J- 2 2 [3, L( 1+3r)’ 3, L(1+3r)}dr
oL ar dr 1 3, 27 2 2 272 2
2
L(1+3r
2( 5 ) (3.76)
i 9 2 2
Zr fr(—1+3r)L —-= fr(1+3r)L
2 _ 2
A2 r(1430)L ( 1+3Vj P ez P p
:>J. 9 9 16 dr
-l —Zrz —fr(—1+3r)L ZrQ —fr(1+3r)L
2 2
fr(l+3r)L 1+ r —fr(1+3r)L (1+3r] r
L 16 4 ]
Bu integral alinip, sinir sartlar1 uygulaninca (3.76) denklemi;
i 3 2 3 2 1
or 31z _r’ 3/, s
43 8l 2 43 8l 2
.2 .2 _ 3
S B L A Ay | A g
N 8 2 8\ 2 16
3 2 3 2
_dr 3= s or 3L e
8\ 2 43 2
2 _ 3 2
3 T L r3r L 3 L/ —(r+3r2+3r3)L2
| 8( 2 16 8| 2 1,
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33, 303,
2 4 2 4
EL lLZ _EL lLZ
T
-— ——=L = —=L
2 4 2 4
i l]j —EL l[}
L4 4 4 2

seklini alir. Bulunan bu ifadeyle (3.75) denklemi diizenlenince eleman rijitlik matrisi:

12 6L —-12 6L

6L 4L° -6L 2I°
. =% (3.77)
L' |-12 —-6L 12 —-6L
6L 20" -6L 4’
seklinde olur. Geometrik rijitlik matrisi ise:
2 t[dH ' [ dH
=P—||— | |—|d 3.78
[<]. LﬂderJr (3.78)
seklinde olacaktir.
t[dH [ dH
(o] Lo
YL dr dr
%(—3—%3;’2)
L1
L ==(=1=-2r+3r%)
Q= 24(1 ) [1(—3+3r2 Ll orea) —L(a43r) Ll(—1+2r+3r2):H
] —Z(—3+3r2) i 4 24
gi(—l+2r+3r2)_
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I 9
-={1-2+r
= )
_1_ 2
L A N | TS R ) L
8 16 2

%(I—Zrz +r4) %(1+2r—4r2 +3r4)§

%(I—Zrz +r4)

SIMETRIK

Bu integral alinip, sinir sartlar1 uygulaninca;

9 2., 7 3 ) s 3 5L 9 s, 1 s
E( 3 ?J E( T3 +Erj5 7E[r7§r+5rj
—[r+2r2—7r; 3;/’-%—2;’SJL2 —i[r+r2—i;ﬁ-¢—zr5
0= 5 16 3 s
27‘*2}"3+lrsj
16( 3 s
SIMETRIK
s 1, 3 1,
5 20 5 20
S O TS P S
5 20 5 20
i _L[} _LL L 2
1 20 60 20 15

61 6 1
5 10 5 10
1, 2, _ 1, 1.
[q] _Pl10 15 10 30
L6 _t, 6 1,
5 10 5 10
i _LL2 _L ELZ
L10 30 10 15 |

olur.
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3 4,1, 34\L
—|r—r-—r+—r+ -
16 3 2 5 )2
L 1 10 , 9\
Ll PO A N
2 16 3 5 )2
SN (PR S SO A
16 3 2 5 )2

S (T Y I
16 2

1 2, o\ L

E(1—10r +97 )?

B (R P Y )
16 2

(—1+2r+3r2J2L2
8

dr

—[r 277 —gr3 +3rt -%—BI"SJL2
64 3 5

(3.79)

(3.80)
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3.4.3. Diizlem c¢erceve elemam icin rijitlik matrisleri

Diizlem gercevelerin kirislerden olan farki eksenel yiik ve deplasmanlara sahip

olmalarinin yaninda yatay duran kirislere nazaran diizlem iginde farkli dogrultulara

da sahip olmasidir (Sekil 3.10).

qs
qa

/0

q2

-

Sekil 3.10. Diizlem ¢erceve elemaninda diigiim deplasmanlari

q,.95.9s.q, deformasyonlar1 kiriste ele alinan serbestlik derecesinin aynisidir.

q,,9, ise ¢ubuk elemandaki yer degistirmelerle aynidir. Cubuk ve kiris elemanlardan

gelen bu iki rijitlik matrisleri birlestirilir ve serbestlik derecesine gore diizenlenince

diizlem ¢erceve elemaninin lokal eleman rijitlik matrisi ve geometrik rijitlik matrisi:

| E_A O O _E_A O 0
L
12EI  6EI 12EI  6EI
I3 2 0 = I
6EI  4EI 6EI  2EI
0 I L 0 -7 L
k= 4 Y (3.81)
) o =2 0 0
L L
12EI  6EI 12EI  6EI
O 0 —©7= 0 rr
6EI  2EI 6EI  AEI
0 - = o0 = ==
i I L L L ]
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0 0 0 0 0 0

6 L , 6 L

510 510

2

P 5 5E 0 T o
=210 0 "0 0 o 0 (3.82)

6 L 6 L

510 5 10

0 £ _L_ 0 _£ lLZ

10 30 10 15 |

olarak elde edilir. Elemanin genel rijitlik matrisi, global eleman rijitlik matrisi ve

geometrik rijitlik matrisi ifadelerinin toplamina esittir.
[k]= k], +[e]. (3.83)
Global formiilasyon ile;
[x]=[x]. +[G]. (3.84)
seklinde olusur.

3.4.4. Stabilite analizi

Elastik stabilite probleminde, burkulmaya neden olan eksenel yiikiin siddeti
heniiz bilinmeyendir, bu ylizden secilen herhangi bir yiik siddeti kullanilarak sayisal
olarak genel rijitlik matrisi olusturulur (Smith ve Griffiths, 1988).

Burkulmanin gergeklesmesi igin, eksenel yiik sisteminin siddeti segilen
kuvvetin siddetinin A kat1 kadar olmalidir. Bir yap1 igin, P ’nin baslangi¢ dagilimi

lineer elastik analizden hesaplanmalidir. Bu yiizden, burkulma kuvveti, P asagidaki
gibi verilir:

P=AP (3.85)
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geometrik rijitlik matrisi kuvvetle orantili oldugundan, ilk olarak:

(3.86)

olusturulur. Burada [G]: uygulanan yiikiin birim degerleri i¢in geometrik rijitlik

matrisidir (P =1) . Elastik rijitlik matrisi [K], sabit olarak kalacagindan;

3.87
[K]e+l )7 AP =0 G857

bagintist yazilir. Bu denklemden yer degistirmeler:

7 =(x].+cL) 2P (3.88)
olur. Yer degistirmelerin sonsuza gidebilmesi i¢in:
[&]. + 26T =0 (3.89)

olmasi gerekir (Saouma, 1999). Bu bir 6zdeger problemidir. A nin en kii¢iik degeri,

A, yapt i¢in burkulma kuvvetini verir:

= AP (3.90)

krit

Bu calismamizda (3.89) denklemi Visual Fortran 6.1 ile hazirlanmis bir program ile

¢Oziilmiistiir. Bu programa ait akis semast EK 1’ de verilmistir.
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3.5. Titresim Probleminin Sonlu Elemanlar Yontemi ile Modellenmesi

matrisine ek olarak kiitle matrisinin hesaplanmasi gerekir.  Kiitle matrisini
olusturmak i¢in denklem (3.91) de gosterilen cismin kinetik enerji ifadesi kullanilir

(Topgu ve Tasgetiren 1998):

g
u,ui/ x

Sekil 3.11. Yayilmus kiitleli kat1 cismin diferansiyel hacmi
lizerinde yer degistirme ve hiz bilesenleri

TZEIMY@de (3.91)

Burada p yogunluk, {u} ise u,v,w bilesenlerine sahip x noktasinin hiz vektoriinti

temsil etmektedir (Sekil 3.11.). Dolayisiyla bu matrisin transpozesini asagidaki gibi

gosterebiliriz.
i} = [, v, ] (3.92)

Sonlu elemanlar modelinde daha O6nce de belirtildigi gibi, cisim belirli sayida
elemanlara boéliinerek yer degistirmeler diigiim deplasmanlari cinsinden ve sekil

fonksiyonlar1 yardimiyla;

{uj=[Nq} (3.93)
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seklinde gosterildiginden ve dinamik analizde diigiim deplasmanlar1 vektorii zamana

PR

bagl olarak degistiginden hiz vektorii benzer sekilde;
iy =[N} (3.94)

olarak yazilabilir. Bulunan bu bagintiyla (3.91) nolu denklem eleman bazinda tekrar

diizenlenince;
=2 ([ oIvT Vv 395
=tal" || pINT [V lar g (3.95)
seklini alir. Parantez ig¢erisindeki ifade eleman kiitle matrisini verir.

[m], = [ p[NT [Nlav (3.96)

Burada elde edilen matris yayilmis kiitle matrisi olarak adlandirilir ve secilen sekil

fonksiyonlarina bagl olarak elde edilir.
3.5.1. Cubuk eleman icin kiitle matrisi
Onceki boliimde cubuk eleman icin sekil fonksiyonlar1 ve deplasmanlar (3.51)

ve (3.52) nolu denklemlerde verilmisti. Bu denklemlerle ve yogunlugun sabit oldugu

kabulleri ile (3.96) nolu denklem yeniden diizenlenirse;

1-r
m L, Alp¢l 5 [1-r 1+r
[mL_pj]{Nj[N] whibar- 220 2 L bl
2
(H)Z [HZJ 21 (3.97)
_ALp |\ 2 4 _ALpl3 3
] = 2 J.I -7 l+r2dr 2 |1 2
2 3 3

4
sl
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Cubuk elemani igin kiitle rijitlik matrisi denklem (3.97) deki gibi bulunur. (3.97)

denklemlerinde A: kesit alanini, L: eleman boyunu ve p: yogunlugu

belirtmektedir.
3.5.2. Kiris eleman i¢in kiitle matrisi
Kiris elemaninda sekil fonksiyonlari olarak Hermite sekil fonksiyonlarinin

kullanildig1 daha onceki boliimlerde gosterilmisti. Bu durumda kiris eleman ig¢in

kiitle matrisi asagidaki gibi olur:

1
[m]ezAzﬂ [1%, |H Lu m £H4}dr (3.98)
-1

(3.64) nolu denklemdeki Hermite sekil fonksiyonlarina ait ifadelerle (3.98) denklemi
yeniden diizenlenip, integral islemleri yapildiktan sonra kiris elemani igin kiitle

matrisi denklem (3.99) daki gibi olusturulur:

6 1, 9 13,
35 105 35 210
AL iL iy iL _LLZ
¢ 2 9 13 26 11 '
— —L — —-—VL
35 210 35 105
_i _LL2 _iL LLZ
L 210 70 105 105

3.5.3. Diizlem c¢erceve elemani icin kiitle matrisi
Diizlem c¢ergeve elemaninda eleman matrislerinin yerel koordinatlarda kirig ve
cubuk elemaninin toplanmasiyla olustugu daha once gosterilmisti. Bu durumda yerel

koordinatlardaki kiitle matrisi denklem (3.100) deki gibi olur:
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2 0 0 1 0 0
8 10, 0 27 13,
35 35 35 70
L 0 1, 2p 0 B, 3p
[m] _4Lp 35 35 70 70 (3.100)
6 1 0 0 2 0 0
ooomon, o, om o,
35 70 35 35
o B, 3p o U, 25
i 70 70 35770

3.5.4. Serbest titresim analizi

Stabilite analizinde yiikler ve yiiklerin uygulandigi sistemler statik durumdadir
ve uygulanan yiikler sistem ilizerine yavasca uygulanir ve herhangi bir ¢arpma etkisi
gostermez. Yiik aniden uygulanir veya zamanla degisen bir durum gosterirse kiitle ve
ivme kavramlarinin gbz oniine alinmasi gerekir. Bir kati cisim elastik olarak denge
halinden uzaklastirilip serbest birakilirsa, yeniden denge haline doniinceye kadar bir
titresim hareketi yapar. Cismin i¢inde hapsedilmis olan sekil degistirme enerjisi
nedeniyle meydana gelen ve periyodik olarak gergeklesen bu hareket serbest titresim
olarak adlandirilir. Birim zamanda meydana gelen salinim hareketi frekans, salinim
sirasinda cismin yaptig1 en biiyiik deplasman hareketi de genlik olarak adlandirilir
(Topgu ve Tasgetiren 1998). Gergek hayatta sonlimleme etkisi gosteren bir¢ok faktor
yliziinden salinim zamanla yavaglar ve cisim denge haline tekrar doner. Basit
modellerde soniimleme etkisi ihmal edilir ve yapmin dinamik davranigi soniimsiiz
serbest titresim durumda incelenir. Bu boliimde mekanik sistemlerin soniimsiiz
serbest titresimlerine ait Ozdeger problemlerinin sonlu elemanlar yontemi ile

modellemesi yapilmustir.

Serbest titresim probleminde esas amag titresimin 6zdegeri olan A = @° (dogal
frekans) elde etmektir. Bununla beraber A nin elde edilmesiyle titresim modunun bir
gostergesi olan Ozvektorler de elde edilir. Sonlu elemanlar metodunda 6zdeger

problemi:
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[KJU}= MU} (3.101)

seklindedir. Burada hem rijitlik hem de kiitle matrisleri simetrik matrisler olup,
uygun siir sartlari altinda denklem sistemi pozitif tanimhidir. Pozitif tanimh, nxn
boyutlarindaki bir rijitlik matrisi i¢in #n adet gercek 6zdeger ve bunlara karsilik gelen

n adet 6zvektor vardir. (3.101) nolu denklem yeniden diizenlenince;
(k]-m]fut=0 (3.102)

denklemi elde edilir. Sistemin sifir ¢oziimiinden baska bir ¢6ziimiiniin bulanabilmesi

i¢in (3.102) nolu denklemde
(K]-A[m])=0 (3.103)

olmalidir. Bu sart1 saglayan degerlere sistemin karakteristik polinomu denir.
3.6. Catlaktan Dolay1 Meydana Gelen Direngenligin Bulunmasi

Ortam sicakligi, malzeme toklugu, tasarimdan kaynaklanan ¢esitli hatalar,
kaynak, artik gerilmeler ve yorulma gibi bir¢cok faktér makine elemanlarinda ve
yapilarda catlaklara neden olabilir. Bununla beraber herhangi bir elemanda kirilmaya
neden olarak ii¢ temel faktor belirlenmistir (Uguz, A., 1996). Bunlar: malzeme
toklugu, catlak blytkligi ve gerilme seviyesidir. Kirllma mekaniginin temel
prensibi, keskin bir catlak ucundaki gerilme alaninin K olarak tanimlanan bir
parametreyle ifade edilmesine dayanmaktadir. K, gerilme siddet faktorii olarak
adlandirilir. Bu faktor, uygulanan gerilme ve catlak boyutu arasinda bir baginti
kurulmasini1 saglar. Buna gore catlak iceren herhangi bir eleman veya deney
numunesi aynen c¢atlaksiz malzemelerin c¢esitli gerilme seviyelerine kadar
yiiklenebilmeleri gibi gesitli K degerine kadar yiiklenebilirler. Boylece K degeri

malzemenin bir 6zelligi olur.
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3.6.1. Gerilme siddet faktoriiniin analitik ifadesi

Elastik cisimlerdeki gerilme analizi i¢in kirilma mekanigi catlak tiplerini {i¢
kisma ayirmistir (Sekil 3.12). Bunlar: agilma modu (mod I), kayma modu (mod II) ve

yirtilma modu (mod III) olarak tanimlanir.

N R

Mod I Mod II Mod III

Sekil 3.12. Temel deformasyon modlari

Mod I’ de deplasmanlar x-y ve x-z diizlemlerine gore simetriktir. Catlagin
karsilikl1 yiizeyleri birbirine ters yonde hareket ederler. Mod II de ise deplasmanlar z-
y diizlemine gore simetrik x-z diizlemine gore ise vida simetrisine sahiptir. Yiizeyler
ters yonde yanlara dogru birbiri lizerinde kayarak hareket ederler. Mod III her iki
diizleme gore vida simetrisine sahiptir. Yiizeyler catlak ucu ¢izgisine paralel olarak

hareket ederler. Her catlak modu farkli bir gerilme alanina karsilik gelmektedir.

w2
O

¥

-
L
.
L

— T

w
L’ Jx

el
Catlak ucu

Sekil 3.13. Polar koordinat sisteminde catlak ucundaki gerilmeler

Bir ¢atlak civarinda meydana gelecek gerilme o; (Sekil 3.13), ti¢ deformasyon

modunun siiperpozisyonu ile bulunabilir (Irwin, 1960; Uguz, 1996). Buna gore

44



3. MATERYAL ve YONTEM Mustafa OZEN

herhangi bir catlak civarinda meydana gelecek gerilmeler, 1., II., ve III. deformasyon

modlar1 i¢in literatiirlerde (Irwin, 1960; Uguz, 1996) asagidaki gibi verilir:

Gxx,i\/7 = Kifx,i (0)
o, Nr=K,f,.(0) (3.104)

xp,i

o ‘\/_:Kify,;(e)

Yyt

burada f, f vef,, @ acisinin birer fonksiyonlaridir, r ¢atlak ucundan olan

mesafeyi ve 1 = I, II, III deformasyon modlarin1 gostermektedir. K., I modu i¢in

gerilme y1g1lma faktoriidiir ve genel olarak;

KI o-xx
K, p=lim\2m10, (3.105)
Ky O,

olarak verilir. Catlagin iki kenarindaki yerdegistirme diizensizligi gerilme yigilma

faktorii ile orantili olup aralarindaki iligki asagidaki gibidir (Uguz, A., 1996).

u, (I’,ﬁ)— u, (7”,—7[) = %(k +1Nr/ 27z
u,(r,m)—u,(r-r)= ﬁ(k +INr /27 (3.106)

u,(r,w)—u_(r,—7)= A‘K%«/ /27

(3.106) nolu denklemlerde, “v” Poison orani olup, “k” ifadesi diizlem sekil
degistirme i¢in k =3 —4v ve diizlem gerilme hali i¢in £k = (3 — v)/ (1 + v) degerlerini

almaktadir.

Lineer Elastik Kirilma Mekaniginde kusurlu yapilarin davranislarini incelemek
icin enerji saliverinim oranlar1 veya gerilme siddet faktorlerinin hesaplanmasi

gerekmektedir. Basit yapilar i¢in analitik sonuglar (Tada ve ark., 1985) mevcut
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olmasma ragmen karmasik olan sistemlerde gerilme siddet faktorii ancak sayisal
modelleme yontemleri ile bulunabilir. Sekil 3.14° de boyutlariyla birlikte verilen
dikdortgen kesitli bir konsol kiris i¢in gerilme siddet faktorii (K;) asagidaki gibi
hesaplanir (Tata ve ark., 1985).

137 % u _ 2

3

Sekil 3.14. Catlak igeren, dikdortgen kesitli konsol kiris

Incelenen kesitte burulma etkisi ele alinmadigindan sadece 1. ve II. deformasyon

modlar1 incelenmistir.

Sadece P, ¢ekme kuvveti etkisindeki dikdortgen kesitli kiris i¢in:

K, =B JzrF (1] (3.107)
ad a

(3.107) nolu denklemde bulunan Fl(Lj fonksiyonu asagidaki gibidir (Irwin, 1960;
a

Tada ve ark., 1985);

(3.108)

3
r .y
0,752 + 2,02[} +0,371- sm(}
r 2a .y a 2a
F|—|=,/—tan| —
2a T
cos| ——
2a

Sadece P, egilme momenti etkisindeki dikdortgen kesitli kiris icin:
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K12 =

65 2 \/;z.er(ij (3.109)
a‘d a

(3.109) nolu denklemde bulunan F, (zj fonksiyonu asagidaki gibidir (Irwin, 1960;
a

Tada ve ark., 1985):

4
. 0,923 + 0,199[1 - sin(;['rn
F, (ﬁj - —atan(ﬂj ¢ (3.110)
a Y 2a Ty
cos| ——
)
Sadece P; kesme kuvveti etkisindeki dikdortgen kesitli kiris icin:
kP — (r
K”3=T 7Z'.VF3 — (3111)
a“d a

(3.111) nolu denklemde bulunan F{lj fonksiyonu asagidaki gibidir (Irwin, 1960;
a

Tada ve ark., 1985):

2 3
1122 - 0,561(”j + 0,085[’"} +0.1 SO(Fj
F{sz ? ? ? (3.112)

W
a

(3.112) nolu denklemde bulunan “x” sayisal bir deger olup elemanin kesitine bagh
olarak Timoshenko Kkiris teorisi yardimiyla belirlenir (Cowper, 1966). x dikdortgen

kesit i¢in 0,67 olarak alinir.
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3.6.2. Gerilme siddeti faktorii ve sekil degistirme enerjisi saliverinim oram
arasindaki baginti

Catlak onlinde meydana gelecek birim uzama i¢in gerekli olan enerji miktarina

sekil degistirme enerjisi saliverinim orani denir ve “J ile gosterilir. Diizlem sekil

degistirme hali i¢in J:
1-v? 1—v? 1
J= E" K+ Ev ) ;v K, (3.113)

olarak verilir (Tada ve ark., 1985). Sekil degistirme enerjisi saliverinim oraninin
degeri daima pozitif olup, birbirinden bagimsiz olan ii¢ sekil degistirme modunu

icermektedir. J nin hesaplanmasinda siiperpozisyon prensibinden faydalanilinca;

J:I_TV(K“ Ky et K, A

ifadesi elde edilir.
3.6.3. Esneklik (kompliyans) katsayilar1 ve matrisi

Castigliano teoremi ve gerilme yigilma faktorleri kullanilarak gatlaktan dolay1
yap1 igerisinde meydana gelen fleksibilite katsayilar1 hesaplanabilir. Eger “U”, A4
catlak alan1 ve P yiikiine maruz kusurlu bir yapinin sahip oldugu sekil degistirme
enerjisi ise, sekil degistirme enerjisi saliverinim miktari, Griffith-Irwin teorisine gore

asagidaki gibi ifade edilir (Irwin, 1960):

_ou(p,4)
Y

J (3.115)

Castigliano teoremine gore, P yiikili yoniindeki c¢atlaktan dolayr meydana gelen ek

yerdegistirme miktar1 asagidaki gibi olur:
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" _U(R.4) (3.116)
oP

1

(3.115) nolu esitlikle (3.116) nolu esitlik yeniden diizenlenince yer degistirmeler ve

sekil degistirme enerjisi saliverinim orani arasindaki bagint1 agagidaki gibi olur:

u, :ijJ(P,A)dA (3.117)

Sonu¢ olarak ¢atlak modu ve gerilme yigilma faktdrlerinin fonksiyonlari olan

esneklik katsayilar1 agagidaki gibi bulunur:

¢, = pp j P, A)iA (3.118)

i J A
3.6.4. Dikdortgen Kesitli bir Kiris icin esneklik katsayilarinin hesaplanmasi

Sekil 3.14° de ti¢ yiikleme durumu ile verilen dikdortgen kesitli kiris i¢in sekil

degistirme enerjisi saliverinim orani asagidaki gibi hesaplanir:

J =2k, (R)+ K, (B +K,(P)] (3.119)

(3.119) nolu esitlikte, diizlem sekil degistirme hali i¢in £” = E ve diizlem gerilme
hali icin E" = E /(l—vz) olarak alinir. P, eksenel kuvveti ve P, egilme momenti

catlagin mod I seklinde olugmasini saglarken, P; kesme kuvveti ¢atlagin mod II
seklinde olugmasina neden olmaktadir. I. ve II. modlari i¢in daha 6nce hesaplanan K

ve Ky gerilme y1gilma faktorleriyle (3.119) nolu esitlik yeniden diizenlenince:

J:1E* {[ ‘/_F(j 2;\/EF2(2D2+{’2—5\/;F{2D2} (3.120)
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Eni d yiiksekligi a olan dikdortgen kesitli ve » derinliginde bir ¢atlaga sahip kiris i¢in
esneklik katsayilar1 asagidaki gibi yazilir:

62 r
¢ =d -~ .([J(é)dé (3.121)

L J

gerekli islemler yapildiktan sonra c¢,,c,;,c,, vec;; esneklik katsayilar1 asagidaki

gibi bulunur:

e = 2T | éFzz(éjdé (3.122)
a a

S v A P A
o e

0

(3.122) nolu denklemlerde diizlem sekil degistirme hali icin E° =E ve diizlem
gerilme hali i¢in E" = E/ (1 - vz) olarak alinir.

3.6.5. Esneklik ve rijitlik matrislerinin olusturulmasi
Kesme kuvvetinin c¢atlagin acilma sekline etkimedigi kabul edilirse, 5(u,v, 0)

yer degistirme vektorii i¢in esneklik katsayilar1 matris formunda asagidaki gibi

yazilir:
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C=l0 ¢, 0 (3.123)

Catlak diigtimii, uzunluksuz ve kiitlesiz bir catlak eleman olarak ele alininca, ilgili
direngenlik katsayilar1 kullanilarak ¢atlagin rijitlik matrisi olusturulur. (3.123) nolu
esitlikte bulunan direngenlik matrisinin tersi alinarak bir diigiim noktas1 i¢in rijitlik

matrisi olusturulur.

C33 0 Ci3
2
—C3 TCCy Ciz —Cnls3
1 1
[c]" = 0 — 0 (3.124)
Cxn
C C
13 0 . 11
| €13 —C1C33 —Cp3 +cllc33_(3x3)

iki diigiim ve her bir diigiimiinde ii¢ serbestlik derecesine sahip bir kiris i¢in catlak
bolgesinde ¢atlagin neden oldugu rijitlik matrisi ise asagidaki gibi olusturulur (Irwin,

1960; Uguz, 1996).

k], = { ]’ -le Lx@ (3.125)

-[c]" e]

3.7. Catlagin Yapin Stabilite ve Titresim Ozelliklerine Etkisi

Daha 6nceki boliimlerde de anlatildigi gibi herhangi bir yapidaki catlak belirli
bir rijitlik diislisiine neden olmaktadir. Dolayisiyla daha onceki boliimlerde elde
edilen (3.81) nolu esitlikte kusursuz elemanin rijitlik matrislerine (3.125) nolu
esitlikte elde edilen ¢atlaktan dolay1r meydana gelen rijitlik matrisi eklenerek kusurlu
yapinin rijitlik matrisi ( [K ] ) asagidaki gibi elde edilir.

wcer

X].. =[K]+[K], (3.126)
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Kusurlu yap1 i¢in elde edilen bu yeni genel rijitlik matrisi ile yapinin stabilite ve
titresim davraniglart i¢in olusturulan (3.90) ve (3.103) nolu esitlikler yeniden

diizenlenince;

_0 (3.127)

[K]... - A[M]=0 (3.128)

Seklinde yeni iki adet 6zdeger problemi elde edilir. Ozdeger problemleri ¢dziiliince,
(3.127) nolu esitlik i¢in bulunan A degeri catlak igeren yapinin kritik burkulma
yukiini, (3.128) nolu esitlik i¢in bulunan A degeri ise ¢atlak iceren yapinin dogal

frekansi verir.
Bu c¢alismada (3.127) ve (3.128) denklemleri ile verilen esitlikleri ¢ozebilecek
bir bilgisayar programi (EK 1) yazilarak c¢atlak iceren yapilardaki stabilite ve titresim

problemlerinin analizi yapilmistir.

Bundan sonraki boliimde bazi Oornekler ele alinarak bu Orneklerin analitik ve

sayisal ¢coziimleri elde edilecektir.

52



4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Mustafa OZEN

4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

4.1. Her iki Ucu Ankastre Kolon

Calismamizin bu boliimiinde kullanilan yontemin gilivenirliligini belirlemek
icin boyutlar1 ve kesiti Sekil 4.1.” deki gibi verilen, her iki ucu ankastre ¢atlakli ve
catlaksiz kolonlar icin deneysel, analitik ve sayisal sonuglar elde edilmistir.
Kullanilacak olan malzemeye ait geometrik 6zelikler L =490 mm, 42 =8mm ve

b=8mm seklindedir. Secilen malzemeye ait Elastisite Modiilii £ =190 GPa ve

orant: sinir1 o, =185 MPa olarak yapilan deneyler sonucunda belirlenmistir.

%,
7

]

¥
' ;’/
o

Y

g

Sekil 4.1. Tek catlak igeren her iki ucu mafsalli kolon

4.1.1. Analitik ¢c6ziim

Daha onceki boliimlerde de anlatildig: {izere bu ¢alismada ¢ikardigimiz biitiin

formiller ve hazirlamis oldugumuz bilgisayar programi malzemenin elastik kaldigi
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ve Hooke kanununa uydugu siirece gecerli olabilirler. Dolayisiyla malzemenin kritik
narinlik oraninin hesaplanmas1 gerekir. Malzemeye ait kritik narinlik orani

literatiirlerde (Kayan 1987) yer alan formiillerle (4.1) deki gibi hesaplandi:

* 3
n, =z £ EW/M =100.7 4.1)
o, 185

Secilen numuneye ait narinlik orani ise daha 6nceki boliimlerde elde edilen (3.50)

nolu esitlikle asagidaki gibi hesaplandi:

k
n =L—_”=w=106.1 (4.2)
i 8*8’
12
8*8

(4.2) esitliginde numune icin hesaplanan narinlik orani, (4.1) esitliginde
malzeme ic¢in hesaplanan kritik narinlik oranindan biiyiikk oldugundan segilen
numunemiz elastik davranacak ve dolayisiyla ¢ikarilan formiiller gegerli olacaktir.
Mekanik ve geometrik 6zellikleri verilmis olan catlaksiz kolona ait kritik burkulma

yiikii (4.3) de verilen Euler burkulma formiilleriyle asagidaki gibi hesaplandi;

7’EIl 72 *190%10° *341.33*107"

P = =
" o(05*Ly (0.5%49%10

=10 663.5N (4.3)

4.1.2. Sonlu elemanlar yontemiyle ¢éziim

Verilen kolonun kritik burkulma yiikiiniin sonlu elemanlar yontemiyle
hesaplanmasi i¢in ilk olarak kolon catlakli (Sekil 4.2.(a)) ve catlaksiz (Sekil 4.2.(b))
olarak iki ayr sekilde modellendi. Daha sonra sistemlere ait genel rijitlik matrisi ve
geometrik rijitlik matrisleri olusturuldu. Sekil 4.2.(b) de verilen sistemde c¢atlagin

yeri L, =24.5cm ve derinligi r =2mm olarak alindi. Catlak iceren kolonun
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modellemesi yapilirken sistem tam c¢atlak bdlgesinden iki ayr1 bolgeye ayrildi ve biri
catlagr temsil edecek sekilde ii¢ eleman kullanildi. Modellemeler yapilirken catlak
haricindeki elemanlar i¢in iki diiglime sahip ve her bir diiglimde ii¢ serbestlik

derecesi (yatay deplasman, diisey deplasman ve donme) olan gerceve elemanlar

kullanildi.

(10, 11 12)

(_J", 8, 9} ry

@UE
@UE

(7, B, 9

4,5, 6)

@UE

(1, 2, 3)

(4, 9, 6) @(2

@UE

(1, 2, 3) ¥

(a)

(b)

Sekil 4.2. (a) Her iki ucu ankastre, ¢atlaksiz kolona ait SEM modeli
(b) Her iki ucu ankastre, tek catlak igeren kolona ait SEM modeli

Sekil 4.2.(a)’ daki 1 ve 2 nolu elemanlara ve Sekil 4.2.(b)’ deki 1 ve 3 nolu

elemanlara ait rijitlik matrisleri (3.81) ve (3.82) nolu esitlikler ve kullanilan

malzemenin mekanik ve geometrik 6zelliklerinden faydalanilarak hesaplandi. Catlak

iceren cubukta ise catlak bolgesindeki rijitlik (3.125) denklemi kullanilarak

hesaplandi.

K] =

[ 4.96%10
0
0
-4.96%10’
0

0

0 0 —4.96*10’ 0 0 |

529189  6482.57 0 —-52918.9  6482.57

6482.57  1058.82 0 —6482.57  529.41 (4.4)
0 0 4.96%10’ 0 0

—-52918.9 —6482.57 0 529189 —6482.57

6482.57 529.41 0 -6482.57  1058.82 |
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0 0 0 0 0 0o |
0 4.898 0.1 0 —4.898 0.1
6] = 0 0.1 0.0327 0 -0.1 -8.17%107° (4.5)
‘ 0 0 0 0 0 0
0 -4.898 -0.1 0 4.898 -0.1
| 0 0.1 -8.17%107° 0 -0.1 0.0327
[ 6.861*10" 0 -1.156%10° —6.861*10" 0 1.156*10° |
0 1.346*10" 0 0 —1.346*10" 0
[12<] _ —-1.156*10° 0 1.960%¥10°  1.156*10° 0 ~1.960%10¢ | (4-6)
1 -6.861*%10" 0 1.156%¥10°  6.861*10" 0 -1.156*10°
0 —1.346*10" 0 0 1.346*10" 0
| 1.156*10° 0 -1.960*10° —1.156*10’ 0 1.960*10° |

(4.4), (4.5) ve (4.6) matrisleri sirasiyla eleman rijitlik matrisi, geometrik rijitlik

matrisi ve catlaktan dolayr meydana gelen rijitlik matrislerini temsil etmektedir.

Sistemlere ait global rijitlik matrislerinin basit bir sekilde olusturulabilmesi igin ilk

olarak Cizelge 4.1 ve Cizelge 4.2. deki gibi siireklilik tablalar1 diizenlendi.

Cizelge 4.1. Her iki ucu ankastre kolona ait siireklilik tablosu

Eleman No

/

Diigiim No Serbestlik degerleri
1 1 2 245 cm 91, 92, 43 q4, 45, 4o
2 2 3 245 cm q4 95, 4o q7, 43 49

Cizelge 4.2. Her iki ucu ankastre, gatlak igeren kolona ait siireklilik tablosu

/

Eleman No | Diigiim No Serbestlik degerleri

1 1 2 24.5 cm 91 92 43 44 45, 4o
2 2 3 0 CI4: qS» % q79 qS: %
3 3 4 245cm |97 93 99 910, 9115 912

Catlak icermeyen kolona ait genel rijitlik matrisleri, eleman rijitlik matrisleri ve

stireklilik tablolar1 kullanilarak (4.7) ve (4.8) deki gibi elde edildi:
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1 1 1 1 1 1 ]
ki, ki, kg ki, kis ki 0 0 0
1 1 1 1 1 1
ky  ky ki Ky ks Ky 0 0 0
1 1 1 1 1 1
ky  ky kg ks ks kg 0 0 0
1 1 1 1 2 Yy 1 2 2 2 2
ky ky o kyo o kytk, kystk, ketks ko ks kg
[K] | 1 1 1 1 2 1 2 1 2 2 2 2 (4.7)
ks, ks, ks kgtky ki tky, kgt ko ks kg
1 1 1 1 2 1 2 1 2 2 2 2
kg ke ke ke "2' ky ks "2' ky, ke "2' ks k§4 kgs kgé
0 0 0 ky ky ki ki ki kg
2 2 2 2 2 2
0 0 0 ks, ks, ks, ks kss ks
2 2 2 2 2 2
L 0 0 0 ke, ke ke ko kg kg i
! 1 1 1 1 1
g 812 8 814 8is 816 0 0 0
1 1 1 1 1 1
g121 g122 g123 g124 g125 g126 0 0 0
831 &3 83 834 835 836 0 0 0
1 1 1 1 2 1 2 1 2 2 2 2
8y 8x 8 But8&n 8T8 8t 83 &u &8s Lis
[G] _| 1 1 1 2 1 2 1 2 2 2 2 4.8)
851 82 83 8uT8xn 8sst8n 8s6t8:n 8u 8 8x ’
1 1 1 1 2 1 2 1 2 2 2 2
861 862 863 g64'|2'g31 gss"z'gﬂ gss"z'g% 8234 g235 g236
0 0 0 84 2P7) 84 84 845 8us
2 2 2 2 2 2
0 0 0 851 85 83 854 855 8se
2 2 2 2 2 2
L 0 0 0 81 86> 863 8ea  8es 8es

Catlak iceren sistemin genel rijitlik matrisleri ise, eleman rijitlik matrisleri, eleman

stireklilik ¢izelgesi ve bunlara ek olarak catlaktan dolayr meydana gelen rijitlik

diisimii dikkate alinarak asagidaki gibi elde edildi. Global rijitlik matrisleri

olusturulurken, catlak bolgesinin modellenmesinde kullanilan eleman boyunun sifir

oldugu, dolayisiyla geometrik acidan sistemin kiitlesine herhangi bir etkisinin

olmadigina dikkat edilmelidir.
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1 1 1 1 1 1 ]
ki ko ki ks kis kis 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1
kn kn kx ko ks k6 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1
ks kxn ks k34 ks k36 0 0 0 0 0 0
I I I I 2 I 2 I 2 2 2 2
ks ko ks kutku kistko  kas+kis ks kis kie 0 0 0
1 1 1 1 2 12 12 2 2 2
kst ks2 kss ksatkan kss+kn kss+kos ks kos ks 0 0 0
1 1 1 12 12 1 2 2 2 2
[K] _ ke ke kes kes+kn kes+kn keo+kss ksa ks k36 0 0 0
wer — 2 2 2 30 2 302 302 3 3 3
0 0 0 ka k4 ks ki+ka kiotkss  kiskis ko kis ke
2 2 2 30 2 3 2 3 2 3 3 3
0 0 0 ks ks ks ko+ksa kn+kss kuntkss kau ki ko
2 2 2 30 2 30 2 3 2 3 3 3
0 0 0 ke ke kes k313+k64 k323+k65 k333+k66 /3634 /;Tss /;Ts()
0 0 0 0 0 0 ks ka ks kas kas  kas
3 3 3 3 3 3
0 0 0 0 0 0 ks ks2 ks3 ksa  kss  kss
3 3 3 3 3 3
| 0 0 0 0 0 0 ke ke kes kos  kso  kes |

M1 1 1 1 1 1 7
g1 &2 &; &u &s & O 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1
8n &» 8 8 & 8x O 0 0 0 0 0
I I I I I I
g1 &n 83 8w &s &6 0 0 0 0 0 0
I 1 1 1 1 1
8n 8n &i &Zu 8 & O 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1
g1 85 &3 8u &5 8¢ 0 0 0 0 0 0
1 I I I
[G] _18 8a & 8 8 S 0 0 0 0 0 0
hwer 2 2 2 2 2 2
0 0 0 0 0 0 g, &> &3 &4 &5 &
2 2 2 2 2 2
0 0 0 0 0 0 g gn &5 &u &5 &
2 2 2 2 2 2
0 0 0 0 0 0 g & 8u &4 &s &
2 2 2 2 2 2
0 0 0 0 0 0 gy &u &4 8u 8&is L
2 2 2 2 2 2
0 0 0 0 0 0 g & 8 8 &s s
2 2 2 2 2 2
L 0 0 0 0 0 0 gu Z» & 8 S &6 l12:12

Catlak igermeyen sistem i¢in hesaplanan global rijitlik matrisleri ile (3.89) denklemi
ve catlak igeren sistem i¢in hesaplanan global rijitlik matrisleri ile (3.127) denklemi
yeniden diizenlendi ve smir sartlar1 uygulandi. Modellemesini yaptigimiz sistemde
her iki ucu ankastre kolon i¢in baslangi¢ ve bitis diiglimlerinde (ankastre mesnet)
herhangi bir deplasman ve donme meydana gelmeyecektir. Dolayisiyla sisteme ait
olusturulan global rijitlik matrislerinde 1ilgili satir ve siitunlar silindikten sonra

determinantlar hesaplandi. Catlak icermeyen sisteme ait kritik yiik degeri:

det|[K ]+ A[G] = 6.35298 107 2 +2.74558*%10'* 1 + 2.2248*10'° = 0 (4.9)
(4.9) esitliginin ¢oziimiiyle elde edilen en kiigiik |/1| degerlerinin hesaplanmasiyla

bulunur:
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A, =-32412.8 A, =—10804.3
Bulunan en kiiciik kok degeri olan |2,2| =10804.3 catlak icermeyen sistem igin

aranan birinci kritik burkulma yiikiinii verir. Catlak i¢eren sisteme ait kritik burkulma

yiikii degeri ise:
def[K],., + A[G],.|=1.53248*10" 1* +8.98846 %107 2’ +8.11208 %107 1> +3.35192 %107 1 +2.64812%10% =0

yukardaki esitligin ¢ozlimiiyle elde edilecek en kiigiik kok olarak asagidaki gibi

bulunur.
A, =-10575.1 A, =-32412.8 A, =-859644 1, =-5.8644*10°
Bulunan kokler arasinda en kiigiik kok olan |/11| =10575.1 degeri catlak igeren

sistemin kritik burkulma yiikli degerini verir.

Bu bolimde olusturulan matrisler ve bu matrislerin  ¢oziimleri igin

Mathematica 5 programi kullanilmistir.
4.1.3. Deneysel ¢6ziim

Bu boliimde Sekil 4.1. deki gibi verilen kolona ait burkulma yiikii hazirlanan
deney diizenegi yardimiyla hesaplanmistir. Burkulma deneyleri Harran Universitesi
Makine Fabrikasi Mekanik laboratuarinda bulunan 80 tonluk deplasman kontrollii
test presi yardimiyla gergeklestirildi. Deneylerde kullanilan bu cihazin numunelerde
burkulma yiikii hesaplayabilmesi igin cihazda cesitli diizenlemeler yapildi. i1k olarak
burkulma yiikiinli hesaplayacagimiz ¢ubugu cihaz g¢enelerine monte edebilmek igin

gerekli aparatlar torna tezgahi yardimiyla Sekil 4.3. deki gibi imal edildi.

vl

Sekil 4.3. Cihaz ¢enelerine monte edilecek aparatlar
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Burkulma yiikiinii hesapladigimiz kolonda sinir sart1 olarak her iki ucu ankastre
mesnet secildigi i¢in ¢enelere monte edilecek aparatlara 45° aglilarla dort adet delik

acildi ve bu deliklere vidalar yerlestirilip sikilarak kolon ankastre olarak mesnetlendi
(Sekil 4.4.(b)).

(a) (b)

Sekil 4.4. (a) Catlaksiz ve gatlakli gubuklar (b) Deney i¢in hazirlanan diizenek

Burkulma yiikii hesaplanacak olan kolonlardaki catlaklar makine fabrikasinda
bulunan vargel tezgahi yardimiyla olusturuldu. Daha sonra hazirlamis oldugumuz

diizenek, cihaz cenesine monte edildi (Sekil 4.5.) ve numunelerimiz aparatlara

yerlestirilerek deneyler yapildi.

= O

o

Harelret ¥ént

Sekil 4.5. Deney diizeneginin cihaza monte edilmis hali
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Deneyde ilk olarak kullanilan malzemenin stabilite davranisinda etkili olan
Elastisite Modiilii ve Orant1 sinir1 gerilme degerleri ¢cekme testi ile hesaplanmustir.
Yapilan ¢cekme deneyleri sonunda malzemeye ait Elastisite Modiili £ =190 GPa ve

orant1 smir1 o, =185 MPa olarak bulunmustur. Burkulma deneyinde ilk olarak

catlaksiz yapiya ait kritik burkulma ytikii daha sonrada farkli bolgelerde farkli catlak
derinligine sahip catlak i¢eren ¢ubuklar icin kritik burkulma ytiikii degerleri Cizelge
4.3. deki gibi elde edilmistir.

Cizelge 4.3. Deney sonunda elde edilen her iki ucu ankastre ve ¢atlak igeren ¢ubuk
icin kritik burkulma yiikiiniin ¢atlaksiz kritik burkulma yiikiine orani

r/h |L./Loram |L./L oram |L./L oran1 |L./L oram
orani 0.14 0.25 0.41 0.50
0.25 | 0.997642 | 0.995898 0.984311 0.9642
0.375| 0.984926 0.985952 0.930681 0.954163
0.5 0.956932 | 0.984311 0.88751 0.861157

4.1.4. Hazirlanan programla ¢oziim

Sonlu Elemanlar Yontemi kullanilarak yapilan sayisal ¢oziim ydnteminde
belirli bir ¢atlak derinligi ve konumu i¢in sistem 3 elemana bdliinerek ¢oziimler
bulundu. Deneysel yontemde ise degisik ¢atlak boyu ve konumu i¢in ¢oziimler deney
diizenegi yardimiyla bulundu. Bu boliimde degisik ¢atlak boyu ve konumuna sahip
cubuklar i¢in kritik burkulma yiikii 10 eleman kullanilarak yapilan modellemelerle
yine sonlu elemanlar yontemi kullanarak analiz yapan program yardimiyla
hesaplandi. Hazirlanan programla ¢atlak igermeyen yapiya ait yapilan analiz

sonucunda kritik burkulma yiikii P __ =10 665N olarak hesaplandi. Catlak igeren

prog
yap1 i¢in yapilan analizler sonunda ise sonuglarin daha iyi incelenmesi i¢in kritik
burkulma yiikiiniin catlak igermeyen kolona ait Euler burkulma yiikiine oram ile
catlak konumunun degisik ¢atlak derinlikleriyle degisimini gosteren grafikler Sekil
4.6. daki gibi ¢izilmistir
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]
‘
0.8 >§!E %E ![
¥ 0.6
< —e—r/h=025
o’ 04 - —m r/h=0375
0 | —a—r/h=05
—%—r/h=0625
0

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
(L /L)

Sekil 4.6. Her iki ucu ankastre kolon i¢gin catlak derinligi ve ¢atlak konumuna bagli olarak birinci
kritik burkulma yiikiiniin Euler burkulma yiikiine gore degisimi

4.1.5. Bulgular

Ik olarak kullanilan ydntemin giivenirliligini gdstermek amaciyla kusursuz
yaptya ait kritik burkulma yiikii degerini analitik yontem, niimerik yoOntem,
hazirlanan program ve hazirlanan deney diizenegi yardimiyla hesapladik ve sonuglari

Cizelge 4.4. deki gibi karsilastirip hata miktarini belirledik.

Cizelge 4.4. Farkli yontemlerle hesaplanan ¢atlaksiz kolona ait kritik burkulma yiikii

degerleri
Yontem Bgrkylma %
Yiikii (N) hata
Analitik 10 663.5
Sayisal 10 804.3 1.3
Program 10 665 0.014
Deneysel 9752 8.5

Cizelge 4.4 de goriildiigii gibi analitik sonuca en yakin degerler hazirlanan
program yardimiyla bulunmustur. Daha sonra tek catlak iceren kolon i¢in deneysel
yontem ve programla elde edilen kritik burkulma yiikii degerlerini Cizelge 4.5 deki
gibi karsilastirip hata miktarlar1 hesaplandi.
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Cizelge 4.5. Farkli yontemlerle hesaplanan tek catlak iceren kolona ait kritik burkulma yiikiiniin
catlaksiz kolonun burkulma yiikiine oraninin catlak yeri ve derinligine bagli degerleri

L./ L orami L./ L orami L./ L oram L./ L orami

r/h 0.14 0.25 0.41 0.50
orani

% dene rogram % dene rogram % Dene rogram %
hata Yy |prog hata Yy |prog hata y |prog hata

0.25 10.997642|0.9981250.05|0.995898 1 0.4 10.984311 1 1.57] 0.9642 |0.9587443.13

deney |program

0.37510.984926/0.983122|0.18 {0.985952(0.998594 | 1.26 [0.930681|0.941866 | 1.19 [0.954163|0.919362 3.78

0.5 10.956932/0.961556|0.48 10.984311(0.994374|1.01 | 0.88751 |0.922175{3.76|0.861157{0.891233|3.37

Programdan elde edilen verilerle deneysel veriler arasinda ortalama % 3
miktarinda bir fark gozlemlendi. Bununla birlikte beklenildigi gibi catlak
derinligindeki artiglarin yapmin kritik burkulma yiikiinde diisiislere neden oldugu
goriildii. Ayrica her iki ucu ankastre kolonda tam orta noktada meydana gelen
catlaklarin yapimin kritik burkulma yiikiinde biiyliik miktarlarda azalmalara neden
oldugu gozlemlendi ve egilme momentinin maksimum oldugu noktada kritik
burkulma yiikiindeki diisiisiin de maksimum oldugu ve egilme momentinin
olusmadig1 noktalarda kritik burkulma yilikiinde herhangi bir diislisiin olmadigi
goriildii. Bunun nedeni, egilme momentinin diisiik oldugu yerlerde bulunan

catlaklarin az miktarda bir enerji diisiisiine neden olmalaridir.

4.2. Bir Ucu Ankastre Diger Ucu Serbest Kolon

Sekil 4.7 deki gibi bir ucu ankastre diger ucu serbest kolona ait kritik burkulma

yiikline ait sonuclar sayisal (sonlu elemanlar yontemi) ve hazirlanmis program
yardimiyla hesaplanmustir. Kolonda £ =2.10* MPa, L=3m ve b=h=02m ve

kritik narinlik oran1 n, =100 olarak verilmistir.
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Sekil 4.7. Tek catlak igeren bir ucu ankastre diger ucu serbest kolon

4.2.1. Analitik ¢6ziim

[1k olarak uygulamada verilen kolonun narinlik oran1 (3.50) esitligi kullanilarak
asagidaki gibi hesaplandi;

L *
p=te 275 ;39 (4.10)

(4.10) esitliginde bulunan narinlik orani sistem i¢in verilen kritik narinlik oranindan

bliyiik oldugundan, ¢atlaksiz kolon i¢in kritik burkulma yiikii (3.47) denklemiyle

asagidaki gibi hesaplandi;

_7’El  7**2*10"*1.333*10°
417 4%3?

P, =731081.8N (4.11)
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4.2.2. Sonlu Elemanlar Yontemiyle Coziim

Verilen kolonun kritik burkulma yiikiiniin sonlu elemanlar yontemiyle
hesaplanmasi igin ilk olarak sistemin modellenmesi yapildi (Sekil 4.8.). Daha sonra
bir onceki boliimdeki gibi yine sisteme ait genel rijitlik matrisi ve geometrik rijitlik
matrisleri olusturuldu. Sekil 4.7.” de verilen sistemde catlagin yeri L, =1.5m ve
r = 0.02 m olarak alindi. Modelleme yapilirken bir 6nceki boliimdeki gibi sistem tam

catlak bolgesinden iki ayr1 bdlgeye ayrildi ve biri ¢atlagi temsil edecek sekilde iic

|

(10, 11 1) )

eleman kullanildi.

(7, 8.9

(4, 3, 6) @(2

@UE

(L.23)] |v

Sekil 4.8. Tek catlak igeren bir ucu ankastre diger ucu serbest kolonun
SEM modeli
Kullanilan elemanlara ait rijitlik matrisleri yine bir 6nceki boliimdeki gibi
(3.125), (3.81) ve (3.82) esitlikleri ve kullanilan malzemenin mekanik ve geometrik

Ozelliklerinden faydalanilarak (4.10), (4.11) ve (4.12) esitliklerindeki gibi hesaplandi.

[ 533.333 0 0 ~533.333 0 0
0 9.481 7.111 0 —9481 7111
L 0 7111 7.111 0 ~7111  3.555 (4.12)
k] =[x]=
~533.333 0 0 533.333 0 0
0 —9481  -7.111 0 9481  -7.111
o 7111 3.555 0 —7a11 711 |
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o0
0
1 3 0
Gl=|G|=
lel=lel=|
0
| 0
[ 87*10°
0
2 —31.8%10°
K| =
K1, —87*10°
0
| 31.8*10°

0 0 0
0.8 0.1 0
0.1 0.2 0
0 0 0
-0.8 -0.1 0
0.1 -005 0
0 —-31.8%10°
22.5*%10* 0
0 11.6*10*
0 31.8*10°
—-22.5*%10* 0
0 11.6%10*

0 0
-0.8 -0.1
-0.1 -0.05
0 0
0.8 -0.1
-0.1 02 |
—87*10° 0
0 —-22.5*10*
31.8*10° 0
87*10° 0
0 22.5*10*
-31.8*10° 0

31.8%10° |

0
11.6%10*
-31.8*10°
0
11.6%10*

(4.13)

(4.14)

(4.12) ve (4.13) nolu esitlikler sirastyla ¢gubuk eleman igin eleman rijitlik matrisi ve

geometrik rijitlik matrisi ve (4.14) nolu esitlik ise ¢atlaktan dolayr meydana gelen

rijitlik matrisidir. Sisteme ait global rijitlik matrislerinin hazirlanmasi i¢in sisteme ait

stireklilik tablosu Cizelge 4.6 da ki gibi olusturuldu:

Cizelge 4.6. Bir ucu ankastre diger ucu serbest, ¢atlak iceren kolona ait
siireklilik tablosu

Eleman No | Diigiim No / Serbestlik degerleri

1 1 2 1,5m 91, 92 45 94, 95, s
2 2 3 0 94 495, 96 q1, 43 9o
3 3 4 1,5m 97, 43, 499 910, 911, 912

Sistemin genel rijitlik matrisi, eleman rijitlik matrisleri, eleman siireklilik tablosu ve
catlaktan dolay1 meydana gelen rijitlik diigiimii dikkate alinarak asagidaki gibi elde
edildi:

M1 1 1 1 1 1 ]
ki koo ki ks kis kis 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1
ko kn ks k24 kos ks 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1
ks kxn ks k34 ks k36 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 2 1 2 1 2 2 2 2
ks ko ks k44+k11 k45+k12 k46+k13 ks kis kie 0 0 0
1 I 1 2 2 2
1;751 ]1€52 1;753 k54+k21 k55+k22 k56+k23 /2€24 kzs kza 0 0 0

[K] = ket ke ke k64+k31 k65+k32 k66+k33 k34 k35 k36 30 30 30
0 0 0 k41 k4z k43 k11+k44 k12+k45 k13k46 ki kis ki
2 2 2 3 3 3
0 0 0 ]2€51 lzfsz /2€53 k21+k54 k22+k55 k23+k56 ]3€24 ]3€25 l§26
0 0 0 ke ke ke3 k313+k54 k323+k55 k333+k66 ]3634 /§35 /3€36
0 0 0 0 0 0 ka ka kas ki  kas ks
3 3 3 3 3 3
0 0 0 0 0 0 ksi ks ks3 kss  kss  kse
3 3 3 3 3 3
L 0 0 0 0 0 0 ke ke kes kes kss  kes
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Sisteme ait global geometrik rijitlik matrisi denklem (4.15) deki gibidir.

&1 82 &s 8&u 85 S
8n &»n 81 8u 8» &x
& 8n &un 8w s 8%
En 8o 8s u 84 8as
&1 82 &3 854 Ess  8so

PO O O O o O
PO O O O o O
pO O O O O O
PO O O O O O
PO O O O o O
PO O O O o O

[G]wcr = 8ot 8o 80 8 8es ELes

o
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(4.15)
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Elde edilen bu iki matrisle (3.127) nolu esitlik yeniden diizenlendi ve sinir sartlari
uygulandi. Modellemesi yapilan sistemde bir ucu ankastre diger ucu serbest kolon
icin 1. diigiimde (ankastre mesnet) herhangi bir deplasman ve donme meydana
gelmeyecektir. Dolayisiyla global matrislerde 1, 2 ve 3 nolu satir ve siitunlar
silindikten sonra determinant alindi.

det|[k],., + A[G]

wer hwer

=-1.98377*107 +3.10415*10” 1 - 5.72992 %107 2* +2.5547*10°' 2’ (4.16)
—2.70741*%10" 2* = 2.08641*10"° ' = 0

(4.16) nolu esitlik ¢oziildii ve 4 degerleri hesaplandi.

A, =0.735739 A, = 6.85365 A, =22.9943

(4.17)
A, =59.1079 A, =—1387.33

(4.17) nolu esitliklerde en kiiclik |/1| degeri olan A, =0.735739 MPa aranan birinci

kritik burkulma ytikiinii verir.
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4.2.2. Hazirlanan programla ¢oziim

Uygulamada verilen mekanik ve geometrik 6zelliklere sahip catlak icermeyen

kolon i¢in burkulma yiikii hazirlanan programla P = 731500 N olarak hesaplandi.

prog
Bir dnceki boliimde sonlu elemanlar yontemi kullanilarak belirli bir ¢atlak derinligi
ve yeri i¢in ¢6ziim bulundu. Sekil 4.8 de verilen sisteme ait kritik burkulma yiikleri
degisik catlak boyu ve yeri i¢in hazirlanan programla hesaplandi ve bir dnceki
boliimdeki gibi kritik burkulma yiikiiniin ¢atlak icermeyen kirige ait Euler burkulma
yiikiine orani ile ¢atlak konumunun degisik catlak derinlikleriyle degisimini gdsteren

grafikler Sekil 4.9 deki gibi ¢izildi.

1 — g
0.8
a“ 0.6 - —o—r/h=0.2
N —m—r/h=04
o 04 -
—A—r/h=06
0.2 —%—r/h=08
0

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
(L L)

Sekil 4.9. Bir ucu ankastre diger ucu serbest kolon i¢in catlak derinligi ve ¢atlak konumuna bagl
olarak birinci kritik burkulma yiikiiniin Euler burkulma yiikiine gére degisimi

4.2.3. Bulgular

Mekanik ve geometrik 6zellikleriyle Sekil 4.7 deki gibi verilen catlaksiz bir
kolon i¢in kritik burkulma yiikiiniin analitik degeri ile hazirlanan programla bulunan
degeri arasinda % 0.05 gibi gayet kiigiik bir fark goézlemlendi. Bu da hazirladigimiz
programin giivenirligini gostermis oldu. Ayrica sistemde tam orta noktada 0.02 m
derinliginde bir ¢atlak oldugu zamanki kritik burkulma yiikleri sistem iki esit pargaya
boliinerek sonlu elemanlar yardimiyla ve yine ayn1 yontemi kullanarak analiz yapan
programla hesaplandi. Ayn1 yontemin kullanildig1 bu iki sonug arasinda yaklasik %

2 miktarinda bir fark gozlemlendi. Bir ucu ankastre diger ucu serbest kolonlarda sabit
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catlak derinliginde, ankastre uca yakin bolgelerde meydana gelen ¢atlaklarin sitemin
kritik burkulma yiikiinde daha biiyiik miktarda diisiislere neden oldugu gézlemlendi.
Bunun nedeni de yine onceki kisimda belirtildigi gibi momentin biiylik oldugu

bolgelerdeki ¢atlaklarin yiliksek enerji diisiisline sebep olmalaridir.

4.3. Bir Ucu Ankastre Diger Ucu Mafsalli Kolon

Sekil 4.10. daki gibi bir ucu ankastre diger ucu mafsalli kolona ait kritik

burkulma yiikiine ait sonuglar hazirlanmig program yardimiyla hesaplanmistir.
Kolonda E =2.10"MPa, L=9m ve b=h=02m ve kritik narinlik oran

n, =90olarak verilmistir.

L J @
L bser NN

7

Y
v

i

¥

Sekil 4.10. Tek catlak i¢eren bir ucu ankastre diger ucu mafsalli kolon

4.3.1. Analitik ¢c6ziim

Daha oOnceki boliimlerde de yapildigi gibi ilk olarak uygulamada verilen

kolonun narinlik orani (3.50) esitligi kullanilarak asagidaki gibi hesaplandi;
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(4.18)

(4.18) esitliginde bulunan narinlik oran1 sistem i¢in verilen kritik narinlik oranindan
bliyiik oldugundan, ¢atlaksiz kolon i¢in kritik burkulma yiikii (3.48) denklemiyle
asagidaki gibi hesaplandi;

7’El 7’ *2%10' *1.333*10*

P. = = =66145497N 4.19
t =071y (07797 (19

4.3.2. Hazirlanan programla ¢oziim

Uygulamada verilen mekanik ve geometrik oOzelliklere sahip fakat catlak

icermeyen kolon i¢in burkulma yiikii hazirlanan programla P, =661850N olarak

hesaplandi. Sekil 4.10.” da verilen sisteme ait kritik burkulma ytikleri degisik catlak
boyu ve yeri i¢in hazirlanan programla hesaplandi ve bir 6nceki boliimdeki gibi
kritik burkulma yiikiiniin ¢atlak igermeyen kirise ait Euler burkulma yiikiine orani ile
catlak konumunun degisik catlak derinlikleriyle degisimini gosteren grafikler Sekil
4.11.” deki gibi ¢izildi.

1
0.9 +
0.8
0.7 -
0.6 -
0.5 +
0.4 -
0.3 1
0.2 +
0.1 1

0

——r/h=02
—&—r/h=04
—&—r/h=06
—>—r/h=08

Pcr / PE

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
(LJL)

Sekil 4.11. Bir ucu ankastre diger ucu mafsalli kolon i¢in catlak derinligi ve ¢atlak konumuna
bagli olarak birinci kritik burkulma yiikiiniin Euler burkulma yiikiine gore
degisimi
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4.3.3. Bulgular

Mekanik ve geometrik ozellikleriyle Sekil 4.7. deki gibi verilen catlaksiz bir
kolonda meydana gelecek kritik burkulma yiikiiniin analitik degeri ile hazirlanan
programla bulunan degeri arasinda % 0.06 fark gézlemlendi. Bu da hazirladigimiz
programin giivenirligini gostermis oldu. Ayrica bir ucu ankastre diger ucu mafsalli

kolonda L, =0.35L konumunda meydana gelen ¢atlagin sistemin burkulma yiikiinde

bliyiik miktarda diisiise neden oldugu gozlemlendi.
4.4. Her Iki Ucu Mafsalli Kolon
Bu boliimde Sekil 4.12.” deki gibi her iki ucu mafsalli kolona ait kritik
burkulma yiikii degerleri degisik c¢atlak yeri ve derinligi i¢in hazirlanan program

yardimiyla hesaplandi. Kolonda E =200GPa, L =320mm, 4 =5mm, b =20mm

ve n, =105 olarak verilmistir.

y
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Sekil 4.12. Tek catlak igeren her iki ucu mafsalli kolon
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4.4.1. Analitik ¢oziim

Daha onceki boliimlerde de yapildigi gibi ilk olarak uygulamada verilen
kolonun narinlik orani (3.50) esitligi kullanilarak asagidaki gibi hesaplandi;

L
n:—%z—ﬁgl—zzmﬂ (4.20)
I 20%5°
12
20%*5

(4.20) esitliginde bulunan narinlik orani sistem i¢in verilen kritik narinlik oranindan
bliyiik oldugundan, ¢atlaksiz kolon i¢in kritik burkulma yiikii (3.26) denklemiyle
asagidaki gibi hesaplandi;

_m’El _ x?*2*10" *208.333*107"

P
tor (320%107f

=4015.946N 4.21)

4.4.2. Hazirlanan programla ¢oziim

Uygulamadaki mekanik ve geometrik 6zelliklere sahip fakat catlak icermeyen

kolon i¢in burkulma yiikii hazirlanan programla P, =4 015N olarak hesaplandi.

prog
Ayrica yine hazirlanan program araciligiyla Sekil 4.12." de gosterilen sistemde
degisik catlak yeri ve konumuna gore burkulma yiikleri hesaplandi ve daha 6nceki

boliimlerdeki gibi sonuglar Sekil 4.13.” de gosterildi.

1
0.9
0.8
0.7 4
0.6
0.5 -

—%—1/h=0.2

—8—1/h=04
ol —&—1h=06
05 | —%—r/h=0.8

0.1 4
0

P/Pe

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
L L

Sekil 4.13. Her iki ucu mafsalli kolon i¢in catlak derinligi ve gatlak
konumuna bagl olarak birinci kritik burkulma yiikiiniin Euler
burkulma yiikiine gére degisimi
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4.4.3. Bulgular

Mekanik ve geometrik ozellikleriyle Sekil 4.12.” de ki gibi verilen catlaksiz bir
kolon i¢in kritik burkulma yiikiiniin analitik degeri ile hazirlamis oldugumuz
programla bulunan degeri arasinda % 0.02 fark goézlemlendi. Bu da hazirlanan
programin giivenirligini bir kez daha gostermis oldu. Her iki ucu mafsalli kolonda
kolonun tam orta noktasinda meydana gelen catlagin sistemin burkulma ytikiinde
maksimum diisiise neden oldugu ayrica mafsal noktalarina yakin bolgelerde meydana
gelen catlagin sistemin stabilite davranisi tizerinde ihmal edilebilecek kadar kiigiik

etkilere sahip oldugu gézlemlendi.

4.5. Bir Ucu Ankastre Diger Ucu Serbest Ani Degisken Kesitli Kolon

Bu béliimde daha dnceki boliimlerdekinden farkli olarak siireksiz, ani degisken
kesite sahip tek catlakli kolona (Sekil 4.14) ait burkulma yiikii degerleri
hesaplanmistir. Sekil 4.14.” deki sistemde b, = 0.8 m, b, =0.2 m, h, = h, =02 m, L,
=L, =3 m, E=200%*10° Pa ve n, =100 olarak verilmistir.
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Sekil 4.14. Tek catlak i¢eren bir ucu ankastre diger ucu serbest siireksiz degisken kesitli kolon
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4.5.1. Analitik ¢oziim

Sekil 4.14. de verilen dzelliklere sahip fakat ¢atlak icermeyen sisteme ait kritik
burkulma yiikii Koksal ve Koksal (1996) literatiirtinde verilen (4.22) formiiliiyle
asagidaki gibi hesaplandi;

. 2*10“*0.8*0.23
P=1513"3=1513 6 12 _44829629N (4.22)

4.5.2. Hazirlanan programla ¢oziim

Sekil 4.14.” de verilen geometrik ve mekanik Ozelliklere sahip fakat gatlak

icermeyen kolon i¢in kritik burkulma yiikii program yardimiyla P, =4 485000 N

prog
olarak bulundu. Daha sonra Sekil 4.12.” deki sistemde degisik catlak boyutu ve
catlak konumu i¢in burkulma yiikii degerleri hazirlanan program yardimiyla
hesaplandi. Catlagin etkisinin daha rahat goriilebilmesi i¢in daha 6nceki boliimlerde

bulunan grafiklere benzer bir grafik Sekil 4.15.” deki gibi ¢izildi.

0.8 -
w 0.6
a
QG 04 —A—1r/h=0.8
' —%—r/h=0.6
02 - —0—r/h=04
——r/h=0.2
0 T T T T T T T T T

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
LJL

Sekil 4.15. Bir ucu ankastre diger ucu serbest, ani degigsken kesitli kolon igin
catlak derinligi ve catlak konumuna bagli olarak birinci kritik
burkulma yiikiiniin Euler burkulma yiikiine gore degisimi
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4.5.3. Bulgular

Mekanik ve geometrik 6zellikleriyle Sekil 4.14.” deki gibi verilen catlaksiz bir
kolon i¢in kritik burkulma yiikiiniin analitik degeri ile hazirlamis oldugumuz
programla bulunan degeri arasinda % 0.045 fark gozlemlendi. Bu da hazirladigimiz
programin giivenirligini bir kez daha gostermis oldu. Bir ucu ankastre diger ucu
serbest, degisken kesitli kolonda burkulma yiikiindeki en biiyiik diisiislerin kesit
farkliliklarinin bulundugu noktada (bu 6rnek i¢in 0.5L) meydana gelen catlaklarla
olustugu gozlemlendi ayrica sistemin ince kesitinde meydana gelen catlaklarin

yapinin burkulma ytikiiniin azalmasinda daha cok etkili oldugu goriildi.

4.6. Bir Ucu Ankastre Diger Ucu Serbest Cift Catlakli Kolon

Bu boliimde Sekil 4.16." daki gibi bir ucu ankastre diger ucu serbest ve cift
catlaga sahip bir kolonda meydana gelecek birinci kritik burkulma yiikii hazirlanan
program araciligtyla sayisal olarak hesaplandi. Sekil 4.16.” daki sistemde b =4 = 0.2

m, L =3 m, E=2%*10" MPa ve n,, =100 olarak verilmistir.

r
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Sekil 4.16. Cift catlak i¢eren bir ucu ankastre diger ucu serbest kolon
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4.6.1. Analitik ¢oziim

Sekil 4.16 de verilen kolonun catlaksiz haline ait narinlik orani (4.10)
esitliginde ve burkulma yiikii (4.11) esitliginde verilenlerin aynisidir. Dolayisiyla bu

boliimde tekrar hesaplanmamustir.

4.6.2. Hazirlanan programla ¢éziim

Sekil 4.16 da goriilen sistem i¢in kritik burkulma yiikii degerinin analitik olarak
¢Ozlimiine literatiirlerde pek rastlanmamistir. Bu boliimde sonlu elemanlar yontemi
esas olarak hazirlamis oldugumuz program yardimiyla bu sistem i¢in kritik burkulma
yikii degeri hesaplandi. Hesap asamasinda catlak boylari esit alindi ve her iki
catlagin degisik konumlari i¢in analizler yapildi. Sonuglarin daha iyi anlagilmasi i¢in
degisik konumlara ait grafikler farkli ¢izelgelerle olusturuldu ve sonuglar asagidaki
sekillerde verildi. Grafiklerin kaynak verisi kisminda goriilen b, ve b, sembolleri

(4.23) denklemlerindeki gibidir.

b = b =<2 4.23
== )= (4.23)
1
0.8 -
w OB
12
D‘f 0.4 —+—h1=01veb2=049

—m— bl =03veh2=03
024 |—a—hl=05vebz=02
——h1 =07 veh2=043
0 . T . . . . . T

o 01 02 03 04 05 0B 07 08 09
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Sekil 4.17. Cift gatlakli kolona ait kritik yiik degerlerinin ¢atlak boyu ve konumuna bagl
degisimleri
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Sekil 4.17.(devam) Cift catlakli kolona ait kritik yiik degerlerinin ¢atlak boyu ve konumuna baglh

degisimleri
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Sekil 4.17.(devam) Cift ¢atlakli kolona ait kritik ylik degerlerinin gatlak boyu ve konumuna bagh

degisimleri

4.6.3. Bulgular

Bu uygulamada verilen mekanik ve geometrik 6zelliklere sahip fakat catlak

icermeyen sisteme ait bulgular daha 6nceki boliimde (4.2.3 bdoliimii) belirtilmisti.

Bunlara ek olarak bir ucu ankastre diger ucu serbest ¢ift catlakli kolonda catlaklar

ankastre bolgeye yaklastikga burkulma yiikiindeki diisiislerin daha da arttig

gbzlemlenmistir.
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4.7. Titresim Analizi

Calismamizin bu boliimiinde hazirlanan program araciligiyla tek catlakli bir
Timoshenko kirigine ait serbest titresim analizi yapilarak kirisin sahip oldugu dogal
frekans ve dogal vektorler elde edildi. Sekil 4.18.” de gosterilen Timoshenko
kirisinin geometrik 6zellikleri; L = 0.2 m, b = 0.0078 m ve h = 0.025 m seklinde ve
mekanik ozelikleri ise; E = 216%10° N/m”> , v = 0.28 ve p = 7.85*%10° kg/m’
seklindedir.

Ilk olarak yukarda bahsedilen geometrik ve mekanik 6zelliklere sahip kusursuz
bir kirise ait ilk ti¢ dogal frekans degerleri sirastyla 1 037, 6 458, 17 960 Hz seklinde
hesaplanmistir. Daha sonra tek catlakli Timoshenko kirisi i¢in farkli catlak yerleri ve
oranlar1 i¢in ilk {i¢ dogal frekans degerleri hazirlanan programla hesaplandi ve
asagidaki cizelgelerde bulunan degerler elde edildi. Cizelgelerden de goriilecegi gibi
catlak yeri oran1 0.2, 0.4, 0.6 ve 0.8 olarak degisirken catlak oran1 da 0.2, 0.4, 0.6 ve
0.8 olarak degismektedir.

b P—»x, i
”
g
1 L /

y)v

3

Sekil 4.18. Tek catlakli Timoshenko kirisi

Cizelge 4.7. Tek catlakli Timoshenko kiriginin 1. dogal frekansinin ¢atlak yeri ve
catlak boyutlarina baglh degisimi

LJ/L r/h orant | r/h oram1 | r/h orant | r/h oram1 | Kusursuz
orani 0.20 0.40 0.60 0.80 Kiris

0.20 1020.137 966.9525 842.2205 551.0463 1037.0189
0.40 1 030.095 1 006.856 942.7322 724.2739 1037.0189
0.60 1035.284 1029.262 1010.864 920.7848 1037.0189
0.80 1 036.884 1036.414 1034.943 1 026.769 1037.0189
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Cizelge 4.8. Tek catlakli Timoshenko kirisinin 2. dogal frekansinin ¢atlak yeri ve ¢atlak

boyutlarina baglh degisimi

LJ/L r/h orant | r/h oram1 | r/h oran1 | r/h oram1 | Kusursuz

orani 0.20 0.40 0.60 0.80 Kirig
0.20 6 457.396 6454483 6448.175 6 436.008 6 458.3438
0.40 6 389.394 6 174.539 5 689.841 4728.978 6 458.3438
0.60 6365914 6071.655 5371.803 3798.216 6 458.3438
0.80 6 440.057 6375.921 6174.710 5169.264 6 458.3438

Cizelge 4.9. Tek ¢atlakli Timoshenko kiriginin 3. dogal frekansinin ¢atlak yeri ve ¢atlak
boyutlarina bagl degisimi

LJ/L r/h orant | r/h oram1 | r/h orant | r/h oram1 | Kusursuz

orani 0.20 0.40 0.60 0.80 Kiris
0.20 17 872.91 17 596.57 16 944.56 15512.55 17 960.564
0.40 17 844.86 17 499.83 16 792.25 15 606.35 17 960.564
0.60 17 807.94 17 359.27 16 478.82 15153.19 17 960.564
0.80 17 758.61 17 077.99 15286.83 11 353.18 17 960.564

Elde edilen sonuglarin daha ayrintili olarak incelenebilmesi i¢in burkulma analizi

kisminda ¢izilen grafiklere benzer grafikler Sekil 4.19, Sekil 4.20 ve Sekil 4.21 deki

gibi ¢izilmistir.

Frekans oranlari

Sekil 4.19. Tek catlakli Timoshenko kirisinin 1. dogal frekansinin ¢atlak yeri ve ¢atlak boyutlara

—o—Lc/L=0.2
——lc/L =04
—&—Lc/L=0.6
—>—Lc/L=0.8

0.2

bagli degisimi

0.3

0.4

0.5

06 0.7

Catlak derinligi orani
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Sekil 4.20. Tek catlakli Timoshenko kirisinin 2. dogal frekansinin catlak yeri ve catlak boyutlarina
bagli degisimi
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Sekil 4.21. Tek ¢atlakli Timoshenko kirisinin 3. dogal frekansinin ¢atlak yeri ve ¢atlak boyutlarina
bagli degisimi

4.7.1. Bulgular

Mekanik ve geometrik ozellikleriyle Sekil 4.18.” deki gibi verilen ¢atlaksiz bir
kiriste meydana gelecek birinci dogal frekansimin analitik degeri ile hazirlanan

programla bulunan degeri arasinda % 0.045 fark gézlemlendi.

Titresim analizi i¢in olusturulan ¢izelgeler incelenince ayni ¢atlak yerine sahip

bir kirisin farkli catlak oranlar1 i¢in sahip olacagr dogal frekanslar1 goriiliir.
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Tablolardan goriilecegi ilizere ¢atlak orani artik¢a frekans diigiimii de artmaktadir. 1.
dogal frekanslar1 ayn1 ¢atlak oran1 ve farkli gatlak yerleri i¢in incelenice, catlak yeri
0.2 ve catlak oran1 0.2 iken 1. dogal frekans 1 020, catlak yeri 0.4 ve ¢atlak orani 0.2
iken 1. dogal frekans 1 030, catlak yeri 0.6 ve ¢atlak orani 0.2 iken 1. dogal frekans
1035, catlak yeri 0.8 ve catlak orami 0.2 iken 1. dogal frekans 1 036 oldugu
goriilmektedir. Gortldiigii gibi catlak, ankastre mesnetten uzaklastikca 1. dogal
frekansta goriilen diisiiste azalmaktadir. Dolayisiyla ankastre mesnetten uzak olan bir
catlagin catlak orani biiyiik olsa bile 1. dogal frekans yardimiyla tespit edilmesi
giictiir. Catlak iceren bir konsol kiriste ¢atlagin ankastre mesnede yakin oldugu ve

catlak oraninin arttig1 durumlarda maksimum frekans diisiimleri elde edilmistir.
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5. SONUCLAR ve ONERILER

5.1. Sonuglar

Yapilan bu calismanin ardindan asagidaki maddelerde belirtilen sonuglar elde
edildi.

. Degisik sinir sartlarina sahip catlak igeren kolonlarin burkulma analizinde
sonlu elemanlar yonteminin basit ve etkili bir yontem oldugu ve hazirlanan
programin giivenilir sonuglar verdigi,

o Catlagin kolonlarin burkulma yiikleri tizerindeki etkilerinin catlagin derinligi

ve konumuna bagli oldugu,

o Catlak konumunun sinir sartlarina bagl olarak degisik etkiler olusturdugu,
o Egilme momenti dagiliminin burkulma yiikii iizerinde etkili oldugu,
o Bir ucu ankastre diger ucu serbest kolonlarda sabit catlak derinliginde,

ankastre uca yakin boélgelerde meydana gelen ¢atlaklarin sistemin kritik
burkulma ytikiinde daha biiylik miktarda diisiislere neden oldugu,

o Ayrica bir ucu ankastre diger ucu mafsalli kolonda L, =0.35L konumunda

meydana gelen catlagin sistemin burkulma ytikiinde biiyiik miktarda diistise
neden oldugu,

o Her iki ucu mafsalli kolonda kolonun tam orta noktasinda meydana gelen
catlagin sistemin burkulma yiikiinde maksimum diisiise neden oldugu ayrica
mafsal noktalarina yakin bolgelerde meydana gelen ¢atlagin sistemin stabilite
davranisi iizerinde ihmal edilebilecek kadar kiigiik etkilere sahip oldugu,

o Bir ucu ankastre diger ucu serbest, degisken kesitli kolonda burkulma
yukiindeki en biiyiik disiislerin kesit farkliliklarinin bulundugu noktada
meydana gelen catlaklarla olustugu, ayrica sistemin ince kesitinde meydana
gelen ¢atlaklarin yapinin burkulma yiikiiniin azalmasinda daha cok etkili

oldugu,
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° Bir ucu ankastre diger ucu serbest ¢ift ¢atlak igeren kolonda catlaklarin
ankastre bolgeye yaklastikca burkulma yiikiindeki diisiislerde artisa neden
oldugu,

. Catlak igeren bir konsol kiriste catlagin ankastre mesnede yakin oldugu ve
catlak oranmin arttigit durumlarda maksimum frekans diistimlerinin elde
edildigi,

o Hazirlanan deney setleriyle elde edilen sonuglarla, analitik ve niimerik
sonuglar arasinda yaklasik % 0.05 ile % 4 arasinda degisen hatalar oldugu, bu
da deney diizenegi olusturulurken uygun sartlarin tam olarak elde edilemedigi
ve kullanilan numunelerin tam olarak homojen davranmadigindan

kaynaklanabilecegi sonucuna varilmstir.

5.2. Oneriler

o Giivenirligi ispatlanan bilgisayar programi kompozit malzemeler igin analiz
yapacak sekilde gelistirilebilir,

. Hazirlanan program dairesel kesitli gubuklar i¢in gelistirilebilir,

. Birden ¢ok catlak iceren degisik sinir sartlarina sahip ¢ubuklar i¢in analiz
yapilarak sonuglar karsilastirilabilir,

o Hazirlanan deney diizenegi daha da hassaslastirilarak daha net deneysel
sonuglar elde edilebilir,

o Yapilacak deneyler sonucunda elde edilecek veriler kullanilarak yapilarin
burkulma ve titresim problemlerini ifade edecek bir formulasyon
gelistirilebilir,

o Program lineer olmayan degisken kesitli cubuklar i¢in gelistirilebilir.
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EK 1

Sonlu Elemanlar Metodunu Kullanarak Stabilite Analizi Yapan Programa Ait
Akis Semasi

Yapiya ait bilgilerin okunarak baslangi¢ dizilerinin olusturulmasi
Tiim Elemanlar i¢in

Rijitlik 6zellikleri, koordinatlar ve diigiim deplasmanlarinin okunmasi

Lokal eleman matrislerinin olusturulup global sisteme ¢evrilmesi

Yiikleme verilerinin okunmasi

Global rijitlik matrisinin indirgenmesi

/ Her Yiik Artis1 I¢in \
/ Her Iterasyon I¢in \

Yiikleme artig1 vektoriine yiik eklenir

Yakinsama kontrolii yapilir

/ Tiim Elemanlar i¢in \

......

Degistirilmis eleman rijitlik matrisi olusturulur ve determinanti alinir

Yakinsaklik ?
Evet Hayir
Bir sonraki yiikleme i¢in Tekrar iterasyon yapilir
0zdeger vektorii yenilenir

o— )

Ek Sekil 1. Sonlu elemanlar metodunu kullanarak stabilite analizi yapan programa ait akis semasi
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OZET

Kusurlu yapilarda bulunan catlaktan dolayr meydana gelen sekil degistirme
enerjisi konsantrasyonu, yapinin tim davramigini etkiler. Catlak, yapi igerisinde
bolgesel bir fleksibilite meydana getirir. Kirllma mekaniginde, kusurlu yapilarin
davranisini analiz etmek i¢in gerilme y1gilma faktériiniin incelenmesi 6nemli bir yer
tutar. Karmasik olan sistemlerde gerilme yigilma faktorii, niimerik modelleme
metotlar1 ile bulunabilir. Bu ¢alismada niimerik modelleme metotlarindan biri olan
Sonlu Elemanlar Metodu kullanilmistir. Sonlu Elemanlar Metodu; karmasik olan
problemlerin daha basit alt problemlere ayrilarak her birinin kendi icinde
¢oziilmesiyle tam ¢oziimiin bulundugu bir analiz seklidir. Metodun {i¢ temel niteligi
vardir; ilk olarak geometrik olarak karmasik olan ¢6ziim bdlgesi sonlu elemanlar
olarak adlandirilan geometrik olarak daha basit alt bolgelere ayrilir. ikincisi, her
elemandaki siirekli fonksiyonlarin, cebirsel polinomlarin lineer kombinasyonu olarak
tanimlanabilecegi kabul edilir. Ugiincii kabul ise, aranan degerlerin her eleman iginde
stirekli olan tanim denklemlerinin belirli noktalardaki (diigiim noktalar1) degerleri
elde edilmesinin problemin ¢6ziimde yeterli olmasidir. Kullanilan yaklasim
fonksiyonlar1 interpolasyon teorisinin genel kavramlar1 kullanilarak polinomlardan
secilir. Secilen polinomlarin derecesi ise ¢oziilecek problemin tanim denkleminin

derecesine ve ¢ozliim yapilacak elemandaki diigiim sayisina baglhdir.

Kusurlu yapilarda, catlak kesitinde meydana gelen fleksibilite katsayilar sekil
degistirme enerjisi saliverinimi ve ilgili gerilme yigilma faktorlerinin analitik
ifadeleri kullanilarak elde edildi. Bu katsayilar kullanilarak ¢atlaktan dolayr meydana
gelen rijitlik matrisi hesaplandi. Bu ¢alismada ilk 6nce kusurlu yapilarda catlaktan
dolay1 meydana gelen direngenlik matrislerini hesaplayacak bir bilgisayar programi
hazirlandi. Elde edilen direngenlik matrisi, Sonlu Elemanlar Metodu kullanilarak
hazirlanan burkulma ve titresim programlarina entegre edilerek kusurlu yapilardaki
burkulma ve titresim analizleri yapildi. Catlaklarin derinlikleri ve konumlari
degistirilerek bunlarin, yapmin burkulma ve titresim davranisi iizerindeki etkisi
niimerik olarak hesaplandi. Bulunan bu sonuglarin dogrulugu, literatiirde bulunan

sonuglar ve hazirlanan deney diizenegi yardimiyla gosterildi.
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SUMMARY

Strain energy concentration occurring from the crack found in cracked
structures affects all behavior of the structure. Crack introduces a local flexibility in
the structure. In fracture mechanics, the investigation of stress intensity factors takes
an important place to analyze the behavior of cracked structures. In complex
systems, the stress intensity factors can be derived by numerical methods. In this
study, the Finite Element Method is used. Finite Element Method is a solution
technique which divides complex problems into more simple sub problems and
solves each and then finds complete solution. There are three characteristic of this
method; at first, geometrically complex solution section is divided into more simple
subsections which are called finite elements. Second, it is accepted that the
continues functions at each element can be defined as linear combination of algebraic
polynomials. The third acceptation is that the solution of problem at each node is
enough for the complete solution. Used approximation functions are chosen from the
polynomials which are used in the general concept of the interpolation theory.
Degrees of the chosen polynomials are depending on the degree of definition

equation of the problem and number of nodes at each element.

At cracked structures, flexibility coefficients occurred at crack section is
derived from analytic solution of strain release rate and related stress intensity
factors. Stiffness matrix induced by the crack is computed by the use of these
coefficients. At this study, firstly for a cracked structure a computer program was
prepared to calculate stiffness matrix induced by a crack. Obtained stiffness matrix is
integrated to program which was prepared with finite element method to analyze the
buckling and vibration of cracked structures. The effects of cracks on the stability
and vibration of cracked structures are analyzed numerically for different locations
and depths of cracks. It is shown through the numerical examples and experiments

that the proposed method is a simple and efficient method.
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