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Bu tezde, Z, halkas1 iizerinde tanimlanan toplamsal bir-boyutlu cellular automatanin
kaotikligi ve entropinin iki ¢esidi (topolojik ve &lgiim entropi) incelenmektedir. lyi bilinir ki eger
T, gecis doniisiimii, baslangi¢ sartlarina duyarli, topolojik gegisken ve X {izerinde yogun periyodik

orbite sahip ise, o zaman (X,7,,,) dinamik sistemi Devaney’in kaos tanimina gére kaotiktir. Temel
amacimiz 7, halkas1 iizerinde tanimlanan toplamsal terslenebilen bazi bir-boyutlu cellular
automatalarin Devaney’in kaos tanmimina gore kaotikligi kavramin incelemektir. Z, iizerinde Favati
ve ark., (1997) tarafindan elde edilen n; dogal sayisi, p asal olmak lizere Z, igin

genellestirilmektedir. Ayrica, gosterilmektedir ki eger toplamsal bir-boyutlu cellular automata kaotik
ise, 0 zaman tersi ve nci 6telemesi de kaotiktir.

ANAHTAR KELIMELER: Topolojik Entropi, Cellular Automata, Topolojik Gegiskenlik, Sabit
Noktalar, Duyarlilik, Kaotiklik
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In this thesis, the chaoticity of additive one-dimensional cellular automata defined over the ring
Z, and two kinds of entropy (topological and measure theoretical entropy) are studied. It is well

known that a dynamical system (X,7,,,) is chaotic according to Devaney’s definition of chaos if its
transition map 7, , is sensitive to initial conditions, topologically transitive, and has dense periodic

orbits on X . Our main aim is to investigate the notion of chaotic according to Devaney’s definition of
chaos of some invertible additive one-dimensional cellular automata automata defined over the ring

Z, . The natural number 7, which obtained by Favati ev.al. (1997) over Z, is generalized to Z,,
where p is a prime number. Furthermore, it is shown that if an additive one-dimensional cellular
automata is chaotic, then its inverse and nth iteration of this map are chaotic.

KEY WORDS: Topological entropy, Cellular Automata, Topological Transitivity, Fixed Points,
Sensitivity, Chaoticity
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1. GIRiS Feride ALTINGOZ

1. GIRIS

Ilk boliimde, daha sonraki boliimlerde kullanacagimz tanim ve teoremleri
verecegiz. Teoremlerin bir¢cogu ilgili kaynaklarda ispatlandigindan ispatlarini

vermeyecegiz.
1.1 Kiimeler

1.1.1. Tanim

Ortak 6zelliklere sahip nesnelerin topluluguna kiime denir. Kiimeyi meydana

getiren nesnelere kiimenin elemanlar1 ad1 verilir.

1.1.2. Tanmim

Eger bir A kiimesinin her bir elemanm1 B kiimesinin de elemani ise A4
kiimesine B  kiimesinin alt kiimesi denir ve AcB ile gosterilir.
AcB&slae A=aeB] Eger AcB ve BCc 4 ise A ve B kiimeleri esittir. A= B ile
gosterilir. Yani 4=B <> AcB ve Bc A dir.

1.1.3. Tanmim

Bir X kiimesinin tiim alt kiimelerinin kiimesine X ’in kuvvet kiimesi denir.

1.1.4. Tanim

Elemani olmayan kiimeye bos kiime denir ve { } biciminde veya & sembolii

ile gosterilir.

1.1.5. Tanim

Bir A kiimesinin asikar alt kiimeleri; A kiimesinin kendisi ve bos kiimedir.
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1.1.6. Tanim

Uzerinde ¢alistigimiz kiimeleri alt kiime olarak kabul eden kiimeye evrensel

kiime denir £ harfiyle gosterilir.

1.1.7. Tanim

A ve B gibi iki kiimenin ikisine de ait olan elemanlardan olusan kiimeye 4 ile
B kiimelerinin kesisim kiimesi denir. 4 m B ile gosterilir. Baska bir deyisle

ANB={x:xe AvexeB} .Eger AnB = Jise A4 ile B ayriktir.

1.1.8. Tanim

A ve B gibi iki kiimenin en az birine ait olan elemanlardan olusan kiimeye A4
ile B kiimesinin birlesim kiimesi denir. 4 U B ile gosterilir. Bagka bir ifadeyle

AUB={x:xe€ Aveya x € B} ile gosterilir.

1.1.9. Tanim

A kiimesine ait olup B kiimesine ait olmayan elemanlarin olusturdugu

2 (13

kiimeye “A kiimesinin B den farki veya A fark B ” denir.

A\B={x:xe Avex¢ B} ile gosterilir. 4 ve B kiimesinden en az birine ait olan

elemanlardan olusan kiimeye bu iki kiimenin simetrik farki denir ve AAB ile

gosterilir veya AAB={x:xe(AUB)vexe (BN A)} seklinde de gosterilebilir.

1.1.10. Tanim

Bir 4 kiimesi verilsin. Bu kiimeye ait olmayan fakat evrensel kiimeye ait olan

elemanlardan olusan kiimeye A4 kiimesinin tiimleyeni denir. A’ veya A° seklinde

gosterilir. A" = A° ={x:xe A ve x ¢ E} seklinde de gosterilebilir.

1.1.11. Tanim

S=0, § sonlu veya S ~[ ise S kiimesine sayilabilir denir. Bu durumda
herhangi bir S kiimesi sayilabilirse ya bostur veya [J ’ nin bir alt kiimesi ile

aralarinda 1-1 esleme vardir.
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1.1.12. Tanim

Ac olsun. Her xe€ A igin x> a olacak sekilde bir a reel sayis1t varsa 4
kiimesi alttan sinirlidir denir. a sayisina da A’ nin bir alt sinir1 denir. Benzer olarak,
A’ nin her x elemant i¢in x< b olacak sekilde bir b reel sayis1 varsa 4 kiimesi listten
siirhidir denir ve b sayisina da 4’ nin bir iist sinir1 adi verilir. Alttan ve {istten sinirh
olan kiimeye sinirli kiime ad1 verilir. Bir A4 kiimesi icin & bir iist sinir ise; k£* dan
biiylik her sayida bir iist sinirdir. Benzer olarak m, 4> nin bir alt sinir1 ise m den
kiigiik her sayida A’nin bir alt siniridir. Su halde tistten siirli bir kiimenin sonsuz

¢oklukta tist sinir1, alttan sinirli bir kiimenin sonsuz ¢oklukta alt sinir1 vardir.

1.1.13. Tanmim

Ustten smirl bir 4 kiimesinin iist simirlarinin en kiigiigiine 4 nin en kiigiik iist
siirt veya supremumu denir ve supA ile gosterilir. Alttan sinirli bir 4 kiimesinin alt
siirlarinin en biiyligline de 4’ nin en biiyiik alt sinir1 veya infimumu denir ve infA4 ile

gosterilir.

1.1.14. Tamm

Eger bir 4 kiimesinin supremumu bu kiimenin bir eleman1 ise bu elemana
kiimenin en biiylik eleman1 veya maximum elemani denir. Ayni sekilde 4’ nin en
biiylik alt sinir1 4’ ya ait ise bu elemana 4’ nin en kiiclik eleman1 veya minimum

elemani ad1 verilir.

1.1.15. Tanim (Tamhk Aksiyomu)

Bos olmayan ve bir iist sinira sahip olan her 4 reel say1 kiimesinin bir en
kiictik iist sinir1 vardir (Royden, 1978). Bir kiimenin en kiigiik iist sinirinin kiimeye

ait olmas1 gerekmez. Ayni1 sey en biiyiik alt sinir i¢in de gecerlidir.

1.1.16. Tanmim

A=AUA seklindeki A kiimesi A’nm kapanisim gostermek iizere; A

kiimesi 4 mnin yigilma noktalarmin kiimesidir. 4 <X ve x,€X olsun.
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AN(B.(x,)\{x,}) =D ise x,’a A’nin bir yi8ilma noktasi denir. 4’nin yigilma

noktalarinin kiimesi A’ ile gosterilir.

1.2. Fonksiyonlar
1.2.1. Tanim

A ve B iki kiime olsun. 4 dan B ye olan bir f bagmtis1 asagidaki 6zellikler
sahipse f’ ye A dan B ye bir fonksiyon denir.

a) Her xe4 icin (x,y)€ f olacak sekilde B de en az bir y elemani vardir.

b) (x,y)e fve (x,z) € fise y=z dir.
1.2.2. Tamm

f 14— B fonksiyonu i¢in f (4)=B oluyorsa f’ ye orten fonksiyon, aksi
takdirde f’ ye igine fonksiyon denir. Buna gore, eger f Orten ise her yeB igin

f(x) =y olacak sekilde en az bir xe 4 vardir.
1.2.3. Tamim
f: A— B seklinde bir fonksiyon olsun.
JA)={f(x):xe 4}

kiimesine 4’ min f altindaki gériintiisii,

[T (B)={xeX: [(x)eB)

kiimesine de B’ nin f altindaki fers goriintiisii denir. A nin farkli elemanlarinin B
deki goriintiileri de farkli ise f “ye bire bir fonksiyon denir. Bagka bir deyisle

Vx,,x, € Ai¢in;

X #x, < f(x)# f(x,)

dir.
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1.2.4. Tanim

>0 olmak tizere, f(x+7)= f(x) bagintisi, tanim aralifina ait her x i¢in
gercekleniyorsa f(x) fonksiyonuna periyodik bir fonksiyon, 7 sayilarinin en

kiigiigiine de fonksiyonun periyodu denir.

1.2.5. Tanim
f:X >0 tanimlansin. Her xe€ X i¢in, f(x)<M olacak sekilde bir M
sayist varsa f(x) fonksiyonuna bu aralikta distten sinirli denir. Bir araliktaki her x

icin m< f(x) olacak sekilde bir m sayis1 varsa f(x) fonksiyonuna bu aralikta alttan

stmirlt denir. Alttan ve Tstten siirli fonksiyonlara simirli fonksiyon denir.

m < f(x) <M seklinde gosterir.

1.2.6. Tanim
Bir araliga ait x,,x, gibi iki nokta i¢in x,<x, iken f(x,)< f(x,) ise f(x)‘e
bu aralikta azalmayan, f(x))< f(x,) ise f(x)‘ e bu aralikta monoton artan ve

f(x)2 f(x,) 1se f(x)* e artmayan, f(x,)> f(x,) ise f(x)°‘ e bu aralikta azalan

denir.

1.2.7. Tanim

y = f(x) fonksiyonu [a, b] araliginda kesin monoton artan olsun. Bu takdirde
[a, b] araligindaki her x degerine bir y degeri karsilik geldigi gibi, [f(a), f(b)]
araligindaki her y degerine de [a, b] araliginda bulunan bir x degeri karsilik gelir.

x= f'(») seklinde ki ifadeye f(x)’ in tersi denir.
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1.3. Diziler
1.3.1. Tanim

Tanim kiimesi N dogal sayilar kiimesi olan her fonksiyona bir dizi denir.
Eger bir dizinin deger kiimesi R reel sayilar kiimesi ise diziye reel terimli dizi denir.

Bir (a,) dizisi n dogal sayisna a, elemanim karsilik getiriyorsa, a, elemanina

dizinin genel terimi denir.

1.3.2. Tanim

Ve>0 veaeR olsun. M={xe R: [x —d < &} = (a- & a+é) kiimesine @’ mn

gkomsulugu ad1 verilir. M \{a} kiimesine de a’ nin delinmis &-komsulugu denir.

1.3.3. Tamm
Ve >0 i¢in n>N (¢) iken |a, -al<e olacak sekilde bir N (&) pozitif tamsayisi
bulunabiliyorsa (a,) dizisinin limitinin a oldugu sdylenir (a,) — a veya lima, =a
ile gosterilir. (a,) dizisinin bir limiti varsa bu diziye yakinsak dizi denir. Yakinsak

olmayan diziye 1raksak dizi denir. Vre N i¢in |ay|<M esitsizligini ger¢ekleyecek bir

Me R varsa (a,) dizisine sinwrlt dizi denir.

1.3.4. Tanim

(a,) reel terimli bir dizi olsun.Vrne N i¢in a, < a,,, ise (a,) dizisi monoton

n+l

artan dizidir. Vne N i¢in a, > a,,, ise (a,) dizi monoton azalandir. Eger i#j icin

(a,na;)=2 ise (a,) dizisine ayrik dizi denir.

1.4. Metrik Uzaylar
1.4.1. Tanim
X bostan farkli bir kiime olmak tizere d : X x X — [ ile tamimli bir fonksiyon

verilsin. Eger d fonksiyonu;

a)V x,ye X icin d(x,y)>0;
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b)Vx,ye X icind(x,y) =0 x=y;

o)V x,yeX icin d(x, y)=d(y, x);

d)Vx,y,ze X icin d(x, z) <d(x, y)+d(y, z)
aksiyomlarini saglarsa d fonksiyonuna X iizerinde bir metrik ve (X, d) ikilisine de
metrik uzay denir.

1.4.2. Tanim

(X, d) bir metrik uzay ve G < X olsun. Eger Vx € G i¢in B(x,&) — G olacak

sekilde £ >0 var ise G klimesine a¢ik kiime denir. Eger F — X kiimesinin X-F
tiimleyeni agik ise F kiimesine kapali kiime denir.
1.4.3. Tamm

(X, d) metrik uzayinda acik kiimelerin bir {G,: i< [}ailesi verilsin. Bu

durumda;

a) EgerAcXicinAc U G, oluyorsa {G,: i € I}ailesine 4 kiimesinin bir
iel

acik ortiisti denir.

b) Eger bir acik oOrtiiniin 4 U G, olacak sekilde bir alt Ortiisii varsa
i=l1
{G,:1<i < n}ailesine sonlu alt 6rtii denir.

¢) Eger A kiimesinin her ac¢ik ortiisii sonlu bir alt drtiiye indirgenebiliyorsa
A’ ya kompakt kiime denir.

d) X kompakt bir kiime ise (X, d) metrik uzayina kompakt metrik uzay denir.

1.5. Topolojik Uzaylar
1.5.1. Tanim

X bir kiime olsun. X in bos olmayan alt kiimelerinin bir 7 ailesi verilsin. Eger

T ailesi;
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aA) X, 0ent

b) G, G,, Gs, ..., G, €tise ﬂGi et(nell)

i=1

¢)Her iell 1i¢in G, < 1t oldugunda UGi ET.

iel
sartlar1 saglaniyorsa t ya X tizerinde bir topoloji, (X, 1) ikilisine de fopolojik uzay
denir.

Not

(X, 1) topolojik uzay ise T° nun elemanlarina agik kiimelerdir.

1.5.2. Tamm
(X, 1) topolojik uzay olsun. Bir x € X i¢in,
a) x noktasini igeren her ac¢ik kiimeye x noktasinin bir agik komsulugu denir.

b) x noktasinin bir agik komsulugunu kapsayan X in her alt kiimesine x’in bir

komsulugu denir.

1.5.3. Tanim

(X, 1) topolojik uzay olsun. 4 < X ve xeA4 olmak lizere eger A kiimesi x

noktasinin bir acik komsulugunu kapsiyorsa x noktasina 4’ nin bir i¢ noktas: denir.

1.5.1. Onerme
Bir kiimenin ac¢ik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul kiimenin her noktasinin i¢
noktasi olmasidir ( Kelley, 1955; Lipschutz, 1965).
1.5.4. Tamm

(X, ©1) ve (¥, 1o) iki topolojik uzay ve f:X — Y fonksiyonu verilsin. Bir

xeXigin;
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a) f(x)’in her V komsulugu i¢cin f(U)cV olacak sekilde x’in bir U
komsulugu  bulunabilirse = f’ye x noktasinda  sirekli  denir.

b) Eger f fonksiyonu her x € X i¢in siirekli ise z-siirekli denir.

1.5.1. Teorem
X, Y ve Z topolojik uzaylar1 verilsin. Eger f:X —>Y ve g: ¥ —>Z
fonksiyonlart siirekli iseler 4 = gof : X — Zbileske fonksiyonu da siireklidir
(Kelley,1955; Lipschutz, 1965).
1.6. Kiimeler Cebiri
Bu kesimde bir dinamik sistemi olusturmak i¢in kullanilan cebir ve ¢ —cebir
kavramlarini verecegiz.
1.6.1. Tanim

X kiimesinin alt kiimelerinin herhangi bir kiimesine X in alt kiimelerinin bir

sinifl denir.

1.6.2. Tanim
X kiimesinin alt kiimelerinin bos olmayan bir 4 sinifi i¢in asagidaki 6zellikler
saglanirsa bu 2 siifina X tizerinde bir cebir denir.
i) Xe 4,
i) Her Ec A icin E'e A4, (X \ E€A);
i)  k=1,2,..,nicin Ece Aise | JE € A

k=1

Eger iii) yerine Vrne [l i¢in E,€ 4, UEk € A sart1 saglanirsa 4’ya o — cebir denir.

k=1

1.6.1. Ornek

X= {aa b: C} Olsun' P(X):{Q, {Cl}, {b}’ {C}, {aa b}v {aa C}, {ba C}, X}
seklindeki P(X) kuvvet kiimesi bir ¢ —cebirdir.
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1.6.2. Ornek

X={a, b, c, d, e} olsun. 4={0, X } seklindeki 7 kiimesi bir c —cebirdir.

1.6.3. Ornek

f:X —>Y fonksiyon olsun. A4, Y fiizerinde bir ¢ —cebir oldugunda

Fa)={ f"(A): Ae A} kiimesi de X iizerinde bir ¢ —cebirdir.

1.6.3. Tanim

Bir K smifin1 kapsayan o -cebirlerinin en kii¢iigiine K’ nin iirettigi o —cebir

denir.

1.6.4. Tamim
[J > deki tiim (a, b) araliklarinin iirettii o-cebirine Borel cebiri denir ve

B( ) ile gosterilir. B([J )’nin her elemanina da Bore! kiimesi denir.

1.7. Ol¢ciim Kavram
1.7.1. Tanim

Bir X kiimesi ve onun alt kiimelerinden olusan bir 4 c-cebirinin olusturdugu
(X, A) ikilisine olgiilebilir uzay denir. A, A igindeki herhangi bir kiime ise 4’ ya A4

oOlciilebilir kiime denir.

1.7.2. Tanim

(X, A ) olgiilebilir bir uzay olmak {izere, A4 lizerinde tanimli genisletilmis reel

degerli bir : 4 —[0, o] fonksiyonu,
i) 1(D)=0;
ii) Her A€ Aicin 1 (4)>0;
iii) Her ayrik (A,) dizisi i¢in y (OAn )= i H(A)

n=l n=1

Ozelliklerini saglarsa fonksiyona bir 6l¢iim fonksiyonu veya kisaca ol¢iim adi verilir.

10
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1.7.1. Ornek

{(Xa, By, U o)} Olclim uzaylarmin bir sinifi olsun. (X,) kiimeleri ayrik olsun. O

zaman XZUXa , B={B:aigcin(BNX,)e®B,}, u(B)= Z,ua(BmXa) ifadeleri
kullanarak yeni bir 6l¢lim uzayini tanimlanabilir. Buna gore;

a) @ bir o-cebirdir.

b) u bir 6l¢timdiir (Cohn, 1980).

1.7.1. Onerme
[J * nin bos olmayan biitiin agik (kapali) alt kiimelerinin sinifi tarafindan

tiretilen aile o-cebirdir (Cohn, 1980).

1.7.3. Tanim
Yukarida ki onermeden elde edilen o-cebire Borel o-cebiri denir. B([] ) ile
gosterilir. (U , B(L ))’ ye topolojik él¢iilebilir uzay denir. B([] )’ nin elemanlarina

ise Borel kiimeleri denir.
1.7.4. Tanim
(00, B(U)) topolojik 6l¢iilebilir uzay olsun. A: B((] ) — [

b—a a#b

Mla, b])={ R

ile tanimlanan kiime fonksiyonu ([J , B([J )) ilizerinde bir 6l¢iimdiir. Ayrica A’ ya
uzunluk Olctimii veya “ Lebesgue olgiimii” denir. (R, B(J ), A ) Ugcliisiine de

topolojik 6l¢iim uzayr denir.

1.7.5. Tanim

X kiimesi bos olmayan herhangi bir kiime ve 4, X kiimesi iizerinde bir c-cebir
olsun. x:4—[0, ) fonksiyonu tanimlansin. z (X) =1 ise (X, 4, u ) 6l¢lim uzayina

olasilik ol¢iim uzayr denir.

11
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1.7.1. Teorem
(X, A) olgiilebilir uzay ve 4, X in bir altkiimesi olsun. Bu takdirde
f: A— (-o, ) fonksiyonu i¢in asagidakiler denktir.
a) Herrell igin {xed: f(x)<t}eA
b) Hert el i¢in {xed: f(x)<t}eA
¢) Hertell icin {xed: f(x)>t}e A4
d) Her t € i¢in {xed: f(x)>t}eA (Cohn, 1980).

1.7.6. Tanim
(X, A) olctilebilir uzay ve f: X— [I fonksiyonu verilsin. Eger
fonksiyonu 1.7.1. Teoreminin aksiyomlarindan herhangi birini saglarsa
y y g g

f ye dlgiilebilir fonksiyon denir.

12
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2. ONCEKI CALISMALAR
2.1. Dinamik Sistemlere Giris

Bir dinamik sistemin 6l¢iim entropisini hesaplamak i¢in Ol¢imii koruyan

doniisiim tanimina ihtiya¢ vardir.

2.1.1. Tamim

X, A 1), (Y, B, u,) iki 6l¢lim uzay1 olsun. 7': X — Y olgtilebilir fonksiyon
olsun. 7 8l¢iilebilir, 1-1, érten ve ayn1 zamanda 7 ~'de 6lciilebilir ise 7" ye terslenebilir
doniisiim denir. 4€8 i¢in (T '4)=4,(A) oluyorsa T déniisiimiine olgiimii

koruyan doniisiim denir.

2.1.2. Tamim

X, A, w) ve (Y, B, u,) iki 6l¢lim uzay1 olsun. 7: X — Y, T tersinir, 1-1 ve

Orten ise izomorfizma dir. X ve Y uzaylarina izomorf uzaylar denir ve kisaca X~ Y ile
gosterilir. 7: X > X ve T, 1-1 ve orten ise ofomorfizma dir. T birebir, orten ve
6l¢iimii koruyan, 7"'de Sl¢iimii koruyan doniistim ise T%ye Glciimii koruyan tersinir

doniigiim denir. T Orten ise endomorfizma dir.

2.1.3. Tamim

(X, A, u) olglim uzay1 ile 7 endomorfizmasi verilsin. Eger her 4 €4 i¢in

w(T™'(A) = u(A) esitligini saglayan u Slciimiine T-degismez dl¢iim denir.

13
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2.1.1. Ornek

2x 0£x<l
Tx = 2x(mod 1) = 1 2
2x—-1 —<x«l1

2

seklindeki doniisiime diyadik doniisiim denir. Burada 7 6l¢timii korur mu?

A
1
3/4
1/2
1/4
0 T >
rr 3 1 5 3 7
8 4 8 2 8 4 8
Sekil 2.1 Diyadik doniigiimiiniin grafigi
Deger kiimesinden bir A4 kiimesini alalim. AZ[%, %) seklinde A kiimesinin 7'

doniisiimii altinda ters goriintiistinii alirsak

=t 3o 2
d=lg, oMle- 9)

. . 1
ifadesinin Sl¢iimiinii alirsak (T '(4)) = ,u([g, %) v [

1 : .
1 (T (1)) =5 oldugu goriiliir. Boylece 4 (T '(4)) = u (4 ) olur. Bu ise I” nin u

Olctimiinii korudugunu goésterir. 7" doniistimii 7([0, 1))=[0, 1) oldugundan

endomorfizmadir.

14
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2.1.2. Ornek

1

nx 0<x<—

n

nx—1 l<x<g

Tx = nx(mod1) = no n

n—1
nx—(n-1) —=<x<1
n

ne [ " olacak sekilde bir n-adic doniisiim tanimlayalim. Acaba T 6lgtimii korur mu?

A
1
1/2
1/4
1/8
O | -
Tl 932 a0
8 2n n 8n 2n n n

Sekil 2.2. n-adic doniistimiiniin grafigi

deger kiimesinden bir 4 kiimesini AZ[é, %) bi¢iminde alalim. 4 kiimesinin 7'

doniisiimii altinda ters goriintiisiinii alirsak;

1 1 9 3 17 5 25 7 7 1
T'(A=—, —)J[—, —)J[—, —)U[=, —)u..u[l-—, 1——) seklinde
“) [Sn 2n) [8n 2n) [8n 2n) [8n 2n) [ 8n 2n)s
olacaktir. Simdi 4 ve T '(4) kiimelerinin 6l¢timiinii alalm. u (4)=—-—== ve

1 1 9 3 17 5 25 7 7 1
T'A)=pu(—, —)J[—, —)U[—,—)[—=,—)u.U[l-—, 1 -——
#(T7A) 'u([Sn Zn) [Sn 2n) [Sn Zn) [8n Zn) [ &n 2n )

15
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7 25

1 1.3 9 517 1T
—((Z'Q)JF(Z'EF(Z'Q)JF(?”'E)+---+((1 2n)(1 8n))

elde edilir. Bu durumda (7' (4)) = u(A) esitligi dogrudur. O halde T &l¢iimii
koruyan doniisiimdiir. 7(x) dontisimi 7([0, 1))=[0, 1) esitligini sagladigindan
endomorfizmadir.
2.1.4. Tanim
(X, A, 1) olgiim uzay1 ve 7: X — X bir doniisiim olmak iizere; (X, 4, i, T)
dortliistine ol¢iim- teorik dinamik sistem denir. (X, T) ile gosterilebilir.
2.1.5. Tanim

(X, A, p) olgim uzay1 ile T endomorfizmasi verilsin. Eger her 4€ 4 igin;

w(T™'(A) = u(A) = u(T(A)) esitligi varsa T doniisiimiiniin tersi vardir.

16
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2.2. Bernoulli ve Markov Olgiimleri
Bu kesimde sembolik dinamik sistemleri verecegiz.

2.2.1. Tamim

X, bostan farkli kiimeleri ve Q:HXI. kiimeside X, lerin kartezyen

i=1
carpimin1  gostermek lizere; Bc Q  bir alt kiimesi verilsin, burada
B={x =(x,x,x; ..x, .)eQ x €B,, x, €B,, .., x, €B, } ve B, cX,,
B, cX,,B, cX,,..,B, <X, seklindedir. Bu B kiimesine (2’ nin sonlu boyutlu
silindirik alt kiimesi denir. {xe Q: x, =«

X, =Q>, ..., X, =} kiimesinde bir

1> i2 in

silindirik kiimedir. S sinifi bu sonlu boyutlu silindirik kiimelerin ailesini gostersin.
Bu takdirde S sinifi QO iizerinde bir yar1 halkadir (Denker ve ark., 1969). Eger bir
silindirik kiimenin x; bilesenlerinin indisleri ardisik olarak geliyorsa bu silindir

kiimesine ince silindirik kiimesi denir. Bundan sonra kolaylik olmas1 bakimindan;

xeQix, =i,x,, =0,,X, 5 =l X, =1 50s0yyeni, €S}

**nts
seklindeki ince silindirik kiimesini | [ii,...0,,],., 1le gosterecegiz.

2.2.1. Ornek
A={weQ:x,=0,x, =1,x;, =0} = [010], kiimesi ince silindirik kiimedir.
Fakat B={weQ:x, =0,x; =0,x, =1} kilmesi ince silindirik kiime degildir. Ciinkii
x, elemani sabitlenmemistir. Ancak kolayca goriilebilir ki B kiimesi iki ince

silindirik kiimenin birlesimi olarak yazilabilir.

2.2.2. Ornek

E={0, 1} kiimesi i¢in P(E)={{0}, {1}, {0, 1}, O } seklinde bir c-cebir olmak
tizere (E, P(E)) bir olciilebilir uzaydir ve Vi =(pi, ¢i ) olmak iizere Vi, (E, P(E))
tizerinde birer dl¢timdiir. Boylece Vi({0})=pi, pi >0 ve Vi({1})=qi,qi>0, pi +gqi =1
oldugundan (E,P(E),V;) tgclisi bir olasilik 6l¢iim uzayidir. Simdi Q tek tarafli
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sonsuz dizilerden olusan bir carpim uzay1 olsun. w e Q olmak iizere; w =( x,, x,, ...,

x,,...) verilsin (x, € {0, 1}).

u(we Q: x,=0})=u Gl0)=Vi({0})=pi
u(we Q: x, =1H)=uC[1D=Vi({1})=qive pi +qi =1

olacaktir. Boylece

o0

[ (& PE), =2, 3w

i=0
uzay1 bir ¢arpim 6l¢iim uzayidir, burada 3 bir carpim o -cebiri ve p de bir ¢arpim
Olciimidir.

2.2.1. Uyan

Ince silindir olmayan kiimeler ince silindir kiimelerin birlesimi olarak
yazilabilir (Denker ve ark. 1976). Ormegin {we Q: x,=1, x,=0} kiimesi ince

degildir. O halde;

weQ:x, =Lx;=0} ={weQ:x,=Lx,=Lx,=0u{weQ:x =1x,=0,x; =0}

bigiminde elde ederiz. Simdi bunun Bernoulli 6l¢limiine bakalim.

i {we Q: x, =1, x,=0}) = Vi(1). V2(0). V3(0)+ Vi(1). V2 (1). V3(0)
= V1(1). V3(0)(Va(0)+ V(1))
=11(1). V3(0)(pi + ¢1)
pi +¢i =1 oldugundan;
= 1(1). V5(0)

olacaktir. Bu sekilde tanimlanan dl¢iime Bernoulli Ol¢iimii denir.

2.2.2. Tamim

Heri=1,2, ..., si¢in V; =p, olsun.

18
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W({we Q: x, =i, x, =iy, o X, =i )= V({in}). V({2 . V ({ix}) igin

k

1
V(p,9) :>p=q=5

seklinde olursa bu dl¢iime diizgiin Bernoulli ol¢timii denir.
2.2.3. Tamm

E=1{0,1,2,3,..,r1} ise P(E) kuvvet kiimesi; £ de tanimlanan c-cebirdir. ¥
sonlu soyutlu silindirik kiimeler tarafindan iiretilen minimal o-cebiri olsun. Bu

takdirde C={ we Q: x, =i, x, =1i,, ..., x,,, =i, } seklindeki kiime i¢in Ce ¥ dir.

i+n li+n

7= {Py> P> - P, bir olasilik vektori P=(p),, bir stochastic matris olmak

rxr

uzere; 4, ¥ —[0,1] kiime fonksiyonu verilsin. Bu C kiimesinin 6l¢iimiini alirsak

Uy (OF p,Awe Qi x, =1, X, =0, ., X, =1, })
=Pi-Pii, P, -Pi i,
seklinde tanimlanan x , Slgtimine (7, P) ikilisi tarafindan tanimlanan Markov

Ol¢timii denir.
2.2.3. Ornek

A={we Q: x,=a,, x, =a,, x,=a,} ince olmayan silindirik kiime verilsin.
Simdi 4 kiimesinin Markov Ol¢iimiinii hesaplayalim. Burada kolaylik olsun diye

durum uzayin1 £= {0, 1} olarak kabul edelim A4 kiimesini ince silindirlerin birlesimi

olarak yazarsak,

weQ:x,=a,,x, =a,x; =a,} = J[a,a,0a,], U [a,ala,],
elde ederiz. Simdi A kiimesinin Markov Ol¢iimiinii bulalim.
U iwe Q: xo=a,, x,=a,, x;=a;}= i, (,[a,a,0a;]; U [aya,1a;];)

=5 (olaya, 0a, 1)+ 1 (lagalas]y)
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:pao'paoal 'paIO'p0a3+pa0'paOal-pall'pla3
:paﬂ' paﬂal (paIO'p0a3+pall . pla3)
olarak yazilir.

2.2.4. Tanim
S =1{0,1,2,....,r—1} kiimesi i¢in; o :S* — S”olsun. o(x;)=x,, seklinde ki
doniisiime shift (kaydirma) doniistimii denir.
2.2.1. Teorem

M _(S*) biitin o -degismez Olgiimlerin  kiimesini gdstermek {izere
weM _(S*) igin asagidaki dzellikler gegerlidir. Burada bahsedilen 6lgiim Markov

Ol¢timiidiir

1) Y u ([a,])=1 burada o[a o ]= {we S”: x, =da,,apeS } bigiminde

=N

yazilir. Yani u(| J (,[a,])) =u(S*) =1 dir.

a,eS

2)(a, a,...a, ) birblok, ne Zve u(, la,aa,..a,])>0

Nula,aa, ..al)= iu(m[aoalaz...aki])

Y p(layaa,...a]) =2 u(, lia,aa,..a,])

olacaktir (Denker ve ark., 1976).
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2.3. Ayrisimlar

Bu bélimde ilk once ergodik teorinin temel alt bagliklarindan birisi olan
entropi kavrami incelenecektir. En basta ayrisim tanimi verilecektir. Bir takim
orneklerin ardindan katilim, entropi, 6l¢iimii koruyan doniisiimiin bir c-cebire gore
entropisi ve Ozellikleri tanimlanacaktir. Orneklerle konunun daha iyi anlasiimasi

saglanacaktir.

2.3.1. Tamim

(X, A, u) olasilik 6l¢iim uzay1 olsun. 4 nin ayrik Olgtilebilir alt kiimelerinden
olusan ve birlesimi X e esit olan bir &= { A4, Aa, 43, ..., Ak} ailesine X in bir
olgiilebilir ayrisimi denir. Burada k& € I i¢in eger / sonlu ise ayrisim sonludur.

2.3.1. Ornek

X kiimesi bir zarin atilmasi sonucu muhtemel sonuc¢larin kiimesi olsun.

E={{1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6}} ise bu X kiimesi i¢in bir ayristmdir ve X kiimesi

i¢in maximum bilgi vermektedir.

2.3.2. Ornek

([0, 1), B([J ), L) olasilik dlgiim uzayinda &= { [%,12;,1) 0<i2"-1neZ}

seklindeki & sinift; [0, 1) kiimesinin bir ayrisimidir. n=1 i¢in & = {[0,%),[%,1)} olur.

2.3.2. Tamim

& ven, (X, 4 w) nm iki ayrisimi olsun. £ nin her elemani mn nin
elemanlarinin birlesimi olarak yazilabiliyorsa 1, £den daha incedir denir ve £< n

olarak gosterilir. Eger £<n ven< & ise £=mnolur.
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2.3.3. Tamim
T, (X, A p)uzaymm Ol¢timii koruyan doniisimii, £={B,}._, ise X in sonlu

ayrigimi olsun. Her bir n > 1 i¢in 77" (&) de X kiimesinin baska bir ayrisimidir.

2.3.3. Ornek
([0,1), B([0,1)),4) Lebesgue 6l¢lim uzayinin

i+1
2}1

i . . .
=, Ly 0gjan - ve e=il, Sy 0<is2 -1y

47’1 41’! 2n
bigiminde ki iki ayrigzmi goz dniine alalim, agiktir ki 7 <& dir. Ornegin;

—qo. Ly L 2y 2 33 —o. Ly L
n_{[oa4)7[474)5[474)’[4a1)}7§ {[052)’[2’1)}

olarak alirsak, n ayrisimi, & ayrisimindan daha ince oldugunu gorebiliriz.
Bunu & <n seklinde gosterebiliriz.
2.3.4. Tanim
Even (X, A4 w)nn iki ayrisimi olsun. £<mn ven < & ise &=n olur. Eger
fsme A(G)AMvea << A= S(0).
2.3.5. Tamm
(X, A4, 1) uzay1 icin; & ve n, X in iki ayrisimi olsun. Eger
E={A,, Ay, A3, ..., 4, }, n={C1, C3, Cs, ..., Ci} olursa bu iki ayrisimin katilimi da

yine bir ayrisimdir. nv&={4; " C;j1 <i<n, 1 <j <k} seklinde gosterilir.

2.3.4. Ornek

);05j§3”—1}ven={[6l—n,%)Ofiéﬂ’—l}

i i+l
=5 =

n=1 i¢in bu ayrisimlarin katilimini alalim.
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—ro. Lyl 2y 42 o Lyl 22 3 3 4 45 03
5_{ [O’ 3)’[3’ 3)’[3’ 1)} Ven {[07 6)’[6’ 6)’[6’ 6)’[6’ 6)’[6’ 6)7 [6’ 1)}
i¢in;

oo Lyl 22 3 3 4 430
T]VGC_{[O’ 6)’[6’ 6)’[6’ 6)’[67 6)5[67 6)’[6’1)}

oldu. & ayrigimi n nin elemanlarinin birlesimi olarak yazildigi igin katilim yine n ya
esittir. Yani & <m oldugundan nv & =n olacaktir.

2.3.6. Tamim

n

(&n),e; aynsimlarin bir ailesi olsun. \, &k = S1vEavéivéay ... vE,
k=1

kiimesine (&4) ., ayrisimlarinin inceltilmisi (refinement) denir.

2.3.7. Tamim

Her 4 € £ ve her Bi eni¢in u (4i A Bi)=01ise ny ve & ayrisimlarina mod 0’ a

gore denk ayrigimlar denir. n= & ile gosterilir. Eger & cn,nc & ise £=n dir.

2.3.8. Tamim

T: X — X ol¢timii koruyan doniisiim olsun.Eger; £={ A, 4, . Ax } seklinde
bir ayrisim alirsak 7" & ifadesi 7" &= {T" A4, T" 4>, ...,T" Ax } olacaktir. Burada
AcBise T" A= {T" Ay: Ae A } n>0 seklindedir. Eger n>0 ise T" asagidaki
islemleri saglar. 4, @ nin bir sonlu alt o —cebiri olmak {lizere £(4 ) ya 4 tarafindan
tiretilen ayrisim ve A4( &) yada & sonlu ayrisimi tarafindan iiretilen sonlu alt o — cebir

denir.

2.3.9. Tamim

A sonlu alt cebir olsun. Ac B, £(A4) ={ A1, 42, ..., Ax } A nin entropisi (veya

& (A) nin entropisi) H(A )=H(&(A))= - Zk:,u(Al.).log U(A;) olur (Walters, 1982).

i=1
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Uyan
Eger 4={0,X} ise H(A)=0 dir. Burada 4 kesin deneyleri gosterir. Yani higbir
belirsizlik yoktur. Eger; & (A4)={41, 42, ...,.Ax} Vie(1,2,3,....,k)ve u (Ai)Z% ise bu

k
durumda; H(A)= Z log——logk olur. Burada, logk ayrisim entropisinin

i=1

maksimum degeridir. Bu takdirde asagidakiler gecerlidir.

i) H(1)>=0
ii) Eger 4= ise H(A )=H ({)

iii) 7°X— X 6l¢iimii koruyan doniisiim ise H(T"' 4 )=H(A ) olur.

2.3.10. Tanim

f(ﬂ) :{ A], A, As, ..., Ax }, f(C) :{Cl, Gy, Gs, .., Cp }olmak uzere; C

verildiginde 4 nin entropisi ;

2 ko w(A4,nC)) wAnNC))
H(&(a)/ = H( = - G). =1 —
(&) &(C))=HUAN) Z u( )ZI: u(C) og u(C)
(4, C))

=- u(4.nNC)).log
Z;‘ ! u(C))

burada x(C;) #0 dir.

2.3.5. Ornek

X=[0, 1),B Borel o-cebiri, p-Lebesgue Olgiimii olsun. X kiimesi igin;

.1 2 2 1 o o
E={[0, 5)’ [E 3) [—, D} ve n={[0, 2) [2, 1)} gibi iki ayrisimi verilsin. £ ve

ayrisimlarinin sarth entropisi H(S/m )= H(< v n) - H(m)) formiilii ile bulunabilir. O

1 1 1 l

halde ilk 6nce katilimlar1 alinmalidir. &vn={[0, g), [g, 5) > —) 1)}

seklindedir. Katilimin entropisi
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L1111 111
H(évn)=- —log— -—log— -—log— -—log—
(evm)= Flog - log - log e -logs

2.1 2. 1 1
= Zlog= - Zlog— =log3+ —log2
308376 B BT 38

seklindedir. | ayrisiminin entropisi ise

dir. O halde bunlar1 kullanilirsa;
H(&m)=log
a4
sartli entropi degeri bulunur.

2.3.6. Ornek

i+1
2)1

&iler [0, 1) in birer ayrisimi olmak iizere; 5;{[%, ): 0<i<2"-1}

ayrisiminda n=1, n=2, n=3 igin;

_0. 4y L —io, Lyl 2232
c1=40, 2), [ D} o2=H10, 2. [, 0. 17 20 [ D

—qo. Ll 2 2 5 0 h 2 88 0 2
53_{[0’8)’[878)’[8’8)5[858)5[858)7[878)7[858)5[851)}

ifadeleri bulunur. Bu sekilde devam edilirse;

1
2}1

2
o’

3 4 2" -1
— — ) [

1
cni={[0, —). [
2n 2)1 2)1 2n

RN RN L1}
2 2

elde edilir. Bu ayrisimlarin teker teker entropileri hesaplanirsa;
H(&))=log2, H(&>)=logd, H(&3)=logs, ..., H(&,)=log2"

elde edilir. Simdi

§1V§2V Vé:n—lvé:n:é:n (1)
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oldugu tlimevarimla gosterilebilir. n=1 i¢in &,=¢ seklinde yazilirsa n=1 igin esitlik
dogrudur. O halde n=k-1 icin (1) ifadesinin dogru oldugu kabul edilsin. Yani
Eivéav..v &, =&, olsun. Simdi n=k igin (1) esitliginin dogru oldugu gosterilirse,
Eivév. v =& oldugundan &v EpvivE i vEr= ErivEr =& dir. Buise (1)

Onermesinin dogru oldugunu gosterir.
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2.4. Ol¢iimii Koruyan Déniisiimiin Entropisi

Ilk olarak alt cebirlere ve ayrisimlara ait kiimelerin entropisi olan H(A4)
ifadesini bir Onceki kesimde incelendi Bu kesimde ise Ol¢limii koruyan T
dontisiimiiniin 4 sonlu alt o —cebirine gore Ol¢iim entropisi olan /(7,4) degeri
incelenecektir. Son olarak 7' nin Olglim entropi degeri A(7) yi incelenerek bazi

ornekler verilecektir. 4 sonlu alt cebir olsun. 4c 3, 4 tarafindan iiretilen X in sonlu

ayrisimi & (A4 ) ={ Ay, Az, A3, ..., Ax } 1se A nin entropisi (veya & (4) nin entropisi)

H(A) =H(S (A))= —Z u(4;)-log p(4;)

oldugunu biliyoruz. & ayrisimina gore 6l¢iimii koruyan T doniisiimiiniin entropisinin

taniminin ikinci asamasini verelim.

2.4.1. Tamim

Kabul edilsin ki 7@ X— X 06l¢iimii koruyan doniisiim olsun. Eger 4, @ nin

sonlu alt o -cebiri ise;
. 1 n ;
WT, $)=h(T, A)=lim —H(\,T" (1)
n—wo p i~0

ifadesine 7” nin 4 ya gore ol¢iim entropisi denir. Bu limit her zaman vardir ve

yakinsadig1 nokta 4(7, 4) dir. (T, 4 )>0 oldugu agiktir.

2.4.2. Tamim

(X, B, p) olgllebilir uzay ve T: X— X 0Olgiimii koruyan doniistim olsun.
h(T)=sup h(T, A ) burada supremum, @ nin tiim sonlu alt o-cebirleri lizerinde alinir.
h(T) degerine T nin 6lgiim entropi degeri denir. Burada h(T, 4 ) degerinin yerine
h(T)=sup h(T, &) alabiliriz. H (&) < o olmak tlizere & oOlciilebilir ayrisimi i¢in igin
h,(T)=suph(T,&) fonksiyonuna (X, B, 4, T) dinamik sisteminin ol¢iim entropisi

denir. Bu fonksiyonun 6zelliklerine bakarsak

a) h(T)>0, h(T)=o da olabilir.
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b) Tx = x ise A(T)=0 dir. Bu durumda A(7, 4 )=0 dir. Dolayisiyla
n—1
v T (A)= A (degismez) sabittir.

i=0
2.4.1. Teorem

(X, B ) bir olasilik uzay1 ve 7:X — X bir 6lglimii koruyan doniisiim

olsun. {4,}",, ® nin sonlu alt cebirlerinin bir dizisi olmak iizere; eger

n=l»

0 0
A cCcA,C...C A, C...ve\y A, =Bise o zaman h(T)= lim h(T, A, ) dir (Walters,

i=0

1982).

Bu teoremleri daha iyi anlamak i¢in o-cebir yerine ayrisimlar1 alalim ve d-adic

doniisiimii kullanalim. Burada alt o-cebir yerine ayrisim alinmistir.
2.4.1 Ornek

Omek 2.1.1 de ki doniisiimii tekrar inceleyelim. & (4 )={[0, %), [%, 1)}

ayrisiminin 7 'altinda ters goriintiisiinii alalim. 77'([0, %):{[0, i]u[%, %)} ve
T 1([l 1)={[l l)u[é 1)}  olur Bu  ikisinin = katihmi  ise
2’ 47 27 47 '

1 1 1 1 3 3
vTl(&)= 0, =), [—, =), [=, =), [—, 1)} dir. Bu sekilde devam edip » tane
SvI (&)= 4)[4 2)[2 4)[4 )} $ p
katilim alinirsa;

O T (O, Ty o<icominy
i=0 271+ 271+

seklinde olacaktir.

2.4.2. Ornek
{& .} ayrisimlar ailesi, &; ler [0, 1] in birer ayrisimi olmak iizere;

i+l
gn {[2n’ on

]: 0<i<2"—1} olsun. O halde &,={[0, %), [%, 1)

5110, i), [%, %x [ﬁ, %), [%, D)} ve
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—go, Dl 2 2 5l i 2 8802
53_{[0’8)5[8’8)’[8’8)7[87 8)7[8’8)7[8’ 8)’[87 8)7[8’1)}

boyle devam edilirse;

¢n=1l0, —n)[—n —)[—n —H)[—n —) -
2 2 2" 2 2

dir. Goriildiigii gibi n biiyiidiikge ayrisim incelmektedir.&; < £,<&3< ... <& <

oldugu agiktir. Boylece &£ ayrigiminin ters gorlintiisii alinirsa; 2.4.1 nolu Teoremden

&mgmémm

1EN=00, yor2. 2t 2y ol
T (@gl)_{[074)u[45 )’[ » )U[4>1)}
v T )=y TT(E)

e, by L e
—i\:/OT (10, 2),[2,1)} B([0, 1))

Boylece Walters (1982) Theorem 4.22 den dolayz;

n—1

h(7)= lim lH(\/ T (&)=lim 1 .n log2=log2
n— n i=0 n—w n

—q0. Ly 1L
é_{[oa 2)’[2’1)}

1 2 3 1 2 3
icin; 77'(&)={[0, —)U[=, =),[—, =) U[=, 1)} olup bu iki ayrisimin katilim;
¢ &=l 4) [4 4)[4 4) [4 )} olup yris

=i Lyor2 3yl 2y o3
éVT(g)-{[O,4)U[4,4),[4,4)U[4,1)}

olur.

2 BN R MAT L
() =A[0, )v2 QU Ve

00|N

56
)V [§ g)u[— —) [— D}

I i+1

v Ti(VT(E)= {[— —) 0<i<7}
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boylece devam edilirse; \/ T (&) = &, elde edilir.
i=0

v T=y T'([0, 1), [%, D) ={[

i=0 i=0 2

i i+l

—, —): 0<i<2"1}=
on o ) } é:n

ifadesi bulunacaktir. Bunun entropisi ise

o halde

n—1

M, &)= lim - H(y T(5 ) =lim —H(E )

=-lim 1 2" i .logLZIim 1 .n.log2=log2
n—w p 2" 2" n—>w p

olur. Boylece
sup h(T, &)=suplog?2

=log2=h(T)

elde edilir.
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2.5. Topolojik Entropi

Topolojik entropi kavramini ilk olarak Adler ve ark. (1965) tarafindan
tanimlandi. Daha sonra Bowen, (1971) ayrilabilir ve tiretilebilir kiimeleri kullanarak
bir topolojik dinamik sistemin topolojik entropisini tanimladi. 1965 ten beri bu konu
ile ilgili ¢ok sayida calisma yapilmistir. Bu tezde bu iki tanim gz Oniine
alimmamaktadir daha ¢ok D’amico ve ark., (2003) tarafindan verilen ve bir yerel
kuralin katsayilar1 vasitasiyla kolayca elde edilen bir algoritma kullanilmaktadir. Bu
caligmada belirtildigi gibi ¢ok boyutlu CA nin topolojik entropisi ya sifir yada
sonsuzdur. Dolayistyla burada sadece bir boyutlu toplamsal CA’lar dikkate
aliacaktir. Bu konuda ayrintili bilgi i¢in Akin, (2005) ve Akin, (2007) ye bakilabilir.

2.5.1. Tamim

a , X’in bir agik oOrtiisti olsun. N(«) ile @ nin sonlu alt ortiilerinden eleman

sayisi en az olanmin eleman sayisini gosterirsek « agik Ortiisiiniin entropisi
H(«a )=logN( ) olarak tanimlanir.
2.5.2. Tamim
o, X in bir agik ortiisii ve 7% X — X stirekli bir doniligiim olmak iizere 7 nin

n—1 .
a ya gore entropisi; A(T,a) = limlH ( v T"'a) biciminde tanimlanir.

n—»0 n
2.5.3. Tanim
Eger T: X — X siirekli bir doniisiim ise 7 nin topolojik entropisi

WT) =suph(T,a) bigiminde tanimlanir. Burada X” in tiim agik Ortiileri gbz Oniine

a

alinir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

Bu tezde g¢alisma prensipleri sunlardir: ilgilenilen konu ile ilgili ge¢miste
yapilan ¢aligmalar, internet tizerinden ve farkl kiitiiphanelerden elde edilen kitaplar,
makaleler ve dergiler temin edildi ve bu kaynaklar iyice incelenip degerlendirildi.
Daha onceden yapilan ¢alismalara yeni sonuglar eklenerek ulasilmak istenen yere
varmaya calisilacaktir. Ozellikle ele alman calismalar sunlardir ki; Devaney,
(1989)’in yeniden tanimladig1 kaotiklik kavrami incelenecektir. Bu kitapta bulunan
bir takim sorular detayli olarak arastirilacaktir. Banks ve ark., (1992)nin
calismasindan faydalanarak Devaney, (1989)’ in tanimladigi kaotikligi elde etmek
icin sadece topolojik geciskenlik ve periyodik noktalarin yogunlugunun yeterli
oldugu tezimizde 6nemli bir yol kat etmemize sebep olacaktir. Favati ve ark., (1997)
daise f(x_,,..,x )= 2 A..x,(mod p) seklinde ki bir Cellular Automata (kisaca CA)
leftmost (rightmost) permiitatif ise topolojik geciskendir ve p asal ise yogun
periyodik orbite sahiptir sonucundan faydalanilacaktir. Kaotik olan CA lara 6rnekler
buldugumuz gibi “hem kendisi hem de tersi kaotik olan CA var midir?” sorusuna
yanit olabilecek bazi sonuglar elde edilecektir. Ayn1 zamanda Favati ve ark., (1997)
caligmalarinda elementar CA’nin  bir dogal sayiya nasil karsilik geldigini

vermislerdi. Bu sonucu genellestirerek sadece Z, icin degil, Z  i¢inde boyle bir

dogal say1 bulmaya yarayacak bir formiil elde edilerek diger bilim dallarinda bir
takim acik problemler olusturabilecek yeni sonuglar elde edilecektir. Bunlara ek
olarak topolojik entropi ile kaotiklik arasinda bir baglantt var mi1 sorusu
arastirilacaktir ve pozitif topolojik entropiye sahip CA’larin kuvvetli kaotik oldugu

goriilecektir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

Calismanin asil kismini igeren bu béliimde Devaney, (1989)’ in kaos tanimi
icin gerekli olan topolojik geciskenlik, periyodik noktalarin yogunlugu ve duyarlilig
kavrayabilmek i¢in bir takim 6rneklendirmeler yapilmaktadir. Ayrica Favati ve ark.,
(2003) da ele alinan elementer CA’ nin karsilik geldigi say1 bulunmustu. Bu say1
elementer olmayan CA’ lar i¢in genellestirilecektir. Bunlarin yan1 sira “toplamsal CA
ne zaman kaotik olur?” ayrica “terslenebilen CA kaotik midir?” bu sorulara cevap
olabilecek bir takim sonuglar elde edilecektir. Favati ve ark., (2003) da gosterildi ki;
f(x ,,eHnx )= Z A..x,(mod p) yerel kural tarafindan tiretilen CA, ancak p asal ise
ve verilen yerel kural leftmost (rightmost) permiitatif ise kaotiktir. p asal,
f :Zf,’+1 —>Z, ve f(x,,..,x)= Z/ll..xi(mod p) seklindeki yerel kurali igin;

Vi=-r, -(r-1), ... j-1,j+1, .., r i¢in 4, =0 fakat 2, #0seklinde ise bu yerel

kural tarafindan tretilen 7, doniisiimii terslenebilirdir, kaotiktir ve terside

—r,r]
kaotiktir sonucu detayli olarak agiklanmaktadir. Bunlarin yam sira pozitif topolojik
entropiye sahip doniisiimlerin kuvvetli kaotik oldugu verilmektedir. Inaniyoruz ki
elde edilen bu sonuglar sonlu diger halkalar iizerinde tanimlanan ¢ok boyutlu

CA’larin kaotiklik kavrami incelenebilir.
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4.1. iki Hiicre Aras1 Uzaklik ve Shift (Kaydirma) Doniisiimii

Bu kesimde iki sonsuz dizi arasinda ki mesafeyi bulabilmek i¢in Devaney,
(1989)’ den faydalanilarak metrik tanimlanmisti. Ayrica tanimlanan metrik,

duyarlilik kavraminda kullanilacaktir.

4.1.1. Tamim

,={s=(8 8> 5, --)|s;,=0veyal} seklinde bir uzay ele almsin. Bu

uzay elemanlar1 0 ve 1 den olusan dizi uzayidir. Daha genel olarak elemanlar1 0 ve
n-1 arasinda ki tamsayilardan olusan bir dizi uzayi olusturulabilir. Bu uzay

Z, ={s=(585,.)]s;=0,1, 2, ..., n-1} seklindedir. Simdi X, i¢in bir metrik
tanimlayarak bu uzay metrik uzaya donistiiriilsiin. s, €, olsun. Bu iki dizi

arasindaki mesafe asagidaki metrikle belirlenebilir.

d(s,t)=).2"1s,—1,]
i=0

| s, —¢, | arasindaki mesafe ya 0 yada 1 dir.
d(s,t)<2

geometrik  seri ile smirlanabili. Bu seri yakinsaktir. Ornedin  eger;

s=(000..)ver=(011..) olarak alinirsa bu durumda d(s, ) = 2 olur. Yukarida

tek tarafli dizilerden bahsedildi. iki tarafli sonsuz dizileri alinirsa sonucun;

d(s,t)= Y 27"|s,—1,|<3

seklinde olacag agiktir.
4.1.1. Onerme

d, X, lizerinde bir metriktir (Devaney, 1989).

Simdi tek tarafli sonsuz dizilerden olusan X, = {s = (s,s,5,...) | s, =0 veya 1} dizi

uzay1 goz oniine alinsin. Asagida ki 6nermeyi verelim.
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4.1.2. Onerme
.. 1 .. )
s,teZ, vei=0,1,2,...,nigin s, =¢ olsun. O halde d(s,t) <— dir. Tersine

olarak eger d(s,t) < 2% ise i<n igin s, =¢, dir (Devaney, 1989).

Yukarida X, i¢in bir metrik tanimlanmistir. Simdi X carpim uzayr goz

Oniine alinsin ve xz bir metrik tanimlansin.

E, ={s=(585-)]s;=0,1, 2, .., n-1} olmak  lizere st eX i¢in;
| S, — .. ce s . . - .

d(s,t)= Z"—l’| olsun. d, tiim metrik ozelliklerini saglar. d, in maximum degeri
=0 N

* s —t | 1
d,(s,t) = Z@s (n-1.). —= (n=1).—=n
i=0 N i=0 N

n

dir. Yani d,(s,t) <n olacaktir.

4.1.2. Tamim

Y, Tanim 4.1.1. deki gibi tanimlansmm. o:%X, ->Z%, olmak {izere

0(5y5,5,...) = (5,5,5;...) seklindeki doniisime shifi (kaydirma) doniisiimii denir. Bu

doniistim stireklidir.
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4.2. Cellular Automata

Bu kesimde tezin en 6nemli kismin1 olusturan ve pek c¢ok disiplinde (bilgisayar
bilimleri, fizik, biyoloji vs.) farkli amaglar i¢in kullanilan doniisiimler olan CA’ nin

bazi ozellikleri incelenecektir.

4.2.1. Tamim

m 22 i¢in Z, ={0, 1, 2, 3, ...,m-1} halkas1 verilsin. x=(x,)"_"  iki tarafli

n=—0

sonsuz dizi olsun. Bu sekildeki dizilerin uzaym Z7 ile gésterelim. Yarigapi » olan

f yerel kurali f:Z/""" —Z  olmak iizere

f(x,.nx)= (iaixij(modm)

ile tanimlanir. Bu f yerel kurali ile @iretilen 7, : Z% — Z.. doniisiimiine toplamsal

CA denir. Bu doniisiim asagidaki gibi tanimlanir;

Tf[l,r]x = (yn )Zzio’ yn = f(xn+l""’ xn+r) = (z aixij(mOd m)’
i=l

burada a, €Z,, dir.

Tezimizde /, r ve f'yi vurgulamak i¢in bir boyutlu CA’ y1 7, , ile gosterecegiz.

4.2.2. Tanim

Z  bir halka olmak tizere f:Z' — Z  olarak tanimlanan doniisiime yerel

n—=1)+1

kural denir. f kuralimn k. 6telemesi f*:Z'"™"*' — Z biciminde olup asagidaki

bigimde tanimlanir:

k
f ('xl’x2""‘xn+(n—1)""’xk(n—l)-H)

k-1
:f( )(f(xl,xz,...xn),f(xz,x3,...xn+l),...,f(x(k_l)(n_l),...,xk(n_ml)

(Shereshevsky, 1992).
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4.2.3. Tamm (Z, iizerinde bir boyutlu Toplamsal CA)

Eger 6zel olarak /=-r alinirsa bu durumda bir boyutlu toplamsal 7, , i¢in

f yerel kurali;

f(x_, ,nx,)= (Zr:aixij(modm) ...(2)

ile tanimlanir. Burada i € {~r,...,r} i¢in aq,€Z ve f # 0 olursa o zaman a_, ve a

arasindaki degerlerden en az biri sifirdan farklidir. Simdi formal kuvvet serilerini

kullanarak ~ Z”  konfigiirasyon uzaymi tammlayalim. Her bir xeZ”

konfigiirasyonuna P (X) = inX "formal  kuvvet serisi karsihk  gelir.

ieZ

Ty

77 - 177 toplamsal CA doniisimiini f(x_,,..,x,)= [Zalxl_ ](modm)
yerel kurali ile tanimlandi. 4, (X) = ZaiX ' sonlu formal kuvvet serisini T, ,,,

CA déniisiimii ile iliskilendirilebilir. Bu durumda x € Z* igin
Py ) (X) = Py (X). A, (X)(modm)

ile gosterilir. Burada f yerel kuralinin . Otelemesini sonlu formal kuvvet serisinin

k. kuvvetini alinarak elde edilebilir. Bu teknik son derece kolaydir. Ayrintili bilgi i¢in
Akin, (2006), Akin, (2007) ve Manzini ve Margara, (1998) ¢aligmalarina bakilabilir.
4.2.4. Tanim
g:A4—> A4 bir donilisim, f(x,, ..., x,)=g(x,) esitligi saglanirsa

[ A*" — A yerel kuralina asikar denir.

4.2.5. Tammm (Permiitatiflik)

Z, lizerinde x,,x,,...,x, n-blogunun her biri i¢in f yerel kural B, (Z,)den
Z ye tamimlanan fonksiyon olsun. Eger n>1 ve X2, X3 5000 X Z, ’nin sabit

elemanlar1 olmak tlizere g(x,)= f(x,, x2,x3,...,x,) X, €Z olarak tanimlanirsa, bu
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durumda g:Z — Z  gibi bir fonksiyon olur. Eger X2,X3,..., X, nin her seimi igin

g,Z, in bir permiitasyonu ise f,x, de permiitatiftir. »>1 olmak {iizere

m

(;1,)_(:2,...,)_(:71—1 ), Zz;l in sabit bir blogu olsun. Bu durumda x, € Z olmak iizere
g(x,)=f( ;1,;2,...,;71—1 ,x,) fonksiyonu Z den Z  ye tanimlanan bir fonksiyon
olur. Eger )_Cl,;Z,...,)_Cn—l in her bir se¢imi i¢in g, Z, in bir permiitasyonu olarak

tanimlanirsa, f,x, de permiitatif denir (Hedlund, 1969).

4.2.6. Tanim
—r<i<rveieZ olmak lizere;
1) i<0 ( >0);
2) fyerel kural1 i. degiskende permiitatiftir;
3) f yerel kurali x; degiskenine bagh degildir. Burada j <i, (j >1)
sartlar1 saglanirsa  (2) denklemindeki f yerel kuralina leftmost (rightmost)

permiitatif denir.

4.2.1. Ornek

f yerel kuralim1 f(x,,x,)=x +2x,(mod3) olarak tanimlayalim. Bu

durumda sonlu formal kuvvet serisi 4, (X)= Za[X ~ olarak tamimlandigindan

i=—r

A,(X)yi A4,(X)= X'+2X7? olarak bulunur. P.(X)= inXi olarak

ieZ

tanimlandigindan

Prixy = P(X)(X 7 +2X ) (mod3) =D x X' (X' +2X?) (mod3)

ieZ

=> XX (mod3)+ ) x, X" (mod3)

ieZ ieZ
bulunacaktir. Simdi f fonksiyonunun 2. kuvveti almrsa f*: Z;*" — Z, den

f?: Z) — Z, elde edilir. Bdylece;
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S0, %y, %)= (x5 %), L (x5 %)) = [0 +2x,, X, +2x3)
= x, +2x, +2x, +4x,= x; +4x, +4x,(mod3)
= X, +x; +x,(mod 3)

olacaktir. Buradan A4 P (X)=X"+ X7+ X olur. Dolayisiyla F*nin formal

kuvvet serisi,

P

F*(X)

=P (X).(X"'+ X7+ X)mod3) bigiminde elde ederiz.

Bu boliimde 6l¢iimii koruyan bir doniisiimiin 6l¢lim entropisinin verilmesinin
amact bir sistemin kaotik olup olmadigimnin bulunmasi i¢in bir arag¢ olarak
degerlendirilebilmesidir. Iyi bilinir ki her zaman bir sistemin topolojik entropisi o
sistemin Ol¢iim entropisinden biiylik veya esittir. Esitligi saglayan ol¢lime maximal
entropili olgiim denir. Bu konu ilk olarak 1964 te William Parry tarafindan ortaya
atildi. Dolayisiyla 4,(T) = h,,,(T) olacak sekilde ki dlglim Parry olarak anildi. Daha

sonra pek ¢ok yazar bu konu ile ilgilendi. (Akin, 2003) te baz1 bir boyutlu toplamsal

Tf[lar]

nin Ol¢lim entropisi ve maximal entropili dlglimler incelendi. Boylece eger
sistemin Ol¢lim entropisi pozitif ise topolojik entropisi de pozitif olacagindan sistem

kaotiktir.

Asagidaki iki teorem herhangi bir 7, , m topolojik entropisini bir algoritma

yardimziyla nasil hesaplanacagini kesin bir formiil ile vermektedir. Bu sonuglar ilgili

T

"us Y1 doguran yerel kuralin katsayilar vasitasiyla kolayca hesaplandigindan

dolay1 son derece 6nemlidir.

4.2.1. Teorem

f(x,, nx)= [Zaixij(modm) yerel kurali ile verilen Z, iizerindeki bir

i=—r

boyutlu CA, 7, ,, vem = pi.p¥..p;* mnin asal carpanlarina ayrilist olsun. i= 1,

-r,r]

2, ..., hicin B ={0}U{j: obeb(a;, p)=1} ve L,=minF, R =maxF olarak
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tanimlansin. Bu durumda (ZZ2,T ") TNin sag ve sol Lyapunov iistelleri

AT=-min{L} ve 1~ = rlnaic{Ri} sayilaridir ( D’amico ve ark., 2003).

1<i<h

4.2.2. Teorem

fx,,.nx)= (Zaixi](modm) yerel kurali ile belirlenen Z iizerindeki

i=—r

1-boyutlu CA, T

s Ve m min asal carpanlara ayrilist m = plpr . p olsun.

L ve R, degerleri Teorem 4.2.1. deki gibi tamimlansin. Buna gére 7 ..’ nin

h

topolojik entropisi H (Z,Zn,T ra]) = Zki(Rl. —L)log p, bigimindedir (D’amico ve
i=1

ark., 2003).

Yukarida ki teoremleri kullanilarak bir boyutlu bir toplamsal CA, 7, ., ’nin

topolojik entropisini Lyapunov iistelleri ve algoritma yardimiyla hesaplanacak ve

boylece bu 7, tarafindan olusturulan sembolik dinamik sistemin kaotik olup

olmadig1 incelenecektir.

4.2.2. Ornek
D’amico ve ark., (2003) tarafindan incelenen 6rnegi farkl bir yerel kural

kullanarak inceleyelim. Yani Z,,,, halkas: tizerinde baska bir yerel kural alalim.
m=2°.33 5= pi.ps.py bigiminde yazabiliriz. f toplamsal yerel kuralim

S(x,, x5 oy x,)= (19x, +80x_, +35x, +4x, +12x, + 60x; + 33x, )(mod 5400)

olarak alalim. Bu durumda;
B ={0}u{j:obeb(a,;,p)=1}=1{-2, 0, 4}
P, ={0} u{j:obeb(a;,p,)=1}=1{-2, -1, 0}
P ={0yu{j:obeb(a;, p;) =1} ={-2, 1, 2, 4}
elde edilir. Boylece
L=min P=-2; L, minP, =-2; L, =min P, =-2

R =maxF =4, R,=max P,=0; R, =max P, =4
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olur. Bu doniisiimiin topolojik entropisini bulalm. & ,=3, k,=3, k;=2ve
p, =2,p, =3, p, =5 olmak iizere;
H(Z;.,T, )=k (R —L)log p, +k,(R, - L,)log p, + k;(R, — L;)log p;

=3.(4-(-2)).10g2+3.(0-(-2))log3+2.(4-(-2))log5
=3.6.log2+3.2.10g3+2.6.10g5
=18.log2+6log3+12log5

olarak elde edilir. Burada Lyapunov sag tisteli 1" = —rlnirzl{Ll.} =—(-2)=2

Sol iisteli ise 4 = max{R,} = 4 olarak bulunur.
1<i<3

Bu teoremlerin sonuglar1 ve Akin, (2006) daki makalelerden goriilebildigi
gibi formal kuvvet serilerinin basit 6zellikleri kullanilarak Shereshevsky, (1992)’ nin
verdigi metottan ¢ok daha kolay olan bir metod vasitasiyla topolojik entropinin bazi

ozellikleri rahatlikla incelenebilir.

4.2.3. Ornek

f(x,,x,)=(x,+x,)(mod2) ise buna karsilik gelen formal kuvvet serisi

F(X)= X"+ X "dir. Eger bu serinin n. kuvveti alinirsa bu takdirde;
. n =2\n—i =1\
F"(X)=ZU.(X DARC e
i=0
toplamina karsilik gelen yerel kural /" basit hesaplamalarla ;

f”(xn,x,Hl,...,xzn):(g]xn+(’;jxn+l+m+{ n szn_l_i_(nszn
n—l n

olarak bulunur. Boylece;

H(Z}.T}, ) =H(Z5,T,, , )=(2n-0)log2="2nlog2

elde edilir.
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4.2.1. Lemma

p asal olmak iizere f yerel kural Zpk halkasi lizerinde

fxpenx,)= (i al.xl.](modpk) ...3)

bi¢iminde tanimlansin. P={0} U {j : obeb(a,, p) =1} olmak lizere L=minP ; R=maxP
olarak tanimlanmisti. Su halde (3) deki yerel kural ile iiretilen bir boyutlu toplamsal
CA nin topolojik entropisi H (Zik,Tf[fr’r])=k.(R—L)log p dir (D’amico ve ark.,

2003).

4.2.4. Ornek

Z,={0,1,2,3,.,3 -1olsun. f:Z, >Z, ve
f(x,,x,%,,%,%,) =10x_, +8x_, +25x, +9x, +23x,(mod3”) olsun. Bu takdirde f
ile retilen 7, ,, nin topolojik entropisini algoritma metodu ile hesaplayalim.
Coziim:

P={0} U{j:obeb(a,, p) =1} ={0} L {;j:obeb(a,,3) =1} = {-2,-1,0,2}
L =min P=-2;R=max P =2 dir. O halde topolojik entropi
H(Z3,T, ,,)=k(R—L)log p=9.2—(-2))log3=36log3 = log 3™
olarak hesaplanir. Yukarida ki 6rneklerde verilen yerel kuralin n. 6telemesi alinirken
klasik metot kullanildi. Fakat Margara ve ark., (1998) caligsmalarinda gosterdiler ki

yerel kuralin n. 6telemesi formal kuvvet serisi kullanilarak daha kolay bulunabilir.

Simdi bu durumu agiklayan bir 6rnek verelim.

4.2.5. Ornek

f(x,,x ,x,,%,%,)=2x,+3x,(mod5) yerel kuralin1 ele alalm. Bu yerel

kural tarafindan iretilen toplamsal CA ise T ,, olsun. Simdi bu donistimiin

]
n. 6telemesini ve topolojik entropisini bulalim.
Coziim:

f(x,,x ,x,,%,%)=2x_,+3x,(mod5) yerel kuralinin formal kuvvet
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serisi F(X)=2X"+3X" seklinde olacaktir. P={-2, 0, 2} oldugundan L=-2 ve R=2
dir. Dolayisiyla H(ZZ?,T 120) =1.(2=(-2)).1og5= 4.log5 olacaktir. Simdi yerel

kuralin 6telemeleri sonucunda olusan yerel kurallart asagidaki metotla bulunabilir.
F"(X)= Z( j QX*)"™.(3X7?)

olarak alimirsa F"(X) e karsilik gelen yerel kural;
S (x,,,m0%,,)=2"x, +..+3"x,, (mod5)
olur. Boylece f yerel kurali i¢in; 5 bolmez 2" ve 5 bolmez 3" oldugunda L =-2n

ve R =2n olur. Boylece

H(ZSZ’T; 22) H(Z n]):”-H(ZSZ’Tf[—z,z])

S’f

elde edilir.

4.2.6. Ornek
f:Z; - Z, olmak iizere Z, = {0,1,2,3} halkas1 iizerinde f yerel kural

f(x;,x,,x;) =x,+x, +x;(mod4) olarak tanimlansin. f yerel kural ile iiretilen bir
boyutlu toplamsal 7}, ;; CA fonksiyonunun topolojik entropi degerini algoritma ve

Lyapunov iistellerinden yararlanarak hesaplayalim.

Coziim:

Z,=1{0,1,2,3} halkas: lizerinde f nin hem sag hem de sol permiitatif oldugu
Hedlund, (1969) da ki tanimdan dolay1 agiktir. Simdi T, ;, nin topolojik entropi
degerini algoritma ve Lyapunov iistelleri yardimiyla hesaplanirsa;

P={0} U {j:obeb(a;,p)=1}={0} U{j:obeb(a,,2) =1} ={0,1,2,3}

L=min(P)=0; R=max(P)=3
olur. Sag ve sol Lyapunov degerleri
A =max{R}=3;1"=—-min{L } =0

olarak elde edilir. Buradan da 7, ;; nin topolojik entropisi

H(Z., Tyya) =k(R-L)log p=2.(3-0)log2=6log2 = log 2°
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ve bdylece
H(Z;.T,5)=(A"+ 27 )logm=(3+0)log4=3log4=log4’
olur. Boyle devam edersek modm: i¢in topolojik entropisi asagidaki gibi elde edilir.

Z,=1{0,12,..,m—-1} i¢in H(Z,T,,)=3logm=logm’

4.2.7. Tammm (Terslenebilirlik)

.
Kk _k k, s _
m=p'.py.ps..p) verilsin. Ty, ., f(x,....x,) = z/li.xi (modm) tarafindan
i=l

dogrulan CA olsun. Bu CA nin terslenebilir olmas1 i¢in Vj=1,2,3,...,4 i¢in p; asal
sayilarinin her biri sadece ve sadece f nin A, katsayilarindan sadece birini bolemez
ancak kalan katsayilarin hepsini bolmesi gerekir. Yani Vj=12,....k—-1,k+1,.., A

i¢in p,\ A;ancak i# j ve obeb(p,,A,)=1.

Tezimizde daha dncede belirtildigi gibi sadece bir boyutlu toplamsal CA larla

ilgilenecegiz.

4.2.2. Lemma

m= p{'.p¥..piolmak iizere F(X), Z, iizerinde tanimlanmis
sonlu formal kuvvet serisi olsun. F(X).G,(X)=1 (mod p!) olacak sekilde sonlu 7
tane G,,...,G, formal kuvvet serisi verilsin, bu durumda
F(X).G(X)=1(mod m)

esitligini saglayacak bir sonlu G sonlu formal kuvvet serisi bulunabilir (Manzini ve

ark., 1998).

4.2.3. Teorem

F(X), Zpk lizerinde tanimlanmis sonlu terslenebilir formal kuvvet serisi,

i W deqew e . . . -1 _ k;
A, ve H(X), F(X)=21, X"+ pH(X) esitliliginde ki gibi ve /lj./ljl =1(mod p;*)

esitligi  saglansm. Bu  durumda F  verildiginde F  nin  tersi
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G(X)=4'. X(1+ pH(X)+ p’H(X)+..+ p'H"'(X))  bicimindedir. ~ Burada
H(X)= -4, X H(X) seklindedir (Manzini ve Margara., 1998).

Dolayisiyla a, =m/ pfi ve ebob(a,, p,)=1igin f.a, =1(mod p/)  olacak

h
sekilde F nin tersini G(X )=z B.a.G,(X)seklinde yazabiliriz. (Manzini ve

i1
Margara., 1998) deki sonuglar1 kullanarak, Akin, (2006) ve Akin, (2007) da bir
boyutlu terslenebilen CA nin topolojik entropisi ile bu doniisiimiin tersinin topolojik
entropisinin esit oldugu gosterildi. Boylece su sonug ¢ikarilabilir eger terslenebilen
bir doniisiim kuvvetli kaotik veya zayif kaotik ise doniisiimiin terside kuvvetli veya
zayif kaotiktir anlamina gelir. Bir doniisiimiin tersi nasil bulunur asagidaki 6rnekten

anlasilabilir.

4.2.7. Ornek

S (x5, x,,%x5,x) = x; +3x, +6x5 +3x,(mod 9) olsun. Verilen f'yerel

kuralinin tersini bulalim. f(x;,x,,x5,x,) = x; +3(x, +2x; + x,)(mod9) oldugundan

buna karsilik gelen formal kuvvet serisi;
FX)=X"+3( X +2X°+ X
=X71+3X T +2X7+ X))
Seklindeki formal kuvvet serisinin tersi ise

G(X)=X’(1-3(X"+2X 7+ X)) olur. Simdi F ve G nin ¢arpim yazilirsa;
F(X)GX)=X"(1+3(X"+2X 7+ X)X 1-3(X " +2X 7 + X ))(mod9)
=1(mod9)
seklinde olacaktir. Simdi G ye karsilik gelen yerel kural bulunsun.
G =X'A-3X"4+2X+ X)) =X -3(X*+2X"'+ X°) idi. O halde;
g(x 5, x5, X ,%)) =x 3 —3(x, +2x, +x,)(mod9)
=x,+6(x,+2x  +x,)(mod9)
=x,+6x,+3x_ +6x,(mod9)

oldu. T

, . . . : ) <
3oy CA'nn tersi 7, dir. Bu durum ise 7, nin 1-1 ve orten oldugunu

gosterir. T

e sureklidir.  Dolayisiyla T, ,, de streklidir. O halde T
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homeomorfizmadir. Simdi iki farkli asal ¢arpani olan bir dogal say1 ile verilen bir

yerel kuralin tersini bulacagiz.

4.2.8. Ornek
F(X)=15X"+X —-30X’(mod3*5") alinirsa bu durumda tanim geregi

F terslenebilirdir ve bu fonksiyonun tersi,
G(X)=37(-36X" - 12X+ 144X+ X+ 24X° - 144X’) (mod3>.5%)
bigimindedir.

Coziim:

F yi diizenlersek

F(X)=15X"+X-30X"
= X[1+15X7 -30X7]

= X[1-5(-3X " +6X%)]
olur. Bu formal kuvvet serisinin 5 ye gore tersi
G(X)=X"1+5(-3X"+6X%)]=X"[-15X > +1+30X"]
=—15X"*+ X' +30X(mod5?)
seklinde olacaktir. Yani F(X).G(X)=1(mod5”) dir. Simdi bu denklik saglaniyor
mu gorelim.
(15X +X-30X°).( —15X" + X" +30X)=1(mod5°)
F(X)=X[1+15X" =30X"]= X[1-3(-5X " +10X?)]
simdi F(X) in 3° ye gore tersi bulunursa;
G,(X)=X"1+3(10X>-5X)]= X [1+30X° -15X )]
=—15X "+ X '+30X
F(X).G,(X)=1(mod3*) denkligini saglayip saglamadig1 gosterilirse;
(15X + X -30X°).(-15X "+ X' +30X) =1(mod3*)
seklinde olacagi agiktir. O halde S, ve £, uygun sayilar olmak {izere;
G(X)=25.8G,(X)+9.4,G,(X)
=258 (15X '+ X' +30X)H9 8, (15X + X' +30X)

olarak bulunacaktir.
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4.3. Elementer CA

Favati ve ark., (1997) periyodik orbitlerin insasi i¢in Z, de ¢alismislar ve her

bir yerel kurali katsayilarini farkl alarak farkli birer dogal saytya karsilik getirmis ve

bir formiil olusturmuslardir. Burada bu formiili Z, ={0,1,2} icin ve daha genel

diistinerek Z p = {0,1,2,..., p—1} i¢in tekrar olusturuldu.

4.3.1. Tamm
f:23"" > 7, seklinde ki toplamsal £ yerel kurali igin; k=1 ise bu yerel

kural tarafindan tiretilen CA ya Elemanter CA denir. Kisaca ECA ile gosterilir. ECA
nin hesaplanmast i¢in kolay bir yol asagidadir. /" yerel kurali tabanli ECA, n,dogal

sayisina doniislir.
n,= (0, 0,0).2°+ £(0, 0, 1).2'+ £(0, 1,0).2* + £(0, 1, 1).2° +
(1, 1,1).2
Bu ifadeyi ECA , ile gosterebiliriz. Simdi yerel kurali yazalim.
f(x,, x,, x;)=ax_,+ bx,+ cx, (mod2) burada ki a, b, c katsayilarina Boolen

katsayilar1 denir. ECA i¢in a= 1, b= 1, c= 1 olarak alalim.
S (x,, x5, x;)=x_, +x,+x,(mod2) seklinde olacaktir. O halde;

£(0, 0,0).2° >0

£(0,0,1).2' »2

£(0, 1,0).2> > 4

£(0,1,1).2° >0

7@, 0,0).2* >16
71, 0,1)2° >0

£, 1,0).2° >0
7@, 1,1).2" ->128

Bu sonuglari
n, = £(0,0,0).2° + £(0, 0, 1).2"+ £(0, 1,0).2° +..+ f(1, 1, 1).2"...(1)

formiilinde yerine yazilirsa n =150 olacaktir. 150 kurali bulundu.
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f(x, xp, x,)=ax_, +bx, +cx, (mod2)deki katsayilar degistirilip a= 0, b=0, c= 1

olarak alinsin. Bu durumda yerel kural f(x_,x,,x,)=x,(mod2) seklinde olacaktir.

Kullanilan konfigilirasyon sayis1 8 dir.

£(0,0,0)2° >0
7(0,0,1).2"' »2
7(0, 1,0).2* >0
£(0, 1,1).2° > 8
7@, 0,0).2* >0
71, 0,1).2° »32
7, 1,0)2° >0

£, 1,1).2" > 128

n, =170 oldu. Buradan 170 kurali elde edildi. Katsayilar1 degistirip;,  a= 1, b= 1,

¢= 0 olarak alinirsa n, = 60 kurali bulunur. O halde bir tablo olusturulabilir.

RULE(KURAL)

0

204

170

240

60

102

90

150

a=1,b=0,c=1

a=1,b=1,c=1

Favati ve ark., (1997) elementer CA iizerinde ¢alismis ve bu CA’ya karsilik

gelen bir n, dogal sayisim1 bulmak igin bir formil gelistirmislerdir. Simdi bu say1y1
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Z, icin hesaplansin. f: Z;*"' — Z, yerel kurali i¢in k=1 olsun. Bu durumda olasi

konfigiirasyonlar;
(0,0, 0), (0,0, 1),(0,0,2),(0,1,0), (0, 1, 1), (0, 1, 2), (0, 2, 0), (0, 2, 1),
0,2,2),(1,0,0),(1,0,1),(1,0,2),(1,1,0), (1, 1, 1), (1, 1, 2), (1, 2, 0),
(1,2,1),(1,2,2),(2,0,0),(2,0,1),(2,0,2),(2,1,0), (2,1, 1), (2, 1, 2),
(2,2,0),(2,2,1),(2,2,2) dir. Bu konfigiirasyonlarin sayis1 3° =27 tanedir.
f(x,, x,, x)=ax_, +bx, +cx, (mod3) olmak iizere; bu yerel kurala karsilik gelen
dogal sayi;
n, = f(0,0, 0).3° + £(0,0,1).3' + £(0,0,2).3* + £(0,1,0).3° +...+ £(0,2,2).3°
+£(1,0,0).3" + £(1,0,1).3" + £(1,0,2).3" + £(1,1,0).3" +...+ £(1,2,2).3"
+1(2,0,0).3"% + £(2,0,1).3” + £(2,0,2).3" + £(2,1,0).3" +..+ £(2,2,2).3%...(2)
dir.
4.3.1. Ornek

S(xy,x,%) =x +2x; +x,(mod3) yerel kuralinin karsilik geldigi n, dogal

sayisini bulalim.

Cozim:

Yukarida ki (2) formiilii kullanilarak sonuca ulagilmaya ¢alisilirsa;
£(0, 0,0).3° >0
£(0,0,1).3' >3
£(0,0,2).3> —>18
£(0, 1,0).3" —> 54
£(0, 1,1).3* 50
£(0, 1,2).3° —243
£(0, 2,0).3° - 720
(0, 2,1).37 —2187.2
£(0, 2,2).3* 50
£, 0,0).3" —>19683
f(1, 0,1).3'° —59049.2
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70,0,2)3" >0

f(1,1,0).3" >0

7, 1,1).3% —1594323

7, 1,2).3" —3".2=9565938

£, 2,0).3" —»3%.2=28697814
f(1,2,1)3° >0

7, 2,2).3"7 5129140163.1

12, 0,0).3"% — 3.2 =774840978
f(2,0,1)3° >0

£(2,0,2).3% - 3%.1=3486784401
f(2, 1,0).3" —>3%.1=10460353203
f(2,1,1).3% 5237 =62762119218
f(2,1,2)37 >0

f(2,2,003* >0

12, 2,1).3%7 —1.3% = 847288609443

f(2, 2,2).3° —3*.2=5083731656658

olur. Simdi bu degerler (2) formiiliinde yerine yazilarak sonug asagidaki gibi
bulunur.

n, =6008673505341
(210021101022100021021102210) ,= 6008673505341 seklinde n, dogal sayisini
elde edildi. Bu sekilde diistiniilerek 27 tane farkli 7, sayisi elde edilir. Ciinkii her bir

konfigiirasyona karsilik bir 7, sayis1 bulunacaktir.

Yukarida ki ifadeleri biraz daha genellestirerek p asal sayisi i¢in bir

n,sayisini bulmaya calisalm. Kullanilan yerel kural f :Zi’”1 —Z, k=1 igin

degerlendirilirse, bu durumda olast konfigiirasyonlar; ( 0, 0, 0), (0, 0, 1), ...,
0, 0, p-1), ..., (p-1, p-1, p-1) olacaktir. O halde yerel kural asagidaki sekilde

olacaktir.
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f(x,x,,x)=ax_, +bx,+cx,(mod p) burada ki a, b, c katsayilar1 0, 1, 2, 3, ..., p-1

sayilarindan baska sayilar olamaz. S$imdi n, sayis: i¢in daha genel bir formiil elde

etmeye calisalim.

4.3.1. Onerme
L g 2k+1 . .. - o eg .
SZ7 — 7, olmak lzere p asal, k=1 i¢in yerel kural asagidaki gibi olsun.

S (x_,x,,x)=ax_ +bx,+cx,(mod p)burada a, b, c € {0, 1, ..., p-1} dir. Bu yerel

kural tarafindan tretilen CA‘ya karsi gelen n, sayisini agagidaki gibi hesaplanir.
n,=f(0,0, 0).p° + £(0, 0, 1).p" + £(0, 0,2).p° +...+ £(0, 0, p-1).p"" +

A (p-1, p-1, p-1).p"

Bulunan ifade 1 yaricapl yerel kural i¢in kullanilir. Bu ifade & yaricaph yerel

kural icin yeniden yazilirsa, burada dikkat edilirse toplam p’tane farkli n , sayisl

elde edilecektir. Elementer CA lar ic¢in diisiiniilen mantik, farkli £ sayilar i¢inde

rahatlikla diisiiniilebilir.

4.3.2. Onerme
. g 2k+1 .
SZ7 —Z, olmak lizere
S(x s Xy X, )=a_x_  +..+ayx, +...+a.x,(mod p) seklinde ki yerel kural

tarafindan tretilen (a ay,-sa, €10,1,2,...p—1} CA yakarsi gelen n, sayisini

ot

asagidaki gibi hesaplanir.
n, = f(0, 0, 0).p" + £(0, 0, 1).p' + £(0, 0,2).p” +...+ (0, 0, p-1).p"" +

A (p-1, p-1, p-1)p”
Burada inaniyoruz ki daha once Z,halkasi icin elde edilen ve Bilgisayar

Bilimleri, Fizik, Matematik ve diger disiplinler i¢in elde edilen sonuglar yeniden

acik problem olarak kalacaktir.
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4.4. Sabit Noktalar
4.4.1. Tamim (Sabit Nokta)

f(x)=x esitligini saglayan tiim noktalara sabit noktalar denir. (Bir x

noktasina f"(x)=x esitligini sagliyorsa bu noktaya periyodik nokta denir).

4.4.2. Tanmim
f(x)=x esitligini saglayan sabit x noktasi i¢in;
1) | f'(x)|<1 ise x noktasina ¢ekici sabit nokta;
2) | f'(x)|>1 ise x noktasina itici sabit nokta;

3) | f'(x)|=1 ise x noktasina tepkisiz sabit nokta denir.

4.4.1. Ornek

f,(x)=x" fonksiyonu -1, 0, 1 de sabit noktaya sahiptir. Bagka periyodik noktasi

++/5

yoktur. Fakat f,(x)=x"—1 doniisiimii i¢in sabit noktalar dir. Asagida ki

sonug sabit noktalarla ilgili kesin olarak elde ettigimiz sonuglardan biridir.

4.4.1. Onerme
OeS' vef:S' 58" vef(0)=0+esin(NO)(modl) olmak iizere 0<eg <%

seklinde olsun. Bu doniisiim N tane itici sabit noktaya N tane cekici sabit noktaya

sahiptir. Ayrica k=0, 1, 2, 3, ..., N-1 olmak {izere bu fonksiyonun sabit noktalar
0 ={%”} seklindedir. k=2p ise %’T itici sabit noktadir ve k=2p+1 ise %” cekici

sabit noktadir

Ispat:
O<e< % olmak iizere f(6#)= 6+ ¢sin(NO) doniisiimiiniin sabit noktalar

f(0) =0 sartin1 saglayan noktalardir. O halde 6+ &sin(N@)=46 den
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esin(N@) =0 olur. Bu sart1 sadece 6, = {%T} seklinde ki noktalar saglar. Yani f

donilisiimiiniin sabit noktalar1 6, :{%T} seklindedir. Simdi bu sekilde ki € lan

inceleyelim. Oncelikle doniisiimiin tiirevini alalim.
f'(60)=(6+¢&sin(NO)) =1+ Necos NO
cos @ fonksiyonu @ =k degeri k ¢ift ise 1 dir. @ =(k+1)x i¢inise -1 dir O halde

0= % ifadesinde ki k& sayis1 ¢ift ise f'(@)=1+Necos N  ifadesi

0= 27 icin f '(ZPT'”) =1+ Ne& >1 olacagindan bu noktalar itici sabit noktalardir.
Fakat 0. = {%Z} ifadesindeki & sayist tek ise f'(f)=1+NecosNO
0= @pthx icin  f'( (2p+ 1)7[) =1-Neg <1 olacagindan bu sekilde ki noktalar

N
c¢ekici sabit noktalardir.

Konunun daha iyi anlagilmasi ve biitiinliigiin saglanmas1 agisindan asagida ki

ornekleri verelim.

4.4.2. Ornek
feS' vef:5' > S olmak iizere £(0) = 0+ ¢.sin(20) (mod1)

1 .. . . .
doniisiimiinii 0 < ¢ < 5 icinele alalim. Dikkat edilirse f doniislimiiniin sabit

noktalar1 0, %, T ve 3z dir. Simdi bu noktalarin hangisi cekici hangisi itici

noktadir bulmaya ¢alisalim. Bunun i¢in fonksiyonun 1. tiirevini almaliyiz.

f’(0)=f'(7z)=1+2g>1 ve f'(%):f'(%[):l—zg<1

olarak bulundu. Bu durumda 0 ve 7 itici sabit nokta olurken; % ve 377[ cekici sabit

noktadir. Daha genel olarak f(8) =68+ ¢sin(N@) doniistimii

N tane itici sabit noktaya N tanede cekici sabit noktaya sahiptir. Fakat
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f(0)=0+¢esin(NF) doniisimii i¢in 0 < & < 1 olarak alinmalidir.

4.4.3. Ornek

OeS' vef:S' > S olmakiizere f(6)=0+&.sin(36) (mod 1)

donlisimiini 0<eg < 3 icin ele alalim. Dikkat edilirse f doniisiimiiniin sabit

noktalar1 0, %, ZTH, 377[, 4% ve ST” dir. Simdi bu noktalarin hangisi cekici

hangisi itici noktadir bulmaya c¢alisalim. Bunun i¢in fonksiyonun 1. tlirevini
almaliy1z.

f’(0>=f’<27”>=f'(4{):1+3g>1

NP N
f(g)—f(3)—f(3) 1-3¢<1

olarak bulundu. Bu durumda 0, 2—7[ ve ?ﬁ itici sabit nokta olurken; E, 3—7[

ve ?ﬂ cekici sabit noktadir.

4.4.4. Ornek

OeS' vef:S' > 8" olmak iizere f(0)=0+¢&.sin(40) (mod 1) déniisiimiinii

O<e< 2 icin ele alalim. Dikkat edilirse f doniisiimiiniin sabit noktalar1 0,
Z 2% 3z 4r Sm bz 7

, , , , —, — ve — dir. Simdi bu noktalarin hangisi ¢ekici hangisi
4 4 4 4 4 4 4

itici nokta olacak bulmaya c¢alisalim. Bunun i¢in fonksiyonun 1. tiirevini almaliyiz.
' y 27T , Ar , 671
fO)=f (T)=f (T)=f (T)=1+3€>1

r T ’ RY/4 ' 57 ' T
=)=f(—)=f(—)=f(—)=1-3¢e<1
f(4) f(4) f(4)f(4)
olarak bulundu. Bu durumda O, %Tﬂ, %,% itici sabit nokta olurken;
3 3_7[ St Ix

4 a4 cekici sabit noktadir. Simdi bu doniisiimler icin faz portresi

cizelim.
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a) b)
Sekil 4.1
a) f(6) =6+ &sin(260) nin faz portresi b) f(8) = 6 + £sin(46) nin faz portresi

4.4.3. Tamim

F,(x) = ux(1-x) seklinde ki doniisiimlere kuadratik dontigiim denir

Simdi bu dontsiimii ele alalim. F, (x)=x sartim saglayan noktalari bulalim.

e M-
F,(0)=F,1)=0veF,(p,)=p, esitligi ancak p , = 7 olmast  durumunda
gergeklesir. Yani p, = #-1 seklinde ki tiim noktalar sabit noktadir. Burada
U
u#0dir.
4.4.5. Ornek

fx)= x- g fonksiyonunun sabit noktalarin1 bulalim. Bu fonksiyonun sabit

noktalarin1 bulmamiz i¢in 6ncelikle asagidaki denklemi ¢ozmeliyiz.

=X, x- 3_x =0, x( x- %) =0,x=0veyax = % fonksiyonun sabit noktalarini

2. 2
2 2

x_

bulduk. Simdi bu noktalar ¢ekici sabit nokta mi yoksa itici sabit nokta mi1 onu

belirleyelim. Bunun i¢in verilen fonksiyonun tiirevini almaliy1z.

oy =y L
f(x)—2x-2
vy = L=t
| /(0)] = 2| 2<1
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Bu yiizden x=0 noktasi ¢ekici sabit noktadir. | f '(%)| = |%| =§> 1 oldugu i¢inde

3 . )
x= 5 noktasi itici sabit noktadir.

4.4.6. Ornek

fix)=x.(1- x) fonksiyonunun sabit noktalarini bulup inceleyelim.

x(1-x)=x
I-x=1
x=0

goriildugi gibi fonksiyon sadece x=0 noktasinda sabit noktaya sahiptir. f”(0)=1

oldugundan x=0 noktas1 ¢ekici nokta veya itici nokta degildir. x=0 noktas1 tepkisiz

sabit noktadir.

4.4.7. Ornek

flx) = %sinx fonksiyonunu inceleyelim. x= 0 bu fonksiyonun sahip oldugu

tek sabit noktadir. f'(0)= %> 1 oldugu icin x=0 noktasinda fonksiyon itici sabit
noktaya sahiptir.

4.4.8. Ornek

. 1
2x, egerx<—
T(x) = f
2-2x, egerx> 5

fonksiyonu verilsin. Simdi bu fonksiyonun sabit noktalarini bulalim.

Coziim:

0 ve % sabit noktalardir.

4.4.9. Ornek

f(x)= Jx fonksiyonunu inceleyelim. Bu fonksiyonun sabit noktalar1 0 ve 1

dir. 1 noktas1 gekici sabit noktadir. Ciinkii f'(x) = —<1 yani

11
Wx 241 2
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fonksiyonun tiirevi 1 den kiigiiktiir. Asagida ki sekilde goriildigi gibi y=x
dogrusu ile f fonksiyonunun kesistigi 1 noktasina dikkat edilirse dogrudan
baglanip egriye giden dikmeler 1 noktasina dogru yoneliyor. Yani 1 noktasina

dogru ¢ekilme s6z konusu oldugu icin bu nokta ¢ekici sabit noktadir.

16,6}

Sekil 4.2. £(x)=+/x nin grafigi

4.4.10. Ornek
f(x)=x" fonksiyonunu inceleyelim. Bu fonksiyonun sabit noktalar1 0 ve 1

dir. 1 noktasi itici sabit noktadir. 0 noktas1 ise ¢ekici sabit noktadir. Clinkii
f'(x)=2.x oldugundan f'(1)=2.1=2>1 ve f'(0)=2.0=0<1 olur. Asagida
ki sekilde goriildiigii gibi y=x dogrusu ile f fonksiyonunun kesistigi 0 noktasina
dikkat edilirse dogrudan baslanip egriye giden dikmeler 0 noktasina yoneliyor.
Yani 0 noktasina dogru ¢ekilme s6z konusu oldugu i¢in bu nokta cekici sabit
noktadir. Diger bir sabit nokta olan 1 noktas1 i¢in ise; y=x den baslayan ve f
fonksiyonuna dogru ¢izilen dikmeler 1 noktasindan uzaklagsmaktadir. O halde

bu nokta itici sabit noktadir.
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f{x}_-‘.::x*'-i =X

Sekil 4.3 f(x) =X’ nin grafigi
Sekil 4.2 ve 4.3 internet iizerinde ki baz1 kaynaklardan alinmstir.

4.4.11. Ornek
f:0 - de tanimlanan f(x)=5x" +4x” seklinde ki doniisiimiin sabit

noktalarint bulalim.

Coziim:
5x° +4x* = x esitligini ¢dzelim.
55 +4x —x=0

x.(5x-1).(x+1)=0

olur. Buradan; x=-1, 0, % elde edilir. Bu noktalar1 fonksiyonun I.tlirevinde yerine

yerlestirirsek;
f'(x)=15x" +8x
olur. O halde;
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0 x=0 da ¢ekici sabit nokta;
f'(x)=1<-1 x=-1 de itici sabit nokta;

% x:% de itici sabit nokta;

olacaktir.

4.4.12. Ornek

f(x) =x* —4x* +2 fonksiyonu 4 tane itici sabit noktaya sahiptir. Bu

1.5

noktalar ise x,=2, -1, —+— dir.
2 2
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4.5. Kaotiklik

4.5.1. Tammm (Topolojik Geciskenlik)
T: X— X siirekli bir doniisiim olsun. Eger baz1 xe X igin {T"(x): n>0} kiimesi
X iginde yogun olacak sekilde xeX varsa T ye bir tarafli topolojik geciskendir

denir. 7: X— X bir homeomorfizma olsun. X icinde ki bazi x elemanlar1 igin

O,(x)={T"(x)|neZ} kimesi X i¢inde yogun ise yani O,(x)=X 1ise T

doniisiimiine topolojik gegisken denir.

4.5.2. Tamim

x, f(x), f?(x), ... noktalarinin kiimesine x in yonlendirilmis orbit kiimesi

denir. O"(x) ile gosterilir. Eger f bir homeomorfizma ise x in tiim orbitini O(x) ile
gosteririz. O(x) kiimesi n € Z i¢in " (x) noktalarinin kiimesidir. Anlasildig: lizere bu
O(x)  kimesi igerisinde x in  geri yOnlendirilmis  orbiti  olan
x, £7(x), f(x), ... O (x) kiimesi de mevcuttur. Burada

O (x)={f"(x):neZ }ve O (x)={f"(x):neZ"} seklindedir.

4.5.1. Teorem
Kompakt metrik uzaydaki 7: X—>X homeomorfizmasi i¢in asagidakiler denktir.
i) T'topolojik geciskendir.
ii) Ec X, E kapali TE = E veya E=X ise E hicbir yerde yogun degildir.
(veya Uc X, U agik, TU = U ise U= veya U yogun)
iii) U, V# D acik kiimeler olsun. 7" (U) NV # & olacak sekilde
ne Z vardir.
iv) {xe X :m =x} kiimesi G, da yogundur (Walters, 1982).
4.5.1. Uyan
Sayilabilir agik kiimelerin kesisim kiimesi G dir.
Yukarida topolojik geciskenlik ile ilgili bir tanim verilmisi. Simdi Devaney,

(1989)’in taniminda kullanilan topolojik geciskenligi baska bir seklide ifade etmeye

calisalim.
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4.5.3. Tanmim (Topolojik Gegciskenlik)

X kiimesi iizerinde tanimlanan herhangi bir f fonksiyonu icin;U,V < X
UV 0 icin f"(UNV#D yi saglayacak bir ne N dogal sayisi varsa

f fonksiyonuna topolojik gecisken denir.

4.5.1. Ornek

X={{ l: n>1} U {0} } olsun. ( X, ) topolojik uzay1 olsun. 7(0) = 0 ve
n

1
n+1

T (l )= olarak tanimlansin. n=1 olarak alalim. T{ (%)Z % olur. n=2 olsun.
n

T (1)= T(T(%))Z% elde edilir. n=3 i¢in T(T(T(1))) = T*(1)= %olur. Bu seklide
devam edilirse;
O; (x)={T"(x):n>0}

kiimesinin elemanlar1 elde edilir. x=1 i¢in bu kiime olusturulsun.

1 1 1
O,(H)={T"()|n=20}=41, —, =, —,...
r() ="M 205 =4, = =, 7
kiimesinin y1gi1lma noktas1 0 dir. N
Or (%) = {0}
oM wor)=0;()
1 1 1
o,(H={0yui{l, —, —, —, ..}=X
r(D =100l =, 25 s

oldu. Burada 7 doniisiimii tek tarafli topolojik gegiskendir.

4.5.2. Ornek

f(x,xy,%x,)=x_, +x,+x,(mod2) olarak tanimlanan f yerel kurali tarafindan
tiretilen CA topolojik gecisken midir?

Coziim:

Verilen f yerel kuralinin topolojik gegisken olmasi igin {0,1}” dizi
uzayindan alinan iki farkli U ve V silindirik kiimelerinin biri sabit tutulup digerini
otelendiginde elde edilen iki silindirik kiimeyi kesistirip, bu kesisimin bos kiimeden

farkl1 oldugunun gosterilmesi gerekecektir. U = {x € Q: x, =1} olsun.

n _ *1: — . _ . o .
Fiekk) = Ly 101 U={x € Qi =15 kiimesini

61



4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Feride ALTINGOZ

xeQ:ix, =} ={xeQ:x,=Lx,=Lx, =1}

UixeQ:x,=0,x,=1x =1}

UixeQ:x =1x,=1Lx =0}

UixeQ:x, =0,x,=1x =0}
biciminde yazilabilir. Simdi n = 1 olarak alinsin.

Tf[_k’k]U = Tf[_k,k]({x eQ:x,=1})
={xeQ:x,=u{xeQ:x =0}=Q
oldu. Yani ;
Tf[_k’k]({x eQ:x,=1})=Q

oldu. ¥ < Q oldugu icin; VnNTU)#¢ olur. Cinkii VNTU)=VnQ=V#¢
oldu. Yukarida da agik¢a goriildii ki f topolojik gegiskendir. Bagka bir agidan
diisiiniiliirse; verilen yerel kurala bakildiginda f* nin topolojik ge¢isken oldugunu en
bastan soOylenebilir. Ciinkii f yerel kurali hem leftmost hem de rightmost

permiitatiftir.

4.5.3. Ornek

f(x,xy,x,)=2x_, +2x, +x,(mod4) olarak tamimlanan f yerel kural
tarafindan tretilen 7, , seklindeki CA ve bu yerel kuralin tersi tarafindan iretilen
T, ,, donisimi de topolojik gegisken midir?

Coziim:

f(x,x,,%x,)=2x, +2x, + x,(mod4) seklinde tanimlanan yerel kuralin
rightmost permiitatif oldugu igin topolojik gecisken oldugunu gosterelim.
Z,=1{0,1,2,3} kiimesi lizerinde olas1 sonlu diziler; (0, 0, 0), (0, 0, 1), (0, 0, 2),
0,0, 3),(0,1,0),(0,1, 1), (0,1, 2), (0, 1, 3), ..., (3, 3, 3)

seklinde olacaktir. Simdi f nin rightmost permiitatif oldugunu gérelim.
f(x_,x,,x,)=2x_ +2x, + x;,(mod4) denkleminden
£(0,0,0)=2.0+2.0+0(mod4)=0, £(0,0,1)=2.0+2.0+1(mod4) =1,
£(0,0,2)=2.0+2.0+2(mod4)=2, £(0,0,3)=2.0+2.0+3(mod4)=3 olur.
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Goriildiigii gibi verilen yerel kuralin en sagdaki elemanina gore islem yapilirsa tekrar
{0, 1, 2, 3} kiimesi elde ediliyor. Dolaystyla f(x_,,x,,x,) =2x_, +2x, + x,(mod4)
seklindeki yerel kuralimiz rightmost permiitatif oldugu icin topolojik geciskendir.
Ayni sekilde bu yerel kuralin tersinin de topolojik gecisken olup olmadigini gérmek
i¢in Oncelikle tersinin bulunmasi gerekir. f(x ,,x,,x,) =2x , +2x, + x,(mod4) i¢in
formal kuvvet serisi olusturalim.

F(X)=2X"+2X + X' = X" +2(X' + X)) = X '[1+2(X* + X")]
seklinde olacaktir. O halde bu ifadenin F(X) ile ¢arpildiginda mod 4 e gore tersini
veren G(X) i bulunursa; G(X)=X'T1-2(X*+X")]=X'+2X°+2X* olacag
aciktir. F(X).G(X)=1 (mod4) denkligi bulunur. G(X) e karsilik gelen yerel kural
ise;

g(x,,x,,x ,)=2x,+2x,+x (mod 4)

Yani g(x ;,x,,x,)=2x;+2x,+x (mod 4) bu yerel kuralinda leftmost
permiitatif oldugu asikardir. O halde ayn1 sekilde
g(x,,x,,x,)=x,+2x ,+2x ,(mod 4) yerel kuralida topolojik geciskendir.

4.5.4. Tamm
f fonksiyonunun periyodik noktalarinin kiimesi P( /') ile gosterilsin.
P(f)={xeX:dn>0 f"(x)=x}seklindedir. P(f)= X ise f fonksiyonunun

periyodik noktalar1 X ic¢inde yogundur denir.

4.5.5. Tanim (Duyarhhk)

N(x), x € X noktasinin bir komsulugu olmak iizere; herhangi 6 > 0
icin y € N(x), ne N vardir oyleki; d(f"(x), f"(y)) > o ise f donlisimii
duyarhidir ve 6 duyarlilik sabitidir. Burada ki d Tychonoff metrigidir.

Yani;

d(a,b)= Y.~ |a)-b(0) |

j=—00

burada a,b € 4%, m Anin eleman sayisit ve d ise bir metriktir.
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4.5.6. Tanim
(X, A, up) olasihik Oolglim uzayr 7: X - X olsun. VEe€ A4 igin

H(E)= (T (E)) ise T lgiimii koruyan doniisiimdiir. Bununla birlikte

T ergodiktir ancak ve ancak

VEeF icin E=T"(E)= u(E)=0 veya u(E)=1

dir. Burada T yi f(x_,,..x5,..X,) = Zai.xi (modm) seklinde ki bir yerel kural

tarafindan tiretilen bir doniisiim olarak alirsak;
T ergodik < T topolojik gecisken < gcd(m, a_,,..., a,,...,a,)=1 denklikleri

elde edilir. Bu konu ile ilgili sonuglar i¢in Cattaneo ve ark., (2000) na bakiniz.

4.5.2. Teorem

7L —>17g toplamsal yerel kural olmak lizere;

f (xl,xz,x3,...,xs):zli.xi(modm) yerel kurali Ortendir ancak ve ancak

i=1

ged(m, A,,...4, ) =1 dir (Cattaneo ve ark., 2000).

4.5.7. Tammm (Devaney’in kaotiklik tanimi)
X metrik uzay, f: X — X siirekli doniisiim olmak {lizere f ye X lizerinde

kaotiktir denir. Eger;
1) f topolojik gecgiskendir.
2) f nin periyodik noktalar1 X i¢inde yogundur.

3) f duyarhdir.
4.5.1. Onerme

f:1 — I stirekli doniisiimii icin A(f) >0 ise f kaotiktir
(Block. L. S., Coppel., W. A., 1992).
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4.5.8. Tamim

I kapali ve smirl,/cl veC’(I,]) kiimesi f:1—1 olan siirekli

fonksiyonlarin kiimesini gostermek {iizere; f eC°(I,1)ve h(f), f nin topolojik

entropisini gostermek iizere; 4 (f) >0 ise f ye kuvvetli kaotik fonksiyon denir.

4.5.2. Uyan
Bir doniisiimiin kaotik olmasi bu fonksiyonun ¢ok karmasik ve beklenmedik

davranmasinin gostergesidir.

4.5.3. Uyan
Knudsen, (1994) in kaotiklik tanimina gore ayrik zamanli dinamik sistemin
kaotik olmas1 i¢in yogun periyodik orbite sahip olmali ve baslangi¢ sartlarina duyarh
olmas1 gerekir. Bu tanima gdre sistemin topolojik gegisken olmasi gerekmez. Ancak
Devaney, (1989)’in tanimina gore bir boyutlu bir yarigcapli CA nin kaotik olmasi i¢in
ayrica topolojik gecisken olmasi gerekir. Paola ve ark., (1992) ve Favati ve ark.,

(1997) de gosterildi ki p bir asal say1 olmak tlizere Z  halkasi tizerinde tanimlanan

toplamsal yerel kural (sabit yerel kural olmayan) tarafindan iiretilen toplamsal CA
hem yogun periyodik orbite sahip ve ayni zamanda f rightmost (leftmost) permiitatif
ise f geciskendir. Bdylece eger f gecgisken ve yogun periyodik orbite sahipse bu
takdirde Devaney, (1989)’in kaotiklik tanimina gore kaotiktir.

Asagidaki Lemma periyodik orbitlerin insasini agiklamak i¢in verilmistir.

4.5.1. Lemma (Hedlund, 1970)
Z, =10,12,.,m-1}, beZ, lizerinde tamml 1 uzunluklu
sonlu konfigiirasyon olsun. N(n) ise, n uzunluklu konfigiirasyonlarin sayisini

gostersin (Bu konfigiirasyonlarin hepsi b yi icermektedir). O halde
lim &nn) =1 dir.

n—»0 m
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4.5.4. Ornek
Z,={0,1} olarak almsin. m=2 ve b=1 olsun. N(3) 3 uzunluklu
konfigiirasyonlarin sayisi1 olmak iizere 000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111 den
dolay1 N(3)=7 olur. O halde N(n)=2" -1 elde edilir. Yukaridaki lemmaya gére

lim M:Iim 2—1_1=1—limi=1—0=1

n—wo n—w 2 n—n Q"
olacaktir. Simdi bir yerel kuralin kaotikligini incelerken sik sik kullanacagimiz bir

teoremi verelim.

4.5.3. Teorem

p bir asal say1 olmak iizere; [, Z , = {0,1,2,..., p—1} iizerinde taniml1 sabit

olmayan herhangi bir yerel kural olsun. O halde bu yerel kural tarafindan iiretilen CA

yogun periyodik noktalara sahiptir (Favati ve ark., 1997).

4.5.4. Teorem

f X = X topolojik gec¢isken ve periyodik noktalar1 tanimlanan kiime

icinde yogun ise bu durumda f duyarhdir (Banks ve ark., 1992).

4.5.9. Tamim
T: X — X, S:Y—Y iki doniisiim olsun. Eger ¢: X—Y ve ¢ = So esitligini
saglayan ¢ homeomorfizmasi varsa 7' ye S nin topolojik eslenigi denir. Simdi

Devaney, (1989) de soru olarak birakilan agsagidaki 6nermeyi ispatlayalim.

4.5.2. Onerme
Q.(x)=x"+c ve f (X)) = px.(1-x) iki doniigtim olsun. Eger c<% ve u>1

ise O donlsimi f, donisimine #(x)=a.x+/ homeomorfizmasi altinda

topolojik esleniktir.
Coziim:
f(x0): X > X
hi  dn
0.(x): Y>Y
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olmak tizere f, ve O, doniisiimlerinin birbirinin topolojik eslenik olmalari igin C<Z

iken g >1 olmasidir. Simdi bunun dogrulugunu gosterelim.
1,00 = px(1-x)
0.(x)=x" +c igin h.f,=0.h
saglanmalidir.
h(x) = a.x+ icin simdi p, ¢, a ve B sabitleri hakkinda fikir edinmeye c¢alisalim.
h(f, (X)) = a(ux.(-x))+ B
O.(h(x))=(x" +c)o(ax+B)=(ax+p) +c

Bu ifadeler acilirsa;
h(f,(x))=a.ux— a.ux’+p
O.(h(x))=(ax+pB) +c=a’ X’ +2.a.Bx+ > +c
olacaktir. A.f, = Q..h esitlii var oldugundan;
aux—oux’+p=a’x+2apx+p +c

esitligini kullanarak aradigimiz degerleri bulabiliriz.

a.ux=2.a.fp.x
—a.ux’=a’x

=5 +c
den ;

au=2.apfdana=0veyau=2.0 (1)
—a.pu=0a" den a=0veya u=-a
B=p +cdenc=pB-5
c< i ise u >1 olacakti. (Yukarida ki ifadelerde a =0 sart1 saglar fakat bu durumda

h homeomorfizma olmaz) O halde
c=p-B <
4

,6’—,[)’2—%<0
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1 1
‘+—=pB>0ve(f—-=)>0
B 4 p V24 2)
elde edildi. Buradan S >% oldugu asikardir. x=2.f oldugundan

u=20> 2.% =1 olacaktir. Bu durumda ¢ <% ve 4>1 sartim1  saglayan

()= px.(1-x) ve O.(x) = x*+c doniisiimleri s =a.x+ /£ homeomorfizmasi

altinda topolojik esleniktirler. Birisinin tagidig1 topolojik 6zellikleri digeride tasir.

Fakat metrik 6zellikleri tagimayabilir.

4.5.4. Uyan
f
—~—
X —»> X
dh I h
i
Y —> Y

f kaotik olsun. X ve Y metrik uzay 4 bir homeomorfizma olsun. file g

birbirine topolojik eslenik olmak iizere acaba esleniklik kavrami altinda kaotiklik
korunur mu? Yani g kaotik olmak zorunda mudir? Gegiskenlik ve periyodik
noktalarin yogunlugu kavrami topolojik kavramlardir. Duyarlilik metrik ile ilgili bir
kavramdir. Duyarhilik 6zelligi topolojik esleniklik kavrami altinda korunmaz. Simdi
bu durumu aciklayan bir 6rnek verelim. Asagidaki 6rnek J.Banks ve ark., (1992) de

verilmisti. Bu 6rnegi ayrintili olarak acikladik.

4.5.5. Ornek
X =(1,0) cl] de standart metrik x,ye X i¢in d(x,y)=|x—y| seklinde
tanimlanmis olsun. Y =[] " olsun. f(x)=2xve Ah(x)=logxolmak iizere dncelikle
£ ile topolojik eslenik olan g fonksiyonunu bulalim. Yani;
! !
- =
X - X (1,w) — (1,)

dh $h icin; VA dh

~ 4
Yy - v RN

h(x) =logx ve f(x)=2x biliniyor simdi g (x) fonksiyonu bulunsun
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hf = gh esitligi saglanmalidir. O halde;

hf =log2x=gh

log2x = g(log x)

log2x =1log2+logx = g(logx)

g(x)=x+log2
seklinde bir fonksiyondur. Simdi f nin duyarli oldugu gosterilsin. x,y € X =(1,0)
ve d(x,y)=|x—y| idi. Eger f'yi f(x)=2x olarak almirsa f yi x i¢in Gteleme
yapildiginda f"(x)=2"x olur ve y igin 6teleme yapildiginda f"(y)=2"y seklinde
elde edilir. |x—y<¢ igin

d(f" (), "M =2"x2"y)=2" |x-y[>6

seklinde oldugundan [ duyarhdir. Simdi g incelenirse. g yi g(x)=x+log2 olarak
secildiginde bu fonksiyonun x i¢in n. dtelemesi g”(x) = x+n.log2 = x+log 2" olarak
bulunur ve ayni1 islem y i¢in yapilirsa; g”(y)=y+n.log2 =y +log?2" olarak bulunur.
|x—y|<e¢ igin
d(f"(x), ["(y)) = (x+log2", y +log2")
= y+log2" —x—log2" |
=Hy-xEx-yl<e

seklinde oldugundan g duyarli degildir.

4.5.6. Ornek

a b ¢ d e

A={a, b, c, d, e} olsun. f(x):(b ;
c e a

j seklinde alinsin.

P(f)={xe A;3n >0 vardir dyleki /" (x) = x} f nin periyodunu bulmak i¢in
oncelikle x = a olsun.

fla)=b

f(f@)=r1b)=c

FUF(f(@))=flc)=d

JFUUF @) =f(d)=e

f@)=f(e)=a

69



4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Feride ALTINGOZ

oldugundan f nin periyodu 5 dir. P(f)=1{b, c, d, e, a}oldu.

P(f)=1{b,c,d, e, at=1{a, b, c,d, e}=4

oldu. Yani f nin periyodik noktalarinin kiimesi A i¢inde yogundur.

4.5.7. Ornek

1 23 45 6

A={1,2,3,4,5, 6} olsun. =
{ }uf(x)(234561

j seklinde alinsin.

P(f)={xe A;3n >0 vardir dyleki /" (x) = x} idi. /' nin periyodunu bulmak i¢in
oncelikle x =1 alinsin;

f=2

UMY =r(2)=3

JFUUMN=r3)=4

SUULGM)=fA)=>5

f )=1(5)=6

M= r1(6)=1
oldugundan f nin periyodu 6 dir. P(f)=11, 2, 3, 4, 5, 6} oldu.

P(f):{19293949596}:{17273343536}:14

oldu. Yani f nin periyodik noktalarinin kiimesi A i¢inde yogundur.

Asagida ki onerme elde ettigimiz temel sonuglardan biridir.
4.5.3. Onerme

h:R— R ve h(x)=ax, |a|>1 seklindeki tiim fonksiyonlar duyarhdir.

Ispat:
h(x)=ax olarak alalim. Bu fonksiyonun n. Otelemesi
h'(x)=a"x,h"(y)=a"y dir. Buradan da kolayca goriiliir ki |x—y|< & iken
d(h"(x),h"(y)) =l a"x,a"y = a" || x=y|> o

olacaktir. 4 duyarlidir. Ancak eger a sabitini —1 < a <1 olarak alirsak bu
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durumda A(x)=ax fonksiyonunun duyarli olmadigi agiktir. Simdi bu Onermeyi

aciklayan bir 6rnek verelim.

4.5.8. Ornek

h:R—>R ve h(x)=>5x olsun. /& nin duyarliligim1 aciklamak i¢in oncelikle
fonksiyonun otelemelerini bulmaliyiz. A" (x)=5"x,h"(y)=5"y seklinde olacaktir.
Buradan goriilir ki |x—ylke iken d(h"(x),h"(y))=5"x,5"yHS5" ||x—y[>o

olacaktir. Bu ise duyarlilik i¢in yeterlidir.

4.5.4. Onerme

p asal, f:Z2' > Z olmak iizere f(x_,, ..., x,)= Y A.x,(modp) yerel

i=—r

kuralii¢in; Vi=-r, -(r-1), ..., j-1, j+1, .., r igin 4, =0 fakat /1j #0

seklinde ise bu yerel kural tarafindan iretilen terslenebilen T, doniistimi

—r,r]

kaotiktir ve terside kaotiktir.

Buradan goriiliir ki yukarida verilen sonucun sartlarindan dolay1

obeb(4,;, p) =1 dir. Boylece J.Banks ve ark., (1992) dolayr kaotikligin ilk iki sarti

saglanmaktadir. Diger li¢lincii sartta bu iki sarttan dolay1 saglanacagi acgiktir. Bdylece
yukarida verilen sonucta ki CA kaotiktir. Ayrica agik¢a goriiliiyor ki verilen CA nin
topolojik entropisi pozitiftir. Bu yiizden higbir 6zellige bakmadan da kaotiktir
diyebiliriz.
4.5.5. Onerme
p asal, [:Z2" > Z  olmakiizere f(x_,, .., x,)= Y A.x,(mod p) yerel

i=—r

kuralii¢in; V i=-r, -(r-1), ..., j-1,j+1, ..., r i¢in 4, =0 fakat A, # 0 olsun bu

yerel kural tarafindan tiretilen 7, , doniistimii kuvvetli kaotiktir.
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Ayrica yukarida ki 6nermeyi saglayan yerel kural tarafindan iiretilen CA nin
n.otelemeside kaotiktir. Ciinkii yine pozitif entropiye sahiptir. Dolayisiyla pozitif

entropiye sahip oldugu icin kuvvetli kaotiktir denilebilir.

4.5.9. Ornek
f:Z; —1Z, seklinde tammlansin. f(x_,,x ,,X ,X,,%,%,,X;)=4x,(mod7)
yerel kurali tarafindan iiretilen 7, 5, doniisimiintin kaotikligini inceleyelim.
Coziim:
f(x,x,,x;)=4x;(mod7) yerel kurali i¢in; {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} nin
elemanlarinin yardimiyla yerel kuralin permiitatif oldugu aciktir. Ciinkii obeb(4,7)=1

dir. Verilen yerel kural x,de permiitatif oldugu i¢in bu yerel kural rightmost

permiitatiftir. Favati ve ark., (1997) de rightmost veya leftmost permiitatif olan bir

yerel kural tarafindan elde edilen 7, , , nin topolojik ge¢isken oldugu gosterilmistir.

O halde yukarida verilen yerel kuralda topolojik geciskendir. Simdi bu yerel kuralin
formal kuvvet serisini olusturarak tersi bulunsun ve terside ayni sekilde topolojik
gecisken mi incelensin.

f(x,,x,,x;) =4x,(mod 7) nin formal kuvvet serisi;

F(X)=4Xx"
seklindedir. Bu durumda formal kuvvet serisinin tersi olan sert;

G(X)=2X"
olacaktir. Clinkii
F(X).G(X)=4X2X>=8X""(mod7)
=1(mod7)
G(X)in yerel kurali ise;
g(x ;,x ,,x,)=2x ;(mod7)

dir.Simdi  f(x,,x,,x;) =4x,;(mod7) nin tersi olan g(x_;,x ,,x ) =2x_,(mod7)
tarafindan Uretilen 7, , ,, incelenirse, bu yerel kural da leftmost permiitatiftir.
Goriildi ki g(x_5,x ,,x ) =2x_5(mod7) yerel kuralida leftmost permiitatif oldugu

icin topolojik gegiskendir. Boylece f ve g yerel kurallar1 tarafindan iiretilen CA lar
topolojik gecisken ayrica Favati ve ark., (1997)’dan dolayr bu iki CA yogun
periyodik noktalara sahiptir. Dolayisiyla bu iki 6zellik saglandigir i¢in 4.5.4.
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teoremine gore duyarlilik sartlarin1 da saglarlar. Bundan dolay1 her iki CA kaotiktir.
Yukarida 6zel bir durum i¢in elde ettigimiz sonu¢ daha genel terslenebilen CA lar
icin sOylenebilir mi? Hatta bu sonuglar ¢ok boyutlu CA lar i¢in agik problemler

ortaya ¢ikmaktadir.

4.5.10. Ornek
[ — Z,, seklinde tanimlansin. f(x_,,x_,X,,%,,X,) = 7x,(mod11)

yerel kurali tarafindan tretilen 7', , ,, doniistimiintin kaotikligini inceleyelim.

Coziim:
f(x,,x,%y,%,,%,)=Tx,(mod11) yerel kurali icin;
{0, 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}Z nin elemanlarinin yardimiyla yerel kuralin permiitatif
oldugu aciktir. Verilen yerel kural x,de permiitatif oldugu icin bu yerel kurala
rightmost permiitatif denilebilir. Favati va ark., (1997) de rightmost veya leftmost

permiitatif olan bir yerel kural tarafindan elde edilen T, ,, nin topolojik gecisken

oldugu gosterilmistir. O halde yukarida verilen yerel kuralda topolojik ge¢iskendir.
Simdi bu yerel kuralin formal kuvvet serisini olusturup tersi bulunsun ve terside ayni
sekilde gecisken mi incelensin.

Sf(x,,x ,%y,%,,X,) =7x,(mod11)
nin formal kuvvet serisi;

F(X)=7X" seklindedir. Bu durumda G(X)=8X"" olacaktir. Ciinkii

F(X).G(X)=7X’8X"=56X"(mod11)
=1(mod11)
G(X)in yerel kural1 ise

g(x_,,x,%y,%,,%x,) =8x_,(modl1) dir. Simdi f(x,,x ,,%,,x,x,)="7x, (mod 11)
nin tersi olan g(x,,x,,x,,x,x,) =8x ,(modll) tarafindan diretilen T, ,, yi

incelensin. Bu yerel kuralinda leftmost permiitatif oldugu aciktir. Goriildi ki

g(x ,,x ,x,,%,,%,) =8x_,(mod11) yerel kuralida leftmost permiitatif oldugu i¢in

topolojik geciskendir.
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4.5.11. Ornek
f:03, =0, seklinde tanimlansin. f(x_,,x_,,%,,%,X,)=22x_,(mod23)

yerel kurali tarafindan tiretilen T ,,, doniisiimiiniin kaotikligini inceleyelim.

Coziim:

S(x,,x ,X,,%,%)=22x ,(mod23) yerel kurali i¢in {0,1,2, .,22}%  nin
elemanlarimin  yardimiyla yerel kuralin permiitatif oldugu agiktir. Ciinki
obeb(22,23)=1 dir. Verilen yerel kural x ,de permiitatif oldugu i¢in bu yerel kurala
rightmost permiitatif denilebilir. Favati ve ark., (1997) de rightmost veya leftmost

permiitatif olan bir yerel kural tarafindan elde edilen T, ,, nin topolojik gecisken

oldugu gosterilmistir. O halde yukarida verilen yerel kuralda topolojik geciskendir.
Simdi bu yerel kuralin formal kuvvet serisini olusturup tersini bulalim ve terside ayn1
sekilde gegisken mi inceleyelim.
f(x,, % ,%,,%,%,) =22x_,(mod 23) nin formal kuvvet serisi; F(X)=22X"
seklindedir. Bu durumda bu formal kuvvet serisinin tersi G(X)=22X"
olacaktir. Clinkii

F(X).G(X)=22X"22X" =484X *?(mod 23) = I(mod 23)
elde ediliyor. G(X)in yerel kurali ise; g(x ,,x ,x,,x,,x,) = 22x,(mod 23)
dir. Simdi f(x,,x_,x,,X,,%,) =22x ,(mod23) nin tersi olan
g(x 5, x x5, %, %,) =22x,(mod23)  tarafindan fretilen 7, ,,nin kaotikligini
inceleyelim. Bu  yerel kural rightmost permiitatiftir. ~ Gorildi ki
g(x,,x ,x,,%,,%,) =22x,(mod 23) yerel kurali leftmost permiitatif oldugu igin
topolojik geciskendir. Boylece f've g yerel kurallar tarafindan tiretilen CA topolojik
gecisken ayrica Favati ve ark., (1997) dan dolay1 bu iki CA, toplamsal yerel kural
tarafindan tretildiklerinden dolay1 yogun periyodik noktalara sahiptir. Dolayisiyla

bu iki 6zellik saglandigindan 4.5.4 Teoremine gore duyarlilik sartlarini da saglarlar.

Bundan dolay1 her iki yerel kural tarafindan iiretilen CA kaotiktir.
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4.5.12. Ornek
f:Z;, > Z,, seklinde tammlansm. f(x_,,x_,x,,X,X,)=5x,(mod17) yerel
kurali tarafindan tretilen 7, ,, doniigimiiniin ve bu doniisiimiin tersinin kaotikligini

inceleyelim.

Coziim:
f(x5,% ,X,%,%,) =5x,(mod17) yerel kurali {0, 1, 2, ..,16}* nin
elemanlarimin  yardimiyla yerel kuralin permiitatif oldugu agiktir. Cilinki

obeb(5,17)=1 dir. Yerel kural x,de permiitatif oldugu i¢in bu yerel kurala rightmost

permiitatif denilebilir. Favati ve ark., (1997) de rightmost veya leftmost permiitatif

olan bir yerel kural tarafindan elde edilen 7, ., nin topolojik gegisken oldugu

gosterilmistir. O halde yukarida verilen yerel kuralda topolojik gegiskendir. Simdi bu

yerel kuralin formal kuvvet serisini olusturup tersini bulalim ve terside ayn1 sekilde

gecisken mi inceleyelim. f(x,,x ,,x,,X,,X,)=5x,(mod17) nin formal kuvvet serisi;
F(X)=5X"

seklindedir. Bu durumda bu formal kuvvet serisinin tersi;

G(X)=7X"
olacaktir. Clinkii

F(X).G(X)=5X>7X"7=35X""(mod17)
=1(mod17)
elde ediliyor. G(.X)in yerel kurali ise; g(x_,,x ,,x,,X,,X,)="7x_,(mod17)

dir. /° yerel kurali rightmost permiitatiftir. Simdi f(x ,,x ,,x,,x,,x,) =5x,(mod17)
nin tersi olan g(x,,x ,x,,x,x,)=7x,(modl7) tarafindan {iretilen 7, ,, nin

kaotikligini inceleyelim. Bu yerel kural da leftmost permiitatiftir. Gorildi ki
g(x,,x ,x,,%,%,)=Tx,(mod17) yerel kurali leftmost permiitatif oldugu igin
topolojik geciskendir. Boylece f ve g yerel kurallar1 tarafindan {iretilen
Ty, ve T, ,, topolojik gecisken ayrica Favati ve ark., (1997) de bahsedildigi gibi
toplamsal yerel kural tarafindan dretilen CA’lar yogun periyodik noktalara

sahiptirler. Bu durumda bu iki CA toplamsal yerel kural tarafindan tretildiklerinden

dolay1 yogun periyodik noktalara sahiptir. Dolayisiyla bu iki 6zellik saglandigindan
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4.5.4. nolu Teoreme gore duyarlilik sartlarim1 da saglarlar. Bundan dolay1 her iki

yerel kural tarafindan iiretilen CA’lar kaotiktirler.
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5. SONUCLAR ve ONERILER

5.1. Sonuclar

Dinamik Sistemler ve Kaos teorisi dogrusal olmayan karmasik sistemlerde
yapilan kiigiik degisimlerin ileriki zamanlarda biiyiik degisikliklere yol agabilecegini
aciklamaya calisan bir teoridir. Simdiki durumdan yola ¢ikarak az bir siire sonra
neler olabilecegini tahmin edebiliriz. Fakat uzak gelecege ait tahminler yiirtitmek
oldukca zordur. Kaos teorisi bu konuyu incelemektedir. Edward N. Lorenz isimli
bilim adami kaos teorisi i¢in 6dnemli ve durumu net sekilde acgiklayan bir 6rnek
vermistir. Bu 6rnege gére Amazon ormanlarinda bir kelebegin kanat ¢irpisi ile ortaya
¢ikan riizgar, Avrupa’da biiylik bir firtinaya sebep olabilir. Bu teori; fizik, biyoloji,
meteoroloji, iktisat gibi alanlarda arastirilmaktadir. Bu yiizden kaos ile ilgili
arastirma yapildigi zaman kelebek etkisi sik¢a karsilasilan kavramlardan biridir.
Kaotik davranig aslinda Ongoriilemeyen bir davranig seklidir. Bir doniigiimiin
kaotikligi denildigi zaman o doniisiimiin hareketlerini dnceden kestirebiliyor muyuz
sorusunun cevabini bulmamiz gerekir. Entropi de bu teorinin bir pargasidir. Entropi
bir sistemin diizensizligini ve karmasikligin1 dlgmeye c¢alisir. Entropi aslinda bir ¢cok
bilim dalinda kullanilan her birinde farkli anlamlara gelen bir kavramdir. Ozellikle
Fizik, Kimya, Enformasyon teorisi v.b. bir¢ok alanda entropi farkli yonleriyle
incelenmistir. Bilindigi iizere entropi kavramimin pek ¢ok cesidi vardir. Ornegin
Ol¢iim entropi, topolojik entropi, rule entropi ve yonlii entropi v.b. Bu tezde
entropide Oonemli bir yeri olan bir boyutlu CA’larin kaotikligi incelenmis ve
entropinin bir ¢esidi olan topolojik entropi kavramu ile kaotiklik kavrami arasinda bir

baglant1 kurulmaya caligilmistir.

77



5. SONUCLAR ve ONERILER Feride ALTINGOZ

5.2. Oneriler

Bu ¢alismada bir boyutlu CA’nin kaotikligi ve entropi degeri
incelenmektedir. Bir CA’nin kaotik olmasi i¢in ilgili yerel kuralin katsayilari nasil
olmalidir ve terslenebilen CA’lar hangi durumda kaotiktir bu detaylar incelenerek bir
takim sonuglar elde edilmeye calisilmaktadir. Ayrica CA’nin topolojik entropi degeri
ve sistemin kaotikligi arasindaki iligki incelenmektedir. Baz1 yazarlar tarafindan
incelenmis olan Elementer CA’ya karsilik gelen bir dogal say1 bulunmustu. Bu
calismada bu dogal say1y1 daha genel durumlar i¢in yeniden yapilandirilmaktadir.

Kendiside, terside kaotik olan bir CA bulunmaktadir. Bununla birlikte tezde bir Z

halkast tizerinde tanimlanan bir boyutlu toplamsal CA’lar goz oniine alinmaktadir.
Inanilir ki toplamsal olmayan keyfi boyutlu CA’larin yukarida zikredilen 6zellikleri
incelenebilir. Bununla birlikte Z,  disinda ki diger sonlu halkalar i¢in benzer
inceleme ve hesaplamalar yapilabilecegine inanilmaktadir Boylece bu problemler

acik problem olarak kalmaktadir.
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OZET

Tezimiz dort boliimden olusmaktadir.

Ik béliimiinde, ihtiyag duyulan gerekli tanim ve teoremler detaya girilmeden
verilmektedir.

Ikinci béliimde ise ayrisim kavrami ve bir dinamik sistemin iki cesit entropisi
(topolojik ve dl¢lim entropi) incelenmektedir.

Ucgiincii boliimde materyal ve yontemler agiklanmaktadir.

Son boliimde ise Devaney’in kaos tanimina gore kaotiklik daha detayl1 olarak
aciklanmaktadir. Toplamsal bir-boyutlu CA’nin kaotik davranisi incelenmektedir.
Ozellikle Devaney’in kaos tammia goére kaotikligin sartlart dikkatli bir bigimde
incelenmektedir. Devaney’in  kitabinda (1989) wverilen bazi  problemler
¢oziilmektedir. lyi bilinir ki eger gecis doniisiimii T, baslangi¢ sartlarina duyarl,
topolojik gegisken ve X lizerinde yogun periyodik orbitlere sahip ise (X,7,,,)
dinamik sistemi Devaney’in kaos tanimina gore kaotiktir. Favati ve ark., (1997)

ispatladilar ki herhangi f lokal kurali rightmost (leftmost) permiitatif ise o zaman

T

"0 gesiskendir ve onlar ayni zamanda gosterdiler ki eger p asal say1 olmak iizere

Jo Z,lzerinde tanimlanmus herhangi bir toplamsal yerel kural ise o zaman

T

" Yogun periyodik orbitlere sahiptir. Banks ve ark., (1992) ispatladilar ki eger

herhangi bir 7 doniistimii yogun periyodik orbitlere sahip ve o topolojik gecisken ise
0 zaman bu doniisiim baslangi¢ sartlarina duyarlidir. Boylece (Banks ve ark., 1992)
ve (Favati ve ark., 1997) de elde edilen sonuclar toplamsal bir-boyutlu CA’nin kaotik

oldugunu ispatlamak icin kullanilmaktadir. Z, iizerinde Favati ve ark., (1997)
tarafindan bulunan n, dogal sayist Z, (p bir asal sayidir) cismine

genellestirilmektedir. Ayrica gosterilmektedir ki eger toplamsal bir-boyutlu CA

kaotik ise 0 zaman onun tersi ve n. 0telemesi de kaotiktir.
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SUMMARY

Our thesis contains four chapter.

In the first chapter necessary definitions and theorems that we need have been
given without going into details.

In the second chapter, the concept of partition and two kinds of entropy
(topological and measure theoretical entropy) of a dynamical system have been
investigated.

In the 3rd chapter the materials and methods have been explained.

In the last chapter, the chaoticity according to Devaney’s definition of chaos
has been explained more detailed. The chaotic behavior of additive one-dimensional
CA has been studied. Especially the conditions of chaotic according to Devaney’s
definition of chaos have been investigated carefully. Some problems given in
Devaney’s book (1989) have been solved. It is well known that a dynamical system

(X,T,,,) is chaotic according to Devaney’s definition of chaos if its transition map

Tf[lar]

is sensitive to initial conditions, topologically transitive, and has dense
periodic orbits on X . Favati et al. (1997) have proved that any local rule f is

rightmost (leftmost) permutative then 7, is transitive and they have also shown
that if f'is any additive local rule defined on Z , where p is a prime number, then

Tf[lar]

has dense periodic orbits. Banks et al. (1992) have proved that if any
transformation 7 has dense periodic orbits and it is topologically transitive, then it is
sensitive to the initial conditions. Thus, the results obtained in (Banks et al. 1992)
and (Favati et al., 1997) have been used to prove that an additive one-dimensional
CA is chaotic. Some additive one-dimensional CA that are chaotic have been

obtained. The natural number n, which obtained by Favati et al. (1997) over Z, is
generalized to the field Z ,, where p is a prime number. Furthermore, it is shown

that if an additive one-dimensional CA is chaotic, then its inverse and nth iteration of

this map are chaotic.
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