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1. GIRIS

Integral denklemleri ilk olarak J. Fourier (1768—1830) tarafindan ele almmustir.
f(x) ve g(x) fonksiyonlari belli sartlara sahip olmak sartiyla

900 == [ i) (0y
vE
1) == [ exp(img0oa

integral denklemleri Fourier transformasyonlar1 olarak bilinmektedir. g(Xx)
fonksiyonuna f(y) fonksiyonun ters Fourier transformasyonu denir. 18. yiizyillin
sonlarina dogru V. Volterra, integral denklemleri ile ilgili problemi ¢6zerken belli

integral operatdrlerin tersini bulma problemi i¢in ters Fourier transformasyon

ifadesini kullanilmistir.
F(x)zj(x—t)’“u(t)dt, 0<a<l
0

integral denklemi Abel (1823) denklemi olarak bilinmektedir. Burada, u(t)

bilinmeyen fakat F(X) ise bilinen bir fonksiyondur. Abel denkleminin ¢oziimii

ut)y=-=" sin(cm)%j(t —X)*"F(x)dx

0
formiilasyonu ile ifade edilir. Abel tarafindan ¢6ziilen Abel denkleminin tatmin edici
ispatt Schlomilch (1848) tarafindan yapilmistir. Daha fazla elemanter bilgi icin
Sirovich (1988) ve Spiegel (1965)’e bakiiz. 19. yiizyilda Abel’in integral
denklemleri {izerine olan ¢alismalarindan etkilenen matematikgilerin bazilari,
Rouché (1860), Sonine (1884) ve Bois-Reymond (1888). N. Sonine tarafindan elde
edilen Abel tipi integral denklemlerinin baz1 sonuclar1 Levi Civita (1895) tarafindan
genellestirilmistir. Goursat (1964), Abel tipi integral denklemlerinin ¢oziimii ile
ilgilenmekle beraber integralin tersi problemi ile de ugragmistir. Myller (1909),
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Fredholm integral denklemleri ile beraber mekanikte kullanilan Abel tipi integral
denklemleri ile ilgilenmistir. Abel’in ¢alismalarindan yiizyil sonra Tamarkin (1930)
ve Tonelli (1928) gibi iinli matematikciler Abel integral denklemlerini
caligsmislardir.

Volterra (1985) ile 1895 yill1 integral denklemler teorisi i¢in yeni bir baslangi¢
olmustur. Kendisinden Once c¢alisan matematikgilerin ¢ogundan farkli olarak
formiillerle integral denklemlerinin ¢6ziimiinii bulmakla beraber Volterra
denklemleri olarak bilinen integral denklemlerinin 6zel bir tipini bulmay1 amagladi.
Volterra integral terimi ilk olarak T. Lalecso, E. Picard’in danigsmanliginda tezini
yazarken ifade etmistir. Volterra daha genel integral denklemlerini calismistir.

Ornegin,
F(X)= j K (x,tu(t)dt
0
veya

F(X)=u(x) +I K(x,t)u(t)dt

burada, u(t) bilinmeyen fonksiyondur. Ayni zamanda, fonksiyonel analitige olan

bakis acis1 ve integral operatdrlerinin tersi ile ilgili varlik problemleri ile ugrasindan
dolay1 Volterra fonksiyonel analizin kurucularindan biri sayilir. Volterra ilk olarak
integral denkleminin kavrami ile ilgili fiziksel uygulamalariyla ilgilenmemistir.
Sonraki aktivitelerinde bunu baskin bir sekilde ele almistir. 1895 yilindaki
makalesinde integral denklemlerine 6nemli katki yapmustir.

Volterra’dan yarim yiizy1l 6nce Liouville (1837), y(0)=1 ve Y'(0)=0

kosullarina bagli olarak

y'(X)+(p* —a(x)y(x) =0

diferansiyel denklemine karsilik gelen Volterra denkleminin ikinci tipi olarak bilinen
y(X)— p’l(x)j a(t)sin p(x—t)y(t)dt = cos px

integral denklemini bulmug ve Abel’in ¢calismalarindan habersiz olarak

0

.[(s —x)"y(s)ds = f(x)

X
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singiiler integral denklemini ele almistir. Fakat ilginctir, bilim diinyasinda integral
denklemlerine bliyiik katki Volterra’ya verilmistir. Yukaridaki denklemin ¢oziimiinii

veren formiil
d 7 L
y(x)=-7" —I(s —-x) 2f(s)ds
dx

seklindedir (Corduneanu, 1991). Volterra’nin integral denklemlerine olan ilk meshur
katkisindan bes yil sonra Fredholm (1900), integral denklemlerle ilgili parametre

igeren yeni bir teori insa etti. Bu integral denklemi,
b
F (0 =y00+2[KOoDy(tydt

bicimindedir. Fredholm teorisi, esas olarak sonlu boyutlu lineer bir sistemin
¢oziilebilirliginin genislemesini temsil eder. Yani, lineer denklem sistemi
X+AAX=Db

seklindedir. Sonsuz boyutlu durum, lineer fonksiyonel analizin tesisinde en 6nemli
kaynaklarindan birisini teskil eder. Banach (1922)’de Banach uzaylarin1 ve Riesz-
Sz.-Nagy (1952)’de lineer uzaylarinda soyut operatdrler i¢cin Fredholm teorisini
gelistirdiler. Fredholm’un c¢aligmalarini takiben bu yiizyilda iinlii matematikgiler
Poincare (1909), Hilbert (1912), Picard (1906), Weyl (1909), Frechet (1912),
Heywood-Frechet (1912) ve Schmidt (1907) Fredholm teorisini oldukca
zenginlestirerek gelistirdiler. Diger bilim dallarina olan baglantilarina vurgu yaptilar.
Ozellikle, Hilbert ve Schmidt simetrik ¢ekirdege sahip olan integral denklemler
teorisini gelistirdiler. Bu baglamda, ortogonal (diklik) seriler hakkinda Onemli
sonuglar elde edildi. Fredholm teorisinin ortaya ¢ikistyla Volterra integral
denklemleri bu teorinin golgesinde kaldi. Ornegin, integral denklemleri iizerine
calisan matematik¢iler Volterra integral denkleminin sifir eigen degere sahip
oldugunu gorerek baslangigta Volterra integral denklemini ilging bulmadilar.
Sonradan Volterra, Volterra integral denkleminin diger bilim dallar1 ile olan iligkisini
arastirdi. Bu integral denkleminin mekanikteki uygulamalari Boltzmann (1874)’a
dayanir (Corduneanu, 1991). Ayrica, Volterra integral denklemleri populasyon
dinamiginde olduk¢a ©nemli uygulamalara sahiptir. Bu alanda, onemli kisiler
Volterra-d’ Ancona (1987), Webb (1977) ve Cushing (1976). Samuelson (1971),

Volterra integral denklemlerinin ekonomi teorisindeki uygulamalarini yapti. Abstrakt



1. GiRiS Songiil KANAR

(soyut) Volterra integral denklemleri sirasiyla ilk olarak Tonelli (1928), Graffi
(1931), Cinquini (1933) ve Tychonoff (1938) tarafindan calisilmistir. Ayrica,
Tychonoff abstract Volterra integral denklemlerini matematiksel fizigin cesitli
uygulamalarina vurgu yapmakla beraber bu teoriyi gelistirerek daha modern bir
yaklagim getirmistir.

Carleman (1923) ve Von Neumann (1935) integral operatorlerine katkida
bulunmuslardir. Ozellikle, Carleman sinirsiz lineer integral operatdrleri iizerine olan
katkilar1 ile bilinmektedir. Sinirsiz lineer integral operatdrler teorisi hala gelisime
gereksinim duymaktadir. Korotkov (1983), Carleman’in smirsiz lineer integral
operatorleri lizerine olan ¢alismalariyla beraber bu konuda bir monograf yazmustir.
Integral operatdrlerinin spektral teorisi gelecek vaat eden diger énemli konulardan
biridir. Bu konuda, Pietsch (1980) ve Elstner-Pietsch (1987) kayda deger katkilariyla
bilinirler.

1940’larda integral denklemler teorisinde tatmin edici bir gelisme olmadi.
Dolph (1949)’da nonlineer teorisinde Hammerstein denklemlerine ¢ok &nemli bir
katkida bulundu. Denklemin nonlineerligi ile lineer integral operatdriin spektrumu
arasindaki etkilesimi basit bir durumla aydinlatti. Diger 6nemli bir katki ise Akhiezer
(1947)’1n Carleman operatorler teorisi lizerine olan ¢alismasidir.

1950’lerde Sato (1935), nonlineer Volterra denklemlerinin qualitative
(niteliksel) teorisi ile ilgilendi. Krasnoselskii (1964), bu konuda bir kitap yayinladi.
M. G. Krein ve I. C. Gohberg yar1 eksen, tiim reel eksen iizerinde konvulasyon tipi
denklemler iizerine arastirmalar yapmislardir. Corduneanu (1973), Gohberg-
Feldmann (1974), Gohberg-Kaashoek (1986) ve Popov (1973)’un feedback
sistemleri lizerine olan ¢alismalarina bakiniz.

Nohel-Shea (1976)’da ¢oziimlerin asimptotik hareketleri ve stabilite ile ilgili
kriterin tanim kiimesi iizerine ¢aligmalar yayinladi.

Fredholm’un integral denklemleri iizerine yaptig1 arastirmalar1 takiben 1960
yillindan itibaren bu teoriye olan ilginin ulastifi seviyeyi tahmin etmek oldukca
giictiir. Amerika, Sovyet Rusya (Rusya), Italya, Hindistan, Japonya, Finlandiya,
Romanya, Polonya, Israil ve diger iilkelerde arastirma yapan bircok okul integral

denklemler teorisi ile ilgili ¢gesitli problemlerin arastirilmasina yonelmislerdir.
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Integral denklemleri ve ¢dziim yontemlerine c¢alismanizdaki amag integral
denklemler teorisinin matematigin bir¢ok alaniyla yakin bir baglantisinin olmasidir.
Bunlarin baginda, diferansiyel denklemler ve operatorler teorisi gelmektedir. Bayagi
ve kismi diferansiyel denklemler alanindaki bircok problem tekrar integral
denklemleri ile ele alinabilir. Diferansiyel denklemlerde varlik-teklik ile ilgili bircok
sonug integral denklemlere tekabiil eden sonuglara karsilik elde edilmektedir. Yine,
matematiksel fizigin bircok problemi integral denklemleri ile ifade edilmektedir. Bu
tiir uygulamalarin bir listesini yapmak hemen hemen imkansiz olacaktir. Uygulamali
matematik ve matematiksel fizik alaninda integral denklemlerinin hemen hemen her
alanda rol oynadigin1 sdylemek olasidir. Ayrica, integral denklemlerini analiz etmek
diferansiyel denklemleri analiz etmek demektir. Ciinkii her diferansiyel denklem
integral denkleme doniistiiriiliir. Dolayisiyla, ¢ok zor olan diferansiyel denklemler
integral denklemlere déniistiiriilerek daha basit bir sekilde ¢oziilebilir. Integral
denklemler konusu lineer cebirin bir genislemesi ve modern fonksiyonel analizin bir

baslangici olarak diisiiniilebilir.
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2. ONCEKI CALISMALAR
2.1. Elemanter Varhk Teoremleri-I

Teorem 2.1.1:
d(xX)=f(x) +j K(x,t)g(t)dt (2.1)

integral denklemi Volterra integral denkleminin ikinci tipidir. Burada f(X)
fonksiyonu [a, b] kapali araliginda, K(x,t) ¢ekirdegi ise [a, b]x[a, b] kapal
araliginda siireklidir. Burada, a ve b sinirli reel sayilardir.

% () = T(X)

) n=0,1,2,...
#1000 =, 00+ [ K(x, g (tydt

(2.2)
seklinde bir {¢, (x)} dizisi tanimlansin. Bu halde, her {¢,(X)} dizisi [a, b]aralig1

tizerinde siirekli ve {¢,(X)} dizisi [a, b] aralig1 {izerinde @(X)e diizgiin siirekli
olarak yakinsar. Bu ¢(Xx) fonksiyonu, ¢(X)= f(X)+ .[ K(x;t)g(t)dt integral

denklemini saglar. Ayni zamanda, ¢(X) verilen integral denklemini saglayan siirekli
tek ¢oziimdiir.

Ispat: Ispati adim adim yapalim. Siireklilik: ¢ (X)in siirekli oldugunu tiimevarimla

gosterelim.
¢, (X)=¢,() + j K(x,D)g, ,(Hdt, n=12,..

¢, (X)in stirekli oldugu aciktir. ¢, ,(X)in [a,b] kapali aralig1 tizerinde siirekli
oldugunu kabul edelim. Kapali aralik iizerinde siirekli fonksiyonlar sinirh

olacagindan, |¢,_,| <M

olacak sekilde M, , > Osayis1 vardir. Benzer diisiinceyle,

n-1

[ F (0| =[d,(0|<M ve [K(xb|<K,
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$,00)=,06) = F0) = F00) + [ K(x, 0, , (Ddt - [ K(x,, g, , (Dt
X, > X, olsun,

|4,(%) =&, (%,)| <[ F(x)— f(x2)|+f|K(xl,t)¢n71(t)|dt+_f|K(xl,t)— K(x,,t)||¢., (t)|dt.
f ve K kapali aralikta stirekli oldulzlarmdan diizgiin sﬁrlklidirler. Verilen € >0a
karsilik &(¢) sayist vardir. Oyle ki,
|, —x,|<8(e), [f(x)—f(x)|<e,

|K(x, 1) —K(x,,t)| <€, [T (x)—f(x)|<5(e).

Bu halde,

4,00 -,00)] < &+ [[K (0|4, , ©]dt+ [ K (0,0~ K 06,04, , O]t

<e+KIM ||, = x|+eM (X, —a) <e+K|M _|[x,—x|+eM  (b-a).
|4,(X)—4,(x,)| arasindaki farki istedigimiz yeterlilikte kiigiik yapabiliriz. Bu ise
|X1 —X2| arasindaki farki kiigiiltiilerek yapilir. Yani, (2.2) ile teskil edilen ardisik

yaklagiklar stireklidir.
Yakinsaklik:

X—a
4,00, 0] <k -2 23)
Bunun dogrulugu tiimevarim ile gdsterilecektir.

(X) =y (X)| = <KM |x—a|

n=1 igin,

I.K(x,t)¢(t)dt

dogrudur. n icin dogru oldugunu kabul ederek, n+1 i¢cin dogru oldugunu

gosterelim.

14,004, (0| <K" M(X )"

4,100 —4,00] = 4,00+ [ K(x, 1), (0t =, (0 — [ K(x,1)g,, (Dt
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= IK(X,t)(¢n(T)—¢n1(t)dt < KMan(t—n_?f‘dt

n+l

n+l X _
_M [t-aydt= Mk X8
nl < (n+1)!

Dolayisiyla, (2.3) ile teskil edilen iist sinir dogrudur. Diizgiin Yakinsaklik:
6(X) =@+ (b =4)+ (=) +..+ (4, = 4,,)
ifadesinden yukarida teskil edilen st smir tahmini z (4, (X)—¢, (X)) icinde

gecerlidir. Yani, bu seri mutlak ve diizgliin yakinsaktir. Bu mutlak ve diizgiin

yakinsaklik exponansiyel serilerle karsilagtirmadan gelir.

¢n(X)=¢0 +(¢1 _¢o)+(¢2 _¢1)+---+(¢n _¢n—1)
¢n(x)5|¢o|+|¢1 _¢o|+|¢2_¢1|+---+|¢n _¢n—1|

[x-af

<M KM g+ KM KM x=af

n!

2 n
=M1+ K|x—a|+K2@+m+ K" |X_'a| ) = Me P2 < pek®-a)
. n!

n—o i¢in, Weierstrass-M kriterine gore Z(¢n(x) —¢, (X)) serisi diizgiin
yakinsaktir. Boylece {¢n(x)} , [a,b] kapal araligi iizerinde ¢(x) e diizgiin yakinsar.
(2.2) sisteminde limit alinirsa, ¢@,,,(X) = f(x)+lim, j K(x,t)g, (t)dt.

Bu halde, K(x,t)¢, (t)dt — K(X,1)é(t). Bylece,

#(X)= f(x) +j. K(X,t)(limnﬁw @, (t))dt =f(X)+ j. K(x,t)g(t)dt. (2.4)

O halde ¢ ¢oziimdiir. Bu ¢oziimiin tek oldugunu gosterelim.
Teklik: Varsayalim ki iki tane ¢6ziimii olsun. Bu durumda ¢ ve ¢ (2.4) denklemini

saglar.

lo—d]=|[ K. gt

@ ve ¢ strekli olduklarindan |¢—¢|SN. |K(X,t)

<K oldugu bilinmektadir.

Dolayisiyla,
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|p— ¢ < KN [dt = KN(x—a)

lo—9| SJX'KN(t—a)|K(x,t) dt < KzNI(t—a)dt <K’N(x-a)*/2!

~<K'N(x=a)"/nl=0, n > o.

Teorem 2.1.2:
b
p(x)=F(x)+ ﬂ,f K(x,t)g(t)dt, (A sabit)

olsun.
$,(x)=f(x)

¢ =0,1,2,...
$,00=F00+2[ KO, (Dt

dizisi tanmimlansin. Bu halde her ¢, (X), [a,b] kapali araliginda siirekli ve [a,b]

kapal1 aralig1 tizerinde diizgiin olarak ¢6ziime yakinsar.
Ispat: Ispat: adim adim yapalim.

Stireklilik: Teorem 2.1.1 deki gibi gosterilir.
Yakinsaklik: Yakinsaklik i¢in iist sinir,

4,00 ¢, (x)|<M|A]" K" (b-a)", (4] <<D)
seklinde olsun. Burada, geometrik seri yardimiyla diizgiin yakinsaklik gosterilir.
4,00 <|dh| + |6t — | +1d — ]+ + [ 4]
<M +M|[A|K(b-a)+M |A] K (b-2a)* +..+ M| K"(b—a)"

< M(1+|/1|K(b—a)+|ﬁ,|2 (b—a)’ +..+]4|' K"(b-a)")

ML
1-|2|K(b-a)
Denk olarak, eger |AK(b—a)|<1 den |ﬂ|<ﬁ. Teoremin geri kalan kismi

teorem 2.1.1 deki gibidir.
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Not: |/1| <ﬁ seklinde tanimlanan |/1|n1n olabilecek en 1yi deger olmadigim
—a

asagidaki ornekle aciklayalim.
1
Ornek 2.1.3: [a,b]=[0,1] ve K(x,t)=e"" olsun. ¢(x)= f(x)+ lje“;ﬁ(t)dt
0
seklinde tanimlanan integral denklemi i¢in |/”L| nin durumunu inceleyelim.
Coziim:

1
B(X) = f(X)+ 4ere*¢(t)dt
0
1
olur. Burada, je’t¢(t)dt = u olsun. u degeri denklemde yerine yazilirsa denklem,
0

¢(x) = f(x)+2e"u

1
sekline dontisiir. Bu denklemin her iki tarafi e * ile ¢arpilir ve J. integre edilirse
0

j.e‘x¢(x)dx = j'e‘x f (x)dx + j'/wdx

1
bulunur. Burada, Ie_x f(x)dx =7 denirse A = 1= elde edilir.
Y7,
0

Cikarim 1: g niin kiigiik olmasi1 halinde A patlar.
1

Cikarmm 2: u(1- 1) = j e f (x)dx
0

A =1 olmas1 halinde sol taraf sifirdir, fakat sag taraf sifirdan farklidir. Bu ise iyi bir

se¢cim degildir.
1

Cikarmm 3: A =1olmasi halinde ¢6zim mevcuttur. Bu ise, J.e’X f(x)dx=0 olmasi
0

ile miimkiindiir. Boylece A #1 olmasi halinde ¢6ziim mevcuttur.

Teorem 2.1.1 in ispat1 biraz daha farkli bir sekilde yorumlanabilir.

T :[a,b] —>[a,b], T(#(x)=f (X)+j. K(x,t)g(t)dt .

10
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2.2. Fixed Nokta Teoremleri

H bir Hilbert uzayr, T:H — H bir operatér olsun. Bu operatoér lineer
olmayabilir. Tim f, f, e H igin
T, = Tt,| < | f,— £,

olacak sekilde bir a <1 pozitif sayist varsa T ye contraction (biiziilme) operatorii

denir.

Ornek 2.2.1. (Tg)(X) = f(x)+I K(x,t)g(t)dt seklinde tanimlanan T operatorii bir

contraction midir?

Coziim:

Té-Tal=| [KOO@ -t |

< [IK el | dt < sup |4~ | [K (x.0c
<K(b-a) S}l};]|¢1 ~¢,|<K(b-a)d(4.4,)
K(b—a) <1 olmasi kosuluyla bu operatdr bir contractiondir.
Tamm 2.2.1: Tf = f oluyorsa f ye T nin fixed (sabit) noktasi denir.
Teorem 2.2.1: T : H — H bir contraction operator olsun. Bu halde,
Tf=1. (2.5)
Ispat: (2.5) in ¢oziimiiniin varhgini kabul ederek fixed noktanin tek oldugunu
gosterelim. Bir an i¢in Tf = f, Tg=g olacak sekilde iki fixed noktaya sahip

oldugunu kabul edelim.

|f o] =|Tf -Tg|<e|f-g

. (I-a)|f -g||<0
olup (I1-a)>0 oldugundan Hf — g” <0. Bu ise miimkiin degildir, c¢linkii
Hf —g”ZO, yani Hf —g”=0.

Simdide (2.5) denkleminin ¢6zlime sahip oldugunu iterasyon yoOntemiyle

gosterelim. f  =Tf , n=0,1,2,... olsun. Burada, f, segilir. Ilk olarak bu dizinin bir

11
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Cauchy dizisi oldugunu bu dizinin limitinin de (2.5)in ¢oziimi oldugunu

gostermemiz gerekir.

| fn+1 - fn|

=[f, -Tf, | <

|t = || =a|Th-TF|

<a?

|f

fn_2H LLa”

|f, - fOH.

n-1—

Daha genel olarak, n>m igin
| fn - fm” = H( fn B fnfl)—i_(fnfl - fn72)+“'+ ( fm+1 B fm)”

|f

<

- fM” +

[ fo = Fo |+t F = T

n

<(a@"'+a"? +...+am)H f,— fOH

<(a"+a™ +...)H f, - fOH ZIO—[_aH f, - fOH.

Boylece, lim|fn—fm”:0. Buradan, (f ) bir Cauchy dizisidir. (f ) nin limiti

f dir. Bu f limitinin (2.5) denklemini sagladigini gésterelim. T siirekli bir operator
oldugundan Tf =T (lim f,) =limTf =lim f , = f . Yani, Tf = f.

Teorem 2.2.2: T :H — H bir operatér ve T"de bir contraction operatorii olsun. Bu

halde, Tf = f olacak sekilde bir tek f € H vardir.

Ispat: Bir 6nceki teoremden dolay T"f = f oldugunu sdyleyebiliriz. HETK” f,=f
olacak sekilde f, keyfi fonksiyonunu segelim. Ozellikle, li_)rraloTk"Tf = f. Fakat,
T"f=fve T"f=1f oldugundan gng“Tf = limTT kn f =limTf =Tf. Boylece,
Tf = f . Bu fixed noktanin da tek oldugunu gostermek i¢in, Tf =f ve Tg=g

olsun. Bu taktirde, T"f = f, T"g=g olur. T" bir contraction operatér oldugundan

f=g.
2.3. Elemanter Varlhik Teoremleri-I1

$—IKp=f (2.6)

denklemini ele alalim. Burada, f e H ve K ise

12
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HK¢1 - K¢2” <M H¢1 _¢2” (2-7)

sartin1 saglayan sinirh bir operatér olsun. Daha dncede tanimlandigi gibi burada K
bir integral operatdriidiir. Lineer veya nonlineer olabilir. Lineer operatdrler i¢in (2.7)
denklemi K nin sinirlt oldugu ifadesine denktir, fakat nonlineerlik durumunda (2.7)

ifadesi K nin sinirhiligini garanti etmez. Art1 hipotezlere gerek vardir. (2.6) denklemi

To=¢ (2.8)
bi¢ciminde yazilabilir. Burada,
Tog=1+1Kg. (2.9)

Eger f #0iseT bir nonlineer operatdr olup, hatta K operatorii lineer olsa bile

nonlineerlik durumu hala gecerlidir.

Teorem 2.3.1:
K —Ke:[| <Ml 4]

ile beraber yeterince kiiciik |/1| lar ve tim f ler igin
¢p—AKp=f

denklemi tek ¢oziime sahiptir.

Ispat: T¢ = f + 1K¢ oldugundan,
[T6 T =|2l[Ke - K| <M -]

Burada,

/1| M <1 ise T bir contraction operator olur. Dolayisiyla, T¢ =¢ ve buna
denk olarak ¢ —AK¢@ = f denklemi bir tek ¢coziime sahiptir. Eger, f(X)e L, [a,b] ve

integral operatorii sinirl ise yukarida ifade edilen teorem,

b
$(X) —ﬂf K(x, y)g(y)dy = f(x) (2.10)
Fredholm integral denklemine uygulanabilir. Bu halde fixed noktanin varligina gore
¢Ozlim
#(X) =lmT " f (X) (2.11)

ile verilir. Burada, f;(X) fonksiyonu baslangicta verilen bir keyfi fonksiyonudur.
Tf, = f + AKT,

T2f, =T(f +AKf,) = f + AKF + 1K f, ...

13
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T, = f + AKF + VK f +. + A" K™ f + 2"K" £,
Nihayet,

p="F +AKE + K> f +. +A"K"f +.. (2.12)
elde edilir. Formal olarak (I-AK)'in AK ya gore geometrik seriye agilarak (2.12)
denklemi (2.6) denkleminden ¢ikarilabilir. Fakat bu prosediir yeterince |ﬂ| nin kiigtik

olmas1 diger bir ifadeyle T operatoriiniin contraction operatdér olmasi ile gegerlilik

kazanir. Knin bir integral operator olmasi halinde K"den ne kastedildigini

aciklamaya ¢aligsalim.

KF (x) = [ K y) F (y)dy
K*f ()= KUK(x, y)f(y)dy}

= [K(2)[K(z,y) f (y)dydz :j“K(x,z)K(z,y)dz}f(y)dy.

ajpa

b
Boylece K’de bir integral operatordiir ve bu K*nin ¢ekirdegi j K(x,2)K(z,y)dz.
b
Daha genel olarak, K" f (x) = j K,(X,y) f(y)dy seklinde yazilabilir. Burada,

b
K. (X,Y)= j K(x,2)K,_ (z,y)dz, n=2,3,4,.. (2.13)
ile ifade edilir. K,(X,Yy)=K(X,y). Ayn diisiinceyle,
b
Koo (6 ) = [ Ky (%,2)K, (2, Y)d2 (2.14)

oldugu gosterilebilir. Teorem 2.2.1 in sonuglari, K(X,Y,z) bazi uygun varsayimlari

saglamak sartiyla daha genel
b
00— A[ KX, y,6(y)dy = £ (x) (2.15)

nonlineer integral denklemine uygulanabilir.

Teorem 2.3.2: (2.15) integral denkleminin ¢éziimii L,[a,b] de olup bu ¢éziim

14
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<M|l4(y)

K(Xv yvzl)_ K(X: y522)| < N(Xv y)|zl _22|

b

[ KOG y)g(y)dy

b b
varsayimlariyla tektir. Burada, IJ.| N (X, y)|2 dxdy = p* <o, f(x)el, [a,b] ve

|4|P <1dir.

Ispat: T¢ = f + AK¢ operatoriinii diisiinelim. K, (2.15) denklemindeki gibidir.

[T =Tg.| =12

b
[[KOG Y () - K(x, y,¢2<y)>]dy‘

b| b 2 A
<Iﬂl{ J DIK(X, Y, (¥) = K(x y9¢2(Y))|dy} dx}

b['b 2 VA
<|ﬂ|HjN(x, y)lqﬁl(y)—tzﬁz(y)ldy} dx} <|2IP|g - -

|/”L|P <1 ise T bir contraction operatoriidiir. Bu ise T operatoriiniin tek bir fixed

noktaya sahip oldugunu gosterir. Fixed noktanin varligi (2.15) in ¢éziimiidiir. (2.10)

integral denklemi (2.15) in 06zel halidir. Yani, K(X,y)@(y)=K(X,y,4(y)) olup

dolayistyla nonlineerlik i¢in gecerli olan kosullar lineerlik i¢inde gecerlidir.

Bu teoremin bir uygulamasi olarak asagidaki sinir deger problemini diisiinelim.

F"(X)+ AL(X, (X)) = £(X), #(0)=¢(1)=0. (2.16)
Bununla beraber,

|LOx,g00)] < Mg

L (%))~ L(x, 8, (0)] £ N (0], (00— 4, (X)]- 2.17)

1
Burada, ﬂ N (y)|2 dy = P> <. Bilinen sonuglar1 kullanarak (2.16) denklemi

00— A K, 06 LY, )y =—[ K, (x,y) F (y)dy (2.18)

seklindedir. Burada,

_ya-x), y<Xx
Kxy)= {x(l— y), y > x}

15
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|K1(X, y)|£% ve bununla beraber L(X,4(X)) son teoremin (2.17) kosulunu

sagladigindan %|/1|P <1 ise (2.16) denklemi tim f(x)e Lz[O,l] i¢gin tek ¢Oziime

sahiptir.
2.4. Volterra integral Denklemleri

Bir onceki kisimda ifade edilen sonuglar Volterra denklemlerine de

uygulanabilir. Daha 6ncede ifade edildigi gibi
b
00— AJ K (%, Y)g(y)dy = f(x)

Fredholm integral denklemi y>x iken K(X,y)=0 alinarak Volterra integral
denklemine indirgenir.

Teorem 2.4.1: f(X)eLz[O,l] (genelligi bozmaksizin [0,1] kapali araligmi ele

alalim) olsun. Bununla beraber, [0,1] kapali araliginda her X,y i¢in K(X,Yy) siirekli

olsun. Bu sebeple diizgiin sinirhdir ve K(X,y) <M dir. Bu halde,
$(x) - ij K(x, y)g(y)dy = f(x) (2.19)
0

integral denkleminin tim Alar ve f(X)e L, [O,l] icin bir tek ¢coziime sahiptir.

Not: K(X,y)nin siirekli olma gerekliligi oldukca gii¢lii bir varsayimdir. ileride
K(X,y) daha zayif bir kosulla ifade edilecektir.

Ispat:

Tg= 100+ A K(x,y)d(y)dy

integral denklemini ele alalim. Eger T¢ fixed noktaya sahip ise, bu fixed nokta

(2.19) un ¢6ziimii olacaktir. Boyle bir fixed noktamin varligini gostermek i¢in, T "nin

bazi nler i¢in bir contraction operator oldugunu gosterecegiz. Teorem 2.2.1 den T

bir fixed noktaya sahiptir. Simdi, K"¢ = J. K, (X, ¥)#(y)dy oldugundan,
0

16
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T¢=f +AKF + VK +. .+ A7'K" f +A"K"gp.

Bu taktirde,

T

[Kax, y)(¢1(y)—¢2(y))dy‘ :

K,(X,y)yt belirlemek 1i¢in (2.13) denklemi Volterra ¢ekirdekli integral

denklemlerine uygulanabilir.

K (X, ¥) = K(X,y)

K. (X,Y)= j K(x,2)K, (z,y)dz, n=23,..
y

Kapali aralikta K(Xx,y) stirekli ve dolayisiyla diizgiin smirli olacagindan

M (x= y)"

(n_1)! oldugu

IKi(X,y)[<M ve bu halde, 0<y<x igin [K (X,y)|<

tiimevarimla gosterilecektir.

n =1 igin yukaridaki ifade agik¢a dogrudur. n i¢in dogru olsun. Bu halde,

X n+1 X o nH(X y)
|Kn+1(X,y)ISJ;IK(X,Z)IIKn(z,y)|dz_( 1)'J'(z e ==
Bu sebeple,
/1
T¢2H ‘j(cfﬁl(y) g, (y)dy| < | 1),H¢1 Al (2.20)

A'm"
Yeterince biiylik n ler i¢in ||—' <1 olur. Bu sebeple, T" bir contraction operator

olup (2.19) denklemi tek ¢coziime sahiptir.

1
Ornek 2.4.1: $(x) =1+ A xyg(y)dy integral denklemi
0

d(X)=f +AKF + PK*f +. + A"K"f +...

ifadesindeki terimlerin hesaplanmasiyla ¢(X) =1+ Z— olarak bulunur. Bu seri
=0

|/1| <3 i¢in yakinsaktir ve 6zellikle 4 =3 i¢in ¢6zlime sahip degildir. |/1| <3 ve daha

genel olarak A # 3 i¢in ¢6zlim

17
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s =14—25 2.21)

2[1-(%)]

seklindedir. Asagidaki teorem daha genel ¢ekirdekler i¢in verilebilir.

Teorem 2.4.2: f(x)<L,[0,1] olsun.

S S——

1
H K (X, y)|2 dxdy < oo olmasi durumunda
0

p(x) = 1)+ ﬂj K(x,y)$(y)dy (2.22)

integral denklemi tiim A lar igin L,[0,1] de bir tek ¢éziime sahiptir.

X 1
ispat: Az(x)z_ﬂK(x, y)['dy, BX(y)= j [K(x,y)[ dx olsun.
0 y
1 1
A’(x) ve B*(y) hipotezden dolay1 integralenebilirdir. jAz(x)dx <N, IBz(y)dy <N
0 0

olacak sekilde bir N sayis1 secelim. Ayrica, p(X) fonksiyonu p(x):IAz(y)dy
0

seklinde belirleyelim ve p(1)<N olsun. Teorem 2.4.1 in ispatinda oldugu gibi
(2.22) denklemi yerine kendisine denk olan

d(X)= F(X)+AKF + PK*f +..+ A"'K"' f + 1"K ¢ (2.23)

denklemini ele alalim. K"¢ = j K, (X, y)g(y)dy. HK" i¢in bir Ust siir bulabilmek
0

icin K, (X, Yy)1 inceleyelim. $imdi, K,(X,y)= I K(x,2)K(z,y)dz ve Cauchy Schwarz
y

esitsizliginden,

K, 69| < [[Kx2)f dz[|K (2, y)f dz < A (0B (y).

Benzer olarak, K, (X, y) = j K(x,2)K,(z, y)dz. Boylece,
y

K06y < [IK 2 dz[[K, (2, ) dz
y y

18
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< AZ(X)BZ(y)f A'(2)dz = A*(x)B*(Y)[ p(X) = p(Y)]-
y

[p() - o]

Timevarimdan,  |K,(x,y)]" < A%(x)B(y)
(n—-2)!

s n>2, oldugu

gosterilebilir. (2.23) integral denklemini, T¢= f + AK¢@ olmasi halinde, ¢=T"¢

formunda yeniden yazilabilir ve yeterince buyiik nler igin T"nin bir contraction

operatdr oldugu gdosterilebilir.

2

T4 -T"0[ =|[ K. [A () - (y)]dy

A (B (Y)[p() - p(V)]"
(n-2)!

<

O ey <

dy [[s(n) -y dy

n-2 4

g A ()] p(0] JBz(y)dy”¢l -4

(n—-2)!

Integralenirse,

bulunur. Bu halde, eger [

2

M]""N » N
LeOL R <

T -T'6| < ~(n-1)!

||¢1 _¢2||

n

N
(n—1)!

blyilk n ler i¢cin bu durum dogru olur ve bu nedenle (2.21) ve dolayisiyla

}<1ise T bir contraction operatordiir. Yeterince

(2.22)ninde L, [0,1]de tek ¢dziimii vardur.

2.5. Zayif Singulariteli Cekirdekler

Genelde, singiiler ¢ekirdekli integral denklemleri ile ugrasmak ¢ok zordur. Su
an icin, singliler ¢ekirdegin kesin bir tanimini sunmayacagiz. Kabaca, bu ¢ekirdekler
daha once tartigilan kosullar1 saglamayan tipteki ¢ekirdeklerdir. Buna ragmen, bir tipi
vardir ki kolay ele alinabilir.

Teorem 2.5.1:

$(x) =T+ ﬂf K(x,y)$(y)dy (2.24)
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integral denklemini K (x,y)= % olmasi halinde f(x) ile H(X,y) her iki
X—y

degiskene gore siirekli olmak iizere, 0 <« <1 olsun. Bu kosullar altinda biitiin |l|

lar i¢in (2.24) integral denklemi bir tek ¢éziime sahiptir.

Ispat: 0Sa<% icin kare integrallenebilir ve dolayisiyla 2.4.2. Teorem

uygulanabilir. Bu nedenle % <a<l olsun. Bu durumda,

_HHD) H@)
D=

integralini  dlisinelim. z=y+ (X — y)u ve

M2

1
Yo J. du — olur. Yukaridaki
(X=Y) 0 [U - Uz}

IH(X,y)|<M olsun. Béylece, |K,(x,y)|<

integral mevcuttur ve eger %S a< % ise 0<2a—-1< % . Boylece K,(X,y) kare

n

integralenebilirdir. Neticede, diisiinceye devam edilirse ‘Kzn (X, y)‘ < ( e
X—y a+l-2u

n+l
ve a<1—(%) icin K, (X,y) kare integralenebilirdir. Bu durumda yeterince

biiylik n ler i¢in (2.23) integral denklemini teorem 2.4.2 uygulanabilir.

f (X)in siirekli olmasi kosulu kaldirilabilir. Burada gerekli olan uygun n ler
icinK" f (x) e L,[0,1]. Eger f(X) siirekli ise biitiin n ler i¢in K" f(x) e L,[0,1].

Benzer bir teorem Fredholm denklemleri i¢in olusturulabilir.

Teorem 2.5.2:

H(X.y)

| |a, H(x,y) ile f(X) 0<x,y<1 ve 0<a<1 igin siirekli
X—y

K(X,y)=

fonksiyonlar olmas1 durumunda,
1
p(x)=f(x)+ ﬂf K(x, y)a(y)dy (2.25)
0

integral denklemi yeterince kiigiik |/1| lar i¢in bir tek ¢ozlime sahiptir.
Ispat: (2.25) denklemi yerine,
p="F+AKF + VK f+. +A"'K" f + A"K"¢ (2.26)
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denklemini diisiinelim. (2.27) denklemi T"¢ = ¢ formatinda ve eger son denklem tek

fixed noktaya sahip ise T¢g=4¢. |H(X, y)|£M olsun.  Boylece,

rH(x,2)H(z, 1 d
Kz(x,y):f X DH@Y) 4, e |K2(x,y)|sM2I#
dIx—

o [x=7"[z=y[" “fz=yf

olur. z=xu+Yy(l-u) ve genelligi bozmaksizin X >y olsun. Yukaridaki esitsizligin

integrali alinirsa,

17 du 1 ¢ du
[ i

2| - 20-1 a
—y/x-y ‘U —u | |

7w‘u—u2

sekline indirgenir.

0<a<l1/2 ic¢in, K(X,y) kare integrallenebilir oldugunu biliyoruz ve bu

sebeple yeterince kiiciik |/1| lar i¢in (2.25) denklemi bir tek ¢éziime sahiptir. Bu {ist

simrdan  dolayr  2.2.2. Teorem, T’ye uygulanabilir. —a=1/2 igin,

1-y/x-y
|K2(X, y)| <M? I ‘ d i ifadesi yazilir. Yukarida en koétii ihtimal K, (X, y)nin
—y/x-y U—U

log|x—y| tipinde logaritmik singiiler olmasi halidir. Bu halde de K,(X,y) kare

integrallenebirdir. 3/4 <« <1 ig¢in, yeterince biiylik N ler i¢in teorem 2.5.1 deki gibi

T" kullanilabilir.
2.6. Dejenere Olmus Cekirdekler

Lineer cebirde bilinen standart metotlarla Fredholm denklemleri ele alinabilir.

Bu denklemlerin ikinci tipi

p(x)=f(x)+ ﬂi K(x, y)#(y)dy (2.27)
seklindedir. Burada,

K (X, y):jznzllaj(x)bj(y). (2.28)

Bu tip ¢ekirdeklere dejenere (ayrilabilir) olmus cekirdekler denir. a;(X) ve b;(y)

fonksiyonlarinin Lz[a,b] de oldugunu kabul edelim. Bdylece, K(x,y) kare
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integrallenebilirdir, Ustelik {aj(x)} lineer bagimsiz fonksiyonlar setini olusturur.
Yani, hemen hemen her yerde, Zajaj(x) =0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart tim
a; =0 olmasidir. Lineer bagimli olmast halinde bu a;(x)fonksiyonlarindan bir
tanesi geri kalan &;(x) fonksiyonlarmin lineer kombinasyonu bi¢iminde yazilir.

Nihayet, (2.28) ifadesindeki terim sayisi bir azalmis olur. Benzer ifadeler {bi(y)}

fonksiyonlar1 icinde gegerlidir. (2.28) ifadesi (2.27) denkleminde yazilirsa,

n b
P2, (X)_f b; (Y)p(y)dy = f(x). (2.29)
j=t a
b
jbj (Y)$(y)dy =z; olsun, bununla beraber (2.29) denklemi b, (x)ile carpilip tekrar
b b
integre edilirse a; = J. a; ()b, (x)dx ve j f(x)b,(x)dx = f. seklinde ifade edilirse

zZa”zJ =f,i=12,...n (2.30)

elde edilir. z,, z, ,..., z, bilinmeyenlerine gore n bilinmeyenli n tane lineer cebirsel

denklem sistemi olan (2.30) elde edilir. Eger bu sistem ¢oziime sahip ise (2.29)
kolaylikla ¢oziilebilir ve

d(X) = f(x)+/12n: z,a,(Xx) (2.31)

bulunur. Tiim {fi} degerleri i¢in (2.30) sisteminin tek ¢6ziime sahip olmasi i¢in
gerek ve yeter sart tim f(X) ler i¢in (2.29) un tek ¢dziime sahip olmasi gerekir. Bu

durum,

[-AA/=0 (2.32)
olmasi ile olusur. Burada A:(aij) olup |I—/1A| n. dereceden bir polinomdur.

(2.29) ve (2.30) denklemlerinin ¢oziimsiizliigiinii saglayan en ¢ok Anmn n tane

degeri vardir. Yani, —/1A|:0 olmasi halini tartisalim. (2.29)’un adjointi olan

homojen denklemi diisiinelim. Yani,
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-n b
v (=4 b, a,(y) w(y)dy =0. (2.33)
j=1 a
Ayni tartigmalarla, (2.33) denklemine karsilik gelen cebirsel sistem

b
Jit//(x)ai (X)dx =w, olmak sartiyla,

w-2> a; w=0, i=12..,n (2.34)

w(x)=A1 > Wi bi(X) (2.35)

seklindedir bu ise (2.33) denklemini saglar. Sonug itibariyla, (2.30) ve (2.34)

denklemlerine Fredholm alternatifi uygulayabiliriz. Eger bazi Adegerleri igin

|I —/1A| =0 ise (2.33) denklemi trivial olmayan ¢oziimlere sahiptir. Bu halde, (2.34)

denklemi ¢oziimlere (tek olmayabilir)

D fiw =0 (2.36)
i1
ile sahiptir. Burada, w, (2.34) denklemini saglar. Simdi i¢ ¢arpimi diisiinelim.
b n b n
(f.p) = FOOwOdx =AD" w [ f 0 ()dx= 2" f, W,
a i=1 i=1

a

A =0 olmasi halinde |I — /1A| =0 durumu olusmaz. Boylece (2.36)

(f.y)=0 (2.37)
olur. Burada, y/(x) (2.33) denklemini saglar. Benzer olarak, f(x)=0 olmasi halinde
(2.29) ve (2.33) veya buna denk olarak (2.30) denklemi tim f =0 ve (2.34)

denklemi ayn1 sayida lineer bagimsiz ¢oziimlere sahiptir.

Bu degerlendirmeyi kisaca asagida 6zetleyelim.

2.7. Fredholm Alternatifi

b
#(x) = F(x) +/1I K(x, y)$(y)dy (2.38)
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integral denklemini ele alalim. Burada, K(X, y)=Zai(X)bi(y) a,(x), b(x) ve

i=1
f(x)el, [a,b]. Tim f(x)ler igin (2.38) integral denkleminin tek ¢6ziime sahip

olmasi i¢in gerek ve yeter sart homojen denklem
b
¢(X)—/1j K(x, y)p(y)dy =0 (2.39)

sadece @(X) =0 ¢dzlimiine sahiptir. Adjoint denklemi

w(X)= A | K(y,x)y(y)dy=0. (2.40)

D ——y T

(2.39) denklemi ile ayni sayida lineer bagimsiz ¢oziimlere sahiptir. Eger (2.39) ve
(2.40) denklemlerinin ¢oziimlerinin sayisi pozitif ise (2.38) denkleminin ¢oziime (tek

olmayan) sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart (2.40) daki tim w/(X) ler i¢in
b _
(f.)=]top(0dx=0

olmalidir.

Ornek 2.7.1:
$00) = 2| X[ sin(zy)g(y)dy +27% sin(27zy)¢(y)dy} = f(x)

denkleminin ¢dziimiinii bulalim.
Coziim:

1 1

[sinGzydydy =z, [sin(zy)f(y)dy=1,.

0 0

[sinzy)d(y)dy =2, , [sin2zy) f (y)dy =1,

0 0

ile integral denklemi (I-1)z —2(1- iz)ﬂuz2 =f, % z,+(1+4)z, =f, sekline
V4

o S e .
indirgenebilir. Eger A ;t( A) ise,

_(1+/1)f1+2[1—(%[2)}1f2 (A)f+-A) 1,
R 2
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= 2 5 =7 i T Ty
O halde, $(X) = f(X)+ Az X+2722,X". Eger A=(74) ise (1 2]§1+4§2 =0,
—7[(1——2)§1+(1+Ej§2 =0 adjoint sistemini diisiinelim. Bu sistem ¢oziiliirse,
V4

¢ :(%)C, ¢, :—[1—(%)}C, C keyfidir. Bu durumda ¢6ziimiin olmasi igin,

% f, - [1 —%) f, =0. Eger yukaridaki sart saglanirsa ¢oziim,

_ 4 i 2 2
¢5(x)_f(x)+2 1_(%) 2[1+”ij+7er

seklinde elde edilir, bu halde ¢6ziim tek degildir.
2.8. Birinci Tip Volterra Denklemleri

Genelikle Volterra integral denklemlerinin birinci tipiyle ilgilenmek oldukga

zordur. Simdiye kadar verilen bilgilerle uyusacak sekilde birka¢ durumu ele alalim.
[KOGy)g(yydy = £(0) (2.41)
0

integral denklemini diisiinelim ve burada K(x,y) ile f(X) yeterince diferansiyelene-

bilirdir. Bu halde, (2.41) denkeminin her iki tarafinin X e gore tiirevi alinirsa,

K(x,x)¢(x)+j'% K (X, y)p(y)dy = f'(x). Eger K(X,X)#0 ise

X f ]
g0 + [ Pty = 00 .42)

f'(x)
K(X,X)

Eger (2.42) denkleminde cekirdek kare integralenebilir ve [ }e LZ[O,l] ise

(2.42) denklemi bir dnceki kisimda ifade edilen teoriye gore L, [0,1] de tek ¢ozlime

sahiptir. Ikinci bir metotla, (2.41) denklemi ikinci tip integral denklemine
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indirgenebilir. w(x):f¢(y)dy olsun ve (2.41) denklemine kismi integrasyon
0

uygulayalim bu halde, K(x,X)# 0 ise K(X,X)w(X)— I% KX, y)w(y)dy = f(x) ve
0

f(x)

t(9/ay)K(x,y)

X)— | ———— dy=——— . 2.43
w(X) j A L e (2:43)
(2.43) denklemi cekirdeginin kare integralenebilir olmasi ve

[ f(0/K(x,x)]€L,[0,1] olmasi sartiyla L,[0,1] de tek ¢dziime sahiptir.

Tam olarak ¢oziilebilen bir Abel denklemini ele alalim.

I ¢(y) _dy = f(x), 0<a<l (2.44)

f(x) sireklidir ve f(0)=0. (2.44) denkleminin c¢ekirdegi K_(X,y). (2.44)

denkleminin her iki tarafi K/} (X,y) ile ¢arpilip integralin siras1 degistirilirse,

ol dz __fy ‘
ID(x—z)”’(z—y)”‘]q“y)dy [oeyr®

0

z=y+(x—y)u olsun. Bu halde,

JX‘ dz )a :(X_y)laﬁj%:(x_y)laﬂ F(l—a)l“(l_lg) |

0 r (2 - /8)
Burada, I'(p) gama fonksiyonunu ifade eder. Boylece yukaridaki integral

I #(y) _ _I'(2-a-p) I fY 4

2 ( ‘“’“ TT-a)r (- A)) (xy)

seklini alir. Ozelikle =1-a alinirsa

X Fl X
oy = (1) IO gy Sm(m)f (W g

T(a)T(1-a)q (x-y) " -y
Burada, T(1)=1 ve T'(a)T(1-a)= Sinz;a) ifadeleri kullamildi. Eger sag taraf
tiirevlenirse,
po0="T 8 [ TD) g, (2.45)
T X% ( X — y)
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ifadesi (2.44) denkleminin ¢ézliimiidiir. & = % olmasi halinde

I P(y) dy = £ (x) (2.46)
(x— y)/

integral denkleminin ¢oziimi

_1dp f(y)
- W)y 2.47
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3. MATERYAL ve YONTEM
3.1. Materyal
3.1.1. Cekirdegine ayrilabilir integral denklemleri
3.1.1.1. Cebirsel sisteme indirgeme

Dejenere veya ayrilabilir ¢ekirdek
K(x,t) = a,00b(t) (3.1
i=1

bi¢iminde olup burada a,(x), a,(X),..., a,(X) ve b(t), b,(t),..., b,(t) fonksiyonlar:
lineer bagimsizdir. Cekirdek dejenere ise Fredholm integral denkleminin ikinci tipi

dX)=f(X)+1 j K (X, D)g(t)dt . (3.2)

#00 =10+ 23300 B OO (3.3)

seklini alir. Bu denklemin ¢o6ziim teknigi Ozellikle A kompleks parametresinin

secimine ve
¢, = b (Dg(tydt (3.4)
ifadesinin tanimimna baghdir. ¢ ler burada bilinmeyen sabitlerdir. Simdi (3.4)

denklemi (3.3) denkleminde yazilirsa
p(x) = F(0+4)ca,(X) (3.5)
o1

elde edilir ve bdylece problem ¢ sabitinin bulunmasma indirgenir. Bunu

sonuclandirmak i¢in (3.5) denkleminde verilen @(X) degeri (3.3)de yazilirsa

Zn:ai(x){ci ~[b (t){f(t)+izn:ckak(t)}dt}:0 (3.6)
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elde edilir. Fakat a,(X) fonksiyonlar1 lineer bagimsiz oldugundan

C —J'bi(t){f(t)+/12n:ckak(t)}dt:O, i=1,2,...N (3.7)
yazilir.
[o@fmdt=f, [b®adut=a, (3.8)

notasyonlari ile burada f, ve a, bilinmeyen sabitler olmak sartryla (3.8) yardimiyla

(3.7) denkleminden

c-A) ac =f, i=12..n (3.9)

k=1
elde edilir. Buda, ¢, bilinmeyenlerine gore n cebirsel denklem sistemidir. Bu sistem

icin D(A) determinanti

1-da, -Aa, .. -—Aa,
-la,, 1-Aa,, .. -Aa,

py=| - (3.10)
-Aa, —Aa, .. l-Aa,

en ¢ok derecesi n olan bir polinomdur. Ustelik bu determinant 6zdes olarak sifir

degildir. Ciinkii 4 =0 oldugunda determinant birim determinant1 verir. D(A)#0

kilan tim A degerleri i¢in (3.9) cebirsel sistemi ve bu sebeple (3.2) cekirdegine
ayrilabilir integral denklemi tek ¢oziime sahiptir. Bu A degerlerine regiilerdir deriz.

D(A) y1 sifir kilan tim A degerleri i¢in (3.9) cebirsel sistemi ve karsilik gelen (3.2)
integral denklemi ya c¢oziilemez ya da sonsuz sayida c¢oziime sahiptir. (3.9)

denkleminde A=1/¢ alinmasiyla matris teorisindeki eigen deger problemine
indirgenir. Bu eigen degerler D(1) =0 polinomuyla verilir. Bu eigen degerler ayni

zamanda tlizerinde ¢aligilan integral denklemine karsilik gelen eigen degerlerdir.

Ornek 3.1.1.1.1:
F(X) = x+/1j(xt2 +X’t) g(t)clt (3.11)

Fredholm integral denkleminin ikinci tipini ¢ozelim.

29



3. MATERYAL ve YONTEM

Songiil KANAR

Coziim:
1
K(x,t) = xt* + Xt gekirdegi ayrlabilirdir ve ¢, = .[ t*g(t)dt,
0

(3.11) denklemi
PH(X) = X+ AC X + AC, X
seklini alir. (3.11) denkleminde yazildiginda,

C, =l+l/1cl+l;tc2
4 4 5

c2:1+lﬂucl+lﬂuc2
3 3 4

cebirsel sistemi elde edilir. Bu denklemin ¢oziimii,

(60+/1) .= 80
(240—1202,—/12)’ 2 (240-1204—2%)

1

olarak elde edilir. (3.12) ve (3.14) denklemlerinden ¢6ziim

240—601) X +80AX>
[ ) ]
(240—1201—/12)

P(X) =
Ornek 3.1.1.1.2:
(X)) = f(x)+/1j(x+t)¢(t)dt

integral denklemini ¢ézerek eigen degerlerini bulalim.

Coziim: Burada, a,(x) =X, a,(X) =1, b (t)=1, b,(t)=t olsun.

1 1 1 1
a, = J-bl(t)al (tdt = .[tdt = % , A, = Ibl(t)az(t)dt = J-dt =1,
0 0 0 0
1 1 1 1 1
a, = [b,(ha (Hdt = [tdt = 1, a, = [b,(t)a,)dt = [tdt = =
0 0 0 0

n 1 1
fi=c -2 8¢ den f,=[f(ndt, f,=[tf(b)dt
k=1 0 0

(3.9) denkleminde bu degerler yazilirsa cebirsel sistemi elde ederiz.

(1—%1)01—/102 =f, -%ﬁcl{l—%ﬁjcz = f,.

C,= j't(zﬁ(t)dt.

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

D(A) =0 determinantt 4> +124—12 = 0 degerini verir. Bu nedenle, eigen degerler
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A=(-6+43), 4 =(-6-43).
Homojen denklem A nin bu iki eigen degeri i¢in asikar olmayan ¢oziimlere sahiptir.
(3.6) integral denklemi genelde ¢Ozlimsiizdiir. 4 nin bu degerleri hari¢ onceki
cebirsel sistemden ¢6ziim

o _| 12fira(ef-12f) | [H12f,+ 4(4f,-61,)]
(R 124-12) o (Avn22-12)

(3.5) bagintisindan,
(6(A=2)(x+1)—12Axt —44

X)=f(x)+4 f(t)dt 3.17
00 = (%) j FENSTYIET; ®) (3.17)
elde edilir. Burada, I'(X,t; 1) fonksiyonu
6(A—-2)(x+t)-12Axt—-44
Fx i - LA | (3.18)

(/12+12/1—12)

¢oziicl (resolvant veya resiprokal) ¢ekirdek olarak adlandirilir.

Ornek: 3.1.1.1.3:
#(X) = ;tj'exetqﬁ(t)dt (3.19)
0
homojen Fredholm integral denklemini ¢ézelim.
Céziim: c = 'l[et¢(t)dt olsun. Béylece, (3.19) denklemi
0

#(X) = Ace” (3.20)

seklini alir. Bu ¢(X) degeri (3.19) denkleminde yazildiginda,
1
1
ace* = e[ e'| Ace' |dt =—A’e*c(e” -1
{ [ Ace! Jdt = 2%€"c(e* ~1)
olur. Buradan,
/10{2—/1(e2 —1)} =0

c=0veyad1=0 ise o zaman @#(X)=0. Farzedelimki ne ¢ =0 nede 4 =0 olsun. Bu

halde, eigen deger
,1:( 2 j (3.21)

e’ —1
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(3.19) integral denkleminin yalnizca A nin bu degeri i¢in asikar olmayan ¢oziimlere

sahiptir. Bu ¢6zlim (3.20) denkleminden

P(x) = { (e22 f 1)}“ (3.22)

olarak bulunur. Dolayisiyla, ( 2 J degeri e* eigen fonksiyonuna tekabiil eder.

e2

3.1.1.2. Fredholm alternatifi

(3.3) denkleminin (3.9) sistemiyle agiklandig1 bilinmektedir. Eger D(A)#0

ise Cramer kurali yardimiyla sistemin ¢oziimii
(D f,+D,;f, +. +Dmfn)
c. =

J D(/’i)

. j=12,...n (3.23)

ile verilir. Burada, D,;, D(4) determinantinda i.siitiin elemanlar1 kaldirilarak yerine
f, lerden olusan siitunun konmasiyla elde edilen (3.10) determinantinin eleman-

laridir. Sonug olarak, (3.2) integral denklemi (3.5) tek ¢oziimiine sahiptir ve bu
¢Ozlim,

Df+Df+ +Df

Pp(x) = f (x)+,12 b “a,(X). (3.24)
Buna karsilik gelen
() = A K(xDg(t)dt (3.25)

homojen integral denkleminin tek ¢6ziimii ¢(x) = 0. (3.8) denkleminden f; degerleri

yerlerine yazildiginda ¢(X) ¢oziimi,

¢(x)_f(x)+{ }j{ [ Db () + D, b, (1) +...+ D, n(t)]a(x)}f(t)dt

D(4)
- { }IZZ D,b (t)a; (x) f (t)dt. (3.26)

i=1 j=1

Simdi (n+1). mertebeden determinant: diistinelim.
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0 a,(x) a(xX) .. a,(x)
b(t) 1-1a, -Aa, .. -1a,
b,t) -Aa, 1-4a,, .. -Aa,
D(X,t;A) =] ... S (3.27)
b,t) -Aa, -Aa, .. l-Aa,
Bununla,
r(xt; 1) = 264 (3.28)
D(4)
elde edilir. Buradan (3.26) denklemi basitge
dX)=f(X)+ 1 j T(x,t;2)f (t)dt (3.29)

seklini alir. T'(X,t;A4) resolvant (resiprokal veya c¢oziicli) c¢ekirdek denildigini

biliyoruz. Bu tartismayla asagidaki temel Fredholm teoremi yazilir.

Teorem (Fredholm) 3.1.1.2.1: m>1, D(4)=0 denklemini saglayan A =4, bir

kathilig1 olsun. Bu taktirde, homojen olmayan integral denkleminin ¢oziime sahip

olmasi i¢in gerek ve yeter sart verilen f(X) fonksiyonun transpoz denklemini

saglayan eigen fonksiyonlara dik olmasi gerekir.

Ispat: (3.2) ile verilen homojen olmayan Fredholm integral denklemi
K(x,t)=> a(x)h(t)
ile bir tek ¢ozlime sahiptir.

Eger D(A1)=0 1ise (3.2) homojen olmayan Fredholm integral denklemi
genellikle ¢ozliime sahip degildir. Ciinkii, sadece f nin bazi 6zel degerleri igin
¢oziilebilir. Bu durumu tartigsmak i¢in, (3.9) cebirsel sistemi

(I-2A)c = f (3.30)
olarak yazilir. Burada I, n mertebeli birim matristir ve A, (@;)lerden olusan
matristir. Simdi, eger D(1) =0 ise

(I-2A)c=0 (3.31)
homojen cebirsel sisteminin nontrivial ¢oziimlerine karsilik (3.25) homojen integral

denkleminin trivial olmayan eigen fonksiyonlar: karsilik gelir. A4, 4, eigen degerine
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karsilik gelen bir eigen deger olsun. Oyle ki D(4,) = |I -4 A| determinantinin ranki
p olsun, burada 1< p<n. Bu halde, (3.31) cebirsel sisteminin r =n— p tane lineer
bagimsiz ¢6ziimi vardir. Burada, r degerine A, eigen degerinin indeksi denir. Bu
durum (3.25) homojen integral denklemi i¢inde gecerlidir. Bu r tane lineer bagimsiz
cozimler @y, @y, ..., ¢, ile gosterilsin ve farz edelim ki bunlar normallestirilmis
olsun. (3.25) homojen integral denkleminin @ (X) ¢6ziimii r=n-p indeksli A,

eigen degerine karsilik gelen ¢, (X) ¢oziimiine tekabiil eder ve bu ¢dziim

4,00 = Y b, (09

ile verilir ve burada ¢, ler keyfi sabitlerdir. m, 4, eigen degerinin katlilig1 olsun.
Yani, D(4)=0 polinomu m tane A, esit kokiine sahiptir. |I—/1A| determinantina

elemanter doniisiimleri kullanarak lineer cebir teorisinden en fazla (m+1) tane esit

satir oldugu ¢ikarimi yapilir ve bu maksimum durum ise sadece A matrisinin

simetrik olmasi durumunda basarilir. Bu D(A1)=0m ranki1
p>n—-m veya p=n-m. Sonug olarak,

r=n-p<n-(n-m)=m
olur. Esitlik sadece a; =a; ile gegerlidir.

Yukaridaki tartismayi kisaca 6zetleyelim. m>1, A, eigen degerinin bir katlilig1

olsun. Bu halde, (3.25) homojen integral denklemi r tane lineer bagimsiz ¢oziime
sahiptir, burada r, 1 <r <m sartin1 saglayan eigen degerinin indeksidir.

r ve m sayilarina sirasiyla A, eigen degerinin geometrik ve cebirsel katlilig
denir. Bir onceki tartismadan eigen degerin cebirsel katliligi geometrik kathiliktan
bliyiiktiir ya da esittir.

Simdi (3.2) homojen olmayan Fredholm integral denklemini ele alalim. Bu
durumda D(A4)=0 olmasi halinde de Fredholm integral denklemi ¢6ziime sahiptir.

(3.2) denkleminin transpozunu alalim. Bu denklem,

w(X)=f(X)+1 j K*(x, iy (t)dt (3.32)
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ile verilir. Burada, * kompleks eslenik, A4 ise transpoz (adjoint) denkleme karsilik
gelen eigen degerdir. (3.2) ve (3.31) arasindaki baginti simetrik olmalaridir. Ciinki,
(3.2) denklemi (3.31) denkleminin transpozudur.

Eger K(X,t) ayrlabilir ¢ekirdeginin (3.1) agilimi varsa o zaman transpoz

denkleminin

K*(t,Xx) = ian:(ai (b, (x))" (3.33)
acilimi vardir. Dolayisiyla, karsilik gelen cebirsel sistem

I-AA")c=f. (3.34)
Burada, A", A nim esleniginin transpozu ve c ilef, ise

c = ja;‘(t)y/(t)dt, f = j a’(t) f(tydt. (3.35)
Dolayisiyla, (3.34) cebirsel sisteminin determinanti D*(1). Ayrica, (3.2) orijinal

denklemi tek ¢oziime sahip oldugundan (3.31) transpoz denklemi de tek ¢oziime

sahiptir. Genelde, (3.31) sisteminin eigen vektorleri
(I-2AT)c =0 (3.36)
eigen vektorlerinden farklidir. r, 4;1n bir indeksi (3.2) orijinal denklemi i¢in yapilan

tartismanin aynisi transpoz denklem iginde gegerlidir. Yani transpoz sistemde r tane
lineer bagimsiz eigen fonksiyonu vardir. Bu normallestirilmis eigen fonksiyonlar

Wois Wor» - W, Olsun, bu halde

w(X)=A j K* (t, X)w (t)dt (3.37)
transpoz homojen integral denkleminin herhangi A, eigen degerine karsilik gelen
W,(X) ¢oziimi, w,(X)= Z By (X)olup, burada S ler keyfi sabitlerdir.

#(X) ve w(X) eigen degerlerine karsilik gelen eigen degerler sirasiyla A4, ve 4,

olsun. Bu halde, (3.25) homojen integral denklemi ile (3.37) ile verilen transpoz

denklemi ortogonaldir. Gergekten,
#(x) =4 [K(x DAL, p(X) =4[ K (t. 0y D)t
(3.1) denklemini A" ile ikinci denklemin kompleks eslenigi alindiktan sonra A,¢

ile carpip integre edildikten sonra taraf tarafa ¢ikarilirsa
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(4 =) 00w (x)dx =0

elde edilir. Fakat 4, # A, oldugundan sonug goriiliir.

D(A4)=0 icin (3.2) inhomojen Fredholm integral denkleminin ¢oziimiinii
tartismaya hazinz. A =4,, D(A4)nn bir kokii olsun. Bu halde ¢6ziimiin olmasi i¢in
gerek ve yeter sart f(X)in r tane y,, eigen fonksiyonlarina dik olmasi gerekir. Eger

(3.2) denklemi A = 4, i¢in belli bir ¢, ¢6ziimiine sahip ise bu halde,
[ £ 00w 00dx = [ 00w, (0ax = 4, [ o (0dx [ K (x,)g(t)dt
= [ 00w (0dx = 4, [ " (D[ K" (X, Oy () = 0.

Burada, 4, transpoz denkleminin y,; eigen fonksiyonuna karsilik gelen eigen

degerleridir.

Yeterlilik sart1 i¢in lineer cebirden bilinen gergekler kullanilir. Lineer cebirsel
sisteme tekabiil eden ortogonallik sarti (3.30) homojen olmayan sistemini yalniz
(n—r) bagimsiz denkleme indirgendigini garantiler. Bu ise (I-AA) matrisinin
rankinin p=(n—r) oldugunu 6nerir. Yani (3.31) ve (3.30) sistemleri ¢oziilebilirdir.

Bu ¢6zlim (3.5) de yazilirsa integral denklemlerine karsilik gelen ¢oziimii bulunur.
Nihayet, (3.2) denklemini saglayan iki ¢Oziimiiniin farki (3.25) homojen

denkleminin ¢6zlimiidiir. Bu sebeple, (3.2) inhomojen integral denkleminin ¢oziimii
P(X) = G(X) + (X + Ay, (X) + ..+ 01,y (X) (3.38)
formatindadir. Burada, G(X), &(X), a,(X), ..., a,(X) fonksiyonlarimin bir lineer

kombinasyonudur.
Netice itibari ile yukarida anlatilanlar asagidaki teoremle 6zetlenebilir.

Teorem (Fredholm alternatifi) 3.1.1.2.2:

#(X) = f(x)+lIK(X,t)¢(t)dt (3.39)
burada f(x) ile K(x,t) kare integrallenebilir olsun. Bu denklem ya sonsuz A lar i¢in
yalmz ve yalmz bir tek @(X) c¢Oziimiine sahiptir. Ozellikle, f =0 icin ¢=0
¢Oziimdiir ya da

$(x) = A[K(x,D(t)dt (3.40)
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homojen denklemi sonlu sayida r tane lineer bagimsiz ¢, ¢Ozlimiine sahiptir,

burada i=1,2,...,r.

w(x)=f(X)+1 j K™ (t, Xy (t)dt (3.41)
homojen olmayan transpoz integral denklemi ayni zamanda tek ¢6ziime sahiptir.

Ikinci durumda ise,
w(X)=A j K™ (t, X)p (t)dt (3.42)
transpoz homojen integral denklemi aym zamanda r tane lineer bagimsiz v,

¢Ozlimiine sahiptir. Homojen olmayan denklem (3.39) integral denkleminin ¢éziime

sahip olmasi igin gerek ve yeter sart verilen f(X) fonksiyonu
(fwa) =] FOOWs (0dx =0, i=12,..r (3.43)
denkemini saglar. Yani, burada her i =1,2,...,r i¢in < f ,y/0i> =0.

Bu teoremleri orneklerle izah edelim.

Ornek 3.1.1.2.3:
d(x) = f(x) +l f[sin(x +t)]¢(t)dt (3.44)
7z 0

integral denkleminin f(X)=X igin ¢Oziime sahip olmadigimi fakat f(x)=1
oldugunda sonsuz sayida ¢dzlime sahip oldugunu gdsterelim.
Coziim: Bu denklem igin,

K(X,t) =sin Xcost + cos Xsint

a,(X)=sinX, a,(X)=cosX, b,(t) =cost, b,(t)=sint.

Buradan,
2z 2z
a,(x) = J costsintdt=0=a,,, a,(X)= j cos’tdt=7=a,,,
0 0
1 -ir -
D(1) = —1- 2272 (3.45)
-Ar 1

Eigen degerler A, :il . (3.44) denklemi A :l yi icermektedir. Bu nedenle,
V4 V4

transpoz denkleminin eigen fonksiyonlarini inceleyelim. (¢ekirdek simetriktir.)
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(3.46)

177
P00 =— j [sin(x +1)]g(t)dt .
0
(3.46) denklemine karsilik gelen cebirsel sistem
c,—Anc, =0, —Anc,+¢,=0.
.. 1 ..
A =—1i¢in ¢, =¢C, ve 4, =—— igin C, =—C,.
V4 V4

Bu nedenle, 4, = 1 icin eigen fonksiyonlar (3.5) bagintisindan ve
(3.47)

#(X) = c(sin X+ cos X)

ile verilir. Clinki,
2z

2z
I(XsinX+XcosX)dX=—27r¢O ve I(sinx+cosx)dx=0.
0 0

Bu ise istenendir.

Ornek 3.1.1.2.4;
(3.48)

d(x) = f(x)+ 4}(1 —3xt)g(t)dt

integral denklemini ¢ozelim.

Coziim: Bu denklem igin (3.9) cebirsel sistemi
O—Mq+%ﬂg:fu —%ﬂq+a+ﬂmf:g (3.49)

%~
- 2
==(4-2%). (3.50)

D=, ? 4
—A 1+A
2

Bu nedenle, (3.48) ancak ve ancak A # +2 oldugunda tek ¢dziime sahiptir. Bu halde,
1

B(X)=A j (1-3xt)p(t)dt (3.51)
0

homojen integral denklemi yalnizca asikar ¢oziime sahiptir.
Simdi de Anin bir eigen degere esit olmast durumunu ve transpoz homojen

integral denkleminin eigen fonksiyonlarini inceleyelim.
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#(X) = lj(l —3xt)A(t)dt (3.52)

A =42 igin (3.49) cebirsel sistemi C, =3cC, verir. Bu halde, (3.5) denklemi

#(X)=c(l1-Xx) (3.53)
eigen fonksiyonunu verir, burada c keyfi bir sabittir. Benzer olarak, 4 =-2 igin
karsilik gelen eigen fonksiyon

#(X) = c(1-3X). (3.54)

1
Yukaridaki analizden, eger f(X) fonksiyonu J.(l —3x) f (x)dx =0 kosullu ile
0

#(x) = f(x)+ ;tj(l —3xt)g(t)dt

integral denklemi ¢6ziime sahiptir.

3.1.1.3. Fredholm integral denkleminin birinci tipi

f(x)= j K(x,t)pt)dt a<xt<b (3.55)

integral denkleminde ¢ekirdek ayrilabilir olsun. Yani,
f(x) = a0 [b gt =Y (b.4)a, (%) (3.56)
i=l i=1

(3.55) denkleminin ¢oziime sahip olmasi igin gerekli sart f(X)in {a(x)}

fonksiyonlarmin lineer kombinasyonu olarak yazilmasidir. Burada,
f )= aa(x) (3.57)
i=1

olsun. f(x) bilindiginden ¢; lerde bilinir. (3.56) ve (3.57) denklemlerinin

karsilagtirilmastyla (3.55) denkleminin ¢6ziim problemi
b
a, = j b (t)gt)dt, i=1,2,..n (3.58)

n tane integral denklemine indirgenir. (3.58) denklemindeki #(t) ¢oziimii
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HO=3 B, (3.59)

denklemindeki gibi olsun. S; bilinmeyendir. Bu ifade (3.58) denkleminde yazilirsa
a =Y B(b.b), i=12,.n (3.60)
j=1

elde edilir. Burada, b(t)ler lineer bagimsiz oldugundan <b. b.> bilesenlerinden

i°M]
olusan matriste nonsingiiler olur (Bu matris gergekten simetriktir ve tiim eigen

degerleride pozitiftir).

0= j K*(t, X)p (t)dt (3.61)
transpoz homojen integral denklemini inceleyelim. Esleniginden,
b () (w.a)=0, i=12,.,n (3.62)

elde edilir. {bi (X)} ler lineer bagimsiz oldugundan

(w,a)=0, i=12,..,n (3.63)
denklemi elde edilir. Fakat (3.57) denkleminden f nin (3.59) transpoz homojen
integral denklemini saglayan tiim ¢6ziimlere dik oldugunu sdyler. Ayni mantikla

0= j K (x,t)g(t)dt (3.64)

elde edilir.
Bu mantikla asagidaki teorem ispat edildi.
Teorem 3.1.1.3.1: (3.55) Fredholm integral denkleminin kare integrallenebilir

¢ozlime sahip olmasi igin gerek ve yeter sart f(X)in (3.57) bigiminde olmasi ve

ayrica (3.61) denklemini saglayan tiim ¢oziimlere dik olmasi1 gerekir.
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3.2. Yontem
3.2.1. Ardisik yaklasiklar metodu
3.2.1.1. iteratif metodu

Birinci mertebeden diferansiyel denklemler ¢ok iyi bilinen Picard’in ardisik
yaklagiklar1 (yaklasimlari) metodu olarak ¢oziilebilir.
Ikinci tip lineer integral denklemleri igin iterative metodu ayni prensibe

dayanir.
¢(X): f(X)+lIK(X,t)¢(t)dt. (3.65)
Bu metodu sunalim. f(x) ile K(X,t) fonksiyonlari kare integrallenebilir

fonksiyonlardir. (3.65) denkleminin ardisik yaklasiklar1 (yaklasimlari)

$,, (0 = £ 00+ 2[ K6 g, (Dt (3.66)
Bu denklemde,
¢ (x) = F(%). (3.67)

Bu da (n+1). yaklasimi verir. n — o0 i¢in ¢, (X) diizgiin olarak bir limite yakinsarsa

bu limit ¢6ziim olur. Bu limite calismak i¢in (3.66) prosediiriinii detayl1 bir sekilde
inceleyelim.

Birinci ve ikinci yaklagimlar

$00 = f00+A[ KOO f (Dt (3.68)

$,(0 =10+ 2K f 0yt + 22| K(x,t)U K(t,y)f (y)dy}dt. (3.69)
Bu formiilii basitlestirmek igin,

K,(X,t) = j K(x, y)K(y,t)dy (3.70)
denklemi seklinde yazilir. Bu sonug ise

,(X) = f(x)+/IJ.K(x,t)f(t)dt+12J.K2(x,t)f(t)dt. (3.71)
Benzer olarak,

3,00 =00+ A[ KOG f(Ddt+ 2 [K,060) f (Ddt +2°[K (0 f D)t (3.72)

ve burada,
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K,060) = [K (% y)K,(y,Hdy. (3.73)

Ko (60 = [KOGY)K, (v, tdy (3.74)
Bu muhakemeye devam edilirse ve (3.74) den hareketle (3.65) integral denkleminin

n. yaklasik ¢6zimii,
¢, (X)= f(X)+i/1mJ‘Km(x,t)f(t)dt (3.75)

ile verilir. K_ (X,t) ifadesi m. iterasyon olarak adlandirilir. K, (X,t) = K(X,t) olsun.

n — oo i¢in limite gecilirse Neumann serisi olarak bilinen
#(x) =limg, (X)= f(X)+ Z/?,mj K,,(x,t) f (t)dt (3.76)
n—oo =l

integral denklemi elde edilir. Simdi de bu ardisik yaklagiklarin yakinsakligi igin

gerekli sartlar1 yazalim. Bu amag i¢in (3.75) deki integranda Schwarz esitsizligi

uygulanirsa,

U K, (x,t)f (t)dtr < (ﬂKm(x,t) ? dt)(ﬂ fof dt) (3.77)
elde edilir.

D> = j| f () dt (3.78)
ve

C = [[|Kn 00 dt

olsun. Bu halde (3.77) esitsizligi

K F (t)dtr <C2p’ (3.79)
seklini alir. Simdi de C. {ist sinir1 ile C; iist simir1 arasindaki iligkiyi verelim. Yine
bu iliski (3.74) e Schwarz esitsizligi uygulanarak elde edilir. Yani,

"< [|Ko oI dy K (v, )
ifadesinin te gore integrali alinirsa,

[IKq 60

burada,

B> =[[IK(xb)

K, (x,t) *dy

“dt <BC2 (3.80)

2 dxdt . (3.81)
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(3.80) esitsizliginden
C2<B™C} (3.82)
tekrarl bagintisi yazilir. (3.79) ve (3.82) denklemlerinden,

[ K, 0 f ‘<crppim (3.83)

elde edilir. Bu sebeple, (3.75) kismi toplammin genel terimi DC, |/1|m B™'den
kiiciiktiir. Bu taktirde eger,
|4|B <1 (3.84)
ise (3.76) serisi geometrik seriden daha hizli yakinsar. Yani, diizglin yakinsaktir.
Simdi (3.65) serisinin verilen A i¢in ¢Ozlimiiniin tek oldugunu gosterelim.
g,(x) ve g,(x) gibi iki tane ¢oziimii olsun. Bu halde,
9,0 = FC0+A[KO,g, (0dt, g,(0) = (0 +A[K(x g, (bt
Yukaridaki denklemler taraf tarafa ¢ikarilirsa ve ¢(X) = g,(X)—9,(X) denirse ve
$(x) = A K(x,Dg(t)dt
denklemine Schwarz esitsizligi uygulanirsa,

600 <[] [IK (b de [l

veya

(1-)2 BY) j g dx <0 (3.85)
esitsizliginden sol taraf daima pozitiftir dolayisiyla c¢eliski s6z konusudur.
Yani, #(X) = 0 olmak zorundadir.

(3.76) Neumann serisinde n. terimden sonraki ithmal edilen terimler i¢in hata

nedir? sorusuna yanit vermek i¢in asagidaki prosediir takip edilir.
d(X) = f(x)+Z/ImJKm(X,t)f(t)dt+ R,(X). (3.86)
m=1

Bu halde bir 6nceki analizden,

n+l1 B "

R, (x)| < DC A" ——.

(3.87)

Simdi de (3.87) denkleminin nasil elde edildigini gosterelim. Yani,
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R, ()| =

i ﬂ”‘IKm(x,t)f(t)dt‘.

m=n+1
Simdi, Schwarz esitsizligi ile bir 6nceki denklemlerden elde edilen {ist sinirlar ve

geometrik seri agilimi kullanilirsa

R,(0)|< (W”‘K (xt)[ dt) (JIfof dt)

< i|/1|chm_lD, cz, <B™c?
m=n+1

<DB) |4|"CB"™, C,, <B™C,

<B'DC, " (4B)" =DC, |2 B"—!

< Clmzzn‘il(/i )" =DC,|A]" B (1—/18)

Nihayet, ¢oziicii c¢ekirdek K, (s,t) c¢ekirdekleri cinsinden yazilabilir. Gergekten

(3.76) Neumann serisindeki kismi toplam ve integralin yerleri degistirilirse
d(x)=f(x)+ ﬂj{sz“Km(x,t)} f (t)dt.
m=1
Bu ise,
#(X) = f(x)+,1jr(x,t;/1) f (t)dt (3.88)

seklinde yazilarak ¢oziicii ¢ekirdek olan

T(x,t;4) = iszle(x,t ) (3.89)

m=1

serisi en azindan |/’L| B <1 olmasi halinde yakinsaktir. Bu ise ¢o6ziicii ¢ekirdegin A nin

bir analitik fonksiyonu oldugunu ve bu analitiklik bolgesi |/1|< B~ ¢emberi

icerisinde gegerli oldugunu gosterir.
(3.65) denkleminin ¢oziimiinlin tekliginden ¢oziicii c¢ekirdegin tek oldugu

goriilebilir. Gergekten, (3.88) denkleminde ¢oziicii ¢ekirdekler I'(X,t;4) ve

I',(X,t;4) olsun. (3.65) denkleminin tekliginden keyfi f(x) fonksiyonu
f(x)mojrl(x,t;;to) f(t)dt = f(x)+/10I T, (xt;4,)f(tdt . (3.90)
Y(xt14) =T (t4)-T,(Xt4)

olsun. Dolayisiyla, keyfi bir f(x) fonksiyonu igin
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jw(x,t;ﬂo) f(t)dt=0
olur. x leri sabit tutarak f(t)=¥"(x,t;4) olsun. Bu ise,
j|\11(x,t;zo)|2 dt=0.
Dolayisiyla, W(x,t;4,)=0. Bu ise ¢oziicii cekirdegin tekligini garantiler. Bu

analizlerin neticesinde asagidaki teorem ifade edilir.

Teorem 3.2.1.1.1: Her kare integralenebilir K(X,t) ¢ekirdegine karsilik bir
I'(x,t;4) coziicl ¢ekirdegi vardir. Bu ¢oziicli ¢ekirdegi |/1|B*1 ¢emberi igerisinde

Anin bir analitik fonksiyonudur ve ¢oziicii ¢ekirdek (3.89) kuvvet serisi ile temsil

edilebilir. (Analitik fonksiyonlar kuvvet serisine acilabilir). Ustelik, eger f(X) kare
integralenebilir ise bu halde |/1| < B™' ¢emberi igerisinde gecerli olan (3.65) Fredholm

denkleminin kare integrallenebilir tek ¢oziimii vardir. Bu ¢6ziim, (3.88) formiiliiyle
ifade edilir.
Ardisik yaklagiklar (yaklasimlar1) metodunun birgok dezavantaji vardir. Ek

olarak kullanigsiz bir yontemdir, genelde Neumann serisi kapali bir bi¢cimde

toplanamaz. Ustelik, (3.65) integral denkleminin ¢oziimii |/1|B >1 olmasi halinde

bile mevcut olabilir.
Aslinda ¢oziicii ¢ekirdek Aya gore n. dereceden iki polinomun boliimidiir ve

boylece I'(Xx,t;A)nin singiiler noktalar1 yalmizca D(A)=0’1n kokleridir. Fakat,
|4|B >1 igin Neumann serisi yakinsamaz ve bu da istenen ¢oziimii saglamaz.

Ornek 3.2.1.1.2:
Pp(x) = F(X)+ ﬂ.l[ex‘tqﬁ(t)dt (3.91)

integral denklemini ¢6zelim.

Coziim: Bir onceki kisimdaki metot kullanilirsa

1
K(x,t)=¢e"", K,(x,t)= Jex’yey’tdy =e*",
0

Bu isleme devam edilirse K (X,t) ye tekabiil eden itere edilmis gekirdeklerin

tiimiinii buluruz. (3.89) denklemi kullanilarak, ¢oziicii ¢ekirdek
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x—t

e
1-4)

Fxt0)=KXDA+A+A2+..) = (3.92)

denklemi seklinde elde edilir.
(1+/1+/12+...) serisi yalnizca |/”t|<1 icin yakinsamasina ragmen ¢ozici

cekirdek aslinda A nin bir analitik fonksiyonudur ve A =1 basit kutup noktas: harig

biitiin diizlemde regiilerdir. @¢(X) in ¢oziimii (3.88) denkleminden

A

(1-)

#(X) = f(X) { ﬁe“ f(t)dt . (3.93)

Ornek 3.2.1.1.3:
B(X) =l+ij(1—3xt)¢(t)dt

Fredholm integral denklemini ¢ézerek ¢oziicli ¢ekirdegi hesaplayalim.

Coziim: ¢,(x) =1 ile baslayalim.
1 3
$00 =1+ A[(1-3xt)dt =1+,1[1_5Xj,
0

il 30 bt = 301
¢2(x)—1+ﬂ£(1 3xt)[1+/1(1 2x)}dt—1+/1(1 2x}+4/1

2 3 4 5
¢(x):1+/1(1—ixj+i+i[1—ixj+i+i(l—ixj+...
2 4 4 2 16 16

A At 3
¢(X):(1+T+£+...J{I+A(I—EXH.

Bu geometrik seri |/1| <2 olmak sartiyla yakinsaktir. Bu halde,

4+22(2-3x)

$00=—

(3.94)

Bir onceki ornekte yakinsaklik i¢in sdylenen islemlerin aynisi bu probleme de

uygulanir. Coziicii ¢ekirdegi hesaplamak i¢in itere ¢ekirdekleri bulunur.

1
K, (x,t)=1-3xt , Kz(x,t):J.(l—3xy)(l—3yt)dy:1—%(x+t)+3xt,
0

‘ 3 1 1
K, (x,t) = !(1—3xy)[1—5(y+t)+3yt}dy _Z(l—3xt) =7 K, (X,1).
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Benzer olarak,
K, (x.t) :%Kz (x1) ve K,(xt)= i K, (xt).
Buradan,

L(x,t4)=K, +AK, + K, +... =K, + AK, +/12%K1 +/13%K2 +o

2 252 2 252
:[1+%+(/22) +...jK,+/1[l+%+(/Zz) +...JK2

:{(Hl)—%i(xﬁ)—?’(l—i)Xt}/(l—%ﬁzj, |A|<2. (3.95)
Ornek 3.2.1.1.4: Km(X,t) , M defa itere edilmis ¢ekirdek ise
Ko (1) = [ K 06 Y)K, (v, 0)dy . (3.96)

Burada, r <m bir pozitif tamsaydir.

Coziim: (3.96) denkleminin art arda yaklasiklar alinirsa

KOGt = [ [ K (%% ) K (X%, ). K (% D)%, ..X, (3.97)
Sonug olarak, K (x,t)kathhg (m-1) kath integraldir. Benzer olarak, K (X,y)
(r—1) kath integral ve K (y,t) ise (m-r—1) kath integraldir. Boylece,

I K, (x,y)K,_ (y.t)dy ifadesi (m—1) katl: integral olur.

3.2.1.2. Volterra integral denklemleri

Ayni iteratif metodu Volterra integral denklemlerinin ikinci tipine de
uygulanabilir. Yani. (3.76) ve (3.88) denklemlerine ayni prosediir uygulanir.
Onceden bilindigi gibi K, (x,t)=K(x,t). Coziicii formiil (3.89) formiiliiniin
aymisidir ve verilen her (X,t) ikilisi i¢in ¢oziicii fonksiyon Anin bir tam

fonksiyonudur. Simdi, bu konsepti asagidaki 6rneklerle aydinlatalim.

Ornek 3.2.1.2.1:
#(X) = (1+X) +/1JX.(x—t)¢(t)dt (3.98)

integral denklemini ¢6zelim ve Neumann serisini bulalim.
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Coziim:

(x=t)’
3!

3

K (60 = (x=1), K,(61) = [ (x=y)(y—t)dy =

KOt = j( SIE D’ gy (x5t>

2 3 4 5

. _ X o5l X
Boylece, ¢(X)—(1+X)+/1(2!+ 3!)Jr/”t (4! + 5!)+___

Cikarim: 4 =1 igin ¢(x)=e".
Ornek 3.2.1.2.2:

p00 = F(0+2[e gty
0
integral denklemini ¢ozerek resolvant ¢ekirdegi hesaplayalim.
Coziim: Bu durum i¢in
K, (x,t) =e*", K,(x,t) = j e Vel tdy = (x —t)e*,
t

¢ v —1)° .
K.(x,t) = | (x-t)e*Ye’'d :(X—e“,...,K X,t) =
S(%1) !( ) v =", WD ="

Resolvant ¢ekirdek;
Hiw — DD t<x
I(x,t;4) = =  (m-1)! ’
0, t>x

Bundan dolayi, ¢6ziim

#(X) = f(X)+ /’L.X[ UV £ (t)qt.

3.2.1.3. Resolvant (Coziicii ) ¢cekirdek ile ilgili baz1 sonuglar

(X, t2)=> A"'K, (X,1)

m=l1
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¢Oziicii c¢ekirdek igin seri |/1|<E cemberinde tiim x vet degerleri i¢in mutlak

degerce ve diizgiin yakinsak oldugu ispatlanabilir. (3.1). kisimdaki varsayimlara ek

olarak, asagidaki esitsizlige

”K(x,t)zdx <E?, E sabit (3.103)
gerek vardir. Buise K ¢ekirdeginin kare integrallenebilir oldugudur.
Kin(6,8) = [ Ko, (6 YK (y,tely (3.104)

itere edilmis ¢ekirdege Schwarz esitsizligi uygulanirsa
K, 0O <([[K, 06 dy)([[K(y,0f dy)
elde edilir. (3.82) denkleminin yardimiyla

K, (x,t)|<C,EB™" (3.105)

elde edilir. Boylelikle, (3.102) serisi genel terimi C,E(A™'B™"') olan geometrik

serisi tarafindan temsil edilir.

Simdi de resolvant ¢ekirdegin
C(x,t;4)= K(x,t)+/1jl“(x, y; A)K(y,t)dy (3.106)
integral denklemini sagladigini gosterelim. Bu durumda, (3.102) serisinde K_(X,1t)

yerine (3.104) denklemi yazilirsa

r(x,t;A)= Kl(x,t)+i/1’“’1.[ Ko (X, Y)K(y, t)dy
= K(x,t)+ﬂiﬂ,m‘1j K. (X, Y)K(y,t)dy

= K(x,t)+/1j.{i/1m_le(X, y)} K(y,tdy

elde edilir ve buradan da (3.106) integral denklemi hemen bulunur. Diizgiin
yakinsakliktan dolay1r integral ve toplamin yerleri degisimi yasaldir. Ayni

muhakemeye devam edilerek,

rxua)= K(x,t)+2IK(x, YC(y,t; A)dy. (3.107)
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(3.106) ve (3.107) denklemlerinin ikisi Fredholm 06zdeslikleri olarak adlandirilir.

Daha onceki analizden bu ifadelerin en azindan |/1|B <1 ¢emberinde yakinsak

oldugu bilinmektedir. Coziicii ¢ekirdek anlamli tim A degerleri i¢in yakinsaktir.
Coziicii ¢ekirdek icin diger bir ilging sonug

or(xt2)
FY;

Gergekten,

TGy DTy, )y, (3.108)

[TO0y; (G )dy = [ 37 A™KL 06 )2 A K (v, tydy.
m=1

n=1
(3.102) serisi mutlak ve diizgiin yakinsak oldugundan integral isareti altinda seriyi
carpabilir ve terim terime integre edebiliriz. Bu nedenle,
[TOGy; Dy, A)dy = D7D A K (D). (3.109)
m=1 n=1
Simdi, m+n = p olsun ve toplamlarin siras1 degistirilirse

iiiﬂ%ﬂ_Z Kern (X,t)

p-1

DD APPK (%t

m=1 n=l p=2 n=
:Z(p—l)ﬂp‘zKp(x,t):M_ (3.110)
p=2 a/l

(3.109) ve (3.110) denklemleri birlestirilirse (3.108) denklemi elde edilir.

Benzer bir yontemle, ¢oziicii ¢cekirdek olarak adlandirilan

L6 A) =Tt 1) = (A= ) [T (%, Y3 )Ty, 1 2) dly (3.111)
integral denklemi elde edilir.

Bu halde, (3.111) denklemini (A - ) ile bolerek x— A gonderilirse (3.108)

denklemi elde edilir. (3.111) denklemi (3.106) ve (3.107) Fredholm 6zdesliklerinden

elde edilebilir. Volterra integral denklemi

[Ty DK (y,tdy
T(x,t2) = KX+ 24 , (3.112)

Ky, A)dy

0zdesliklerini saglar.
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b
[LocyM(y,tdy =0 (3.113)
b
[MOy)L(y,tdy =0 (3.114)

denklemleri [a,b] kapali araligindaki her x vet i¢in dogru ise L ve M ¢ekirdekleri
birbirine diktir.

L ve M icin ¢oziicii cekirdekler I', ve I ile gosterilirse

LxtA) =Y AL => A"L,, (1) (3.115)
n=1 n=0

CL(GEA) =Y "M (%) =D A"M,,,(X,1) (3.116)
n=1 n=0

elde edilir. Burada L, ve M, itere edilmis ¢ekirdeklerdir.

L ve M nin ortagonal
[LOGYT L (y,t:2)dy =0, (3.117)
fM(X, YL (y,t;4)dy =0 (3.118)

olduklart aciktir. Ustelik, (3.107) ifadesinde Fredholm &6zdesligi uygulanirsa
I(xt5A4)+,(X4) = L(X,t)+ M(X,t)

+A[[LOGYT (V6D + MG YT (Y6 A)]dy.  (3.119)
(3.117) ve (3.118) denklemleri gbz oniine alinirsa

IxtA)+T (Xt4)=L(Xt)+M(x,t)
+1 j [LOGY) +M (%, Y)][T (% 52) + T (v, A]dy (3.120)

denklemi elde edilir. Bu ise,

rl+m(xat;ﬂ):rl(xat;ﬂ“)"_rm(x’t;ﬂ)- (3121)
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3.2.2. Klasik Fredholm teorisi

3.2.2.1. Fredholm metodunun ¢oziimii

d(X)=f(x)+ ﬂj K(x,t)g(t)dt (3.122)
Fredholm integral denkleminin |/1|n1n yeterince kiiclik olmasi halinde A

parametresine gore diizgiin yakinsak kuvvet serisi cinsinden ¢oziimii elde edildi.
Fredholm (3.122) denkleminin ¢6ziimiinii tim A parametresine gore genel ¢coziimii
verdi. Daha once 6zel ¢ekirdek icin ¢alisilmis ve Fredholmun kendi adi verilmis ii¢
teoremi vardir. Burada, (3.122) denklemi f(x)ve K(x,t) fonksiyonlarinin
integrallenebilir herhangi iki fonksiyon olmasi halinde ele alinacaktir. Ustelik bu
yeni metotla ¢oziim tam formiillerle elde edilecek ayrica bu formiiller belirli
determinantlari icerecektir.

(3.122) integral denklemi lineer cebirsel denklemler sisteminin bir limit hali
olarak diisiintilecektir. Bu lineer cebirsel denklemlere indirgeme islemi (3.122)
ifadesinin iki veya daha ¢ok boyutlu olmasi halinde de gecerlidir. Fakat, biz

calismalarimizi [a,b] kapali araligindaki tek katl integralleri ele alacagiz. [a,b]

kapali araligin1 n esit parcaya bolelim.

x=t=a x,=t,=a+h, .. ,x =t=at(n-1)h, ho (=3 ,
n
Dolayisiyla,
[Kxbgtdt = h K (x,x))g(x;) (3.123)
j=1

yaklasik fonksiyonu elde edilir. Bu takdirde [a,b] kapali araligindaki tim X

degerleri i¢in (3.122) denklemi
P(X) = f(X)+/1hZ K (X, X;)P(X;) (3.124)
j=1

seklini alir. Ozellikle, (3.124) denklemi X, 1=1,2,...,n noktalarinda gegerliligini

korur. Bu diisiinceyle,

P(x) = f(xi)+/1hzn: KX, X)a(x;), 1=1,2,..,n (3.125)
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denklemi elde edilir. Simdi,
F) =1, d)=d, Kx.x)=K, (3.126)
denklemi yardimiyla (3.122) denkleminin yaklasigi olan n tane lineer denklem

sistemini teskil eden
¢—AhY Kig =f, i=12,.n (3.127)
j=1

¢ bilinmeyenlerine gore yaklasig: elde edilir. (3.127) yardimiyla ¢ekirdegin yaklasik

eigen degerleri elde edilir. Eigen degerler D,(4) =0 denklemini saglar.

1-2hK, -AhK, .. -AhK,
_IhK, 1=K, .. —4hK,

by=| - = (3.128)
_AhK,,  -AhK, .. 1-AhK,

Ornek 3.2.2.1.1:

#(X) - zfsin(x +D)@(t)dt =0

integral denklemini n =3 alarak ¢6zelim.

_— T V4 2
COlem: hzg, X1='[1=0, X2:t2:§’ X3:t3=T.
Kj; nin degerleri hesaplanirsa

0 0.866 0.866
(K;)=|0.866 0.866 0
0.866 0  —-0.866
elde edilir. Eger
1 —-0.9074 —-0.9074
D,(4)=]-0.9074 (1-0.9071) 0 =0,
—0.9074 0 (1+0.9074)

D,(4)=0 ise 1-3(0.0907)’ 2> =0.
(3.127) denklemine karsilik gelen homojen sistem nontrivial ¢éziime sahip olacaktir.

Bu kokler A =+0.6365.
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Genelde, bu metodun pratikteki uygulamalar1 sinirlidir, ¢linkii daha mantikl

bir yaklagim i¢in n sayisini oldukga biiylitmek gerekir. Bu ise fazla iglem gerektirir.

3.2.2.2. Fredholm birinci teoremi

B0 = 0+ A[ K(x, gty
homojen olmayan Fredholm integral denkleminde f(X) ve ¢(t) integrallenebilir

olsun. Bu halde homojen olmayan (inhomojen) Fredholm integral denklemi
$() = 0+ A[ Tt gyt

D(x,t;4)

¢Oziimiine sahiptir, burada ¢ozicii cekirdek T'(X,t;1)= D(A) ,

D(A)#0.

Coziicii ¢cekirdek 4 kompleks degiskenine gére meromorfik bir fonksiyondur.

D(x,t;A) = K(xt)+z j j ( ’p]dx dx,,

D) =1+ p' ( de dx, (3.129)

Bu her iki seri Anin tiim degerleri i¢in yakinsaktir. Homojen denklemin ¢oziimii
0zdes olarak sifirdir.

Ispat: (3.127) sistemini saglayan ¢ ler belirli determinantlarin oraniyla bulunur. Bu
oranda (3.128) denklemi ile verilen D,(4)#0 olmasi ile miimkiindiir. (3.128)

denklemindeki D,(4)# 0 determinant1 (—Ah)n kuvvetlerine gore agilirsa

K
x /1h) ( ﬂh) pq pr
Dn(l):l—thKW Zl Zl Ky|+
v= p.q= qq p,q.r=

Krp qu Krr

- Kplpz Kplpn
-h)" & K K .. K
+ ( /lh) z P2 Py P2 P2 P2 Py (3130)

n! PrsPyses Pp=l]|  eoe
Pn Py Kpnpz Kpnpn

elde edilir. (3.129) denklemi,
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KGt) Kt o KGS,E)

K(Szatl) K(Szatz) K(Sz, n) K[Slasb---asnj

3.131
t,t,...,t 3-131)

K(Sn’tl) K(Sn’tz) K(Sn’ n)

notasyonu 1ile basitlestirilebilir. Bu determinanta Fredholm determinant1 denir.

Buradan, (3.131) yardimiyla,

D,(2)=1- ﬂ,hZK(sp, ) Z (S S]
! p.a=l a

S;,S,>S:

+(_ﬂ“!h)3 Z K(S"’Sq’s’}... (3.132)

elde edilir. n—oo gitmesi halinde h—0 gidecektir. Bu sonugla (3.132)
denklemindeki her terim sirasiyla bir, iki, ti¢, v.b katli integrallere yakinsar. Bu

neticeyle Fredholm’un birinci serisi olan

D(A)=1- /IJK(S s)ds+—” ( ” 2jdsds

HI [ jdsds ds, +.. (3.133)

elde edilir.

D,(4) > D(4) limit halinde yakinsadigina dair giiclii bir ispat Hilbert
tarafindan verilmistir. Bununla beraber A nin tiim degerleri i¢in (3.133) serisinin
yakinsakligi  K(X,t)nin smirli ve integrallenebilir olmasi halinde Fredholm
tarafindan verilmistir. Sonug itibariyle D(A), Aya gore bir tam fonksiyondur. Bu
ozellikler itibariyle (3.122) Fredholm denkleminin ¢6ziimii verilebilir. Bu ¢6ziim

dp(X)=F(X)+ ﬂjl“(x,t;/i)f (t)dt (3.134)
olup ¢oziicii ¢cekirdek I'(x,t; 4)nin

D(x,t; 1)

r(x,tA)= D(A)

(3.135)

ile verilir. D(X,t;A)ninda belirlenmesi gerekmektedir. Coziicii ¢ekirdegin Fredholm

integral denkleminin ikinci tipini sagladig: bilinmektedir. Bu da,
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r'(x,t;4)=K(x,t)D(4)+ /II K(X,y)D(y,t;A)dy. (3.136)
(3.135) ve (3.136) ile
D(x,t;4) = K(x,1)D(1) + /1J- K(x,y)D(y,t; 1)dy (3.137)

elde edilir. D(A) i¢in (3.132) serisi bize ¢oziimiin (3.137) bi¢iminde oldugunu yani

¢Ozlm,
o (-4)°
D(x,t;2) =C,(X,t)+ Y o C,(X,t). (3.138)
p=t I
(3.132) niimerik serisi
© (_21\P
D(/I):CO+Z( 4 c, (3.139)
= p!
ile verilir. Burada ¢, =1 ve
_ X5 Xyseees X,
c, —J-...J.K(Xl,xz,._.’xpjdxl...dxp (3.140)

denklemi ile wverilir. (3.138) ve (3.139) denklemleri (3.137) denkleminde yerine

yazilarak gerekli katsayilar karsilastirilirsa

C,(x,t) = K(x,t) (3.141)
ve
C, (%1 =C, K%)= P[ KX, Y)C,, (y,t)dly (3.142)
elde edilir. Ardisik yerlestirmelerden sonra
p !
m P
C.(x,t)y=> (-1 C_ K. (x1). 3.143
60 = 2D i C Ko (kD) (3.143)

Bu C (x,t) (3.130) ifadesindeki Fredholm determinanti cinsinden yazilirsa

Xaylsyzr":yp
C.(xt)=]...|K dy,...dy .. (3.144)
p I I (t,yl,yz,...,yp] e

Gergekten, p =1 i¢in (3.142)
C, (%1 =K, = [K(x, y)C, (y,t)ely

= KOO [ K(y, y)dy - [K o y)K (y,thdy

ZJK[X yjdy_ (3.145)
ty
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Burada, (3.140), (3.141) ve (3.142) denklemleri kullanildi. (3.144) denkleminin
herhangi bir p icin gegerliligini korudugunu gdérmek i¢in integral isareti altinda
determinanti agarak

KXt  K&y) ... KXy,
K(X,yl,.-.,yp]_ Kyt Ky . K,y,)

LY Y,
Ky, t) K,y - Ky,

elde edilir. Yukaridaki gerekli tanimlamalar kullanilarak 6zellikle (3.138), (3.141) ve
(3.144) denklemleriyle

© (_1)P X, Y seens
D(x,t;ﬂ):K(x,t)+zﬂj...j|<[ h yp]dyl...dyp (3.146)
o p! LYY,

Fredholm’un ikinci serisi elde edilir. Bu seri Anin tim degerleri i¢in yakinsaktir.
(3.135) ve (3.146) serileri arasindaki benzerligi gérmek ilgingtir. (3.140) ve (3.143)

denklemlerinin karsilastirilmasiyla

c,= ij_l(x, X)dx (3.147)
elde edilir. (3.135) denklemindeki her iki oranin bulunmasiyla (3.122) integral
denkleminin ¢6ziimii sinirli ve integralenebilir bir K(x,t) ve D(1)#0 ile bulunur.

(3.135) denklemindeki her iki oran Aya gore tam olduklarindan ¢oziicli ¢ekirdek

Anm bir meramorfik fonksiyonudur. Yani c¢oziici c¢ekirdek D(A)=0 yapan

degerlerde singiiler noktaya sahiptir.
Nihayet Fredholm ile ifade edilen ve (3.134) ile verilen ¢6ziimiin tek oldugunu

gosterelim. Bu baglamda (3.136) integral denklemi D(A)#0 kilan ve Anin tiim
degerleri i¢in ¢oziicii ¢ekirdek tarafindan saglandig kolaylikla gozlemlenebilir. Daha
onceden |/1|< B~ olmas: halinde (3.136) denkleminin gecerliligi bilinmektedir.
Cozlimiin tekligini ispatlamak icin @(X), D(1)#0 olacak sekilde (3.122)
denkleminin bir ¢oziimii olsun. (3.122) denkleminin her iki tarafi I'(X,y;A1) ile

carpilir ve integre edilirse

[Ty Mg(y)dy = [T, y;2) F (y)dy

+A[ [ [ro y;ﬂ,)K(y,t)dy]¢(t)dt. (3.148)
(3.136) ile (3.148) kullanilirsa
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[K gyt = [T, y;2) f (y)dy (3.149)
elde edilir. Bu ise,
#(x) = f (x)+/1jr(x,t;/1) f (t)dt (3.150)

bu yazilis biciminin tek oldugunu gosterir. Ozellikle
d(X) =4 j K (x,t)g(t)dt (3.151)

homojen denkleminin ¢6ziimii 6zdes olarak sifirdir.

Ornek 3.2.2.2.1:
#(x) = f (x)+/1j(x+t)¢(t)dt (3.152)

integral denklem i¢in resolvanti bulalim.

Coziim: Bu 6rnegin ¢oziimii

o p
{Z( /1') Cp(x,t)}
L(x,t;A)=2 =

00 _ﬂ, p
z( ) c,
o P!

(3.153)

seklinde yazilmasiyla elde edilir, burada C, ve ¢, (3.140) ve (3.142) bagintilariyla

tanimlanmusti.
c, =1L C,(X1)=K(Xt)=(x+1), (3.154)
c, = j C,, (X, X)dx. (3.155)
C,=c,K(x,t)- plj K(x,¥)C, (y,t)dy. (3.156)
0
Dolayistyla,
C = jZde =1,
0

C,(x,t)= (x+t)—j(x+ y)(y+t)dy :%(x+t)— xt —%,

1 1 1
C, :j(x—xz—gjdx:—g,

0

C,(x,t)= —é(x+t)—2'[(x+ y)B(yH)— yt—ﬂdy =0.
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C,(y,t) sifirlandigindan dolayr (3.156) denkleminden sonu¢ olarak C, ve c,

katsayilar1 da sifirlanir. Boylece,

(x+t)—B(x+t)—xt—;}1 |

2
14{”]
12

Bu sonug farkli bir metotla daha 6nce (3.8) olarak bulunmustu.

Ornek 3.2.2.2.2: Reel A degerleri icin D(X,t;4)nin

T(x,t;4) = (3.157)

D) PEEA D (1)D0xt )+ [ D(x, y: 2D, :2)dy (3.158)

integro-diferansiyel denklemini sagladigini gosterelim.
Ispat: Eger A eigen deger degilse,

Fics - L)
bagintisindan

D(x,t; 1) = D(A)I(X,t;4) . (3.159)
Dolayistyla,

aD(x,t; A)

U IO |
s - PA Tt D+ DA tD).

Bu denklemin her iki tarafi D(A) ile carpilir ve (3.160) formiilii kullanilirsa, soyle ki

or(x,t; )
EYl

ve (3.159) denklemi ile (3.158) elde edilir.

[Ty (Y.t A)dy

3.2.2.3. Fredholm ikinci teoremi

Teorem 3.2.2.3.1: A, katliligt m olan D(A)nin bir sifir1 olsun. Bu taktirde,

B0 = 2 [ K(x,Dg(t)cl
homojen denklemi en az bir en ¢ok m tane dzdes olarak sifir olmayan ¢ (X) lineer

bagimsiz ¢oziimlere sahiptir. Bu ¢oziimler,
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X

Xiseves Xisoeees X
mm=a[l ‘
[ t

190 s Lip1oeeeo by

/10], i=L2,...,r ve. 1<r<m

ile verilir. Bu denklemin diger ¢dziimii ¢ (X)lerin lineer kombinasyonudur. Ispat

etmeden Once bazi irdelemeler yapilabilir.
Fredholm’un birinci teoremi D(A) =0 olmasi halinde gegerli degildir. Yani

A, D(A)nin bir kokii ise Fredholm birinci teoremi gecerli degildir. Cekirdegin
dejenere olmasi halinde (3.160) homojen denkleminin nontrivial ¢oziimlere sahip
oldugu bilinmektedir. Ayn1 diislincenin keyfi integrallenebilir bir ¢ekirdek iginde
gecerli oldugu beklenebilir. Bu halde eigen degerleri olusturan spektrum bunlara
karsilik gelen eigen fonksiyonlar elde edilir. Fredholm ikinci teoremi bu ¢aligmanin
ekseninde odaklanmustir.
Ispat: Ispat1 adim adim yapalim.

1. Adim: Ilk olarak D(A)nm her sifir1 (3.159) ¢oziicii ¢ekirdegin bir kutup noktasi
oldugunu gosterelim. Bu kutup noktasinin mertebesi en fazla D(A)nin mertebesine

esittir. Gerg¢ekten, Fredholmun birinci serisi olan

D(;t)—l+z jj @l N de1 dy, (3.160)

denklemi tiirevlenir, integral degiskenlerinin indisleri degistirilirse

D'(A):—j D(X, X; A)dX. (3.161)
Bu bagintidan A, D(A)nin k. mertebeden bir sifir1 olsun. Bu halde A, D'(1)nmn
(k—1). mertebeden sifiridir ve bunu takiben A4,, D(X,t;4) tam fonksiyonun en fazla
(k—1). mertebeden sifir1 olur. Sonu¢ olarak A, ¢oziicii ¢ekirdegin en fazla k.
mertebeden kutup noktasidir. Ozellikle 4,, D(A)nim basit bir sifiri olsun bu halde
D(4,)=0ve D'(4,)#0. Boylelikle A4, ¢oziicii ¢ekirdegin basit kutup noktasi olur.
Ustelik (3.161) denkleminde D(X,t;4,)#0 olur. Bu 6zel durum igin (3.137)
denkleminden eger D(A)=0 ise D(x,t;4)# 0. Bu durumda Xxin fonksiyonu olan
D(x,t; 1), #(X) :iojK(x,t)¢(t)dt homojen denkleminin bir ¢6ziimii olur. Bu bilgi
1s1ginda A keyfi bir sabit ise aD(x,t; 1) da bir ¢oziimdiir.

2. Adim: Simdide A nin katliligt m olan genel durumu ele alalim. Yani,
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D(4,)=0,...., D (4,)=0, D™(4,) =0 (3.162)
burada, D(4,) r defa Aya gore tiirevinin A da ki degeri demektir. Fredholm

mindrleri olarak bilinen determinant kullanilirsa bu durum basitlestirilebilir.
D, Xis Xyseens Xy a2l =k Xp5Xy5eees i /1)p
t,t,..t t,t,... tn =2

Xa *9 nayla 3y
LIkl dy.dy,..dy. . 3.163
'[ '[ {tl’ *9 nayla 9yp] yl y2 yp ( )

Burada, {Si} ve {ti} i=1,2,...,n iki degiskenli dizilerdir. Simdi,

y geeey
( : ]dyl...dyp’
9 17 :

= Yiseees
D) =1+ p, ( }dyl dy,
p=

p1 p'

Fredholm serileri yakinsak oldugu gibi (3.163) serisi de tim A degerleri i¢in
yakinsaktir. Sonug olarak A nin bir tam fonksiyonudur. Ustelik

Yiseeos
D(A) = 1+Z j j (yl }dy1 dy,
19 5
denklemi n defa tiiretilir ve (3.163) serisi ile karsilastirilirsa

d"D(A s %o
d/l(”)_( '] jD(p Xy

A)dx dx, (3.164)

denklemi elde edilir. Bu bagintidan asagidaki sonug ¢ikarilabilir. Eger A, kathiligi m

olan D(A) nin bir sifir1 ise mertebesi sifir olan Fredholm mindriiniin determinanti

X5 Xyyeees Xop
D, /1¢O
t,.t,...t,

Nihayetinde 6zdes olarak sifir olmayan ve mertebesi mden kiiciik olan mindrler

olabilir. (3.136) c¢oziicii c¢ekirdegine karsilik gelen mindrler arasindaki bagintiy1

bulalim. (3.163) denkleminin integral isareti altinda ki determinantinin agilimi
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Kx,t) K&X,t) .. K,t) K&X,y) . K&X,Y,)
KX,t) K1) o Kg,t)  Kix,x) .. K(X,Y,)
Kt)  KX,t) o K&XLt)  K&Ly) o KL Y,) (3.165)
K,t)  Kut) o Kypt) KOst o K,y
K(yp.t) Kyt - K(y,t) K(y,.Xx) .. K(y,.Y,)

seklindedir. p>1 olacak sekilde p defa integre edilirse
9eeey na yla ay
K] dy, ...dy
L b
= > DMK t)
h=l1

5eeesy ) Xn’ya Y £ n—
[ IK( e 1 yp )dyldyz...dyp +> (=)™
h=1

s h 1 h+l’ ) n’yl’

XZ’ ° n’yl’yZ’ ’yh’ ’y
| K(X, YK dy,...dy (3.166)
J Kooy (tp Sttt Vs Vos Yoo ,yj e

elde edilir.

Xla' ] nayla 5y
| K dy,..d
J. I [ 1a ] nayla Jypj yl yp
=2 (=D"K(x,t,)
h=1

J. IK{ 2 Ko Yoo ;/ jdyl...dyp

1’ * h 12 h+17 * nayla

*9 n,y’ y
_pJ.K(xl,y){J.J‘ [ y‘ y“}dyl...dypl}dy. (3.167)
5n’ 19°°°> p]

(3.167) denklemi (3.166) denkleminde yazilirsa Fredholm minérii (determinanti)

X X
D 192> n 1h+1K X’t D >*n
n(tlﬂ ’tn ] Z( ) ( 1 ) " 1( tl’ ’th l’th+1’tn j
3 Yaseens X,
+/1j+<(x1,x)Dn(ytl Y2 t l]dy (3.168)
(ERVERREER]
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denklemini saglar. Benzer sekilde (3.165) denkleminin birinci slitunu igin ayni

islemler yapilirsa

X;yeees X
Dn[t '[n
et

n Xpeens X 13 Xesp5eems Xo
/1]:2(_1)h+1K(Xh’tl)Dn_l( 1 h—12"*h+1 ]

= ... t
Xiperr X,

+/1IK(y,t1)Dn dy. (3.169)
AR

Benzer sonug diger siitunlara da uygulanarak ayni sonuglar elde edilir. (3.168) ve
(3.169) formiilleri daha once ifade edilen Fredholm serilerinin sahip oldugu role
sahiptir.

(3.168) ve (3.169) bagintilar1 Anin biitiin degerleri i¢in gegerlidir. (3.168)

yardimiyla A4 =/, eigen degeri i¢in homojen denkleminin ¢6ziimii bulunabilir. Bunu
sonu¢landirmak i¢in A =4, katliligt m olan D(A) fonksiyonun bir sifir1 olsun. Bu

halde onceden belirtildigi gibi D, 06zdes olarak sifir olmayabilir. D, mindrii

m

D,, D,,..., D,,, dizisinde 6zdes olarak sifir olmayan ilk mindr olsun. Burada

1<r<m olup A, eigen degerin indeksidir. Ustelik D, , =0 fakat (3.168) integral
denklemi

X;s Xy serer X
t,t,,...t

r

$(X) = Dr[ %J (3.170)

r

denklemini gerektirir. Burada ¢ (X), homojen denkleminin ¢ozlimiidiir. Burada D,

mindriindeki Xin farkli degerleri icin trivial olmayan homojen denkleminin ¢ (X),

i=1,2,...,r ¢oziimleri vardir. Bu ¢6ziimler genellikle

Xiseees X 1o X Xiyppeees X,
/10
t.. ot

3
X, seees Xips Xis Xipseees X,
/10
t,.. .t

ile wverilir. Burada (3.171) ile verilenler asagidaki sebepten dolay1 lineer

®.(X) = i=1,2,..,r (3.171)

bagimsizdirlar. (3.165) determinantinda ®;(X) eger iki degiskende de X, esit ise iki

satir esit olur ve sonug olarak determinant sifir olur. Boylece, (3.171) denkleminde

0, i=#k

(Dk(xi):{l i~k
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oldugu goriliir. Eger, Zde)k =0 bagmtis1 varsa Xx=s5;, almarak C,=0 oldugu
goriiliir. Bu ise ¢0ziimlerin lineer bagimsiz oldugunu garantiler. Bu ®, ¢oziimler
sistemi 4, eigen degerine karsilik gelen eigen fonksiyonlarinin temel sistemi olarak

bilinir. Bu eigen fonksiyonlarin herhangi bir lineer kombinasyonu homojen

r
denkleminin ¢oziimiinii verir. Tersine homojen denklemin ¢dziimiiniin ZCiq)i =0
i=1

oldugunu verir. Bunun i¢in I'(X,t;4) ¢oziicli ¢ekirdegine karsilik gelen H(X,t;1)
cekirdegini

X, X eees X,
Dr+l£ t tl t X’OJ
PL'ERRET
(3.172)

X yeeey X
1 r 2,0
t,.t

ile tanimlayalim. (3.169) denkleminde n=r alinirsa ve ekstra X vet arglimentleri

;

Xy Xpyever X_ps X igoeres X
t,t,..., t

H(x,t;4) =

eklenirse

Xy X ooy X
Dr+1 A
t,t,...t

‘ i(—l)“K(xh,y)Dr[

Xiyeees X,
Jo [=KOOD,|

1909 4y

%j
yXpyeeX,

X

P ERLETR

denklemi elde edilir. (3.173) denkleminde her D, mindriinde X degiskenini

X, ; ve X, degiskenleri arasindaki bir yere transpoze edilirse ve denklemin her iki

Xipeers X,
D, A, |#0
t,..t
ile bolunirse

H(x,t2) =K (6, = 4 [H % y; DK (y,)dy

tarafl

= —i K (X, )P, (X). (3.174)
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Eger ¢(X), homojen denklemin bir ¢oziimii ise (3.174) denklemi ¢(t) ile carpilir ve

te gore integre edilirse

JooH ot - 22— [prixy: ey
:_i@@h(x) (3.175)

elde edilir. Kisaca ¢(X,) = /10] K(x,,t)g(t)dt. Esit terimler yok edildikten sonra

#0 = 345,24 () (.176)

3.2.2.4. Fredholm iiciincii teoremi

Fredholm birinci teoreminin analizinde
d(X)=f(x)+ ﬂj K(x,t)p(t)dt (3.177)
homojen olmayan integral denklemi D(A)# 0 olmasi halinde bir tek ¢oziime sahip
oldugu gosterildi. Fredholm ikinci teoremi ise
#(s) =1 j K (s, )p(t)dt
homojen denklemi D(A)=0 olmasi halinde calisildi.
Bu kisimda ise (3.177) denkleminin D(A)=0 olmasi halinde de ¢oziime

sahip oldugu arastirilacaktir. Bunun i¢in gerekli olan analiz deforme edilmis ¢ekirdek
i¢cin yapilan analizden c¢ok farkli degildir. Gergekten tek fark (3.177) denklemi igin
tam bir formiil verilecektir. Icerik olarak tartisma aynidir.

Teorem 3.2.2.4.1:
$(x) = f(X)+ zj K (X, t)g(t)dt
denklemi i¢in D(4,) =0 olmasi halinde de
$(X) = f(X)+ 4, j K (x,t)g(t)dt

homojen olmayan denklemi ¢6ziime sahiptir. Coziimiin olabilmesi i¢in gerek ve yeter

sart 4, eigen degerine karsilik gelen transpoz homojen denkleminin tiim
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v, (X), ., I eigen fonksiyonlar1 f(x) fonksiyonuna ortogonal olmasidir. Bu

X, X5 Xy yeney X
Dr+1 v ' 2’0
tt,.. .t

genel ¢oziim

pO0=T(0+4] f(t)dt+> C,D,(x)
Xis Xy yers X, =
D A
“(t,,... t "]
seklindedir.
Ispat: (3.177) denkleminin transpozu (adjointi)
b
w(X)= f(x)+/1J.K(t,x)l//(t)dt a<x<h. (3.178)

Bu transpoz denklem i¢in
Yiseen ¥
D(A) = 1+Z j [K y dy] dy,
19° 9
ile verilen Fredholm’un birinci serisi ile aynidir. Halbuki, Fredholm ikinci serisi
olan
2 (—-A)° X Y5 Yy
D(x,t; ) =K(x,t)+ > ——|...| K dy,...dy
; p' J. J- tayla'--ay : P
denkleminde X vet nin rolleri degistirilir. Bu ise (3.177) denklemine ve (3.178)
transpoz denklemine ait ¢ekirdeklerin ayni eigen degerlere sahip olmasi demektir.
Ustelik, (3.178) ¢oziicii ¢ekirdek

D(t,x; 1)

r'it,x;A)= D)

(3.179)

ile verilir. Bu sebeple (3.178) denkleminin ¢oziimii Anin eigen deger olmamasi

halinde
w(x) = f(x)+ /1][ D(t(x )’1)} f (t)dt (3.180)

ile verilir. Transpoz c¢ekirdegi ile orjinal ¢cekirdegin sadece ayni eigen degerlere sahip

olmas1 degil ayn1 zamanda eigen degerlerin indeksi aynidir.

Ustelik, /4 eigen degerine karsihk gelen transpoz denklemin eigen

fonksiyonlari
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X, e X,
DT
tyot ottt

seees i by iy

()= ol
5 [xl,... X
Nttt et

(3.181)

9

5

ile verilir. Burada (X,X,,...,X,) ve (t,t,,...,t,) payda sifir olmayacak sekilde segilir.

i+12

Bu formiilde her farkli r degeri i¢in lineer bagimsiz r eigen fonksiyon sistemi elde

edilir. Burada y(X) ile ¢ farkli eigen degerle birbirine ortogonaldir. ¢(X), (3.177)

denkleminin bir ¢6ziimii olsun. (3.177) denklemi y, (X) ile garpilir ve integre edilirse
J £ 00y ds = [ 400w, (0dx = A [K(x.Od(O (x)dect

= ¢(x)dx[wk(x)—/1 [Ketw, (t)dt] -0 (3.182)
elde edilir.
v, (X) transpoz denklemi eigen fonksiyon oldugundan koseli parantez igindeki

ifade sifirdir. Buradan da su ¢ikarim yapilabilir. (3.177) denkleminin ¢6ziime sahip

olmast igin gerekli sart homojenligi bozan yani homojen olmayan f(X) terimi

transpoz homojen denkleminin her ¢ézliimiine dik (ortogonal) olmasi gerekir. Tersine
(3.182) diklik sartinin ¢oziim ic¢in yeterli bir sart oldugu gosterilir. Gergekten bu

durumda tam ¢6ziim verilebilir. Bu amagla (3.172) denkleminde H(x,t;4) ¢oziicli
cekirdeginde D, #0 ver, A, indeksli eigen degerine sahip olsun. Eger ortogonallik
sart1 saglanirsa

¢, (X) = f(x)+/10j H(x,t; A) f (t)dt (3.183)
¢Ozlimdiir. Gergekten bu ¢6ziim (3.177) denkleminde yazilirsa

f(x)+/’toJ.H(x,t;/1)f(t)dt = f(x)+/10j|<(x,t)

O+ A[HE YA T (y)dy |dt
veya
[1 (t)dt[H (x.t:2)—K(x. D)= 4 [K(x, y)H (y,t;/l)dy] -0 (3.184)
bulunur. (3.174) denklemindeki diisiinceye benzer olarak transpozda

[HOGED) - KOG =4 [KOG)H (vt A)dy |
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o NJCABTAL (3.185)

denklemi ile elde edilir. Bu (3.185) denklemi (3.184) denkleminde yazilarak
ortogonallik sart1 ile beraber 6zdeslik elde edilir. (3.177) denklemini saglayan iki
¢ozlimiin farki homojen denkleminin ¢6ztimii olacaktir. Boylece (3.177) denkleminin

en genel ¢oziimi
p(x)=f(X)+ %J‘ H(x,t;A) f (t)dt + Zr:ChCDh(X) (3.186)

bigimindedir.
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3.2.4. Hilbert—Schmidt teorisi

(Kg,w)=(p.Ky) (3.224)

bu bolimde (3.224) denklemini saglayan self-adjoint (Hermitian) K integral

operatdriinii ele alalim. Burada, ¢ ve y Hilbert uzaymnda kare integralenebilir
fonksiyonlardir. Burada, Hilbert ve Schmidt tarafindan gelistirilen teori

anlatilacaktir. Yani, I'(X,S;4) ¢oziicii ¢ekirdegi K(X,S) Hermitian ¢ekirdeginin A,
eigen degerlerine karsilik gelen ¢, eigen fonksiyonlarmnin acilimi cinsinden

yazilacaktir.
3.2.4.1. Hermitian ¢ekirdekleri

Hilbert ve Schmidt teorisi baglangicta K(s,X)=K(x,s) reel simetrik
cekirdegini analiz ettiler. Fakat bunun genel hali olan K(X,S)nin reel olmadig:
K(x,s) = K(s,X) (3.225)

Hermitian ¢ekirdeklerini ele alalim.
b
K = [K(x,s)ds (3.226)

integral operatorii Hermitiandir, ¢linkii (3.224) ifadesini saglar. (3.224) esitliginden

<Kl//,!//>=<l//,Kl//>=<Kl//,W> ve bdylece <Kl//,l//> tim kare integrallenebilir

fonksiyonlar1 i¢in reeldir. Kisaca kare integrallenebilir Hermitian cekirdegine ise

Hilbert-Schmidt ¢ekirdegi denir.
3.2.4.2. Hilbert-Schmidt ¢ekirdeginin spektrumu
Kare integrallenebilir Hilbert-Schmidt c¢ekirdeginin spektrumunu veya eigen

degerlerinin kiimesini arastiralim.

Bostan farkli her Hilbert-Schmidt ¢ekirdekli K operatoriiniin en az bir 4,

eigen degerine sahip oldugunu gorelim. Simdi K Hermitian oldugundan (3.224)

75



3. MATERYAL ve YONTEM Songiil KANAR

ifadesinden K" de Hermitiandir. Simdi K(x,s) cekirdekli integral operatoriiniin izi
(trace) ile ilgili tanim kullanilirsa
K,, =trace(K"K")

|

K, (X,8)K, (s, X)dsdx

D —y T

K, (X,9)K, (X,s)dsdx

Il
D ey, T
D —y T

nll2

A

(3.227)

elde edilir. Boylece |K"

2

, S”K”; ve K(X,S) kare integrallenebilir oldugundan

K,, 2 0. Cift kath integraller i¢in Schwarz esitsizligi kullanilirsa

2
K = {trace(K”’lK““)}2 = {ﬁ K, (X,9)K, (s, x)dsdx}

< {Th Ko (68) dsdxHjh Ko (X,5) dsdx}

=Ky 2Kynin (n=2) (3.228)
elde edilir. K bos olmayan bir operatér ve x, >0 oldugundan ||K||2 > 0 dur. Ustelik,
K, >0dr. Eger x, =0 olsaydi hemen hemen heryerde K,(X,s)=0 olurdu ve
ozellikle K,(s,s)=0 ve x,=0 olur. x,>0vex, >0 oldugundan (3.228)
ifadesinden tiim nler i¢in x,, >0 olur ve

K. K. K
22 > 20 > >4 (3.229)
Kon  Kono K,

Simdi u, =, [A]"" almirsa —2b = |4 K22 > 2P K clde edilir. Bger [4]> \/E
K. K4

u, Kon >

ise Zun serisi 1raksaktir. Fakat |/1|n1n yeterince kiiciikk olmas: halinde ZK A"

n+l1
n=l1 n=0

yakinsaktir. Bu serinin yakinsaklik yarigapi |ZI| olup bu halde,

/1| < |ﬂ1| i¢in ZUn
n=1
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. K, .. .. 5 . .
serisi yakinsaktir. |i| > |—% i¢in serinin 1raksak oldugundan en az bir A, eigen
K

4

degerinin oldugu ¢ikarimi yapilabilir. |/L| < fﬁ
K,

K(X,s) Hermitian ¢ekirdeginin tiim eigen degerleri reeldir.

AKg=¢
olsun. Burada ¢, 4 eigen degerine karsilik gelen sifirdan farkli eigen fonksiyon

olsun. Bu halde
(Kg.g)=(1"'9.8)= 2" (4.9)
olur ve <K¢5,¢> ve <¢, ¢5> reel ve sifirdan farkli oldugundan A da reel olur.

K(x,s) Hermitian ¢ekirdeginin farkli eigen degerlerine karsilik gelen eigen

fonksiyonlar ortogonaldir. K Hermitian ve A reel oldugundan
<¢1’¢2> = <’11K¢1’¢2> = /11<K¢17¢2>
<¢1’¢z> = <¢1’/12K¢2> = /12<K¢1’¢2>'
Buradan da, (4, ' —4,')(¢,4,)=0 4 # 4, oldugundan (4,,¢,) =0dr.
Simdi de 4, eigen degerine karsilik gelen ortonormal (normallestirilmis) eigen

fonksiyon ¢ olsun.

K®(x,s)=K(X, s)—% (3.230)

Hermitian ¢ekirdegini ele alalim. Eger K®(x,5) # 0 ise 6nceki muhakemeden en az
bir eigen degere sahiptir. Bu eigen deger A, ve karsilik gelen eigen fonksiyonda

¢, olsun.

b b
j K@ (x,5)d(s)ds = j K (X, S),(s)ds —% =0

oldugundan ¢, K®(x,s) cekirdeginin bir eigen fonksiyonu olamaz. A = A, olmasi

thtimaline ragmen ¢ = ¢, dir. Bu isleme devamla bir n sayis1 vardir dyle ki,

4 (0A(5) _,

K™ (x,s) = K(X,8)— n
2

71



3. MATERYAL ve YONTEM Songiil KANAR

ve bu durumda da,

K(X,8)= i% (3.231)

Ya da sonsuz sayida A, eigen degerleri vardir ve bunlara karsilik gelen eigen

fonksiyonlarda ¢, olsun. K(X,s) Hermitian ¢ekirdegine Bessel esitsizligi

uygulanirsa,
b b 2 2
n n X
j IK(x,s)[ds > j K(X,5)¢,(s)ds| = |¢V/(1vz)| (3.232)
a v=l | a v=l
elde edilir. ¢, ler normallestirilmis oldugundan
2 - |
IK[, =2 5 (3.233)

v=l
Boylece, v=1,2,..,n i¢in |4|<cC ise nSCZHK”z. Sonug olarak (—c,c) acik

araliginda sonlu sayida eigen degerler vardir. Dolayisiyla, eigen degerlerin

spektrumu sayilabilir ve yi1gilma noktasina sahip degildir.
|ﬂ1|£|/12|£... olsun, A, eigen degerinin ranki p olsun. Dolayisiyla, bu
yukaridaki seride p defa tekrar eder ve A, degerlerine ptane lineer bagimsiz

ortonormallestirilmis eigen fonksiyonlar1 vardir. Bu eigen fonksiyonlarin tam olma

gerekliligi yoktur.

3.2.4.3. Acilim teoremleri

S, (X,8) = Z% (3.234)

serisi N—oo i¢in yakinsak olmayabilir fakat bu serinin K(X,S)ye mean

(ortalanabilir) kare yakinsak oldugu sdylenebilir. Yani,

b b
lim] [|K(x8)=S8,(x5) dxds =0. (3.235)

nN—wo g g5
Simdi Riesz-Fischer teoreminden kare integrallenebilir ®(x,S) Hermitian ¢ekirdegi

vardir dyle ki,
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limh@(xa §)-S,(x,9) ds=0  (a<x<b) (3.236)
ve

.b[CD(x, s)¢,(s)ds = % (v=1,2,.) (3.237)
(3.232) ve K(x,s) kare integrallenebilir oldugundan

ZM/(%—)?F g'b[|K(x,s)|2 ds < oo. (3.238)

P(X,8) = K(X,8) - ®(X,s) (3.239)
olsun,

T P(X,5)d,(s)ds =0 v=12,..) (3.240)

kolaylikla elde edilir, ¢iinkii ®(x,S) Hermitian ¢ekirdegi K(x,s) Hilbert ¢ekirdegi
ile aym Fourier katsayilarina sahiptir. (3.235)in dogrulugunu gdstermek i¢in

P(X,s) =0 oldugunu gostermek gerekir. Bir an i¢in P(X,S) # 0 olsun. Bu taktirde A,

eigen degerine karsilik gelen ¢ (X) normallestirilmis eigen fonksiyonu mevcuttur.
AP, = ¢, (3.241)

denklemi yazilir. (3.240) denklemi kullanilirsa ve P Hermitian oldugundan dolay1,
(00:0,) = 4 (Pdy4) = 24(4,,PA)=0  (vV=12,.) (3.242)

elde edilir. Ciinkii herhangi bir pozitif n tamsayist i¢in

b

TCD(x,s)géO(s)ds = J'{CD(x,s) —S,(X,9)} 4, (s)ds . (3.243)

Ciinkii v=1,2,... i¢in <¢0,¢V> =0 oldugu gercegi ile beraber £ >0 sayisina karsilik

n> N olacak sekilde bir N sayis1 vardir. (3.236) ve Schwarz esitsizligi yardimiyla

b
Dy < [|O(x,5)-S. (x,5) ds <. (3.244)
o4 < || 2 (%,9)]

®¢,, nden bagimsiz oldugundan ® ¢, =0 ve bdylece
LK@, = 4,Pd, = ¢, (3.245)
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elde edilir. Yani, ¢, Knin eigen fonksiyonudur fakat tiim ¢, eigen fonksiyonlarina
ortogonaldir. ¢, tam bir ortonormal sistem teskil ettiginden celiskidir. Dolayisiyla,
P(x,s) sifir ¢gekirdek olmali ve

D(x,8) = K(X,S) (3.246)
elde edilir.

3.2.4.4. Hilbert-Schmidt teoremi

f(x)= j K (x,5)g(s)ds (3.247)

ile verilen f(x) fonksiyonu kare integrallenebilir olsun. Burada K(x,S) Hilbert

Schmidt ¢ekirdegi ve g(S) kare integrallenebillir fonksiyondur. Bu halde

F0= adx (3.248)
elde edilir. Burada,
av=<f,¢v>=%<g,¢v) (3.249)

denkleminde ¢,(X), 4, (v=1,2,...) eigen degerlerine karsihk gelen K(X,S)

cekirdeginin eigen fonksiyonlaridir.
Ispat: (3.248) Hilbert-Schmidt serisi mutlak degerce diizgiin yakisaktir ayrica A

sabit olmak iizere,

b
j||<(x, s)|"ds < A, (3.250)

a

(3.249) un dogrulugunu goéstermek zor degildir. Bunun igin,

a,=(f.4,) = [4,00dx[K(x,5)g(s)ds

- [ 05w RS 00,000 = (3.K4,) = 1-{0.4) -

Burada,

f(x):j{K(x,s)—Sn(x,s)}g(s)ds+z¢vﬂ(vx) [&®u(s)ds
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D —y T

{K(x,s)—Sn(x,s)}g(s)ds+iav¢v(x) (3.251)

ile verilir. Schwarz esitsizligi kullanilirsa

‘ f(x) —Zn:av(/ﬁv(x) < j| K(X,$5)~S,(x,9)| olsj|g(s)|2 ds. (3.252)

(3.252) denkleminin sag tarafi n yeterince biiyiik segilerek kiigiiltiilebilir. Bunu

yapmakla (3.248) denklemini ispatlamis olduk.
b, =(9.4,) (3.253)

olsun. Bu halde, Cauchy-Schwarz esitsizligi yardimiyla
[S ool -1 5 Eaco

<[ Shr}i o] (250

v=n+l1 v=n+1

bV
2 8,(X)

elde edilir ve ¢(X) kare integrallenebilirdir. Z:|bv|2 <oo olsun bu taktirde verilen

v=1
& >0 sayisina karsilik n > N oldugunda

S o[ < (3.255)

v=n+1

olacak sekilde N sayis1 vardir. (3.250) ile (3.238) denklemi yardimiyla

i @g j||<(x,s)|2 ds < A%, (3.256)
n> N igin,
i g, (0| < A. (3.257)

v=n+l
Bu ise (3.248) ile ifade edilen Hilbert-Schmidt serisinin mutlak ve diizgiin yakinsak
oldugu anlamina gelir.

3.2.4.5. Hilbert formiilii

Hilbert-Schmidt teoreminin bir sonucu olarak h(X), g(x) fonksiyonlar1 kare

integrallenebillir fonksiyonlar olsun. Bu halde Hilbert formiilii olarak bulunan
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1
Kg,h)=3 —
Ko-M=2.7 04

elde edilir. h= g segilirse

(Kg.0) =3~ |(a.4)"

v=l

(9.4,)(4:h) (3.258)

(3.259)

>l

3.2.4.6. itere edilmis cekirdekler icin acihim teoremi

n>2 i¢in K (X,S) iterative ¢ekirdegi
b
K. (X,S) = j K(x,HK,_(t,s)dt

ile verilir. Bu (3.247) ile aynm: yapidadir, burada g =K, (X,s). Eger K(X,s) bir

Hilbert-Schmidt ¢ekirdegi ise Hilbert-Schmidt teoreminden

@ b .
K069 = 28, (X0, ,(5) = [ K, (X AKX =4 5)

A,

Dolayistyla,

Kn(x,s):zm n>2 (3.260)

v=1 ﬂ-\/

denklemi K(X,S), (3.250) sart1 ile beraber mutlak degerce diizgiin yakinsaktir.
Buradan,

x, =trace(K") jK (xx)dx =Y —, (n>2) (3.261)

v=1
Ozellikle,
2 w1
o=KL =D <=. (3.262)

3.2.4.7. ikinci tip Fredholm integral denkleminin ¢6ziimii

b
()~ £ (x) = A[ K(x,$)p(s)ds (3.263)
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ile ifade edilen ikinci tip Fredholm integral denklemini ele alalim. Burada K(X,t)
(3.250) sartim1 saglayan bir Hilbert-Schmidt g¢ekirdegidir. f(Xx) fonksiyonu kare
integrallenebillir A ise regiiler bir degerdir. Eger (3.263) denkleminin #(X) ¢0ziimii

L, uzayinda ise Hilbert Schmidt teoreminden

§00=100=2 800, 8, =(g~ . d)=(.8)~(1.4)
ve ayni zamanda
A
a, = 1<K¢7¢v> :E<¢a¢v> .

Bu nedenle,

(0.0) =771 ve 2= 20 ( 1)

Nihayet ¢6ziim mutlaka degerce diizgiin yakinsak bir seri ile temsil edilir. Yani,

¢( ) S EAAC)
pX)=F(X)+A)) ——————=Ff(X)+1 e f(s)ds. (3.264)
Z s 2
Boylece ¢oziicii ¢ekirdek
AAC)
I'(x,s;4)= . (3.265)
St
Eger bir seri diizgiin yakinsak ise (3.264) denklemindeki toplam ile integral yer
J 16, 00f
degistirebilir. v — o igin —1 ve z —~— diizgiin yakinsak oldugundan
(A-4) =%
Z Jnoof (3.266)

V=l ﬂv /1)
elde edilir. Riesz-Fischer teoreminden (3.265) serisi ¢oziicii ¢ekirdek I'(s,t;4) mean

kare anlaminda yakinsaktir. Hilbert-Schmidt teoreminden ¢6ziicii ¢ekirdek

I'(X,5;4) = K(x,s)+;tj K (x,H)[(t,s; 2)dt. (3.267)
Dolayisiyla,
$,(X)¢,(s)
(XS4 sz+,1§: (3.268)
( ) =K(X,s) (4 -1)
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ile ifade edilen ¢oziicli ¢ekirdegin mutlak degerce diizgiin yakinsak oldugu elde
edilir. Bu ise (3.263) denklemini saglayan gézﬁm

8,)4,(x)

ﬂv A)

Not: (3.268) denklemindeki singiiler noktalar basit kutup noktalaridir ve bu basit

d(x)= F(X)+ 1 j K(x,5)f (s)ds + A Z (3.269)

kutup noktalar1 K(x,t) Hermitian ¢ekirdeginin eigen degerleridir.

3.2.4.8. Eigen degerler icin bir iist sinir

w(X) kare integrallenebilir bir fonksiyon ise (3.259) Hilbert formiili

yardimryla
2
= (w4,
<K1,1/,1//>:Z‘( %) (3.270)
v=1
elde edilir ve buradan da,
<K¢V,¢V>:% v=12,.) (3.271)

oldugu agiktir.
A ve A, (v=12,...) sirasiyla ¢, ve ¢, eigen fonksiyonlarina karsilik gelen
pozitif ve negatif eigen degerler olsun. Dolayisiyla,

0<A <A <..<A <.,

(3.272)
0>A 24, 224 >...
Bu halde,
(v-t)
= (\¥. 9 = 1
(Kpp) s SRS (w )| <= (vw). (3.273)
v=1 /’i\/ v=1 /11
1[y] - Kvv) (3.274)
(v.w)
fonksiyonelini yazalim. Buradan
[p]<— (3.275)
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elde edilir. 7 = ¢ ise esitsizlik esitlik olur. w(x) fonksiyonu ¢ (X), &, (X),...,d, ,(X)

eigen fonksiyonlarina ortogonal olsun. Yani, <w,¢l+> = <1//,¢2+ > =.= <1,y,¢n+_1> =0.

v )| 1 e
<KV/’V/>SZ‘(—)SEE

T (v.4))

1
Sl—;(y/,z//). (3.276)
Iy]<— (3.277)

Tly]>— (3.278)

Iy]>—. (3.279)

3.2.4.9. Pozitif ¢cekirdekler

Her kare integrallenebilir bir K(X,S) ¢ekirdegi icin

(Ky,p)=0 (3.280)
oluyorsa pozitiftir eger,

(Ky,p)>0 (3.281)
seklinde ise kesin olarak pozitif tanimhdir denir. K(X,S)nin pozitif ¢ekirdek olmasi
icin gerek ve yeter sart tiim eigen degerlerin pozitif olmasidir. Ustelik K(X,S)nin
kesin olarak pozitif tanimli olmasi igin gerek ve yeter sart ¢,(X), (v=1,2,...) eigen
fonksiyonlart ile temsil edilen sistemin tam olmasidir.

Simdi K(x,s) pozitif ¢ekirdegi siirekli olsun. K(x,S) Hermitian oldugundan
K(x,X) reeldir. Bu halde a <X <b agik araliginda K(x,x)>0 oldugu gosterilebilir.

Sonuca varmak i¢in tersini kabul edelim. Yani a<x, <b i¢in K(X,,X,)=—¢ olacak

sekilde & >0 sayis1t olsun. K(X,S) siirekli oldugundan cekirdegin reel kisimda
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stireklidir. Dolayisiyla, X, =0 <X<X,+0 Ve X,—0<S<X,+J i¢in

Re{K(x,s)} < —%g olacak sekilde bir & >0 sayis1 bulabiliriz. Simdi,

L (X—-6<Xx<x+5)
Wo(x) = .
0, diger yerlerde
olsun. Bu halde, <Kl//0,w0> reel oldugundan
b b Xo+0 Xg+0
(Kwo,w, ) j j Re{K(X,8)}w,(8)w,(x)dsdx = j j Re{K(x,s)} dsdx
aa Xg—0 Xg—0

< —%5(25)2 <0

elde edilir. Bu ise K(X,S) c¢ekirdeginin pozitif olusuyla celigkidir. Bu nedenle
a<x<b i¢in K(x,X)>0dir. Aym zamanda, K(X,S) siirekli oldugundan bu

pozitiflik durumu ug¢ noktalarda da dogrudur.
3.2.4.10. Mercer teoremi

Eger K(x,s) stirekli pozitif bir ¢ekirdek ise agilim teoremi daha da giiglii
kilmabilir. K(X,S) boyle bir ¢ekirdek olsun. Bu halde,

K™ (x,5) = K (X, s)—i—m’%’v(” (3.282)

ifadesi ayn1 zamanda pozitif ve tiim nler icin siireklidir. Ciinkd, siirekli ¢ekirdegin
¢,(X) eigen fonksiyonlar: stireklidir. Bilinen sonuglari kullanarak

K (X, x)—iwz K™Y (x,X) >0 (3.283)

ve tim n ler i¢in
2
n X
Zm < K(x,X) (3.284)
v=1 ﬂ'\/

elde edilir. Integre edilerek

L<J.K(x x)dx = traceK =« . (3.285)

v=l

K(x,X) siirekli dolayisiyla sinirli oldugundan
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— <o (3.286)

elde edilir. Bu ise daha once bilinen (3.262) sonucundan daha gii¢lii bir sonugtur.

Simdi, Cauchy Schwarz esitsizligi yardimiyla

o, 400G [ & o | [ & 4o
— < —_— — . 3.287
{Vgl /1\/ } {v—znﬂ /1\/ }{v_znﬂ /1\/ ( )

2
= X
(3.284) ifadesi tim Xxler i¢in ZM nin yakinsak oldugunu vurgular. K(X,X)

v=l

sinirlt oldugundan
2
n X
zm«:i (a<x<b) (3.288)
v=n+1
elde edilir burada ki C pozitiftir. Verilen £ >0 ve bir sabit s degeri icin m,n > N
oldugundan
2
m S
> M <& (3.289)
v=n+1 ﬂ\/
olacak sekilde bir N sayis1 vardir. Boylece,
m X S
> M <&C (3.290)
v=n+l 2\/

ve buradan da her X ve s i¢in

i—mxim (3.291)

mutlak degerce yakinsak oldugu goriiliir. (3.291) ifadesi K(x,S) cekirdegine mean

kare yakinsak oldugundan

K(x,8)= i% (3.292)
elde edilir. Ozellikle buradan da,
K(x,X)= i |¢VSV()| : (3.293)

Burada, sonsuz serinin kismi toplamlar1 siirekli fonksiyonlarin monotonik dizisi

stirekli bir fonksiyona yakinsar. Dini teoreminden a<Xx<b kapali araliginda reel
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degerli siirekli fonksiyonlarin monotonik dizisi siirekli fonksiyona yakinsarsa dizi bu
aralikta diizgiin yakinsaktir.
Dolayistyla tiim X ler i¢in (3.293) ifadesi diizgiin yakinsaktir. Cauchy Schwarz

esitsizliginden (3.292) ifadesinde tiim X ve s degerleri i¢in diizglin yakinsaktir.
3.2.4.11. Varyasyonel prensipler

K integral operatorii kare integrallenebilir Hermitian g¢ekirdegi ve y kare

integrallenebilir bir fonksiyon olmak tizere

I[y]= (W) (3.294)

(v.v)
. . N 5 1 . . _ |
fonksiyoneli = ¢ oldugunda — maximum degerini ve ¥ =¢, de — minimum

degerini aldigini biliyoruz.

(60) = () (8.0 =

Il
(=)

ise I[l//] fonksiyoneli y =¢,  oldugunda maximum degerini %, V=4

n

oldugunda ise I[y] fonksiyoneli %de alir. Eger <w,¢i,*>:0 ise I[y], w=¢

n
n

oldugunda maksimum degeri % Benzer olarak, eger <1//,¢|+> =0 ise I[y/] , W=4¢

n

oldugundan minimum degeri % Bu ozellikler, y, Kya ait herhangi bir eigen

n

fonksiyon ise I[w] fonksiyonelinin stationary oldugu beklentisini vurgular. Bu ise
varyasyonel prensibini dogurur. Bunun tesisi i¢in,

éI[¢V] = I[(/ﬁv + 5¢V] —I[¢V] Ww=e,, (v=12,3,..,n) (3.295)
denklemini analiz edelim.

K¢, + K¢, 4, +54,)
(4, +30,.4,+54,)

(K¢,.0¢,)+(KS4,.4,)
(4.4.)

I[¢V+§¢V]:<

=1[¢,]+
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(K-t ){(4-04)+(50,.4,)} )
(4,.4,)" oljo4]

~1[¢,]+0 {|5¢V|2} (3.296)
elde edilir. Ciinkii, AK¢, =¢,. O {|5¢V |2} terim kiigiikliigiinden ihmal edilirse
A[g,]=0 (3.297)
varyasyonel prensibi yazilir. Bu ise y = ¢, oldugunda I[y/] stationary olur. ¢,
d=f+iKg (3.298)

denkleminin bir ¢6ziimii olsun. Bu halde, <f,¢> icin bir varyasyonel prensibini

cikarabiliriz. A reel ise,

(f.9)=(4.0)-1(Kp,8)=(4, ) (3.299)
ifadesi ayn1 zamanda reeldir. Bir an i¢in
J[l//]=<f,y/>+<l//,f>—<l//,t//>+/1<Kl//,t//> (3.300)

fonksiyonelini diisiinelim. Boylece, J [¢ = < f ,¢> olur. Bu halde,

]

I[p+6¢)=(f.0+0p)+(d+0p, f)—(p+54,0+5¢) +A(Kp+KSp,p+5p)
=1[p]+(f - g+ AK$,50) +(54, f - p+ AKg)—({1- AK} 54,5¢)
=J[¢]-({1-1K}54.5¢) (3.301)

Ciinkii, ¢ (3.298) denklemini saglar. (3.301) ifadesindeki ikinci terimin ihmali
neticesinde,

53[¢]=0 (3.302)

varyasyonel prensibi elde edilir. Ustelik, eger AK <0 ise

5J[¢4]<0. (3.303)
Bu su demektir, ¢ =¢ icin J [1//] fonksiyoneli maximum degerini alir, dolayisiyla
J[w] fonksiyoneli (f,¢) i¢in bir alt smir saglar. J[y] fonksiyoneli igin bir

alternatif ifade yazilabilir. Yani, w =ay yazilarak ve o parametresine optimize

edilirse

J[a;(]:5<f,;(>+a<)(, f>—a5<;(,;(>+la5<K;(,;(>
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elde edilir ve 8_J =—=0,a= . Bunun neticesinde,
oa <Z,Z>—A<KZ,Z>

f, , f
zfz)ﬁffwzz) ' N

Bu ifadede (3.299) min kullanimyla J[¢]=(f,¢) oldugu agiktir.

0J <f,;(>
a

‘][75]:<

3.2.4.12. Rayleigh-Ritz varyasyonel metodu

Rayleigh-Ritz varyasyonel metodu kisaca eigen degerlerin yaklagigim

tasarlayan bir metottur. y,,p,,...,iy, N tane lineer bagimsiz kare integrallenebilir

n

fonksiyonlar olsun.
w=2 v, (3.305)
r=1
burada, ¢, (r=1,2,...,n) n tane uyarlanabilir parametreler olsun. Bu halde,

C CS kI’S

r

M-
M-

1 s

—_

I[y]== (3.306)

S
S

C,Csa,

r

—

s=1

=

Burada, k= <kl//r,l/ls> ve a, = <Wr,l//5>. C, parametresine gore optimize edilirse

a_ o

=< —0 r=12,..,n). 3.307
oc,  oc, ( ) (309

Buradan da n tane lineer homojen denklemler kiimesi yani,

A keC— > a,c, =0, (r=12,..,n). (3.308)

%, I[l//]nﬁn degeridir. (3.308) sisteminin trivial olmayan bir ¢dziime sahip olmasi

icin gerek ve yeter sart katsayilar determinantinin sifir olmasi gerekir. Yani,

Ak, —a, Ak,-a, .. Ak, —4a

Aky —a, Aky—a, .. /Ikzn—aznzo. (3.309)

In

Ak, —a, Ak,-a, .. Ak -—a_
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Dogal olarak (3.309) determinant1 n tane A", A?,... 1™ kokleri K ya karsilik

gelen eigen degerlerinin varyasyonel yaklasiklarini verir. Ozellikle, K pozitif ve 1"
bu eigen degerlerin en kiigiigii ise 0 < 4, < A" yazilir.
Ornek 3.2.4.12.1:

2
d—?zF(x,(/ﬁ) as<x<b
dx
araliginda denklemini ele alalim.

Coziim: Ozel olarak a =0, b—a =1 olsun. Bu halde, F(X,¢)in
F(X,¢) =r(X)—a(x)¢(x)

(F lineer ise) olmasi halinde karsilik gelen ikinci tip Fredholm integral denklemi
|
00 = 00+ [K(x,5)a(s)p(s)ds .
0
Burada,

f(x)= ¢(O)+Mx—j K(x,5)r(s)ds,

s(I—x)

= (s<X)

@ (s>x)

K(x,s)=

Rayleigh-Ritz metodu bu probleme uygulanirsa deneme fonksiyonu olarak
w(X) =CX+C,X

alalim. Bu halde,

au:?a a12:a21:Z’ azzzg

ve
I° |° |7
k| :4_5, k12:k21:7_2 kzzzﬁ'

3

Buradan da (3.309) determinantinin kullanilmastyla
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A roatr

45 3 72 4
A1 AP

72 4 112 5

Yukaridaki determinantin agilmasiyla,

5(A1%)* —432417 +3780=0

ikinci dereceden polinomu bulunur. En kiiciik kokii A" =

92

9.880
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3.2.5. Transformasyon metodlar:

3.2.5.1. Laplace transformasyonu

L[F]=f(s)= ]c F(t)e "dt (3.310)

ifadesine F nin Laplace transformasyonu denir. Bu halde, Ters Laplace

y+io
F(t) —% f(s)e’ds. (3.311)
|

y—ioo
Laplace transformasyonu lineerdir. a ve b sabit olacak sekilde
L[aF +bG]=aL[F]+bL[G].
Laplace transformasyonu ile ilgili 6nemli 6zelliklerini ispatsiz verelim.

Eger L[F(t)]= f(s) ise,

L L[e*F(t)]=f(s-a)
L[F(at)]zéf(g)

3. L[F']=sf(s)-F(0)

L[F"]=s*f(s)—sF(0)—F'(0)

L[ F® =5 (s)-s*"F(0)~s**F'(0)-...- F*"(0)

F(t-a), t>a

4. G(t)z{o C ea ise L[G(t)]=e"*f(s)

5. L J'F(u)d } o)

6. L F(t)} jf( ydu

}e‘“ F(t)dt

7.T >0 i¢in F(t+T)=F(t) ise L[F(t)]=°1—,st-
—€

8. Yukaridaki 6zelliklere Ters Laplace uygulanarak ayni 6zellikler tekrar edilir.
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t t
9. F(t)*G(t) = j F(u)G(t—u)du = j F(t—u)G(u)du =G(t) * F(t)
0 0
ifadesine konvulasyon (convulation) denir. Bu halde,

L[F *G]=L[F]*L[G]= f(s)g(s).

3.2.5.1.1. Konvulasyon tipi integral denklemleri

Y(t) = F(t)+iK(t—u)Y(u)du (3.312)

Volterra integral denklemini ele alalim. Bu integral denkleminin her iki yanina

Laplace transformasyonu uygulanirsa ve

L[Y(®)]=y(s), L[F(t)]= f(s), L[K]=k(s)
_ RO
y(s) = f(s)+k(s)y(s) = y(s) = k(s
Ornek 3.2.5.1.1.1:
F(t)= j G(”) _du, F(0)=0,0<a<I

Abel integral denklemini ¢ozelim.
Coziim: Bu konvulasyon tipi bir integral denklemdir ve denklemin her iki tarafina

Laplace transformasyonu uygulanirsa
f(s)=g(s)k(s), k(t) =t™".

!

L[tn} _ '(n+1) _ n!

n+l n+l
S S

oldugundan

sf(s)

f(s)= g(S)y sT(-a)

, 9(s)=
Burada, ters Laplace uygulanirsa
1 ' a-1
Gt)=———(f"*t"").
INa)lr'd-a)
Burada,

L‘l[i} r(l )t“l F(0)#0 ise,
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sin 7o

G(t) =

[FOt'+g'*t"].
Ornek 3.2.5.1.1.2:

Y(t)=5cost+j(t—u)Y(u)du (3.313)

denklemini ¢ozelim.

Coziim: Denklemin her iki tarafina Laplace transformasyonu uygulanirsa

y(s)=5L[cost]+L[t*y]=

1
+—VY(s).
241 szy()

5s° 51 51 5 s
+

s) = == e :
y(s) (s*+1)(s°=1) 4s-1 4s+1 2s*+1

Ters Laplace uygulanirsa,
Y()= get +§e_t +§cost .
4 4 2
Ornek 3.2.5.1.1.3:

J&du—lﬂﬂ

integral denklemini ¢6zelim.

Coziim: Konvulasyon tipi bir integral denklemidir.

-1

Yxt2 =1+t+t?

denkleminin her iki tarafina Laplace transformasyonu uygulanirsa,

réh

[\

w

=—t—+—
! s
SZ
I'(n+1)=nI'(n)=n!
1 1 1 1 1. -
—EF(—E) = 1H(E) = F(_E) = —2r(+§)

Ters Laplacedan,

Y(t)= {t% % +§t%}l

T
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3.2.5.1.2. Laplace transformasyonu ve kismi tiirevli denklemler

Baslangic  deger problemlerinin ¢6ziimiinde ve Volterra integral

denklemlerinin kullaniminda Laplace transformasyonu oldukg¢a faydalidir.

o L[U,(xt)]=su(x,5)-U(x,0).

L[U, (x.t)]=5u(x,5)=sU(x,0)-U,(x,0).

L[U,]=[e"U,dt= a [e Ut =u,(x3).
0 dX 0

o’u
LU, ]=—.
° [ XX] axz
[ An 7 n k
o L] ZPD o6 - 3 s, (x,0), U, () = 22D g
| ot i k=0 ot .
- _
o L guxY :EL{Q}zsux(x,s)—Ux(x,O)
| oxox | ox [ ot
Ornek 3.2.5.1.2.1:
U,=2U+U (3.314)

denkleminin U (X,0) = 6e™ baslangi¢ kosullunu saglayan ¢oziimiinii bulunuz.
Coziim: Laplace transformasyonu alinirsa

U, =2{su(x,s)-U(x,0)} +u(x,s), u,—(2s+1u(x,s)=-12e*
diferansiyel denklemi elde edilir.

i{ue—asﬂ)x} _ _lze—<2s+4)x
dx

integre edilirse

—(2s+)x _ —(25+4)X

ue —¢€

6 _
+C = u(x,s) =——e > +Ce*™Mx,
S+2 S+2

X — oo i¢in U (X,t) smirli olacagindan C =0dir. Yani,
U(x,s)= 6 e
S+2

Ters Laplacedan, U (x,t) = 6",
Ornek 3.2.5.1.2.2:
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D(t) - A[ K(x=y)@(y)dy = F (1) (3.315)

integral denklemini ¢ozelim.

Coziim: Her iki tarafa Laplace transformasyonu uygulanirsa konvulasyonla beraber

#(5)— AK (3)4(S) = T (3) = @(s) = % f(s). 1-AK(s)#0.

Ters Laplace transformasyonu uygulanirsa ¢oziim,

foo+p

D(t) = L e™ _ f(s)ds.
2m 2., 1-4K(s)
Ornek 3.2.5.1.2.3:

D(t)— A j e (y)dy = F(t)

integral denklemini ¢6zelim.

Coziim: Bu konvulasyon tipi bir integral denklemidir. L[etsz, s>0

oldugundan, bir 6nceki rnegin sonucunu kullanarak ¢oziim,

foo+p .
Oty=— | et—2"L_
s—(A+1)

f (s)ds.
27i )

—ioo+p
Bu integral direkt hesaplanabilir fakat kolay yaklagimlardan bir tanesi de

konvulasyonlar1 kullanmaktir. Eger,

1
G(t)=e"M" i S)=——.
() ise 9(9)= =7
1 ico+p S—l
dt)=— et —— —  f(s)ds
© 27zi_i!+p s—(A+1) ®)
D(t) L T e [1+L f(s)ds
27i s—(A+1)
1 foo+p . y) ioo+p t
=—— e* f(s)ds+— e* f(s)g(s)ds.
Miip (s)ds+— j (5)g(s)

Bastaki orijinal degiskenler cinsinden yazilirsa,

Ot)=F{)+ ﬂje(l”')“’”F (y)dy =F®t)+ A(F *G)(1).
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3.2.5.2. Fourier transformasyonu

T[F]= F(x)e"dx (3.316)

il
seklinde tanimlanir. Ters Fourier transformasyonu
1 +00 A -
f(X)=—=—| f(s)e™ds.
0= [ 1

e Fourier Transformasyonu lineerdir.

T(af +B9) =ﬁ j [af(t)+ Bg(t)]e™dt

=% j f(tyedt +—L— \/_ j g(be™dt
=aT(f)+47(9),

e f kare integrallenebilir bir fonksiyon olsun.

=[*-

Yani f in Fourier transformasyonu uniterdiir veya izometriktir.

[P =t

F[1“(t—a)]:ei'”‘sF(12(t)):eias i ,

F[f(at)]= (ﬁ)F [f®),.,, =ﬁ f (ij

FL 101 ]=(-is) F[ f ()] = (-is)" )

Eger h(t):_t[ f (x)dx ise F[h(t)]:%F[f(t)]:% 1:(5).

Fourier transformasyonlarinda ki konvulasyon
h(t) = LT f(t-x)g(x)dx = LT g(t—x) f(x)dx
N2 S, N27x ©,

ifadesinin her iki yanina Fourier Transformasyonlari uygulanirsa

F[ht)]=F(f)F(g) veya ﬁ(s): fEs)g(As).
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Teorem 3.2.5.2.1: Polinomlarin1 normallestirecek sekilde bir sabit olsun. Hermite
polinomlari,
H, (x)=ce* (i)“e-xz (3.317)
dx

ile ifade edilir. Bu ifade Rodriguez Formiilii olarakta bilinir.
ispat: u_(x)= e H.(%)
u’+ (4, —x*)u, =0
diferansiyel denklemini saglar. Burada, A4 ,=2n+1, (n=0,1,2,.). u, = eX%Vn
olsun. Buradan, V, = e"szn(X) )
V" +2xV +(2n+2)V, =0. (3.318)
V," +2xV, +2V, =0
denkleminin ¢dziimii V, = e dur. V, ig¢in bilinen denklem ard arda tiiretilirse
V)" +2xV," +4v, =0,
VM 4 2xV M+ (2n+2)V " =0

V™ =V_ alimirsa (3.318) diferansiyel denklemi elde edilir.

dx dx
x> X2 d " -x?
H,(x)=e"V, =e (—j e
dx

elde edilir. H, (X) fonksiyonlar1 normallestirilirse uygun €, carpani bulunabilir.

Yani, ortonormallestirilmis

dY .

H (x)=ce*| —|e™.
(0 =6, (dxj

Teorem 3.2.5.2.2: ;exé (ij e X
NN dx

kiimesi L,[—o0,o0]de tam ortonormaldir. (Bu tam bir taban teskil eder.)
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2

Ispat: ¢,(x)= kne(_7)Hn(X) kiimesi L,[-o0,00] iizerinde tam ortogonal bir kiimedir.

Bir 6nceki teoremden,
.(x) = cnkne% (ij ex .
dx

Buradan, eger c kK, bulunursa ispat biter.

I, 00 = c2k j H ] XTdX.

Yukaridaki denkleme, n defa kismi integral uygulanirsa
2 21,2 n+OO —x? d ' X2 d " —x?
) =ck(=D)" e |—|e"|—]|e dx
Io,0oF = ek | (de (dxj

¥ (dij e derecesi n olan bir polinom oldugundan direkt tiirevden
X

(dY . dY .(d)" _.
e — | e =(=2X)"+...,| — | & | — | e* =(=2)"n!.
(dxj (=2%) (dx] (dxj 2)

Yani,
=400 =@y [ & dx—cike 2 ninE

ifadesinden c k., bulunur.

Lemma 3.2.5.2.2.1:

_ 1 % ij”
$,(X) —’—Z"n!\/;e (dx e

olsun. Bu halde
1 +OO. .
F =—— | g (X)dx =i"4 (S). 3.319
(4,) @j #,(x)dx =i"¢, (5) (3.319)
Ispat:

1 1 A d n ~(y-is)?
F(d,)= e’ |e”? e™d
)=z J2"niz [o (dyJ ’

denkleminde y—Xx =is doniisiimii yapilirsa ve
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ie—w—is)z —ij ie—(y—isf
dy ds

kullanilirsa,

1 i" 57( d j T ey
F(4)= e’?|—| |e?e dy.
(¢n) m\/f‘n!\/; ds _J; y

Buradan da,

8752 T e*[(%z)*iﬁsrdy _ \/59752

—00

ve nihayet

_n 1 S% i " -s* _in
F(g,)=i —We (ds} e i"@, (s).

(3.319) ile ifade edilen operator Lz[—oo,oo] iizerinde siirekli bir operatordiir. Bu
ozelligi asagidaki sekilde ispat edelim. f(x) e L,[—o0,0] ve

0= (0
olsun. Limiti f(X) olan

R, (0= (0

dizisi L, [—oo,oo] da bir Cauchy dizisidir. Ciinkii,

n

IF(p)=F P = D [ =[P, (0= P

Simdi,
mF(p,)= X1 (5) = (1) (3.320)
ifadesinden
T|F(f)|2 ds=Y|f,[ ZTIf(X)IZ dx (3.321)
o n=0 e

elde edilir. (3.321) ifadesinden aynm1 zamanda f nin izometrik bir operatdr oldugu

goriiliir. Daha genel olarak, eger

F00= 2 £,4,00. 900=2 9,4,
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ise

F(f)=:20fni“¢n<s>, F(g)=§ogni"¢n<s>
Ve

Of f gdx = T F(f)F(g)ds. (3.322)
Simdide Fourier transformasyonun adjointini irdeleyelim.

F*(f)zﬁ_}ieisxf(x)dx (3.323)

ile ifade edilir. Dolayisiyla,

F™(¢,(X)) = (-1)"4,(s) (3.324)
ve buradan da,
F(F (4,(x)=F (F(¢,(X) =¢,(x) (3.325)

yazilabilir. Yani, F nin tersi F"dur.
(3.319) ifadesi kullanilarak F nin eigen degerlerini arastiralim. F nin Fourier

transformasyonunun bazi f(X) ve A lar igin

F(1)=3 6,6 =13 4

olsun. Bu halde, tiim n ler i¢in
(2-i")f, =0.
Buradan, Anin eigen degerleri 1, i, —1, —idir. Eger A =1ven=4k almirsa f nin

keyfi oldugu goriiliir. Aksi halde, f, =0dur.

Eger f =Z fdu(X) ise F(f)=".
k=0

Eger f = Z fuiPua (X) ise F(F)=if .
k=0

Eger f =) f, 04X ise F(f)=-f.
k=0

Eger f = Z faaPuis(X) ise F(f)=—if .
k=0
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Her eigen degerin katlilig1 sonsuzdur. Buradan F operatoriiniin sinirli fakat kompakt
bir operator olmadigi kesindir. Bu sonuclar1 asagidaki teoremle ifade edelim.

Teorem 3.2.5.2.3:

F(f):ﬁjemf(x)dx

integral operatorii
1. L,[—o0,0] uzaymi kendisine gotiiriir.
2. Operatdr tiniter oldugundan

T|F(f)|2ds=T|f|2dx

—00

Parseval formu elde edilir.

3. F'(f)= T (x)dx

1 0
— e
N2 s,
adjointi ayn1 zamanda kendisinin tersidir.

4. Daha genel bir ifadeyle f vegelL, [—oo,oo] herhangi iki fonksiyon olsun.

TF(f)?g)ds:Tfﬁdx.

5. Bu operatdr tam olarak sonsuz katliliga sahip dort tane eigen degere sahiptir.

Teorem(Convulasyon)3.2.5.2.4: fvegel, [—oo,oo] olsun. Bunlarin
konvulasyonlar1
(f*)(0= [ F(g(x-y)dy. (3.326)

—0

Fourier transformasyonu ise
F(f*g)=+27zF(f)F(Q) (3.327)
Ispat: f*g genellikle L, [—oo, oo] un bir fonksiyonu degildir. Cauchy Schwarz

esitsizliginden,

|F+9l=

[ f(y)g(X—y)dy‘

—0

2

S{I [f [ dy [loex=y)f dy}
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=[tllell-

Buradan, f *g sinirhidir. Bir an igin,

0

F(f0)=—— [ %tk f(y)g0c-y)ay

—00

= ﬁ [ fy)dy [ e~ g(x—y)dx

= [ F(YF(g(x-y)dy

oldugunu kabul edelim. Fakat

isy ©

g(x—y)dx = jg_jwe““g(u)du =e™F(9g).

isx

F(g0-y)=—— [
Burada, X =y+u. Simdi,
F(f*g)=F(g) [ e f(y)dy=+27F(f)F(g)

elde edilir bu ise (3.327) nin dogrulugunu garantiler. F(f).F(g) Kkare

integrallenebilirdir. Bu halde,
F'(V27zF(f)F(9)) = I e ™F(f)F(g)ds.
Denklemin dogrulugu

<[FOlIF @

TeiSXF(f)F(g)ds

yardimiyla elde edilir. Simdide,
. B 1 o0 0 _is(x_ ) B o0
F (@F(f)F(g))—ﬁ[Of(y)dije YF(g)ds —jwf(y)g(X—y)dy

yazilir. Bu ise, F'F(f *q)= f *gdir. Integrallenebilir bir fonksiyonun Fourier
transformasyonu da integrallenebilirdir. Boylece f *g sadece siirli degil ayni
zamanda integrallenebilir olduguda gosterilebilir.

f(x)= LZ[O,oo] olsun. f(x)= f(-x) ise f fonksiyonun Lz[—oo,oo] a uzanimi

yapilabilir. Yani,
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F(f)= ﬁ T e™ f (x)dx :ﬁ T cos sxf (X)dx = \/%Tcos sxf (x)dx.

f ciftise F(f)de bir ¢ift fonksiyondur. Ters transformasyon kullanilirsa,

f(x)=F"(F(f)) :ﬁ T e ™F(f)dx =\ETCOSSXF(f)ds.

Ayn1 zamanda,
T|f|2dx=2T|f|2dx=T IF(f)f dx=2T|F(f)|2 ds.
—0 0 —0 0

Sonug olarak ¢ift bir fonksiyonun Fourier operatorii

F.(f)= \/%]:cos sxf (x)dx.

Bu ¢ift operatoriin adjointi de,

FC*(Fc(f)):\/%]ECOSSXFC(f)dS: f

(3.328)

(3.329)

ile verilir. Yani, tim ¢ift fonksiyonlarin Fourier transformasyonu kendisidir. Ayni

zamanda, tim f ve g € L, [—0,00] i¢in
[F.(F)F.(g)ds = [ f gdx
0 0

Fc (¢4n (X)) = ¢4n (S)

Fc (¢4n+2 (X)) = _¢4n+2 (S)
ifadelerinin dogrulugu kolaylikla goriilebilir. Boylece F.

transformasyonu ise F_ nin eigen degerleri F1dur.

Benzer sekilde f(—x)=-1f(x) ise
2% .
F(f)= \/:Ism sxf (x)dx.
4 0
. 2% .
F(R(f)) =\/:.|.smssz(f)ds.
4 0

TFs(f)@ds:ngdx
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yazilir. F(¢,,,,(X))=4¢,,.,(5) ve F/(¢,,.;(X)=4¢,,,(s). Boylece Fourier siniis

transformasyonu F1 eigen degerlerine sahip olur.

3.2.5.2.1. Fourier transformasyonunun uygulamalari

[ Kx=y)d(y)dy = f(x) (3.336)

integral denklemi uygulamalarda sik¢a karsilasilan bir tiptir. Bu ifadenin sol tarafi
konvulasyondur. Eger K(X)ve f(x)eL,[-w,0] ise (3.336) ifadesinin her iki
tarafinin Fourier transformasyonu alinarak
V27F(K)F(¢)=F(f) ve F(K)#0 ise
F(f)

E(4) = . 3.33

(#) TanF(K) (3.337)
(3.337) ifadesinin sag tarafi L,[—o0,o0] ise,

1 _.[F(f)

= F . 3.338

N (F(K)J (3339
Ornek 3.2.5.2.1.1:

B(X)— A j e " g(y)dy = f(x), f(x) e L, [~o0,o0] (3.339)

denklemini saglayan ¢ ¢6ziimiinii bulalim.
Coziim: (3.339) integral denklemi konvulasyon tipi bir integral denklemidir. Eger
F(ef‘x‘) bilinirse ¢ ¢6zlimii kolaylikla bulunur. Burada,

F (e—\x\) — \/2/_72-

1+¢?

ifadesiyle beraber (3.339) denklemine Fourier transformasyonu uygulanirsa

F(¢)—Nﬂf/z F(¢)=F(f)

elde edilir. Yani,

1+
F(¢)_—1+82—2/1 F(f). (3.340)
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Eger, A 2% ise (3.340) ifadesi Snin baz1 degerleri i¢in sifir olacaktir. Anin diger

biitiin degerleri i¢in (reel veya kompleks) F(f)e L,[—o0,00] ise F(g)e L,[-ow,0]

olacaktir. Ters Fourier transformasyonundan,

1+5s*

J 0 1+8
¢=F {——2/1 F(f)]. (3.341)

Ozel olarak, f(x)=e™ ise

© —isx —V1-24x|

V2 ..
p=F" —/7;2 :lj‘4de > S./1<11g:1n¢:e .
1-24+s o 1-2A+s 2 J1-22

Not: (3.339) integral operatoriiniin sinirlt bir operatdr oldugu agik degildir. Fakat

Fourier transformasyonu ile bu operatoriin sadece sinirli degil ayni zamanda

normunun da sinirli oldugu goriilebilir.

2
1+8?

K¢ = J' e"xfy‘¢(y)dy ise F(K¢)= F(¢). F tniter oldugundan,

[F(Ko)|=Ke]<2[¢]

elde edilir. Bu ise ||K|| <2 oldugunu gosterir.

Ornek 3.2.5.2.1.2: g(x) € L,[-o0,00] olsun.
ou o
= , u X,O = X 3.342
o (%,0)=9(x) ( )

denklemini saglayan U ¢oziimiinii bulalim.

Céziim: Burada u, u,, U, ifadeleri L,[—o0,0]da olsun. Kismi integrasyonla,

F(u dx = —s*F (u)

)= L T u.e
XX \/E J XX
elde edilir. (3.342) ifadesine Fourier transformasyonu uygulanirsa

%z—st(u)

Fw)|_,=F(9)

ve burada bu diferansiyel denklemin ¢oziilmesiyle
F(u)=e*'F(9)

elde edilir. Ters Fourier transformasyonu konvulasyonla beraber uygulanirsa
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—s%t

u=F (e (9) == [ F e g0y

elde edilir. F (ef(xé = ef(sé " denklemini kullanarak degisken degistirmeyle

F (Le_(%)j =gt
J2t

Bunlarin neticesinde,

% e—d%)

u =jw N g(x—y)dy (3.343)

elde edilir. Sonugta; u, u,, U, € L,[-0,c0]da oldugu gdsterilebilir. Bu problem ayni

zamanda 1s1 denklemi olarak bilinir.

Ornek 3.2.5.2.1.3:
o’u_ou
2 2
o ox (3.344)

u(x,0)= f(x), %U(X,O) =0

dalga denklemini saglayan u ¢ozlimiinii bulalim. Burada f(X)e L, [—oo,oo] .

Coziim: Bir 6nceki ornekte oldugu gibi Fourier transformasyonu alinirsa

5*F (U)
ot

-s’F(u),

OF(u)
ot

=0

t=0

F(w)l_,=F(f),

elde edilir. Buradan da,
F(u)=F(f)cosst

elde edilir. Ters Fourier transformasyonu uygulanirsa

1% 1 e -
U=—— [ e™cosstF(f)ds =—— | | e " 4D | F(f)ds.
\/271'[0 (") 2\/27['[0[ ] (h

ist —ist
cos(st) = +Te ifadesi kullanilarak elde edildi. Bu ise,

u:%[f(x+t)+ f(x—1)]. (3.345)

Ornek 3.2.5.2.1.4:
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du_ot
2 T A2
o ox ; (3.346)
U(x,0)=0,  (x,0)=g(x)
ot
dalga denklemini saglayan ¢6ziimii bulalim.
Coziim: Her iki tarafa Fourier transformasyonu uygulanirsa
o°F(u
atg )_ —s*F(u)
OF(u
Fw,=0. T ()
ot o
ve boylece
F(u):lF(g)sinst.
S
Kismi integrasyonla,
1 isx ©
—eg(y)dy|" =0
IS
kabulii altinda,
h [
F[Ig(y)dy}—F(g)
0 S
oldugu gosterilebilir. Ters Fourier transformasyonundan
1 7 il
u=———| e =F(g)sinstds
%_L _F(9)
-1 i —is(x-t) —is(x+t) h
= e —-e F dy)ds
2@_[0[ ] <£g<y> y)
1 X—t X+t 1x+t
=—— dy — dy |=— dy. 3.347
: !g(y) y !g(y) y 2X[tg(y) y (3.347)
Ornek 3.2.5.2.1.5:
[ KO+ ngydy = £, f(x) e L[—o0,0] (3.348)

denklemini saglayan ¢6ziimii bulalim.
Coziim: (3.348) denklemi konvulasyon tipi bir integral denklemi degildir. Fakat

Fourier transformasyonu uygulanarak ve
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1 % : 4
— | K(x+y)e¥dx=e""F(K
ﬁ5£ (X+Y) (K)
ile beraber F(K)# 0 olacak sekilde

V27F(K)F*(¢) = F(f)

elde edilir. Buradan,

_ F(f)
¢ = F[—\/ZF(K)) (3.349)

Ornek 3.2.5.2.1.6:

j¢(y) dy="f(x). f(x)eL,[0,%] (3.350)

o Xty

integral denkleminin ¢dziimiinii bulalim.
Coziim: Ilk bakista Fourier transformasyonunun uygulanabilirligini gérmek kolay

degildir. Fakat,
x=e¥, y=e", ¢E"Me =y, fE¥)e=9()

dontistimleriyle verilen integral denklemi

o0

LA _
ﬂ&wm@_mmyg@> (3.351)

denklemine doniisiir. Bu konvulasyon tipi bir integral denklemidir. Dolayisiyla, bu

son denkleme Fourier transformasyonu uygulanirsa

)= J‘ F(©)

cosh cf
elde edilir. Bununla beraber,
1 1 7 e¥
F d
(cosh & NG ° coshé d

integralini hesaplamak i¢in rezidiilerle ilgili integral yontemleri ithal edilebilir.

hmf

dé +J-
Row g COShE v cosh z

ff '55

oshf

iRed 9|Z:R » T

integrali |z|=R ¢emberinin iist yarisim diisinmekle beraber s>0 almakla bu

integrale katki sifir olur.
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denkleminin kutup noktalar1 coshé =0 denkleminin kokleridir. Bu kokler

E=(n +%)7zi olup n=0,1,2,.... Bu noktalardaki rezidii,

| [g—m +;)7Z'i}eis§
lim

— _i(_l)ne—s(2n+1)(7r/2)e—s(2n+1)(7z/2)
ga(n%)m cosh f

ile verilir. Boylece,

/2

1 0
F — [27[ _1 ne—s(2n+1)(7z/2) —
( cosh & ) Z:(; D cosh(rz/2)s

istenilen sonuca varilir.
Not: s<0 olmasi halinde yukaridaki contourun tersi alinarak ayni sonug

c¢ikarilabilir.
pe*)e =w (&)= L T e cosh = sF (g)ds (3.352)
N2 s, 2
integral denkleminin varligtyla istenilen sonuca varilir. Benzer olarak,
2{ 0
#0220 gy — £
ToX+Y

denklemi analiz edilerek

e 1 e ™ cosh(z/2)sF(g)
pE)e NGY Iw cosh(r/2)s - A ds

elde edilir. 4 <1 olmasi halinde bu integral vardir. Bunu takiben (3.350) integral

operatdriiniin siirli oldugu goriiliir. Gergekten,

lTMdy <|4l. (3.353)
Ty X+Y
Ornek 3.2.5.2.1.7:
lo] P gy = tx),  F(x)e L [-o0,0] (3.254)
T <, X=Y

operatoriiniin ¢6ziimiinii bulalim.
Coziim: (3.354) denkleminin sol tarafindaki operator Hilbert transformasyonu olarak

bilinir. * notasyonundan esas degerli integral kastedilmektedir. Yani,
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[ #2020,

—0 X+&

Buradan da,

(3.355)

1 ]3 eisxOC
Vam S o x-
elde edilir. Fakat,
oo’ |Sy oo
J'_d J- cossyd J- sin Sy dy
y Y

denkleminde ilk integraldeki fonksiyon tek oldugundan bu integral sifirdir. Buna
binaen, Snin + oluguna gore sgns =F1 gerceginden

.
© |sy

j—d —2[31 Y dy = zisgns (3.356)
y

ifadesi yazilir. (3.354) ifadesine Fourier transformasyonu uygulanirsa
isgnsF(g)=F(f)
elde edilir. (3.355) ve (3.356) denklemlerinin kullanilmasiyla

¢(X)=—lfﬂdy (3.357)
T

bulunur. (3.354) denklemindeki integral operatorii geleneksel olarak Hilbert adiyla
anilmaktadir ve literatiirdeki gosterimi

H(g)=f tersiise ¢p=—
ile verilir. Bunun yaninda, Hilbert operatorii

H(H(#)=—-¢ (3.358)
denklemini saglar. Yukaridaki degerlendirmelerden

F(H¢)=—isgnsF(g)
elde edilir. Bu ise H(¢) € L,[—o0,] oldugu sonucuna gétiiriir.

Ornek 3.2.5.2.1.8:
ledy =f(x), f(x)eL[0,0] (3.359)
Ty X=Y

integral denklemini ¢6zelim.

Coziim: (3.2.5.2.1.6) 6rnegindeki degiskenlerin aynisi kullanilirsa
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R AV)
j | Sonz 87 =9©) (3.360)

elde edilir. Buradan,

£% Isn OO L
j dn =27zi l+Z(—1)”e—“S” _ #sinh z8/2
J sinhp 2 = cosh zs/2
ifadesi bilindikten sonra (3.360) nin ¢6ziimiine kolayca ulasilir. (3.360) denklemi
1 coshzs/2
F Bt
W)= sinhrsz - D

denklemine indirgenir. C sabit ise

" ™ cosh 7s/2

e
w(E)=Ct— j g(&—n)dn j i re/2 (3.361)

elde edilir.

¥ C

[—C ay-

=, sinh(¢& —177)
ifadesinin olusundan (3.359) denkleminin homojen bi¢imi sifirdan farkli (trivial
olmayan) ¢oziimlere sahiptir. (3.361) ifadesindeki i¢ integral daha 6nceden oldugu

gibi rezidiiler yardimiyla,

T e cosh 7s/2 Ze’zn” cosh77
—— 1 ds= .
sinh 7s/2 T TS smhn

o L7 eosh&—n)
v(e)=C r L sinh(¢ —n)

Bastaki orijinal degiskenlere doniiliirse,

g(mdn .

1 x+y f(y)d

C
X) = — 3.362
o= [ By (3.362)
elde edilir. (3.353) da oldugu gibi
j 90) S <4l (3.363)
Ornek 3.2.5.2.1.9:
Kg=1 [ siny PO =00, TweL, [0.7] (3.364)
T3 COSX—CO
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integral denklemini analiz edelim.

Coziim: Buradan,

e LTSy (3.365)
T 5 COSX—COSY

oldugu kolaylikla goriilir. Knin /2/zsinnx iizerindeki etkisini belirleyelim. Bu
kiime L,[0,7] araliginda tam ortonormaldir. Simdide Knin bu uzay iizerindeki
etkisini hesaplayalim.

sin ysinny dy

172'
Ksinnx=—J.
7T, COSX—CosYy

1 % cos(n—1)y—cos(n+1
:_I cos(nN—1)y —cos( )ydy
2y COSX—cosY

B I cos(n—1)y— cos(n+l)yd
47r COSX—COos Y

~ 1 z ei(n—l)y_ei(nJrl)y dy
47 ° cosXx—cosy

Bu operasyonun son iki adiminda simetrik 6zelligi hesaba katilmustir. €¥ = z denirse

Ksinnx = '[ . —dz
2rig(z—e")(z-e™)

elde edilir. Burada, C birim ¢emberdir. Bu integrallerin kutup noktalari ¢ember
tizerindedir. Boylece rezidii ile ilgili integral kavrami kullanilirsa rezidiilerin yarisi

alinmalidir. Bu halde,

—[sin(n —1)X—sin(n+ 1)X]

Ksinnx = - =coshx, n=1,2,.. (3.366)
2sin X
elde edilir. Benzer sekilde,
K*cosnx =sinnx, n=1,2,... (3.367)

Yani, K'1=0.(3.366) ile (3.367) birlikte diisiiniiliirse
K"K sin nx = sin nx (3.368)
elde edilir. Yani, KK" =1dir. Benzer olarak,
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KK"cosnx=cosnx, n=0
KK*1=0

(3.369)

Buradan da, KK*'1=0 oldugundan KK® birim degildir. Simdi (3.364) denklemine

doniiliirse,

= 2 .
P(X) = ;an\/;sm nx

bi¢iminde yazilarak

K¢(X):ian\/zcos nx = f(x) (3.370)
n=l1 7

elde edilir. Eger .[f(x)dx=0 ise acgikca (3.364) ifadesi (buna denk olan (3.370)
0

ifadesi) ¢oziime sahiptir. Bu durumda,

=Fff(y)cosnydy,

72-0

¢(x):i \/Z]{f(y)cosnydy \/zsinnx (3.371)
n=1 T 0 T .

elde edilir. Bu ise (3.364) ifadesinin bir ¢oziimiidiir. Bu ifade ayn1 zamanda

sin X

d(X)=K" f———j— f(y)dy (3.372)
COSX—cos Yy
formatinda yazilir.
Ornek 3.2.5.2.1.10:
sin X
=—— j —————g(y)dy =0, f(0eL[0.7] (3.373)
COsX—cosy

denklemini analiz edelim.

Coziim:

¢(x)=%ao +Za \fcosnx

seklinde olsun. Bu halde,

K*¢:Zan\/%sinnx: f(x)
n=1

elde edilir. Buradan da a, katsayilar
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a, = \/z.f f (y)sinnydy
T 0

ile verilir. Bir 6nceki problemde ¢6ziimiin varligi i¢in f {izerine bazi kosullar

yiiklendi. Burada bdyle bir durum sdz konusu degildir. Ciinkii, tim f () € L,[0,0]

i¢in ¢dziimler mevcuttur. Gergekten tiim n>1 igin a, ler f(x) tarafindan belirlenir.

Burada a, keyfi olarak secilir. Bunun neticesinde,

P(X) = a +Z\/7If(y)smnydy\/:cosnx

1 1% sin
:ﬁao +;I—yf(Y)dy

), COSX—cosy

yazilir. Bu (3.374) ¢6zlimii a, keyfi oldugundan tek degildir.

Ornek 3.2.5.2.1.11:

N |

12904t 0, fxeL[0]
o XY

denklemini tekrar ele alalim.

Coziim:
1 _l o 11
1+cos77 2’ l+cosg 2
sin f (X)sin
W(77)=¢(y) 1 9(5) = (X)sing
1+cosn I1+cosé
degiskenleriyle

=—%j e V=9

cosé —c
elde edilir. (3.374) ifadesinin kullanimryla

172'
(&) =C+m[—I__gman.
7Ty cos&—cosn

(3.374)

(3.375)

Burada, C keyfi sabittir. Orijinal degiskenlere doniiliirse (3.375)in ¢dziimii olan

<o Dy by
$(X) = %—% —y2\f§f(y)dy.
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(3.362) ile (3.376) denklemlerinin ilk bakista birbirine 6zdes olmadig goriiliir. Buna

ragmen farklar
1 1

?wﬁf(my_qx__y B

0 X—=y X 29 X \/_ ~2Jx 0

Bu fark ise £ cinsinden absorbe edilebilir.

Ix

Diger bir alternatif metot ise asagidaki gibidir. w(77) ve g(&) degiskenleri

y_

Nl

1
2 f(y)
y+l

2

yerine,

) S0

V/(U):l+cos7y l+cosé

denklemleri tanimlanirsa (3.375) denklemi

— 1% sin — —
Ky =~ [—30 L Gpydn =—g(&)
Ty 0s7
seklini alir. (3.372) denklemi kullanilirsa ve I a(n)dn =0 ile beraber
0

V() =K’ g(é)—ij Smg

e

9(m)dn
0877
bulunur. Orijinal degiskenlerine doniiliirse
If(y) dy =0 (3.377)

ile beraber,

* 1 1

1 (y+2/><+2)\/></yf(y)dy

$00=——| .
T X—y

(3.378)

(3.376) ile (3.377) c¢oziimleri arasindaki fark (3.377) sartt ile beraber ( \/_

formundadir.
Ornek 3.2.5.2.1.12:
—j(——x—)qﬁ(y)dy— f(x), f(x)eL[0,0] (3.379)

X+y

denklemini ¢6zelim.
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Coziim: (3.2.5.2.1.6) 6rnegindeki aynmi degiskenler kullanilir ve bu denkleme Fourier

transformasyonu uygulanirsa

y
;L[cosh(f 7 sinh(z- nj‘”(”) =9

Burada,
cosh 7s/2
Fip)=—1222 F
W)= Cisinhrs2 9
% e coshzs/2
t//(cf)—— Ig(é n)d j ismhrs 2

Son integraldeki i¢ ifade rezidii yardimiyla,

I 9(&—me” 77)9”
V4 sinh 27

Orijinal degiskenlere doniiliirse,

$00 == [ (——+— )T (y)dy. (3.380)
Ty X+y X-y

<|¢|- (3.381)

L [———Jqﬁ(y)dy
o\ X+y Xx-y

(3.381) denkleminin de dogrulugunu gostermek kolaydir.

(3.380) nin ¢oziimiinii bulmak i¢in diger bir alternatif metot ise asagidaki

gibidir. (3.379) denklemi L,[0,0]da tammlidir. Fakat, bu ¢(x), [0,00) dan (—0,0]a
tek fonksiyon gibi diislinerek Lz[—oo,oo]a genisletilebilir (yani uzanimi alinabilir).

f(X) ¢ift bir fonksiyon olarak diistiniiliirse (3.379) denklemi

LY FER T WP VT

2r Y X+y X-Yy

—00

seklinde yazilabilir. (3.354) denklemindeki H operatorii kullanilirsa
S[HAE0-HP00] = £

yazilir. H* = -1 ile beraber
—{HE0-40]=HT ().

f(X) ve ¢@(X)in simetrik 6zelligi kullanilirsa
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P00 =~ [ (——+—) f(y)cy
Ty X+y X-Y
Ornek 3.2.5.2.1.13:
j ) =00, fooe L[-11] (3.382)

airfoil integral denklemini ayn1 yontemle ¢ozelim.
Coziim:

X=cos¢, y =cos7

9(¢) = f(cosS)sing,  w (1) =p(cosn)siny

degiskenleri yardimiyla denklem

LI dn=g©). (3.383)
7y Cos&—cosn

Ornek 3.2.5.2.1.10 ve ozellikle (3.374) denkleminin kullanimiyla beraber orijinal

Hl_ T 4y (3.384)
1-x> x—y
Burada, C sabittir. Eger,

9(&)=f(cosd),  wim)=g(cosn)
denklemleri kullanilmis olsaydi (3.383) denklemi yerine

degiskenlere doniiliirse

¢

L _sinn__ =€)
7y Cos& —co

integral denklemi yazilirdi. Bunun ¢6ziimii ise (3.372) nin kullanimriyla

P(X) = —— f i § ::(y;d (3.385)

ile verilir. Bu ¢6zlim,

j T 40 (3.386)

Wi-y

sartina baghdir. (3.384) ve (3.385) denklemlerinin karsilastirilmasiyla iki ¢éziimiin

fark: (3.386) ile beraber bicimindedir.

1-x2
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3.2.5.3. Hankel transformasyonu

Fourier transformasyon teorisi ¢cok degiskenli fonksiyonlara genisletilebilir.

T T|f(x, y)| dxdy < co. (3.387)
Bu halde,
1 T i(sX+o
F(s,0)=—— [ ] f0xy)edxdy (3.388)

tanimlanir. Yani once Xe gore sonrada Yy e gore transformasyon alinir. Elde edilen
transformasyon ise Sve o’a baglh bir fonksiyon olur. Ters transformasyon
uygulanirsa,

f(x,y) =i [ [F(s.0)e ™ dsdo (3.389)

—00 —00

elde edilir. f(x,y) fonksiyonu, f(x,y)= f(r)e™ bi¢iminde olsun. Burada r ve 6

kutupsal koordinatlardir. Dolayisiyla, (3.387) sart1
[[1f ([ rdrdo =2z [r|f(n)] dr <o (3.390)
00 0

bi¢ciminde yazilir. Eger, s = pcosa, o=psina ise (3.388) ve (3.389) ile

o271

F(p.a)=— [] et rdrdo (3.391)
275 %
veE
) 1 © 271 )
f(r)e" = —j j F(p,a)e ™ pd pda (3.392)
274 %

denklemlerine  indirgenir.  Bessel fonksiyonlar1 i¢in  standart integral

reprezentasyonlarindan (sembollerinden ) bir tanesi

2

Jn(Z) :LJ.ei[ZcosaJrna—nﬁ/Z]da (3393)
27 5

ile verilir. Bu sembol (3.391) denklemindeki integralde kullanilirsa
F(p,a)=e"e j rf (r)J, (rp)dr . (3.394)
0

Benzer diisiinceyle,
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f(r)e™ = e‘"ﬁpﬁnf(n)Jn(np)dn}Jn(rp)dp : (3.395)

Tr| f(r)| dr <o (3.396)
0
sart1 altindaki tiim f (r) fonksiyonlari igin
H(f):Trf(r)Jn(rp)dr (3.397)
0
tanimlansin. Dolayisiyla (3.397) denklemi
f(r)=TpH(f)Jn(rp)dp (3.398)
0

bicimine indirgenir. (3.397) denklemine Hankel transformasyonu denir. (3.398)

denklemi ise ters Hankel transformasyonu olarak bilinir. (3.396) ile her f(r)igin
H>(f)=f.
Teorem 3.2.5.3.1: L, (I’) (3.396) sartin1 saglayan tiim fonksiyonlarin Hilbert uzayim

gostersin. Bu taktirde, Hankel transformasyonu {iiniter bir operatdr olmakla beraber
self-adjointtir.

Ornek 3.2.5.3.2:

00— A[ y3,00)8(y)dy = £ (%)

integral denklemini ¢6zelim. Burada, f(x)eL, ([0,00], X) dir. Yani,

Tx|f(x)|2dx<oo.

0

Coziim: Hankel transformasyonu kullanilirsa

g-AH(g)=f.
Bu ise,
f+AH(T)
¢:T’ AP #1

oldugu agiktir. Bunun agikligini gosterelim. ¢ — AH (¢) = f ifadesinin her iki tarafina

Hankel transformasyonu uygulanirsa

Hp—AH’(¢)=Hf , (H¢=¢)
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Hg-1¢=Hf, ¢—AH (@) = f

denkleminlerinden, H¢ = % , Hp— 1¢ = Hf denkleminde yerine yazilirsa

Hankel transformasyonu kismi diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinde de
kullanilabilir.
Ornek 3.2.5.3.3:

10,00 a” u(r,0) = f(r) (3.399)
ror or

integral denklemini ¢6zelim. Burada, Ir| f (r)|2 dr < .
0

Coziim: Verilen denklemin her iki tarafina Hankel transformasyonu uygulanirsa

ou) Tt odu _ 0
H(é’tj _([rEJ (pr )dr_atH(u)

10 ou 0 _odu
(_E 5] j(—r—)J (pr)dr

0

j (—r—J (pr)]dr_—pzTruJo(pr)dr =—p*H ().

0

Ayrica, J,(pr) Bessel fonksiyonu

n 1 !
Jo(pr)+FJo(pr)+szo(pr) =0
diferansiyel denklemini sagladigi bilinmektedir. Bu halde, (3.399) kismi diferansyel
denklemi
H ()|, = H(f (M)
baslangi¢ sartini saglamak sartiyla
0 >
—H@U)+p"HU)=0
p (W+p H()
denklemine indirgenir. Buradan
Hu)=e”"H(f (1)

elde edilir. Buradan ¢6ziim
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u=H(Ee " H(f () = [ pe (1 (1) (pr)dn)I,(pr)d p

ZTnf(n)ﬁpe"’zﬂo(pn)%(pr)dpjdn- (3.400)

3.2.5.4. Mellin transformasyonu

Simdiye kadar ele aliman transformasyonlara benzer Ozellik gdsteren bir
transformasyonda Mellin transformasyondur. Bu transformasyonu anlamak ig¢in

Fourier transformasyonu ile baslamakta fayda vardir.

1 % ; 1 % ;
— | T(xX)e™dx, f=——=|F(f)e"™dx.
= j (%) = j (f)

L, [-o0,0] tizerinde tanimli olan Fourier giftlerini ele alalim. u =¢” ise

F(f)=

[ f (Inu)[* du < oo (3.401)
I3

0

saglanmak sartiyla

F(f) :ﬁ? f (Inu)u®'du (3.402)
A\~
f(Inu):ﬁT F(f)uds. (3.403)

(3.401), (3.402) ve (3.403) denklemlerinde s=ioc vef(Inu)=~/27f(u) yazilir ve

(3.402) nin sag tarafina da M (o) denirse

M (o) = f(uudu (3.404)
0
F(u)=—— [ M(owdo (3.405)
2 5
denklemleri
jl| f(u)|" du < oo (3.406)
u
0
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sartiyla elde edilir. (3.404) denklemine f nin Mellin transformasyonu denir. (3.405)

denklemi ise ters Mellin transformasyonu olarak bilinir. (3.406) denkleminden

Mellin transformasyonu Reo =0 olacak sekilde Lz([O,oo],%) uzayindaki tiim

fonksiyonlar i¢in tanimlidir.

k € R olmak iizere u*f (u) e L, ([O,oo],%) olsun. Bu halde

M (o) = j f (uyu”*'du
0
ve
1 [
k _ -0
uf(u)= = !wM (o) do.
(3.407) ve  (3.408)  denklemlerinde o+k

(Reo =0 yerine Reo =k)

00

J'u2k’1|f(u)|2du <o

0

saglanmak sartiyla,
M (o) :j f(u)u'du
0

Ve

f(u)= % IT M (o) °do

—ioo+k

yerine

elde edilir. Fourier transformasyonlari i¢in Parseval formiiliine,

T|F(f)|2ds=°f|f(x)|2dx

benzer bir formiil Mellin transformasyonlari i¢inde yazilabilir. Yani;

ool 1 ioo
Ia|f(u)|2dx:2—7ﬂ [IM@)] do.
0

—io0

(3.407)

(3.408)

yazilirsa

(3.409)

(3.410)

(3.411)

(3.412)

Eger daha genel olarak, N(o) = I g(uu®'du ve g(u) (3.406) denklemini sagliyorsa
0

Lt wg@du == | M@)N@©Xo.
u 27l

—io

O ey 8
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Daha genel bir ifadeyle u*f (u) e L, ([O,oo],%) ve u“g(u) aym siniftan ise

u2'f (u)g(u)du =L_ f M (o +k)N(o +k)do. (3.414)
27l

—ioo

S —y 8

Fourier transformasyonlari i¢in gegerli olan formiillerin ¢oguna benzer
formiiller Mellin transformasyonu ve Mellin transformasyonun tersi i¢inde gegerlidir.

Ornegin, burada konvulasyon

(f =)= [~1()gC)dv (3.415)

1
v
ile tanimlanir. Buradan da,

(f*g)Wu’'du=M(o)N(o). (3.416)

S ey 8

Mellin transformasyonun bazi uygulamalarini diisiinelim. Bu uygulamalarin

bir taneside belli sonsuz serilerin toplami anlaminda kullanilabilir. f(u) ve M (o)

uygun fonksiyonlar olsun. Ayrica M (o) f nin bir Mellin transformasyonu olsun.

1 joo+k

fw=-— | M(oudo.
—joo+k

Buradan da,

© 1 joo+k 0 1 joo+k

f(n)=— M n°do=— M d 3.417

Z W=0a | (0); o= j (0)¢(o)do (3.417)
elde edilir. Burada,

{(o)=).n (3.418)

n=1

ile verilir. Bu ise kompleks fonksiyonlar teorisinde meshur zeta fonksiyonu olarak

bilinir. Bu fonksiyon { (o) ve Re(o) >1 boélgesinde tanimlidir. o =1 olmasi halinde

bunun bir basit kutup noktasina sahip oldugu ve rezidiisiiniin de

lim(o~1)¢ (0) =1. (3.419)

Zeta’nin bilinen dnemli bir 6zelligi

7[’“/21“(%)4’(0') = g -orp (I_ng c(1-0) (3.420)
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fonksiyonel denklemiyle verilir. Bu denklem yardimiyla {(o)nin tiim o diizlemine

genisletilebilir. Yine bu fonksiyonelin sadece bir singiiler noktaya sahip oldugu ve bu

singiiler noktaninda yukarida ifade edildigi gibi o =1 oldugu goriiliir.

Ornek 3.2.5.4.1;
= COS NX
S =
- n2x>

serisinin toplamini bulalim.

Coziim: Verilen serinin Mellin transformasyonu kullanilirsa

0 —-ono-3
J‘cosuxuo._lduzx 273 7T (6 -2)/2)

u’x’ ['((3-0)/2)

0

S =

2

1 " x 727 al (0 -2)/ 2504,

27 7 ['(3-0)/2)

2

2<Reoc <3

2<k<3

elde edilir. o =2,1,0noktalar1 integralin basit kutup noktalaridir. Bu rezidiiler

sirastyla,
c@ -z 1
x> 7 2x’ 4
(=3 =%
=n> 6

standart sonuglariyla verilir. Dolayistyla serinin toplami

2
T 7z 1

=— +—.
6x- 2x 4

Fourier siniis ve Fourier cosliniis transformasyonlari sirasiyla

T(f):]g f (X)K(xy)dx

f(0 = [T(HK(xy)dy

denklemlerini saglarlar. Daha genel bir ifadeyle,

T(f):]g f (X)K(xy)dx

£ (0 = [T(F)H(xy)dy
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var mudir? Sorusuna yanit arayalim. Mellin transformasyonu sorunun yanitini

kolaylastirmaktadir. (3.423) ve (3.424) denklemlerinin Mellin transformasyonlari

L(o) = '[ K(wu’'du, M (o) = J' H (u)u”'du
0 0
ile verilsin. Dolayisiyla,

]OT( fyy "dy = T f (x)ﬁ K(xy)y”“dy]dx

S =y 8

f(x)x"de Kuu’'du = L(a)T f (X)x“dx

T f(X)x 7dx = TT( f )(T H (xy)x“’dxjdy

= TT(f)y"‘ldyT H(uudu=M (I—O')TT( fyyedy.

Son iki denklemin saglanmasi i¢in
Lo)M(1-0)=1

gereklidir. Ozellikle, K(u) =H(u) ise L(c)M(1—-o) =1 denklemi
L(o)L(l-0)=1

denklemine indirgenir. Fourier siniis transformasyonu durumunda
2 .
K()=,/—sinu
V4
vardir ve boylece,

2% 2 o
L(o) = = [sinuu”'du =, |“T(c')sinZZ.
(o) ﬁlsmuu u ~ (o)sin 5

Buradan,
LM (1-0) = 2T(o) (- o) sin”—;sin%(l ~0)
T

2 /4 o
=—— sin—ocos—=1.
7T SIn 1o 2
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Yukaridaki operasyonda, I'(o)['(1-0)=— il
sin 7o

formilli kullanildi. Dolayisiyla,

Fourier siniis transformasyonu self-resiprokaldir. Benzer olarak, Fourier cosiniis
transformasyonu i¢in ayni islemler yapilirsa
L(o)L(l-0)=1

sart1 ile beraber

2% 2 o
L(o) = /— “Idu =,|=T(o)cos—
(o) ”}l;cosuu u ~ (o)cos 5

elde edilir. Fakat, Hankel transformasyonlar1 resiprokal degildir. Ama basit bir

modifikasyonla bu formata getirilebilir. K(u) = Jud ,(U) olacak sekilde

\/;H(f):]g\/Ff(r)\/EJn(rp)dr (3.427)
Jrim = [JpH(H)rpd (rp)dp (3.428)

biciminde yazilir.
ZG%F{(n +0)/2 +H

rﬂn_ay6+i}

”/F{(n+a)/2+4} 22T [(n—a)/2+ﬂ
Fkn—ay6+i} rﬂn+ay6+i}

elde edilir. Bu ise (3.426) sartidur.

L(o) =]O«/UJn(u)u”‘ldu =

ile

L(o)L(1-0) =

3.2.5.5. Projeksiyon metodu

j 20 S (3.429)

ifadesinin bir Hilbert transformasyonu oldugu bilinmektedir. H operatorii

L, [—oo,oo] —->L [—oo,oo] a gotiirlir. Ayrica,
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H2p=—¢ (3.430)
ve
F(H¢)=1isgnsF(g) (3.431)

ozelliklerini sagladigini ve tersi —H ve ||H || =1 oldugu bilgilerimizin dahilindedir.

pel, [—oo,oo] olsun. Bu taktirde, ¢(X), ¢, (X) ve ¢ (X) ile tanimlanabilir.

8.00==[p+iHg] (3.432)
ve
#.00==[9-iHg] (3.433)
Fourier transformasyonu alinirsa
F(6) = [F@)+iF(H)] = [F)-sensF ()]
=0, s>0
“F(p). s<0. (3.434)

Benzer olarak,

F(@)=F($), >0

=0, $<0. (3.435)
Bunlar yardimuyla,

PX)=¢. +¢. (3.436)
Ve

F(¢)=F(¢)+F(4) (3.437)

bulunur. s=0da ki davranis1 6nemsizdir. Ciinkii, L, [—oo,oo] daki tiim fonksiyonlar

Hilbert uzayinda kalmak sart1 ile tek nokta olarak modife edilebilir.

L, [—oo,oo] uzayin L ve L alt uzaylarinin kombinasyonu olarak yazabiliriz.
L; ={g e L,[-0,%] F(9)=0,570}. (3.438)
Agik olarak, ¢ € L igin

Ho=i¢ (3.439)
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¢.y1 L, nin benzer olarak ¢ yi L, nin iizerinde ¢(X)in projeksiyonu olarak

gorebiliriz. (3.432) ve (3.433) denklemleriyle Hilbert uzayinda ki bu dekompozisyon
tektir. Asagidaki ifadeler dogrudur.

L, [-o0,00] = L UL, (3.440)

{0} =L L. (3.441)
Burada, (3.441) ifadesi asagidaki arglimanin bir sonucudur. Eger ¢ € L) NL, tiim
sler icin F(4)=0 oyle ki ¢=0. (L, [—oo,oo] uzayinda sifira denk olan Null

fonksiyon demektir.)

Ornek 3.2.5.5.1: f(x) e L,[-o,=] i¢in
¢—£?Mdy: f(x) (3.442)
T X=Y

integral denklemini ¢ézelim.

Coziim: (3.432) ve (3.433) denklemleriyle (3.442)
¢ +o +idg —¢)=TF +1

seklinde yazilabilir veya buna denk olarak
1+id)g, —f, =—(1-id)g + ..

(3.441)den dolay1 yukaridaki denklemlerin her iki yaninin sifir olmasi gerekir.

f, f A=A f, +1+i)f
= , ) = —, = ), —+ ) =
/. 1+id / 1-id $=9.%¢ 1+ 47
yazilir ve buradan da,
f + AHf
— ) 3.443
? 1+ 27 ( )

A # Fi igin (3.342) integral denklemi ¢dziime sahiptir.
Eger, A=—i ise f =0 boylece ¢, =% f. . Boylece, ¢ keyfidir.

L uzaylari farkli bir sekilde karakterize edilebilir. ¢ € L olsun. Bu halde,
F(¢)=0 s>0

Ve
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¢=F"F(¢)= ﬁ j F(g)e ™ ds. (3.444)
Simdi de,
#(2) :ﬁ j F(¢)e " ds. (3.445)

denklemini diisinelim. Burada, z komplekstir. y=Imz >0 i¢cin ¢#(z) analitik bir
fonksiyondur ve sinirdaki degeri y=0 {lizerindeki degeri (3.444) ile verilir.
Genellikle, ¢ nin analitik uzanimi Imz <0 i¢in olmayabilir, ¢linkii (3.445)

denkleminin Imz <0 i¢in degeri yoktur. Benzer olarak ¢ € L, ise

#(2) = ﬁ [F(#)eds. (3.446)

ifadesi Imz <0 igin analitik bir fonksiyondur.
Teorem 3.2.5.5.2: ¢ L} olsun. z=x+iy ve Y=0 icin a(z) siirekli ve Y >0 igin
(z=¢ hari¢ mertebesi n olan ) analitik, z=¢ noktasi hari¢ a(z) sinirli olsun. Yani,
Z = ¢ komsulugu harig tiim iist yar1 diizlemde a(z) sinirlidir. Bu halde uygun
a,,0,,...,a, i¢in
a(X)p(X) - Z % _els.
o (X=¢)

Eger a(z)nin kutup noktalar1 yoksa a(X)¢(X) € L, .

ispat: F(4(x)=d(s), F(a(x)e )= A(s), e>0 konvulasyon teoreminden,

F@00g0e )= [ @A s~ o)

0
:ﬁ j d(o)A(s—o)do. (3.447)
Ciinkii, s > 0 igin ®(s)=0. Integralin yakinsaklig1 igin > 0 gereklidir.
1 5 i
A(s) =— [ a(x)e " dx
()= = [a)

integral denkleminin yapisini incelemek gerekir. s> 0 hali incelenecektir {istelik

Re& >0 oldugunu kabul edelim. Re& <0 durumu gozle gorilebilir bir
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modifikasyonla ele alinabilir. a(z) singiiler noktaya sahip olmadigindan Countour

integrasyonuyla,

J' a(x)e™ ¥ dx = —i j a(iy)e' ¥dy

—00

yazilir. Koordinat diizleminin birinci ¢eyreginde Contour integrasyonuyla
j a(x)e ="™dx = R +i I a(iy)e' ¥dy.
0 0

Burada R, z =¢ kutup noktasindan gelen rezidiidiir. Eger,

n

k=1

seklinde yazilirsa, burada b(z), z=¢ noktasinda analitiktir. Bu halde uygun

I, I,,.., I, degerleri i¢in

R=(Q_r(is—e))e®=*
1
kolaylikla bulunur.

j a(x)e " dx = R + ZI a(iy)sin € ye ¥dy (3.448)

—00

yazilir. |a(iy)| <M oldugundan son integral i¢in bir {ist yazilabilir. Yani,

Me

J' a(iy)sin e ye ¥dy|<M e I ye ¥dy =

(3.447) denklemine doniiliir ve (3.448) integral denkleminde €— 0 gonderilirse

F(a(X)d(x)) = ﬁ } @(J)(i Li“'(s-o0) e *do, s>0. (3.449)

Simdi de,
b(z)zzn: % (3.450)
o (2-6)
ifadesini ele alalim.
1 T isx o (Is)k e
F(b)=—— [ b(x)e¥dx =27y &) €~ 5. 3.451
()JE_L() Z(k b (3.451)

s>0 icin (3.449) ifadesi €™ p(s) bicimindedir. Burada, p(s) derecesi (n—1) olan

bir polinomdur. Daha kesin bir ifadeyle,
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F(@()4(x)) = 9'552 Zn: \/i(k(kll) JCI)(G)(—G)'(_I‘je‘i"fda.

k=j+1

Yukaridaki arglimanlarla beraber (3.451) denklemi kullanilarak, (3.450)
denkleminde uygun «¢,,q,,...,a, secimiyle
F@x)g(x)—b(x))=0, s>0
yazilir. Sonug olarak,
a(x)g(x)—b(x) € L.
Ozellikle a(z) iist yari diizlemde kutup noktalaria sahip degilse a(x)@(x) € L dir.
Benzer olarak L, i¢in teorem yazilir.

Ornek 3.2.5.5.3:
¢(x)—iojmdy =f(x), f(x)eL,[0,0] (3.452)
Ty X—y

Integral denklemini ¢6zelim.
Coziim: A’ ¢ (—oo,—l] olsun. Bu kabuliin ni¢in yapildigini problemin ¢éztiimiindeki

gelisimden anlasilacaktir.
© 1
[x|f[ dx<oo ve jlf|2dx<oo (3.453)
X
1 0

Bu sartlar kesin olarak gerekli degildir, fakat bu sartlar (3.452)yi tiim A lar igin
¢O6zmemizi kolaylastirir.

L, [—oo, oo] uzayinda ¢alisabilmek ve projeksiyon metodunu kullanabilmek i¢in
f(X) ve g(X)1 (—oo,O) araligi iizerinde genisletmemiz gerekir. Bu asagida ki sekilde
yapilir.

f(X)=¢(x)=0, x<0.
Bu halde (3.452) denklemi

g +¢ +il(g —gp)="F, x>0

. +¢ =0, X<0
ve
1+ A f
=— + , x>0
2 1—/1i(/j+ 1-2i
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=— x<0 (3.454)

+9

seklinde yeniden yazilir.

1+ Ai
X)= , x>0
POO=1 %

=1, X<0

seklinde tanimlanirsa (3.454) denklemi daha kompakt bir bicimde ifade edilir. Yani,

2 =—p(X)¢++ﬁ, —00< X <, (3.455)

Projeksiyon metodunu uygulayabilmek icin (3.455) denklemini iki grup halinde

incelememiz gerekir. Yani, bu gruplardan biri L, ve digeri ise L, uzayinda

olmalidir. Bu amaca ulagsmak i¢in asagidaki islem takip edilir.

p= %mlog :j: (3.456)
olsun. Bu halde,
Re p|< ;— (3.457)
vE
20 _ 1+

T
olur. Simdi de,

q(2)=(e"2)"
denklemini ele alalim. Burada z=x<0 icin q(z)=(-x)" =e”"? burada In(—x)
reeldir. Simdi,

4"(x)=limq(z), q°(x)=lima(z)
olsun. Bu halde,

Qg (x)=e"x", x>0

=(—x)", x<0 (3.458)

ve

q (X)=e"x", x>0

=(-x)", x<0. (3.459)
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Boylece,
p(X) = q—(x) (3.460)
q (X)
(3.460) denklemini kullanarak (3.455) denklemi
_ fq~
——q'¢ +—— 3.461
T =-0'g, + (3.461)

bigiminde yazilir. (3.453) ve (3.457) gergeginden dolay1 fq™ €L, [—oo,oo] dir. Eger 4

fixed tutulursa (3.453) daha uygun bir sart ile ifade edilir. Yani,

Tx2P| f dx<oo. (3.462)
0

fq~ e L,[—o0,0] oldugundan L) ve L;nin ayrisim olarak yazilabilir. Bu taktirde

(3.461) denklemi

a4 e (A
0h = [a" ¢, T } (3.463)

Eger g smurl ise (3.463) denklemine 3.2.5.5.2. teorem uygulanabilir. Bu taktirde,
sol taraf L, ve sag taraf L, dadir ve her iki yan sifirdir. Fakat, (3.458) ve (3.459)
denklemleri " ninya X=0 ya da Xx=oda Rep nun isaretine bagh olarak sinirsiz

oldugunu gosterir. q° biiyiikk Xler icin smrsiz olacak sekilde Rep >0 (benzer
olarak Re p < 0) olsun. (3.463) denkleminin her iki tarafi x —i ile bolliniirse

g ,  (fg). |9 (fq),
x—i¢’ (x—i)(1-Ai) {x—i@ (X—i)(l—li)}' (3464)

¢ €L, ve

D) tim Xler i¢in smirli ve alt yar1 diizlemde analitiktir. Teorem
X—=1

3.2.5.5.2 den dolay1 9. € L, . Benzer olarak (fq™) L, ve

(x—1) (x—1)

tim X ler

icin sinirh ve alt yar1 diizlemde analitik oldugundan (3.464) denkleminin sol tarafi
L, dir. (3.464) nin sag tarafi L, da degildir, ¢linkii tiim x ler i¢in ¢, ve (fq~) nin

katsayilar1 tiim reel X ler igin siirh fakat x =ide basit kutup noktasina sahiptir.
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Teorem 3.2.5.5.2 den uygun a secimi ile ¢ikarilarak sag taraf L da olacak

(x=1)
sekilde yazilir. Bu halde,
q‘¢__ (fg). «
X—1  (X=D(1=A) x-—i

(3.465)

_ q*¢__ (fa), | «
X—i "~ (x=D(1=2A)| x—-i

Simdi (3.365)in sag tarafi L, dadir. Fakat,

is

1 1 T e .
= dx=+27zie®, s>0
7 Jzﬁ-Lx—i "

F(

=0, s<0

sol tarafi L dedir. Yani, (3.465)in her iki tarafinin 6zdes olarak sifir oldugu ve bunun

neticesinde,
¢ — (fq—7L _ i
Q-4 g
¢;343£L7+£§-
qad-4) q

Nihayet, yukariya bir ekleme yaparak X >0 i¢in q° igin kesin bir reprezantasyon
kullanilarak, (3.432) ve (3.433) ile beraber

f AX7?
= +
1+2% 1+4°

o Hfx” — 2zia sin zox™” . (3.466)

Buradan da « nin belirlenmesi gerekir. Bunun yapilabilmesi i¢in (3.465) in sol

tarafin1 ele almamiz gerekir. Ilk terim igin

b2

< KTX”‘1|¢|dx <K {T sz_deT|¢|2 dx} <o
1 1 1

79

ust siur1 elde edilir. Benzer olarak,

[fa).
e

<0

1

Fakat, (3.365) in sol tarafi 6zdes olarak sifir oldugundan

o0

a
—dx
X—i

<00
1
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gereklidir. Tim « # 0 i¢in yukaridaki integral 1raksaktir.

Amaca ulagmak icin a =0 segilmelidir. Neticede (3.452) nin ¢ézliimii

Py =) AXT jf(y)y dy. (3.467)

1+4° (1+/12)7z X—y
Ornek 3.2.5.5.4:
j ) dy_ f(x) (3.468)

integral denklemini ¢ozelim.
Coziim: Bu problem farklt metotlarla 6rnek (3.2.5.2.1.8) ve ornek (3.2.5.2.1.11)de
¢oziildi. Fakat, (3.452) denkleminde f=-Af ve 41— i¢in (3.452) denklemi

(3.468)e indirgenir. (3.467)de oldugu gibi ayni1 operasyon uygulanarak ¢oziim
1% [y f
p0=—] \p Ty dy. (3.469)
Ty VA X=Yy

%im P =%. (3.460) ifadesindeki p(X)in nasil oldugu ifadesine donelim. Bunun igin
asagidaki on teorem yazilir.
Teorem 3.2.5.5.5: ¢(7) € L,[-o0,0] ve

q(z) = f #(0) s (3.470)
i

integral denklemini ele alalim. Burada, y=Imz=#0. q(z), y>0vey<0 igin

siirli ve burada analitiktir. y =0 iizerindeki sinir degerleri
lirr%q(z):qi(x):i¢(x)+iH¢(x). (3.471)
y—oH

Ispat: Eger y #0 ise

- . P
l9(2)| < %{j p(@)f de | %} <o

S (@=X)+y
yazilir. Yani, ((z) swnirhdir. Benzer hesaplamayla q(z), z’nin siirekli bir

fonksiyonu oldugu gosterilebilir. C {ist yar1 diizlemde kapali bir egri olsun. Bu

halde,

j q(z)dz:i_ffgﬁ(r)dr 9
¢ s Cr-12
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Ciinkii, 7 C nin disindadir. Dolayistyla, Morera teoreminden ((z) analitik olmalidir.
Simdi siir degerlerini belirlemek i¢in (z)’nin X’in bir fonksiyonuymus gibi

diistiniilerek Fourier transformasyonu alinir. Bu halde,

isx

dx.

F () == [ a0 iyetn=—p—— [ gleyde [ =

s >0 ise lst yar1 diizlemdeki Contouru ve s <0 ise alt yar1 diizlemdeki Contourlar1

kapatilabilir. y >0 ise
F(q(z2))=0, s>0

2 I -
=——e" r)e¥dr, s$<0.
NG [f“)

y—>0

F(q'(x))=0, s>0
=2F(¢), s<0.

Benzer olarak,

F(Q (x)=-2F(), >0

=0, $s<0.

Boylece,

F(q"+0-) =-2sgnsF(¢), F(q"-q7) =2F(9).

F(H¢)=isgnsF ()
dogrulugu kullanilirsa

q'+q =2iH¢ (3.472)
ve

q' -q =24¢. (3.473)
Bunlarda, (3.471) denkemine denktir. Bu teorem yardimiyla (3.460) denkleminin
ayrisimini bulmak i¢in bir metot sunmak miimkiindiir.
Teorem 3.2.5.5.6:
lim p(x)=1 ve hm log p(x) =0 tstelik, hm log p(x)=0

[x|—>00
olsun. log p(x) e L2[—oo,oo]. Bu halde Imz#0 icin sinirh ve analitik bir q(z)

fonksiyonu vardir. Yani,
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p(X) =q—(x) (3.474)
q (%)

Burada,

q°(x) = lim q(z).
y—>+0

Ispat: ¢(x) yerine %log p(x) yazilarak Teorem 3.2.5.5.5 uygulanir. Bu halde ¢, ve

¢
logp=1logq* —logq, iHlog p=logq" +logq
veE
logq(z) = —— | loap(@) g, (3.475)
2m . t-1

log p(x) tlizerindeki kabulden dolay1 (3.475) denklemi logq(z) fonksiyonun

q- = exp%{iH log p *log p}

sinir degerleri ile verildigini ifade eder. Bu degerlendirmeden,

+

4 p.
q
Ornek 3.2.5.5.7:

px)=a, [X<I
=1, |¥>1
tanimlansin, burada aeE(—oo,O]. Bu taktirde, p(x) Teorem 3.2.5.5.4 iin sartlarim

saglar. Simdi,

© 1

logq(Z)zziJ. log p(z‘)drzlogaj- dr :logfilog(z—lj

me -1 27 Y t—z 27 z+1

-1

yazilir. |X| >1 ig¢in,

. [X_lj"g%ﬁi
qQ =|—

ile verilir. |X| <1 iginde
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loga

— 27i .
q° = [l—xj a?. (3.476)
1+ X
Ornek 3.2.5.5.8:
1
p00-2 ]2 a4yt 0, toeL[-L1] (3.477)
T X=y
integral denklemini ¢ozelim. Burada A° ¢ oo,— ve I | (x )| dx <oo.

Coziim: L, [—1,1] kapal1 araligini Lz[—oo,oo] kapal1 araligina genisletelim.
g(x)=f(x)=0, [x>1

tanimlansin. Ornek 3.2.5.5.3 de oldugu gibi (3.477) integral denklemi
g.+¢ +idp,—p)="1, |x<I
$,+¢ =0, x| >1

seklinde yeniden yazﬂabilir. Bu

. ==POOg +1— (3.478)

biciminde tek denklem altinda yazilir. Burada,

p(x)—”j;, x|<1

=1, |x|>1

ile verilir. Teorem 3.2.5.5.6 nin sonuglari kullanilarak

+

p(x) =
q
Ve
. (x=1Y
=l —, X[ >1
a [x+1j ||
P
:(1_X] e, |x<l. (3.479)
1+ X
Burada yine,
—Llo 1+ Ai
P om B
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A nin lizerindeki hipotezlerden dolay1 Re p < % (3.478) denklemi

(g | (fa),
q¢ T {q 9, 1—/1& (3.480)

seklinde yeniden yazilir. Rep >0 olsun. Rep <0 durumu benzer bir sekilde ele

almr. Xx=-1de q° sinirsizdir. Teorem 3.2.5.5.3 iin uygulanabilirligi igin smirliliga

(x+1)

(x-1)

gerek vardir. Bu hedefe varmak icin (3.380) denklemi ile carpilir.

Dolayisiyla,
X+1 _ [(x+1)/(x—i)](fq‘)_
—q ¢ - -
X—I 1-
_ X+¥q+¢+_[(x+1)/(x—i-)](fq_)+ _ (3.481)
X—I 1-Ai

Teorem 3.2.5.5.2.2 den dolay1 bu denklemin sol tarafi L, dedir fakat sag tarafi x=i

den dolay1 L, da degildir. Bu problemi ¢6zmek i¢in (3.481) denkleminin her iki

tarafindan —2%— ¢ikarilarak L, elde edilir.

o
(x—1i) (x—i)
yine L, uzayindadir.

X+l [(x+)/x=h](fa). «

X—i 1- i X—I

€ L, oldugundan dolay: sol taraf

— + . 3.482
x—iq 2 1- i X—i ( )

_[x+1+ [((x+D/x-D](fa),

L, Nl = {0} oldugundan (3.482) integral denkleminin her iki tarafi sifir olur. Bu

ise ¢" nin « nin kombinasyonu bigiminde yazmamizi saglar. Yani,

o). a9, o
-4 x+1 1= A x+1

denkleminin dogrulugu kolaylikla goriilebilir. Dolayisiyla,
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j—dx<w.

CIx+1

Boylece, a =0 dir. Nihayet ¢6zlim,

4 P, 24 (1+X}P],f(y)[l—yj Q. (3.483)

1+4° z(1+AH)\1-x) I x=y\1+y
Ornek 3.2.5.5.9: 1 vef iizerinde ki sinirlamalar &rnek 3.2.5.5.8 deki gibi olsun. Bu
halde,
j $(Y) dy fx, f(eL[-1]] (3.484)

integral denklemini ¢ozelim.
Coziim: Bu problem daha once Ornek farkli bir metotla ¢oziildii. Eger (3.477)

denkleminde f =-Af(X) ve 4 — o gonderilirse

1+x ¢ f(y)
/1 Xj (3.485)

3.2.5.6. Wiener-Hopf teknigi-I

17| 7e®
¢(x)§j{ | Tdt}(é(y)dyo (3.486)

0 {[x-y

integral denklemini goz oniine alalim. Bu integral denklemi
pOO—[Kx=y)g(ydy = F(x),  f(x)eL,[0,0] (3.487)
0

integral denkleminin 6zel bir durumudur. (3.487) integral denkleminde aralik
(—oo,oo)a genisletilirse bu integral denklemi Fourier transformasyonu yardimiyla
¢oziilebilir. (3.486) veya (3.487) integral denkleminin ¢6ziim metodu N. Wiener ve
E. Hopf metodu yardimiyla ¢oziilecektir ve bu metod literatiirde Wiener—Hopf
teknigi olarak bilinmektedir. (3.487) tipi integral denkleminin ¢6ziimii i¢in bir dnceki

kisimda tartisilan projeksiyon metodu kullanilacaktir.

d(X)=F(x)=0, x<0 (3.488)
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yardimuyla (3.487) integral denklemi (—o0,00) araligina genisletilebilir.

900 =—[K(x=y)d(y)dy, x<0

=0, x>0 (3.489)

ile yeni bir g(X) fonksiyonu tanimlansin. Bu taktirde (3.487) denklemi

P(X)— f K(x=y)g(y)dy = f(x)+9(x) (3.490)

biciminde yazilir. X >0 i¢in (3.490) denklemi (3.487) ye ve X< 0 i¢in bu denklem
(3.489) yardimiyla 6zdes fonksiyona indirgenir. g(X), (3.487) nin ¢dziimi olan

#(X)e bagli oldugu bilinmektedir. (3.490) denklemine Fourier transformasyonu
uygulanirsa,

F(¢)—\/ZF(K)F(¢):F(1‘)+ F(9). (3.491)
(3.491) ifadesini elde etmek i¢in sozii edilen tiim fonksiyonlar L, [—oo, oo] dadir.

(3.491) denklemini calismak yerine Ters Fourier transformasyonu g¢aligmak daha
uygundur. (3.490) denklemine Ters Fourier transformasyonu uygulanirsa
F'(¢)-~N27F (K)F'(¢)=F"(f)+F'(9)

veya buna denk olarak,

P(SF (P -F (f)=F"(9). (3.492)
Burada,
p(s)=1-27F"(K). (3.493)

(3.492) yi ¢cozmek i¢in Projeksiyon metodu kullanilacaktir. Diger bir ifadeyle (3.492)
denklemini LS nin ayrigimi olacak sekilde yazalim. (3.488) den dolayi

F(F (¢(x))=¢(x)=0, x<0 igin.
Boylece, F'(¢) € L, . Benzer olarak, F*(f)e L, ve F'(g) € L;. Dolayisiyla,
PSF (P -F (F)=F(9).

q(s)
q7(s)

biciminde yazilir ve Teorem 3.2.5.5.6 uygulanir. Teoremi uygulamak i¢in p(S)

p(s) = (3.494)
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lim p(s) =1 (3.495)

s}
ve

logp(s)eL, [—oo,oo] (3.496)
sartlarini saglamalidir. Bu sartlarla (3.487) denkleminde K(X) cekirdegi iizerine ek
kosullar taninmlamamizi zorlar. Yani,

lim F*(K)=0. (3.497)

‘S‘%oo
Genellikle, K(x)e Lz[—oo,oo] ise (3.497) gecerli olmaz. Bu nedenle (3.497)
denklemi genel K(X)e Lz[—oo,oo] sartina yeni bir yiikleme yapmamiz gerektigini

Onerir. Bu sart,

T|K(x)|dx <o, (3.498)

Eger (3.498) saglanirsa Riemann-Lebesque teoremine gore (3.497) dogrudur. Eger
(3.497) saglanirsa log p(s),

limlog p(s)=0
denklemini saglayacak sekilde tanimlanir. Fakat, yukaridaki islem S — —co olmasi
halinde gecerli degildir. Baz1 n tamsayilari igin,

lim log p(s) = 2nzi (3.499)
olabilir. Bir an igin (3.499) denkleminde n=0 olsun. |s| yeterince bilyiikse (3.497)
den dolay1,

|F*(K)|<e
vardir. Bu halde,

2z |FH(K) <\/Z\F*(K)\
1-2z[F' (K|~ I-e

llog p(s)| = \1og(1—JEF*(K)\ <

yazilir. Ciinkii, F*(K)eL,[-o,0]. Sonu¢ olarak log p(s) e L,[—o0,]. Teorem
3.2.5.5.6 dan dolayn,

g
PO =)

Burada,
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q (s)=+/p(s) exp{—% H log p(s)} (3.500)
N i
q(s)= mexp{ 5 H log p(s)}. (3.501)
Nihayet (3.493),
qF ($)-qF'(f)=q"F () (3.502)

formatinda yazilir. Burada, q" ve q~ sirasiyla ist ve alt yari diizlemlerde sinirli ve
analitik fonksiyonun sinir degerleridir. Teorem 3.2.5.5.2 den dolay1 g F'(¢) e L, ve
q'F (q) e L dir. g"F’(f) fonksiyonu

9 R () =(@"F(f)), +(@F ().
seklinde yazilabilir. (3.432) ve (3.433) denklemlerinden

(@ F (), =%[(Q+Ff(f)iiH(q+Ff(f )]
Bu halde (3.502) denklemi,

g F(H-(@F(F)_ =@ F (), +q"F(9) (3.503)
seklini alir. (3.503) denkleminin sol yan: L, de sag yani ise Ljdadir. L) nL, = {O}

oldugundan her iki yanida sifir olmak zorundadir. Bu halde,

=00 (3.504

q
Fakat,

F(¢)=F"(9), F(f)=F"(f)
ifadesinden dolay1 (3.487) denkleminin ¢ozimii

p=F ((q:—(f))J : (3.505)

Yukarida ki prosediirden dolay1 (3.505) in ¢oziimii tektir. f(x)=0 i¢in (3.504)

denkleminden @#(X) =0 6zdes olarak orijinal denklemi saglar.

Ornek 3.2.5.6.1:
x* +a’
pOO="55, Rea>0 (3.506)
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fonksiyonunu diistinelim.
Coziim:

q (%)
9" (x)

saglayacak sekilde g ve q degerlerini bulalim. p(X) acik olarak (3.495) ve (3.496)

p(x) =1

sartin1 saglar. Dolayisiyla, ifade edilen genel prosediir uygulanabilir. Rea >0 sarti

(3.495) ve (3.496) sartlarimi saglamasi i¢in gereklidir. Biiytlik |X| degerleri igin

p(x):1+O(1/ x*) olmasi halinde (3.496) saglanir. p(x) fonksiyonun pay ve

paydasi iist ve alt yar1 diizlemlerde birer sifira sahiptir.

Hlog p degerini hesaplamak icin ilk olarak F(log p) degerini hesaplamak
gerekir.
F(H log p) =isgnsF(log p)

gercegi kullanmakla beraber F* uygulanirsa

1 7. x*+a*
F(log p) = 1o e dx.
(log p) %jw "

Yukaridaki ifade a parametresine gore tiirevlendikten sonra kalan integral rezidii

yardimiyla hesaplanirsa,

ISXdX

—F(log p) = J— j -
=~27e™®, s>0
=~/27e®, s<0
=27e

F(log p) degerini bulmak i¢in yukaridaki integre edilir ve integral sabiti

F(logp)|,_, =

ifadesini saglayacak sekilde secilir, ¢iinkii p(X) =1. Buradan,

F(logp)=+27 &

p sl _ gl

—als|

e i —€
=+/27 ————sgns ve

e @l

F(H log p) = Ny il
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ol aall
Hlogp=i J. e & —°  4s
) S

denkleminin a parametresine gore tiirevi alinirsa

2X

x>+a’

_oo —as| S —isx K —as
iHlogpzlj'e Hue ds:zj'e sin sxds =
oa . S 0
Integrasyonla,

Hlogp= 2[tanlg—tan1 l} .
X X

Nihayet,

q=mexp{—émogp}=\/p(x) J;‘ =T -TR (oY)

+a> A+l X

Ve

1 [ X+I
T = -—HI1 = .
| \J P(X) eXp{ 2 o8 p} X+ia

Acik olarak, q" veq bulunduklar1 yar1 diizlemde analitik, sinirli ve (3.506)

(3.508)

denklemini saglar.

Ornek 3.2.5.6.2: L,[0,0]de

¢(x)—/1]ge”¢(y)dy =f(x), f(x)eL,[0,0] (3.509)

integral denklemini ¢6zelim.
Coziim: Her zaman oldugu gibi, ¢(X) ve f (X)
#p(xX)= f(x)=0, X<0

olacak sekilde genisletilebilir.
900 =—A[e " Vg(y)dy =—2¢"[eg(y)dy,  x<0
0 0

=0, x>0
ile tanimlansin. Bu halde, (3.409) denklemi

00— 4 [ e g(y)dy = £ (0 +9(x) (3.510)

seklini alir. (3.492) denkleminde oldugu gibi F* uygulanirsa
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S 2 e ) F(f)=F (g) (3.511)
S +1

elde edilir. (3.511) denklemindeki p(s) fonksiyonu

s’ +a’

s?+1

p(s) = . at=1-24 (3.512)

ile verilir. Amaca varabilmek i¢cin Rea > 0 veya buna denk olarak A ¢ {%,oo) .Ornek

3.2.5.6.2 dan p(s>=g—+ ve burada, q-:i‘—'?‘, q+=ss+'?‘. (3.511) denklemi
—1 +1

yeniden yazilarak,

s—|aF_*(¢)_ S+I1 F_*(f)— a _ S+I1 F+*(g)— a

S—i s+ia s+ia Ss+ia

s+ia’
3.2.5.5.2. teoremden yukaridaki denklemde sol taraftaki ilk terim L, dedir. Uygun «
secimi yapilarak kalan terimlerin L) de oldugu goriilebilir. Sag taraf ise L;dadur.

Dolayisiyla, her iki tarafta sifir olmak zorundadir. Simdi F*(¢) igin ¢6zerek nihayet
@ ¢oOziimiinii bulabiliriz. Simdi,
22 S—i
=F{F'(f)+—F'(f)+5——0a;.
¢ { () s +1-21 ) s +1-21 }
Simdi, F(F*(f))=f ve boylece,
Er| Y2 g |1
2a s’+a’

ifadesinden dolay1 konvulasyonla beraber

24

F _
(32+1—21

% ﬂ/w —alx— /100 —alX—
F(f)==[e™ i (y)dy == [e ™ T (y)dy
—o0 0

elde edilir. Burada, x <0 igin f(x)=0 dir. Nihayet rezidii yardimiyla

()2

-alx

i
= asgnx—1)e
s’ +a’ 2a (asg )
Bu taktirde, £, anin kat1 olacak sekilde
#(X) = f(X) 2 j e P (y)dy + B(asgn x—1)e .
a 0

#(x)=0, X<0
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sartin1 kullanarak £ belirlenir. Bu halde,

_ A w—ay
ﬂ—a(aﬂ)!e f (y)dy

ile verilir ve nihayet ¢6ziim

A w,\/mx,y
¢<x)=f(x)+ﬁ£e It (y)dy

n /1(\/1_21 _1) efoJ'e—My f (y)dy’ X>0. (3513)
1-22+~1-24 d

(3.487) denkleminde exponansiyel olarak biiyliyen ve fiziksel uygulamalara
sahip ¢6ziimler vardir. Bu durumlara ¢alismak ig¢in ¢(x) =e™w(x) ve f(X)=e"k(X)

yazilir. Bu taktirde (3.487) denklemi
w (0= [K(x=y)e "y (y)dy =k(x) (3.514)
0

seklini alir. Eger K(x—y)e "™ cekirdegi ve k(X) fonksiyonu gerekli biitiin sartlari
sagliyorsa (3.514) denklemi daha Once yapildigi gibi ¢oziilebilir ve ¢oziimii
v(X)el, [0,00] . ¢(X) =e”w(x) fonksiyonu exponansiyel artisla (3.487) denklemini

saglar.

Ornek 3.2.5.6.3:
00— A" g(y)dy = £ (x)

integral denklemini saglayan exponansiyel ¢6ziimii bulalim.

Coziim: Bu halde
w(X)= ATy (y)dy =k(x)
0

yazilir. Buradan da (3.2.5.6.2) 6rnegindeki prosediiriin aynisi takip edilir & se¢imi
0 <a <1 olacak sekilde yapilir.
w(x)= k(x)=0, X<0

g0 =-2[e "My (y)dy,  x<0
0

=0, x>0
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olsun. Bu halde,
w(x) =4 [ Py (y)dy =k(x)+ 9(X)

yazilir. F* uygulanirsa,

(s—ia) +1-21
(s—ia)’ +1

F'y)-F () =F1(9). (3.515)

a =0 ile (3.515) denklemi (3.511)e indirgenir. Burada,

(s—ia)’ +1-21
(s—ia)’ +1

p(s) = (3.516)

ve 0<a <1 payda list ve alt yar1 diizlemde birer sifira sahiptir.
log p(s) € L, [—o0,00]
sartin1 saglamak icin (3.516) denkleminin payinda bulunan sifirlarin birisi iist yar

diizlemde birisi alt yar1 diizlemde olacak sekilde ayarlanir. Her iki sifirin ayni yari

diizlemde olmas1 hali sonradan incelenecektir.
(s—ia)’+1-22=[s—i(a+a)|[s—i(a-a)].
Burada, o® =1-21 ve Imi(a+a)>0, Imi(a —a)<0. Ayrica,

q(s)
q7(s)

oldugunu gérmek kolaydir. Burada,

p(s) =

S—i(a+a)
s—i(a+1)’

s—i(a—a)

9°(5)= s—i(a—1)

q (8=

Bu taktirde (3.515) denklemi
s—i(a+a) . s—i(a-1) _.

s—i(@+l) 7 s—i(@-a)  s—i(a—a)
Cs-i@-D_.. B
_s—i(a—a)F*(g) s—i(a—a)

biciminde yeniden yazilir. Bu denklemin sol tarafindaki ilk terim teorem 3.2.5.5.2

den dolayr L, dedir. Geri kalan terimler i¢in uygun S sec¢imiyle ayn: zamanda L,

dedir. Sag taraf L, dadir. Bu nedenle 6zdes olarak her iki taraf sifir olmak

zorundadir.
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V= I:{F*(k)Jr(s—ioz)%az P+ (s—ia)’ +a’

24 ,B[s—i(a+l)]}

denkleminde (3.2.5.6.2) 6rnegindeki yapilan islemlerin benzeri yiiriitiilerek

VI(X) k(X)+ J-e*a\x )’\ a(x- y)k(y)dy +ﬂ(a l)e (a+a)xje—(a—a)yk(y)dy

a(a+1) 5
elde edilir. Nihayet, y/(x) =e “@¢(x) ve k(x)=e “*f(x) ile

_ A Ty
#0)= £ 00+ !e f(y)dy

AN1=22-1)
V1=2A(1-22 +1)

e 1‘“Xje‘mef(y)dy. (3.517)
0

(3.513) ve (3.517) denklemleri 6zdestir. Buna ragmen tek farki ¢(x) ve f(X)in

hangi uzayda oldugudur. Bu (3.513) denklemi L, [O,oo] uzay1 i¢in gereklidir. (3.517)

denklemi ise Rev1—-24 —a >0 olmasi halinde uygun f(X) ve @(X) seg¢imleriyle

e ™ f(x) ve e¢(X) L,[—o0,] uzayindadir.

3.2.5.7. Wiener-Hopf teknigi-1I

Bir 6nceki kisimda K(x) belli sartlar1 saglamak sartiyla
¢(X)—IK(X—V)¢(Y)dy: f(x) (3.518)
0

integral denklemi analiz edildi. Burada, K(X) e L, [—oo,oo] ve ayni zamanda

lim F*(K)=0. (3.519)

s[>0
Bu sartlar yardimiyla, p(s)=1-F"(K) ile £i££cllog p(s) =0 olacak sekilde log p(s)
tanimlanabilir. (3.519) denkleminden

lim log|p(s)|=0 (3.520)
elde edilir. s ekseni —oo dan +ooa segilerek

lim log p(s) = 2nri (3.521)
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i6(s)

elde edilir. Burada, ne Zdir. Bunu gorebilmek icin p(s)=|p(s)|e yazilir.

Burada log fonksiyonunun bir dali se¢ilmistir. Oyle ki, lim@(s) =0 saglanir. Burada,

lim p(s)=1

‘S‘%m
oldugu bilinmektedir. Bu muhakemeden

i0(s) _

lim p(s) = lim | p(s)[e” = lim e"**

=1 ve lim 6(s)=2nrx

S——0

vardir. (3.521) in tesisi i¢in n, I—K(X)in indeksi olarak bilinmektedir. Bir 6nceki

kisitmda nnin sifir oldugu kabul edildi. Bu sart altinda log p(s) e Lz[—oo,oo]ve

3.2.5.5.4. teoremden dolay1 p(s) fonksiyonu q+—ES; biciminde reprezente edilebildi.
q(s

q°(s) fonksiyonlar1 iist ve alt yar1 diizlemlerde analitik olan q*(z) fonksiyonun reel
eksen iizerindeki sinir degerlerini reprezente eder. Eger n=#0 ise p(S) ayrisima
sahip degildir.

Bu kisimda Wiener-Hopf denkleminin n# 0 olmasi durumu analiz edilecektir.

n=0 olmasi halinde (3.518) denklemi f(X)e L,[-o0,0]un L,[0,:0] uzayinda tek

¢Oziime sahip oldugu gosterildi. n# 0 olmasi halinde varlik ve teklik sartlar1 daha
bir hasastir. Bu sebepten 6tiirii 6nce homojen durum bunu takiben homojen olmayan

denklemler irdelenecektir.
3.2.5.7.1. n>0 i¢cin homojen denklem

(3.487)-(3.493) adimlarinda yiiriitiilen prosediirde
P(SF () —-F (F)=F(9)
denklemi elde edildi. Bu denklem f =0 ile
P(SF (#) =F.(9) (3.522)
denklemine indirgenir. I - K(X) =n> 0 olsun. Yani, eger,
limlog p(s) =0 ise lim log p(s) = 2nri
elde edilir. Bu durum i¢in ¢(X) denkleminin bir tek ¢@(X)=0 ¢Oziimiine sahip

oldugunu gosterelim.
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7(s) = E (3.523)

1

denklemini ele alalim. Burada, logz(s) =—2itan" l limtan™' 1 0, oyle ki;
S

S S—®©

lim—2tan™ l =2
§—>—© S

saglanacak sekilde segelim. logz"(s)

logz"(s)=0

S—0

log "(s) = —2nri

denklemlerini saglar. Buradan da,
logz"(s)p(s) € L, [—o0,0]. (3.524)
(3.522) denklemini z"(S) ile ¢arparak ¢ozebiliriz. Yani,
7" (S)P(S)F (P =7"(9)F,(9). (3.525)
q (s)

+

Burada, 7"(s)p(s) 3.2.5.5.4. teoremin sartlarin saglar. Dolayisiyla, bigiminde

ayristirilabilir. (3.525) denkleminden
g (SF (P =7"(5)a"(5)F.(9) (3.526)
denklemi elde edilir. 7(S) iist yar1 diizlemde kutup noktasina sahip olmadigindan

denklemin sol tarafi L

., sag tarafi ise L;. Dolayisiyla, her iki taraf sifirdir.

F*(4)=0.Yani, ¢(x)=0dr.

Boylece, (3.522) denkleminin bir tek ¢oziime sahip oldugunu gostermis olduk.
Bu sonugtan hareketle homojen olmayan (3.518) denkleminin en ¢ok bir ¢6ziime

sahip oldugu c¢ikarimi yapilabilir. Aksi halde, iki ¢6ziimii olmus olsaydi ve bunlar
6-Kg=1,¢-Kg =t

denklemini saglayacak dyle ki;
(4 —9)-K(g~¢,)=0

bulunur. Fakat, bu (3.522) denkleminin kendisidir ve (3.522) denkleminin bir tek

#(X) =0 coziimiine sahip oldugu bilgilerimizin dahilindedir.
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Yani (3.518) denklemi n>0 i¢in en fazla bir ¢éziime sahiptir. (3.518)

¢ozlimiiniin tim f(X) ler mevcut olup olmadig bir sonraki kisimda tartisilacaktir.
Yine, (3.518) denkleminin tim keyfi f(Xx)el, [O,oo] icin ¢oOziilemeyecegi
goriilecektir. Ayrica ¢oziimiin varligi i¢in f(X) tlizerindeki gerekli ve yeterli sartlar

ifade edilecektir.
3.2.5.7.2. n<0 I¢cin homojen denklem

Bir 6nceki kisimda (3.526) denklemine kadar olan adimlarin aynisi takip edilir.

Fakat n <0 olmasi halinde 7z"(S) st yar1 diizlemde kutup noktasina sahip olacaktir.
Denklemin sol tarafi L, de fakat sag tarafi L, da degildir. Bu nedenle teorem
3.2.5.5.2 vasttasiyla denklemin her iki yanindan uygun terim ¢ikarilarak dyle ki sag
tarafi L dadir. Bu durumda,
LI I
g (S)F () - e =7"(9)9"(S)F(9) -
kZ::‘ (s—i) Z 1(s- l)

Uygun )y Oy senes Oy secimiyle sag taraf L) dadir sol tarafinda L, de olacak

sekilde gerceklestirmek kolaydir. Boylece her iki taraf sifir olacaktir. Bu netice

itibariyla,
LY
F'(g)= k
9= q (S)Z‘(S—l)
1 4 g
=F K 3.527
70 {q-(a;(s—i)k} (3227

ve benzer olarak,

I

- % | 3.528
° L(s)q(s)zl(—nk} (3-528)

F'()el, ve F'(g)el;, oldugunu gormek kolaydir. Bu ¢oziimler, (3.522)

denklemini saglar.

N <0 olmasi halinde (3.522) denklemi tek olmayan ¢oziimlere ve |n| sayida

lineer bagimsiz ¢dziimlere sahiptir. Gergekten @, 0y, Oy nin her se¢imi icin
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(3.527) ve (3.528) homojen Wiener-Hopf denklemini saglar.

logz"(s)p(s) € L,[—o0,0] igin 7"(s)p(s) carpiminda z"(s) fonksiyonun gerekliligi

) s—ia))’
zorunludur. Ornegin, (E—g) nin Rea >0 icin ayn1 6zellige sahiptir. (3.527) ve
S+1a

(3.528) ¢oziimlerinin boyle bir secime sahip olmadigi sorusu sorulabilir. (3.525)

denkleminde p(S) icin bu sart1 saglayan ikinci bir fonksiyon olsun.
P(S)P(S)F(#) = p(s)F,(9)

Yukaridaki denklemde o(S) =% ve p(s)=1"(s)o(s) segilirse agik olarak her
7 (S

iki yan1 o(S) ortak ¢arpanina sahiptir ve biz bdylece (3.525) denklemine donmiis
olduk.
Ornek 3.2.5.7.2.1: e “¢(x) € L,[0,%0] olacak sekilde

H(X)— /’tT e " lg(y)dy =0 (3.529)

integral denklemini ¢6zelim.

Coziim: Bu denklemin homojen olmayan durumu 6rnek 3.2.5.6.3 de tartisildi.
#(X)=e“w(X) segilir ve daha once ylriitilen muhakemenin aynisina devamla
(3.515) de oldugu gibi

(s—ia) +1-21
(s—ia)’ +1

F'w»)=F(9). (3.530)

0<a <l icin Rea=Re+/1-24 >0 olsun. Bu taktirde,

(s-ix)+a’ _[s-i(@-a)][s-i(a-a)]
(s—ia)’+1  [s—i(l+a)][s+i(1-a)]

p(s) =

denkleminin paydasi iist ve alt yar1 diizlemlerde birer sifira sahiptir. Eger, iistelik

Rea+a>0, Rea—-a<0

varsa pay n=0 indeksiyle ayn1 6zellige sahiptir. Yani, bu durumda (3.529) bir tek

#(X) =0 ¢oOziimiine sahiptir.
Re(a +a) > 0 olacak sekilde |a| kiigiik secilsin. Bu durumda p(S)nin pay1 iist

yar1 diizlemde ikiser sifira paydasi ise iist ve alt yar1 diizlemde birer sifira sahiptir.

155



3. MATERYAL ve YONTEM Songiil KANAR

Burada, indeks esasen p(S)nin bir topolojik 6zelligi olup sifirlarinin ve kutuplarinin
gercek lokasyonlarina bagl degildir. Ustelik, indeks p(S)nin sifirlarnin ve

kutuplarinin stirekli bir fonksiyonudur. Fakat, ayn1 zamanda bir tamsayidir. Bunun

sonucu olarak indeks sabit kalir ve p(S)nin sifirlar1 ve kutup noktalarinin stirekli

degisimleri altinda degismez yani reel ekseni kesmedikc¢e indeks invaryanttir.

Burada, log p(s) siireksizlik noktalarina sahip olacaktir. Eger p(s) ist yari

diizlemde iki sifira ve bir kutup noktasina sahip ve alt yar1 diizlemde bir kutup

-\2 .
S—I S—I
noktasina sahip ise p(S)nin indeksi [ ( ) J:( ) nin indeksine tekabiil

(s—i)(s+i) | (s+i)
edecektir. (3.523) denkleminde gosterildigi gibi bu indeks —1dir. (3.530) denklemi

[S+i(1—a)] B
[s-i(a-a)] [s—i(a-a)]

ile carpilirsa (indekse nazaran) ve her iki taraftan

cikarilirsa
s—i(a@+a) . . p
s—i(l+a) ~ ) s—i(a—a)
_stil-a) oo p
_s—i(a—a)F+(g) s—i(a—a)

Simdi sol taraf L, ve sag taraf L, dir. B keyfi olmak iizere

o 3-i(1+a)
v (X) ﬂ'{(s_i(ma)(s—i(a—a))}

_ ﬂ\/ﬁ| —(a+a)x —(a-a)x
_T[(a—l)e +(a+1)e }
Nihayet, ' keyfi olmak iizere
H(X) = ,B'[(\/l—bi —1)e P (V122 +1)emﬂ . (3.531)

Bu durumda, (3.529) homojen denkleminin tek boyutlu ¢6ziim uzayina sahibiz.
3.2.5.7.3. n<0 olmasi halinde homojen olmayan denklemin analizi

I- K =n<0 indeksine sahip olmasi1 halinde
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¢(X)—jK(X— y)p(y)dy = f(x) (3.532)
0
integral denklemini diislinelim. Standart manipulasyonlardan sonra

()= 1571
®) (s+1)

olacak sekilde z"(s) ile ¢arpilarak

POF (A -F(F)=F(9). (3.533)
Teorem 3.2.5.5.3 ile z"(s)p(s), formunda. Boylece, yukaridaki denklem

9 OF (A -7"()a"(HF(F)=7"(9)a"(9)F(9)
seklinde yeniden yazilir. Sol taraftaki ikinci terimin bir terimi L, deger bir terimide
L, da olacak sekilde iki terimin toplami seklinde yazilabilir. (3.432) ve (3.333)de
oldugu gibi.) Sol taraftaki ilk terim L, uzayindadir. 7"(S), s=1i noktasinda |n| olan
bir kutup noktasina sahip oldugundan sag taraf L ya ait degildir. Fakat uygun bir

terim ¢ikarilarak L, da olacak sekilde yazilabilir. Bu taktirde,

ul

9 SF ()~ ("9 (F(F))_— Yy —

k=1 (S_i)k

=7"()q"(F,(9)+("()A"($HF/ () -

(3.534)
LR

k=1 (S_i)k.

Bu denklem irdelenirse sol tarafin L, de sag tarafinda L, da oldugu gosterilebilir. ¢

ve @ i¢in denklem ¢dziiliirse,

I

= R S T P * ol
- F{qxs){(r O OF D) 2 }}

veE

1 g
9=F i ——=[(-T"G)a"(HF(F)) + g (3.535)
{r (5)q (s){( L 2y
elde edilir. Bu denklemlerin irdelenmesinde ¢, ..., @,, o, secimine bakmaksizin

F'(p)e L, ve F'(9)eL; (3.533) denklemini saglar. Netice olarak (3.532) Wiener-

Hopf denkleminin tim f(X) e Lz[O,oo] icin ¢oziimlere sahiptir. Fakat bu ¢oziimler
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tek degildir ve bu ¢oziimlerinin farki karsilik gelen homojen denklemin |n| boyutlu

¢Ozlim uzayindadir.

Ornek 3.2.5.7.3.1: f(x) ve ¢(X) exponansiyel olmak sartiyla
po0 -2 [ g(y)dy = T (x) (3.536)
0

integral denklemini ¢ézelim.

Coziim: Ornek 3.2.5.6.3 deki prosediiriin ayms1 (3.535) denklemine kadar

yuritiiliirse
Bola) +2 ey Fr(k)=Fi(g)
(s—la) +1

elde edilir. Burada, @’ =1-24 ve Rea>0.3.2.5.7.3.1. 6rneginde eger 0<ar <1 ve

Re(ata)>0 ise I-K(x) indeksinin n=-1 oldugu gosterildi. (3.534) denklemine

denk olan formiilii ¢ik k icin ilk ol kM il 1 _5_
¢ikarmak 1¢in 11K olara. - 1€ ¢arpilr ve - .
[s-i(a-a)] s—i(a-a)
¢ikarilirsa,
sci@ta) .y Stid-a) s B
shitra) - shiama) P s Tiaa)
Cstil—a) . B
_s—i(a—a)F*(g) s—i(a—a)
w(X) i¢in ¢oziiliirse;
wm=FF%M+—f3%—7waﬂitﬁ¥ﬁ%}
(s—ix) +a (s—ix) +a

=k(x) —%Ie’“‘”) sinha(x — y)k(y)dy
a 0
+,8’[(a —1)e " ¢ (a+ l)e’(“’a’X], x> 0 i¢in

elde edilir. Simdide eger y(x) =e “@(x) ve k(x) =e *f(x) olacak sekilde segilirse

#(X) = f(x)—%jsinh\/l—u(x—y)f(y)dy

+ﬂ'[(m—l)e_mx+(m+l)eMX:|’ X>O

elde edilir. Burada ' keyfi X <0 igin ¢(X)=0 dur.
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3.2.5.7.4. n>0 olmasi durumunda homojen olmayan denklemin analizi

N(L)=R(L)" (3.537)
oldugu bilinmektedir. Burada L Hilbert uzayinda sinirli bir operatér N(L) ise null

uzayidir. L, Lnin adjointi (ek operator)dir. Hilbert uzaylarindaki sinirh operatorler

i¢in yiiriitiilen muhakeme sonlu boyutlu uzaylardaki gibidir.
K¢=IK(X— y)$(y)dy (3.538)
0

Wiener-Hopf integral operatoriinii ele alalim. 1k olarak L, [0,00] operatdriiniin siirl

oldugunu gésterelim. Daha 6nce oldugu gibi L,[—o0,00] uzayna genisletelim. Bu

durum x<0 i¢in @(X)=0 almakla miimkiindiir. (3.538) denklemine Fourier
transformasyonu uygulanirsa

F(K§)=+27F (K)F ()
elde edilir. Cauchy Schwarz esitsizliginden

[Fp)<V27 [FOfIF @)

F bir liniter operatdr oldugundan

|IKg| <27 ||¢||(T K (0] dx)2 (3.539)
elde edilir. Boylece, (3.538) ile tanimlanan K operatorii sinirlidir.

K¢ = T K(x,y)$(y)dy
integral denkleminin adjointi

K'¢= fquy)dy
ile verilir. (3.438) operatoriiniin adjointi

K9 = [Ky—xm(n)ay (3.440)

0

ile verilir. Buradan asagidaki sonug ¢ikarilir.
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¢(x)—jK(x—y)¢(y)dy= f(x) (3.541)

Wiener-Hopf denkleminin ¢6zlime sahip olmasi igin gerek ve yeter sart
f(x)eROI-K)=NI-K")".
Bu sonu¢ ayni1 zamanda agagidaki ifade ile esanlamlidir. (3.541) in ¢6ziime sahip

olmast i¢in f(X) tim w(X) €L, [O,oo] uzayindaki fonksiyonlara ortogonal olmasidir.

w(X) —TK(y——x)w(y)dy =0. (3.542)
0

Daha 6ncede gosterildigi gibi (3.541)

POF(P)-F(F)=F(9) (3.543)
denklemine indirgenebilir. Burada,

p(s) = 1-v27F " (K(x)). (3.544)
Benzer bir prosediirle (3.542) denklemi

[1-272F" (K(x)]F () = F: () (3.545)

bi¢cimine indirgenir. Burada,
0
h(x) == [ K(y=xp(y)dy, x<0

=0, X>0.
Benzer bir hesaplamayla,

F R0 == [ KCoe Pak=F (K00

2z

Boylece (3.545) denklemi,

PSF () =F(h) (3.546)
formatinda yeniden yazilir. Burada, ﬁ (3.533) denkleminde goriilen p(S)
fonksiyonun eslenigidir. 1-K(X)in indeksi S, +toodan —occa azalirken p(s)
argiimentindeki degisiklikle iliskilidir. Eger bu degislik 2nzi ise I—K(X)in indeksi
ndir. Benzer olarak, ﬁnin argiimenti S, +oo dan —ooa azalirken —2nzi kadar

artacak ve bodylece I-K(—X)in indeksi —ndir. n>0 icin (3.546) denklemine

karsilik gelen indeksi negatif ve (4.546) denkleminin b kisminda elde edilen
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sonuglar yardimiyla n tane lineer bagimsiz ¢Oziimler olacaktir. Sadece, f(X)

(3.546) denklemindeki n tane lineer bagimsiz ortogonal ise (3.543) denklemi
¢cOziimlere sahip olacaktir.

Eger (3.543) denkleminin indeksi negatif ise (3.546) nin indeksi pozitif ve
(3.546) sadece Null c¢oziime sahiptir. Bu durumda (3.543) denklemi tiim

f(x)e Lz[O,oo] icin ¢oziime sahip olacaktir. Bu argliment sadece c¢oziimlerin

varligini garantiler fakat tekligini garantilemez.

S—i
(3.543) denklemini ¢6zmek i¢in r(S)z( ) olmak sartiyla z"(s) ile

(s+i)

carpilirsa
" (S)p(SF (P —7"(S)F (f)=7"(s)F(9).
Eger, 7"(s) p(s) = 38 ise yukaridaki denklem

4 (F (@) - (" ()a" ()F(F))_=E"(9)a"()F (), +7"(9)a"(s)F.(9)

denklemine indirgenir. A¢ik¢a bu denklemin her iki tarafi sifir olmalidir. Yani,
oy LT (OF()
(F_ ¢) — [ — ]—
q (s)

("G F (H]

7'(s)q7(s) '
Yukarida inga edilen F*(¢) e L,. Fakat, F’(g) e L. Ciinkii payda (s—1i)" terimini

F (9)=

igerir. Boylece tist yar1 diizlemde kutup noktasi vardir. Coziim sadece f(X) in

(3.542) denklemindeki tiim c¢oziimlere ortogonal olmasi ile miimkiindiir. Bu

durumda,
| PR
b= F{q_(s)[r (s)q*(s)F (f)]_}, (3.547)
_1 n + *
= F{—r“(s)q+(s) ["(9)" (S)F (f)l}- (3.548)

Daha 6ncede ifade edildigi gibi eger yukaridaki ¢ézlim varsa tektir.

Ornek 3.2.5.7.4.1
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p00-2 [ gy =100, T eL[00e]. (3.549)

0
integral denkleminin ¢6ziime sahip olmasi igin f (X) in sahip olmas1 gereken sartlar

yazalim.

Coziim: (3.549) denklemi 3.2.5.6.3 6rneginde A =%ye karsilik gelmektedir. Orada

exponansiyel ¢oziimlerin oldugunu gordiik. Bu 6rnekte a=—l secilirse (3.549)

denklemi elde edilir. Cebirsel manipulasyonlarla
[s+(/2)]

[s—(i/2)][s+(3i/2)]

Bu probleme karsilik gelen indeks n=1dir. Bu durumda

s—(i/2) v S+(31/2)
s+(i/2)° Te=1 0= s+(i/2)

elde edilir. Boylece,
h+6VDHS(VD]

F(9)-F () =F(9). (3.550)

7(S) =

F+GVDHS(VD]

F'(4)- F'(f)= F (9)
[s+ (/2)] [s+ (/2)]
ve buna denk olarak
. . 1 [s+(3i/2)][s—(i/2)]
F,((/ﬁ)—':,(f)——F (f)= F (9) (3.551)
[s+ /2)] [S+(l/2)]

elde edilir. Bu denklemin solundaki her iki terim L, dedir, sag taraftaki terim ise L

dadir. Soldaki iiglincii terim ise L, ve L, nin ayrisimi olarak yazilabilir. Standart

hesaplamayla,

I R .
F(ﬂ[sm/zﬁ}M[{sm/znzd’ °

= xe*?, X <0.
elde edilir.
k(x) = xe¥?, X <0.
=0, x> 0.
Boylece.
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Fﬁ k(x—y)f(y)dy} =%Ff(f)
b [s+(i/2)]
bulunur. Simdi,
h(0 = [(x=y)e" "t (y)dy, x>0
=0, X < 0. (3.552)
hZ(X) = 03 X> 0

0

:_I(x—y)e(x‘y)/zf(y)dy, X<0

0

olsun. Bu halde,

0

h (0 =h, (0 = [ k(x=y) f (y)dy

ve agikca
F*(hl) = F—*(hl) € L; > F*(hz) = F+*(h2) € L;
ve (3.551)

F(9)-F (H)-F(h)=-F(h)+

[s—(3i/2)][s—(i/2)]

(f(x)=0, x<0)

ile tekrar yazilir. Bu islemlerden dolayz,

$O0= 00+ [(x= e (ydy, x>0

. [s+(i/2)] *
909 =F hs+(3i/2)][s—(i/2)] = (hz)]'

[s+(/2)]

F (9)

(3.553)

(3.554)

F"(9) € L da oldugunu heniiz garantilemis degiliz. Gergekten,

F(h,) - {Te(y/z)f(y)dy—i(s+%ﬁye(y/z)f(y)dy},

s+ (/)]

0

-1

1
g=—@F[[s+(3i/2)][s_(i/z)]]

0
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(3.555) denkleminde ki s =1i/2 kutup noktasindan dolay1 F*(g) ¢ L, . Fakat f(x)

T(1+y)e‘<y/2>f(y)dy=o (3.556)

0

saglarsa (3.555) denklemi

i 1 )¢
=" /2)j (y)dy (3.557)

denklemine indirgenir. Simdi, F*(g)eLl). (3.549) denklemine karsilik gelen

homojen denklemin adjointini ele alalim. Yani,
v00-3 [y =o. (3.55%)
0

Wiener-Hopf teknigi ile yukaridaki denklem (3.546) de oldugu gibi
[s—(i/2 ]

[s+(i/2 ][s 31/2) |

indirgenir ve indeksi n = —1dir. Buradan

s=(/2) ¢ () -

s—3i/2) ~ S— (|/2)
:s+(|/2) E*(h)—
s—(i/2) * S ('/2)

Simdi sol taraf L, ve sag tarafta uygun o segimiyle L dadir. Bu halde de

als-(3i/2)]
[s- |/2]

F(w)=F ()

F(y)=

ve
y(X)=a'(1+x)e™?, x>0
=0, X<0. (3.559)
Nihayet daha dncede belirtildigi gibi keyfi & igin (3.559), (3.557) yi saglar. (3.556)
sarti F'(g) € L, nin garantiligi i¢in gereklidir. Bu sart (3.558) denklemini saglayan
tiim ¢oziimlere f(X) in ortogonal olmasindan baska bir sey degildir.
Eger f(X) bu sart1 saglamyorsa F*(g) ¢ L, ve bdylece (3.549) ¢6ziime sahip

olmayacaktir.
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3.2.5.8. Wiener-Hopf denklemlerinin birinci tipi

Wiener-Hopf denklemlerinin ikinci tipinin

P(SF (¢)-F (f)=F (9)
denklemlerine indirgendigi bilinmektedir. Bu denklemin ¢oziimi (3.494)
denkleminde anlatildigi gibi p(s):q’(s)/ q'(s) sec¢imine baghydi. 3.2.5.5.4.
teoremin sonucundan dolay1 bdyle carpan mevcuttu. Bu teoremi uygulamak ig¢in

lim p(s) =1 sart1 gerekir. Benzer teknik Wiener-Hopf denklemlerinin birinci tipine

‘S‘—)oo
de uygulanabilir. Fakat, genellikle p(s) katsayilar1 teorem 3.2.5.5.4 formunda
olmayabilir. Bunun sonucu olarak, p(S)nin sistematik prosediirle ayrigimi

yapilamaz. Bir¢cok onemli fiziksel problemler bu yapida goriilmektedir. Dolayisiyla,

bu denklemin ¢6zlimii 6nemlidir.

Ornek 3.2.5.8.1: L,[0,] iizerinde
je“*‘y‘h(y)dy = x"e™ (3.560)
0

integral denklemini ¢ozelim.

Coziim: Bu problem L, [—oo,oo] a genisletilerek

h(x)=0, X<0
f(x)=x"e", x>0

=0, x<0
g(x)=0, X>0

= Ie“x‘y‘h(y)dy = exje’yh(y)dy, x<0
0 0
ile yapilir. Bu denklem tekrar,
[ e h(y)dy = f(0)+g(x) (3.561)

biciminde yazilir. Ters Fourier transformasyonu uygulanirsa

F* (e“x‘) = % T e gy = \/2/7 - \/2/7

27 2, 1+s*  (s+i)(s—i)

veE
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1 f —isxd i —(1+is)x (1/\/_) nH
ﬁ'[o (x)edx = .([ (s-i )n+1
elde edilir. (3.560) denklemine F* uygulanirsa
1 \/_ n+1
ﬂl:—*(h) ( / ) n+l = F+*(g) (3562)
(s—i)(s+i) (s—i)

elde edilir. (3.562) nin solundaki ikinci terim L, sag tarafise L, dir. Soldaki birinci

terim S =—I noktasinda kutup noktasina sahip oldugundan L, de degildir. Bu kutup
noktasi (3.562) denklemini (s+1) / (s—i) ile carpilarak ortadan kaldirlabilir.

NCLET. (VV27)(0)"" ni(s+1) s
(s—i) (s-i)™ s

elde edilir. Simdi sol tarafin tamami L de. Fakat, sag tarafi L, da degildir. Ciinki,

F (9)

s=i noktasi kutup noktasidir. 3.2.5.5.2. teorem kullanilarak (a/(s—i)) bigiminde
terimler her iki taraftan ¢ikarilarak sag taraf L. da olacak sekilde yapilir. Onceki
orneklerde oldugu gibi bu terimler L, dedir. Bu adimdan sonra,
V27 (1/\' ) n(s+) g S+
2 —(h) n+2 F ( )__
(s—i) (s—i) C(s-i)

elde edilir.

L; N L, ={0} oldugundan

F'(h) = (_il(sn_!f;ﬂ) + %a(s—i) (3.563)
Ve
F’(9) =£ (3.564)

cikarimi yapilir. (3.563) denkleminin sag tarafinin L, de olmasii¢cin n>2 ve =0
olmalidir. Aksi halde L, ¢ [—oo,oo]. n=1 icin (3.563) in sag tarafi L, de degildir.

Boylece, (3.560) ¢ozlime sahip degildir.
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F (< 5+, F'(g)=0, n>2.

2(s—i)’
(3.562) denklemi bdylece (3.560) denkleminin ¢oziimiine liderlik eder. Nihayet,

n+l
S+i

() = F(F* (h)) = (23— I iy

=0, x<0 (3.565)

:\/g[znx“ —n(n—l)x”’z}e’x, n>2.

ISXdS

3.2.5.9. Dual (ikili) integral denklemleri

Projeksiyon metodu ayni zamanda dual integral denklemlerinde de

kullanilabilir. Bu kisimda,

[fWa,(ondu=g(p), 0<p<l, v> —% (3.566)
0

Iu“f(u)Jﬂ(pu)du:O, 1< p<om, ,u>—% (3.567)
0

incelenecektir. Eger 0< p <o degerleri i¢in (3.566) denklemi saglanirsa ¢oziim

direk olarak Hankel transformasyonlaridan bulunur. Ayni islem, (3.567) icinde

dogrudur. (3.566) ve (3.567) denklemleri her biri pnun farkli degerleri icin

saglandigindan bu denklemlerle beraber dual denklemler sistemini olusturur. (3.566)

ve (3.567) denklemlerine Fourier transformasyonu uygulamak i¢in,
u=e’, p=¢ (3.568)

degisken degistirmeleri yapilir. (3.566) denklemi €' ve (3.567) e** ile carpilirsa

[e i)l @)™ Vdy=e™ge"),  -0<x<0 (3.569)
[ete™f(e)d, (@) dy =0 x>0 (3.570)

elde edilir. (3.569) ve (3.570) denklemleri konvulasyon tipi denklemlerdir. Buna

ragmen sag taraflari sirastyla X <0 ve x> 0 i¢in tanimlidir. K ise,
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0

T 2dX<oo, J-

—0 —o0

dx <o (3.571)

ax X (l—k)x2
e”J (e)e

denklemini saglayacak sekilde secilir.
(3.571) integral denklemlerini analiz etmek i¢in Bessel fonksiyon ile ilgili bazi

gercekleri bilmekte fayda vardir. Bessel fonksiyonu standart se¢imi

J,(x)= [ )i (b2)” (3.572)

o nC(n+v+1)
ile verilir. (3.571) denkleminde X in kiiglik olmasi halinde J,, x"dir. x lerin biiyiik

olmasi halinde,

J.(X)= —Xcos(x—%—%j+0(§J
T

ile ifade edilen asimtotik tahmini vardir. (3.571) deki ilk integrale doniiliir ve u =¢*

ise,

—K)x|? 2 -
X e(l k)x dX= u1 2kdu

—00

2v+1-2k

elde edilir. Kiigiik ular i¢in integrali alinan fonksiyon u gibidir. u=0,

civarinda integralin yakinsamasi i¢in Kk <1+v olarak gegerlidir. Biiylik u lar igin

integrali alinan fonksiyon u™* gibidir ve yakinsaklik i¢in 2k >1 segilir. Benzer
analiz (3.571) deki ikinci integral i¢in yapilir.

Sonug olarak k,

v+1>Kk >%, a+,u+1>k>a+% (3.573)
saglayacak sekilde segilir. Burada v, u ve a segimleri Kk, (3.573) denklemini
saglayacak sekilde yapilir. Burada, k nin se¢imi yalnizca v > —%, ,u>-% ve (3.573)

denkleminin araliklar1 ¢alisacak sekilde yapilir. Simdi,

_ a(1-k)x X
h+(x)_e g(e )9 X<O (3574)
=0, x>0
h.(x)=0, X<0
(3.575)

- j e Wf(e ) (e)e" ™ Ny, x>0
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m. (0= [e e f(e)], @)y,  x<0 (3.576)

=(), x>0

tanimlanir. Bu fonksiyonlarin kullanilmasiyla (3.569) ve (3.570) denklemleri yeniden

0

j w(y)d (€)e Ny =h (x)+h (X),  —w<X<ow (3.577)
[ e w(y)d, (@) Vdy =m (x),  —co<x<eo (3.578)

biciminde yazilir. Burada,
w(y)=e¥f(E?). (3.579)

J,(eM)e” e L,[-o0,00] igin

F*(J,(pe")e” e#e % dx

LTy
)= j J,(e")
_ 27M(v+ p-is)/2)

V27T [ (v-p+is+2)/2]

oldugundan ters Fourier transformasyonu (3.577) ve (3.578) denklemlerine

(3.580)

uygulanirsa,

F w2 *T[(v+1-k—is)/2] _. .
T[(v+1-k+is)/2] =F()+Fh) (3.581)

Ve

Fw2 ™ *T[(u+a+1-k-is)/2] _,
T[(u-a+1+k+is)/2] =F(m) (3.582)

bulunur. Bu operasyonlar1 performe edebilmek icin (3.566) denkleminde g(p)
iizerine h,(X) € L,[—o0,0] olacak sekilde bazi sartlar yiiklenir. (3.474), (3.575) ve
(3.476) deki tamimlardan dolayr F*(h,) ve F'(m,) L) dadw. F*(h), L, dedir.

(3.581) ve (3.582) denklemlerden F"(w) elde etmek icin bu iki denklemden F*(w)

yok edilerek
Fr(m)2“T[(v+1-k—is)/2]T[(u-a+1+k+is)/2]
T[(v+1+k+is)/2]0[(u+a+1-k-is)/2] (3.583)

=F*(h,)+F"(h).
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(3.583) denklemini ¢6zmek icin sol taraf L, da sag tarafta L, de olacak sekilde

yeniden gruplandirma yapilir. Bu prosediirii tamamlamak i¢in gamma fonksiyonu ile

ilgili gerceklerden istifade etmek gerekir.
© 1 ©
I(z)= j et dt = j e 't dt + j e 't dt, Rez>0.
0 0 1

Bu denklemdeki ikinci integral Z nin bir tam fonksiyondur. [lk integral ise

Ie“tz 'dt z . jt"“ 'dt = i

‘Znl(n+z)

seklinde agilir. Oyle ki,

r@-3 -

n'(n

n 0

j e 't*dt. (3.584)

1

(3.584) denkleminden I'(z) fonksiyonun z =0,—1,-2,-3,... noktalarinda basit kutup
noktalara sahip oldugu gozlenir. Dolayisiyla z=-n noktasindaki rezidiisii
D" / n! ile verilir. z nin biiylik olmasi halinde I'(z) icin standart asimptotik formiil

literatiirde stirling formiilii olarak bilinir ve bu formidil,
1 1 1
InF(z):(z—zjlnz—z+aln2ﬁ+0(—). (3.585)
z

Bu denklemden z nin yeterince biiyiik olmas1 halinde

I'(a+2) < god

3.586
I'b+2) ( )
denkleminin dogrulugu gosterilebilir. (3.583) denklemi
F*(m)2T[(v+1-k—is)/2] ~ T[(v+1+k+is)/2] ()
I[(u+a+l-k=is)/2]  T[(u-a+l+k+is)/2] "
(3.587)

[ (v+1+ktis)/2]
T[(u—a+l+k+is)/2]

F(h)

biciminde yeniden yazilir. F*(m )nin katsayisi (3.584) in kullamlmasiyla
n=0,1,2,...icin S=-i(2n+v+1-k) noktasinda basit kutup noktasina sahiptir.

(3.573) denkleminde bu kutuplarin tiimii alt yar1 diizlemdedir. Ayni terim

n=0,1,2,... i¢in s=—-i(2n+u+a+1-k) noktasinda da sifirlara sahiptir. Bu

sifirlarda yine alt yar1 diizlemdedir. Burada,
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v—u<-af (3.588)
kosullu daha ¢ok gereklidir. F*(m,)nin katsayis1 (3.585) ile biiyiik |S| ler ve uygun

k katsayilari i¢in,

| T[(v+1-k-is)/2] |

‘F[(,u+a+1—k—is)/2]

(v-u-a)2

<K|s

denklemini saglar. Eger v ,u, a (3.588) i saglarsa F*(m,)nn katsayisi reel s ler

icin smurl ve st yari diizlemde analitiktir. Dolayisiyla, (3.587) nin sol tarafi L) da
olur. (3.587) nin sag tarafindaki ikinci terimi analiz edelim. n=0,1,2,... icin
s=i(2n+v+1+k) noktasinda kutup noktasi vardir. Bu kutup noktalar1 st yari
diizlemdedir. Ayni zamanda,

| F[(v+1+k+is)/2] |
‘F[(,u—a+1+k+is)/2]‘

(v-p+a)/2

<K|s

yazilir. Burada, (3.587) nin kullanimiyla reel s ler igin katsay1 simirhidir. F*(h) L de
katsayis1 reel s i¢in sinirl ve iist yar1 diizlemde analitiktir. Dolayisiyla, (3.587) nin
sag tarafindaki ikinci denklem L, dedir. (3.587) nin sag tarafindaki birinci terim igin

bir terimi L, de diger terimi L, da olacak sekilde dekompoze edilir. Bu halde,

F*(m+)2’“1“|:(v+1—k—is)/2:|_ F[(v+1+k+is)/2]

T[(u+a+1-k-is)/2] [(r[(y—o¢+1+|<+is,)/2]F*(h*))]+ (3.589)
_ T[(vtltktis) 2] e )J{ [ (v+1+k+is)/2] E(h )} .
T[(u—a+l+k+is)/2] 7 | T[(u-ati+ktis)/2] 7|

Simdi sol taraf L) da, sag taraf L,dedir. Dolayisiyla, her iki taraf sifirdir. Bu
taktirde,
2T[(u+a+1-k—is)/2]
T[(v+1-k—is)/2]
{ T[(v+1+k+is)/2]

F[(u—a+l+k+is)/2]

Fi(m,)=

(3.590)

F"‘(*L)}

+

bulunur. (3.582) denkleminden F*(w) y1 bulmak i¢in (3.590) kullanilirsa
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2k*isl“[(y—a+l+ K+ is)/2]

F(w) =
() T[(v+1-k-is)/2]
_ (3.591)
T[(v+l+k+is)/2]
. F(h,)
F[(y-a+1+k+1s)/2] .
bulunur. (3.591) denklemi
0
J ‘e("k)xg(ex) “dx <o,
V—,uS—|a, v+1>k>%,a+y+l>k>a+% (3.592)

sartinin saglanmasiyla yapilir. (3.591) daha kullanilabilir bir halde yazilabilir.

Burada, f(X) igin ¢oziim g(p) cinsindedir.

0
F'(h,)= —\/;_” I e™Mg(e")e™dt.

—00

1 ¢
V =¢'ile F*(h))= — |V "X dV elde edilir. Simdi,
h)=—7— j g(v) S

[ T[(v+1+k+is)/2] F*(hg}

T[(u—a+1+k+is)/2]

[(v+1+k+is)/2] o
1 1 » ' (v+1+k+is)/2 i
_EQV g(v){l“[(y—a+l+k+is)/2}v +dV
oldugu goriiliir.
F[(v+1+k+is)/2] v | o
[[(u—a+l+k+is)/2] +=[¢]+ (3.594)

denkleminin hesaplanmasi gerekir. Bunu yapabilmek i¢in ¢#(X) € Lz[—oo,oo] olmasi
1¢in,
F(¢,)=F(9). s<0
=0, s>0
oldugu hatirlanirsa

]g F[(v+l+k+i§)/2] V| ede =0,

T T[(u-a+1+k+ig)/2] ) 520
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© T[(v+1+k+ig)/2]
:IF[ (u—a+1+k+i& /2]

elde edilir. Yukaridaki integrali hesaplamak icin,

“ F[ v+1+k+ié /2]
_LF[ (H—a+1+k+i& /2]

VieTds,  s<0

get™vig g (3.595)

bi¢iminde yazilir. s<InV igin €“*™™) &nin alt yan diizleminde exponansiyel

olarak azalir. Integrand alt yar1 diizlemde analitiktir. Bunu, s <InV igin Contouru alt
yar1 diizlemde olacak sekilde se¢ilir. Boylece integral sifir olur. InV <s<0 igin st

yar1 diizlemde Contouru segerek (3.595) hesaplanabilir. Bu halde,

“ F[ v+1+k+ig /2] ) ( eV’ )n{(vmkm
\/_IF[ ,u a+1+k+ié /Z:Ie 5= zn!l"[ y a— v /2 n]

2\/_(9_5\/ )v+l+k

g2y 2| IV <s<0. 3.59
F[ (L—a—-v)/ 2] ( ) ( )
Son adim Binom teoremi kullanilarak elde edilir.
1

-~ j F(¢)e™ds

kullanilarak

F[(v+1+k+i§)/2]
F[(y—a+1+k+i§)/z]

2\/— ew)v+l+k
,r;[/F[,u o— v/2](

—ey? )(M_V_z)/z e *ds

elde edilir. Simdi bulunanlar (3.593) denkleminde yazilir. Burada integrasyon sirasi

degistirilerek V =e°p ve nihayet u=¢° aliir. Tiim bu hesaplamalardan sonra

T[(v+1+k+is)/2]
T[(u—a+l+k+is)/2]

F (h.)

+

_ \/7 is—k v+l (u—v-a-2/2)
e v/zjju dujp gV p)(1— p*)! dp.  (3.597)
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bulunur. (3.597) denklemi (3.591)de kullanilir. W(X) degerini bulmak igin

F{Zk”sr[(,u—a—i-Hk+is)/2:|u'i5"‘:l
T[(v+1-k-is)/2]

hesaplanir. Bu denklem,

B ue" (u—a-v+2)/2 .
2\/27e T J(V+ﬂ_a)/2(ue )

sekline indirgenir. Bu son denklem (3.591) denkleminde kullanilarak,

2(2+v+a—,u)/2 e—x[k+(y—a—v+2)/2:| 1

Vi (y—a—v+2)/2J

W(X) = FI:(,u—a—V)/z:l ) (V+u—a)/2(

Ve*X)dv

1
[P gV p)1-p) P dp
0

elde edilir. (3.579) denklemini kullanarak
24via—u)/2 [ (u—a—v+2)/2] 1
2( 'u)/ X[ “ ] V (‘u—afv+2)/2\]

f (X) = F|:(IU s —V)/2:| ) (v+u-a)/2

(Vx)dv

1
[ g p)1-pH) DR d p
0

(3.598)

(3.599)

(3.600)

elde edilir. (3.600) denklemi (3.566) ve (3.567) denklemlerinin ¢oziimiinii temsil
eder. (3.596) denklemi (3.592) ifadesindeki sartlara bagl olarak (3.566) ve (3.567)

¢Oziimiini temsil eder. (3.592) denkleminde verilen sartlardan farkli olarak (3.566)

ve (3.567) hala ¢oziime sahip olabilir. Bu ¢éziimiin varlig1 i¢in g(p) iizerine daha

katr sartlar empoze edilir. Ornegin x=v=0ve a =1 ise

[t udu=g(o). 05,

Juf @I (odu=0,  1<p<oo
0

denklemleri ele alinir. Bu taktirde (3.577) ve (3.578) denklemleri

[ w(y)J e )et™Mdy = h (x)+h (x), 00 < X < 00

—00
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J' e(X*Y)W( y)JO(eX—Y)e(lfk)(X*Y)dy — m+(x), 00 < X < 00 (3604)

—00

ve
w(y)=e ¥ f(e?) (3.605)
denklemlerine indirgenir. Burada h (X), h (x) ve m_(x) (3.574), (3.575) ve (3.576)

deki gibidir. (3.573) denkleminin incelenmesi ile (3.603) e F* operatorii uygulanirsa
(3.604 hari¢) bu durum k, (3.573) denklemindeki her iki esitligi saglayacak sekilde
secilemedigindedir. Bu nedenle (3.604),

J' e w(y)J,(e)e"™ " Vdy =em, (x), 00 < X <00 (3.606)

olarak yazilir. F* uygulanir ve (3.580) kullanilirsa

1 2T (1-k—is)/2] 1
Ej; T[(1+k+is)/2] N

elde edilir. Burada, e”*w(y) ve e”m,(X) L,[-o,] olacak sekilde kabul edilir.

w(y)e ™ dy

0
j m, (x)e ™ dx. (3.607)

Bu durumda asagidaki notasyon kullanilir.
F(w) = 1 T w(y)e ¥dy .
) N2 s,

(3.607) denklemi,

2 (1-k—is)/2]

=F*(m 3.608
T[(1+k+is)/2] (M) ( )
formatinda tekrar yazilir. (3.603) e F* uygulanirsa

2 (1-k—is)/2]

[(1+k+is)2] =F'(h)+F'(h) (3.609)

elde edilir. F(w) i¢in ikinci bir denkleme ihtiya¢ vardir. Bu (3.608) denkleminde

I:s*—i (W)

(W)

S =S+1 yazilarak elde edilir. Bu halde,

FS*(W)zl—k—is F[(2 —k- iS)/2] _ Fs*(m+) (3.610)

T[(k+is)/2]

yazilir. (3.609) ve (3.610) denklemlerinde F,"(w) yok edilirse
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T[(1-k—is)/2|T[(k+is)/2]
AT[(1+k+is)/2|T[(2—-k—is)/2]

(3.611) denklemi u=v =0, a=1 ile oOzdestir. Fakat (3.583) denklemi farkh

F(m,)

=F'(h)+F'(h). (3.611)

hipotezler altinda elde edildi. (3.587) e benzer bir tarzla

Fo(m)T[ (1-k—is)/2]
2T[(2-k—is)/2]

CT[(1+k+is)/2] _, +r[(1+k+is)/2]
- T[(k+is)/2] Pt [ (k+is)/2]

yazilir. Son olarak (3.612) denklemindeki bir tarafi L) da diger tarafi da L, de olacak

F'(h) (3.612)

sekilde gruplandirilir. F,(m,)nin katsayisi alt yar1 diizlemde kutup noktasina sahip

fakat {ist yan diizlemde analitiktir. (3.586) denklemine gore,

|r[(1—k—is)/2]|<K
IT[(2-k—is)/2]| ™

Boylece, reel sler igin F,'(m,)nin katsayisi sinirli olur. Bu halde, (3.612) nin sol

5

tarafi L dadir. F*(h )nin katsayisi ise alt yar1 diizlemde analitik ve

P[(1+k+is)/2]|

| T[(k+is)/2] |

esitligini saglar. Sag taraftaki ikinci terim yeterince biiyiik |S| ler i¢in

F[(1+ k + is)/2]
T[(k+is)/2]

F*(h)) sifir oluyorsa L, dedir. Boylece F*(h) fonksiyonu bilinmiyor. Bu

12

<K|s|

F'(h)e LZ[—oo,oo] .

fonksiyonun bilinen sartlar saglanan F*(h,)daki homojen olmayan terime baglidur.
Bu ise (3.601) denklemindeki homojen olmayan () terimine baghdir. Biiytik S ler
i¢in simdide F*(h,)nin yeterince kiigiik oldugunu kabul edelim. Boylece (3.612) nin

sag tarafindaki ilk terim L da olur ve

FS*(m+):2r[(2_k_is)/2] F[(1+k+is)/2]|:*(h) | G613)

T[(1-k-is)/2] | T[(k+is)/2] :

+
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Goruldigi gibi F*(h,) ekstra hipotezler gerektirir. (3.600) kullanilarak

_ 2T [ (k+is)/2 ]| T[ (1+k +is)/2]
T[(1-k—is)/2] | T[(k+is)/2]

(3.614) denklemini kullanilabilir kilmak i¢in g(e*)in

F(w) F*(h,) | . (3.614)

+

0
g(e*) = —2J'e‘(l‘k)u p(e")du, X<0

X

(3.615)
=0, x>0

formatinda yazildiginmi kabul edelim. Bu se¢imin avantaji bundan sonraki adimlarda

acikca anlasilacaktir. Bu halde,

0

h,(x) =e™g(e*) = _2J' e peh)du, X<0

X (3.616)
=0, x>0
F(h) = 2 ) (3.617)
—1+k+is
yazilir.
Ird+z)=1I(z)
standart formundan
F[(1+k4.ris)/2] - h+):F[(1+k+is)/2]2/(—1+k+is)F*(p)
F[(k+|s)/2] r[(k+|s)/2]
CT[(-1+k+is)/2] _,
T Trkesy2] P e

(3.597) nin ¢ikariminda yapilan islemlerin aynis1 takip edilerek

T[(-1+k+is)/2] _, }
Mkeime] P

T 5 0 u

Son olarak, W(X)in belirlenmesi gerekir. Oyle ki,
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W(X) = %I(ue‘x)ku‘1 cos(ue‘x)duj' p(pu)p*2 [(1 —p? )% —l}dp (3.620)

Ve

1

f(x)= % j uk! cos(ux)duj p(pu)p*2 [(1 - p? )% —1}1 P (3.621)

0

gosterilebilir. (3.615) den
g'(xX) = 2x?p(x) (3.622)
elde edilir. Boylece (3.621)

f(x)= %j[u cos(ux)dujg'(pu)[(l— o’ )% —1}1 D (3.623)

formatinda yeniden yazilir. g(X) ve p(X) (3.622) ile baglantili olarak
p (e” ) e L,[-o,] olmak sartiyla yukaridaki formiil gegerlidir.

Ornek 3.2.5.9.1: Cesitli fiziksel problemlerde 6rnegin potansiyel ve elastik

teorisinde
j f (U)J,(pu)du =1, 0<p<I, (3.624)
0
juf (u)Jd, (pu)du =0, 1<p<oo (3.625)
0

integral denklemleri ile karsilasilir. Bu denklemler, g(p)=1 ile (3.601) ile (3.602)

denklemleri gibidir.
h, (x) =e"™, X<0
=0, x>0
ile
F h e(1 K)x— |sx
()= N2 '[ \/ (1 k—is)

Bu halde (3.613) denkleminden,
20T (k+is)/2 ] T[(1+k+is)/2]

Fr(w)= F[(1-k—is)/2] | V2rT[(k+is)/2](1-k-is) |

(3.626)
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formunu alir. Koseli parantez icindeki ifade |S|nin biliylik olmas1 halinde |S|%
gibidir. Dolayisiyla, L, [—oo,oo]da degildir. Bu neticeyle bir Onceki teorem

uygulanamaz. Cozliimii elde edebilmek igin,

T[(1+k+is)/2]
V2zr[(k+is)/2](1-k-is)1-ies) |

ifadesinin limit halini ele alacagiz. Bu halde bir onceki teori uygulanir ve €— 0
gonderilir. Benzer islemlerle daha Once yiiriitiilen islemler yardimiyla yukaridaki

denklem

| ) r{[[1+k+(1e)]/2]} e
21—k —is)(1-e+ k) ﬂf{[k +(1/e)]/2}[1—k —(l/e)](l— e+ek)

denklemine indirgenir. e— 0 gonderilirse elde edilir. Boylece,

1
V27z(1-k —is)

F () = 24P (k+is)/2]
V2ar [ (1-k—is)/2](1-k—is)

bulunur. W(X) standart rezidiiler yardimiyla elde edilir. Bunun sonucunda elde edilen

seriden

f(x) = 28X (3.627)
T X

oldugu goriiliir.

Not: (3.580) ve (3.590) denklemlerinde

2/ T (v B-is) 2]
V27T [(v-p+is+2)/2]

kullanildi. (3.628) in ispat1 i¢in

- [2/““ p"T[(v+ B —is) /2]}
27T [(v-p+is+2)/2]

_L o 2ﬂ—is—1pis—ﬂr|:(v+ﬂ_is)/z:lniSXdS
2z, T[(v-p+is+2)/2]

hesaplamalar1  yapilir. Integrali alman fonksiyonun iist yar1 diizlemde

F*(J,(pe")e”™) = (3.628)

S=-—i (2n +V+ ﬁ) noktasinda kutup noktasina sahiptir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

f(x)= j K (X, t)d(t)dt

Ferdholm integral denkleminin birinci tipi ve Ferdholm integral denkleminin ikinci

tipi olan
b
00 = 0+ [K(x,Dg(t)dt

denklemleri ve bunlarin 6zel bir hali olan sirastyla Volterra integral denklemi birinci

tipi ve ikinci tipi

f(x)= j K (x,t)p(t)dt

00 = 100+ [ K(x,Dg(t)dt

seklindedir. Burada, #(X) bilinmeyen fonksiyondur. Bu integral denklemleri ile

Fredholm alternatifleri ve klasik Fredholm teorisi tiim detaylariyla calisildi. Bu
integral denklemlerin nlimerik analizleri yapilmamustir.

Diferansiyel denklemler integral denklemlerine doniistiiriilebilir fakat tersi
genellikle dogru degildir. Dolayisiyla, diferansiyel denklemlerinin analizi yerine
integral denklemlerinin analizi bazen tercih edilebilir. Bu nedenlede integral
denklemlerini ¢alismak énemlidir.

Integral denklemleri ile ilgili elemanter varhk-teklik teoremlerinin yaninda
fixed (sabit) nokta teoremleri verildi. Ayrica, integral denklemleri i¢in bilinen ¢6ziim
yontemleri verilerek oOrneklerle agiklandi. Bununla beraber, integral denklemleri
kullanim alanlarina 6rnegin; diferansiyel denklemler ve matematiksel fizik, mekanik,

populasyon dinamigi, ekonomi teorisi, elastik ve potansiyel teorisi v.s. vurgu yapildu.
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Hilbert-Schmidt teorisi ve ilgili tim arglimanlar1 detaylar ile verildi. Fourier,
Laplace, Hankel, Mellin transformasyonlari tiim 6zellikleri ile anlatildi. Projeksiyon

metodu ile Wiener-Hopf Teknigi I-II ve Dual integral denklemleri tartisildi.
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5. SONUCLAR ve ONERILER

Lineer integral denklemleri ve ¢6ziim yontemleri tiim detaylar ile verildi. Ele
alman lineer integral denklemlerinin niimerik analizi yapilmamistir. Bu analiz
oldukg¢a genis ve Ozel bir gereksinim gerektirir. Bu ¢alismada, Nonlineer integral
denklemleri ele alinmamustir. Fakat Varlik-Teklik teoremlerin birkagi ifade edildi.
Bu tip integrallerin analizi de integrallerin nlimerik analizi gibi ayr bir incelik
gerektirir.

Integral denklemler teorisinin matematigin cok farkli alanlariyla yakin
baglantis1 vardir. Bunlarin en basinda diferansiyel denklemler ve operatorler teorisi
gelir.

Bayag1 ve kismi diferansiyel denklemler alanindaki problemlerin ¢ogu integral
denklemi olarak disiiniilebilir. Her integral denklem diferansiyel denkleme
dontstiiriilebilir fakat tersi her zaman dogru degildir. Dolayisiyla, integral
denklemlerinin analizi demek diferansiyel denklemlerin analizi demektir.

Uygulamali matematik ve matematiksel fizigin hemen hemen her alaninda
integral denklemlerinin uygulama alanlarini gérmek miimkiindiir.

Integral denklemler konusu lineer cebirin bir genislemesi ve modern
fonksiyonel analizin baslangic1 olarak diisiiniilebilir. Ozellikle lineer integral
denklemleri ile ilgilenirken lineer cebirin temel kavramlari olan vektor uzaylari,
eigen degerler ve eigen fonksiyonlar 6nemli rol oynar.

Orneklerden anlasilacagi iizere bunlarin smiflandirilmasinin ve arastiriimasinin
nedeni teorideki ve metotlardaki farklilikla motivasyon vermektir.

Glinlimiizde ise integral denklemler iizerine ¢ok sayida degisik dillerde
yazilmig kaynaklar mevcuttur. Kisaca, integral denklemleri ve operatorleri alanindaki

arastirmanin modern resmini (gorselligini) tahmin etmek oldukca giigtiir.
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OZET

Bu tezde, lineer ve nonlineer integral denklemleri i¢in elemanter Varlik-Teklik
teoremleri, Fredholm ve Volterra integral denklemleri tiim detaylar1 ile verildi.
Fredholm alternatifi ve fixed nokta teoremi ayrinthi bir sekilde agiklandi. Bunun
yaninda, bu integral denklemlerin belli bashh ¢6ziim yontemleri olan cebirsel
sistemlere indirgenme, ardisik yaklasiklar, cekirdegin iterasyonu metodlar1 ve
uygulamalar1 ele alindi. Bazi1 elemanter teknikler ozellikle contraction doniisiim
operatorii ve integral denklemlerine olan uygulamalari verildi. Pozitif ¢ekirdekli
integral operatorleri detayli bir sekilde tartigildi. Lineer cebirdeki gerekli bilgilerin
altt ¢izildi ve Hilbert uzaylar1 {izerinde operatér olarak davranan integral
operatdrlerine bakildi. Hilbert-Schmidt teorisi gerekli arglimanlar1 ile verildi.
Fourier, Laplace, Hankel, Mellin transformasyonlar1 anlatildi. Projeksiyon metodu
ile Wiener-Hopf Teknigi I-Il ve Dual integral denklemleri tartisildi. Uygulamali
matematik ve matematiksel fizik alaninda integral denklemlerinin hemen hemen her
alanda rol oynadigimi sdylemek olasidir. Buna binaen matematiksel fizigin bir¢cok
problemi integral denklemler ile ifade edildi. Bunlarin bir¢ogu 6rnek olarak detayli

bir sekilde tartisildi.
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SUMMARY

In this thesis we discuss linear integral equations. Basic existence and
uniqueness theorems are given. For linear and nonlinear Fredholm and Volterra types
integral equations with certain methods are given in detail. The Fredholm alternative
and the fixed point theorem is discussed fully. Some elementary techniques, in
particular the contraction mapping principle and its applications to integral equations
are given. Integral operators with positive kernels are also discussed. The necessary
background in linear algebra is sketched and some aspects of Hilbert space theory are
presented. Hilbert-Schmidt theory with its arguments is also given. Integral
transformation methods are discussed very fully. The Fourier transform is presented
and used to present the Laplace, Mellin and Hankel transforms. Subsequently, the
projection method is discussed and applied to Wiener-Hopf problems and to certain
mixed boundary value problems. Integral equations occur naturally in many fields of
mechanics and mathematical physics. Many problems of mathematical physics and

several examples of integral equations are given.
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