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Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal

Damisman: Doc. Dr. Seyit TEMIR
Yil: 2008, Sayfa: 78

Banach uzaylarinda ve metrik uzaylarda genislemeyen ve sézde genislemeyen doniisiimler
i¢in sabit noktalar iizerinde birgok ¢alisma yapilmistir. Asimtotik sdzde genislemeyen doniigiimler ya
da asimtotik geniglemeyen doniisiimler igin iterasyon dizilerinin sabit noktaya yaklagimu ile ilgili
problemler de son zamanlarda birgok yazar tarafindan ¢alisilmaktadir. Ozellikle, sunulan Mann ve
Ishikawa iterasyon dizilerinin genislemeyen ve onun genellesmeleri olan doniisiimler i¢in kuvvetli ve
zaylf yakinsakliklari ile ilgili birgcok sonuglar elde edilmistir. Ayrica genislemeyen doniisiimlerin
sonlu bir ailesi i¢in kapali iterasyon siirecinin kuvvetli ve zayif yakinsakliklart arastirilmigtir. Bu tezde
genislemeyen ve sdzde genislemeyen doniisiimlerin zayif ve kuvvetli yakinsakliklar1 ayrintili olarak
incelenmektedir. Ayrica genellestirilmis asimtotik sdzde genislemeyen doniisiimlerin sonlu bir ailesi
icin kapali iterasyon siirecinin kuvvetli ve zayif yakinsakliklar1 gosterilmekte ve yeni sonuglar elde
edilmektedir. Ayrica I-genigslemeyen ve onun genellesmeleri olan donisiimlerin sonlu bir ailesi i¢in
iterasyon dizilerinin yakinsakliklar1 incelenmektedir. Onceki yapilan g¢aligmalara bu konunun
uygulanabilirligi aragtiritlmaktadir.

ANAHTAR KELIMELER: Genislemeyen Doéniisiimler, Asimtotik Genislemeyen Doniisiimler,
Yakinsaklik Teoremleri
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There have been a number of results on fixed points of nonexpansive and quasi nonexpansive
mappings in Banach and metric spaces. Recently, the convergence problems of an iterative process to
fixed point of asymptotically nonexpansive mappings or asymptotically quasi-nonexpansive mappings
have been also considered by several authors. In particular, a number of the results of the strong and
weak convergence of the introduced Mann and Ishikawa iteration process to fixed point for
nonexpansive mappings, asymptotically nonexpansive mappings, asymptotically quasi-nonexpansive
mappings have been obtained. In addition, the strong and weak convergence theorems for the implicit
iterative process to common fixed point for a finite family of nonexpansive mappings in real
uniformly convex Banach spaces have been studied. In this thesis, we investigate the strong and weak
convergence of iterative process to fixed point for nonexpansive mappings in detail. In addition, we
obtain the strong and weak convergence of implicit iteration process to a common fixed point for a
finite family of generalized nonexpansive mappings and thus we have new results. Further,
convergence theorems of implicit iteration process for a finite family of I-nonexpansive mappings are
investigated. The applicabilities of this subject to the previous studies have also been analyzed.

KEY WORDS: Nonexpansive Mappings, Asymptotically Nonexpansive Mappings, Convergence
Theorems
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1. GIRIS

Banach ve metrik uzaylarda genislemeyen (nonexpansive) ve sozde
genislemeyen (quasi nonexpansive) doniisiimler igin sabit noktalar {izerinde son
zamanlarda birgok c¢alisma  yapilmistir.  Asimtotik sézde genislemeyen
(asymptotically quasi nonexpansive) doniisiimler ya da asimtotik genislemeyen
(asymptotically nonexpansive) doniisiimler i¢in iterasyon dizilerinin sabit noktaya
yaklagimi ile ilgili problemler birgok yazar tarafindan calisilmaktadir. Browder
(1965), Banach uzaylarinda lineer olmayan genislemeyen doniisiimleri galismistir.
Diaz ve Metcalf (1967), sdzde genislemeyen doniisim kavraminit vermislerdir.
Goebel ve Kirk (1972), asimtotik genislemeyen doniisiimlerin notasyonunu
sunmuslardir. Mann (1953), Mann iterasyon dizisini sunmustur. Dotson (1970),
Mann iterasyonlarini ¢esitli 6zel durumlarda incelemistir. Petryshyn ve Williamson
(1973), sdzde genislemeyen doniisiimlerin Mann iterasyonlarinin zayif ve kuvvetli
yakinsakligini ispatlamislardir. Ishikawa (1974), Ishikawa iterasyon dizisini
tamimlamigtir.  Tan ve Xu (1993), genislemeyen doniisiimlerin Ishikawa
iterasyonlarinin yakisaklik teoremlerini kurmuslardir. Ghosh ve Debnath (1997),
Banach uzaylarinda s6zde genislemeyen doniisiimleri i¢in Ishikawa iterasyonlarinin
yakinsakligini ~ gdstermislerdir. Daha sonra, Liu (2001), asimtotik sozde
genislemeyen dontisiimler i¢in Ishikawa iterasyon dizilerinin sabit noktaya
yakisakligi i¢in gerekli ve yeterli kosullari gostermiglerdir. Xu ve Ori (2001),
genislemeyen dontisiimlerin sonlu bir ailesi igin kapali (implicit) iterasyon siirecini
sunmuglardir. Xu ve Ori (2001), Hilbert uzayinda tanimlanan sonlu ailenin ortak
sabit bir noktaya bu siirecin zayif yakinsakligini ispatlamislardir. Zhou ve Chang
(2002), genislemeyen doniisiimlerin ve asimtotik genislemeyen doniisimlerin sonlu
bir ailesi igin ortak sabit bir noktaya bu siirecin zayif ve kuvvetli yakinsakligini
caligmiglardir. Sun (2003), asimtotik sézde genislemeyen doniisiimlerin sonlu bir
ailesi icin ortak sabit bir noktaya kapali iterasyon siirecinin kuvvetli yakinsakligin

ispatlamistir. Chidume ve Shahzad (2003), genislemeyen doniisiimlerin sonlu bir
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ailesi igin ortak sabit bir noktaya kapali iterasyon siirecinin kuvvetli yakinsakligini
gostermislerdir. Shahzad ve Zegeye (2007), genellestirilmis asimtotik s6zde
genislemeyen doniisiimlerin sonlu bir ailesi i¢in ortak sabit bir noktaya kapali
iterasyon siirecinin  kuvvetli yakinsakligim1 ¢alismislardir. Shahzad (2004),
genellestirilmis I-genislemeyen (I-nonexpansive) doniisiimler igin bir iyi yaklasim
sonucunun degismeli olmayan versiyonunu gostermigtir. Temir ve Giil (2007),
Hilbert uzayinda l-asimtotik sozde genislemeyen (l-asymptotically quasi
nonexpansive) doniisiim i¢in zayif yakinsaklik teoremi, yukarida gelistirilen
sonuclardan farkli bir yaklasim kullanilarak ispatlamislardir. Rhoades ve Temir
(2006), Opial kosulunu saglayan diizgiin konveks Banach uzayinda I-genislemeyen

doniisiimiin Mann iterasyon dizisinin zayif yakinsakligin1 kurmuslardir.
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2. ONCEKI CALISMALAR

2.1. Diziler

Tammm 2.1.1. [J dogal sayilar kiimesinden [I reel sayilar kiimesine

tanimlanan her fonksiyona bir reel terimli dizi veya kisaca dizi denir ve (Xn)

seklinde ifade edilir.

Tamm 2.1.2. Her nel] i¢in X, <M olacak sekilde bir M reel sayis1 varsa

(Xn) dizisine iistten smirhidir denir. M sayisina da bu dizinin bir iist sinir1 adi

verilir. Ust sinirlarmin en kiigiigiine de dizinin en kiigiik iist sinir1 veya supremumu
denir. sup x, veya ekusx, ile gosterilir.

Tanmm 2.1.3. Her nel]l i¢in X, > K olacak sekilde bir K reel sayis1 varsa
(x,) dizisine alttan simirlidir denir. K sayisina da bu dizinin bir alt siur1 adi verilir.

Alt sinirlarinin en biiyiigiine dizinin en biyiik alt sinir1 veya infimumu denir. inf x,

veya ebasx, ile gosterilir.

Tamm 2.1.4. Her nelJ igin |Xn| < A olacak sekilde bir A pozitif reel sayisi

varsa (Xn) dizisine sinirlt dizi denir.

Tanim 2.1.5 (Xn) bir reel say1 dizisi olsun ve X, €[] olsun. Her &£>0 ig¢in
n>n, oldugunda |Xn - XO| < ¢ olacak sekilde bir n, €[] sayis1 bulunabiliyorsa (Xn)

dizisi X, a yakinsaktir denir ve limx, =X, veya (Xn ) —> X, seklinde gosterilir.

n—oo

Yakinsak her dizi sinirlidir ve limiti tektir (Kolmogorov ve Fomin, 1970).
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Tamm 2.1.6. Bir (x,) dizisi verilsin. Her ne[ igin x, <X, ise bu diziye

n+1

monoton artan dizi denir. Her ne[] i¢in X, > x,,; iSe monoton azalan dizi denir.

n+1

Tamm 2.1.7. x:0 -0, x(n)=x, dizisi verilsin. n:0 -0, n(k)=n,
dizisi bir artan dizi olmak iizere (Xon):D —[] bileske fonksiyonuna (Xn) dizisinin

bir alt dizisi denir ve (xon)(k)=x(n(k))=x(n,)=x, seklinde gdsterilir.

Teorem 2.1.1. Gergel degerli bir (Xn) dizisinin yakinsak ve limitinin L
olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul (Xn) dizisinin biitlin (Xnk) alt dizilerinin de ayni

L limitine yakinsamasidir. Her sinirli reel say1 dizisinin en az bir yakinsak alt dizisi

vardir (Kolmogorov ve Fomin, 1970).

Tamim 2.1.8 Herhangi bir X uzayinda (x,) dizisi verilsin. O zaman

limx, = limsupx, =inf (sup(xn ))

ML\ n=m
seklinde tanimlanan limit degerine ( Xn) dizisinin Ust limiti denir.

Benzer olarak

limx_ = liminf x. =sup(

m>1

inf (x,))

n=m

seklinde tanimlanan limit degerine (Xn) dizisinin alt limiti denir.

Teorem 2.1.2. (Xn) sinirl bir dizi ise limsupx, ve liminf x, sirasiyla (Xn)

dizisinin en biiyiik ve en kii¢iik limit noktasidir ve
liminf x, <limsupx, ve liminf(—x,)=—limsupx,

dir (Kolmogorov ve Fomin, 1970).
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Teorem 2.1.3. (Xn) reel sayilarin sinirl bir dizisi olsun. O zaman
limx =limx =x<limx, =x
dir (Kolmogorov ve Fomin, 1970).

Tanim 2.1.9. (Xn) reel terimli bir dizi olsun. Her & >0 sayisina kars1 gelen
bir n, el] sayist m,n>n, alindiginda |Xm—Xn|<8 olacak sekilde bulunabiliyorsa

(Xn) dizisine Cauchy dizisi ad1 verilir.

2.2. Metrik Uzaylar

Tamm 2.2.1. X bos olmayan bir kiime olsun. d: X xX —[1 fonksiyonu,

her x,y,ze X igin
(M1) d(x,y)=0
(M2) d(x,y)=0cx=Yy
(M3) d(x,y)=d(y,x)
(M4) d(x,y)<d(xz)+d(z,y) (iiggen esitsizligi)

kosullarini sagliyorsa d ye X fiizerinde bir metrik ad1 verilir. (X , d) ikilisine de bir

metrik uzay denir. (X,d) metrik uzay1 kisaca X ile gosterilir.

Tanmim 2.2.2. X bir metrik uzay ile bu uzayin bir X, noktasi ve pozitif bir r

reel sayisi1 verilsin. Bu durumda
B(X,r)={xeX:d(x,x)<r}

kiimesine X, merkezli ve r yarigaph agik yuvar,
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B(x:r)={xeX:d (%, x)<r}

kiimesine X, merkezli ve r yarigapli kapali yuvar,

S(%,r)={xeX:d(x,x)=r}
kiimesine de x, merkezli ve r yaricapli yuvar yiizeyi denir.

Tanim 2.2.3. [I nin baz alt kiimelerinin bir M sinifi géz 6niine alinsin. Bir

Acl] kiimesi i¢in, Ac U A, A, € M yazilabiliyorsa M smifina A kiimesinin

AeA
bir 6rtiisii ad1 verilir. Bu durumda A kiimesinin her noktast M sinifi i¢inde bulunur.

M deki biitiin kiimeler agiksa bu smif bir a¢ik oOrti admi alir. M smifi

AA, .. A,... gibi kimelerin olusturdugu sayilabilir bir sinifsa ve ACUA

i=1

yazilabiliyorsa M sinifina A nin sayilabilir ortiisii denir.

Tanim 2.2.4. M smifi bir Ac[] kiimesinin bir 6rtiisii olsun. A, her tiyesi
M nin i¢inde olan bir alt kiimeler sinifiysa ve A sinifi da A kiimesinin bir ortiisii

ise Ac M alt sinifi A nin bir alt ortiisii adinm alir.

Tamm 2.2.5. Bir Ac[] kiimesinin her agik Ortiisiiniin sonlu bir alt ortiisii

varsa A ya kompakt kiime adi verilir.

Onerme 2.2.1. Bir metrik uzaym kompakt alt kiimesi kapali ve siirlidir
(Bayraktar, 1992).

Tamm 2.2.6. X kompakt bir kiime ise X metrik uzayma kompakt metrik

uzay denir.
Her kompakt metrik uzay tamdir (Bayraktar, 1992).

Tanmm 2.2.7. X bir metrik uzay ve A bir alt kiimesi olsun. Bir xe X
noktasinin A kiimesine uzaklig1 bu noktanin A nin tiim noktalarina uzakliklarinin

infimumudur.
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d(x A)=inf{d(xy):yeA}

Tamm 2.2.8. X bir metrik uzay ve A ile B birer alt kiimesi olsun. A ve B

kiimesinin birbirine uzakligi, x € A ve y € B i¢in
d(AB)=inf{d(xy):xeAyeB|
dir. Bu tanimda d (A, B) =d (B, A) oldugu agiktir.

Iki kiime arasindaki uzakligm sifir olmasmin bu kiimelerin ayn1 oldugunu

ifade etmedigi agiktir.

Tamm 2.2.9. X metrik uzaymin bir alt kiimesi A olsun. X,y € A i¢in bir A

alt kiimesinin ¢api,
d(A)=sup{d(x,y):x,yeA]
ile tanimlanir.

Tamm 2.2.10. X bir metrik uzay, bu uzay i¢inde bir dizi (Xn) ve xe X
olsun. Her £>0 igin n;<n oldugunda d(x,,X)<e& ya da x, €B(x,&) olacak

sekilde bir n, dogal sayis1 varsa (X, ) dizisi x noktasina yakinsiyor denir. Bu durum

X, = X yada limx, = x seklinde ifade edilir.

N—o0

Onerme 2.2.2. Bir X metrik uzayinda yakinsak her dizi smirhdir ve limiti

tektir (Kolmogorov ve Fomin, 1970).

Tanm 2.2.11. X bir metrik uzay ve (x,) bu uzayda bir dizi olsun. Her

g >0 i¢in m,n> n,oldugunda
d(Xy X, )<é&

m?n

olacak sekilde bir n, dogal say1s1 varsa (Xn) dizisine bir Cauchy dizisi denir.



2. ONCEKIi CALISMALAR Goknur AYKANAT

Tammm 2.2.12. Bir X metrik uzayindaki her Cauchy dizisi X icinde

yakinsak ise X metrik uzayina tam metrik uzay denir.
2.3. Normlu Lineer Uzaylar
Tanim 2.3.1. X bos olmayan bir kiime ve K bir say1 cismi olsun. Her
X,y,Ze X vehera,feKigin
1) Xx+y=y +X
Dx+(y+z)=(x+y)+z
3) X+ 6 =X olacak bi¢cimde bir 8 6gesi var
4) X+Xx'=8@ olacak bigimde bir X'e X 6gesi var

5) a(x+y)=ax+ay
6) (a+pB)x=ax+px
7) (afx)=a(px)

8) 1.x=x

kosullar1 saglaniyorsa X kiimesine K cismi {izerinde bir lineer uzay (vektor) uzayi

denir.

Tammm 2.3.2. X bir lineer uzay ve Ac X olsun. Eger X,ye A igin

0< A <1 olmak tizere ix+(1—ﬂ,) y € A oluyorsa A kiimesine konveks kiime denir.

Tamim 2.3.3. X bir lineer uzay olsun. N: X —[] doniisiimii her X,y e X
ve her a €K ig¢in

N1) N(x)>0 ve N(x)=0<=x=6
N2) N(ax)=|a|N(X)

N3) N(x+Yy)=N(x)+N(y)



2. ONCEKIi CALISMALAR Goknur AYKANAT

kosullarini sagliyorsa bu donilisime norm denir. X bir lineer uzay ve bu uzay

tizerinde bir norm tanimlanmis olsun. Bu uzaya normlu lineer uzay denir. Genel

olarak, N norm doniisiimii yerine || . || semboli kullanilir.
X normlu bir lineer uzay olmak iizere,
d:XxX >0 ; d(xy)=|x-Y|

seklinde tanimlanan d doniisimii X uzay1 lizerinde bir metriktir. Bu metrige norm

metrigi denir. Bu nedenle her normlu uzay bir metrik uzaydir (Bayraktar, 1992).

Tamim 2.3.4. (X | - ||) normlu lineer uzayinin alt kiimesi A olsun. Eger
R, =sup{|x—y[:xeAyeA}<w

oluyorsa A kiimesine X iginde sinirli kiime denir.

Tanm 2.3.5. (X|| . ||) normlu lineer uzay1 iginde bir (x,) dizisi verilmis
olsun. Her ¢ >0 i¢in n>n, oldugunda ||Xn—X||<5 olacak sekilde bir n, sayisi

bulunabiliyorsa (Xn) dizisi x noktasina yakinsaktir denir ve x, — X seklinde

gosterilir.

Onerme 2.3.1. (X,” : ||) normlu lineer uzayi iginde yakinsak her dizi

sinirhdir ve limiti tektir (Kolmogorov ve Fomin, 1970).

Tanmim 2.3.6. (X,|| . ||) normlu lineer uzayi iginde (X, ) dizisi verilmis olsun.

Her £>0 i¢in m,n >n, oldugunda

% =l <&

olacak sekilde bir n, sayisi bulunabiliyorsa (x,) dizisine Cauchy dizisi adi verilir.
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Onerme 2.3.2. (X|| . ||) normlu lineer uzay1 iginde her Cauchy dizisi

smirhidir (Kolmogorov ve Fomin, 1970).

Onerme 2.3.3. (X,| - |) normlu lineer uzaymnda (x,) bir Cauchy dizisi

X € X noktasina yakinsak bir (xnk) alt dizisine sahip ise (Xn) dizisi de x e

yakinsaktir (Kolmogorov ve Fomin, 1970).

Tamm 2.3.7. (X,” : ||1), (Y,|| : ||2) birer normlu lineer uzay, X uzayindan

Y igine f bir doniisiim ve X, € X olsun. Eger her ¢ >0 sayisina karsilik

[x=xl, <o =[f ()= (), <&
ya da buna denk olarak
f(B(x:9))=B(f (x).¢)
olacak sekilde bir 6 >0 sayisi varsa f fonksiyonuna x, noktasinda siireklidir denir.

Bir (X|| . ||) normlu lineer uzaymin her noktasinda siirekli olan f

doniistimiine X {izerinde siirekli bir fonksiyon ad1 verilir.
2.4. Banach Uzaylan

Tamim 2.4.1. X normlu lineer uzay olsun. X , norm metrigine gore tam ise

X uzayina Banach uzay1 denir.

Tanmm 2.4.2. X in normlu reel veya kompleks lineer uzay olusuna gore

Banach uzayina, reel veya kompleks Banach uzayi denir.

Ornek 240, 0" ={X=(X,%,%;,...X,):% €,i=12,..,n}  kiimesi

toplama, skalerle ¢arpma ve

10
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(S

normuna gore bir reel Banach uzaydir.

Tammm 2.4.3. X ve Y ayni bir K cismi ilizerinde iki lineer uzay olsun.

T:X —Y donisiimii her X,y e X ve her a eK igin
T(x+y)=T(x)+T(y)

T(ax)=aT(x)
ya da buna denk olarak her x,y e X ve «, K igin

T(ax+pBy)=aT (x)+ BT (y)

sartin1 sagliyorsa T donilisiimiine lineer doniisiim denir.

Eger T donilisiimii yukaridaki sartlardan herhangi birini gerceklemezse T

doniistimiine lineer olmayan doniisiim denir.

Tamm 2.4.4. (X,| - [) ve (Y,] - ) iki normlu uzay ve T:X —Y bir

doniisiim olsun. Her X € X i¢in
[T ()< M
olacak sekilde bir M >0 sabiti varsa, T doniisiimiine sinirli doniisiim denir.

Tamm 2.4.5. X bir lineer uzay olsun. Bu uzayin bir vektoriine bir skaler say1

kars1 getiren bir f : X — F fonksiyonu lineer fonksiyonel olarak adlandirilir.

Lineer fonksiyonellerin olusturdugu X*:L(X,F) lineer uzaymna da X

uzayinin cebirsel duali adi verilir.

11
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Tanmim 2.4.6. (X|| . ||) bir normlu lineer uzayi iizerindeki tiim siirekli lineer
fonksiyonellerin olusturdugu lineer uzayina X uzayinin topolojik duali adi verilir.

f': X —F smurl lineer fonksiyonellerin olusturdugu topolojik dual X' = B(X : F)

ile gosterilir.

X" de bir normlu lineer uzaydir ve F tam oldugu i¢gin X tam olmasa bile

X' daima bir Banach uzayidir. X' topolojik dualinin, X~ cebirsel dualin alt uzay

oldugu agiktir.

Tamim 2.4.7. X normlu lineer uzaymm X' duali de normlu lineer uzay
oldugundan bu uzayin da duali, yani X tizerinde her siirli stirekli fonksiyonele bir
skaler say1r karsit getiren siirekli lineer fonksiyonellerin olusturdugu lineer uzay

tanimlanabilir. (X ’)' = X" lineer uzayina X in bi duali (ikinci duali) ad1 verilir. X"

bir Banach uzayidir.

Tamm 2.4.8. T: X — X" fonksiyonu lineerdir. T fonksiyonuna, X uzayinin

X" uzay1 igine kanonik doniisiimii ad1 verilir. I" kanonik doniisiimiiniin erigim uzay1
X" bi dualinin tiimiinii kapsarsa yani iR(F) = X" ise X uzay1 norm refleksif ya da

kisaca refleksif olarak adlandirilir. X" daima tam oldugundan bir X normlu lineer

uzay1 ancak Banach uzayi ise refleksif olabilir.

Bir Banach uzayi ancak ve ancak duali refleksif ise refleksif olur (Suhubi,
2001).

Tamm 2.4.9. X bir Banach uzayi olsun. Her X,y € X igin ||X|| <1, ||y|| <1 ve

X+Yy

||x—y|| >0 iken TH <1 ise X uzayma siki (strictly) konveks Banach uzay1 adi

verilir.

Tanim 2.4.10. X bir Banach uzay1 olsun. Eger her X,y € X ve herhangi bir
e (O, 2] icin

12
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<1, [y]<t ve [x=y]>¢

iken

<o

olacak bigimde bir 5=5($)>O sayist bulunabiliyorsa X uzayma diizglin

(uniformly) konveks Banach uzay1 denir.

Diizgiin konveks Banach uzay1 refleksifdir (Suhubi, 2001).

Tanim 2.4.11. X normlu lineer uzayi iginde bir dizi (x,) ve x, e X olsun.

Eger,

fimf, -] =0
ise (Xn) dizisi x, noktasina kuvvetli yakinsiyor denir ve limx, = x, seklinde ifade
edilir.

Tanmm 2.4.12. X normlu lineer uzay: i¢inde bir dizi (Xn) dizisi verilmis

olsun. Eger, her f € X' i¢in

lim f(x,)=f(x)

Nn—o0

olacak bigcimde bir X, € X elemani varsa (Xn) dizisi (Xo) a zay1f yakinsiyor denir ve

X, —— X, seklinde ifade edilir.

Tanmm 2.4.13. X normlu lineer uzay1 lizerinde sinirli lineer fonsiyonellerin

bir dizisi (fn) olsun. Eger her xe X i¢in f (X) —f (X) olacak sekilde bir f e X'

fonksiyoneli varsa, (fn) dizisi f ye *—zayif yakinsar denir ve fn%f seklinde

ifade edilir.

13
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Ornek 2.4.2. X Banach uzay, X, xe X, f,feX nell olsun.

n

@ x,—>x%x, f,>f

(b) x, ——>x, f,—>>f

n

€ x,——>x, f —2>f

ise n —> oo iken f (x,)— f(x) dir.
Teorem 2.4.1. X normlu lineer uzay1 iginde (Xn) bir dizi olsun. O zaman,
(i) x, > x, ise x, ——> X, dur.
(i) (i) sartinin tersi genelde dogru degildir.

(iif) boy X <o ise X, — X, < x, ——> X, dir (Kolmogorov ve Fomin, 1970).

Ispat: (i) x, > x ise |x, —x| =0 dir. Her f e X" igin, n— oo iken

fa ()= £ () =[F (6 =) <[ f]l[%, =] >0
dir. Boylece x, —— x dir.

(i) 1< p<co igin I, uzayr alinsin. Her f el ™ ve her xel,, yel,

l+1:1 i¢in

f (%)= XY
k=1

dir. Eger,

14
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5'=(10,0,..,0), 6°=(0,10,..,0), 6°=(0,01..,0) ise 0 zaman n=m

1
i¢in ‘5” -o" H=2p olur. Boylece, (5”) kuvvetli yakinsak degildir. Her f el ™ i¢in

f(5“)= Y., Yel,, n—>oo iken y, — 0 1 saglar yani f(é‘”)—)O dir. Bu sebeple

(5”), 0 (sifira) zayif yakinsaktir.

(iii) boy(X)=k ve X,——>X ve X in bir tabani da (el,ez,...,ek)

olsun.
X, = ozl(”)e1 + ocz(r‘)e2 ot ozk(“)ek
x=a"e +a,%, +..+a e,

seklinde ifade edilsin. Kabulden dolayr her f € X' i¢in f(Xn)—) f (X) dir. Ozel

olarak f,, f,,..., f, ailesi alinsin.
fi (%)= f;(x)

olarak tanmmlanirsa o zaman, f(x,)=a," ve f (x)=a,"” olur. Boylece

f, (%)= f,(X) = a,"" —a,” dir. Busebeple, n— o iken

IA

zk:(ajm) —a)e,

=t

%, =] =

i
=1

(e, -, )

Jesl =0

elde edilir. Bu (x,) dizisinin x e kuvvetli yakinsadigin1 gsterir.

Ornek 2.4.3. Bir refleksif Banach uzayinda her sinirh dizi, zayif yakinsak bir

alt diziye sahiptir (Kolmogorov ve Fomin, 1970).

Coziim: X refleksif Banach uzay1 ve (Xn), X iginde sinirh bir dizi olsun.

Her n icin ||Xn||Sk olacak sekilde bir k sabiti vardir. M, X, X,,X;,... vektorleri ile

15
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taniml1 kapali alt uzay olsun. O zaman, M ayrilabilirdir. M ayn1 zamanda

refleksifdir. Ciinkii X refleksif Banach uzayinin kapali alt uzayidir.

Boylece M =M" dir. Bu sebeple M~ ayrilabilirdir. Sonu¢ olarak M”
ayrilabilirdir.

{ f.11=123 } , M” 1 sayilabilir yogun alt kiimesi olsun. Her n igin

f,(%,)

S U

dir. (fl(xn)), skalerlerin sinirli bir dizisidir. Bu sebeple, k — oo iken (fl(xl,k))
yakinsak olacak sekilde (Xn) in sl=(><11,x12,x13,...) bir alt dizisi vardir. Benzer
sekilde k — oo iken (fz(xz,k)) yakinsak olacak sekilde (S,) in S, =(%y, X, Xp5,...)
bir alt dizisi vardir. Genel olarak, k — oo iken (f,(x,,k)) yakmsak olacak sekilde
(Sot) IN S, =(Xygs Xy2s X3---) bir alt dizisi vardir. $=(Xy, Xy, Xg3,...) diagonal dizisi
alinsin. O zaman, n=123,... i¢in s, bir alt dizisi s dir. Her bir f eM” icin

n—oo iken (f,

(Xm )) yakisaktir. Boylece her f e M igin (f (Xnn)) yakinsaktir.

F(f)=Ilimf(x,) tammlansm. O zaman, ‘F(f)‘S”f”sup”xnn”Sk”f”, feM™
(")

N—o0

oldugunu gosterir.

f (p) =F ( f ) olacak sekilde pe M, M nin refleksif olmasindan saglanir.

Her f e M igin

f(p)=Ilimf(x,)

n—o0

olur. Bu nedenle (Xnn) dizisi p noktasina zayif yakinsaktir.

Tanmm 2.4.14. T, C den C igine tanimli bir doniisim olmak iizere

F=F (T) = {X eC:T (X) = X} seklinde bir kiime tanimlansin. F kiimesinin her bir

16
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X elemanina T donilisiimiiniin sabit noktasi, F kiimesine de T doniisiimiiniin sabit

noktalarinin kiimesi denir. C kiimesi bos olmayan bir kiimedir.

Ornek 2.4.4. g:00 >0, g(x):§+1 doniisiimiiniin sabit noktalarmdan
X

biri,

dir.

Tamm 2.4.15. ¢:0° — 0" fonksiyonu 0 da siirekli, artan bir fonksiyon ve
¢(0)=0 kosulunu saglasin. (X,d) ve (Y,p) metrik uzaylar olmak {izere

f : X =Y fonksiyonu her x,,x, € X icin

P(1(6). (%)) <(d (%))

bagintisini gerceklerse ¢ ye f fonksiyonun bir siireklilik modiilii ad1 verilir.

Tanim 2.4.16. k>0 bir sabit olmak iizere siireklilik modiilii ¢(d)=kd

seklinde olan fonksiyonlar Lipschitz siifini olusturur ve her x;, X, € X i¢in

p(f(xl)’ f (Xz))gkd (¥%%,)

oldugundan Lipschitz siirekli fonksiyonlar olarak adlandirilir. k sayisina Lipschitz

sabiti ad1 verilir.

Tamm 2.4.17. X bir metrik uzay ve f : X — X fonksiyonu bu uzay1 kendi
igine doniistiirsiin. Her X,y e X nokta ¢ifti ve 0<k <1 kosulunu saglayan bir k reel

sayisl i¢in

d(f(x). F(y))<kd(xy)

17
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kosulu saglaniyorsa f ye bir biizilme dontsiimii adi verilir. Bir biiziilme

doniisimiiniin Lipschitz siirekli bir fonksiyon oldugu agiktir. k Lipschitz sabiti bu

durumda biiziilme sabiti olarak adlandirilir.

Teorem 2.4.2. Tam metrik uzay iizerinde her biiziilme donisiimii, bir tek

sabit noktaya sahiptir (Kolmogorov ve Fomin, 1970).
Ispat: x, e X ve (Xn) dizisi agagidaki gibi tanimlansin.

X =TXy, X =TX, X3 =TX,, ..., X, =TX

n n-19° *°**

X, dizisine iterasyon dizisi ad1 verilir.
d (%) =d (T (%).T (%)) <kd (%, %) =k'd (%, (%))
d (%, %) =d(T(x),T(x))<kd(x,%)=k*d (%, T (%))

d(%,%)=d (T (%), T (%)) <kd (%, %) =kd (%, T (%))

d (%, %0) =0 (T (X,). T (%)) <kd (X, %, ) =k"d (%, T (%))

dir. Herhangi bir m pozitif tam sayisi i¢in

d (%, X ) S A (X, Xpg )+ 0 (X X ) oo H 0 (X g0 X))

<k (%5, T (%)) + K™ (%, T (%)) + K™ (%5, (%))
<(K"+K™ k™) d (%, T (%))

k" —k"™

=ﬁd(xo’-r(xo))

n

<1k—kd(x0,T(x0))

ve O0<k <1 dir.

18
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Bu sebeple n—co iken d(x,,x,)—>0 elde edilir. Bylece (x,) dizisi
Cauchy dizisidir. X tam oldugu i¢in (xn) dizisi x e yakimsaktir. x, T nin sabit bir

noktasi yani T(X)=X olsun.

d(xT(x))<d(xx,)+d(x,T(x))
d (%, %,)+d(T (x,4).T(x))
d

(X, %, ) +kd (X, X)

IA

<

sebebiyle d(x,T(x))—0 bulunur. Béylece T(X)=x yani x, T nin sabit bir

noktasidir.

T (y) =Y olacak sekilde y e X olsun.

d(xy)=d(T(x),T(y))=kd(xy)

elde edilir. Eger x=y ise d(X, y)>0 dir. ¢>1, 0<c<1 olmasiyla gelisir. Bu

celiski X =Yy oldugunu gosterir. Boylece tek sabit nokta mevcuttur.

Teorem 2.4.3. Tam metrik uzay iizerinde biiziilme doniisiimii olmayan

dontisiimlerin de sabit noktasi var, hatta tek olabilir (Suhubi, 2001).

Ornek 2.45. T(x)= 2+%X, Xe[O,l] seklinde tanimlanan T :[O,l]—)D

dontistimi [0,1] tizerinde biiziilme dontisiimiidiir, fakat bu aralikta sabit bir noktaya
sahip degildir.

Coziim: d :[O,l]x[O,l] -0, d (X, y) =||X— y|| seklinde tanimlanan uzaklik
fonksiyonu [0,1] tizerinde bir metriktir. d metrigine || . || normunun indirgedigi

metrik adi verilir. Her X, ye[O,l] ve 0<k <1 kosulunu saglayan bir k reel sayisi

i¢cin
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d(T(x),T(y))<kd(xy)
IT(x)-T ()| <klx-y]

1 1
2+Ex—(2+5y <k|x-y]|

2+Ex—2—5y <k|x-y]|

=x-2y|<k|x-y]

1
Slx=yl<k]x-y|
%=yl < 2k[x~y]

0<2k<1:>0<k<%
dir. T, [O,l] tizerinde biiziilme donlisimidiir. X e[O,l] icin
1 X
T(x)=x:>2+§x=x:>2=5:>x=4e[0,1]

dir. Gergekten T doniistimil [O,l] araliginda sabit bir noktaya sahip degildir.

2.5 Genislemeyen Doniisiimler

Tanmm 2.5.1. X Banach uzayi ve C, X in kapali konveks bir alt kiimesi
olsun. Eger T :C — C lineer olmayan doniisiimii her X,y € C igin

[T ()-T ] <lx-]
esitsizligini gercekliyorsa T doniisiimiine C iizerinde genislemeyen doniigiim denir.

Ornek 2.5.1. X Banach uzay1 ve C, X in kapali konveks bir alt kiimesi
olsun. T:C —C déniisiimii, T (x) :g+a, (a;t 0) seklinde tanimlansin. O zaman

T genislemeyen bir doniistimdiir.
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Coziim: Gergekten her X,y €C ve a=0 i¢in

_(zj _
2 2

E_Xuzwgnx_y”

2 2 2

Ire)-T)-|

dir.

Teorem 2.5.1. X Hilbert uzayr ve C, X in kapali smirli konveks bir alt
kiimesi olsun. O zaman T :C — C ye her bir genislemeyen donilisiim en az bir tane

sabit noktaya sahiptir (Petryshyn ve Williamson, 1973).

Diizgiin konveks Banach uzayinda da Teorem 2.5.1. gegerlidir.

Uyan 2.5.1. C:[O,l] ve E(X):XGC olsun. Sabit noktanin tekligi E

doniistimiinde ki gibi Teorem 2.5.1. de tanimli T doniisimiinde gerekli degildir

(Petryshyn ve Williamson, 1973).

Tanmm 2.5.2. X Banach uzay1 ve C, X in kapali konveks bir alt kiimesi

olsun. Eger T :C —C siirekli doniigiimii her xeC ve her peF(T) igin

[T (x)= || <[~ pl

esitsizligini gergekliyorsa T doniisiimiine C {izerinde sdzde genislemeyen doniisiim

denir.

Ornek 2.5.2. X Banach uzayr olsun. T doniisimi T(0)=0 ve

T(x)= gsin (%j ., (x#0) seklinde tanimlansin. T sozde genigslemeyen

dontistimdiir.
- .. 0. (1 ..
Coziim: Gergekten x=0 i¢in T(0)= Esm 0)= 0 ve x=#0 icin

T(x)= gsin (1) = 2=sin (lj dir. Bu miimkiin degildir. O zaman T nin tek sabit
X X

noktast 0 dir. ye X ve p=0 i¢in T sozde genislemeyen doniisiimdiir.
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()

<

I () ol =7 (-0l - 3

Y
2

<[y|=ly-p]

bulunur.

Tamm 2.5.3. X Banach uzay1 C, X in bos olmayan bir alt kiimesi ve

F(T), T nin sabit noktalarinin kiimesi olsun. T :C —C déniisiimii, her x,y e C ve

n>1 igin

olacak sekilde n— oo iken r, —0 ile (r,) =[0,0), poxzitif reel say1 dizisi varsa T

T () -T"(¥)] < @+r)[x-y

doniisiimiine asimtotik genislemeyen doniisiim adi verilir.

Tanim 2.5.4. X Banach uzayi, C, X in bos olmayan bir alt kiimesi ve

F (T), T nin sabit noktalarinin kiimesi olsun. T :C — C doniisimi her xeC, her

pe F(T) ve n>1 igin

olacak sekilde n— oo iken r, —0 ile (r,) =[0,0), pozitif reel say: dizisi varsa T

T (x)-T"(p)| < (1+r)[x—pl

doniistimiine asimtotik s6zde genislemeyen doniisiim ad1 verilir.

Tamm 2.5.5. X Banach uzayi, C, X in bos olmayan bir alt kiimesi olsun.

T :C —C doniisiimii her X,y €C ve n>1 igin

olacak sekilde L >0 sabiti varsa T doniigiimiine diizgiin L — Lipschitzian adi verilir.

T"()-T"(y)|<L|x-Y]

Uyan 2.5.2. Asimtotik genislemeyen doniisiim, sabit nokta kiimesi bostan
farkli olmak sartiyla ayn1 zamanda asimtotik s6zde genislemeyen doniisiimdiir. Tersi

her zaman dogru degildir (Shahzad ve Zegeye, 2007).
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Tanim 2.5.6. X Banach uzayi, C, X in bos olmayan kapali konveks bir alt

kiimesi, T :C —C bir doniisiim olsun. Her xeC, her pe F(T) ve n>1 igin

esitsizligi saglanacak sekilde lims, =0=Ilimc, ile (Sn),(Cn) c [0, oo) reel say1

n—o n—o

T (X)=p| <[x=pll+s,[x— pl +c,

dizileri mevcutsa ve F(T)#& ise T ye genellestirilmis asimtotik sozde

genislemeyen donilisiim adi verilir. Genellestirilmis asimtotik sézde genislemeyen

doniistimii asagidaki sekilde de tanimlayabiliriz.

esitsizligi saglanacak sekilde lims, =0=Iimc, ile (Sn),(cn)c[o,l) reel sayi

nN—o0 n—o

T"(x)- pHs”x— p|+s, [x— p[+c, x—T”(x)H

dizileri mevcutsa ve F(T)=Q ise T ye (s,) ve (c,) ile iliskili genellestirilmis

asimtotik s6zde genislemeyen doniisiim adi verilir.
Uyan 2.5.3. Asagidakileri bu sekilde de ifade edebiliriz.

Eger, her n>1 i¢in ¢, =0 ise o zaman genellestirilmis asimtotik sozde

genislemeyen doniisiim, asimtotik s6zde genislemeyen doniistime kisitlanir.

Eger, her n>1 i¢in s, =c, =0 ise o zaman genellestirilmis asimtotik sdzde

genislemeyen dontisiim, sézde genislemeyen doniisiim olur.

Eger, her n>1 icin s, =0 ise o zaman genellestirilmis asimtotik sozde

genislemeyen doniisiim, genellestirilmis s6zde genislemeyen doniisiime kisitlanir.

Genellestirilmis asimtotik sdzde genislemeyen doniisiim olan, genellestirilmis

sozde genislemeyen doniisiim olmayana asagidaki drnek verilebilir.

Ornek 2.5.3. X =17 ile | - | normu her x=(%,%,,... X,,...) € X igin
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||x||=J§xf

seklinde tammh ve C={X=(X,X,mX,,...):% <0,% €0,i=2,3,..} olsun. O

zaman C, X in bos olmayan bir alt kiimesidir.
Coziim: Herhangi bir X=(x,%,,...,X,,...) €C igin
T(x)=(0,4x1,0,0,...,0,...)

seklinde bir T:C —»C donlisimii tanimlansin. T nin genellestirilmis asimtotik

s0zde geniglemeyen donilisiim oldugunu goérmek kolaydir. Gergekten herhangi bir

X:(Xl,XZ,...,Xn,...)eX icin T(X)=X alinirsa,

(0,4%,0,0,...,0,...) = (X, X, X3, X400, Xoo.), F(T)={0} ve her n=23,...

i¢in
Tn(X)z(0,0 0,...,0 )
dir.
Her s, [0,1) ve ¢, €[0,1) igin
[T (%)= pll=(1+ s)lIx=pl =[x =T (x)]
=11(0,4%,,0,0,...,0,...)[| = (145, )[[(X0s Xz Xg: Xgoeees Xg )|
= € (X0 Xps =A%, X X0 )|
=4x, —(1+s, \/Zx \/ 2—4x1)2+ixi2
i=3
<0
ve
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x—T”(x)H

T (X)_ p“_(1+sn)||x_ p”_Cn
~0- (L5, )|l-c, ]
=0—(1+s,+c, )|
<0

dir. Her n=2,3,... i¢in (s,) ve (c,) <[0,1) ile lims, =0=1limc, ve bu sebeple T

genellestirilmis  asimtotik sozde genislemeyen bir doniisiimdir. Fakat T,

genellestirilmis sdzde genislemeyen doniisiim degildir. Gergekten,
0 4
X :(—2,—2,0, 0,...,0,...) eC, s = 5 € [O,l)

aliirsa o zamarn,

7 ()=l == e =T ()
=H(o,—8,o,o,...,o,...)H—H(—z,—z,o,0,...,o,...)H—gH(—z,s,o,o,...,o,...)H
=8-+/8-0,81/40 =0,11192861... > 0

elde edilir. Bu ise T nin genellestirilmis sézde genislemeyen doniisiim olmadigini

gosterir.

Ornek 25.4. cz{—l,l} ve x#0 igin T(x):fsin(lj, Xx=0 icin
T 2 X

T(X)zO olsun. T doniisimii genellestirilmis s6zde genislemeyen doniistimdiir

fakat asimtotik sozde genislemeyen ve asimtotik genislemeyen doniisiim degildir.

Cilinkii Lipschitz degildir.

Tanim 2.5.7. X Banach uzay1 ve C, X in herhangi bir alt kiimesi olsun.

T,1:C — C lineer olmayan doniisiimleri verilsin. Her X,y € C i¢in

IT)-T () <[r(x)-1(y)

esitsizligi saglaniyorsa T doniisiimiine | -genislemeyen doniistim ad1 verilir.
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Tanmm 2.5.8. X Banach uzay1 ve C, X in herhangi bir alt kiimesi olsun.

T,1:C — C lineer olmayan doniisiimleri verilsin. Her xeC ve her peF (T)i(;in

IT(x)=p[[<]r (x)-p

esitsizligi saglaniyorsa T donisiimiine, | -sdzde genislemeyen doniisiim ad1 verilir.
Ornek 2.5.5. X reel normlu uzay ve C =[0,1] olsun. 0<x S% igin T (x)=1

%<x£1 igin T(x)=0ve 0< XS% igin 1(x)=0, %<x£1 igin 1(x)=1 olsun,

O zaman F(1)={0,1} konvekstirama T vel déniisiimlerinin ortak sabit bir noktasi

yoktur.

Ornek 2.5.6. X =07 ve |(x,y)|=[x/+|y|, (x,y)€D? olsun.T ve I

dontigiimleri X Ttizerinde asagidaki sekilde tanimlansin

1

1 1
T(x, y):[E(X—Z),E(x2 + y—4)) (X, y):(E(X—Z), X% + y—4)
aciktir ki T, | — genislemeyen bir donitisiimdiir. EK olarak F(T) ={—2, O},
F(I)z{(—Z, y):yeD} ve C(I,T)={(x,y):y=4—x2,XED} olur.

Boylece (T, I) stirekli doniistimiidiir. F(I) konvekstir ve T ile| dontisiimlerinin

ortak sabit noktasi (—2, 0) dir.

Tamim 2.5.9. X Banach uzay1 C , X in herhangi bir alt kiimesi olsun.

=0

X =T (x,)

T:C —C ye déniisiimii tanimlansin. C iginde (X,) dizisiile lim

n—o0

verilsin. x, — p eC olacak sekilde (x,) in bir alt dizisi (xni) mevcutsa o zaman T

doniigiimiine yar1 kompaktir (semi-compact) denir.
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Tamim 2.5.10. X Banach uzayi olsun. x e X ve bu X elemanina zayif

yakinsayan herhangi bir (x,) dizisi ile her x #y igin
liminf X, = x| < liminf %, =]

ise 0 zaman X , Opial sartin1 saglar denir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

Calisma tamamen teorik olup, bu tezde kaynaklar kisminda verilen ¢aligsmalar
detayli olarak incelenerek mevcut sonuglar karsilastirilmaktadir. Daha iyi bir
yaklasim elde etmek i¢in hangi kosullar altinda sonuglarin elde edildigi incelenip, bu
verilmis olan kosullar yerine 6zel kosullar alinarak iterasyon dizilerinin zayif ve
kuvvetli yakinsakliklar1 arastirilmaktadir. Ozellikle, Mann ve Ishikawa iterasyon
dizilerinin genislemeyen ve onun genellesmeleri olan doniisiimler i¢in kuvvetli ve
zayif yakinsakliklar1 ile ilgili olan makaleler internet ortamindan ve degisik
kiitiiphanelerden temin edilerek, ¢alismalarimiza esas teskil eden konu ayrintilart ile
ele alinmistir. Bu makalelerde elde edilen sonuclar karsilastirilarak, genislemeyen ve
onun genellesmeleri olan doniisiimlere uygulanabilirligi incelenmistir. iterasyon
dizilerinin zayif ve kuvvetli yakinsakliklar1 igin gerek ve yeter kosullar bu
doniistimler icin arastirilmistir. Ayrica genislemeyen ve sdzde genislemeyen
dontisiimlerin sonlu bir ailesi i¢in kapali iterasyon siirecinin kuvvetli ve zayif

yakinsakliklari ile ilgili baz1 sonuglar elde edilmistir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

4.1. Sozde Genislemeyen Doniisiimlerin Iterasyon Dizileri icin Kuvvetli ve
Zayif Yakinsakhiklar

Bu boliimde, Petryshyn ve Williamson (1973), ayrintili olarak incelenmistir.
Ayrica Petryshyn ve Williamson (1973), Banach uzaylarinda s6zde genislemeyen
dontigiimler i¢in Mann iterasyon dizilerinin ortak sabit bir noktaya yakinsakliklar
kullanilarak elde edilen sonuglar gelistirilmektedir.

Tanmm 4.1.1. X Banach uzay;, C, X in konveks bir alt kiimesi ve

T :C — C bir doniigiim olsun. x,€C, A€ (0,1) ve ue [O,l) igin

X =T, (%) T, =(1=A)E+AT[(1-u)E+ 4T |

olacak sekilde x, =T, ﬂ(xo) iterasyon dizisine Ishikawa iterasyon dizisi ad1 verilir.

u=0ise T, , =T, dir (Ishikawa, 1974).
Burada E:C —»C, E(X) = X olan birim doniisimdyir.
Ishikawa iterasyon dizisi asagidaki sekilde de tanimlanabilir.
a,, 3, €[0,1] ven=1 igin,

Xpo = (1= ) X, + a1, Ty,
Yo =(1=8)%, + B,TX,

dir.

Eger T, =(1-p)E+uT ise T, , =(1-A)E+ATT, olur.
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Goknur AYKANAT

X, =T (%), T, =(1-2)E+AT olacak sekilde (x,) dizisi tammlansin. x, =T, (X, )

iterasyon dizisine Mann iterasyon dizisi ad1 verilir (Ghosh ve Debnath, 1997).

Mann iterasyon dizisi asagidaki sekilde de tanimlanabilir.
a, €[0,1] ve n>1 igin,
X0 = (1—at, ) X, +a,TX,
£, =0 ise her n i¢gin Ishikawa iterasyon dizisi Mann iterasyon dizisine doniisiir.

C i¢inde T donilistimiiniin sabit noktalarinin kiimesi F(T) ile gosterilir.
Genel olarak F(T)=F(T,,) dir. F(T)cF(T,,) oldugu kolayca gdsterilebilir.
Eger T doniisiimii genislemeyen bir doniisiim ise F(T)=F (TM) dir. peF (Tw)

olsun. Bu halde TT,(p)=p yi saglar o zaman,
[T ()= pI=[T (p)-TT, (P)|<[p~T, (P)| = IT - p
ve s1<1 oldugu i¢in T(p)=p dir. Bdylece,
F(T..)=F(T)
bulunur. Béylece F(T)=F(T,,) olur.

Teorem 4.1.1. X Banach uzayi, C X in kapali, konveks bir alt kiimesi ve

T :C — C siirekli bir doniisiim olsun. T doniisiimii asagidaki sartlari saglasin.
i) F (T) #
i) T sozde genislemeyen bir doniisiimdiir.

Yani xeC ve peF(T) icin
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Goknur AYKANAT

[T (x)= pl| =[x~ P

dir. O zaman, x,eC igin x, =T, (X,) ile tanimh (x,) dizisinin C iginde T nin
sabit bir noktasina yakinsamasi i¢in gerek ve yeter sart Nn—oo iken

d(x,,F(T))—0 dir (Ghosh ve Debnath, 1997).

ispat: limd(x,,F(T))=0 oldugu kabul edilsin. ik énce (Xx,) dizisinin

nN—o0

Cauchy dizisi oldugu gosterilmelidir. Verilen &£>0 ve her n>N igin

d(x,,F(T)) <§ olacak sekilde n pozitif tamsayis1 mevcuttur. Herhangi iki pozitif
tamsay1 | ve k, peF(T)cF (TM) i¢in,

% =% <1 = pll+ % = p

dir. I,k >N igin

1% = pl =72, (%)= p| <% (%)= B =lxu = I
1% = ol =[T. (%)= | <[T.% (%)= B =[x« - b

olur. Boylece,
[% =%l <2fx = p

dir. peF (T) tizerinde infimum alinirsa |,k > N igin

I =% J<2d(x,F(T))<e

elde edilir. Buradan (x,) dizisi Cauchy dizisidir ve C X Banach uzaymimn kapali
bir alt kiimesidir. Bu sebeple C i¢inde sabit bir noktaya yakinsaktir. Ek olarak, T

doniisiimii C iizerinde siirekli bir doniisiimdiir. O zaman F(T)cC kapalidir. Bu

sebeple x e F(T) dir.

31



4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Goknur AYKANAT

X reel Banach uzayi, C, X in kapali bir alt kiimesi ve T :C — X siirekli
bir doniistim olsun. x,€C, 4 e(O,l) ve (Xn) iterasyon dizisi asagidaki iterasyon

metodu ile tanimlansin.
i) N=1,2,3,... i¢in X, =T (X,,)=T"(X,) ya da basit iterasyon metodu,
i) n=1,2,3,... i¢in x, =T, (Xn_l) =T, (XO), T,=41E +(l—ﬂ,)T iyi tanimlidir.

Ayrica C iginde T nin sabit bir noktasina (X, ) iterasyon dizisinin zayif ve kuvvetli

yakinsakliklar1 verilmigdir (Petryshyn ve Williamson, 1973).

Teorem 4.1.2. X Banach uzayi, C, X in kapali bir alt kiimesi ve
T:C— X tanimli, siirekli bir donlisim olsun. T donisimii asagidaki sartlari

saglasin.
1) F (T) #

2) T, sozde genislemeyen bir doniisiimdiir. Yani herhangi bir xeC ve her

peF (T) igin
[T ()=l <x~pl
dir.
3)Her n>1igin x, =T" (Xo) € C olacak sekilde bir x, € C vardur.

O zaman, (Xn) dizisinin C iginde T nin sabit bir noktasina yakimsamast igin
gerek ve yeter sart n—oo iken limd (Xn, F (T)) =0 olmasidir (Petryshyn ve

Williamson, 1973).
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Goknur AYKANAT

ispat: limd(x,,F(T))=0 oldugu kabul edilsin. (x,) dizisinin Cauchy
dizisi oldugu gosterilmelidir. Verilen her £ >0 ve her n>n, igin d (xn, F(T )) <§
olacak sekilde n, e[ vardir. Her I,k >n, ve her pe F(T) igin

% =%l <1 = pll+ % = e

dir. 2) den

%= pl=[T" (%)= | <[T™ (%) ]
1% = pll=|T* (%) - B <[T™ (%) - p|

dir. Boylece peF(T) icin
1% =] < ZHXW - pH
bulunur. peF (T) icin infimum alinirsa asagidaki esitsizlik elde edilir.
% —x]|<2d (ann F(T))<g

dir. (Xn) Cauchy dizisidir ve boylece C kapali oldugu i¢in baz1 p € C ye yakinsar.
Ayrica T siirekli bir donlisim oldugu igin F(T) kapalidir ve bu sebeple

limd (Xn, F (T )) =0sart1 peF (T) olmasini gergekler.

n—oo

Tanim 4.1.2. Eger T :C — C doniistimii her X € C igin

lim

n—oo

T”(x)—T”*l(x)Hzo

sartin1 ger¢eklerse 0 zaman T doniisiimiine C tizerinde asimtotik regtilerdir denir.

Teorem 4.1.3. X Banach uzayi, C, X in kapali bir alt kiimesi ve

T :C — X tanimly, siirekli bir donilisiim olsun. Asagidaki sartlar kabul edilsin.
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Goknur AYKANAT

1) F (T) 3%

2) T, sozde genislemeyen bir doniisiimdiir.

3)Her n>1igin x, =T" (Xo) € C olacak sekilde bir x, € C vardur.
4) T, x, daasimtotik regiilerdir.

5) Eger (y,)=C, nx=1 ve n—o iken [(E-T)y,[|—>0 ise

liminfd(y,,F(T))=0 olur. O zaman, (x,) dizisi C iginde T nin sabit bir

noktasina yakinsaktir (Petryshyn ve Williamson, 1973).

ispat: n>1 igin T"(XO)GC, T X, da asimtotik regiler ve

(E-T)T"(%)=T"(%)-T"*(X,) oldugu isin lim|[(E-T)x,

n—o0

=0 dir. Boylece 5)

sartindan,
liminfd(x,,F(T))=0

elde edilir. 2)’den yani T nin sézde genislemeyen doniisiim olmasindan dolay1

(d(x,,F(T)))  dizisi monoton azalandir ve bdylece liminf d(x,,F(T))=0 d.

Bu sebeple (x,) dizisi C iginde T nin sabit bir noktasina kuvvetli yakinsaktir.

Tammm 4.1.3. X ile Y normlu lineer uzaylar ve T:X —Y bir lineer
doniisiim olsun. Ancak ve ancak her (x,) dizisi igin (T(x,))<=Y dizisinin bir

yeY elemanina yakinsayan bir alt dizisi varsa T ye kompakt doniisiim adi verilir.

Ornek 4.1.1. B= B(O,l), 12 de birim ¢ember olsun. T :B — B déniisiimii

T(xy)—> (—g : —yj olarak tanimlansin.

(i) T, genislemeyen bir donilisimdiir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Goknur AYKANAT

@i F (T) #(J, B iginde T nin sadece tek sabit noktasi (X, y) = (O, O) dir.
(iii) Eger (x, y) € B ise 0 zaman basit bir hesaplama ile herhangi bir n igin

3x

T (%, y)-T™ (% y)H2 :(2"” ]2 +(2y)

dir.

Coziim: (i) T genislemeyen bir doniisimdiir. Eger (val) ve (Xz, y2) eB

ise

s | 3o (50

S()(1_)(2)2"’(yl_yz)z
:H(Xv yl)_(XZ' yz)Hz

bulunur. Boylece T genislemeyen bir doniisiimdiir. B kompakt oldugu i¢in T de

kompakt bir doniistimdiir.

(ii) F(T)#4 ise herhangi bir (x,y)eB igin

T00y)=(x)= 5.7y )= (09

= X% ve -y=y
2

=x=0 ve y=0
elde edilir. O zaman T nin tek sabit noktas1 B i¢inde (X, y) :(O, O) olur.

(iii) Eger (x,y) B ise herhangi bir n igin
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S G NN

[ (-2 Zigjz +((-ay 2y)2
_ %J + (4y2)

3x Y
= F] +(2y)’

Boylece y =0 eksenindeki B igindeki biitiin z noktalar: i¢in T asimtotik

regiilerdir ve B icindeki diger noktalarda T asimtotik regiiler degildir.
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Teorem 4.1.4. X Banach uzayi, C X in kapali bir alt kiimesi ve T :C —C

tanimly, stirekli bir doniisiim olsun. T doniisiimii asagidaki sartlari saglasin.
1) F (T) #
2) T , sozde genislemeyen bir doniisiimdiir.
6) Her xeC —F igin

”T (X) —0

<[x-a
olacak sekilde g, e F(T) mevcuttur.

7) Her n>1 igin Tn(XO)eC olacak sekilde x,€C vardir ve

(Xn ) = (T" (XO))n21 dizisi baz1 X" € C ye yakinsayan (XnJ ) bir alt dizisini igerir.

j>1

O zaman X*eF(T) ve (Xn) dizisi de x" a yakinsar (Petryshyn ve
Williamson, 1973).

Ispat: 2) sarti sozde genislemeyen doniisim  ozelligini  yani

d=limd (Xn, F (T)) >0 varhgini gercekler. Boylece d =0 oldugunu gostermek

n—oo

yeterlidir. Eger X" € F(T) ise d =0 dir. X" ¢ F(T) ise 0 zaman 6) sartindan,
[T ()= pl <[ =l

olacak sekilde p=q.eF (T) vardir. T doniistimii stirekli oldugundan,

Ir )= ol=[r (i, )- o] i (5) -

olur. 7) sart1 geregi x, = (T" (XO))n>1 oldugundan,

r0)-of-tm

joo

T”(XO)—pH:Iim

jow

T (%)= P = ~p|
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elde edilir. Boylece lim|

n—o

T" (XO)— pH mevcuttur. Bu da ¢eligskidir. Bu sebeple
X"eF(T) olur.

Sonu¢ 4.1.1. X Banach uzayi, C X in kapali bir alt kiimesi ve T:C —->C

siirekli bir doniisiim olsun.
1) F(T)=Q
9) Her xeC, x¢F(T) veher peF(T) igin

[T ()= p| <[x~p|
olur (Petryshyn ve Williamson, 1973).

X,, C nin herhangi bir elemani olsun ve n>1 igin X, ET"(XO) olarak
tanimlansin. Eger (Xn) dizisi yakinsak bir alt dizi igerirse o zaman dizinin kendisi

yani (x,), C iginde T nin sabit bir noktasina yakinsar (Petryshyn ve Williamson,

1973).

Tamm 4.1.4. X Banach uzayi, C X in kapali bir alt kiimesi ve T:C — X
sozde genislemeyen bir doniisim olsun. F(T);«t@ ise T vye sarth sozde

genislemeyen doniisiim ad1 verilir.
Teorem 4.1.5. X Banach uzayi, C X in kapali bir alt kiimesi, T :C — X
taniml1, sarth sozde genislemeyen bir doniisim olsun. Baz1 X,€C i¢in

(T"(%)),., =C oldugu kabul edilsin. O zaman, (T"(x,))__ dizisinin C iginde T

nx

nin sabit bir noktasina kuvvetli yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart,

4) T, X, da asimtotik regiilerdir.

10) limd (T "(%), K) =0 olacak sekilde bir K kompakt kiimesi vardir.

nN—o0
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sartlarin1 saglamasidir (Petryshyn ve Williamson, 1973).

Ispat: (:>) 1), 2) ve 3) sartlar1 saglandigi igin agiktir.

(<) 4) ve 10) sartlar1 kabul edilsin 10) sart1 gergeklendiginden ve K
kompakt bir kiime oldugu i¢in y, e KNC vardir ve T" (x,)— Y, olacak sekilde
(T"(x)),, dizisinin bir alt dizisi (T"(x,)) , dir. T nin siirekliliginden

TN+ (%) > Ty, dir. T, x, daasimtotik regiiler oldugundan,

%o =T (o) < [ve =T (%)] +

T (%) =T (¥o)|

" (xo)—T”“l(xO)H

T (yo) =Y, olur. Boylece y,eF (T) ve T sartlh sdzde genislemeyen

doniisiim oldugu i¢in (T" (XO))J_>1 dizisi y, a kuvvetli yakinsaktir.

Teorem 4.1.6. X Banach uzayi, C X in kapali konveks bir alt kiimesi ve

T :C — X siirekli bir doniisiim olsun. T doniisiimii asagidaki sartlar1 saglasin.
1) F(T)20
2) T, sdzde genislemeyen bir doniisimdiir.

11) Her n>1 ve baz1 A€(0,1) igin x,=T(X,) olacak sekilde Xx,eC
vardir. O zaman, (Xn) dizisinin C i¢inde T nin sabit bir noktasina yakinsamasi igin

gerek ve yeter sart,

limd (T} (x,),F(T))=0

olmasidir (Petryshyn ve Williamson, 1973).

Ispat: Bu teoremi ispat etmek igin T, doniisiimiiniin 1), 2) ve 3) sartlarini
sagladigim1 gostermek yeterlidir. C kiimesi konveks bir kiime oldugundan T,

doniisiimii C iizerinde iyi tanimhidir ve F(T)=F(T,) dur.
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Her A e (0,1) , XxeC ve peF (T) icin 1) sart1 saglandigindan,

[T: ()= pl =[x+ (2= 2)T (x) = 2p—(2-2) o]
< Afx=p+(@=2)[T (x)-p]
<[x=rl

olur. T, sdzde genislemeyen bir doniisiimdiir. Her n>1 igin T;'(x,)eC olacak

sekilde X, € C vardir.

Tanim 4.1.5. X Banach uzayi, C X in kapali, sinirl, konveks bir alt

kiimesi, T :C —C bir doniisiim olsun. Iim(xn -T (Xn)) =T olacak sekilde C igin

n—w

herhangi bir (Xn) sinirh dizisi igin lim X =X Ve X—T(X) = f olacak sekilde xeC

]

ve (an) bir alt dizisi varsa 0 zaman T doniisiimiine, demi-kompaktir denir.

T, C lizerinde demi-kompakt ise ayn1 zamanda 0 da demi-kompaktir. Fakat

tersi her zaman dogru degildir.

Sonu¢ 4.1.2. X diizgiin konveks Banach uzayi, C X in kapali, siirh
konveks bir alt kiimesi ve T :C — C genislemeyen bir doniisiim olsun. T doniistimii

asagidaki iki sarttan herhangi birini saglasin.

12) (E—T) doniisiimleri, C icindeki kapali kiimeleri, X ig¢indeki kapali

kiimelere doniistiirtir.

13) T, 0 da demi-kompaktir.

Herhangi bir 4, 0<A<1 i¢in TAEEE+(1—/1)T olarak tanimlanir. O
zaman herhangi bir x, €C ve n>1igin X, =T,'(X,), dizisi C iginde T nin sabit bir

noktasina kuvvetli yakinsaktir (Petryshyn ve Williamson, 1973).

Ispat: T, doniisiimii 1)-5) sartlarim saglar. Diizgiin konveks Banach

uzayinda, kapali, smirli ve konveks bir kiimeden yine kendi igine tanimli
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genislemeyen bir doniisiim sabit bir noktaya sahiptir. Yani F(T)=& dir. Agik
olarak F(T)=F(T,)%=Q ve T,:C—>C konvekstir. T nin genislemeyen bir
dontisiim olusu (ve T, icinde) 2) sartin1 gercekler. C igindeki her X, elemant i¢in 3)
sart1 da saglanir. C iizerinde T, nin asimtotik regiiler olusundan dolay1 her x, €C

i¢in 4) sart1 da gerceklenir. n>1 igin (yn)gC ve IimH(E —T)yn =0 kabul edilsin.

12) sart1 saglansin ve (yn) nin kuvvetli kapanist G kiimesi olsun. G, C nin bir alt
kiimesidir. 12) den ve (E-T,)G=(1-4)(E-T)G den (E-T,)(G) kapaldur.
Boylece O e(E —T/I)(G) dir. O zaman, (E—T/I)y* =0 olacak sekilde y* € G vardir.

limy, =y olacak sekilde (y,) dizisinin (ynj) (j=1) bir alt dizisi mevcuttur ve

joo =1

V' e F(T) dir. Boylece Ijimd (ynj ,F (Ti)) =0 bulunur. Bu sebeple,
liminf d(y,,F(T,))=0

elde edilir. Dolayisiyla 5) sart1 gergeklenir. Eger T, 13) sartin1 saglarsa o zaman T

nin 0 da demi-kompaktligi goriliir.

Sonu¢ 4.1.3. X diizgiin konveks Banach uzayi, C X in kapali, siurh
konveks bir alt kiimesi, T :C —C genislemeyen bir doniisiim olsun. Asagidaki 14)

sart1 kabul edilsin.

14) Her x eC i¢in
[(E-T)(x)]zcd (x F(T))
olacak sekilde ¢ >0 sayis1 vardir.

Xo» C nin herhangi bir keyfi elemani;, n>1 ve 0<A<1 igin X, ETA”(XO)

olsun. O zaman (x,) , dizisi C icinde T nin sabit bir noktasma kuvvetli

yakinsaktir (Petryshyn ve Williamson, 1973).
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Ispat: 1) ve 5) sartlarmin saglandig: kabul edilsin. 2), 3) ve 4) sartlar1 da
gerceklenir. Eger (yn)gC ve IimH(E—TA)yn

=0 ise 0 zaman 14) saglanir. Yani

limd (y,,F(T))=0 du.

E-T,=(1-2)(E-T) ve F(T)=F(T,) olur. Boylece T, ve F(T,) i¢in 5)

gerceklenir.

Lemma 4.1.1. X diizgiin konveks Banach uzayr, C X in bir alt kiimesi ve

F(T) # olacak sekilde T:C — X sozde genislemeyen bir dontisiim olsun. C
i¢inde kalan her n>1 i¢in T, (Xo) olacak sekilde tanimhi A € (O,l) ve x, €C varsa

ve T, =AE+(1-A)T ise o zaman,

limT} (% )—-T,(%)=0

nN—o0

yani T, doniistimii x, da asimtotik regiilerdir (Petryshyn ve Williamson, 1973).

Ispat: n>1 i¢in X, =T (X,) olacak sekilde 21€(0,1), x,eC ve qeF(T)
olsun. T, doniisimii s6zde genislemeyen doniisim oldugu i¢in F(Tﬂ) = F(T);t %)

ve her xeC i¢in

IT. (x)-ol =(2E + (- 2)T) (x) -
=[2E () +(2-2)T (x)-q]
=x+(2-2)T (x)-q|
=[Ax=4+(1-2)(T (x)-q)|
<Alx=g]+(1-2) ]
=[x~dl

bulunur. Boylece her bir n>1 igin

I =l =T (%) =l <%, —cl
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dir ve baz1 d, >0 igin |im||X q||—d olur. Eger d, =0 ise 0 zaman limx, =q dir

n—oo

ve bu durumda limx, —x,,, =limT;(x,)-T,*(x%,)=0, yani T,, x, da asimtotik

n—o0

regiilerdir. d, >0 kabul edilsin. Her bir n igin,
lim(|x, —al|=d, ve [T, (x,)-d] <[, ~d]
oldugu icin
[%0.s =l =[T. (%)~ <[}%,
esitsizliginde limit alinirsa,
lim|x,,, —a| =lim|[T, (x,)—q[| = lim|x, — o =d,

elde edilir. X , diizgiin konveks Banach uzayi oldugundan,

lim|[x, —X,..[| =

nN—o0

. (Xn _q)_(Ti(Xn)_q)Hzo

X _q)_(xnﬂ_q)‘ -

nN—o0

yani,

(%)=

-I-n+l H

n—oo n—oo

bulunur.

Teorem 4.1.7. X diizgiin konveks Banach uzayi, C X in smurli, kapal

konveks bir alt kiimesi T :C —C genislemeyen bir doniigtim olsun. O zaman, T, ,

doniistimii asimtotik regiilerdir (Ghosh ve Debnath, 1997).

Lemma 4.1.2. X siki konveks Banach uzayi, C X in kapali konveks bir alt
kiimesi olsun. Eger T:C —> X, F (T) = ve

2) xeC—F ve peF igin ||T (x)— p|| <|x—p| olacak sekilde siirekli bir

doniisiim ise o zaman F (T) konveks bir kiimedir (Petryshyn ve Williamson, 1973).
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Teorem 4.1.8. X reel Banach uzayi, C X in kapali konveks bir alt kiimesi
ve T:C —>C sarth sozde genislemeyen bir donilisim olsun. Ayrica T doniisiimii

asagidaki sartlar1 da saglasin.
15) Her bir xeC i¢in
d(T(x),K)<kd(xK)
olacak sekilde k <1 ve K, X in kompakt bir alt kiimesi vardir.
16) T, sartli sik1 sdzde genislemeyen bir dontisimdiir.

O zaman her bir x,€C igin (T“(xo)) dizisi T nin sabit bir noktasina

yakinsaktir (Petryshyn ve Williamson, 1973).

Lemma 4.1.3. C X in kapali konveks bir alt kiimesi ve k<1, her xeC ve

K, X in bazi konveks, kompakt alt kiimesi i¢in
d(T(x),K)<kd(x,K)
olacak sekilde T :C — C bir doniisiim olsun.
Eger A€(01) ve T,=AE+(1-A)T ise o zaman her bir xeC ve
K, :/1+(1—l)k <1 igin,
d(T,(x),K)<k,d(xK)
olur (Petryshyn ve Williamson, 1973).

Teorem 4.1.9. C, X in kapali, konveks bir alt kiimesi ve T:C —>C

asagidaki sartlar1 saglayan siirekli bir doniisiim olsun
17) xeC igin,

d(T(x).K)<d(xK)
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olacak sekilde X in kompakt, konveks bir K alt kiimesi vardir.
18) Eger xeC—K ise 0 zaman,
d(T(x).K)<d(xK)
dir.
19) (T " (xo)) yakinsak bir alt diziyi igeren (T"(x,)) olacak sekilde X, C
sabiti vardir.

O zaman, T donisimii C iginde sabit bir noktaya sahiptir (Petryshyn ve
Williamson, 1973).

Ispat: (T"(XO))H>l nin yakisak bir alt dizisi (TnJ (XO)) ve X eC limit
noktasi olsun. Baz1 d, >0 ve limd (T” (XO), K) igin 17) sart1 gerceklenir. Buradan

dy=0 dir. d;>0 dogru olsaydi o zaman X ¢ K olurdu ve 18) sartt yani

d (T (X* ), K) <d (X*, K) saglanirdi. Diger taraftan T doniigiimii siirekli oldugundan,

d(T(x), K)=d(T(IimT”" (xo),K)):Iimd<T”j+l(xo), K)

joo joo

bulunur. x, =(T"(x,)) oldugundan,

n—o0 joo

d(T(x).K)=limd(T"(x,), K):d(l_imT”i (%).K)=d(x"K)

dir. Boylece d, =0 ve x"e KNC elde edilir. K ve C konvekstir ve K da
kompaktir. 17) sartindan K "C kompakt ve konvekstir ve T(K mC)g KNC olur.

Ferc (T) =D yani F(T) = dir.

Teorem 4.1.10. X Banach uzayi, C, X in kapali konveks bir alt kiimesi ve

T:C — X e bir doniisiim olsun. T donilisiimii agagidaki sartlar1 saglasin.
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20) n>1 igin x,=(T"(x,)) olacak sekilde x,€C ve (x,) zayf dizisel

kompakt dizisi vardir.

21) T, x, da asimtotik regiilerdir.

22) x, ——>yeC olacak sekilde (x,) nin herhangi bir alt dizisi (an) ve

j —> o iken (E—T)(xnj)—>0 ise 0 zaman y—T(y)=0 dur.

n

O zaman, (X ) nin zayif yakinsak alt dizisinin bir limiti olarak C nin i¢inde

T, sabit bir noktaya sahiptir. Ustelik (Xn) in her zayif yakinsak alt dizisinin de bir
limiti olarak T, sabit bir noktaya sahiptir. Ek olarak, T nin en fazla tek sabit noktaya
sahip oldugu kabul edilsin. O zaman (Xn) dizisi zayif yakinsaktir ve onun zayif

limiti T nin tek sabit noktasidir (Petryshyn ve Williamson, 1973).

Ispat: (Xn ) c C zayif dizisel kompakt ve C kapali konveks ve sinir noktalari
limite denk geldigi igin j—»oo iken x, —2—y" olacak sekilde y" C ve (xnj) alt
dizisi vardir. Bu ve T nin x, da asimtotik regilerliginden, j—oo iken
X, —T(an)—>0 olur. Buradan ve 22) sartindan dolayr y" —T(y*)=0 yani

F(T)=9 bulunur.
Eger (Xnk ) , (Xn) in zayif yakinsak bir alt dizisi ve y onun zayif limiti ise o
zaman y e C dir. 21) ve 22) sartlar1 ye F (T) olmasini saglar.

Eger T doniisiimii en fazla tek sabit noktaya sahipse o zaman, yeC dir.
Fakat (Xn) in her zayif yakinsak alt dizisi, onun zayif bir limiti olarak y elemanina

sahip olmak zorunda oldugundan n— o iken x, —— vy elde edilir.

Sonu¢ 4.1.4. X Banach uzayi, C X in konveks ve zayif kompakt bir alt

kiimesi ve T:C —C, 21) ve 22) sartlarin1 saglayacak sekilde bir doniisiim olsun.
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Bazi X, €C igin o zaman T doniisiimii C iginde sabit bir noktaya sahiptir. Ustelik

(T”(XO)) mn her zayif yakinsak alt dizisinin bir limiti olarak T, sabit bir noktaya

sahiptir (Petryshyn ve Williamson, 1973).

Teorem 4.1.11. X refleksif Banach uzayi, C X in kapali konveks bir alt
kiimesi ve T :C — X siirekli bir doniisiim olsun. T doniisiimii asagidaki sartlari

saglasin.
23) F (T) #
24) T, sozde genislemeyen doniisiimdiir.

25) n>1igin x, =T"(X,)€C olacak sekilde x, €C vardir.

Eger T doniisiimii 21) ve 22) sartlari da saglarsa o zaman, (X,), F(T)
iginde onun limiti ile zayif yakisak alt dizisini igerir. Ustelik, (Xn) in her zayif
yakmnsak alt dizisi, F(T) iginde bir noktaya sahiptir. F(T) bir noktaya sahip ve bu

noktada p" ise 0 zaman n— o iken x,—— p" olur (Petryshyn ve Williamson,

1973).

ispat: F(T)#Q ve T, C iizerinde sdzde genislemeyen doniisim

oldugundan, F (T) nin igerisinde herhangi bir sabit nokta p* ve her bir n igin

£

< Xoa— p

X — p*H :HT (Xn—l)_ p*

elde edilir. Bu esitsizlik C i¢inde kalan (Xn) dizisinin sinirh bir dizi oldugunu ve X

refleksif uzay oldugu i¢in zayif dizisel kompakt olmasini saglar. T doniisiimii, x, da

asimtotik regiiler ve 22) sart1 ger¢eklendiginden ispat tamamlanir.
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Tammm 4.1.6. F:C — X bir doniisiim olsun. Eger (Xn)eC ve y'eC,
X, ——y" olacak sekilde C iginde (Xx,) dizisi varsa ve F(x,)—>g, geX iseo

zaman F (y*) =g ve F doniisiimiine de demi-kapalidir ad verilir.

C kapali konveks bir kiime, C den C ye her zayif siirekli donligiim zayif

kapalidir ve kendisinden kendisine her zayif kapali doniisiim, demi-kapalidir.
Eger X diizgiin konveks Banach uzayr ise Ae(0,1) igin (T " (% ))

iterasyonlarinin yerine (TA” (X0 )) asimtotik regiilerlik yaklagimi ihmal edilebilir.

Teorem 4.1.12. X diizgiin konveks Banach uzayi, C X in kapali konveks

bir alt kiimesi ve T:C—>X e F(T);t@ ve T sozde genislemeyen siirekli bir

doniisiim olsun. Her bir n>1 i¢in T (X,) €C olacak sekilde X, €C alnsin. Eger T,

dontisiimii 22) sartin1 saglarsa Teorem 4.1.11’in sonuglarin1 gergekler.

Ispat: 1 e (0,1) icin T, doniigtimiiniin F (T) # D ve sozde genislemeyen bir
doniisiim oldugu daha 6nceki teoremlerde ispatlandi. Ayrica X {izerindeki sartlar

altinda, T ile T, da x, da asimtotik regiilerdir.

Teorem 4.1.13. X siki konveks ve refleksif Banach uzayi, C X in kapali
konveks bir alt kiimesi ve T :C — X ¢ siirekli bir doniisiim olsun. T doniistimii

asagidaki sartlar1 saglasin.
23) F (T) =
24) T, sozde genislemeyen doniisiimdiir.
25) n>1igin X, =T"(X,)€C olacak sekilde x, €C vardir.

21) T, X, da asimtotik regiilerdir.
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22) (E-T)(x,)—0 ve x, —>yeC olacak sekilde (x,)=(T"(x,)) in

bir alt dizisi (an) ise 0 zaman (E-T)(y)=0 dur.
26) X uzay1 Opial sartina sahiptir.

Eger X icinde Yy, a zayif yakinsak olan herhangi bir (Xn) dizisi varsa o

zaman, her y =y, i¢in
liminf |y, — y||> liminf |y, - yo|

olur. O zaman, (Xn) dizisi C iginde T nin sabit bir noktasina zayif yakinsaktir

(Petryshyn ve Williamson, 1973).

Ispat: (Xn) dizisi limiti F (T) icinde olan zayif yakinsak bir alt diziyi igerir.

Ustelik ( X ) in her zayif yakinsak alt dizisi, onun limiti igin F(T) icinde baz1 q"

n

noktasina sahiptir.

(Xn) in her zayif yakinsak alt dizisi i¢in q" aynidir. n— o iken X, ——(q"

dir.

X sik1 konveks Banach uzay1 ve T:C — X sozde genislemeyen doniisiim
oldugundan F (T), C kapali kiimesinin konveks bir alt kiimesidir. Clinkii T siirekli
bir doniligiimdir. B(qo, r) kapali bir yuvar olsun. Burada T" (Xo) c C oldugundan
B(qo, I’) baz1 ¢, noktasini igeren kapali bir yuvardir. (T" (XO)) , G, =Cn B(qo, r)

kapali konveks smirli kiimesi i¢indedir. T, sozde genislemeyen doniisim

oldugundan, p, € F(T) ve x, C igin

T (%)~ <% — a0 <7

dir. Yani x, € C, dir.
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k>1 i¢in X, nin C, i¢inde kaldig1 kabul edilsin. x,,, de C, icerisinde kalir

¢linkii,
||Xk+1 _qon = ”T (Xk)_qon = ”Xk _q0” <r
dir.

Sonug olarak T nin C; a kisitlamas1 g6z oniine alinsin. Bu kisitlama tekrar
T ile gosterilsin. F,=F (T)F\CO kiimesi, C, 1n bos olmayan kapal1 sinirli konveks

bir alt kiimesidir. F,, kisitlanmis doniisiimiin sabit noktalarinin kiimesi olur. F,

icindeki her x ve her n i¢in T donlisimii s6zde genislemeyen bir doniisiim

oldugundan,

%, =] <]

T”(xo)—xH=||T(xn_l)—x||s||xn_l—x||
elde edilir. x e F; i¢in

lim(lx, -]

mevcuttur. Iirfn”Xn —X||, F, m zayif kompakt bir kiime olmas1 sebebiyle F, iizerinde
infimuma ulagir. Yani n—oo iken x =T"(X))——q" olacak sekilde g’ e F,
vardir. Tersi kabul edilsin. O zaman, (Xn) in smirlilig ve X in refleksifliginden
limiti g olan (Xn) in zayif yakinsak bir alt dizisi (an) vardir. ( noktas1 F, icinde
kalir ve q=q" olur. Her xe F, igin Iirfn”Xn —X|| varligindan ve X, Opial sartina

sahip oldugundan,

lim
n

X, —0q H:Iijm

X, —0 H > lim

X, —a|=lim[x, —q

olur. Yani

lim|x_ —q*H > lim|x, —q
n n
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dir. Bu da q° m tanimlanmasiyla ¢eliskilidir. Boylece q=q"° olmak zorundadir.

Boylece n — o iken x,——q" olur.

Teorem 4.1.14. X diizgiin konveks Banach uzayi, C X in kapali konveks
alt kiimesi ve T :C — X siirekli bir doniisiim olsun. T doniisiimii asagidaki sartlari

saglasin.
23) F(T)=Q
24) T, sozde genislemeyen doniisimdir.

25) n>1i¢in (TA” (XO)) < C olacak sekilde 1€(0,1) ve x, eC vardr.

22) (E—T)(X )—>0 ve X, —~2 >y eC olacak sekilde (Xn)z(T"(XO)) in bir

alt dizisi (an) ise 0 zaman (E—-T)(y)=0 du.
26) X uzay1 Opial sartina sahiptir.

O zaman (T/{‘(XO)) dizisi T nin sabit bir noktasina zayif yakinsaktir

(Petryshyn ve Williamson, 1973).

mevcuttur. X diizgiin konveks Banach

Ispat: p"eF(T,) i¢in limjx, - p’
uzay1 oldugundan refleksiftir. X refleksif oldugundan p, €C ye yakinsayan (X, )
in (an) alt dizisi vardir. 21), 22) ve 25) sartlarindan !]I_TOHX” ~Tx,|=0 ve E-T, 0
da yari kapalidir. Bu yiizden T,(p,)=p, elde edilir. Yani p e F(TZ) dir. (Xn)
dizisinin p, e zayif yakinsadig1 gosterilmelidir. (Xn) in p, € C ye zayif yakinsayan

bagka bir alt dizisi segilsin. p, = p, ise ispat tamamlanir.

Kabul edilsin ki, p, # p, olsun. 26) sart1 yani Opial sartindan,
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!]i_TO”Xn — P = Xn. - P
cimfs o]
=ln'j[g||xn - P
= lim [, ~p|
a0 Xnk - le
=lim|x, - py
dir.
Bu geliski p, = p, ger¢eklenir. Boylece X, ——>p" € F( )elde edilir.
4.2. | — Sozde Genislemeyen Déniisiimler icin Mann iterasyon Dizilerinin

Yakinsaklhiklar:

Bu boéliimde, Petryshyn ve Williamson (1973)’de verilen Banach uzaylarinda
sozde genislemeyen doniistimler i¢in Mann iterasyon dizilerinin ortak sabit bir
noktaya yakinsakliklari kullanilmistir. T, | -sdozde genislemeyen ve |,
genislemeyen dontisiimlerin  ortak sabit bir noktasna kuvvetli yakinsaklig

incelenmektedir

Lemma 4.2.1. X Banach uzayi, C X in kapal bir alt kiimesi ve T,

1:C—>C ye T, |-sozde genislemeyen, siirekli | genislemeyen birer doniisiim

olsun. x,eC, A€(0,1) igin
X, =T/%, T, =(1- )| + AT

olacak sekilde (x,) dizisi tammlansm. Eger T, |-sdzde genislemeyen ve |
geniglemeyen doniisiimler ise o zaman sadece p € F(Tl)m F(I) icin T,, | -sdzde
genislemeyen ddniisiimdiir. n—oo iken T(%)-T;/"(%)—>0 olur. Yani T,

X, € C de asimtotik regiilerdir.
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Ispat: xeC ve peF(T,)nF(1) olsun. O zaman

[T, ()= p|| =(2-2) 1 (x)+ AT (x)- p|
=[(2-2)(1(x)- p)+ AT (x)- 2]
(%)= p]+ 2] (x)- p|

= e[ ()-1(p)]

T
NN
- =
>
N N

bulunur. Boylece peF (T)m F (I ) =F (Tl)m F(I ) icin T,, | -sozde genislemeyen
donigiimdiir.

peF=F (T)r\ F(I ) alinsin. T, doniisimi | -s6zde genislemeyen bir
doniisiim oldugu i¢in lim|x,—p| mevcuttur. Bu sebeple n>1 i¢in (x,) dizisi

sinirhidir ve bazi d >0 i¢in n— o iken ||Xn—p||—>d olur. d =0 ise n—> iken

X, = p dir. Boylece n — o iken

X =X :T/ln (Xo)_TAM(Xo) —0

elde edilir. Yani T, doniisiimii X, da asimtotik regiilerdir. d >0 olsun. n — o iken

|x,—p|—=>d n>1igin

[T. (%)= pl[=[.. ~ p| > d
‘(Xn - p)_(TA(Xn)_ p)H_)O
X =T (%)= T;(XO)—T;”(XO)H—)O

bulunur. Dolayistyla T, doniisimii x, € C de asimtotik regiilerdir.

Teorem 4.2.1. X Banach uzayi, C X in kapal bir alt kiimesi ve T,

1:C—>C ye T, | sozde genislemeyen siirekli, | genislemeyen birer doniisiim ve

F=F(T)nF(1)=J olsun. x,eC, 1&(0,1) i¢in
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X, =T/%, T, =(1=A) 1 +AT

olacak sekilde (Xn) dizisi tanimlansin. Ek olarak T doniisiimiiniin yar1 kompakt

oldugu kabul edilsin. O zaman (Xn) dizisi T ve | doniisiimlerinin ortak sabit bir
noktasina kuvvetli yakinsaktir.
Ispat: peF=F(T)nF(l) olsun. T,, |-sdzde genislemeyen ve |

genislemeyen dontisiimlerdir. peF (T ) NF (I ) ve n>1 igin

%01 = Bl =T, (%)= Pl <1 (%)= P[[<[%, — P

elde edilir. (x,) dizisi smrhdir ve lim|x,—p| mevcuttur. Bu sebeple
d(x,., F)<d(x,,F) dir. Bdylece limd(x,,F) vardir ve T yar kompakt oldugu
icin

=0

lim

nN—o0

X, —T(%,)

bulunur.

(x,) dizisinin Cauchy dizisi oldugu gosterilmelidir. £>0 ve her n>N igin

d (Xn, F)<§ olacak sekilde N pozitif tam sayis1t mevcuttur. Her n,m> N igin ve

peF(T)mF(I)zF(Ti)mF(I) icin

% =%u| <%, = pl+[%, =Pl

dir. O zaman her n,m> N i¢in

1%, = P =[T (%)~ pH SHTzN (%)~ pH SHI " (%)~ pHS %= p]
[ = Pl <[ (%)= [ < [T (%)= P < 1" (%)~ P <%\ Pl

olur. Bu sebeple,
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[, =%, <2d(x,.F)<e
elde edilir. Bdylece (x, ) dizisi Cauchy dizisidir.

Bu sebeple limx,=p ve peF(T)NF(l) oldugundan X tamdur.

[% =T (x,)| in varhg (x,) dizisinin peF(T)nF(1) sabit noktasma kuvvetli

yakinsakligini gergekler.

4.3. Genellestirilmis Asimtotik S6zde Genislemeyen Doniisiimlerin Sonlu Bir
Ailesi icin Kapal Iterasyon Siirecinin Yakinsakhklar

Bu béliimde, Shahzad ve Zegeye (2007)’de verilen genellestirilmis asimtotik

s6zde genislemeyen doniisiim tanimi, kuvvetli ve zayif yakinsakliklari incelenmistir.

Xu ve Ori (2001), genislemeyen doniisiimlerin sonlu bir ailesi i¢in kapali

iterasyon siirecini asagidaki sekilde tanimlamislardir.

D:{].,Z,...N}, (an), (O,l) icinde bir reel say1 dizisi ve x,e€C olsun.

{'I'I e D} , genislemeyen doniisiimlerin sonlu bir ailesi olarak tanimlansin.

X =X +(1-a)Tx,,
X =X +(1-a,)T,X,,

Xy =Xy + (1= )Ty Xy,

Xys = Oy Xy t (1_ aN+l)TlXN+1’

55



4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Goknur AYKANAT

Her n>1ve T =T, .y, i¢in,

X, =X +(1_an )Tnxn
dir.

Tanmm 4.3.1. X reel Banach uzayr, C X in bos olmayan kapali konveks bir

alt kiimesi, {T. e D} N tane genellestirilmis asimtotik sozde genislemeyen
doniisiim olsun. (an) € (0,1) de bir reel say1 dizisi, (un) de C i¢inde sinirl bir dizi

ve X, da herhangi bir baslangic noktasi kabul edilsin. O zaman (Xn) e C asagidaki

gibi tanimlanir. Vn>1, i € D i¢in
n:(k—l)N+i, TnzTn(mod N):Ti

Xn = aan—l +(1_ &, )Tl(krf)n) (Xn ) + Un

olur.

Lemma 4.3.1. X Banach uzayi, p>1 ve R>1 olsun. O zaman X in

diizglin konveks Banach uzayr olmasi i¢in gerek ve yeter sart her

X,y € B, (0)={xe X :|x|<R}, 1€[0,1] ve W, (2)=2(1-2)" + 2" (1-2) i¢in

[+ @=2) " < 2M7+@= Ay - w, (2) g (|x-])

olacak sekilde g(O):O ile g:[O,oo)—>[O,oo) a tammh siirekli, siki, artan ve

konveks bir fonksiyonun varligidir (Shahzad ve Zegeye, 2007).

Lemma 4.3.2. 4, <(1+a,)4, +0,, her n>1 olacak sekilde (4,), () ve

n

(Gn) negatif olmayan reel say1 dizileri olsun. Eger,
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o0 0
D a,<®, Y o, <®
n=1 n=1

ise 0 zaman lim 4, vardir. Ustelik j—oco iken 4, —0 olacak sekilde (4,) in

n—o0

(ﬂnj ) bir alt dizisi varsa 0 zaman n— o iken 4, — 0 olur (Tan ve Xu, 1993).

Asagidaki teoremler ve lemmalar ile Shahzad ve Zegeye (2007),
calismasindan hareketle elde edilen hata oranli genellestirilmis asimtotik s6zde
genislemeyen doniisiimlerin sonlu bir ailesi i¢in iterasyon dizilerinin kuvvetli ve

zayif yakinsakliklari ispat edilmektedir.

Teorem 4.3.1. X reel Banach uzayi, C X in bos olmayan bir alt kiimesi

olsun. Her i € D i¢in ism <o Ve icin <o olacak sekilde (s, ), (Cin) c [O,oo) ile

n=1 n=1

C den C ye {T. e D} ailesi N tane genellestirilmis asimtotik sdzde genislemeyen

doniisim ve F = ﬂF )= kapal oldugu kabul edilsin. Bazi 6<(0,1) igin

i=1

( ) C[51 5] ve ( ) C i¢inde smirl bir dizi olmak tlizere x, € C ve her n>1
icin - x, =, %X, +(1-¢, )TI(())X +u, tammlansin. O zaman (Xn) dizisinin,

{'I'I e D} ailesinin ortak sabit bir noktasina kuvvetli yakinsamasi ig¢in gerek ve

yeter sart

liminfd(x,,F)=0

n—w

olmasidir.

Ispat: X" e F olsun.

a X, +(1-a

n“n-1

-1

[ —XH—\

n-°n

X+ (1-a)(Tx, =)

<a, X, , — X H+ (1-a,)|T

)T
a, X, +(1- n)Tx+u—x+ax—axH
(
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elde edilir. Burada T, ler genellestirilmis asimtotik sdzde genislemeyen doniisiim

olduklarindan,

*
HXn—XHSOZn n-1

+(l—an){ X, — X

X, — xH +C, } +[u |

=a,|X, 1—X*H+(1—0{n)(1+8ik) xn—x*HJr(l—an)cik+||uik||
*H+(1—an+sik) ; *H+(l—an)cik+||uik||
—(1-a,)|x, <a, xn_l—x*‘ xn—x*H+(1—an)cik+||uik||
<a,|x, ;X xn—x*H+(1—an)cik+||uik||

dir. Esitsizligin her iki tarafi ¢, e boliiniirse,

[+ 2 %, = x|+ Cy +
(04 (24

(1-e,) Jui]
an

n

(- [5,1—5] oldugundan,

‘n NS 1};“” |
bt

olur. Her i e D igin Zslk <oo oldugu igin, I|m NS, =0 dir ve boylece k >Nl+1 ya
k=1

T+

da n>n, i¢in S, <g olacak sekilde n, dogal sayis1t mevcuttur. Bu sebeple n>n,

i¢cin

—X*H+L(£—1JC- +LM
" s-s, \6 )™ S-s, &

ik

elde edilir.
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1+v, = 5 J olsun. 1+v, =1+ 55”‘ ise v, :(Si olur. s, <§ oldugu
— Sik — Sik — Sk

. S, 2
i¢in v, = 5 k< gsik olur. Buradan,

v <235, <o
k=1 5 k=1
dir. Boylece,

X - X*H+(1+vik )(%—1}“( +(L1+v, )=t

X —x*”s(1+vik) ug

Vi :(g—lj(uvik)cik ve t, =%(l+vik)||uik|| olsun. Her ieD igin ivik <o Ve

k=1

k=1

D ¢y <o oldugu igin )y, <oo elde edilir. Aym sekilde her i €D igin ) v, <o
k=t k1

ve kZ;||uik|| <o oldugu igin ;tik <oo bulunur. g, =y, +t, olsun. Buradan,

X, — XH <(1+Vy )Xo — XH + 1

elde edilir. Boylece Lemma 4.3.2.’den lim||x, — X*H vardir. n>n, igin

n—oo

d(x,, F)<(1+v, )d (X, F)+ 24

ve liminfd(x,,F)=0 kabulinden limd(x,,F)=0 olur. (x,) dizisinin Cauchy

dizisi oldugu gdsterilmelidir. x>0, 1+x<e* ve d(x,,F)<(1+v, )d (X, 4, F)+ 24
olmasindan dolay1 X" € F i¢in

N
=1

Zvik} Xo1— X*H + Zi:g,uik

0
k=1

— gexp{
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N o

esitsizligi, M =exp {ZZVI }+1<oo olacak sekilde m,n dogal sayilart i¢in elde

i=1 k=1

edilir.

Verilen herhangi bir & >0, her n>n, ve limd(x,,F)=0 i¢in

n—o0

olacak sekilde n, dogal sayis1 mevcuttur. Bu sebeple

y* € F bulunur. Her n>n, ve m>1 i¢in

%o =il =

Y

ZZ% >3,

i=1 j=ng i=1 j=ng
Mg & Mg ¢
<— 44 —4—
AM 4 4AM 4

=&

Xnsm — Y ‘

n+m

yani ||X,,, —X,[<e elde edilir. Bdylece (x,) dizisi Cauchy dizisidir. X tam

oldugundan (Xn) dizisi yakinsak olmak zorundadir.

(Xn) dizisi p gibi bir noktaya yakinsasin. O zaman p € C dir. Ciinkii C, X
in kapal1 bir alt kiimesidir.
F (T) kapali, T, doniisiimleri de siirekli oldugundan, d (Xn, F) =0ven—->ow

iken x, — p yani d(p,F)=0 olur. Buradan peF dir.

Lemma 4.3.3. X diizglin konveks Banach uzayi, C X in bos olmayan

kapali konveks bir alt kiimesi olsun. Her i € D igin Zsin <o Ve ZCin <o olacak
n=1 n=1

sekilde (s,).(C,) =[0,) ile C den C ye {T,:ieD} ailesi N tane
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genellestirilmis asimtotik s6zde genislemeyen doniisim ve F = ﬂ F(T,)=< kapali
i=1

kabul edilsin. Bazi 56(0,1) icin ( ) [5 1- 5] ve( ) C icinde sinirh bir dizi

K(m) X, +Uu. tanimlansin. O

olmak iizere X, €C ve her n>1igin x, =a,X,, +(1-e, )Ty

n“*n-1

zaman her | € D igin lim||x, —T,x,||=0 dur.
n—o

Ispat: (x_) dizisi stirl bir dizidir. Bu sebeple her n>1 igin x < B. (0
n Xy & By

olacak sekilde R >0 vardir.

lim|T*x —x_.[=0

n-°"n n-1
n—oo

olsun. n=(k-1)

igin x, =X, , +(1-a )T,(n(;”xn +u, ve Lemma 4.3.1."den,

a X +(1-«a

n“*n-1

S+u —X*H

n

T, +u, =X +a X -

n

nnl( a,

(2 =)+

(x —x)+1 a, Tx—x H lu |

1- a)(Tx—x) u

n

)T
)
(
(

<|lex, (xnf1 - x*)+(1—an)(Tikxn —x")”p +lu, |

<a, XH—X*H” - ) Ko =X+ u
—Wp(an)g( ~T*x +x H)

<a, (xn_l—x)H +(1-a, [T,
—wp(an)g( O ' )+||un||p

olur. T, donisiimleri genellestirilmis asimtotik sdzde genislemeyen doniisiim

oldugundan,
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AP . p
xn—xH <a, xn—xHJrcik}

)

X, - X*Hp +(1-a, ){(1+ si ) {(1+vy)

. p
Xig—X H+:uik}+cik} +||uik||p -

X, — x*Hp +(1-«a, ){(1+ Sic)

] ~w, () g (HTian X4

)San

Wp (an ) g (HTian — X

«||P
X, =X|

elde edilir.
267 g ([T%, =) < o =+ (1= e ) {14 ) (14 wi)
T T
2:""g (HTikxn ~X ) <a,l||x,_, - x*Hp + (L= ) {(1+ 5 ) (T4, ) Xy — XH
+(1+ 8 ) pty +Cik}p o =], - X*Hp
p=2 vebazi M >0 i¢in
283g (HTian —Xh1 ) S| Xy~ X*HZ +(1_an) Xo1 ™ X*Hz —|I%n — X*HZ +

||uik||2 +(sik + Vi + 4y +Cy ) M

2&%g (HTikxn X 4|l <%, — X*HZ —|Ix, — X*HZ ug ]+ SM

)<

dir. Boylece,

3 ([T %,

n=1

)<oo
olur.

Her icD igin 3.6, <o, 3|wf<e ve lim
k=1

k=1 n—oo

Xn—X*H mevcut olmasi

nedeniyle,

limg (HTikxn X

n—o

)=0
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bulunur. g fonksiyonu siki artan, siirekli ve g(O)zO oldugundan

lim|T*x, =X, ,|=0 dur.

nN—o0
%, = X, ]| =l Xyt + (1=, ) Ty X, + Uy =X, 4
%, = %, o[l < (L= )Xo =T %o ||+ U |

O zaman lim|x, —x,,||=0 dir. Ayrica her | €D igin lim|x, —x,,,||=0 dur.
n—o0 n—oo

Boylece n> N i¢in

k k
”Xn—l _Tan ” = Xna _Tan +Tn X _Tn X,
=%, —Tx +T*x —T*x +T¥ x —T* X
n-1 n*n n *n n n n-N (n—N)—l n-N (n—N)—l
<l =T (| +]TEx —T* x H+ T x o —T5 x H+
= {|"*n-1 n n n n n—N *n-N n-N"*n-N n—N %(n-N)-1

Tn—N X(n—N 1 Tn X

olur. Aciktir ki, ns(n—N)(mod N), bu ylizden T, =T, , dir. T. doniisiimleri

diizgiin siirekli oldugu i¢in

lim|x,_, —T,x,[=0

n—o0

elde edilir. Buradan lim|x, —x,_,| =0 oldugu i¢in
n—oo

0<%, =T X, | =X, = Xoot + Xoa =T X4 |
< ”Xn - Xnfl” + ”an1 _Tn Xa ”

<0

olur. Boylece lim|x, —T,x,||=0 dir. Her | € D igin
n—oo

”Xn _Tn+l X, ” = ”Xn + Xoa — Xo —T X FThaX _Tn+lxn ”

n+l*n+l n+l *n+l

< ”Xn — Xna ” + ||Xn+l _Tn+l Xnl ” + ||Tn+l Xnl _Tn+l X, ”

T, dontistimleri diizgiin siirekli oldugundan,
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lim|x, =T, x| =0

nN—o0

elde edilir. Sonug olarak her | € D igin

lim|x, —T,x,||=0
nN—w

dir.

Teorem 4.3.2. X diizglin konveks Banach uzayi, C X in bos olmayan

kapali konveks bir alt kiimesi olsun. Her i € D igin Zsin <o Ve Zcin <o olacak
n=1 n=1

sekilde (s;,).(c,) =[0©) ile C den C ye {T,:ieD} ailesi N tane

N
genellestirilmis asimtotik s6zde genislemeyen doniisim ve F = ﬂ F (T, ) = kapal
i=1

kabul edilsin. Bazi 56(0,1) igin (an)nﬂc[é',l—é'] ile (un), C iginde smurl bir
dizi, ve {TI e D} ailesinde bir T {iyesi yar1 kompakt olsun. x, € C ve her n>1 igin
X, =X, 4 +(1—0¢n)'|'i(krf)”)xn +u, olarak tamimlansin. O zaman (x, ) dizisi {T, :i e D}
ailesinin ortak sabit bir noktasina kuvvetli yakinsaktir.

Ispat: Genellige girmeksizin, {'I'I e D} ailesi i¢inde i =1 i¢in T, donlisiimii
yart kompakt olsun. Lemma 4.3.3.’den !}T;”Xn ~T%,||=0 dir. 1=1 i¢in esitlik

asagidaki bigimde yazilabilir.

lim|x, —T,x,||=0
n—o0

olur. Yar1 kompaktligin tanimi kullanilirsa, (Xn) dizisinin j—oo iken x, —>x eC

olacak sekilde (X ) alt dizisi vardir. Boylece,

nj

lim =0

j—)oo

X, —T,X

]

nj

dir. Yani
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lim =0

joo

an _Tlxnj

X" =T, X

olur.

X" =T, x’[|=0 ise T,x" = X" olmalidir. Buradan X" € F elde edilir. O zaman,

liminfd(x,,F)=0

n—ow

dir. Boylece limd(x,,F)=0 dir. Sonug olarak (Xx,) dizisi ortak sabit bir noktaya

n—oo

kuvvetli yakinsaktir.

Teorem 4.3.3. X diizglin konveks Banach uzayi, Opial sartim1 saglasin. C

X in bos olmayan kapali konveks bir alt kiimesi ve C+C < C olsun. Her ie D

icin 3, <wve 3¢, <oo olacak sekilde (s, ), (G,) < [0,%0) dizileri ile C den C

n=1 n=1

ye {T. e D} N tane genellestirilmis asimtotik sozde genislemeyen doniisim

N
tanimlansin. F = ﬂ F(T,)#< kapal, baz1 J¢€ (0,1) icin {ocn}nZl c [5,1—5] ve
i=1

(un), C i¢inde smirli bir dizi kabul edilsin. x,€C ve her n>1 ig¢in
X, = &%, 1 +(1-e, ) TVx, +u, olarak tanimlansin. O zaman (X, ) dizisi {T, :i e D}

n“n-1 (n)

ailesinin ortak sabit bir noktasina zayif yakinsaktir.

Ispat: X diizgiin konveks Banach uzayi olmasi sebebiyle X in her simrl alt
kiimesi zayif kompaktir. (Xn) dizisi C iginde sinirh bir dizi oldugu ig¢in
X, ——>q €C olacak sekilde (Xn) in bir (Xnk) alt dizisi vardir. Lemma 4.3.3."den,

her 1 =1,2,...,N i¢in

lim

Ny —o

X, =T, (xnk )

‘:o

N
dir. qe F(T,) i¢in (E-T,)(q)=0 idi. | keyfi oldugu igin qe F =[F(T,) dir.

1=1
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(Xn) dizisinin q ya zayif yakisadigi gosterilmelidir. Tersi kabul edilsin.
Yani q#q, ve ¢, eC olacak sekilde X, —¢, €C olan (x,) in (x) alt dizisi var

olsun. Benzer diisiiniisle her 1 =1,2,...,N i¢in
lim

nj—o0

%o, _T' (X"i)

]

N
dir. g, e F=[\F(T,) i¢in (E-T)(q,)=0 olur. p=q ve p=gq, aliirsa asagidaki
1=1
iki limitin varlhigi ispatlanir.
d, ve d, iki negatif olmayan say1 olsun.
[, ~q =, ve lim|x, ~q,| -,

dir. X in Opial sartin1 sagladigi kullanilarak,

d, = lim

ng —o

X, —qH< lim sup|x, —qu: lim sup

Ng > nj—o

X, —qlu < lim
] nj—)co

Xo, —qH =d,

olur. Buradan,

d, <d, =d, <d,

dir. Bu bir geliskidir. d, =d, dir. Bdylece q=gq, olur. Bu da (x,) dizisinin q ya

zay1f yakinsadigini gosterir.

4.4. | - Genislemeyen Doniisiimlerin Sonlu Bir Ailesi icin Kapal Iterasyon
Siirecinin Kuvvetli Yakinsakhg

Bu bolimde, Xu ve Ori (2001)’de verilen genislemeyen ve onun
genellesmeleri olan doniisiimlerin sonlu bir ailesi i¢in verilen kapali iterasyon siireci
kullanilmigtir. Rhoades ve Temir (2006), ¢alismasinda verilen agik probleme, | -
genislemeyen doniistimiin sonlu bir ailesi i¢in kuvvetli yakinsakligi incelenerek

cevap verilmektedir.
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X Banach uzayi, C X in alt kiimesi, (T, )IN= .+ | -genislemeyen déniisiimlerin
sonlu bir ailesi ve (Ii)iN: _» genislemeyen doniisiimlerin sonlu bir ailesi olsun.
(e,).(B,)<=[01] de iki reel say: dizisi ile (T, )IN: .+ |, -genislemeyen doniisimlerin

sonlu bir ailesi i¢in kapali iterasyon siireci asagida verilmistir. O zaman (xn )n “

dizisinin genel formu,

Xna :(1_an)xn +an|n(yn)’ Yh :(1_ﬁn)xn +ﬁnTn(Xn)

Lemma4.4.1. a, <a, +b,, ve her n>1 olacak sekilde (a,) ve (b,) negatif

olmayan reel say1 dizileri olsun. Eger,

ibn < o0
n=0

ise 0 zaman lima, vardir (Tan ve Xu, 1993).

n—oo

Lemma 4.4.2. X diizgiin konveks Banach uzayi, C X in kapali konveks bir

alt  kiimesi, {T, ie{l2,.., N}} , N tane I, -genislemeyen doniisiim,
N

{I;:ie{1,2,..,N}}, N tane genislemeyen doniisim ve F=("|F(T,)nF(l,)=@
i=1

kabul edilsin. Bazi 6 €(0,1) i¢in (e,) ve (8,) = [6,1—5] olsun. Verilen herhangi

bir xeC igin (Xn )n _, asagidaki sekilde tanimlansin.

Xni :(l_an)xn +an|n(yn) ' Yn :(1_ﬂn)xn +ﬂnTn (Xn)

N
Eger F=[)F(T,)nF(l,)=Q ise 0 zaman,

i=1
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lim||x, - p|

n—oo

mevcuttur.

Ispat: Herhangi bir peF igin

|Xn+1_ p”: anln(yn)+(1_an)xn - p”
S(:I'_Olln)”)(n N p”+an In(yn)_ p”
S(:l'_aln)”)(n - p”+an ”yn - p”

1o = PlI=[(2=5,) %+ BT, (%)~ p|
< (1=l = pll+ A [T (%) -
< (1= )l = pll+ A1, (%) - P
<(1-8,)[* = o[+ B, % — |

- p((L-5,)-5,)

<|x,
<[x, = pl

dir. Yukaridaki esitsizlikler kullanilarak,

||Xn+l - p” < (1_an)||xn - p”+an ”Xn a p”
<[x, - pl

bulunur. Boylece,

||Xn+1 - p” < ”Xn - p”

elde edilir. Lemma 4.4.1. den lim|x, — p| mevcuttur.
n—o

Lemma 4.4.3. X diizglin konveks Banach uzayi, C X in kapali konveks

bir alt kiimesi, {T. ie{l2,.., N}}, N tane |, -genislemeyen doniisiim,

N
{I,:ie{1,2..,N}}, N tane genislemeyen doniisim ve F=[\F(T,)nF(l,)%2

i=1
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kabul edilsin. Bazi 6 €(0,1) i¢in (e,) ve (8,) < [6,1—5] olsun. Verilen herhangi

bir xeC igin (xn )n _, asagidaki sekilde tanimlansin,

X = (1=, )% + a0, (Vo) 2 Yo =(1=B,) %, + BT, (X))

Eger F = ﬂF JNF(1;)#D ise o zaman,

i=1

lim

n—o

=lim

n—oo

Tn(xn)_xn

=0

In(xn)_xn

dir.

Ispat: Lemma 4.4.2. den herhangi bir p e F icin lim|x, — p|| mevcuttur.

Iva = pl=](2=B,) % + AT, (%) - b

dir. Lemma 4.3.1. den,

Iy, - MI%M B) (%= P)+ A, (T, (x)-p)|’

)= p|" +(2- WX—DH—W(ﬂ)'RUJ—m
)= "+ @)%~ Pl ~ly. Pl

—PH+1—AN&—MV%M—DW

25p+lg

T()
(%) =X

25p+lg

T (%)

ig(Tn(x) X, )<oo ve Iimg<

N—oo
n=1

X, ):O bulunur. g siki artan,

stirekli ve ¢ (O) = T (xn ) -x | =
” Nl p” H X ta, I n)_ p”
” n+1 p” H X _p)+an(|n(yn)_p)H

dir. Lemma 4.3.1. den,
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p

||Xn+1_ p”P :H(l_an)(xn - p)+an(|n(yn)_ D)H
In(yn)_ pHp +(:I'_an)”)(n - p”p _ng( In(yn)_xn

<a,

)

25p+1g( In(yn)_xn )San ”yn_ p”p+(l_an)||xn_ p||p_||xn+l_p”p
ig( 1, (¥a)—%,[) <oo ve [I]img( 1, (¥,)=%[)=0 bulunur. g siki artan,
siirekli ve g(0)=0 oldugu igin, lim L, (Y,)— X, =0 elde edilir.
lim|T, (x,)=x,[=0, lim{1 (y,)-x,||=0
lim|x,., —x,[ =0
bulunur. Her j=1,2,...,N igin
lim(x, —x,,;|[=0
olur.
L (%) =X <1 (%)= 1, (Y I+ [T (Vn ) — X,
S||Xn_yn||"|_ In(yn)_xn
< xn—[(l—ﬂn)xn+ﬁnTn(xn)]‘+ L (Y,)=X,
S:Bn Tn(xn)_pH+ In(yn)_xn
dir. Boylece,
lim|1,(x,)=%,[=0

elde edilir.

Teorem 4.4.1. X diizgiin konveks Banach uzayi, C X in kapali konveks
bir alt kiimesi, {TI ie{l2,.., N}} N tane I -genislemeyen doniisiim,
N

{Ii:ie{l,Z ..... N}}, N tane genislemeyen déniisiim ve F=("\F(T,)nF(l,)=Q

i=1
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kabul edilsin. Bazi 6 €(0,1) i¢in (e,) ve (8,) < [6,1—5] olsun. Verilen herhangi

bir xeC igin (xn )n _, asagidaki sekilde tanimlansin,

Xoi :(l_an)xn +an|n(yn) ' Yn :(1_ﬂn)xn +ﬂnTn (Xn)

T :Tn(modN), I, = In(modN) dir. Ayrica {T, o 6{1,2 ..... N}} sonlu doniisiim ailesinden

en az bir tane T doniisiimi yar1 kompakt olsun.

O zaman (x,) dizisi T ve | doniigiimlerinin ortak sabit bir noktasma

kuvvetli yakinsaktir.

Ispat: Herhangi bir peF ile n>1 i¢in Lemma 4.4.2 den lim|x, - p|

meveuttur ve ||, —p|<[x,—p| dir. Bu sebeple, d(x,,, F)<d(x,F) ve

limd(x,, F) vardir. Lemma 4.43.den ve T yar1 kompakt oldugu igin

n—oo

lim

n—oo

=0 ile lim

n—oo

T, (%,)—X

I, (%,)—X,[|=0 dir. Béylece r|1imd(Xn,F)=O elde

n

edilir.
(x,) dizisinin Cauchy dizisi oldugu gosterilmelidir. £>0 ve her n>N igin

d (Xn, F)<§ olacak sekilde N tane pozitif tamsayist mevcuttur. Her n,m>N ve

peF i¢cin

1% = ol <[T" (%)= o[ <[T" (%) - B <[ 1" (%) - | <[%\ — bl
10 = Bl <[T™ (%) = B <[[T™ (%)= p|| <[|1" (%) p|| <%y — ]

olur. Boylece,

||xn—xm||£2d(xN,F)<g

elde edilir. Buradan (Xn) dizisi Cauchy dizisidir. Boylece limx, =p ve X tam

n—w

oldugundan peF dir. limd(x,,F)=0 oldugu i¢in d(p,F)=0 bulunur. Béylece,

n—oo
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peF =(\F(T)AF(1)

i=1

dir.
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5. SONUCLAR ve ONERILER

Genellikle genislemeyen ve onun genellesmeleri olan doniisiimler igin
iterasyon dizilerinin yakinsakliklar1 son zamanlarda g¢alisilan bir konudur. Diizgiin
konveks Banach uzaylarinda veya Hilbert uzaylarinda genislemeyen ve onun
genellesmeleri olan doniisiimlerin sonlu bir ailesi i¢in ortak sabit bir noktaya kapali
veya kapali olmayan iterasyon siirecinin yakinsaklik problemleri ile ilgili ¢aligmalar
yapilmistir. Bu tezde, 6zellikle, Mann ve Ishikawa iterasyon dizilerinin genislemeyen
ve onun genellesmeleri olan doniistimler i¢in kuvvetli ve zayif yakinsakliklari
incelenmistir. Ayrica, son zamanlarda incelenen | -genislemeyen doniisiimlerin
iterasyon dizilerinin yakinsakliklari, kaynaklar kisminda verilen ve literatiir taramasi
ile elde edilen galismalardan hareketle, | -genislemeyen doniisiimlerin sonlu bir
ailesi i¢in kapali iterasyon siirecinin kuvvetli yakinsakligi incelenmistir. Elde edilen

sonugclar, kaynaklar kisminda verilen makalelerin gelistirilmesidir.

Bu tezden hareketle, genislemeyen doniisiimler ve onun genellesmeleri olan
dontigiimler igin zayif ve kuvvetli yakinsaklik teoremleri, kaynaklar kisminda verilen
ve literatiir taramas: ile elde edilen ¢alismalar kullanilarak, bazi Banach uzaylarinda
Mann ve Ishikawa iterasyon dizilerinin belirlenecek olan &6zel kosullar altinda

yakinsakliklar1 incelenebilir ve yeni sonuglar elde edilebilir.
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OZET

Banach uzaylarinda genislemeyen ve sozde genislemeyen doniisiimler igin
sabit noktalar tizerinde iterasyon dizilerinin yakinsakliklar1 bir ¢ok yazar tarafindan
son zamanlarda calisilan bir konudur. Ozellikle, yakin tarihlerde sunulan Mann ve
Ishikawa iterasyon dizilerinin genislemeyen ve onun genellesmeleri olan
dontigiimlerin kuvvetli ve zayif yakinsakliklari ispatlanmistir. Bu tezde, Mann ve
Ishikawa iterasyon dizilerinin genislemeyen ve onun genellesmeleri olan
doniistimlerin sonlu bir ailesi i¢in kapali iterasyon siirecinin kuvvetli ve zayif
yakinsakliklar1 c¢alisilmaktadir. Ayrica, son zamanlarda incelenen | -genislemeyen
dontigimlerin iterasyon dizilerinin yakinsakliklari, son zamanlarda yapilan
calismalardan hareketle, | -genislemeyen doniisiimlerin sonlu bir ailesi i¢in kapali

iterasyon siirecinin yakinsakligi incelenmektedir.

Bu tez dort boliimden olugmaktadir. Birinci boliimde onceki ¢alismalar ve
literatiir bilgileri sunulmaktadir. ikinci béliimde, bu ¢alismada gerekli olan temel
tanim ve teoremler verilmektedir. Ugiincii boliimde kullanilan materyal ve yontemler
anlatilmaktadir. Dordiincii boliim ise dort alt kisimdan olusmaktadir. Birinci kisimda
genislemeyen ve sdzde genislemeyen doniisiimlerin Mann iterasyon siireci igin zayif
ve kuvvetli yakinsakliklar1 incelenmektedir. Ikinci kisimda | -genislemeyen ve | -
sozde genislemeyen doniislimlerin Mann iterasyon siireci icin yakinsakligi
incelenmektedir. Uciincii kisimda genellestirilmis asimtotik sézde genislemeyen
dontigimlerin sonlu bir ailesi i¢in kapali iterasyon siirecinin kuvvetli ve zayif
yakinsakliklar1 arastirilmaktadir. Son kisimda ise Onceki calismalar goz Oniine
alinarak son zamanlarda g¢alisilan | -genislemeyen doniisiimlerin sonlu bir ailesi igin

kapali iterasyon siirecinin kuvvetli yakinsakligi elde edilmektedir.

77



SUMMARY

Recently, the convergence theorems of iterative process to fixed point for
nonexpansive mappings and quasi-nonexpansive mappings in Banach spaces have
been studied by many authors. Especially certain results have been obtained the
strong and weak convergence for nonexpansive mappings, asymptotically
nonexpansive mappings, quasi-nonexpansive mappings of recently presented Mann
and Ishikawa iteration sequences. In this thesis, we consider the strong and weak
convergence of Mann and Ishikawa iteration sequences for nonexpansive mappings
and also the strong and weak convergence of implicit iterative sequences to common
fixed point for a finite family of generalized nonexpansive mappings. In addition, in
the light of references the convergence theorem of implicit iterative sequences to

common fixed point for a finite family of | -nonexpansive mappings is given.

Our thesis contains four chapters. In the first chapter, the previous and
literature are explained. In the second chapter, necessary definition and theorems are
given without going into details. In the third chapter, the materials and methods are
explained. The last chapter contains fourth parts. The first part, the strong and weak
convergence theorems of Mann iteration sequences of nonexpansive and quasi-
nonexpansive mappings are given. In the second part, the convergence theorem of
Mann iteration sequences of | -nonexpansive and | -quasi honexpansive mappings is
investigated. In the third part, the convergence theorems of implicit iteration process
to common fixed point for a finite family of generalized nonexpansive mappings are
studied. In the last part, in the light of previous works which we introduced in the
references, the strong convergence theorem of implicit iteration process to common

fixed point for a finite family of | -nonexpansive mappings is obtained.
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