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ÖZ 

Yüksek Lisans Tezi 

 

BANACH UZAYLARINDA GENİŞLEMEYEN DÖNÜŞÜMLER İÇİN YAKINSAKLIK 

TEOREMLERİ 

 

Göknur AYKANAT 

 

Harran Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı 

 

Danışman: Doç. Dr. Seyit TEMİR 

Yıl: 2008, Sayfa: 78 

Banach uzaylarında ve metrik uzaylarda geniĢlemeyen ve sözde geniĢlemeyen dönüĢümler 

için sabit noktalar üzerinde birçok çalıĢma yapılmıĢtır. Asimtotik sözde geniĢlemeyen dönüĢümler ya 

da asimtotik geniĢlemeyen dönüĢümler için iterasyon dizilerinin sabit noktaya yaklaĢımı ile ilgili 

problemler de son zamanlarda birçok yazar tarafından çalıĢılmaktadır. Özellikle, sunulan Mann ve 

Ishikawa iterasyon dizilerinin geniĢlemeyen ve onun genelleĢmeleri olan dönüĢümler için kuvvetli ve 

zayıf yakınsaklıkları ile ilgili birçok sonuçlar elde edilmiĢtir. Ayrıca geniĢlemeyen dönüĢümlerin 

sonlu bir ailesi için kapalı iterasyon sürecinin kuvvetli ve zayıf yakınsaklıkları araĢtırılmıĢtır. Bu tezde 

geniĢlemeyen ve sözde geniĢlemeyen dönüĢümlerin zayıf ve kuvvetli yakınsaklıkları ayrıntılı olarak 

incelenmektedir. Ayrıca genelleĢtirilmiĢ asimtotik sözde geniĢlemeyen dönüĢümlerin sonlu bir ailesi 

için kapalı iterasyon sürecinin kuvvetli ve zayıf yakınsaklıkları gösterilmekte ve yeni sonuçlar elde 

edilmektedir. Ayrıca I-geniĢlemeyen ve onun genelleĢmeleri olan dönüĢümlerin sonlu bir ailesi için 

iterasyon dizilerinin yakınsaklıkları incelenmektedir. Önceki yapılan çalıĢmalara bu konunun 

uygulanabilirliği araĢtırılmaktadır. 

 

ANAHTAR KELİMELER: GeniĢlemeyen DönüĢümler, Asimtotik GeniĢlemeyen DönüĢümler, 

Yakınsaklık Teoremleri 
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CONVERGENCE THEOREMS FOR NONEXPANSIVE MAPPINGS IN BANACH SPACES 
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Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Seyit TEMİR 

Year: 2008, Page: 78 

There have been a number of results on fixed points of nonexpansive and quasi nonexpansive 

mappings in Banach and metric spaces. Recently, the convergence problems of an iterative process to 

fixed point of asymptotically nonexpansive mappings or asymptotically quasi-nonexpansive mappings 

have been also considered by several authors. In particular, a number of the results of the strong and 

weak convergence of the introduced Mann and Ishikawa iteration process to fixed point for 

nonexpansive mappings, asymptotically nonexpansive mappings, asymptotically quasi-nonexpansive 

mappings have been obtained. In addition, the strong and weak convergence theorems for the implicit 

iterative process to common fixed point for a finite family of nonexpansive mappings in real 

uniformly convex Banach spaces have been studied. In this thesis, we investigate the strong and weak 

convergence of iterative process to fixed point for nonexpansive mappings in detail. In addition, we 

obtain the strong and weak convergence of implicit iteration process to a common fixed point for a 

finite family of generalized nonexpansive mappings and thus we have new results. Further, 

convergence theorems of implicit iteration process for a finite family of I-nonexpansive mappings are 

investigated. The applicabilities of this subject to the previous studies have also been analyzed. 

 

KEY WORDS: Nonexpansive Mappings, Asymptotically Nonexpansive Mappings, Convergence 

Theorems 
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1. GİRİŞ 

Banach ve metrik uzaylarda geniĢlemeyen (nonexpansive) ve sözde 

geniĢlemeyen (quasi nonexpansive) dönüĢümler için sabit noktalar üzerinde son 

zamanlarda birçok çalıĢma yapılmıĢtır. Asimtotik sözde geniĢlemeyen 

(asymptotically quasi nonexpansive) dönüĢümler ya da asimtotik geniĢlemeyen 

(asymptotically nonexpansive) dönüĢümler için iterasyon dizilerinin sabit noktaya 

yaklaĢımı ile ilgili problemler birçok yazar tarafından çalıĢılmaktadır. Browder 

(1965), Banach uzaylarında lineer olmayan geniĢlemeyen dönüĢümleri çalıĢmıĢtır. 

Diaz ve Metcalf (1967), sözde geniĢlemeyen dönüĢüm kavramını vermiĢlerdir. 

Goebel ve Kirk (1972), asimtotik geniĢlemeyen dönüĢümlerin notasyonunu 

sunmuĢlardır. Mann (1953), Mann iterasyon dizisini sunmuĢtur. Dotson (1970), 

Mann iterasyonlarını çeĢitli özel durumlarda incelemiĢtir. Petryshyn ve Williamson 

(1973), sözde geniĢlemeyen dönüĢümlerin Mann iterasyonlarının zayıf ve kuvvetli 

yakınsaklığını ispatlamıĢlardır. Ishikawa (1974), Ishikawa iterasyon dizisini 

tanımlamıĢtır. Tan ve Xu (1993), geniĢlemeyen dönüĢümlerin Ishikawa 

iterasyonlarının yakınsaklık teoremlerini kurmuĢlardır. Ghosh ve Debnath (1997), 

Banach uzaylarında sözde geniĢlemeyen dönüĢümleri için Ishikawa iterasyonlarının 

yakınsaklığını göstermiĢlerdir. Daha sonra, Liu (2001), asimtotik sözde 

geniĢlemeyen dönüĢümler için Ishikawa iterasyon dizilerinin sabit noktaya 

yakınsaklığı için gerekli ve yeterli koĢulları göstermiĢlerdir. Xu ve Ori (2001), 

geniĢlemeyen dönüĢümlerin sonlu bir ailesi için kapalı (implicit) iterasyon sürecini 

sunmuĢlardır. Xu ve Ori (2001), Hilbert uzayında tanımlanan sonlu ailenin ortak 

sabit bir noktaya bu sürecin zayıf yakınsaklığını ispatlamıĢlardır. Zhou ve Chang 

(2002), geniĢlemeyen dönüĢümlerin ve asimtotik geniĢlemeyen dönüĢümlerin sonlu 

bir ailesi için ortak sabit bir noktaya bu sürecin zayıf ve kuvvetli yakınsaklığını 

çalıĢmıĢlardır. Sun (2003), asimtotik sözde geniĢlemeyen dönüĢümlerin sonlu bir 

ailesi için ortak sabit bir noktaya kapalı iterasyon sürecinin kuvvetli yakınsaklığını 

ispatlamıĢtır. Chidume ve Shahzad (2003), geniĢlemeyen dönüĢümlerin sonlu bir 
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ailesi için ortak sabit bir noktaya kapalı iterasyon sürecinin kuvvetli yakınsaklığını 

göstermiĢlerdir. Shahzad ve Zegeye (2007), genelleĢtirilmiĢ asimtotik sözde 

geniĢlemeyen dönüĢümlerin sonlu bir ailesi için ortak sabit bir noktaya kapalı 

iterasyon sürecinin kuvvetli yakınsaklığını çalıĢmıĢlardır. Shahzad (2004), 

genelleĢtirilmiĢ I-geniĢlemeyen (I-nonexpansive) dönüĢümler için bir iyi yaklaĢım 

sonucunun değiĢmeli olmayan versiyonunu göstermiĢtir. Temir ve Gül (2007), 

Hilbert uzayında I-asimtotik sözde geniĢlemeyen (I-asymptotically quasi 

nonexpansive) dönüĢüm için zayıf yakınsaklık teoremi, yukarıda geliĢtirilen 

sonuçlardan farklı bir yaklaĢım kullanılarak ispatlamıĢlardır. Rhoades ve Temir 

(2006), Opial koĢulunu sağlayan düzgün konveks Banach uzayında I-geniĢlemeyen 

dönüĢümün Mann iterasyon dizisinin zayıf yakınsaklığını kurmuĢlardır. 
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2. ÖNCEKİ ÇALIŞMALAR 

2.1. Diziler 

Tanım 2.1.1.   doğal sayılar kümesinden   reel sayılar kümesine 

tanımlanan her fonksiyona bir reel terimli dizi veya kısaca dizi denir ve  nx  

Ģeklinde ifade edilir. 

Tanım 2.1.2. Her n  için nx M  olacak Ģekilde bir M  reel sayısı varsa 

 nx  dizisine üstten sınırlıdır denir. M  sayısına da bu dizinin bir üst sınırı adı 

verilir. Üst sınırlarının en küçüğüne de dizinin en küçük üst sınırı veya supremumu 

denir. sup nx  veya eküs nx  ile gösterilir. 

Tanım 2.1.3. Her n  için nx K  olacak Ģekilde bir K  reel sayısı varsa 

 nx  dizisine alttan sınırlıdır denir. K  sayısına da bu dizinin bir alt sınırı adı verilir. 

Alt sınırlarının en büyüğüne dizinin en büyük alt sınırı veya infimumu denir. inf nx  

veya ebas nx  ile gösterilir. 

Tanım 2.1.4. Her n  için nx A  olacak Ģekilde bir A  pozitif reel sayısı 

varsa  nx  dizisine sınırlı dizi denir. 

Tanım 2.1.5  nx  bir reel sayı dizisi olsun ve 0x   olsun. Her 0   için 

0n n  olduğunda 0nx x    olacak Ģekilde bir 0n   sayısı bulunabiliyorsa  nx  

dizisi 0x  a yakınsaktır denir ve 
0lim n

n
x x


  veya   0nx x  Ģeklinde gösterilir. 

Yakınsak her dizi sınırlıdır ve limiti tektir (Kolmogorov ve Fomin, 1970). 
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Tanım 2.1.6. Bir  nx  dizisi verilsin. Her n  için 1n nx x   ise bu diziye 

monoton artan dizi denir. Her n  için 1n nx x   ise monoton azalan dizi denir. 

Tanım 2.1.7. :x   ,   nx n x  dizisi verilsin. :n   ,   kn k n  

dizisi bir artan dizi olmak üzere   :x n     bileĢke fonksiyonuna  nx  dizisinin 

bir alt dizisi denir ve        
kk nx n k x n k x n x    Ģeklinde gösterilir. 

Teorem 2.1.1. Gerçel değerli bir  nx  dizisinin yakınsak ve limitinin L  

olması için gerekli ve yeterli koĢul  nx  dizisinin bütün  
knx  alt dizilerinin de aynı 

L  limitine yakınsamasıdır. Her sınırlı reel sayı dizisinin en az bir yakınsak alt dizisi 

vardır (Kolmogorov ve Fomin, 1970). 

Tanım 2.1.8 Herhangi bir X  uzayında  nx  dizisi verilsin. O zaman 

  
1

lim limsup inf supn n n
m n m

x x x
 

 
   

 
 

Ģeklinde tanımlanan limit değerine  nx  dizisinin üst limiti denir. 

Benzer olarak 

   
1

lim liminf sup infn n n
n mm

x x x


   

Ģeklinde tanımlanan limit değerine  nx  dizisinin alt limiti denir. 

Teorem 2.1.2.  nx  sınırlı bir dizi ise limsup nx  ve liminf nx  sırasıyla  nx  

dizisinin en büyük ve en küçük limit noktasıdır ve 

 liminf limsupn nx x  ve  liminf limsupn nx x    

dir (Kolmogorov ve Fomin, 1970). 
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Teorem 2.1.3.  nx  reel sayıların sınırlı bir dizisi olsun. O zaman 

 lim lim limn n nx x x x x     

dir (Kolmogorov ve Fomin, 1970). 

Tanım 2.1.9.  nx  reel terimli bir dizi olsun. Her 0   sayısına karĢı gelen 

bir 0n 
 
sayısı m,n 0n  alındığında 

m nx x    olacak Ģekilde bulunabiliyorsa 

 nx  dizisine Cauchy dizisi adı verilir. 

2.2. Metrik Uzaylar 

Tanım 2.2.1. X  boĢ olmayan bir küme olsun. :d X X   fonksiyonu, 

her , ,x y z X  için 

(M1)  , 0d x y   

(M2)  , 0d x y x y    

(M3)    , ,d x y d y x  

(M4)      , , ,d x y d x z d z y   (üçgen eĢitsizliği) 

koĢullarını sağlıyorsa d ye X  üzerinde bir metrik adı verilir.  ,X d  ikilisine de bir 

metrik uzay denir.  ,X d  metrik uzayı kısaca X  ile gösterilir. 

Tanım 2.2.2. X  bir metrik uzay ile bu uzayın bir 0x  noktası ve pozitif bir r  

reel sayısı verilsin. Bu durumda 

     0 0, : ,B x r x X d x x r    

kümesine 0x  merkezli ve r  yarıçaplı açık yuvar, 
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     0 0, : ,B x r x X d x x r    

kümesine 0x  merkezli ve r  yarıçaplı kapalı yuvar, 

     0 0, : ,S x r x X d x x r    

kümesine de 0x  merkezli ve r  yarıçaplı yuvar yüzeyi denir. 

Tanım 2.2.3.   nin bazı alt kümelerinin bir M  sınıfı göz önüne alınsın. Bir 

A  kümesi için, 
A

A A



  , A M  yazılabiliyorsa M  sınıfına A  kümesinin 

bir örtüsü adı verilir. Bu durumda A  kümesinin her noktası M  sınıfı içinde bulunur. 

M  deki bütün kümeler açıksa bu sınıf bir açık örtü adını alır. M sınıfı 

1 2, ,..., ,...nA A A  gibi kümelerin oluĢturduğu sayılabilir bir sınıfsa ve 
1

i

i

A A




  

yazılabiliyorsa M  sınıfına A  nın sayılabilir örtüsü denir. 

Tanım 2.2.4. M  sınıfı bir A  kümesinin bir örtüsü olsun. A , her üyesi 

M nin içinde olan bir alt kümeler sınıfıysa ve A  sınıfı da A  kümesinin bir örtüsü 

ise A M  alt sınıfı A  nın bir alt örtüsü adını alır. 

Tanım 2.2.5. Bir A  kümesinin her açık örtüsünün sonlu bir alt örtüsü 

varsa A  ya kompakt küme adı verilir. 

Önerme 2.2.1. Bir metrik uzayın kompakt alt kümesi kapalı ve sınırlıdır 

(Bayraktar, 1992). 

Tanım 2.2.6. X  kompakt bir küme ise X  metrik uzayına kompakt metrik 

uzay denir. 

Her kompakt metrik uzay tamdır (Bayraktar, 1992). 

Tanım 2.2.7. X  bir metrik uzay ve A  bir alt kümesi olsun. Bir x X  

noktasının A  kümesine uzaklığı bu noktanın A  nın tüm noktalarına uzaklıklarının 

infimumudur. 



2. ÖNCEKİ ÇALIŞMALAR                                                                                 Göknur AYKANAT 

7 
 

     , inf , :d x A d x y y A   

Tanım 2.2.8. X  bir metrik uzay ve A  ile B  birer alt kümesi olsun. A  ve B  

kümesinin birbirine uzaklığı, x A  ve y B  için 

     , inf , : ,d A B d x y x A y B    

dir. Bu tanımda    , ,d A B d B A  olduğu açıktır. 

Ġki küme arasındaki uzaklığın sıfır olmasının bu kümelerin aynı olduğunu 

ifade etmediği açıktır. 

Tanım 2.2.9. X  metrik uzayının bir alt kümesi A  olsun. ,x y A  için bir A  

alt kümesinin çapı,
 
 

     sup , : ,d A d x y x y A   

ile tanımlanır. 

Tanım 2.2.10. X
 
bir metrik uzay, bu uzay içinde bir dizi  nx  ve x X  

olsun. Her 0   için 0n n  olduğunda  ,nd x x 
 
ya da  ,nx B x   olacak 

Ģekilde bir 0n  doğal sayısı varsa  nx  dizisi x  noktasına yakınsıyor denir. Bu durum 

nx x  ya da lim n
n

x x


  Ģeklinde ifade edilir.
 

Önerme 2.2.2. Bir X  metrik uzayında yakınsak her dizi sınırlıdır ve limiti 

tektir (Kolmogorov ve Fomin, 1970). 

Tanım 2.2.11. X
 
bir metrik uzay ve  nx  bu uzayda bir dizi olsun. Her 

0   için m,n 0n olduğunda 

  ,m nd x x   

olacak Ģekilde bir 0n  doğal sayısı varsa  nx  dizisine bir Cauchy dizisi denir. 
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Tanım 2.2.12. Bir X  metrik uzayındaki her Cauchy dizisi X  içinde 

yakınsak ise X  metrik uzayına tam metrik uzay denir.  

2.3. Normlu Lineer Uzaylar 

Tanım 2.3.1. X  boĢ olmayan bir küme ve K  bir sayı cismi olsun. Her 

, ,x y z X  ve her , K   için 

1) x + y y x  

   2)x y z x y z      

3) x x   olacak biçimde bir   öğesi var 

4)  'x x    olacak biçimde bir 'x X  öğesi var 

5)   x y x y      

6)   x x x       

7)     x x    

8)  1.x x   

koĢulları sağlanıyorsa X  kümesine K  cismi üzerinde bir lineer uzay (vektör) uzayı 

denir. 

Tanım 2.3.2. X  bir lineer uzay ve A X  olsun. Eğer ,x y A  için 

0 1   olmak üzere  1x y A     oluyorsa A  kümesine konveks küme denir. 

Tanım 2.3.3. X  bir lineer uzay olsun. :N X   dönüĢümü her ,x y X  

ve her K  için 

N1) ( ) 0N x   ve ( ) 0N x x     

N2) ( ) ( )N x N x   

N3) ( ) ( ) ( )N x y N x N y    
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koĢullarını sağlıyorsa bu dönüĢüme norm denir. X  bir lineer uzay ve bu uzay 

üzerinde bir norm tanımlanmıĢ olsun. Bu uzaya normlu lineer uzay denir. Genel 

olarak, N  norm dönüĢümü yerine     sembolü kullanılır. 

X  normlu bir lineer uzay olmak üzere, 

 :d X X  ;  ,d x y x y   

Ģeklinde tanımlanan d  dönüĢümü X  uzayı üzerinde bir metriktir. Bu metriğe norm 

metriği denir. Bu nedenle her normlu uzay bir metrik uzaydır (Bayraktar, 1992). 

Tanım 2.3.4.  ,   X   normlu lineer uzayının alt kümesi A olsun. Eğer 

  sup : ,AR x y x A y A      

oluyorsa A  kümesine X  içinde sınırlı küme denir. 

Tanım 2.3.5.  ,   X   normlu lineer uzayı içinde bir  nx  dizisi verilmiĢ 

olsun. Her 0   için 0n n  olduğunda nx x    olacak Ģekilde bir 0n  sayısı 

bulunabiliyorsa  nx  dizisi x  noktasına yakınsaktır denir ve nx x  Ģeklinde 

gösterilir. 

Önerme 2.3.1.  ,   X   normlu lineer uzayı içinde yakınsak her dizi 

sınırlıdır ve limiti tektir (Kolmogorov ve Fomin, 1970). 

Tanım 2.3.6.  ,   X   normlu lineer uzayı içinde  nx  dizisi verilmiĢ olsun. 

Her 0   için 0m,n n  olduğunda 

 m nx x    

olacak Ģekilde bir 0n  sayısı bulunabiliyorsa  nx  dizisine Cauchy dizisi adı verilir. 
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Önerme 2.3.2.
 
 ,   X   normlu lineer uzayı içinde her Cauchy dizisi 

sınırlıdır (Kolmogorov ve Fomin, 1970). 

Önerme 2.3.3.  ,   X   normlu lineer uzayında  nx  bir Cauchy dizisi 

x X noktasına yakınsak bir  
knx  alt dizisine sahip ise  nx  dizisi de x  e 

yakınsaktır (Kolmogorov ve Fomin, 1970). 

Tanım 2.3.7.  
1

,   X  ,  2
,   Y   birer normlu lineer uzay, X  uzayından 

Y  içine f  bir dönüĢüm ve 0x X olsun. Eğer her 0   sayısına karĢılık 

    0 01 2
x x f x f x       

ya da buna denk olarak 

      0 0, ,f B x B f x   

olacak Ģekilde bir 0   sayısı varsa f  fonksiyonuna 0x  noktasında süreklidir denir. 

Bir  ,   X 
 

normlu lineer uzayının her noktasında sürekli olan f  

dönüĢümüne X  üzerinde sürekli bir fonksiyon adı verilir. 

2.4. Banach Uzayları 

Tanım 2.4.1. X  normlu lineer uzay olsun. X , norm metriğine göre tam ise 

X  uzayına Banach uzayı denir. 

Tanım 2.4.2. X  in normlu reel veya kompleks lineer uzay oluĢuna göre 

Banach uzayına, reel veya kompleks Banach uzayı denir.  

Örnek 2.4.1.   1 2 3, , ,..., : , 1,2,...,n

n ix x x x x x i n      kümesi 

toplama, skalerle çarpma ve 
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1

22

2
1

n

i

i

x x


 
  
 
  

normuna göre bir reel Banach uzaydır. 

Tanım 2.4.3. X  ve Y  aynı bir K  cismi üzerinde iki lineer uzay olsun. 

:T X Y  dönüĢümü her ,x y X  ve her K  için 

      T x y T x T y    

    T x T x   

ya da buna denk olarak her ,x y X  ve ,  K  için 

      T x y T x T y       

Ģartını sağlıyorsa T  dönüĢümüne lineer dönüĢüm denir. 

Eğer T  dönüĢümü yukarıdaki Ģartlardan herhangi birini gerçeklemezse T  

dönüĢümüne lineer olmayan dönüĢüm denir. 

Tanım 2.4.4.  ,   X   ve  ,   Y   iki normlu uzay ve :T X Y  bir 

dönüĢüm olsun. Her x X  için 

  T x M x  

olacak Ģekilde bir 0M   sabiti varsa, T  dönüĢümüne sınırlı dönüĢüm denir. 

Tanım 2.4.5. X  bir lineer uzay olsun. Bu uzayın bir vektörüne bir skaler sayı 

karĢı getiren bir :f X  F  fonksiyonu lineer fonksiyonel olarak adlandırılır. 

Lineer fonksiyonellerin oluĢturduğu  ,X L X  F  lineer uzayına da X  

uzayının cebirsel duali adı verilir.  
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Tanım 2.4.6.  ,   X   bir normlu lineer uzayı üzerindeki tüm sürekli lineer 

fonksiyonellerin oluĢturduğu lineer uzayına X  uzayının topolojik duali adı verilir. 

:f X F  sınırlı lineer fonksiyonellerin oluĢturduğu topolojik dual  ,X B X  F  

ile gösterilir. 

X   de bir normlu lineer uzaydır ve F  tam olduğu için X  tam olmasa bile 

X   daima bir Banach uzayıdır. X   topolojik dualinin, *X  cebirsel dualin alt uzayı 

olduğu açıktır. 

Tanım 2.4.7. X  normlu lineer uzayının X   duali de normlu lineer uzay 

olduğundan bu uzayın da duali, yani X  üzerinde her sınırlı sürekli fonksiyonele bir 

skaler sayı karĢı getiren sürekli lineer fonksiyonellerin oluĢturduğu lineer uzay 

tanımlanabilir.  X X   lineer uzayına X  in bi duali (ikinci duali) adı verilir. X   

bir Banach uzayıdır. 

Tanım 2.4.8. : X X    fonksiyonu lineerdir.  fonksiyonuna, X  uzayının 

X   uzayı içine kanonik dönüĢümü adı verilir.   kanonik dönüĢümünün eriĢim uzayı 

X   bi dualinin tümünü kapsarsa yani   X     ise X  uzayı norm refleksif ya da 

kısaca refleksif olarak adlandırılır. X   daima tam olduğundan bir X  normlu lineer 

uzayı ancak Banach uzayı ise refleksif olabilir. 

Bir Banach uzayı ancak ve ancak duali refleksif ise refleksif olur (ġuhubi, 

2001). 

Tanım 2.4.9. X  bir Banach uzayı olsun. Her ,x y X  için 1x  , 1y   ve

x y > 0  iken 
2

x y
<1 ise X  uzayına sıkı (strictly) konveks Banach uzayı adı 

verilir. 

Tanım 2.4.10. X  bir Banach uzayı olsun. Eğer her ,x y X  ve herhangi bir 

 0,2   için 
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 1x  , 1y   ve x y >  

iken  

 
2

x y
≤  

olacak biçimde bir   0     sayısı bulunabiliyorsa X  uzayına düzgün 

(uniformly) konveks Banach uzayı denir. 

Düzgün konveks Banach uzayı refleksifdir (ġuhubi, 2001). 

Tanım 2.4.11. X  normlu lineer uzayı içinde bir dizi  nx  ve 0x X  olsun. 

Eğer, 

 0lim 0n
n

x x


   

ise  nx  dizisi 0x  noktasına kuvvetli yakınsıyor denir ve 
0lim n

n
x x


  Ģeklinde ifade 

edilir. 

Tanım 2.4.12. X  normlu lineer uzayı içinde bir dizi  nx  dizisi verilmiĢ 

olsun. Eğer, her f X   için 

    0lim n
n

f x f x


  

olacak biçimde bir 0x X  elemanı varsa  nx  dizisi  0x  a zayıf yakınsıyor denir ve 

0

z

nx x  Ģeklinde ifade edilir. 

Tanım 2.4.13. X  normlu lineer uzayı üzerinde sınırlı lineer fonsiyonellerin 

bir dizisi  nf  olsun. Eğer her x X  için    nf x f x  olacak Ģekilde bir f X   

fonksiyoneli varsa,  nf  dizisi f  ye *zayıf yakınsar denir ve z

nf f


  Ģeklinde 

ifade edilir. 
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Örnek 2.4.2. X  Banach uzayı, nx , x  X , nf , f  X  , n  olsun. 

(a) 0nx x
, nf f  

(b) 0

z

nx x
, nf f

 

(c) 0nx x
, 

*z

nf f
 

ise n   iken    n nf x f x  dir. 

Teorem 2.4.1. X  normlu lineer uzayı içinde  nx  bir dizi olsun. O zaman, 

(i) 0nx x  ise 0

z

nx x  dır. 

(ii) (i) Ģartının tersi genelde doğru değildir. 

(iii) boy X <∞ ise 0 0

z

n nx x x x    dır (Kolmogorov ve Fomin, 1970). 

İspat: (i) nx x  ise 0nx x   dır. Her f X   için, n   iken 

       0n n nf x f x f x x f x x       

dır. Böylece z

nx x  dir. 

(ii) 1 p   için pl  uzayı alınsın. Her pf l   ve her px l , qy l , 

1 1
1

p q
   için 

  
1

k k

k

f x x y




  

dır. Eğer, 
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 1 1,0,0,...,0  ,  2 0,1,0,...,0  ,  3 0,0,1,...,0   ise o zaman n m  

için 

1

2n m p    olur. Böylece,  n  kuvvetli yakınsak değildir. Her 
pf l   için 

 n

nf y  , qy l , n   iken 0ny   ı sağlar yani   0nf    dır. Bu sebeple 

 n , 0  (sıfıra) zayıf yakınsaktır. 

(iii)  boy X k  ve z

nx x  ve X  in bir tabanı da  1 2, ,..., ke e e  

olsun. 

 
     

1 1 2 2 ...
n n n

n k kx e e e       

 
     1 1 1

1 1 2 2 ... k kx e e e       

Ģeklinde ifade edilsin. Kabulden dolayı her f X   için    nf x f x  dir. Özel 

olarak 1 2, ,..., kf f f  ailesi alınsın. 

    j n jf x f x  

olarak tanımlanırsa o zaman,    n

j n jf x   ve    1
j jf x   olur. Böylece 

   j n jf x f x     1n

j j   dir. Bu sebeple, n   iken 

 
         1 1

1 1

0
k k

n n

n j j j j j j

j j

x x e e   
 

        

elde edilir. Bu  nx  dizisinin x  e kuvvetli yakınsadığını gösterir. 

Örnek 2.4.3. Bir refleksif Banach uzayında her sınırlı dizi, zayıf yakınsak bir 

alt diziye sahiptir (Kolmogorov ve Fomin, 1970). 

Çözüm: X  refleksif Banach uzayı ve  nx , X  içinde sınırlı bir dizi olsun. 

Her n  için nx k  olacak Ģekilde bir k  sabiti vardır. M , 1 2 3, , ,...x x x  vektörleri ile 
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tanımlı kapalı alt uzay olsun. O zaman, M  ayrılabilirdir. M  aynı zamanda 

refleksifdir. Çünkü X  refleksif Banach uzayının kapalı alt uzayıdır. 

Böylece **M M  dır. Bu sebeple **M  ayrılabilirdir. Sonuç olarak *M  

ayrılabilirdir. 

 : 1,2,3,...if i  , *M  ın sayılabilir yoğun alt kümesi olsun. Her n  için 

  1 n n nf x f x k f   

dir.   1 nf x , skalerlerin sınırlı bir dizisidir. Bu sebeple, k   iken   1 1,f x k  

yakınsak olacak Ģekilde  nx  in  1 11 12 13, , ,...s x x x  bir alt dizisi vardır. Benzer 

Ģekilde k   iken   2 2,f x k  yakınsak olacak Ģekilde  1s  in  2 21 22 23, , ,...s x x x  

bir alt dizisi vardır. Genel olarak, k   iken   ,n nf x k  yakınsak olacak Ģekilde 

 1ns   in  1 2 3, , ,...n n n ns x x x  bir alt dizisi vardır.  11 22 33, , ,...s x x x  diagonal dizisi 

alınsın. O zaman, 1,2,3,...n   için ns  bir alt dizisi s  dir. Her bir *

if M  için 

n   iken   i mf x  yakınsaktır. Böylece her *f M  için   nnf x  yakınsaktır. 

   lim nn
n

F f f x


  tanımlansın. O zaman,  
 

sup nn
n

F f f x k f  , **f M  

olduğunu gösterir. 

   f p F f  olacak Ģekilde p M , M  nin refleksif olmasından sağlanır. 

Her *f M  için 

    lim nn
n

f p f x


  

olur. Bu nedenle  nnx  dizisi p  noktasına zayıf yakınsaktır. 

Tanım 2.4.14. T , C  den C  içine tanımlı bir dönüĢüm olmak üzere 

    :F F T x C T x x     Ģeklinde bir küme tanımlansın. F  kümesinin her bir 
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x  elemanına T  dönüĢümünün sabit noktası, F  kümesine de T  dönüĢümünün sabit 

noktalarının kümesi denir. C  kümesi boĢ olmayan bir kümedir. 

Örnek 2.4.4. :g   ,  
1

2

x
g x

x
   dönüĢümünün sabit noktalarından 

biri, 

   2 1
2 2

2 2
g     

dir. 

Tanım 2.4.15. :     fonksiyonu 0  da sürekli, artan bir fonksiyon ve 

 0 0   koĢulunu sağlasın.  ,X d  ve  ,Y   metrik uzaylar olmak üzere 

:f X Y  fonksiyonu her 1 2,x x X  için 

        1 2 1 2, ,f x f x d x x   

bağıntısını gerçeklerse   ye f  fonksiyonun bir süreklilik modülü adı verilir. 

Tanım 2.4.16. 0k   bir sabit olmak üzere süreklilik modülü  d kd   

Ģeklinde olan fonksiyonlar Lipschitz sınıfını oluĢturur ve her 1 2,x x X  için 

       1 2 1 2, ,f x f x kd x x   

olduğundan Lipschitz sürekli fonksiyonlar olarak adlandırılır. k  sayısına Lipschitz 

sabiti adı verilir. 

Tanım 2.4.17. X
 
bir metrik uzay ve :f X X  fonksiyonu bu uzayı kendi 

içine dönüĢtürsün. Her ,x y X  nokta çifti ve 0 1k   koĢulunu sağlayan bir k reel 

sayısı için 

       , ,d f x f y kd x y  
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koĢulu sağlanıyorsa f  ye bir büzülme dönüĢümü adı verilir. Bir büzülme 

dönüĢümünün Lipschitz sürekli bir fonksiyon olduğu açıktır. k  Lipschitz sabiti bu 

durumda büzülme sabiti olarak adlandırılır. 

Teorem 2.4.2. Tam metrik uzay üzerinde her büzülme dönüĢümü, bir tek 

sabit noktaya sahiptir (Kolmogorov ve Fomin, 1970). 

İspat: 0x X  ve  nx  dizisi aĢağıdaki gibi tanımlansın. 

 1 0x Tx , 2 1x Tx , 3 2x Tx , … , 1n nx Tx  , … 

nx  dizisine iterasyon dizisi adı verilir. 

            1

1 2 0 1 0 1 0 0, , , ,d x x d T x T x kd x x k d x T x    

            2

2 3 1 2 1 2 0 0, , , ,d x x d T x T x kd x x k d x T x    

            3

3 4 2 3 2 3 0 0, , , ,d x x d T x T x kd x x k d x T x    

 

...

...

...

 

            1 1 1 0 0, , , ,n

n n n n n nd x x d T x T x kd x x k d x T x      

dir. Herhangi bir m  pozitif tam sayısı için 

 

       

        

    

  

  

1 1 2 1

1 1

0 0 0 0 0 0

1 1

0 0

0 0

0 0

, , , ... ,

              , , ... ,

              ... ,

              ,
1

              ,
1

n m n n n n m m

n n m

n n m

n m

n

d x x d x x d x x d x x

k d x T x k d x T x k d x T x

k k k d x T x

k k
d x T x

k

k
d x T x

k

   

 

 

   

   

   









 

ve 0 1k   dir. 
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Bu sebeple n   iken  , 0n md x x   elde edilir. Böylece  nx  dizisi 

Cauchy dizisidir. X  tam olduğu için  nx  dizisi x  e yakınsaktır. x , T  nin sabit bir 

noktası yani  T x x  olsun. 

 

       

      

   

1

1

, , ,

                 , ,

                 , ,

n n

n n

n n

d x T x d x x d x T x

d x x d T x T x

d x x kd x x





 

 

 

 

sebebiyle   , 0d x T x   bulunur. Böylece  T x x  yani x , T  nin sabit bir 

noktasıdır. 

 T y y  olacak Ģekilde y X  olsun. 

         , , ,d x y d T x T y kd x y   

elde edilir. Eğer x y  ise  , 0d x y   dır. 1c  , 0 1c   olmasıyla çeliĢir. Bu 

çeliĢki x y  olduğunu gösterir. Böylece tek sabit nokta mevcuttur. 

Teorem 2.4.3. Tam metrik uzay üzerinde büzülme dönüĢümü olmayan 

dönüĢümlerin de sabit noktası var, hatta tek olabilir (ġuhubi, 2001). 

Örnek 2.4.5.  
1

2
2

T x x  ,  0,1x  Ģeklinde tanımlanan  : 0,1T   

dönüĢümü  0,1  üzerinde büzülme dönüĢümüdür, fakat bu aralıkta sabit bir noktaya 

sahip değildir. 

Çözüm:    : 0,1 0,1d   ,  ,d x y x y   Ģeklinde tanımlanan uzaklık 

fonksiyonu  0,1  üzerinde bir metriktir. d  metriğine     normunun indirgediği 

metrik adı verilir. Her  , 0,1x y  ve 0 1k   koĢulunu sağlayan bir k  reel sayısı 

için 
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      

   

        , ,

         

1 1
2 2

2 2

1 1
   2 2

2 2

1 1
              

2 2

1
                 

2

                    2

d T x T y kd x y

T x T y k x y

x y k x y

x y k x y

x y k x y

x y k x y

x y k x y



  

 
     

 

    

  

  

  

 

 
1

0 2 1 0
2

k k      

dir. T ,  0,1  üzerinde büzülme dönüĢümüdür.  0,1x  için 

    
1

2 2 4 0,1
2 2

x
T x x x x x          

dir. Gerçekten T  dönüĢümü  0,1  aralığında sabit bir noktaya sahip değildir. 

2.5 Genişlemeyen Dönüşümler 

Tanım 2.5.1. X  Banach uzayı ve C , X  in kapalı konveks bir alt kümesi 

olsun. Eğer :T C C  lineer olmayan dönüĢümü her ,x y C  için 

    T x T y x y    

eĢitsizliğini gerçekliyorsa T  dönüĢümüne C  üzerinde geniĢlemeyen dönüĢüm denir. 

Örnek 2.5.1. X  Banach uzayı ve C , X  in kapalı konveks bir alt kümesi 

olsun. :T C C  dönüĢümü,  
2

x
T x a  ,  0a   Ģeklinde tanımlansın. O zaman 

T  geniĢlemeyen bir dönüĢümdür. 
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Çözüm: Gerçekten her ,x y C  ve 0a   için 

    
2 2 2 2 2

x yx y x y
T x T y a a x y

 
          

 
 

dir. 

Teorem 2.5.1. X  Hilbert uzayı ve C , X  in kapalı sınırlı konveks bir alt 

kümesi olsun. O zaman :T C C  ye her bir geniĢlemeyen dönüĢüm en az bir tane 

sabit noktaya sahiptir (Petryshyn ve Williamson, 1973). 

Düzgün konveks Banach uzayında da Teorem 2.5.1. geçerlidir. 

Uyarı 2.5.1.  0,1C   ve  E x x C   olsun. Sabit noktanın tekliği E  

dönüĢümünde ki gibi Teorem 2.5.1. de tanımlı T  dönüĢümünde gerekli değildir 

(Petryshyn ve Williamson, 1973). 

Tanım 2.5.2. X  Banach uzayı ve C , X  in kapalı konveks bir alt kümesi 

olsun. Eğer :T C C  sürekli dönüĢümü her x C  ve her  p F T  için 

  T x p x p    

eĢitsizliğini gerçekliyorsa T  dönüĢümüne C  üzerinde sözde geniĢlemeyen dönüĢüm 

denir. 

Örnek 2.5.2. X  Banach uzayı olsun. T  dönüĢümü  0 0T   ve 

 
1

sin
2

x
T x

x

 
  

 
,  0x   Ģeklinde tanımlansın. T  sözde geniĢlemeyen 

dönüĢümdür. 

Çözüm: Gerçekten 0x   için  
0 1

0 sin 0
2 0

T
 

  
 

 ve 0x   için 

 
1 1

sin 2 sin
2

x
T x

x x

   
     

   
 dir. Bu mümkün değildir. O zaman T  nin tek sabit 

noktası 0  dır. y X  ve 0p   için T  sözde geniĢlemeyen dönüĢümdür. 
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    
1

0 sin
2 2

y y
T y p T y y y p

y

 
        

 
 

bulunur. 

Tanım 2.5.3. X  Banach uzayı C , X  in boĢ olmayan bir alt kümesi ve 

 F T , T  nin sabit noktalarının kümesi olsun. :T C C  dönüĢümü, her ,x y C  ve 

1n   için 

      1n n

nT x T y r x y     

olacak Ģekilde n   iken 0nr   ile    0,nr   , pozitif reel sayı dizisi varsa T  

dönüĢümüne asimtotik geniĢlemeyen dönüĢüm adı verilir. 

Tanım 2.5.4. X  Banach uzayı, C , X  in boĢ olmayan bir alt kümesi ve 

 F T , T  nin sabit noktalarının kümesi olsun. :T C C  dönüĢümü her x C , her 

 p F T  ve 1n   için 

      1n n

nT x T p r x p     

olacak Ģekilde n   iken 0nr   ile    0,nr   , pozitif reel sayı dizisi varsa T  

dönüĢümüne asimtotik sözde geniĢlemeyen dönüĢüm adı verilir. 

Tanım 2.5.5. X  Banach uzayı, C , X  in boĢ olmayan bir alt kümesi olsun. 

:T C C  dönüĢümü her ,x y C  ve 1n   için 

    n nT x T y L x y    

olacak Ģekilde L >0 sabiti varsa T dönüĢümüne düzgün LLipschitzian adı verilir. 

Uyarı 2.5.2. Asimtotik geniĢlemeyen dönüĢüm, sabit nokta kümesi boĢtan 

farklı olmak Ģartıyla aynı zamanda asimtotik sözde geniĢlemeyen dönüĢümdür. Tersi 

her zaman doğru değildir (Shahzad ve Zegeye, 2007). 
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Tanım 2.5.6. X  Banach uzayı, C , X  in boĢ olmayan kapalı konveks bir alt 

kümesi, :T C C  bir dönüĢüm olsun. Her x C , her  p F T  ve 1n   için 

  n

n nT x p x p s x p c       

eĢitsizliği sağlanacak Ģekilde lim 0 limn n
n n

s c
 

   ile      , 0,n ns c    reel sayı 

dizileri mevcutsa ve  F T   ise T  ye genelleĢtirilmiĢ asimtotik sözde 

geniĢlemeyen dönüĢüm adı verilir. GenelleĢtirilmiĢ asimtotik sözde geniĢlemeyen 

dönüĢümü aĢağıdaki Ģekilde de tanımlayabiliriz. 

    n n

n nT x p x p s x p c x T x        

eĢitsizliği sağlanacak Ģekilde lim 0 limn n
n n

s c
 

   ile  ns ,  nc  0,1  reel sayı 

dizileri mevcutsa ve  F T   ise T  ye  ns  ve  nc  ile iliĢkili genelleĢtirilmiĢ 

asimtotik sözde geniĢlemeyen dönüĢüm adı verilir. 

Uyarı 2.5.3. AĢağıdakileri bu Ģekilde de ifade edebiliriz. 

Eğer, her 1n   için 0nc   ise o zaman genelleĢtirilmiĢ asimtotik sözde 

geniĢlemeyen dönüĢüm, asimtotik sözde geniĢlemeyen dönüĢüme kısıtlanır. 

Eğer, her 1n   için 0n ns c   ise o zaman genelleĢtirilmiĢ asimtotik sözde 

geniĢlemeyen dönüĢüm, sözde geniĢlemeyen dönüĢüm olur. 

Eğer, her 1n   için 0ns   ise o zaman genelleĢtirilmiĢ asimtotik sözde 

geniĢlemeyen dönüĢüm, genelleĢtirilmiĢ sözde geniĢlemeyen dönüĢüme kısıtlanır. 

GenelleĢtirilmiĢ asimtotik sözde geniĢlemeyen dönüĢüm olan, genelleĢtirilmiĢ 

sözde geniĢlemeyen dönüĢüm olmayana aĢağıdaki örnek verilebilir. 

Örnek 2.5.3. 2X l  ile     normu her  1 2, ,..., ,...nx x x x X   için 
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2

1

i

i

x x




   

Ģeklinde tanımlı ve   1 2 1, ,..., ,... : 0, , 2,3,...n iC x x x x x x i      olsun. O 

zaman C , X  in boĢ olmayan bir alt kümesidir. 

Çözüm: Herhangi bir  1 2, ,..., ,...nx x x x C   için 

    10,4 ,0,0,...,0,...T x x  

Ģeklinde bir :T C C  dönüĢümü tanımlansın. T  nin genelleĢtirilmiĢ asimtotik 

sözde geniĢlemeyen dönüĢüm olduğunu görmek kolaydır. Gerçekten herhangi bir 

 1 2, ,..., ,...nx x x x X   için  T x x  alınırsa, 

   1 1 2 3 40,4 ,0,0,...,0,... , , , ,..., ,...nx x x x x x ,    0F T   ve her 2,3,...n   

için 

    0,0,0,...,0,...nT x   

dır. 

Her  1 0,1s   ve  1 0,1c   için 

 

     

     

 

   

1 1

1 1 2 3 4

1 1 2 1 4

22 2 2

1 1 1 1 2 1

1 3

   1

0,4 ,0,0,...,0,... 1 , , , ,..., ,...

   , , 4 , ,..., ,...

4 1 4

0

n n

n

i i

i i

T x p s x p c x T x

x s x x x x x

c x x x x x

x s x c x x x x
 

 

     

  

 

      



 

 

ve 
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     

 

 

   1

0 1

0 1

0

n n

n n

n n

n n

T x p s x p c x T x

s x c x

s c x

     

   

   



 

dır. Her 2,3,...n   için  ns  ve  nc   0,1  ile lim 0 limn n
n n

s c
 

   ve bu sebeple T  

genelleĢtirilmiĢ asimtotik sözde geniĢlemeyen bir dönüĢümdür. Fakat T , 

genelleĢtirilmiĢ sözde geniĢlemeyen dönüĢüm değildir. Gerçekten, 

  0 2, 2,0,0,...,0,... ,x C      1

4
0,1

5
s    

alınırsa o zaman, 

 

   

     

0 0 0 0

1   

4
0, 8,0,0,...,0,... 2, 2,0,0,...,0,... 2,6,0, 0,...,0,...

5

8 8 0,8 40 0,11192861... 0

T x p x p c x T x    

      

    

 

elde edilir. Bu ise T  nin genelleĢtirilmiĢ sözde geniĢlemeyen dönüĢüm olmadığını 

gösterir.  

Örnek 2.5.4. 
1 1

,C
 

 
  
 

 ve 0x   için  
1

sin
2

x
T x

x

 
  

 
, 0x   için 

  0T x   olsun. T  dönüĢümü genelleĢtirilmiĢ sözde geniĢlemeyen dönüĢümdür 

fakat asimtotik sözde geniĢlemeyen ve asimtotik geniĢlemeyen dönüĢüm değildir. 

Çünkü Lipschitz değildir. 

            Tanım 2.5.7. X  Banach uzayı ve C , X  in herhangi bir alt kümesi olsun. 

, :T I C C  lineer olmayan dönüĢümleri verilsin. Her ,x y C  için 

        T x T y I x I y    

eĢitsizliği sağlanıyorsa T  dönüĢümüne I -geniĢlemeyen dönüĢüm adı verilir. 
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Tanım 2.5.8. X  Banach uzayı ve C , X  in herhangi bir alt kümesi olsun. 

, :T I C C  lineer olmayan dönüĢümleri verilsin. Her x C  ve her  p F T için 

    T x p I x p    

eĢitsizliği sağlanıyorsa T  dönüĢümüne, I -sözde geniĢlemeyen dönüĢüm adı verilir. 

Örnek 2.5.5. X reel normlu uzay ve C = 0,1  olsun. 
1

0
2

x   için  T x =1  

1

2
< 1x   için  T x =0 ve 

1
0

2
x   için  I x =0 , 

1

2
< 1x   için  I x =1 olsun. 

O zaman  F I = 0,1  konvekstir ama T  ve I  dönüĢümlerinin ortak sabit bir noktası 

yoktur. 

Örnek 2.5.6. X = 2  ve  ,x y = x + y ,   2,x y   olsun.T  ve I

dönüĢümleri X   üzerinde aĢağıdaki Ģekilde tanımlansın 

 ,T x y =    21 1
2 , 4

2 2
x x y

 
   

 
  ,  ,I x y =   21

2 , 4
2

x x y
 

   
 

 

açıktır ki ,T I  geniĢlemeyen bir dönüĢümdür. Ek olarak    2,0 ,F T    

    2, :F I y y    ve     2, , : 4 ,C I T x y y x x     olur. 

Böylece  ,T I  sürekli dönüĢümüdür.  F I  konvekstir ve T ile I  dönüĢümlerinin 

ortak sabit noktası  2,0  dır.  

Tanım 2.5.9. X  Banach uzayı C  , X in herhangi bir alt kümesi olsun. 

:T C C  ye dönüĢümü tanımlansın. C  içinde  nx  dizisi ile  lim 0n n
n

x T x


   

verilsin. 
inx p C   olacak Ģekilde  nx  in bir alt dizisi  

inx  mevcutsa o zaman T

dönüĢümüne yarı kompaktır (semi-compact) denir. 
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Tanım 2.5.10. X  Banach uzayı olsun. x X  ve bu x  elemanına zayıf 

yakınsayan herhangi bir  nx  dizisi ile her x ≠ y  için  

liminf n
n

x x


 < liminf n
n

x y


  

ise o zaman X , Opial Ģartını sağlar denir. 
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3. MATERYAL ve YÖNTEM 

ÇalıĢma tamamen teorik olup, bu tezde kaynaklar kısmında verilen çalıĢmalar 

detaylı olarak incelenerek mevcut sonuçlar karĢılaĢtırılmaktadır. Daha iyi bir 

yaklaĢım elde etmek için hangi koĢullar altında sonuçların elde edildiği incelenip, bu 

verilmiĢ olan koĢullar yerine özel koĢullar alınarak iterasyon dizilerinin zayıf ve 

kuvvetli yakınsaklıkları araĢtırılmaktadır. Özellikle, Mann ve Ishikawa iterasyon 

dizilerinin geniĢlemeyen ve onun genelleĢmeleri olan dönüĢümler için kuvvetli ve 

zayıf yakınsaklıkları ile ilgili olan makaleler internet ortamından ve değiĢik 

kütüphanelerden temin edilerek, çalıĢmalarımıza esas teĢkil eden konu ayrıntıları ile 

ele alınmıĢtır. Bu makalelerde elde edilen sonuçlar karĢılaĢtırılarak, geniĢlemeyen ve 

onun genelleĢmeleri olan dönüĢümlere uygulanabilirliği incelenmiĢtir. Ġterasyon 

dizilerinin zayıf ve kuvvetli yakınsaklıkları için gerek ve yeter koĢullar bu 

dönüĢümler için araĢtırılmıĢtır. Ayrıca geniĢlemeyen ve sözde geniĢlemeyen 

dönüĢümlerin sonlu bir ailesi için kapalı iterasyon sürecinin kuvvetli ve zayıf 

yakınsaklıkları ile ilgili bazı sonuçlar elde edilmiĢtir. 
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI ve TARTIŞMA 

4.1. Sözde Genişlemeyen Dönüşümlerin İterasyon Dizileri için Kuvvetli ve 

Zayıf Yakınsaklıkları 

Bu bölümde, Petryshyn ve Williamson (1973), ayrıntılı olarak incelenmiĢtir. 

Ayrıca Petryshyn ve Williamson (1973), Banach uzaylarında sözde geniĢlemeyen 

dönüĢümler için Mann iterasyon dizilerinin ortak sabit bir noktaya yakınsaklıkları 

kullanılarak elde edilen sonuçlar geliĢtirilmektedir. 

Tanım 4.1.1. X  Banach uzayı, C , X  in konveks bir alt kümesi ve 

:T C C  bir dönüĢüm olsun. 0x C ,  0,1  ve  0,1  için 

  , 0

n

nx T x  ,    , 1 1T E T E T             

olacak Ģekilde  , 0

n

nx T x   iterasyon dizisine Ishikawa iterasyon dizisi adı verilir.

0   ise ,T T    dır (Ishikawa, 1974).  

Burada : ,E C C   E x x  olan birim dönüĢümdür. 

Ishikawa iterasyon dizisi aĢağıdaki Ģekilde de tanımlanabilir. 

 , 0,1n n    ve 1n   için, 

 

 

1 1

1

n n n n n

n n n n n

x x Ty

y x Tx

 

 

   

  
 

dir. 

Eğer  1T E T      ise  , 1T E TT       olur. 
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 0

n

nx T x ,  1T E T      olacak Ģekilde  nx  dizisi tanımlansın.  0

n

nx T x  

iterasyon dizisine Mann iterasyon dizisi adı verilir (Ghosh ve Debnath, 1997). 

Mann iterasyon dizisi aĢağıdaki Ģekilde de tanımlanabilir. 

 0,1n   ve 1n   için, 

 1 1n n n n nx x Tx      

0n   ise her n  için Ishikawa iterasyon dizisi Mann iterasyon dizisine dönüĢür. 

C  içinde T  dönüĢümünün sabit noktalarının kümesi  F T  ile gösterilir. 

Genel olarak    ,F T F T   dir.    ,F T F T   olduğu kolayca gösterilebilir. 

Eğer T  dönüĢümü geniĢlemeyen bir dönüĢüm ise    ,F T F T   dir.  ,p F T   

olsun. Bu halde  TT p p   yi sağlar o zaman, 

        T p p T p TT p p T p T p          

ve 1   olduğu için  T p p  dir. Böylece, 

    ,F T F T    

bulunur. Böylece    ,F T F T   olur. 

Teorem 4.1.1. X  Banach uzayı, C  X  in kapalı, konveks bir alt kümesi ve 

:T C C  sürekli bir dönüĢüm olsun. T  dönüĢümü aĢağıdaki Ģartları sağlasın. 

i)  F T   

ii) T , sözde geniĢlemeyen bir dönüĢümdür. 

Yani x C  ve  p F T  için 
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  T x p x p    

dir. O zaman, 0x C  için  , 0

n

nx T x   ile tanımlı  nx  dizisinin C  içinde T  nin 

sabit bir noktasına yakınsaması için gerek ve yeter Ģart n   iken 

  , 0nd x F T   dır (Ghosh ve Debnath, 1997). 

İspat:   lim , 0n
n

d x F T


  olduğu kabul edilsin. Ġlk önce  nx  dizisinin 

Cauchy dizisi olduğu gösterilmelidir. Verilen 0   ve her n N  için 

  ,
2

nd x F T


  olacak Ģekilde n  pozitif tamsayısı mevcuttur. Herhangi iki pozitif 

tamsayı l  ve k ,    ,p F T F T    için, 

 l k l kx x x p x p      

dir. ,l k N  için 

 
   

   

, 0 , 0

, 0 , 0

l N

l N

l N

k N

x p T x p T x p x p

x p T x p T x p x p

   

   

      

      
 

olur. Böylece, 

 2l k Nx x x p    

dir.  p F T  üzerinde infimum alınırsa ,l k N  için  

   2 ,l k Nx x d x F T     

elde edilir. Buradan  nx  dizisi Cauchy dizisidir ve C  X  Banach uzayının kapalı 

bir alt kümesidir. Bu sebeple C  içinde sabit bir noktaya yakınsaktır. Ek olarak, T  

dönüĢümü C  üzerinde sürekli bir dönüĢümdür. O zaman  F T C  kapalıdır. Bu 

sebeple  x F T  dir. 
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X  reel Banach uzayı, C , X  in kapalı bir alt kümesi ve :T C X  sürekli 

bir dönüĢüm olsun. 0x C ,  0,1  ve  nx  iterasyon dizisi aĢağıdaki iterasyon 

metodu ile tanımlansın. 

i) 1,2,3,...n   için    1 0

n

n nx T x T x   ya da basit iterasyon metodu, 

ii) 1,2,3,...n   için    1 0

n

n nx T x T x   ,  1T E T      iyi tanımlıdır. 

Ayrıca C  içinde T  nin sabit bir noktasına  nx  iterasyon dizisinin zayıf ve kuvvetli 

yakınsaklıkları verilmiĢdir (Petryshyn ve Williamson, 1973). 

Teorem 4.1.2. X  Banach uzayı, C , X  in kapalı bir alt kümesi ve 

:T C X  tanımlı, sürekli bir dönüĢüm olsun. T  dönüĢümü aĢağıdaki Ģartları 

sağlasın. 

1)  F T   

2) T , sözde geniĢlemeyen bir dönüĢümdür. Yani herhangi bir x C  ve her 

 p F T  için 

  T x p x p    

dir. 

3) Her 1n   için  0

n

nx T x C   olacak Ģekilde bir 0x C  vardır. 

O zaman,  nx  dizisinin C  içinde T  nin sabit bir noktasına yakınsaması için 

gerek ve yeter Ģart n   iken   lim , 0n
n

d x F T   olmasıdır (Petryshyn ve 

Williamson, 1973). 
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İspat:   lim , 0n
n

d x F T


  olduğu kabul edilsin.  nx  dizisinin Cauchy 

dizisi olduğu gösterilmelidir. Verilen her 0   ve her 1n n  için   ,
2

nd x F T


  

olacak Ģekilde 1n   vardır. Her 1,l k n  ve her  p F T  için 

 
l k l kx x x p x p      

dir. 2) den 

 
   

   

1

1

0 0

0 0

nl

l

nk

k

x p T x p T x p

x p T x p T x p

    

    
 

dir. Böylece  p F T  için 

 
1

2l k nx x x p    

bulunur.  p F T  için infimum alınırsa aĢağıdaki eĢitsizlik elde edilir. 

   
1

2 ,l k nx x d x F T     

dir.  nx  Cauchy dizisidir ve böylece C  kapalı olduğu için bazı p C  ye yakınsar. 

Ayrıca T  sürekli bir dönüĢüm olduğu için  F T  kapalıdır ve bu sebeple 

  lim , 0n
n

d x F T


  Ģartı  p F T  olmasını gerçekler. 

Tanım 4.1.2. Eğer :T C C  dönüĢümü her x C  için 

    1lim 0n n

n
T x T x


   

Ģartını gerçeklerse o zaman T  dönüĢümüne C  üzerinde asimtotik regülerdir denir.  

Teorem 4.1.3. X  Banach uzayı, C , X  in kapalı bir alt kümesi ve 

:T C X  tanımlı, sürekli bir dönüĢüm olsun. AĢağıdaki Ģartlar kabul edilsin. 
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1)  F T   

2) T , sözde geniĢlemeyen bir dönüĢümdür. 

3) Her 1n   için  0

n

nx T x C   olacak Ģekilde bir 0x C  vardır. 

4) T , 0x  da asimtotik regülerdir. 

5) Eğer  ny C , 1n   ve n   iken   0nE T y   ise 

  liminf , 0n
n

d y F T   olur. O zaman,  nx  dizisi C  içinde T  nin sabit bir 

noktasına yakınsaktır (Petryshyn ve Williamson, 1973). 

İspat: 1n   için  0

nT x C , T  0x  da asimtotik regüler ve 

       1

0 0 0

n n nE T T x T x T x    olduğu için  lim 0n
n

E T x


   dır. Böylece 5) 

Ģartından, 

   liminf , 0n
n

d x F T   

elde edilir. 2)’den yani T  nin sözde geniĢlemeyen dönüĢüm olmasından dolayı 

   
1

,n
n

d x F T


dizisi monoton azalandır ve böylece   liminf , 0n
n

d x F T


  dır. 

Bu sebeple  nx  dizisi C  içinde T  nin sabit bir noktasına kuvvetli yakınsaktır. 

Tanım 4.1.3. X  ile Y  normlu lineer uzaylar ve :T X Y  bir lineer 

dönüĢüm olsun. Ancak ve ancak her  nx  dizisi için   nT x Y  dizisinin bir 

y Y  elemanına yakınsayan bir alt dizisi varsa T  ye kompakt dönüĢüm adı verilir. 

Örnek 4.1.1.  0,1B B , 2  de birim çember olsun. :T B B  dönüĢümü 

 , ,
2

x
T x y y

 
   

 
 olarak tanımlansın. 

(i) T , geniĢlemeyen bir dönüĢümdür. 
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(ii)  F T  , B  içinde T  nin sadece tek sabit noktası    , 0,0x y   dır. 

(iii) Eğer  ,x y B  ise o zaman basit bir hesaplama ile herhangi bir n  için 

      
2

2 21

1

3
, , 2

2

n n

n

x
T x y T x y y



 
   

 
 

dir. 

Çözüm: (i) T  geniĢlemeyen bir dönüĢümdür. Eğer  1 1,x y  ve  2 2,x y  B  

ise  

 

   

 

   

2
2

1 2
1 1 2 2 1 2

2

1 2
1 2

2 2

2 1 2 1

1

, , , ,
2 2

                                    ,
2

1
                                    

4

                                    

x x
T x y T x y y y

x x
y y

x x y y

x

   
         

   

    
    

  

   

    

   

2 2

2 1 2

2

1 1 2 2                                    , ,

x y y

x y x y

  

 

 

bulunur. Böylece T  geniĢlemeyen bir dönüĢümdür. B  kompakt olduğu için T  de 

kompakt bir dönüĢümdür. 

(ii)  F T   ise herhangi bir  ,x y B  için 

 

     , , , ,
2

                           ve   
2

                        0       ve     0

x
T x y x y y x y

x
x y y

x y

 
     

 

    

  

 

elde edilir. O zaman T  nin tek sabit noktası B  içinde    , 0,0x y   olur. 

(iii) Eğer  ,x y B  ise herhangi bir n  için 
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 

 

 

 
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 
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

 
   
 

 
  
 

 
   
 

 
  
 

 
   
 

 
   
 

 
   
 



 

           
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x x
y

x
y

 





   
         

   

 
     

 

 
    

 
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    

 

2

2
2

2 2
2

2 2

3
                                    1 , 1 2

2 2

3
                                    1 1 2

2 2

3
                                    4

2

                                 

n n

n

n n

n

n

x
y

x
y

x
y



  

 
    
 

 
  
 

 
2

2

1

3
   2

2n

x
y



 
  
 

 

Böylece 0y   eksenindeki B  içindeki bütün z  noktaları için T  asimtotik 

regülerdir ve B  içindeki diğer noktalarda T  asimtotik regüler değildir. 
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Teorem 4.1.4. X  Banach uzayı, C  X  in kapalı bir alt kümesi ve :T C C  

tanımlı, sürekli bir dönüĢüm olsun. T  dönüĢümü aĢağıdaki Ģartları sağlasın. 

1)  F T   

2) T , sözde geniĢlemeyen bir dönüĢümdür. 

6) Her x C F   için 

   x xT x q x q    

olacak Ģekilde  xq F T  mevcuttur. 

7) Her 1n   için  0

nT x C  olacak Ģekilde 0x C  vardır ve 

    0 1

n

n n
x T x


  dizisi bazı x C  ye yakınsayan  

1jn
j

x


 bir alt dizisini içerir. 

O zaman  x F T  ve  nx  dizisi de x  a yakınsar (Petryshyn ve 

Williamson, 1973). 

İspat: 2) Ģartı sözde geniĢlemeyen dönüĢüm özelliğini yani 

  lim , 0n
n

d d x F T


   varlığını gerçekler. Böylece 0d   olduğunu göstermek 

yeterlidir. Eğer  x F T  ise 0d   dır.  x F T  ise o zaman 6) Ģartından, 

  T x p x p     

olacak Ģekilde  
x

p q F T   vardır. T  dönüĢümü sürekli olduğundan, 

      
1

0lim lim j

j

n

n
j j

T x p T x p T x p


 
      

olur. 7) Ģartı gereği   0 1

n

n n
x T x


  olduğundan, 

      0 0lim lim jnn

j j
T x p T x p T x p x p 

 
        



4. ARAŞTIRMA BULGULARI ve TARTIŞMA                                                Göknur AYKANAT 

38 
 

elde edilir. Böylece  0lim n

n
T x p


  mevcuttur. Bu da çeliĢkidir. Bu sebeple 

 x F T  olur. 

Sonuç 4.1.1. X  Banach uzayı, C  X  in kapalı bir alt kümesi ve :T C C  

sürekli bir dönüĢüm olsun. 

1)  F T   

9) Her x C ,  x F T  ve her  p F T  için 

  T x p x p    

olur (Petryshyn ve Williamson, 1973). 

0x , C  nin herhangi bir elemanı olsun ve 1n   için  0

n

nx T x  olarak 

tanımlansın. Eğer  nx  dizisi yakınsak bir alt dizi içerirse o zaman dizinin kendisi 

yani  nx , C  içinde T  nin sabit bir noktasına yakınsar (Petryshyn ve Williamson, 

1973). 

Tanım 4.1.4. X  Banach uzayı, C  X  in kapalı bir alt kümesi ve :T C X  

sözde geniĢlemeyen bir dönüĢüm olsun.  F T   ise T  ye Ģartlı sözde 

geniĢlemeyen dönüĢüm adı verilir. 

Teorem 4.1.5. X  Banach uzayı, C  X  in kapalı bir alt kümesi, :T C X  

tanımlı, Ģartlı sözde geniĢlemeyen bir dönüĢüm olsun. Bazı 0x C  için 

  0 1

n

n
T x C


  olduğu kabul edilsin. O zaman,   0 1

n

n
T x


 dizisinin C  içinde T  

nin sabit bir noktasına kuvvetli yakınsak olması için gerek ve yeter Ģart, 

4) T , 0x  da asimtotik regülerdir. 

10)   0lim , 0n

n
d T x K


  olacak Ģekilde bir K  kompakt kümesi vardır. 
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Ģartlarını sağlamasıdır (Petryshyn ve Williamson, 1973). 

İspat:    1), 2) ve 3) Ģartları sağlandığı için açıktır. 

   4) ve 10) Ģartları kabul edilsin 10) Ģartı gerçeklendiğinden ve K  

kompakt bir küme olduğu için 0y K C   vardır ve  0 0
jn

T x y  olacak Ģekilde 

  0 1

n

n
T x


 dizisinin bir alt dizisi   0 1

n

j
T x


 dir. T  nin sürekliliğinden 

 
1

0 0
jn

T x Ty


  dır. T , 0x  da asimtotik regüler olduğundan, 

           
1 1

0 0 0 0 0 0 0 0
j j j jn n n n

y T y y T x T x T y T x T x
 

        

 0 0T y y  olur. Böylece  0y F T  ve T  Ģartlı sözde geniĢlemeyen 

dönüĢüm olduğu için   0 1

n

j
T x


 dizisi 0y  a kuvvetli yakınsaktır. 

Teorem 4.1.6. X  Banach uzayı, C  X  in kapalı konveks bir alt kümesi ve 

:T C X  sürekli bir dönüĢüm olsun. T  dönüĢümü aĢağıdaki Ģartları sağlasın. 

1)  F T   

2) T , sözde geniĢlemeyen bir dönüĢümdür. 

11) Her 1n   ve bazı  0,1  için  0

n

nx T x  olacak Ģekilde 0x C  

vardır. O zaman,  nx  dizisinin C  içinde T  nin sabit bir noktasına yakınsaması için 

gerek ve yeter Ģart, 

     0lim , 0n

n
d T x F T


  

olmasıdır (Petryshyn ve Williamson, 1973). 

İspat: Bu teoremi ispat etmek için T  dönüĢümünün 1), 2) ve 3) Ģartlarını 

sağladığını göstermek yeterlidir. C  kümesi konveks bir küme olduğundan T  

dönüĢümü C  üzerinde iyi tanımlıdır ve    F T F T  dır. 
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Her  0,1 , x C  ve  p F T  için 1) Ģartı sağlandığından, 

 

       

   

1 1

                 1

                 

T x p x T x p p

x p T x p

x p

    

 

      

    

 

 

olur. T  sözde geniĢlemeyen bir dönüĢümdür. Her 1n   için  0

nT x C   olacak 

Ģekilde 0x C  vardır. 

Tanım 4.1.5. X  Banach uzayı, C  X  in kapalı, sınırlı, konveks bir alt 

kümesi, :T C C  bir dönüĢüm olsun.   lim n n
n

x T x f


   olacak Ģekilde C  için 

herhangi bir  nx  sınırlı dizisi için lim
jn

j
x x


  ve  x T x f   olacak Ģekilde x C  

ve  
jnx  bir alt dizisi varsa o zaman T  dönüĢümüne, demi-kompaktır denir.  

T , C  üzerinde demi-kompakt ise aynı zamanda 0  da demi-kompaktır. Fakat 

tersi her zaman doğru değildir. 

Sonuç 4.1.2. X  düzgün konveks Banach uzayı, C  X  in kapalı, sınırlı 

konveks bir alt kümesi ve :T C C  geniĢlemeyen bir dönüĢüm olsun. T  dönüĢümü 

aĢağıdaki iki Ģarttan herhangi birini sağlasın. 

12)  E T  dönüĢümleri, C  içindeki kapalı kümeleri, X  içindeki kapalı 

kümelere dönüĢtürür. 

13) T , 0  da demi-kompaktır. 

Herhangi bir  , 0 1   için  1T E T      olarak tanımlanır. O 

zaman herhangi bir 0x C  ve 1n   için  0

n

nx T x , dizisi C  içinde T  nin sabit bir 

noktasına kuvvetli yakınsaktır (Petryshyn ve Williamson, 1973). 

İspat: T  dönüĢümü 1)-5) Ģartlarını sağlar. Düzgün konveks Banach 

uzayında, kapalı, sınırlı ve konveks bir kümeden yine kendi içine tanımlı 
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geniĢlemeyen bir dönüĢüm sabit bir noktaya sahiptir. Yani  F T   dir. Açık 

olarak    F T F T   ve :T C C   konvekstir. T  nin geniĢlemeyen bir 

dönüĢüm oluĢu (ve T  içinde) 2) Ģartını gerçekler. C  içindeki her 0x  elemanı için 3) 

Ģartı da sağlanır. C  üzerinde T  nın asimtotik regüler oluĢundan dolayı her 0x C  

için 4) Ģartı da gerçeklenir. 1n   için  ny C  ve  lim 0n
n

E T y


   kabul edilsin. 

12) Ģartı sağlansın ve  ny  nin kuvvetli kapanıĢı G  kümesi olsun. G , C  nin bir alt 

kümesidir. 12) den ve     1E T G E T G      den   E T G  kapalıdır. 

Böylece   0 E T G   dir. O zaman,   0E T y

   olacak Ģekilde y G  vardır. 

lim
jn

j
y y


  olacak Ģekilde  ny  dizisinin  

1jn
j

y


  1j   bir alt dizisi mevcuttur ve 

 y F T  dir. Böylece   lim , 0
jn

j
d y F T


  bulunur. Bu sebeple, 

   liminf , 0n
n

d y F T   

elde edilir. Dolayısıyla 5) Ģartı gerçeklenir. Eğer T , 13) Ģartını sağlarsa o zaman T  

nin 0  da demi-kompaktlığı görülür. 

Sonuç 4.1.3. X  düzgün konveks Banach uzayı, C  X  in kapalı, sınırlı 

konveks bir alt kümesi, :T C C  geniĢlemeyen bir dönüĢüm olsun. AĢağıdaki 14) 

Ģartı kabul edilsin. 

14) Her x C  için 

      ,E T x cd x F T   

olacak Ģekilde 0c   sayısı vardır. 

0x , C  nin herhangi bir keyfi elemanı, 1n   ve 0 1   için  0

n

nx T x  

olsun. O zaman  
0n n

x


 dizisi C  içinde T  nin sabit bir noktasına kuvvetli 

yakınsaktır (Petryshyn ve Williamson, 1973). 
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İspat: 1) ve 5) Ģartlarının sağlandığı kabul edilsin. 2), 3) ve 4) Ģartları da 

gerçeklenir. Eğer  ny C  ve  lim 0n
n

E T y


   ise o zaman 14) sağlanır. Yani 

  lim , 0n
n

d y F T   dır. 

  1E T E T      ve    F T F T  olur. Böylece T  ve  F T  için 5) 

gerçeklenir. 

Lemma 4.1.1. X  düzgün konveks Banach uzayı, C  X  in bir alt kümesi ve 

 F T   olacak Ģekilde :T C X  sözde geniĢlemeyen bir dönüĢüm olsun. C  

içinde kalan her 1n   için  0

nT x  olacak Ģekilde tanımlı  0,1  ve 0x C  varsa 

ve  1T E T      ise o zaman, 

    1

0 0lim 0n n

n
T x T x 




   

yani T  dönüĢümü 0x  da asimtotik regülerdir (Petryshyn ve Williamson, 1973). 

İspat: 1n   için  0

n

nx T x  olacak Ģekilde  0,1 , 0x C  ve  q F T  

olsun. T  dönüĢümü sözde geniĢlemeyen dönüĢüm olduğu için    F T F T    

ve her x C  için 

 

     

     

   

    

 

1

                 1

                 1

                 1

                 1

                 

T x q E T x q

E x T x q

x T x q

x T x q

x q x q

x q

  

 

 

  

 

    

   

   

    

    

 

 

bulunur. Böylece her bir 1n   için 

  1n n nx q T x q x q       
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dir ve bazı 0 0d   için 0lim n
n

x q d


   olur. Eğer 0 0d   ise o zaman lim n
n

x q


  dır 

ve bu durumda    1

1 0 0lim lim 0n n

n n
n n

x x T x T x 




 

    , yani T , 0x  da asimtotik 

regülerdir. 0 0d   kabul edilsin. Her bir n  için, 

 0lim n
n

x q d


   ve  n nT x q x q     

olduğu için 

  1n n nx q T x q x q       

eĢitsizliğinde limit alınırsa, 

  1 0lim lim limn n n
n n n

x q T x q x q d
  

       

elde edilir. X , düzgün konveks Banach uzayı olduğundan, 

        1 1lim lim lim 0n n n n n n
n n n

x x x q x q x q T x q 
  

           

yani,  

      1

0 0lim lim 0n n

n n
n n

x T x T x T x  



 
     

bulunur. 

Teorem 4.1.7. X  düzgün konveks Banach uzayı, C  X  in sınırlı, kapalı 

konveks bir alt kümesi :T C C  geniĢlemeyen bir dönüĢüm olsun. O zaman, ,T   

dönüĢümü asimtotik regülerdir (Ghosh ve Debnath, 1997). 

Lemma 4.1.2. X  sıkı konveks Banach uzayı, C  X  in kapalı konveks bir alt 

kümesi olsun. Eğer :T C X ,  F T   ve 

2) x C F   ve p F  için  T x p x p    olacak Ģekilde sürekli bir 

dönüĢüm ise o zaman  F T  konveks bir kümedir (Petryshyn ve Williamson, 1973). 
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Teorem 4.1.8. X  reel Banach uzayı, C  X  in kapalı konveks bir alt kümesi 

ve :T C C  Ģartlı sözde geniĢlemeyen bir dönüĢüm olsun. Ayrıca T  dönüĢümü 

aĢağıdaki Ģartları da sağlasın. 

15) Her bir x C  için 

     , ,d T x K kd x K  

olacak Ģekilde 1k   ve K , X  in kompakt bir alt kümesi vardır. 

16) T , Ģartlı sıkı sözde geniĢlemeyen bir dönüĢümdür. 

O zaman her bir 0x C  için   0

nT x  dizisi T  nin sabit bir noktasına 

yakınsaktır (Petryshyn ve Williamson, 1973). 

Lemma 4.1.3. C  X  in kapalı konveks bir alt kümesi ve 1k  , her x C  ve 

K , X  in bazı konveks, kompakt alt kümesi için 

     , ,d T x K kd x K  

olacak Ģekilde :T C C  bir dönüĢüm olsun. 

Eğer  0,1  ve  1T E T      ise o zaman her bir x C  ve 

 1 1k k       için, 

     , ,d T x K k d x K   

olur (Petryshyn ve Williamson, 1973). 

Teorem 4.1.9. C , X  in kapalı, konveks bir alt kümesi ve :T C C  

aĢağıdaki Ģartları sağlayan sürekli bir dönüĢüm olsun  

17) x C  için, 

     , ,d T x K d x K  
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olacak Ģekilde X  in kompakt, konveks bir K  alt kümesi vardır. 

18) Eğer x C K   ise o zaman, 

     , ,d T x K d x K  

dir. 

19)
 

  0
jn

T x  yakınsak bir alt diziyi içeren   0

nT x  olacak Ģekilde 0x C  

sabiti vardır. 

O zaman, T  dönüĢümü C  içinde sabit bir noktaya sahiptir (Petryshyn ve 

Williamson, 1973). 

İspat:   0 1

n

n
T x


 nin yakınsak bir alt dizisi   0

jn
T x  ve x C  limit 

noktası olsun. Bazı 0 0d   ve   0lim ,n

n
d T x K


 için 17) Ģartı gerçeklenir. Buradan 

0 0d   dır. 0 0d   doğru olsaydı o zaman x K  olurdu ve 18) Ģartı yani 

    , ,d T x K d x K   sağlanırdı. Diğer taraftan T  dönüĢümü sürekli olduğundan, 

          1

0 0, lim , lim ,j jn n

j j
d T x K d T T x K d T x K



 
   

bulunur.   0

n

nx T x
 
olduğundan, 

           0 0, lim , lim , ,jnn

n j
d T x K d T x K d T x K d x K 

 
    

dır. Böylece 0 0d   ve x K C   elde edilir. K  ve C  konvekstir ve K  da 

kompaktır. 17) Ģartından K C  kompakt ve konvekstir ve  T K C K C    olur. 

 K CF T   yani  F T   dir. 

Teorem 4.1.10. X  Banach uzayı, C , X  in kapalı konveks bir alt kümesi ve 

:T C X  e bir dönüĢüm olsun. T  dönüĢümü aĢağıdaki Ģartları sağlasın. 
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20) 1n   için   0

n

nx T x  olacak Ģekilde 0x C  ve  nx  zayıf dizisel 

kompakt dizisi vardır. 

21) T , 0x  da asimtotik regülerdir. 

22) 
j

z

nx y C   olacak Ģekilde  nx  nin herhangi bir alt dizisi  
jnx  ve 

j   iken    0
jnE T x   ise o zaman   0y T y   dır. 

O zaman,  nx  nin zayıf yakınsak alt dizisinin bir limiti olarak C  nin içinde 

T , sabit bir noktaya sahiptir. Üstelik  nx  in her zayıf yakınsak alt dizisinin de bir 

limiti olarak ,T  sabit bir noktaya sahiptir. Ek olarak, T  nin en fazla tek sabit noktaya 

sahip olduğu kabul edilsin. O zaman  nx  dizisi zayıf yakınsaktır ve onun zayıf 

limiti T  nin tek sabit noktasıdır (Petryshyn ve Williamson, 1973). 

İspat:  nx C  zayıf dizisel kompakt ve C  kapalı konveks ve sınır noktaları 

limite denk geldiği için j   iken 
j

z

nx y  olacak Ģekilde y C  ve  
jnx  alt 

dizisi vardır. Bu ve T  nin 0x  da asimtotik regülerliğinden, j   iken 

  0
j jn nx T x   olur. Buradan ve 22) Ģartından dolayı   0y T y    yani 

 F T   bulunur. 

Eğer  
knx ,  nx  in zayıf yakınsak bir alt dizisi ve y  onun zayıf limiti ise o 

zaman y C  dir. 21) ve 22) Ģartları  y F T  olmasını sağlar. 

Eğer T  dönüĢümü en fazla tek sabit noktaya sahipse o zaman, y C  dir. 

Fakat  nx  in her zayıf yakınsak alt dizisi, onun zayıf bir limiti olarak y  elemanına 

sahip olmak zorunda olduğundan n   iken z

nx y  elde edilir. 

Sonuç 4.1.4. X  Banach uzayı, C  X  in konveks ve zayıf kompakt bir alt 

kümesi ve :T C C , 21) ve 22) Ģartlarını sağlayacak Ģekilde bir dönüĢüm olsun. 
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Bazı 0x C  için o zaman T  dönüĢümü C  içinde sabit bir noktaya sahiptir. Üstelik 

  0

nT x  ın her zayıf yakınsak alt dizisinin bir limiti olarak T , sabit bir noktaya 

sahiptir (Petryshyn ve Williamson, 1973). 

Teorem 4.1.11. X  refleksif Banach uzayı, C  X  in kapalı konveks bir alt 

kümesi ve :T C X  sürekli bir dönüĢüm olsun. T  dönüĢümü aĢağıdaki Ģartları 

sağlasın. 

23)  F T   

24) T , sözde geniĢlemeyen dönüĢümdür. 

25) 1n   için  0

n

nx T x C   olacak Ģekilde 0x C  vardır. 

Eğer T  dönüĢümü 21) ve 22) Ģartlarını da sağlarsa o zaman,  nx ,  F T  

içinde onun limiti ile zayıf yakınsak alt dizisini içerir. Üstelik,  nx  in her zayıf 

yakınsak alt dizisi,  F T  içinde bir noktaya sahiptir.  F T  bir noktaya sahip ve bu 

noktada p  ise o zaman n   iken z

nx p  olur (Petryshyn ve Williamson, 

1973). 

İspat:  F T   ve T , C  üzerinde sözde geniĢlemeyen dönüĢüm 

olduğundan,  F T  nin içerisinde herhangi bir sabit nokta p  ve her bir n  için 

  1 1n n nx p T x p x p  

       

elde edilir. Bu eĢitsizlik C  içinde kalan  nx  dizisinin sınırlı bir dizi olduğunu ve X  

refleksif uzay olduğu için zayıf dizisel kompakt olmasını sağlar. T  dönüĢümü, 0x  da 

asimtotik regüler ve 22) Ģartı gerçeklendiğinden ispat tamamlanır. 
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Tanım 4.1.6. :F C X  bir dönüĢüm olsun. Eğer  nx C  ve y C , 

z

nx y  olacak Ģekilde C  içinde  nx  dizisi varsa ve  nF x g , g X  ise o 

zaman  F y g   ve F  dönüĢümüne de demi-kapalıdır adı verilir. 

C  kapalı konveks bir küme, C  den C  ye her zayıf sürekli dönüĢüm zayıf 

kapalıdır ve kendisinden kendisine her zayıf kapalı dönüĢüm, demi-kapalıdır. 

Eğer X  düzgün konveks Banach uzayı ise  0,1  için   0

nT x  

iterasyonlarının yerine   0

nT x  asimtotik regülerlik yaklaĢımı ihmal edilebilir. 

Teorem 4.1.12. X  düzgün konveks Banach uzayı, C  X  in kapalı konveks 

bir alt kümesi ve :T C X  e  F T   ve T  sözde geniĢlemeyen sürekli bir 

dönüĢüm olsun. Her bir 1n   için  0

nT x C   olacak Ģekilde 0x C  alınsın. Eğer T  

dönüĢümü 22) Ģartını sağlarsa Teorem 4.1.11’in sonuçlarını gerçekler. 

İspat:  0,1  için T  dönüĢümünün  F T   ve sözde geniĢlemeyen bir 

dönüĢüm olduğu daha önceki teoremlerde ispatlandı. Ayrıca X  üzerindeki Ģartlar 

altında, T  ile T  da 0x  da asimtotik regülerdir. 

Teorem 4.1.13. X  sıkı konveks ve refleksif Banach uzayı, C  X  in kapalı 

konveks bir alt kümesi ve :T C X  e sürekli bir dönüĢüm olsun. T  dönüĢümü 

aĢağıdaki Ģartları sağlasın. 

23)  F T   

24) T , sözde geniĢlemeyen dönüĢümdür. 

25) 1n   için  0

n

nx T x C   olacak Ģekilde 0x C  vardır. 

21) T , 0x  da asimtotik regülerdir. 
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22)    0
jnE T x   ve 

j

z

nx y C   olacak Ģekilde     0

n

nx T x  in 

bir alt dizisi  
jnx  ise o zaman    0E T y   dır. 

26) X  uzayı Opial Ģartına sahiptir. 

Eğer X  içinde 0y  a zayıf yakınsak olan herhangi bir  nx  dizisi varsa o 

zaman, her 0y y  için 

 0liminf liminfn ny y y y    

olur. O zaman,  nx  dizisi C  içinde T  nin sabit bir noktasına zayıf yakınsaktır 

(Petryshyn ve Williamson, 1973). 

İspat:  nx  dizisi limiti  F T  içinde olan zayıf yakınsak bir alt diziyi içerir. 

Üstelik  nx  in her zayıf yakınsak alt dizisi, onun limiti için  F T  içinde bazı q  

noktasına sahiptir. 

 nx  in her zayıf yakınsak alt dizisi için q  aynıdır. n   iken z

nx q  

dır. 

X  sıkı konveks Banach uzayı ve :T C X  sözde geniĢlemeyen dönüĢüm 

olduğundan  F T , C  kapalı kümesinin konveks bir alt kümesidir. Çünkü T  sürekli 

bir dönüĢümdür.  0,B q r  kapalı bir yuvar olsun. Burada  0

nT x C  olduğundan 

 0,B q r  bazı 0q  noktasını içeren kapalı bir yuvardır.   0

nT x ,  0 0,C C B q r   

kapalı konveks sınırlı kümesi içindedir. T , sözde geniĢlemeyen dönüĢüm 

olduğundan,  0p F T  ve 0x C  için 

  0 0 0 0T x q x q r     

dir. Yani 1 0x C  dır. 
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1k   için kx  nın 0C  içinde kaldığı kabul edilsin. 1kx   de 0C  içerisinde kalır 

çünkü, 

  1 0 0 0k k kx q T x q x q r        

dir. 

Sonuç olarak T  nin 0C  a kısıtlaması göz önüne alınsın. Bu kısıtlama tekrar 

T  ile gösterilsin.  0 0F F T C   kümesi, 0C  ın boĢ olmayan kapalı sınırlı konveks 

bir alt kümesidir. 0F , kısıtlanmıĢ dönüĢümün sabit noktalarının kümesi olur. 0F  

içindeki her x  ve her n  için T  dönüĢümü sözde geniĢlemeyen bir dönüĢüm 

olduğundan, 

    0 1 1

n

n n nx x T x x T x x x x         

elde edilir. 0x F  için 

 lim n
n

x x  

mevcuttur. lim n
n

x x , 0F  ın zayıf kompakt bir küme olması sebebiyle 0F  üzerinde 

infimuma ulaĢır. Yani n   iken  0

zn

nx T x q   olacak Ģekilde 0q F   

vardır. Tersi kabul edilsin. O zaman,  nx  in sınırlılığı ve X  in refleksifliğinden 

limiti q  olan  nx  in zayıf yakınsak bir alt dizisi  
jnx  vardır. q  noktası 0F  içinde 

kalır ve q q  olur. Her 0x F  için lim n
n

x x  varlığından ve X , Opial Ģartına 

sahip olduğundan, 

 lim lim lim lim
j jn n n n

n j n
x q x q x q x q         

olur. Yani 

 lim limn n
n n

x q x q    
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dir. Bu da q  ın tanımlanmasıyla çeliĢkilidir. Böylece q q  olmak zorundadır. 

Böylece n   iken z

nx q  olur. 

Teorem 4.1.14. X  düzgün konveks Banach uzayı, C  X  in kapalı konveks 

alt kümesi ve :T C X  sürekli bir dönüĢüm olsun. T  dönüĢümü aĢağıdaki Ģartları 

sağlasın. 

23)  F T   

24) T , sözde geniĢlemeyen dönüĢümdür. 

25) 1n   için   0

nT x C   olacak Ģekilde  0,1  ve 0x C  vardır. 

22)    0
n j

x
E T   ve 

j

z

nx y C   olacak Ģekilde     0

n

nx T x  in bir 

alt dizisi  
jnx  ise o zaman    0E T y   dır. 

26) X  uzayı Opial Ģartına sahiptir. 

O zaman   0

nT x  
dizisi T  nin sabit bir noktasına zayıf yakınsaktır 

(Petryshyn ve Williamson, 1973). 

İspat:  p F T
  için lim n

n
x p


  mevcuttur. X  düzgün konveks Banach 

uzayı olduğundan refleksiftir. X  refleksif olduğundan 1p C  ye yakınsayan  nx  

in  
jnx  alt dizisi vardır. 21), 22) ve 25) Ģartlarından lim 0n n

n
x Tx


   ve E T , 0  

da yarı kapalıdır. Bu yüzden  1 1T p p   elde edilir. Yani  1p F T  dır.  nx  

dizisinin 1p  e zayıf yakınsadığı gösterilmelidir.  nx  in 2p C  ye zayıf yakınsayan 

baĢka bir alt dizisi seçilsin. 1 2p p  ise ispat tamamlanır. 

Kabul edilsin ki, 1 2p p  olsun. 26) Ģartı yani Opial Ģartından, 
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1

lim lim
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                    = lim

j
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n n
n n

n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

x p x p

x p

x p

x p

x p

x p

 











  











 

dir. 

Bu çeliĢki 1 2p p  gerçeklenir. Böylece  z

nx p F T
   elde edilir. 

4.2. I – Sözde Genişlemeyen Dönüşümler için Mann İterasyon Dizilerinin 

Yakınsaklıkları 

Bu bölümde, Petryshyn ve Williamson (1973)’de verilen Banach uzaylarında 

sözde geniĢlemeyen dönüĢümler için Mann iterasyon dizilerinin ortak sabit bir 

noktaya yakınsaklıkları kullanılmıĢtır. T , I -sözde geniĢlemeyen ve I , 

geniĢlemeyen dönüĢümlerin ortak sabit bir noktasına kuvvetli yakınsaklığı 

incelenmektedir 

Lemma 4.2.1. X  Banach uzayı, C  X  in kapalı bir alt kümesi ve T , 

:I C C  ye T , I -sözde geniĢlemeyen, sürekli I , geniĢlemeyen birer dönüĢüm 

olsun. 0x C ,  0,1  için 

 0

n

nx T x ,  1T I T      

olacak Ģekilde  nx  dizisi tanımlansın. Eğer T , I -sözde geniĢlemeyen ve I  

geniĢlemeyen dönüĢümler ise o zaman sadece    p F T F I   için T , I -sözde 

geniĢlemeyen dönüĢümdür. n   iken    1

0 0 0n nT x T x 

   olur. Yani T  

0x C  de asimtotik regülerdir. 
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İspat: x C  ve    p F T F I   olsun. O zaman 

 

       

      

     

       

 

1

                 1

                 1

                 1

                 

T x p I x T x p

I x p T x p

I x p T x p

I x p I x I p

I x p

  

  

 

 

    

    

    

    

 

 

bulunur. Böylece        p F T F I F T F I     için T , I -sözde geniĢlemeyen 

dönüĢümdür. 

   p F F T F I    alınsın. T  dönüĢümü I -sözde geniĢlemeyen bir 

dönüĢüm olduğu için lim n
n

x p


  mevcuttur. Bu sebeple 1n   için  nx  dizisi 

sınırlıdır ve bazı 0d   için n   iken nx p d   olur. 0d   ise n   iken 

nx p  dir. Böylece n   iken 

    1

1 0 0 0n n

n nx x T x T x 



     

elde edilir. Yani T  dönüĢümü 0x  da asimtotik regülerdir. 0d   olsun. n   iken 

nx p d   1n   için 

 

 

    

     

1

1

0 0

0

0

n n

n n

n n

n n

T x p x p d

x p T x p

x T x T x T x





  





   

   

   

 

bulunur. Dolayısıyla T  dönüĢümü 0x C  de asimtotik regülerdir. 

Teorem 4.2.1. X  Banach uzayı, C  X  in kapalı bir alt kümesi ve T , 

:I C C  ye T , I  sözde geniĢlemeyen sürekli, I  geniĢlemeyen birer dönüĢüm ve 

   F F T F I    olsun. 0x C ,  0,1  için 
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 0

n

nx T x ,  1T I T      

olacak Ģekilde  nx  dizisi tanımlansın. Ek olarak T  dönüĢümünün yarı kompakt 

olduğu kabul edilsin. O zaman  nx  dizisi T  ve I  dönüĢümlerinin ortak sabit bir 

noktasına kuvvetli yakınsaktır. 

İspat:    p F F T F I    olsun. T , I -sözde geniĢlemeyen ve I  

geniĢlemeyen dönüĢümlerdir.    p F T F I   ve 1n   için 

    1n n n nx p T x p I x p x p         

elde edilir.  nx  dizisi sınırlıdır ve lim n
n

x p


  mevcuttur. Bu sebeple 

   1, ,n nd x F d x F   dir. Böylece  lim ,n
n

d x F


 vardır ve T  yarı kompakt olduğu 

için 

  lim 0n n
n

x T x


   

bulunur. 

 nx  dizisinin Cauchy dizisi olduğu gösterilmelidir. 0   ve her n N  için 

 ,
2

nd x F


  olacak Ģekilde N  pozitif tam sayısı mevcuttur. Her ,n m N  için ve 

       p F T F I F T F I     için 

 n m n mx x x p x p      

dir. O zaman her ,n m N  için 

 
     

     

0 0 0

0 0 0

n N N

n N

m N N

m N

x p T x p T x p I x p x p

x p T x p T x p I x p x p

 

 

        

        
 

olur. Bu sebeple, 
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  2 ,n m nx x d x F     

elde edilir. Böylece  nx  dizisi Cauchy dizisidir. 

Bu sebeple lim n
n

x p


  ve    p F T F I   olduğundan X  tamdır. 

 n nx T x  in varlığı  nx  dizisinin    p F T F I   sabit noktasına kuvvetli 

yakınsaklığını gerçekler. 

4.3. Genelleştirilmiş Asimtotik Sözde Genişlemeyen Dönüşümlerin Sonlu Bir 

Ailesi için Kapalı İterasyon Sürecinin Yakınsaklıkları 

Bu bölümde, Shahzad ve Zegeye (2007)’de verilen genelleĢtirilmiĢ asimtotik 

sözde geniĢlemeyen dönüĢüm tanımı, kuvvetli ve zayıf yakınsaklıkları incelenmiĢtir. 

Xu ve Ori (2001), geniĢlemeyen dönüĢümlerin sonlu bir ailesi için kapalı 

iterasyon sürecini aĢağıdaki Ģekilde tanımlamıĢlardır. 

 1,2,...D N ,  n ,  0,1  içinde bir reel sayı dizisi ve 0x C  olsun. 

 :iT i D , geniĢlemeyen dönüĢümlerin sonlu bir ailesi olarak tanımlansın. 

 

 

1 1 0 1 1 1

2 2 1 2 2 2

1 ,

1 ,

x x T x

x x T x

 

 

  

  
 

. 

. 

. 

 

 1 1 1 1 1

1 ,

1 ,

N N N N N N

N N N N N

x x T x

x x T x

 

    

  

  
 

. 

. 
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. 

Her 1n   ve 
 modn n N

T T  için, 

 1 1n n n n n nx x T x     

dir. 

Tanım 4.3.1. X  reel Banach uzayı, C  X  in boĢ olmayan kapalı konveks bir 

alt kümesi,  :iT i D  N  tane genelleĢtirilmiĢ asimtotik sözde geniĢlemeyen 

dönüĢüm olsun.    0,1n   de bir reel sayı dizisi,  nu  de C  içinde sınırlı bir dizi 

ve 0x  da herhangi bir baĢlangıç noktası kabul edilsin. O zaman  nx C  aĢağıdaki 

gibi tanımlanır. 1n  , i D  için 

  1n k N i   ,  modn n iT T N T   

    
   1 1

k n

n n n n n ni n
x x T x u      

olur. 

Lemma 4.3.1. X  Banach uzayı, 1p   ve 1R   olsun. O zaman X  in 

düzgün konveks Banach uzayı olması için gerek ve yeter Ģart her 

   , 0 :Rx y B x X x R    ,  0,1  ve      1 1
p p

pW          için 

        1 1
p p p

px y x y w g x y            

olacak Ģekilde  0 0g   ile    : 0, 0,g     a tanımlı sürekli, sıkı, artan ve 

konveks bir fonksiyonun varlığıdır (Shahzad ve Zegeye, 2007). 

Lemma 4.3.2.  1 1n n n n       , her 1n   olacak Ģekilde  n ,  n  ve 

 n  negatif olmayan reel sayı dizileri olsun. Eğer, 
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1

n

n






  , 
1

n

n






   

ise o zaman lim n
n




 vardır. Üstelik j   iken 0
jn   olacak Ģekilde  n  in 

 
jn  bir alt dizisi varsa o zaman n   iken 0n   olur (Tan ve Xu, 1993). 

AĢağıdaki teoremler ve lemmalar ile Shahzad ve Zegeye (2007), 

çalıĢmasından hareketle elde edilen hata oranlı genelleĢtirilmiĢ asimtotik sözde 

geniĢlemeyen dönüĢümlerin sonlu bir ailesi için iterasyon dizilerinin kuvvetli ve 

zayıf yakınsaklıkları ispat edilmektedir.  

Teorem 4.3.1. X  reel Banach uzayı, C  X  in boĢ olmayan bir alt kümesi 

olsun. Her i D  için 
1

in

n

s




   ve 
1

in

n

c




   olacak Ģekilde  ins ,  inc   0,  ile 

C  den C  ye  :iT i D  ailesi N  tane genelleĢtirilmiĢ asimtotik sözde geniĢlemeyen 

dönüĢüm ve  
1

N

i

i

F F T


    kapalı olduğu kabul edilsin. Bazı  0,1   için 

   
1

,1n n
  


   ve  nu , C  içinde sınırlı bir dizi olmak üzere 0x C  ve her 1n   

için    
 

1 1
k n

n n n n n ni n
x x T x u      tanımlansın. O zaman  nx  dizisinin, 

 :iT i D  ailesinin ortak sabit bir noktasına kuvvetli yakınsaması için gerek ve 

yeter Ģart 

  liminf , 0n
n

d x F


  

olmasıdır. 

İspat: x F  olsun. 

 

 

 

    

 

1

1

1

1

1

1

1

1

k

n n n n n n n

k

n n n n n n n n n

k

n n n n n n n

k

n n n n i n n

x x x T x u x

x x x T x u x x x

x x x x T x x u

x x x x T x x u

 

   

 

 

 



   



  



  



     

       

      

      
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elde edilir. Burada iT  ler genelleĢtirilmiĢ asimtotik sözde geniĢlemeyen dönüĢüm 

olduklarından, 

 

  
    

   

1

1

1

1

             1 1 1

             1 1

n n n n n ik n ik ik

n n n ik n n ik ik

n n n ik n n ik ik

x x x x x x s x x c u

x x s x x c u

x x s x x c u

 

  

  

   



 



 



         

        

        

 

   

 

1

1

1 1

1

n n n n n ik n n ik ik

n n n n ik n n ik ik

x x x x x x s x x c u

x x x x s x x c u

  

  

   



  



          

       
 

dir. EĢitsizliğin her iki tarafı n  e bölünürse, 

 
 

1

1 iknik
n n n ik

n n n

us
x x x x x x c



  

  




        

 ,1n     olduğundan, 

 

1

1

1
1

1
1 1

ikik
n n n ik

ikik
n n ik

us
x x x x x x c

us
x x x x c

  

  

  



 



 
        

 

   
        

  

 

olur. Her i D  için 
1

ik

k

s




   olduğu için, lim 0ik
k

s


  dır ve böylece 1 1
n

k
N

   ya 

da 1n n  için 
2

iks


  olacak Ģekilde 1n  doğal sayısı mevcuttur. Bu sebeple 1n n  

için 

 1

1
1

ik

n n ik

ik ik ik

u
x x x x c

s s s

  

    

 



 
      

   
 

elde edilir.  
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1 ik

ik

v
s




 


 olsun. 1 1 ik

ik

ik

s
v

s
  


 ise ik

ik

ik

s
v

s



 olur. 

2
iks


  olduğu 

için 
2ik

ik ik

ik

s
v s

s 
 


 olur. Buradan, 

 
1 1

2
ik ik

k k

v s


 

 

     

dir. Böylece, 

      1

1
1 1 1 1

ik

n ik n ik ik i k

u
x x v x x v c v

 

 

 

 
         

 
 

 
1

1 1ik ik ikv c


 
   
 

 ve  
1

1ik ik ikt v u


   olsun. Her i D  için 
1

ik

k

v




   ve 

1

ik

k

c




   olduğu için 
1

ik

k






   elde edilir. Aynı Ģekilde her i D  için 
1

ik

k

v




   

ve 
1

ik

k

u




   olduğu için 
1

ik

k

t




   bulunur. ik ik ikt    olsun. Buradan, 

   11n ik n ikx x v x x  

      

elde edilir. Böylece Lemma 4.3.2.’den lim n
n

x x


  vardır. 1n n  için 

      1, 1 ,n ik n ikd x F v d x F     

 

ve  liminf , 0n
n

d x F


  kabulünden  lim , 0n
n

d x F


  olur.  nx  dizisinin Cauchy 

dizisi olduğu gösterilmelidir. 0x  , 1 xx e   ve      1, 1 ,n ik n ikd x F v d x F     

olmasından dolayı x F  için 

 1

1 1 1 1

exp
N N

n m ik n ik

i k i k

x x v x x 
 

 

 

   

 
    

 
   
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eĢitsizliği, 
1 1

exp 1
N

i k

i k

M v




 

 
    

 
  olacak Ģekilde ,m n  doğal sayıları için elde 

edilir. 

Verilen herhangi bir 0  , her 0n n  ve  lim , 0n
n

d x F


  için 

 
1 4

N

ij

i k n






 

  ve  ,
4

nd x F
M


  

olacak Ģekilde 0n  doğal sayısı mevcuttur. Bu sebeple 
0 4

nx y
M

   olacak Ģekilde 

y F   bulunur. Her 0n n  ve 1m   için 

 
0 0

0 01 1

                 < M

                 <
4 4 4 4

                 =

n m n n m n

N N

n ij n ij

i j n i j n

x x x y x y

M x y x y

M M

M M

 

   



 

 

 
 

   

    

    

  

 
 

yani <n m nx x    elde edilir. Böylece  nx  dizisi Cauchy dizisidir. X  tam 

olduğundan  nx  dizisi yakınsak olmak zorundadır. 

 nx  dizisi p  gibi bir noktaya yakınsasın. O zaman p C  dir. Çünkü C , X  

in kapalı bir alt kümesidir. 

 F T  kapalı, iT  dönüĢümleri de sürekli olduğundan,  , 0nd x F   ve n   

iken nx p  yani  , 0d p F   olur. Buradan p F  dir. 

Lemma 4.3.3. X  düzgün konveks Banach uzayı, C  X  in boĢ olmayan 

kapalı konveks bir alt kümesi olsun. Her i D  için 
1

in

n

s




   ve 
1

in

n

c




   olacak 

Ģekilde  ins ,  inc   0,  ile C  den C  ye  :iT i D  ailesi N  tane 
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genelleĢtirilmiĢ asimtotik sözde geniĢlemeyen dönüĢüm ve  
1

n

i

i

F F T


    kapalı 

kabul edilsin. Bazı  0,1   için    
1

,1n n
  


   ve  nu  C  içinde sınırlı bir dizi 

olmak üzere 0x C  ve her 1n   için    
 

1 1
k n

n n n n n ni n
x x T x u      tanımlansın. O 

zaman her l D  için lim 0n l n
n

x T x


   dır. 

İspat:  nx
 
dizisi sınırlı bir dizidir. Bu sebeple her 1n   için  0n Rx B  

olacak Ģekilde 0R   vardır. 

 1lim 0k

n n n
n

T x x 


   

olsun.  1n k N i   , i D  için 
1 1

k k

n n n i n nT x x T x x     dir. O zaman her 1n   

için    
 

1 1
k n

n n n n n ni n
x x T x u      ve Lemma 4.3.1.’den, 

 

 

 

    

    

1

1

1

1

1

             1

             1

             1

k

n n n n i n n

k

n n n i n n n n

k

n n n i n n

k

n n n i n n

x x x T x u x

x T x u x x x

x x T x x u

x x T x x u

 

   

 

 

 



  



 



 



     

      

     

     

 

    

 

   

   

   

1

1

1

1

1

1

1

                   

1

                   

pp pk

n n n n i n n

p p pk

n n n n i n n

k

p n n i n

pp
k

n n n n i n

pk

p n n i n n

x x x x T x x u

x x x x T x x u

w g x x T x x

x x x x T x x

w g x T x u

 

 



 



  



  



 



  





      

      

   

     

  

 

olur. iT  dönüĢümleri genelleĢtirilmiĢ asimtotik sözde geniĢlemeyen dönüĢüm 

olduğundan, 
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    

   

         

 

1

1

1 1

1

1 1

                   

1 1 1

                                        

pp p

n n n n ik n ik

p k

ik p n i n n

p
k

p n i n n n n n ik ik

p pp

n ik ik ik n

x x x x s x x c

u w g T x x

w g T x x x x s v

x x c u x x

 



  



  







 

 



       

  

      

     

 

elde edilir. 

       

 

      

 

1

1 1

1

1

1 1 1

2 1 1 1

                                     

2 1 1 1

                                     1

p
p k

i n n n n n ik ik

p pp

n ik ik ik n

p
p k

i n n n n n ik ik n

ik

g T x x x x s v

x x c u x x

g T x x x x s v x x

s

  



  



 

 

 



  

  

      

     

       

  
pp p

ik ik ik nc u x x   

 

2p   ve bazı 0M   için 

 

   

 

 

2 2 2
3

1 1 1

2

2 2 23

1 1

2 1

                                  

2

k

i n n n n n n n

ik ik ik ik ik

k

i n n n n ik ik

g T x x x x x x x x

u s v c M

g T x x x x x x u M

  



 

  

  

 

 

        

   

      

 

dir. Böylece, 

  1

1

k

i n n

n

g T x x






    

olur. 

Her i D  için 
1

ik

k






  , 
1

ik

k

v




   ve lim n
n

x x


  mevcut olması 

nedeniyle, 

  1lim 0k

i n n
n

g T x x 


   



4. ARAŞTIRMA BULGULARI ve TARTIŞMA                                                Göknur AYKANAT 

63 
 

bulunur. g  fonksiyonu sıkı artan, sürekli ve  0 0g   olduğundan 

1lim 0k

i n n
n

T x x 


   dır. 

 
 

 

1 1 1

1 1

1

1

k

n n n n n n n n n

k

n n n n n n n

x x x T x u x

x x x T x u

 



  

 

     

    
 

O zaman 1lim 0n n
n

x x 


   dır. Ayrıca her l D  için lim 0n n l
n

x x 


   dır. 

Böylece n N  için 

   

 

 

1 1

1 1 1

1 1

1

                  

                  

                      

k k

n n n n n n n n n n

k k k k

n n n n n n n n N n Nn N n N

k k k k k

n n n n n n N n N n N n N n N n N

n N n nn N

x T x x T x T x T x

x T x T x T x T x T x

x T x T x T x T x T x

T x T x

 

     

       

  

    

     

      



 

olur. Açıktır ki,   modn n N N  , bu yüzden n n NT T   dir. iT  dönüĢümleri 

düzgün sürekli olduğu için 

 1lim 0n n n
n

x T x


   

elde edilir. Buradan 1lim 0n n
n

x x 


   olduğu için 

 

1 1

1 1

0

                      

                      0

n n n n n n n n

n n n n n

x T x x x x T x

x x x T x

 

 

     

   



 

olur. Böylece lim 0n n n
n

x T x


   dır. Her l D  için 

 
                  

n n l n n n l n l n l n l n l n l n l n

n n l n l n l n l n l n l n l n

x T x x x x T x T x T x

x x x T x T x T x

       

      

      

     
 

iT  dönüĢümleri düzgün sürekli olduğundan, 
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 lim 0n n l n
n

x T x


   

elde edilir. Sonuç olarak her l D  için 

 lim 0n l n
n

x T x


   

dır. 

Teorem 4.3.2. X  düzgün konveks Banach uzayı, C  X  in boĢ olmayan 

kapalı konveks bir alt kümesi olsun. Her i D  için 
1

in

n

s




   ve 
1

in

n

c




   olacak 

Ģekilde  ins ,  inc   0,  ile C  den C  ye  :iT i D  ailesi N  tane 

genelleĢtirilmiĢ asimtotik sözde geniĢlemeyen dönüĢüm ve  
1

N

i

i

F F T


    kapalı 

kabul edilsin. Bazı  0,1   için    
1

,1n n
  


   ile  nu , C  içinde sınırlı bir 

dizi, ve  :iT i D ailesinde bir T  üyesi yarı kompakt olsun. 0x C  ve her 1n   için 

   
 

1 1
k n

n n n n n ni n
x x T x u      olarak tanımlansın. O zaman  nx  dizisi  :iT i D  

ailesinin ortak sabit bir noktasına kuvvetli yakınsaktır. 

İspat: Genelliğe girmeksizin,  :iT i D ailesi içinde 1i   için 1T  dönüĢümü 

yarı kompakt olsun. Lemma 4.3.3.’den lim 0n l n
n

x T x


   dır. 1l   için eĢitlik 

aĢağıdaki biçimde yazılabilir. 

 1lim 0n n
n

x T x


   

olur. Yarı kompaktlığın tanımı kullanılırsa,
 
 nx  dizisinin j   iken 

jnx x C   

olacak Ģekilde  
jnx

 
alt dizisi vardır. Böylece, 

 1lim 0
j jn n

j
x T x


   

dır. Yani 
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 1 1lim 0
j jn n

j
x T x x T x 


     

olur. 
1 0x T x    ise 1T x x   olmalıdır. Buradan x F  elde edilir. O zaman, 

  liminf , 0n
n

d x F


  

dır. Böylece  lim , 0n
n

d x F


  dır. Sonuç olarak  nx  dizisi ortak sabit bir noktaya 

kuvvetli yakınsaktır. 

Teorem 4.3.3. X  düzgün konveks Banach uzayı, Opial Ģartını sağlasın. C  

X  in boĢ olmayan kapalı konveks bir alt kümesi ve C C C   olsun. Her i D  

için 
1

in

n

s




 < ve 
1

in

n

c




 <∞ olacak Ģekilde  ins ,  inc   0,  dizileri ile C  den C  

ye  :iT i D  N  tane genelleĢtirilmiĢ asimtotik sözde geniĢlemeyen dönüĢüm 

tanımlansın.  
1

N

i

i

F F T


    kapalı, bazı  0,1   için    
1

,1n n
  


   ve 

 nu , C  içinde sınırlı bir dizi kabul edilsin. 0x C  ve her 1n   için 

   
 

1 1
k n

n n n n n ni n
x x T x u      olarak tanımlansın. O zaman  nx  dizisi  :iT i D  

ailesinin ortak sabit bir noktasına zayıf yakınsaktır. 

İspat: X  düzgün konveks Banach uzayı olması sebebiyle X  in her sınırlı alt 

kümesi zayıf kompaktır.  nx  dizisi C  içinde sınırlı bir dizi olduğu için 

k

z

nx q C   olacak Ģekilde  nx  in bir  
knx  alt dizisi vardır. Lemma 4.3.3.’den, 

her 1,2,...,l N  için 

  lim 0
k k

k
n l n

n
x T x


   

dır.  lq F T  için    0lE T q   idi. l  keyfi olduğu için  
1

N

l

l

q F F T


   dir. 
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 nx  dizisinin q  ya zayıf yakınsadığı gösterilmelidir. Tersi kabul edilsin. 

Yani 1q q  ve 1q C  olacak Ģekilde 
1jnx q C   olan  nx  in  

knx  alt dizisi var 

olsun. Benzer düĢünüĢle her 1,2,...,l N  için 

  lim 0
j j

j
n l n

n
x T x


   

dır.  1

1

N

l

l

q F F T


   için   1 0E T q   olur. p q  ve 1p q  alınırsa aĢağıdaki 

iki limitin varlığı ispatlanır. 

1d  ve 2d  iki negatif olmayan sayı olsun. 

 1lim n
n

x q d


   ve 1 2lim n
n

x q d


   

dir. X  in Opial Ģartını sağladığı kullanılarak, 

1 1 1 1lim lim sup lim sup lim
k k j j

k k j j
n n n n

n n n n
d x q x q x q x q d

   
          

olur. Buradan, 

 1 2 2 1d d d d    

dir. Bu bir çeliĢkidir. 1 2d d  dir. Böylece 1q q  olur. Bu da  nx  dizisinin q  ya 

zayıf yakınsadığını gösterir. 

4.4. I - Genişlemeyen Dönüşümlerin Sonlu Bir Ailesi için Kapalı İterasyon 

Sürecinin Kuvvetli Yakınsaklığı 

Bu bölümde, Xu ve Ori (2001)’de verilen geniĢlemeyen ve onun 

genelleĢmeleri olan dönüĢümlerin sonlu bir ailesi için verilen kapalı iterasyon süreci 

kullanılmıĢtır. Rhoades ve Temir (2006), çalıĢmasında verilen açık probleme, I -

geniĢlemeyen dönüĢümün sonlu bir ailesi için kuvvetli yakınsaklığı incelenerek 

cevap verilmektedir. 
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X  Banach uzayı, C  X  in alt kümesi,  
1

N

i i
T


, iI -geniĢlemeyen dönüĢümlerin 

sonlu bir ailesi ve  
1

N

i i
I


, geniĢlemeyen dönüĢümlerin sonlu bir ailesi olsun. 

     , 0,1n n    de iki reel sayı dizisi ile  
1

N

i i
T


, iI -geniĢlemeyen dönüĢümlerin 

sonlu bir ailesi için kapalı iterasyon süreci aĢağıda verilmiĢtir. O zaman  
1n n

x


 

dizisinin genel formu, 

    1 1n n n n n nx x I y     ,    1n n n n n ny x T x     

 modn n N
T T , 

 modn n N
I I  dir. 

Lemma 4.4.1. 1n n na a b   , ve her 1n   olacak Ģekilde  na  ve  nb  negatif 

olmayan reel sayı dizileri olsun. Eğer, 

 
0

n

n

b




   

ise o zaman lim n
n

a


 vardır (Tan ve Xu, 1993). 

Lemma 4.4.2. X  düzgün konveks Banach uzayı, C  X  in kapalı konveks bir 

alt kümesi, ,  tane iI -geniĢlemeyen dönüĢüm, 

, N  tane geniĢlemeyen dönüĢüm ve  

kabul edilsin. Bazı  için  n  ve  n  olsun. Verilen herhangi 

bir  için  
1n n

x


 aĢağıdaki Ģekilde tanımlansın. 

,  

,  dir. 

Eğer  ise o zaman, 

  : 1,2,...,iT i N N

  : 1,2,...,iI i N    
1

N

i i

i

F F T F I


   

 0,1    ,1 

x C

   1 1n n n n n nx x I y        1n n n n n ny x T x   

 modn n N
T T  modn n N

I I

   
1

N

i i

i

F F T F I


   
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lim n
n

x p


  

mevcuttur. 

İspat: Herhangi bir p F  için 

   

   

 

1 1

1

1

n n n n n n

n n n n n

n n n n

x p I y x p

x p I y p

x p y p

 

 

 

     

    

    

 

   

   

   

 

  

1

1

1

1

1

n n n n n n

n n n n n

n n n n n

n n n n

n n n

n

y p x T x p

x p T x p

x p I x p

x p x p

x p

x p

 

 

 

 

 

    

    

    

    

   

 

 

dir. Yukarıdaki eĢitsizlikler kullanılarak, 

 1 1n n n n n

n

x p x p x p

x p

       

 
 

bulunur. Böylece, 

1n nx p x p     

elde edilir. Lemma 4.4.1. den lim n
n

x p


  mevcuttur. 

Lemma 4.4.3.  düzgün konveks Banach uzayı,   in kapalı konveks 

bir alt kümesi, ,  tane -geniĢlemeyen dönüĢüm, 

,  tane geniĢlemeyen dönüĢüm ve  

X C X

  : 1,2,...,iT i N N iI

  : 1,2,...,iI i N N    
1

N

i i

i

F F T F I


   
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kabul edilsin. Bazı  için  n  ve  n  olsun. Verilen herhangi 

bir  için  
1n n

x


 aĢağıdaki Ģekilde tanımlansın, 

,  

,  dir. 

Eğer  ise o zaman, 

   lim lim 0n n n n n n
n n

T x x I x x
 

     

dir. 

İspat: Lemma 4.4.2. den herhangi bir p F  için lim n
n

x p


  mevcuttur. 

    1n n n n n ny p x T x p       

dir. Lemma 4.3.1. den, 

     

       

     

     

1

1

1

1

2 1

2 1

pp

n n n n n n

p p

n n n n n p n n n n

p p pp

n n n n n n n n n

p p pp

n n n n n n n n n

y p x p T x p

T x p x p w g T x x

g T x x T x p x p y p

g T x x T x p x p x p

 

  

  

  





     

      

       

       

 

  
1

n n n

n

g T x x




 <∞ ve   lim 0n n n
n

g T x x


   bulunur. g  sıkı artan, 

sürekli ve  0 0g   olduğu için,  lim 0n n n
n

T x x


   elde edilir.  

 
   

     

1

1

1

1

n n n n n n

n n n n n n

x p x I y p

x p x p I y p

 

 





    

     
 

dir. Lemma 4.3.1. den, 

 0,1    ,1 

x C

   1 1n n n n n nx x I y        1n n n n n ny x T x   

 modn n N
T T  modn n N

I I

   
1

N

i i

i

F F T F I


   
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     

      

    

1

1

1

1

1

2 1

pp

n n n n n n

p p

n n n n n p n n n

p p pp

n n n n n n n n

x p x p I y p

I y p x p w g I y x

g I y x y p x p x p

 

 

  







     

      

       

 

  
1

n n n

n

g I y x




 <∞ ve   lim 0n n n
n

g I y x


   bulunur. g  sıkı artan, 

sürekli ve  0 0g   olduğu için,  lim 0n n n
n

I y x


   elde edilir. 

  lim 0n n n
n

T x x


  ,  lim 0n n n
n

I y x


   

 1lim 0n n
n

x x


   

bulunur. Her 1,2,...,j N  için 

lim 0n n j
n

x x 


   

olur. 

 

       

 

     

   

1

n n n n n n n n n n

n n n n n

n n n n n n n n n

n n n n n n

I x x I x I y I y x

x y I y x

x x T x I y x

T x p I y x

 



    

   

       

   

 

dir. Böylece, 

 lim 0n n n
n

I x x


   

elde edilir. 

Teorem 4.4.1.  düzgün konveks Banach uzayı,   in kapalı konveks 

bir alt kümesi, ,  tane -geniĢlemeyen dönüĢüm, 

,  tane geniĢlemeyen dönüĢüm ve  

X C X

  : 1,2,...,iT i N N iI

  : 1,2,...,iI i N N    
1

N

i i

i

F F T F I


   
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kabul edilsin. Bazı  için  n  ve  n  olsun. Verilen herhangi 

bir  için  
1n n

x


 aĢağıdaki Ģekilde tanımlansın, 

,  

,  dir. Ayrıca   : 1,2,...,iT i N  sonlu dönüĢüm ailesinden 

en az bir tane T  dönüĢümü yarı kompakt olsun. 

O zaman  nx  dizisi T  ve I  dönüĢümlerinin ortak sabit bir noktasına 

kuvvetli yakınsaktır. 

İspat: Herhangi bir p F  ile 1n   için Lemma 4.4.2 den lim n
n

x p


  

mevcuttur ve 1n nx p x p     dir. Bu sebeple,    1, ,n nd x F d x F   ve 

 lim ,n
n

d x F


 vardır. Lemma 4.4.3.den ve T  yarı kompakt olduğu için 

 lim 0n n n
n

T x x


   ile  lim 0n n n
n

I x x


   dır. Böylece  lim , 0n
n

d x F


  elde 

edilir. 

 nx  dizisinin Cauchy dizisi olduğu gösterilmelidir. 0   ve her n N  için 

 ,
2

nd x F


  olacak Ģekilde N  tane pozitif tamsayısı mevcuttur. Her ,n m N  ve 

p F  için 

 
     

     

0 0 0

0 0 0

n N N

n N

m N N

m N

x p T x p T x p I x p x p

x p T x p T x p I x p x p

        

        
 

olur. Böylece,  

                                            2 ,n m Nx x d x F     

elde edilir. Buradan  nx  dizisi Cauchy dizisidir. Böylece lim n
n

x p


  ve X  tam 

olduğundan p F  dir.  lim , 0n
n

d x F


  olduğu için  , 0d p F   bulunur. Böylece, 

 0,1    ,1 

x C

   1 1n n n n n nx x I y        1n n n n n ny x T x   

 modn n N
T T  modn n N

I I
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    
1

N

i i

i

p F F T F I


    

dir. 
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5. SONUÇLAR ve ÖNERİLER 

Genellikle geniĢlemeyen ve onun genelleĢmeleri olan dönüĢümler için 

iterasyon dizilerinin yakınsaklıkları son zamanlarda çalıĢılan bir konudur. Düzgün 

konveks Banach uzaylarında veya Hilbert uzaylarında geniĢlemeyen ve onun 

genelleĢmeleri olan dönüĢümlerin sonlu bir ailesi için ortak sabit bir noktaya kapalı 

veya kapalı olmayan iterasyon sürecinin yakınsaklık problemleri ile ilgili çalıĢmalar 

yapılmıĢtır. Bu tezde, özellikle, Mann ve Ishikawa iterasyon dizilerinin geniĢlemeyen 

ve onun genelleĢmeleri olan dönüĢümler için kuvvetli ve zayıf yakınsaklıkları 

incelenmiĢtir. Ayrıca, son zamanlarda incelenen I -geniĢlemeyen dönüĢümlerin 

iterasyon dizilerinin yakınsaklıkları, kaynaklar kısmında verilen ve literatür taraması 

ile elde edilen çalıĢmalardan hareketle, I -geniĢlemeyen dönüĢümlerin sonlu bir 

ailesi için kapalı iterasyon sürecinin kuvvetli yakınsaklığı incelenmiĢtir. Elde edilen 

sonuçlar, kaynaklar kısmında verilen makalelerin geliĢtirilmesidir. 

Bu tezden hareketle, geniĢlemeyen dönüĢümler ve onun genelleĢmeleri olan 

dönüĢümler için zayıf ve kuvvetli yakınsaklık teoremleri, kaynaklar kısmında verilen 

ve literatür taraması ile elde edilen çalıĢmalar kullanılarak, bazı Banach uzaylarında 

Mann ve Ishikawa iterasyon dizilerinin belirlenecek olan özel koĢullar altında 

yakınsaklıkları incelenebilir ve yeni sonuçlar elde edilebilir. 
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ÖZET 

Banach uzaylarında geniĢlemeyen ve sözde geniĢlemeyen dönüĢümler için 

sabit noktalar üzerinde iterasyon dizilerinin yakınsaklıkları bir çok yazar tarafından 

son zamanlarda çalıĢılan bir konudur. Özellikle, yakın tarihlerde sunulan Mann ve 

Ishikawa iterasyon dizilerinin geniĢlemeyen ve onun genelleĢmeleri olan 

dönüĢümlerin kuvvetli ve zayıf yakınsaklıkları ispatlanmıĢtır. Bu tezde, Mann ve 

Ishikawa iterasyon dizilerinin geniĢlemeyen ve onun genelleĢmeleri olan 

dönüĢümlerin sonlu bir ailesi için kapalı iterasyon sürecinin kuvvetli ve zayıf 

yakınsaklıkları çalıĢılmaktadır. Ayrıca, son zamanlarda incelenen I -geniĢlemeyen 

dönüĢümlerin iterasyon dizilerinin yakınsaklıkları, son zamanlarda yapılan 

çalıĢmalardan hareketle, I -geniĢlemeyen dönüĢümlerin sonlu bir ailesi için kapalı 

iterasyon sürecinin yakınsaklığı incelenmektedir. 

Bu tez dört bölümden oluĢmaktadır. Birinci bölümde önceki çalıĢmalar ve 

literatür bilgileri sunulmaktadır. Ġkinci bölümde, bu çalıĢmada gerekli olan temel 

tanım ve teoremler verilmektedir. Üçüncü bölümde kullanılan materyal ve yöntemler 

anlatılmaktadır. Dördüncü bölüm ise dört alt kısımdan oluĢmaktadır. Birinci kısımda 

geniĢlemeyen ve sözde geniĢlemeyen dönüĢümlerin Mann iterasyon süreci için zayıf 

ve kuvvetli yakınsaklıkları incelenmektedir. Ġkinci kısımda I -geniĢlemeyen ve I -

sözde geniĢlemeyen dönüĢümlerin Mann iterasyon süreci için yakınsaklığı 

incelenmektedir. Üçüncü kısımda genelleĢtirilmiĢ asimtotik sözde geniĢlemeyen 

dönüĢümlerin sonlu bir ailesi için kapalı iterasyon sürecinin kuvvetli ve zayıf 

yakınsaklıkları araĢtırılmaktadır. Son kısımda ise önceki çalıĢmalar göz önüne 

alınarak son zamanlarda çalıĢılan I -geniĢlemeyen dönüĢümlerin sonlu bir ailesi için 

kapalı iterasyon sürecinin kuvvetli yakınsaklığı elde edilmektedir. 
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SUMMARY 

Recently, the convergence theorems of iterative process to fixed point for 

nonexpansive mappings and quasi-nonexpansive mappings in Banach spaces have 

been studied by many authors. Especially certain results have been obtained the 

strong and weak convergence for nonexpansive mappings, asymptotically 

nonexpansive mappings, quasi-nonexpansive mappings of recently presented Mann 

and Ishikawa iteration sequences. In this thesis, we consider the strong and weak 

convergence of Mann and Ishikawa iteration sequences for nonexpansive mappings 

and also the strong and weak convergence of implicit iterative sequences to common 

fixed point for a finite family of generalized nonexpansive mappings. In addition, in 

the light of references the convergence theorem of implicit iterative sequences to 

common fixed point for a finite family of I -nonexpansive mappings is given. 

Our thesis contains four chapters. In the first chapter, the previous and 

literature are explained. In the second chapter, necessary definition and theorems are 

given without going into details. In the third chapter, the materials and methods are 

explained. The last chapter contains fourth parts. The first part, the strong and weak 

convergence theorems of Mann iteration sequences of nonexpansive and quasi-

nonexpansive mappings are given. In the second part, the convergence theorem of 

Mann iteration sequences of I -nonexpansive and I -quasi nonexpansive mappings is 

investigated. In the third part, the convergence theorems of implicit iteration process 

to common fixed point for a finite family of generalized nonexpansive mappings are 

studied. In the last part, in the light of previous works which we introduced in the 

references, the strong convergence theorem of implicit iteration process to common 

fixed point for a finite family of I -nonexpansive mappings is obtained. 

 


