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1. GiRiS Liitfi AKIN

1. GIRIS

Pozitif ¢ekirdekli integral operatorlere fonksiyonlar teorisi ve diferansiyel
denklemler teorisinin bir ¢ok probleminde rastlayabiliriz. Bunlardan Fourier
serilerinin bazi toplanabilme yoOntemleri bu tiir integrallerle ifade edilmektedir.
Ayrica Dirichlet probleminin ¢oziimii ve 1s1 denklemleri i¢in sinir deger
probleminin ¢6ziimii de pozitif ¢ekirdekli integraller bigiminde verilmektedir.
Bundan dolay1 pozitif ¢ekirdekli integral operatorler kullanilarak genellestirilmis
tirevlere yaklasim probleminin incelenmesi hem teorik acidan hem de pratik

acidan biiyiik 6nem tagimaktadir.
b
L(f,x) = [ FOK, (t-x)dt (1.1)

L,:f(t)—>L,(f,x) operatorleri f fonksiyonuna L,(f,x) fonksiyonlar ailesini

karsilik getirmektedir.

Bu tiir integral operatdrler ailesinin yakinsakliklariyla ilgili esas problemler
sOyledir
1. Belirli bir x, noktasinda, A - 4, i¢in L,(f,x,)— f(x,) yakinsakliginin

incelenmesi,

2. X bir normlu lineer uzay, f € X,L,: X - X oldugunda,
lim L./~ /], =0

yakinsakliginin incelenmesi,

3. 1 ve 2 deki problemlerin yakinsaklik hizlarinin bulunmasi, yani 4 — 4, iken

a,, B, sifirdizileri olmak iizere,
[L,(f2%) = F ()| = 0(@,)
[£2f =11 = 0B,
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IL,(f5 %) = [ (xp)| = O(,),

|2.f =11, = 0B,
gibi 6nermelerin ispatlanmasi,
4. Yaklasim hizinin bulunmasi probleminden daha genel problem, yaklagimin
asimptotik degerinin bulunmasi problemidir. L, integral operatorler ailesinin f
fonksiyonuna bir x, noktasinda yaklasimin asimptotik degeri matematik¢iler

tarafindan incelenmistir.
Konvoliisyon tipli olan bu tiir problemler Weierstrasse, Gauss, Perron,
Landau, Picard, Lebesgue, Faddeev, Romanovsky, Natanson, Korovkin, Butzer

gibi matematik¢iler tarafindan incelenmistir. S6z konusu olan calismalarda f

fonksiyonunun bir noktada n inci mertebeden tiirevlenebilir olmasinin yaklagim
hizina etkisi problemi arastirilmistir.
Bizde integral operator aileleriyle genellestirilmis tiirevlere yaklasimi

inceleyecegiz. Simdi tezimiz ic¢in gerekli temel tanim ve teoremleri verelim.

1.1. Temel Tanim ve Teoremler

Tamm 1.1.1: X, D kiimesinde taniml1 ve Lebesgue anlaminda integrallenebilir

fonksiyonlar uzay1 olsun. Yani X = { f | f:D—>R, I f |d,u < oo} olsun. Bu uzayda
D

doniisiim yapan bir lineer integral operatorii;

If(t)K(x,t)dt, xeD

bi¢giminde verilebilir. Burada K(x,?), DxD de tamimli, 6nceden o6zellikleri belli
olan bir fonksiyondur. Bu integral operatoriin tiim oOzellikleri  K(x,?)
fonksiyonunun ozelliklerine bagli oldugundan K(x,#) fonksiyonuna L, integral
operatoriin ¢cekirdegi denir. Bu ¢ekirdek,

K(x,t)= K,(x—1)

oldugunda,
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T FOK, (x—t)dt

integral operatoriine veya K, ve f, 2z periyotlu oldugunda,

T FOK, (x—t)dt

seklindeki integral operatoriine ‘konvoliisyon tipli operatér ¢ denir.
Tamm 1.1.2 : Belirsiz fonksiyonun integral altinda oldugu denklemlere ‘integral

denklemler’ denir.
[ FOK G 0)dt = g(x) (1.2)

Simdi K (x,¢)¢ekirdek fonksiyonu ile ilgili biraz bilgi verelim. (1.2) denkleminde
f(x) bilinmeyen bir fonksiyon, K(x,¢) sabit bir fonksiyondur. Yani onceden
ozellikleri belli bir fonksiyondur. Cekirdek fonksiyonu belirli bir fonksiyon
oldugundan integralin anlamli olabilmesi i¢in K(x,¢) nin 6zellikleri 6nemlidir.
Cekirdek fonksiyonu genel olarak ikiye ayrilir.

a) Degiskenlerine ayrilabilen ¢ekirdekler

b) Degiskenlerine ayrilamayan ¢ekirdekler
Simdi bunlar1 inceleyelim.

a) Degiskenlerine ayrilabilen ¢ekirdekler

: _ MK
i. K(x,1) NGO
ii. K(x,7) = N

M (x)

iii. K(x,t) =M (x).N(¢)
durumlarindan birisidir. Bu tip bir ¢ekirdege sahip Integral denlemin ¢oziimii
olduk¢a basittir. Bunlardan en bilineni II. Fredholm denklemidir. Bu denklem
@ bilinmeyen, K(x,?) degiskenlerine ayrilabilen, f ise bilinen bir fonksiyon

olmak iizere; 4 kompleks bir say1 iken,
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1
p(x) = A p(OK (x,1)dt = £ (x)
0
bigimindedir.
1
Ornek 1.1.1 : o(x)— ﬂj e Po(t)dt = x integral denklemi rahatlikla ¢oziilebilir.
0

b) Degiskenlerine Ayrilamayan Cekirdekler
Bu tip denklemlere Integral doniisiimler denir. Integral doniisiimlerin, integral
denklemlerden farki degiskenlerin birbiriyle baglantili olmasidir. Integral
doniigiimlerin ¢éziimiinii bulabilmek i¢in 6zel uzaylar tanimlamak gerekir. Ciinkii
bagimli x ve ¢ degiskenlerinin her ikisinin birden, integrali anlamli yaptig1 bir
bolge bulmak gerekir. Poisson ve Abel-Poisson ¢ekirdekleri bunlara 6rnek olarak
verilebilir.
Simdi Poisson ¢ekirdeginin elde edilisini verelim.
U fonksiyonu C ¢emberinin iizerinde stirekli ve dairenin i¢inde harmonik olsun. C
cemberi {izerindeki bir nokta w=Re” ve daire i¢inde ki bir noktada z = re”
ise,

L R -rUR)

U(r,0) = —
-6 27z'([R2—2chos(¢—(9)+r2

d¢

dir.
C ¢emberinin disinda ve |zl|.|z| = R? kosulunu saglayan bir z, noktas segelim.

2 0 2
R, R . . e
dir. Ciinkii |z]| =— dirve z, ile z ayni dogru lizerinde
r

Bu durumda z, =

2 i6

secildiklerinden  z, = olur. O halde,

r

Z =6~

yazilir.
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z, noktas1 C c¢emberinin disinda oldugundan,

U(z)= %I—U(W) dw=0

W=z
dir. C gemberinin i¢indeki bir z noktasi i¢in,

U(z)=—- [ v® 4,

2l w—z

elde edilir. Eger U(z)=U(z)-U( z, ) yazarsak,

1 w w
U(2) = =— [ (——=———)U(w)dw
2riy. w—z w-—z
esitligini yazabiliriz. Ayrica,
wo_ow o w W W z :W.v_v—wf—i-w.E—Z.E_Rz—rz
w-z w-z w-z  WW w-z W-Z WW-wIZI-zWw+zz lw—z|
z
dir. Bu deger integralde yazilirsa,
1 RZ_ 2
U(z)=— —rU(w)dw

. 2
27i C |W—Z|

olur. Kutupsal koordinatlara gecilirse, w=Re” ise dw=iRe" d¢=iwd¢ olur,

O halde,

vy L ErR
7wy R°=2Rrcos(¢p—0)+r

esitligi bulunur. Ozel olarak R =1 almirsa,

Ulre®) = f (1=r)U(e")

dt
27 2 1-2rcos(t—0)+r’

0
formiilii elde edilmis olur.

Tamm 1.1.3 (Altomare ve Campiti, 1994): Birim dairede Dirichlet problemi
birim dairede harmonik, yani Laplace denklemini saglayan ve dairenin sinirinda

stirekli bir U fonksiyonunu bulmaktir. Bu problem,

V4 2
Ure®) = L=r _U(e")dt 0<r<1
2 7 1-2rcos(t—0)+r
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seklindedir Burada,

2
PO)=— L=r ifadesine ‘Poisson Cekirdegi ‘denir. Bu ¢ekirdek &
27 1-2rcos@+r’

degiskenine gore 27 periyotludur ve cifttir. Ayn1 zamanda,
1-2rcos@+r’> =1-2r+r’>+2r—2rcosf =(1-r)’ +4rsin2§> 0
esitligi Poisson ¢ekirdeginin negatif olmadigini gosterir. Ayrica,

2r
j P(6)d6 =1
0

dir. Simdi P.(6) nin baz1 durumlarini inceleyelim.

2
%0 ise lim £, (6) = lim I=r -0
r>11-2rcos@+r’
. 1-7°
=0 ise hmP > (0) =lim
1 (1— r)
dir. Dolayisiyla,
2
jg(@)d@:l, Vr e (0,1)
0
ljn}R(H):O, 6+0 ise,
lin}R(H):oo, 6=0 ise,

dir ve buise P (6) nin bir deltasal ¢ekirdek oldugunu gosterir.

Tamim 1.1.4 (Altomare ve Campiti, 1994): Ust yar diizlemde Dirichlet
probleminin ¢oziimii,
f(X)—— f()—t, >0
'[ +(t—x)°
biciminde bir integral seklinde verilmektedir. Bu integral ‘Abel-Poisson integrali *

olarak adlandirilir.

AW =" ix

ifadesine ise ’Abel-Poisson ¢ekirdegi’ denir. Goriildiigii gibi bu c¢ekirdek de
Poisson cekirdegi gibi negatif olmayan, ¢ift bir fonksiyondur. Onun integralinin

degeri,
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R o1 157 d
.[Ag(x)dx:%jngrxz dx:;lerttz =1

—00 0 —00

oldugundan Ve >0 igin,
[4,(0dx =1

olarak elde edilir. Simdi & - 0 iken A4, (x) ¢ekirdeginin limitini inceleyelim.
Eger x#0 ise,
ling A.(x)=0

oldugu agiktir. Ayrica x =0 ise,

£ 1
A,(0)=—5=—
s mE
oldugundan,
linol A (x) =
olur. Dolayisiyla, IAE (x)dx =1

lirr(}Ag(x):O (x#0 ise)
lirr(}Ag(x):oo (x=01se)

oldugundan A4, (x) cekirdegi bir deltasal ¢ekirdektir. Simdi de fonksiyonel

kavramint ve lineerligini verelim.
Tanmm 1.1.5: Tanim bolgesi F vektdr uzayi, deger bolgesi ise K skaler

cismi (/R veya C) olan bir ¢ operatoriine ‘fonksiyonel ‘ denir.
Tamm 1.1.6: ¢ fonksiyoneli; f ve ¢, F vektdor uzayinda herhangi iki

fonksiyon, a ve b keyfi iki reel say1 olmak {izere;

#af +bo) = ad(f)+bh(p)

esitligini gercekliyorsa ‘/ineer ‘dir, denir.
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Ornek 1.1.2: ¢(f) =A f(a) ve A, a €lR olsun. Budurumda
¢ fonksiyoneli, f € FF ve x=a noktasinda tanimli f(x) fonksiyonlar1 igin
gecerlidir. ¢’ nin lineerligi asagidaki esitlikten ¢ikar. /', € F' ve a,b € IR igin
#af +bo) = Alaf (a) +bp(a)] = adf (@) +bAp(a)
=ad(f)+bd(p)
Ornek 1.1.3: w(x), [c,d] araliginda siirekli bir fonksiyonve f € F olmak

tizere, ¢ fonksiyonelini ¢ (f) :I f(¥)w(x)dx olarak tamimlayalim. ¢ nin
lineerligi,
laf +be) = [[af (x)+bo(0)ly (x)dx = af £y (x)dx +b[ p(x)y (x)dx

=ap(f)+bp(@)
esitliginden goriilmektedir.
Tamm 1.1.7: Bir ¢ fonksiyoneli, her bir pozitif f(x) fonksiyonu icin ¢( f)=>0
esitsizligini sagladiginda ¢ fonksiyoneline ‘pozitif fonksiyonel ¢ denir ( Bir
fonksiyon eger negatif degerler almiyorsa sifir yada pozitif’dir). Lineer pozitif

fonksiyoneller monoton artandir. Gergekten, her x ig¢in,

fi(x) 2 f,(x) ise fi(x)=f,(x)20
dir. ¢ pozitif fonksiyonel oldugundan  @(f,(x)— f,(x))>0 olur ve
lineerlikten dolay1 o(f,(x))—¢(f,(x)) 20 oldugundan,

P(f1(x)) 2 4( 1, (x))

saglanir.

Ornek 1.14: ¢(f) = ZAk f(x,) fonksiyoneli yalmiz ve yalmz A4, >0
k=1
(k=0,1,...,n) ise pozitifdir. Gergekten 4, 20 (k=0,1,...,n) ve f(x) 20 ise,

6(f)= 3 4, f(x,)20

olur. Fakat, herhangi bir &, i¢in, 1<k,<n ve A4, <0 oldugunda
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¢ fonksiyoneli pozitif olamaz. Bunu goérmek icin,
1 X=X
fx)=
0 X # X,
biciminde bir f fonksiyonunu goéz Oniine alalim. Bu fonksiyon i¢in,
P(f)=4, f(x,) =4, <0
dir ve ¢ fonksiyoneli pozitif f fonksiyonuna negatif 4, sayisin karsilik

getirir. Dolayisiyla ¢ pozitif fonksiyonel degildir.

Tamm 1.1.8: a € IR, (a€IR, a=+w veya a=w ) X c IR kiimesinin bir
limit noktas1 ve ele alinacak tiim fonksiyonlarin X kiimesi iizerinde tanimli
(a noktasinda tanimli olmayabilir de) olduklar1 kabul edilir.

Eger lim f(x)=0 1ise f’ye, xe X, x —>a iken “ sonsuz kiigiik “ fonksiyon
denir. Ve f(x) =o0(1) seklinde gosterilir.

(3

Eger £1£1a1| f (x)| =400 ise f’ye, xe X, x — a iken “sonsuz biiyiik “ fonksiyon
denir. Ve f(x) =0(1) seklinde gosterilir.

Tanim 1.1.9: 4 c IR olmak tizere (f,) fonksiyon dizisi A iizerinde f
fonksiyonuna noktasal yakinsaktir. <> V& >0 ve her bir x € 4 i¢in In, Oyle ki

[0 -f)|<e.

Burada sozii edilen n,, sayisthem ¢’ na hemde x noktasina baghdir.

Vn > n, i¢in

A c IR olmak iizere (f,) fonksiyon dizisi A4 iizerinde f fonksiyonuna diizgiin

)= f)<e.

Burada sozii edilen n, sayis1 sadece &’na bagl olup, x noktalarindan

yakinsaktir. << Ve > 0 i¢in3n, dyle ki Vn > n, ve Vx € 4 i¢in

bagimsizdir.

Tanim 1.1.10: (a,b) — IR acik bir aralik ve f fonksiyonuda (a,b) den IR ye

bir fonksiyon olsun. #,x € (a,b) olmak iizere,

lim /D =S () _ A(x) (1.3)

t—>x I—x

sonlu limiti varsa, bu A(x) sayisina ‘ f fonksiyonunun x noktasindaki tiirevi ‘
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denir ve f'(x) (veya Df(x) yada @ ) ile gosterilir. Bu durumda, f
X

fonksiyonu x noktasinda tiirevlenebilirdir denir ve

£ = tinO=IE (1.4

veya t=x +h dersek, t > x < h — 0 olacagindan,

0 = tim LD =)

h—>0 h

(1.5)

seklinde gosterilir.

Eger f:(a,b) > IR fonksiyonu F c (a,b) kiimesinin her noktasinda
tiirevlenebilir ise, y = f(x) fonksiyonu FE Tlizerinde tiirevlenebilirdir denir.
Eger f :[a,b] — IR fonksiyonui¢in x € (a,b) olmak iizere,

i SO @) e i SO @)

t—x* t—Xx t—>x" r—Xx
limitleri varsa, bu limitler sirasiile f nin x noktasindaki sag ve sol tiirevi denir
ve f'(x7), f'(x7) ile gosterilir. Bu durumda, f fonksiyonu sirasi ile sagdan ve

soldan tiirevlenebilirdir denir ve

f’(x*):limM veya f’(x‘):limM (1.6)
t—x* t—x t—>x t—x

veya

f1) = lim f(x+h2—f(x) ve /()= lim f(x+h2—f(x) (1.7)

seklinde gosterilir.

Simdi de tezimizin igerigi ile ilgili daha dnce yapilmis olan ¢alismalar1 verelim.

10
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2. ONCEKI CALISMALAR

Korovkin (1960) tarafindan Nikolsky teoreminde operatoriin 1. tiireve
sagdan ve soldan yaklasimi incelenmistir.

Teorem 2.1: Eger f(x) fonksiyonunun x, noktasinda sol ve sag tiirevleri varsa

0 zaman,

lian(f;xo)_f(xo)

e Fn( ; ;Oj
2

sin —
dir. ( S. M. Nikolsky )
Ispat : Teoremde verilenlere gore,

= fi(x0) = f1(xo) 2.1

lim f(t+xoz—f(xo) _ () ve lim f(t+x03—f(x0) )
dir.
oty = XTIy vy = L2 S0 20

2 2
seklinde iki fonksiyon alalim. Buradan,

p()+y (1) = f(t+x) = f(x,)
elde edilir. Simdi,

t—0

tim PO 1) - £) 22)

sin —
2

ifadesini gostermeliyiz. Soldan tiirevine bakalim.

. t . t . t+x,)— f(x t
hm (0() :hm q)() thf( 0) f( 0). +
) N t—0" .t >0 t .t
SIn — —Sin — —Sin —
2 2
+ —

i SO3) ~ ()
210" —t .t
Sin —
2

11
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UG+ £ 2= 1) - 1)

olur. Benzer sekilde 7 — 0" iginde gosterebiliriz.

| = sin®(—)
F(f3x0) = f(xy) =— [ 1/ ey +1) = [ (xy)}——2—dt
nr . o 1
o 2sin (E)
. sin ( ) - sinz(nl)

_ J' o(t)—— 2 dt + — I I ) —2 g
nrw* . t nrw t
©  2sin? (5) 7 2sin’ (2)

dir. Bu ifadedeki son integral sifira esittir. Bundan dolayi,
7 sin ( 5 )
F(f33) = f5) =~ [o)——2~di = F,(p0)
d 2sin’ ( )

olur. Buradan,

lim Fn X)) = f ) _ - F(@0) ()

m = 11m A
n—>0 n—>0 11—
F, ! ;0 F, : ;0
2 2

sin — sin —
elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

= fi(x0) = f2(xo)

sm —
2

Gadjiev ve arkadaslar (1962) tarafindan integral operatdr ailelerinin birinci
mertebeden adi tiirevlenebilen fonksiyonlarla yaklagimimin asimptotik degeri
incelenmistir.

Teorem 2.2 : f(x) fonksiyonu x, noktasinin komsulugunda (n-1) inci

mertebeden tiirevlenebilir, x, noktasinda ise » inci mertebeden f’ f")(xo), f_(”)(xo)

sag ve sol tiirevleri mevcut olsun. x € (—0,0) i¢cin 1< ¢(x) <o olmak iizere
L/ (0)| < p(x)

esitsizligini saglayacak sekilde ¢(x) mevcut ve K,(#) c¢ekirdegi negatif

olmayan, ¢ift fonksiyon olsun. Ayni1 zamanda,

TKi ()dt =1

12



2. ONCEKi CALISMALAR Liitfi AKIN

esitligi saglansin. Eger VJ > 0 igin,

lu(t) = sup (0(x—+y) < 00
—00<X<00 @(X)

|y|<t

olmak tlizere A — oo iken,
[ 1 n®OK, (0 = o(4,)
5

saglantyorsa, bu takdirde,

lim LaU5x0) = f () _ S CGr)  7(x)

A0 R, A, n!

esitsizligi saglanir. (Gadjiev ve arkadaslari, 1962)
Butzer ve Nessel (1971) taratindan,

Riemann tiirevi: /" (x,) = %mghln[zn: (=D (n, k) f(x, + (g — k)h)}

Peano tiirevi: f (xo)

{ﬂ%w>ﬂ%>§2k}

| n—1 1k
Taylor tirevi: £ (x,) = lim——| f(x, +h)— > — LTy
h—0 h” k=0 k'

genellesmis tiirevleri verilmistir.

Feirlej ve Rempulska (1995) tarafindan Gauss — Weierstrass singiiler
integrallerinin, C “ de ve L, uzaylarinin normunda yaklagimi incelenmistir.

Zeren, (2006) tarafindan Schwartz anlaminda 2. mertebeden tiirevlenebilir
fonksiyonlara integral operator aileleriyle yaklagimi incelenmistir.
Tanim 2.1 (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995): X ve Y iki fonksiyon uzayi
olsun. Eger X den alinmis herhangi bir f/ fonksiyonuna Y de bir g fonksiyonu
karsilik getiren bir L kurali varsa o takdirde X uzayinda bir ‘operator’
tanimlanmistir denir ve

gX)=L(f(1);x)=L(f;x)

seklinde gosterilir. X uzayna L operatdriiniin tanim bolgesi denir ve X =D (L)

ile gosterilir.

13



2. ONCEKi CALISMALAR Liitfi AKIN

Bu durumda g(x)=L(f;x), ¥ uzaymin bir eleman1 olur ve bu sekildeki g

fonksiyonlar1 kiimesine L operatoriiniin deger kiimesi denir. Bu kiime R(L)
ile gosterilir. Buradan R(L)c Y oldugu agiktir.
Lineer operatorler kiimesi i¢cinde ¢ok Onemli bir alt simif vardir ki o da

pozitif operatorlerdir.

Kabul edelimki X" ={f e X, f(x)>0} , Y" ={ge¥,g(x)>0}
olsun. Eger X uzayinda tanimlanmig L lineer operatérii. X~ kiimesindeki
herhangi bir f fonksiyonunu pozitif fonksiyona doniistiiriiyor ise o takdirde L
operatoriine “lineer pozitif operator “ denir. L lineer pozitif operatorii i¢in
LX" Y’ saglanir. Yani f(x) >0 oldugunda L(f;x) >0 olur.O halde agiktir
kiher x icin  f(x) < g(x) olursa o takdirde L(f;x)<L(g;x) olur ve
dolayistyla lineer pozitif operatdrler monoton artandir.

Kolayca gorebiliriz ki,
Li(f3x) =) f(a)P(x)
k=0

operat0rii lineerdir ve bunun pozitif olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul P, (x) in
tim x ve k degerleri i¢in pozitif olmasidir. Gergekten de eger P,(x) >0 olursa
bu durumda f(a,) =0 oldugunda L,(f;x)=0 olur.

Simdi,

Ly(f3%) = [ f(OK (&, x)dr

lineer operatdriinii gbz Oniine alalim ve kabul edelim ki K (z,x), ¢ degiskenine
gore siirekli bir fonksiyon olsun. K(¢,x) fonksiyonuna L, operatoriiniin ¢ekirdegi
denir. L, operatoriiniin pozitif olabilmesi igin gerek ve yeter kosul, ¢cekirdeginin
pozitif fonksiyon olmasidir. Yeterlik aciktir. Gerekliligi ispatlayalim.

Kabul edelim ki bir #=¢, noktasinda K(#,,x)<0 olsun. Bu durumda K

siirekli fonksiyon olmak {iizere bir [, f ] kiiciik araligi vardir ki bu aralikta K

fonksiyonu kendi isaretini korur.

14



2. ONCEKi CALISMALAR Liitfi AKIN

Bu durumda,

0, xela, f]
1

f(x):{, x ¢[a,b]-[a, f]

fonksiyonu i¢in,
B
L,(f;x)= jK(r,x)dt <0

yani L, pozitif operator degildir.
Simdi de kabul edelim ki L pozitif operator olsun. Bu durumda,
L(fsx)| < L(f
esitsizligini yazabiliriz. Gergekten her x igin,
SVAEY EWACIESNAEY!

esitsizliginin saglandig1 aciktir. Bu durumda L operatoriiniin - monoton

;X)

ozelliginden yararlanarak,

~L(fx) < L(f5x) < L(f
IL(f30| < L/

;X)

;X)
elde edilir.

Teorem 2.3 : Eger L lineer pozitif operatorler dizisi [a,b] araliginda,

%
L,(1x) R 1 (2.3)
_)
L (t;x) N X 2.4)
2 - 2
L (t7;x) R X (2.5)

kosullarin1 sagliyorsa o takdirde C(a,b) uzayinda olan ve tiim reel eksende

sinirli herhangi bir  f/* fonksiyonu i¢cin » sonsuza gittiginde;

L,(f;x) : f(x), a<x<b

olur. (P.P.Korovkin, 1960)
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2. ONCEKi CALISMALAR Liitfi AKIN

Ispat: f fonksiyonu reel eksende simirli oldugu icin 6yle bir M pozitif sayisi
bulabiliriz ki tim x ° ler i¢in,

S| <M (2.6)
saglanir. f € C(a,b) oldugundan her & >0 i¢in dyle bir 6 >0 bulabiliriz ki

t € (—o,©) ve x €[a,b] i¢in |t —x| <0 oldugunda,

- f()<e (2.7)
olur. x,t€[a,b] oldugunda (2.7) esitsizligi f fonksiyonu [a,b] de siirekli
oldugu icin gergeklenir. x €[a,b] , t¢[a,b] oldugunda ise (2.7) esitsizligi
f fonksiyonu a ve b noktalarinda, sirasiyla soldan ve sagdan siirekli bir

fonksiyon oldugu i¢in gerceklenir.
(2.6) ve (2.7) esitsizliklerinden dolayr tim ¢ € (—o0,0) ve xe€[a,b] igin,

2]‘24 (t - x)° (2.8)

f@O) - f)]<e+ 5

esitsizligi gergeklenir. Clinkii |t—x|<§ oldugunda (2.8) esitsizligi (2.7)

2M

52 (t—x)*> ifadesi pozitif oldugu icin saglanir.

esitsizliginden dolay1

|t - x| >0 oldugunda ise,

2
(¢ ; ;C) >1
olacagindan,
2M
52 (t—x)>>2M

esitsizligi saglanir. Bu durumda & >0 oldugu i¢in (2.6) esitsizliginden (2.8)

esitsizligi elde edilir. Diger taraftan;
L,(f3x)= f), =L, (f @~ fx)sx) + f (L, (;x0) = ()],
L,(f@) = fx)| +]f

c

< 3 X) L (1;x)-1

c c
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2. ONCEKi CALISMALAR Liitfi AKIN

esitsizligi vardir. Bu esitsizlikteki ikinci terim n — oo i¢in (2.3) den otiirii sifira

yakinsar. Yani,

u

LLx)-1| <¢,, & -0

c

dir.
O halde,

<

c

L,(f3%) = f(x) VAQRNAC)

esitsizligi dogrudur. Birinci terime bakilirsa (2.8) esitsizliginden dolay1,

Ln(

X

te, (2.9)

L0 ) = e (5)+ 2 L, (=075
=¢[L, (Lx)-1]+¢&+ 25]\24 [L,(t*;x)=2xL, (t;x)+x>L, (1;x)]
= e[l (Lx)—1]+e+ 25]\24 {L, (%) - x*1=2x{L, (t;%) - x]+ X°[L, (1;x) ~ 1]}

elde ederiz. O halde,

Iz, (f® - fx)
yazilabilir. (2.3), (2.4) ve (2.5) kosullarindan 6tiirii #» — o igin,
AGRNICY)
olur. Bu sonu¢ ve (2.9) esitsizliginden ,
L,(f;x)~ ()], >0

elde ederiz. Bu da ispatimizi tamamlar.

L"I (

;x)”c <(C,

L, (t°;x)— xZHC +C,

L,(Lx)—1

L,(

;x)”c —0

Tamm 2.2 (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995): L lineer operatorii X uzaymndan Y
uzayina doniisiim yapiyor ve

2752, < clrl,
esitsizligini gergekliyorsa o takdirde L operatoriine ¢ sinirli operator © denir.

Bu C sabitlerinin en kii¢ligline L operatoriiniin normu denir ve ||L||X_) yada

Y

||L|| seklinde gosterilir.
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3. MATERYAL ve YONTEM Liitfi AKIN

3. MATERYAL ve YONTEM

Calismanin yapilmasinda kaynak kitap ve makalelerden yararlanilacaktir.
Konumuzla ilgili kitap ve makaleler degisik kiitliphanelerde vardir. Gerekli olan
literatiir destegi Ankara da bulunan {iniversite kiitiiphanelerinden, YOK
Dékiimantasyon merkezinden ve Harran Universitesi Elektronik veri
kaynaklarindan ve de internet yardimiyla elde edilebilecek kitap ve makaleler ile
temin edilmege calisilacaktir. Korovkin (1960) Nikolsky teoreminde operatoriin
1. tliireve sagdan ve soldan yaklagimini incelemistir. Bizde tezimizde Nikolsky
teoreminden faydalanacagiz. Aynm1 zamanda Gadjiev ve arkadaslar1 (1962)
tarafindan integral operator ailelerinin 1. mertebeden adi tiirevlenebilen
fonksiyonlarla yaklasiminin asimptotik degeri incelenmistir. Bizde tezimizde
Gadjiev ve arkadaslar1 (1962) teoreminden yararlanacagiz. Bununla birlikte
ozellikle 2006 yilinda yayinlanan Zeren ve Hazar (2006) makalesi incelenip  bu
makalede kullanilan teknik ve yontemlerin benzer sekilde genellestirilmis

tirevlere uygulanabilirligi arastirilmistir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Liitfi AKIN

4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

Bu bolimde oncelikle genellesmis tiirev ( Taylor, Peano ve Riemann )
kavramlarindan bahsedecegiz. Sonra bu tiirevlerin Adi tiirevle olan iliskilerini
orneklerle inceleyecegiz. En sonda ise integral operator aileleriyle bu

genellestirilmis tlirevlere yaklasimi ve asimptotik degerlerine bakacagiz.

4.1. Integral Operator Aileleriyle Taylor Tiirevlerine Yaklasimi ve

Asimptotik Degeri

Tanim 4.1.1 ( Butzer ve Nessel, 1971 ): f, x, noktasiun komsulugunda

tanimlansin. Eger  f"'(x,) adi tiirevi varsa,

f(’)(xo)zlimL! f(x,+h) j—kf (%) }

h=0 p" i k!

ifadesi, f nin r inci mertebeden Taylor tiirevi olarak adlandirilir.
Arastirmalarimiz neticesinde asagidaki lemma4.1.1 ve lemma4.1.2 elde
edilmistir
Lemma 4.1.1: f(x) fonksiyonunun x, noktasinda birinci adi tiirevi varsa bu
durumda birinci Taylor tiirevi de vardir ve bu tlirevler birbirine esittir. Bu
lemmanin tersi de dogrudur.

Ispat: f(x) fonksiyonunun x, noktasinda birinci adi tiirevi varsa bu tiirev

S G + 1) = (%)
h

S (x0) = %g%
seklindedir. Bu tlirev ayn1 zamanda birinci Taylor tiirevidir.

Bu tiirev,

f (xo)—lm

h—0

S (xo +h) = f(x)
h

seklindedir. Dolayisiyla,
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Liitfi AKIN

)= fVx)
dir.

Lemma 4.1.2: f(x) fonksiyonunun x, noktasinda ikinci adi tiirevi varsa bu

durumda ikinci Taylor tiirevi de vardir ve bu tlirevler birbirine esittir. Bu

lemmanin tersi dogru olmayabilir.

Yani f"(x,) varsa f (2)(x0) vardir. Fakat [ (2)(x0) varsa f"(x,) olmayabilir.

Ispat : f(x) fonksiyonunun x, noktasinda ki Taylor agilimi
1= £ )+ L8 oy £ L (e

seklindedir. Yukarida ki denklemde x = x, + & yazilirsa,

[, M)+,
I! 2!

h—>0, a—0

S(xg+h)=f(x,)+
elde edilir. Buradan,

(') +a)

S+ 1) = (x) = ' (x)h = )

ZF Gy 1) = 1) = e = i 7Gx + )
oldugundan,

SO0 = 1"(x,)
elde edilir.
Dolayistyla herhangi bir fonksiyonun bir noktada ikinci adi tiirevi varsa ikinci

Taylor tiirevi de vardir ve birbirine esittir. Fakat bunun karsitt dogru olmayabilir.

. 3 -2 0
Ornek 4.1.1: f(x)= {g St X fonksiyonunun x = 0 noktasinda

x=0

ikinci Taylor tiirevi var fakat ikinci adi tlirevi yoktur.
Bu lemma’lar vede ¢aligmalarimiz sonucundan asagidaki teoremi ispati ile birlikte
verebiliriz.

Teorem 4.1.1. f(x) fonksiyonu Taylor anlaminda tiirevlenebilir bir fonksiyon

olsun.
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Liitfi AKIN

L(fix) = [ 5y + 0K, ()

integral operatorler ailesini gézoniine alalim. Bununla birlikte,

w 4
m;f%&@meO,(ﬂaw)

0
olsun. Ayni zamanda c¢ekirdek fonksiyonumuzda,

i K, (>0, 120
i K,(-)=K,(t)

m.jKAom=1
kosullarini saglasin. Bu durumda,
JKAmﬁquAmh
-0 0

olmak iizere,

llmL}u(f’XO)_f(XO):f(z)(xo) (4.1)
A—© Aﬂ,

dir.

Ispat : L,(f,x,)— f(x,) farkini g6z oniine alalim.

Ly (fox0) = f(xg) = [[f (g + ) =21 (x) K, (1)t
= (1 Gty 0= £ ) + 1 e K (0 = [ £ (50K 00
=21 40 = 100 = o N K0+ [ o )K 0d

[ Gk, e (42)
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Liitfi AKIN

Simdi,
211G+ 0= f ) =x)]

= ~ D) (4.3)

a,(t)=

seklinde bir fonksiyon tanimlayalim.

Burada ¢t—>0 iken «,(f)—>0 dir.

Buradan,
S 0= f ) =1 )] =P, 0+ £,

elde edilir. Bu ifade (4.2) da yerine yazilirsa,

L3~ 1) = [P, K o 700 K e+

[, (0de - £ ) [ K, (0

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Simdi Peano tiirev kavramindan bahsedip, integral operator aileleriyle Peano

tiirevlerine yaklagimi ve asimptotik degerini verelim.
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4.2. Integral Operator Aileleriyle Peano Tiirevlerine Yaklasimi ve

Asimptotik Degeri

Tanim 4.2.1 (Butzer and Nessel, 1971): f(x), x, noktasinin komsulugunda
tanimlansin. Eger 1<k <r-1 olmakiizere Oyle /, katsayilar1 vardirki x,
noktasinda f nin, rinci dereceden Peano bolim tirevi 4270, f(x,), h—>0

iken bir limiti varsa o zaman bu limite x, da f ’nin 7 inci mertebeden ‘Peano

tiirevi ¢ denir. Ve £ (x,) ile gosterilir.

)= hrn—{f(xwh) F) =2 }

Veya su sekilde de bir tanim yapilabilir. Bir x, noktasinin komsulugunda

tanimlanan  f(x) fonksiyonu i¢in, ling a(t) =0  olmak iizere,

a  a a, +alt
f(x,+) =0y +——t+—=t" po G e,
1! 2! r!

bi¢iminde gosterilebilen  f(x) fonksiyonunun x, noktasinda r inci mertebeden
Peano tiirevi vardir denir ve bu tirev o, dir. Peano tiirevi, bildigimiz adi

tirevden daha geneldir. Gergekten bir x, noktasinda f"(x,) adi tlirevinin

olmast  f ) (x,) peano tiirevinin olmasin gerektirir. Fakat tersi dogru degildir.

Yani Peano tiirev varsa adi tlirev olmayabilir.

" .
Ornek 4.2.1 : f(x)= {x sinx”  x# 0
X =

fonksiyonu x=0 noktasinda 2 inci mertebeden adi tiirevi yok fakat 2 inci
mertebeden Peano tiirevi vardir.

Coziim: [ fonksiyonunun 1 inci mertebeden adi tiirevi,

f'(x) =

3x7sinx ™ +x° cosx 7 (=2x7) x#0
x=0

seklindedir.
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f fonksiyonunun x = 0 noktasinda ki 2 inci mertebeden Peano tiirevi ise,
1200 = ygolh%{w sinh = £(0)— h.£'(0)}
seklindedir. Burada f(0)=0 ve f'(0)=0 dir. Dolayisiyla,
£ 0)= lim 2/ sinh > =0
dir. Yani f fonksiyonunun x=0 noktasinda 2 inci mertebeden Peano tiirevi
var ve sifira esittir. Fakat f fonksiyonunun x= 0 noktasinda 2 inci mertebeden

adi tiirevi yoktur. Ciinkii,

f'(W)=f'(0) _ . 3h’sinh”~2cosh™
h

h—0 h

£7(0) = lim

h—0

ifadesinin limiti mevcut degildir.
Ayni zamanda Peano tiirevi, Taylor tiirevinden de daha geneldir.
Ornek4.2.2: r,ne IN ve r,n>2 olmak iizere,

(r=1)(n+1) n

X sin x~ x#0

f(x)={o o

fonksiyonunun x =0 noktasinda [(r-1)(n+1)-1] inci mertebeden Peano tiirevi
vardir. Fakat x=0 noktasinda (7+1) inci mertebeden Taylor tiirevi yoktur.

Teorem 4.2.1 (Zeren, 2002): f(x) fonksiyonu bir x, noktasmnin komsulugunda
(n—1)inci mertebeden Peano anlaminda tiirevlenebilir, x, noktasinda ise

sagdan ve soldan n inci mertebeden ¢, @, Peano tiirevleri mevcut olsun.

n

p(x+y)

Eger Vo >0 icin  u(t)= sup T <o olmak iizere 4 —> o iken
—0<x<o0 X
|y]<t ¢
[ @’ no®K, (tdt = o(A,) (4.4)
5
saglansm. R, , = ZPkﬁﬂa,f,ﬂ ve limR, , =0 kosuluyla,

= A—>o
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Zl = Rn,lAl = Rn,lJ‘cD(t)K}, (t)dt (45)
0
olsun. Eger V& >0 i¢in, u(t) = sup P(x+y) <o
m‘ftxsw @(x)

olmak tizere A — o iken,
[ e @K, ()t = o(4,) (4.6)
o

saglantyorsa bu takdirde,

po L3 = f(x) _arta,

4.7
A—>+0 A/1 n! ( )
dir. Burada + isareti n nin tek ve ¢ift olmasi durumuna gore degisir.
Not: Burada R, ; = oo olabilir mi?
R|- ‘z Poal, <SP e <o’ SR <atu<o
k=1 k=1 k=1
oldugundan R, , = olamaz.
Ispat: L,(f,x,)— f(x,) farkina bakalim.
L,(f,x,) = J.|:Zpk,lf(x0 +ak,/1t):|KA (¢)dt
ol k=1
0l o o o
- {[Z [ +ay, )}fg (tydt+ | {Z S+, )}Kﬂ (t)dt
—ool k=1 oLk=1
= j[z F g+ )+ £, - ak,ﬁr)}/g (t)dr (4.8)
oLk=1

dir. Ayrica c¢ekirdek fonksiyonunun 6zelliginden dolayz,
2 j K, (Hdt =1
0

dir ve bu esitligin her iki tarafim1  f(x,) ile ¢arparsak,

f(x) = [21 (0K, (1)t
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0

elde ederiz. Ayrica, ZPk, ;=1
k=1
oldugundan,
S@x) =] {2 P2/ (x, )}Kl (t) (4.9)
0 Lk=1
seklinde yazabiliriz. Buradan,
L/i(faxo)_f(xo):J‘Bﬁ(t)Kﬂ(t)dt (4.10)
0
esitligini elde ederiz.
Burada,
B0)= Y P[r G+ a0+ fx —a,,0-21(x)] (@.11)
k=l
bigimindedir. n=k-1 ig¢in,
f(x0+t)=ao+ﬁt+ﬂt2+...+La(t)t’ (4.12)
1! 2! r!
esitliginde ¢ yerine «, ,¢f yazarsak,
a, + B (a, t
P+ 1) = g+ oyttt Zr_ gt LB YA )
’ " (n=D! ~ n! ’

esitligini elde ederiz, burada ¢—+0 iken &k ve A ya gore diizgiin

yakinsak olmak tizere S (e, ,t) —> 0 dir.

Yine (4.10) daki esitlikte ¢ yerine —a, ;¢ yazarsak,

anfl n-l,n-1 a; +IBZ (ak,lt)an tn (4 14)
k,A .

a
fxg—a ) =a,——a  t+.+ o
(n—=1)! n!

I!

esitligini elde ederiz, burada ¢—+0 iken £ ve A ya gore diizgiin

yakinsak olmak tizere f,(a, ;t) —> 0 dir.

(4.13) ve (4.14) esitliklerini (4.11) de yerine koyarsak,

+

a —o. " "
Bl(t):TRmt +7/ﬂ(t)t (4.15)
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esitligini elde ederiz. Burada y,(¢),

1< 0 :
720 = =Y el (@0 - fole 050 (150 iken)
* k=1

dir.
Ciinki, hipotezden & ve A ya gore diizgiin yakinsak olarak,
,lff}] Bi(a; ;1) = tllg(l)ﬂz (a;,1)=0
olur. Yani keyfi £ >0 i¢cin k& ve A danbagimsiz dyle bir 6 >0 var,

oyleki [f|<5 oldugunda | (a,,t)<e Kalr.

Buna gore verilen pozitif & a gore ¢ sayisini bularak sunlari yazabiliriz.

|7/1 (t)| :| ipk,ﬂak,/l [ﬂl (akﬂ)_ﬂz(“kﬂ)] |

< g‘Pk,l‘ak,l Hﬂl (amt)‘+‘ﬂ2 (“k,ﬂ)u < 2ea’ u<ce (c sabit)

Dolayisiyla biz gosterdik ki eger |t| <o isekeyfi &>0 verildiginde £ ve

A dan bagimsiz dyle bir ¢ >0 bulabiliriz ki,

f|< & iken,
| 7,() | <ce (4.16)

olur. Buda gosterir ki, 4 ya gore diizglin yakinsak olmak tizere ¢ — 0 iken

¥ ,(¢) nin limiti sifirdir.

BO _p % -, (4.17)
D(¢) ’ n!

o,(t)=

bi¢iminde o, (¢) fonksiyonunu ele elalim. Burada,

Cy=(ay S =Er
n!
olmak iizere (4.17) esitliginin mutlak degerini alirsak,

B, ()|
|6i (t)| < —(I)(t) +C,

elde ederiz.
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(4.11) esitligini bu esitsizlik de yerine yazip ¢(x,) ile ¢arpip bolersek,

‘f(xo + ak,ﬂt)‘ o(x, +ak,/1t)
| ( )| @(XO) Z‘ ‘ ¢(x0 + ak,lt) ¢(X0)
v e e ety —an L)

+C,

(”(xo - ak,,it) @(x,) @(x,)
esitsizligini elde ederiz.
/u(t) = Sup M < o0
‘—yjo<<tx<w (D(X)

oldugundan u(¢) fonksiyonu [0,00) daazalmayandir ¢linkii ¢ arttik¢a tanim

bolgesi biiyiir. Dolayisiyla,

0,0 S5 IR fouta )+ 2]
esitsizligini yazabiliriz.
Buradan,
o, ()| < %(’;;’) u(a )M +C, (4.18)
buluruz.

limo, ()= lim 7,0 =0

limit tanimindan, Ve >0 igindyle o6 >0 wvar, 0yleki, 0<¢t<d6, 420
lo,(t)]<e (4.19)

kalir. ¢>0 iken,

o, (1)< tolx 0)) w(a OM +C, < Cu(a't) (4.20)

olur.

Burada C, t+ ve A a baglisabitsayidir. B,(¢) yi (4.17) den ¢ekip (4.10)

da yerine yazarsak,

Ly (f ) = fxy) = S5 7, (DP(K, (1)dt (4.21)

O'—.S
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Liitfi AKIN

esitligini elde ederiz. Simdi bu esitligin sagindaki integrali ¢ozelim,
1(2) = [ o, (HPWOK , (1)t
0

0>0 i¢in integrali 0 dan 6 ya, 6 dan da o a iki integralin toplami

seklinde yazip (4.19) ve (4.20) esitsizliklerini kullanirsak,

1) = [lo, OROK , ()t + [|o, (@K , ()t

<e j DK, (t)dt + CT (" ())D(K , (t)dt

elde ederiz. (4.4) den,
[I(A)|<er, +o(A))

yazabiliriz.

Bu son esitsizligi (4.21) da yerine yazarsak ispat tamamlanmis olur.

Simdi ise Riemann tiirev kavramini, integral operator aileleriyle Riemann

tiirevlerine yaklasimi ve asimptotik degerini verelim.
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Liitfi AKIN

4.3. Integral Operator Aileleriyle Riemann Tiirevlerine Yaklasimi ve

Asimptotik Degeri

Tanim 4.3.1 (Butzer ve Nessel, 1971) :  f(x) fonksiyonu x, noktasinin bir

komsulugunda tanimlansin. x, noktasinda f nin n inci Riemann tiirevi,
n . 1 < n
S p) = lm—| > (=) (n,k) £ (x, + (5 = k)h)
=0 h P 2

seklindedir. Limiti vardir ve sonludur.

Baska bir deyisle eger x, noktasinda 2 — 0 ‘ a giderken f fonksiyonu bir
limite sahip ise iste biz bu limiti x, noktasinda f nin 7 inci Riemann tiirevi diye
isimlendirip f T ile de gosterecegiz.

Riemann tiirevi , bildigimiz adi tiirevden daha geneldir.

Gergekten f nin 7 inci mertebeden adi tiirevi varsa, yani f(x,) varsa, rinci
Riemann tlirevi yani f [’](xo) vardir. Fakat bunun tersi dogru degildir.

Aragtirmalarimiz sonucundan asagidaki lemma4.3.1 ve lemma4.3.2° yi
verebiliriz.

Lemma 4.3.1: f(x) fonksiyonunun x, noktasinda 1 inci mertebeden adi tiirevi
varsa 1 inci mertebeden Riemann tiirevi de vardir ve tiirevler birbirine esittir.

Ispat: f(x) fonksiyonunun x, noktasinda 1 inci mertebeden adi tiirevi olsun.

f(x) fonksiyonunun x, noktasinda Taylor acilimi,

"(x ) (x .
£ = e+ L oy L ey
seklindedir.
h
Bu agilimda x =x, + 5 yazilirsa,
flp = fa+ BBy 0 @)

elde edilir.

30



4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Liitfi AKIN

. h
Yine ayni agitlimda x = x, —— yazilirsa,

(f'(xo)"'az)ﬁ

h
SOy =2) =T (x) = I %

a, >0 (4.23)
elde edilir. (4.23) esitligi eksi ile carpilip (4.22) esitligi ile toplanirsa,
h h ,
S G +2) =06 =) =1/ (k) + (@ + @)

elde edilir. Buradan «a, + @, =« almnip her iki taraf /4 ile boliiniirse,
, 1 h h
+a=— +—=)— —-—
S(x) P [f(xo 2) S (x 2)}
elde edilir. Limit tanimindan, 2 —>0 ve « — 0 olmak iizere,
lim(f"(x,) +@) = lim— [f(xo +2) =[x ——>} JAIEN)

demektir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
Ornek 4.3.1: f(x)= 2x fonksiyonunun x =0 noktasinda hem 1 inci mertebeden
adi tirevi hem de 1 inci mertebeden Riemann tiirevi var ve birbirine esittir.

Lemma 4.3.2: f(x) fonksiyonunun x, noktasinda 2 inci mertebeden adi tiirevi

varsa 2 inci mertebeden Riemann tiirevi de vardir ve tiirevler birbirine esittir.
Fakat tersi dogru olmayabilir.

Ispat: f(x) fonksiyonunun x, noktasinda 2 inci mertebeden adi tiirevi mevcut

olsun. f(x) fonksiyonunun x, noktasinda Taylor a¢ilimi,

f(o) J"(x)
2!

J(x) = f(x)+ (x=x)+

(x— xo) +..

seklindedir.Bu acilimda x=x, +/4 yazilirsa,

f( o) (fll(x0)+al)h2
2!

S(xo+h)= f(x,)+ , (o, >0) (4.24)

elde edilir. Yine ayn1 a¢ilimda x=x,—h yaziirsa,

oy —h) = f(x,) - f( 0) (f (xoz)""az)hz

, (a,—>0) (4.25)

elde edilir. Buradan (4.24) ve (4.25) esitlikleri taraf tarafa toplanirsa,
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a ta,

o +a,
2

S +m)+ f(xg =h) =21 (x0) +(f"(x0) + L (

=a—0)
elde edilir. Buradan da,
LGy + 1) =2 () fxy =W = (F7(x) + @)

elde edilir.

Limit tammmindan, 2 —>0 ve o — 0 olmak iizere,
. 1 . "
lim- L/ (3 + ) =2/ (xy) + £ (x = )] = lim( /" (x,) + @)

olur. Buise f"(x,) varsa f [”](xo) vardir demektir. Fakat tersi dogru
olmayabilir.

xsin(x?) x#0

Ornek 4.3.2. x) =
f(x) {o =0

fonksiyonunun x =0 da 2inci mertebeden Riemann tiirevi var fakat 2 inci
mertebeden adi tiirevi yoktur.

Simdi ise bu lemma’lar ve de arastirmalarimiz neticesinde teorem 4.3.1°1
ispati ile birlikte verebiliriz.

Teorem 4.3.1 : f(x) fonksiyonunun x = 0 noktasinda 2 inci mertebeden adi

tiirevi mevcut olsun. K, (#) ¢ekirdegi pozitif ve ¢ift fonksiyon,

TKZ (t)dt =1

olmak iizere ayn1 zamanda A4 — o iken, A, = jt“K ,(Bdt >0 olsun.
0

Bu durumda,
L(fox) = [ £, +0K, (0ds

olmak iizere,

lile(faxo)_f(xo) _

A—0

FPx) (4.26)

A

esitligi dogrudur.
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ispat: L, (f.x,)— £ (x0) = [[f (g +6) =2 (x0) + £ (x, ~DIK , ()t
= Ttiz[f(xo +0) =21 () + f (5 ~ DK , (1)t

elde edilir. Burada ¢#—>0 iken «,(f) >0 olacak sekilde bir,

1‘12[»f(x0 +t)—2f(-xo)+f(x0 _t)]

a,(t)= ;2 _f[Z](xo)

fonksiyonunu tanimlayalim. Buradan,
1
Slrea+n=2700)+ fOr —0]=Ca, 0+ /P )

elde edilir.
Bu ifade (4.27) de yerine yazilirsa,

L, (fx) = f(x,) = T[aﬁ O + P Pk, (ar

- Tal 0K, (r)dr+f[2](xo>Tr“Kﬂ (r)dt

elde edilir.
Buradan 4 — o« iken (4.26) esitligi saglanmis olur.

Boylece ispat tamamlanmis olur.
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5. SONUCLAR ve ONERILER Liitfi AKIN

5. SONUCLAR ve ONERILER

Bu ¢aligmalarda 6zellikle integral operatdr aileleriyle genellesmis tiirevlere
yaklagimlarinin asimptotik degerlerinin ne olabilecegi konusu arastirildi. Bundan
dolay1 6ncelikle integral operator ailelerini tanimak icin biraz gegmise gidip, P.P.
Korovkin’ nin bu konudaki ¢aligmalarina bakildi. Bununla ilgili olarak Korovkin’
in bir teoremi verildi. Daha sonra genellestirilmis tiirev kavramlarinin ne oldugu,
adi tiirev kavramiyla nasil bir iliski i¢inde oldugu orneklerle incelendi. Bu
caligmalardan goriildii ki Riemann tlirev, Peano tiirevinden daha geneldir. Ayni
zamanda Peano tiirev ise Taylor tlirevinden daha geneldir. Tabi bu
genellestirilmis tiirevler ise adi tiirevden daha geneldir. Son olarak bu integral
operator ailelerinin genellesmis Taylor, Peano, Riemann tiirevlere yaklasimlari

ve asimptotik degerleri incelendi.
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1978 yilinda Sanliurfa’nin Ceylanpinar ilgesinde dogdu. ilk, Orta ve Lise
ogrenimini Ceylanpinar’da tamamladi. 1997 yilinda girdigi Pamukkale
Universitesi Fen-Edebiyat Fakiiltesi Matematik Béliimii'nden 2003 yilinda
Matematik¢i Unvani ile mezun oldu. Ayni yil Milli Egitim Bakanligi’nda
Matematik Ogretmeni olarak Ceylanpinar Lisesi’ne atandi. Halen bu gérevine

ayn1 yerde devam etmektedir. Evli ve bir ¢ocuk babasidir.
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OZET

Birinci boliimde tez i¢in gerekli temel tanim ve teoremler fazla detaya
girilmeden verilmistir. Ikinci béliimde tezin konusu ve igerikle ilgili daha dnce
yapilan caligmalar verilmistir. Bu ¢alismalar tanim ve teoremler yardimiyla
verilmistir. Korovkin’nin bu konudaki teoremi bize ¢ok Onemli bilgi kaynagi
olmustur. Ugiincii bdliimde yapacagimiz ¢alismalarin ydntem ve teknigi iizerinde
durulmustur. Dordiincti boliim de ise asil ¢alismamiz olan integral operator
ailelerinin genellesmis tlirevlere olan yaklasimlar1 ve asimptotik degerleri
incelenmistir. Son bolimiimiizde ise bu calismadan elde edilen sonuglar ve

Onerilere yer verilmistir.
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SUMMARY

In the first chapter, definitions and theorems are given without details that will
be needed for the thesis. In the second chapter, the previous studies are given.
These studies are given by using definitions and theorems. Korovkin’s theorem is
very important tool for the thesis that it has become source of information. The
chapter three is devoted to the material and methods used in the thesis. In chapter
four, the results of the research and discussion section are given and
approximation  to the Taylor, Peano and Riemann Derivatives by integral
operator families and their asymptotic values are investigated. In the final chapter

results and suggestions are given.
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