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Bu tezde sonlu Markov zincirlerinin ve bilgi kaynaklarmm entropileri, Ekroot ve Cover
(1993) ile Ash (1965)’in tanimlarmdan faydalanilarak incelenmistir. Ozellikle, klasik ergodik teori ve
enformasyon teorideki entropilerin ifadesi tizerine yogunlasarak, bu fonksiyonlarin bazi ézellikleri
incelenmekte ve bu entropiler karsilastinlmaktadir. Sonlu durum indirgenemez Markov zincirlerinin

yoriingelerinin entropisi, Ekroot ve Cover (1993) tarafindan /7 (X ) = —Z #;p,;log p, olarak formiile
if

edilmigtir, Ash (1965), Markov kaynaklarimn belli bir smifinin  belirsizligini  hesapladi
ve H (X)belirsizligi igin alternatif bir ifade verdi. Ayrica Ash (1965) giosterdi ki eger bir kaynak M.

mertebeden ise bu kaynagin belirsizligi, A4+1 ardisik sembollerin belirsizligi ile A4 ardisik sembollerin
belirsizligi arasindaki fark olarak ifade edilebilir. Bu sonu¢ yardimiyla, yeni 6rnekler clde ettik.
Yaptigimiz uygulamalarla, Ekroot and Cover (1993) tarafindan verilen tanimla ilgili bir sorunun
cevabinin arastirilmasi inceledik. Ekroot and Cover (1993) tarafindan verilen entropi ile Ash (1965)
de bir kaynagin mertebesi vardimiyla hesaplanan entropi degerini karsilastirdik. Bir 6rnckle, bu
entropilerin aym oldugunu gérdiik. Sonuc¢ olarak bazi ilging sonuglar elde ettik. Ayrica durdurulma
zamam tanmmm vererek, Ekroot ve Cover (1991) tarafindan incelenen rastgele durdurulmus dizinin
entropisi ile ilgili olan tamim ve teoremleri inceledik.

ANAHTAR KELIMELER: Entropi, Markov zinciri, Bilgi kaynag1, Mertebe, Durdurma zamamn
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In this thesis, the entropies of Markov chains and information sources have been investigated by
means of definitions of Ekroot and Cover (1993) and Ash (1965). In particular, focused on the notion
of entropies in classical ergodic theory and information theory, some properties of these functions
have been studied and these entropies have been compared. The entropy of trajectories of finite state

irreducible Markov chains has been formulated as /7 (X ) = —Z w,p,;log p, by Ekroot and Cover
i.j

(1993). Ash (1965) has computed the uncertainty of a certain class of Markov sources and he has
given an alternate expression for the uncertainty 7 (X). Also, Ash (1965) has shown that if a source is

of order M, its uncertainty can be expressed as the difference of the uncertainty of A4#+1 successive
symbols and that of Af successive symbols. By means of this result, we have got new examples. By
applications done by us, we have studied looking for an answer of a question regarding to the
definition given by Ekroot and Cover (1993). We have compared the entropy given by Ekroot and
Cover (1993) with the quantity of entropy computed via order of a source in Ash (1965). By an
example, we have seen that these entropies coincide. Consequently we have obtained some interesting
results. In addition, by given the stopping time, we have studied definitions and theorems regarding to
the entropy of a randomly stopped sequence investigated by Ekroot and Cover (1991).

KEY WORDS: Entropy, Markov chain, Information source, Order, Stopping time
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1. GIRIS Selda HICDURMAZ

1. GIRIS

Ilk boliimde, daha sonraki bolimlerde kullanacagimiz tamim ve teoremleri
verecegiz. Teoremlerin ¢ogu ilgili kaynaklarda ispatlandigindan ispatlarini

vermeyecegiz.
1.1. Ol¢iim

Tamim 1.1.1. X bos olmayan bir kiime olsun. 4c P (X) verilsin. (4 #0)
a) Asagidaki aksiyomlar saglayan 4 sinifina X tizerinde bir cebir denir.
Cl) Xe a
C2) Ae Aise X\Ae A4

C3) ( 4, )Iggn _A’nin elemanlarindan olusan bir dizi ise U/L e A,

i=1

b ) (C1) ve (C2) ile birlikte her i€  igin 4. € A4 oldugunda UAI. e A

il
saglanirsa 4 sinifina ¢ — cebir denir.

Ornek 1.1.2. X = &V olsun.

A= {@, {13,5,....2n—-1,...}, {2, 496,...,2n,...},N} alimirsa 4 kiimesi, X tizerinde bir
o — cebirdir.

Tanmm 1.1.3. X bir kiime, 4’da X iizerinde bir 6— cebir olsun. (X, 4) ikilisine
Olgulebilir uzay denir. A, 4 igindeki herhangi bir kiime ise 4’ya A4 olgilebilir kiime
denir.

Tanim 1.1.4. ( X, A ) olgiilebilir uzay olmak tuzere, 4 lzerinde taniml

genisletilmis reel degerli 1 fonksiyonu asagidaki ozellikleri sagliyorsa bu fonksiyona

ol¢iim fonksiyonu veya kisaca 6l¢iim denir.
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a) u(2)=0
b)Her A € Aigin u(A)=>0

c) Her ayrik (4, ) dizisi igin ,u(o An] = Zm: 1(4,)
n=1

n=1

Tanim 1.1.5. X bos olmayan herhangi bir kiime ve 4, X kiimesi tizerinde bir
o— cebir olsun. {14 —[0,%0) fonksiyonu tammlansin. x(X)=1ise (X, 4, p) 6lgim
uzayina olasilik 6l¢lim uzay1 denir.

Teorem 1.1.6. ( X, A4 ) olcilebilir uzay ve 4, X’ in bir alt kiimesi olsun. Bu
takdirde f: 4 — (— o0, ) fonksiyonu igin asagidakiler denktir.

a)Her 1c R i¢in {xeA:f(x)<t}ej4

b) Her e R igin {xeA:f(x)St}e/‘Zl

c)Her e R igin {xeA:f(x)Zt}eﬁl

d)Her 7€ R igin {xe 4: f(x)>1}eA (Cohn, 1980).

Tanim 1.1.7. ( X, A4 ) olgiilebilir uzay ve - X— R fonksiyonu verilsin. Eger f

fonksiyonu 1.1.6. teoreminin aksiyomlarindan herhangi birini saglarsa f’ye olgulebilir

fonksiyon denir.

Tamm 1.1.8. (X, A4, n), ( V.B, 7) iki 6l¢iim uzay1 ve T X— Y él¢iilebilir bir

fonksiyon olsun. T dl¢iilebilir, 1-1, drten ve aym zamanda 7' de olgulebilir ise Tye

terslenebilir donisiim denir. 4eB igin u(T - (A)):‘V (A) oluyorsa buradaki 7

donigimiine 6l¢limii koruyan dontisiim denir.
Tamm 1.1.9. (X, 4, ) ve (¥, B, V) iki dlgiim uzay1 olsun. 7: X —7,

7" doniisimi tersinir, 1-1 ve orten ise izomorfizmadir. X ve Y uzaylarina izomorf
uzaylar denir ve kisaca X = ¥ ile gosterilir. 7°"X— X donisimi, 1-1 ve orten ise
otomorfizmadir.

Tamm 1.1.10. 7 birebir, orten ve dlciimii koruyan dontsum, 7' de olgimii
koruyan doniisim ise 7” ye 6lgimi koruyan tersinir dontisim denir. 7 sadece Orten ise

endomortizmadir.
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Tamm 1.1.11. ( X, 4, p ) 6l¢tim uzayi ile 7" endomorfizmasi verilsin. Eger her
A€ A igin ,u(T - (A)): w(A) esitligini saglayan p olgiimiine 7- degismez 6lgiim

denir.
1.2. Dinamik Sistemler

Tanmm 1.2.1. (X, 4, n ) 6lgim uzayi, 7, X' in bir otomorfizmasi ise
(X, A, n, T) dortlustine dinamik sistem denir. Kisaca ( X, 7") ile gosterilir.

Tamim 1.2.2. X, bostan farkli herhangi bir kiime olsun. X’ lerin kartezyen

carpimint Q= H X, olarak gosterelim. B, < X, ,....B, < X, olmak izere,

i=1
B = {X :(xl,xz,...,xn,...) €Q:x €B,....x, eBl.k}
seklinde tanimlanan B < Q) alt kiimesine 2’nin sonlu boyutlu silindir kiimesi denir.

Uyan 1.2.3. Herhangi iki tane sonlu boyutlu silindir kiimenin kesisimi yine bir

silindir kiimedir (Denker ve ark. 1976).
Tamm 1.2.4. {w cQix, =q,X, =dy,...,X, = an} kiimesine n-boyutlu silindir
kiimesi denir.

Ornegin; E={0,1} alirsak tiim tek tarafli sonsuz dizilerin uzayi
Q= HE =E* olur.
i=0

Ornek 1.2.5. 4= {weQ:x =0,x, =1,x, =0} seklindeki kiime bir silindir
kiimesidir. Eger 4 kiimesinin x; bilesenlerinin indisleri ardigik olarak geliyorsa bu
silindir kimesine ince silindir kimesi denir. Kolaylik olmasi bakimindan,

{xeQ:x, =i,x, =i,...,x,  =i,.i,i,...i, €8} ince silindir  kimesini

o 20 M uts s+l "7ZS+1

uliisdyseeniyn ], seklinde de gosterebiliriz.

Ornek 1.2.6. 4= {weQ:x, =0,x, =0,x, =1} kiimesi ince silindir kiimedir ve
[001], seklinde de gosterilebilir. Fakat B={weQ:x, =0,x, =1,x, =0} kiimesi ince

silindir kiime degildir. Cunka x, eleman: sabitlenmemistir.
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Uyan 1.2.7. Ince silindir olmayan kiimeler, ince silindir kiimelerin birlesimi
olarak yazilabilir (Denker ve ark.1976).
Ornek 1.2.8. {weQ:x, =0,x, =1} kiimesi ince degildir. Ancak

weQix, =0,x,=1}={weQ:x, =0,x, =1x, =1}
u{weQix =0x,=0,x=1}

seklindeki ince silindir kiimelerin birlesimi olarak yazilabilir.

_pll P o Py |
Tamm 1.2.9. £ ={1,2,...,r}olsun. P = Pa P e P matrisi ve Vi, j
_prl pr2 ot pi”’_mr

14
iginp, >0 ve Z piy =1 ise P ye stokastik (olasilik) matris denir.
J=1

Tanim 1.2.10. P stokastik matris olsun. 77 =7 esitligini saglayan ve
k

Vi=12,..,k i¢in ¢ =0 ve Z% =1 sartlarim1 saglayan 7 =(q,,9,,...,q,)
i=1

vektorine P’ye karsilik gelen olasilik vektorii denir.

Ornek 1.2.11. P = matrisini gz Oniine alalim. Bu matrise karsilik gelen

Bl N~
rlw |~

olasilik vektort soyle hesaplanir. 7 = (q,,q,) olsun. 7’ =7 ise

1 1 iJrq_Z_ql
2 2 2 4 q,+q, =1
1 2
(@1,9) =(q1,9,) ve buradan ¢, 3q, _
13 LEREL ER
-2 2 4
4 4

1 2
olup ¢, = 3 ve q, = g’tur. Boylece 7 olasilik vektori 7 = [E’Ej olarak bulunur.

Bir stokastik matrisin herhangi bir kuvveti yine bir stokastik matristir.

Ornegin;
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I 1|1 1 3 5
v_pp |2 2|2 2] |8 8
1 3|1 3 5 11
7 alla 3l e e

(2) (2) _ (2) 2)
PP+PP=1ve PP >0PP >0
(2 (2 _ (2) (2)
PP+ PP =1ve PP >0,P7 >0

oldugundan P*’de bir stokastik matristir.

Tanimm 1.2.12, 4 = (%- )1 ~, sxstipinde bir matris olsun.
=i, j<s
a) Eger Vi, j=1,2,...,s igin a, >0 ise A matrisine pozitif matris denir.

.. . . n . (n) . 5 . . .
b) Her 1<i,j<s igin A" >0 yani a~° >0 ise A’ya indirgenemez matris

denir.

c)n, vardir oyle ki Vn > n, igin Pl.;") > 0ise A ’ya aperiyodiktir denir.

1.3. Markov Glgﬁmﬁ

Bu kesimde sonraki bolimlerde uygulamalarda kullanacagimiz ve konunun 1yi

kavranabilmesi i¢in bilinmesi gereken tanim ve teoremleri verecegiz.

Tamm 1.3.1. §={0,1,2,...,r -1} durum uzayi igin Q= H S = 5% seklinde

j=—0

tammlansin ve P(S) ise S’de tanmimlanan bir o -cebir olsun. 7 ince silindirik

kiimeler tarafindan dogrulan minimal o -cebir olsun. [[P($)=TF ; weQ ve

W=, X 5, X ,X%,,%,%,,...) 1giInC = {w eQdix; =10,Xy =iy, Xjy, :il-+n} seklindeki
kime i¢in Ce ¥ °dir. 7 ={q,.4,,....q,,} bir olasilik vektori P =(p,),, bir stokastik
matris olmak tzere 4, : T —>[0,1] kime fonksiyonu verilsin. C silindir kiimesinin

Ol¢imuni alirsak;
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trp(C) = trp ({We Qix) =i, Xy =ly,een, Xigy :ii+n})

=9 Pijjy " Piyin

seklinde tanimlanan 6l¢iime Markov ol¢iimi denir.

Uyan 1.3.2. Markov él¢gimiinde baslangi¢ durumu bellidir ve sartli olasilik

vardir.
Tanim 1.3.3. Tim olas1 durumlarin olusturdugu kiimeye durum uzay1 denir.
Ornek 134, A={weQ:x,=a,x =a,..,x,=a,}olarak  verilsin,
kiimesinin Markov olglimiini alalim. Burada durum uzayr £ ={0,1} olsun ve A

kiimesini ince silindir kiimelerin birlesimi olarak yazalim.

/
I

0
\ .
g —» A /"
1
A={weQ:x,=a,,x =a,x,=a,}
={weQ:x,=a,x =a,x,=0,x, =a,}
u{weQix, =a,x =a,x,=1,x, =a,}
olup A kiimesinin Markov 6l¢imii-
w(A) =, ({w cQ x,=a,x =a,x,=0,x, = a3})
iy, ({w cQ:x,=a,x,=a,x,=1x, = 613})
= G, Doy Por0Poa, + Doy Pase P Pra,
= Gy Pages (PaoPosy + PaiPrcy)
seklindedir.

Ornek 1.3.5. 12.11 ornegindeki stokastik matris ve olasilik vektorinii
kullanarak _[12121], kiimesinin Markov 6lgiimiinii bulalim. Burada _[12121], kiimesi
bir ince silindir kiitmedir ve kisa olmasi i¢in bu sekilde yazilir.

ty ([12121),) = 1, (fw e Qixg =Lx, =2,x, = Lx, =2,x,=1})

=q4,P12P2 P12 P
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11111 1
=— — — — —=— bulunur.
32424 192

Tamim 1.3.6. % ={0,1,2,...,r -1} kiimesi i¢in o :E” — E” olsun. (ox), =x,

fonksiyonuna kaydirma dontisimi denir.

Teorem 1.3.7. M, (SZ) biitiin 6-degismez olgtimlerin kiimesini gostermek

tizere peM_(S%) igin asagidaki ozellikler gegerlidir. Buradaki 6lgim Markov

olgimudur.
I)Zu(o[ao])zl ve O[clo]:{weSZ X, = 4a,,d, eS} yani
ay €S
u( U (O [ao])] = ,u(SZ) =1 seklindedir.
agelS

2) (a,,a,,...,a,) birblok neZ 1se u(n[ao,al,...,ak])z

3)u(m[a0,a],...,ak]):Zi:u(m[ao,al,...jak,i])
4)u(m[a0,al,...,ak]) Zu( [a,,a,, ak]) Z ([l .,ak])

olacaktir (Denker ve ark. 1976).
1.4. Ayrisimlar

Tamm 1.4.1. (X, A4, u) olasihk 6lgim uzayr olsun. Anin ayrik alt
kiimelerinden olusan ve birlesimi X e esit olan bir & = {A],Az,. . .,Ak} ailesine X’in bir
Olgtilebilir ayrisimi denir. Burada £ €/ i¢in 7 sonlu ise ayrisim sonludur.

Ornek 1.4.2. ([0,1), B(IR), A) Lebesgue olasilik lgiim uzayinda

_—
qf:{[L,lJr j; 0<i<2, neZ}
2" 2"

[0,1) kiimesinin bir ayristmidir. n=1 igin {[O, %j, {%,1}} olur.
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Tamm 1.4.3. (X, 4, 1) uzay: iizerinde ¢ ve n aynsimlan verilsin. Her
Aeé ve Ben igin u(AnB)= u(A).u(B) ise & ve n’ya bagimsiz ayrisimlar
denir.

Tanmm 1.4.4. £ ve 1, (X, A4, 1) * min iki ayristm1 olsun. & nin her elemanl 77
nin elemanlarinin birlesimi olarak yazilabiliyorsa 7, & den daha incedir denir ve & <n
olarak gosterilir. Eger & <npve n<¢ ise & =nolur.

Tamm 1.45. (X, 4 ) uzaypn i¢in & ve 75, Xin ayrsimlar
olsunlar. & :{A],AQ,...,An},n:{CI,CQ,...,C,{} olursa bu iki ayriggtmin katilimi yine

bir ayrisimdir. £v i = {147 NC,:1<i<nl<j< k} seklinde gosterilir.

Ornek 1.4.6. & = {OJ lj’[l’zj’{z’lj} ve
313 3 3

1Y[1 2Y|2 3Y)]3
=<10,— [,| =.— |,| =.— |,| =,1 ¢, [0,1) araliginin iki ayrisimi1 olsunlar. Bu
"{ 4“44“44”4 j}[ Jaraigimin i ays

ayrigtmlarin katilimi
2 O RS )
4)14°3)132/)123)134)|4
seklindedir.

Tanim 1.4.7. Her 4 €& ve her B. en igcin pu(AAB)=0 1ise & ve n
ayristmlarina denk ayrigimlar denir. & ~ 17 ile gosterilir. Eger £ cn ve ncé ise

& =n’dir.

Simdi bir ayrigtmin 6lgiim entropisi ile ilgili temel tanimlar1 verelim.

Tamm 1.4.8. (X, B m) bir olasilik 6lgiim uzay1 ve & X in bir sonlu ayrisimi

olsun. £ ayrigiminin entropist;
k
H(E) ==Y m(4)logm(4) (L.1)
i=1

seklindedir.
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Tamm 1.4.9. £={4,4,,..., 4.}, n:{Cl,Cz,...,Cp} X in iki sonlu ayrisim1

m(A7 ij)
m(C].)

olsun. 1 verildiginde £’ nin sarth 6lglim entropisi;
k m(/L mcj)log

HE=2m(C, 2
:_jzjm(Ai mcj)log%

(1.2)

olarak tanimlanir ve burada m(C’,) = 0°dur.
Ornek 1.4.10. X=[0,1), B([0,1)) Borel o — cebir ve 1’ de genel Lebesgue
1 1 Iy 1T 2Y]2
Olcimi olsun. [0,1) araliginda £ =<|0,— |,| =,1|¢, n=<10,=|,| =,=— |.| =.,1 ibi
: (0. arahe 5{ Lk j}"{ 3“33“3 J}g

iki ayrigtmt gdz 6nine alalim. Buna gore H(&/ 1) sarth 6lgim entropisini

hesaplayalim.

A1 A2

0
1/2

B; B> Bs
| | P

3
1
A NB By
uBl(Al):ﬂ( 1(B)1)_%:
HLB: 3 t1+0=1
A, "B,
NBI( 2):N( : 1):
H(B)
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1
ANB 6 1
/‘le( 1)_/J( l 2):%__
1(B,) 22
l 2 2
A NB 1
(4 HEOB) g1
1(B,) 2
3
A NB
/UB3( 1)_,U( : 3):
,U(B3)
(4 ~E) Lo loo41=1
M
ﬂBg(Az):#—S:%:
J20:8 B
3

oldugundan olasilik ol¢imleri elde edilmis olur. Buldugumuz sonuglar1 kullanarak

sartli 6l¢im entropi degerini hesaplayalim.

2
H(é:Bl) = _Z Hg (Az ﬁBl)IOg,LlBI (A; mB])
-1

= ~Hp (Al mBl)log/uBl (Al mBl)_ﬂB1 (Az mBl)log/uB1 (Az mBl)
=1logl
=0

2

H (fBz ) =—> s, (4, B,)log s, (4, nB,)

i=1

= ~Hp, (Al mBz)log Hp, (Al mBz)_fuﬁg (Az mBz)log Hp, (Az mBz)

——llo l—110 !
2 g2 2 g2
-0.3

2
H(fB3) = _Z Hp, (4, ~B;)log Hp, (4 NBy)
i=1

= ~Hz, (Al mB3)log Hp, (Al ﬁB3) — Hp, (Az mB3)log Hp, (Az ﬁB3)
=1logl
=0

ve boylece sartli entropi degeri

H(EIn)=p(B)H (&, )+ u(B,)H (&, )+u(B)H (&)

10
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1
=—(03)=0.1

olarak elde edilir.
Asagidaki teorem hem ergodik teorideki sartlh olgim entropi hem de
enformasyon teorideki sartli entropinin ozelliklerini vermektedir. Bu teorem daha

sonraki bolimlerde bazi teoremlerin ispatinda bize yol gosterecektir.
Teorem 1.4.11. (X, B, ) bir olasilik uzay1 olsun. Egeré.n,7; X° in sonlu
ayrigimlart ise;
AH(Evnly)=H(E/)+Hn/Svy)
b) H(Evm)=H(E)+H({n/S)
)cen=>H/y)<H{n/y)
d) Scn=>H()<H(@m)
e)ncy=>HE/m=H(E/y)
fy H()2H(E/y)
g) H(Evnly)<H(/y)+H(nly)
hy H(Evm)=H(E)+H (1)

i) Eger T 6l¢iimii koruyan doniisim ise H (T’f/T’ln) —H(&/n)
nH (Tflf) = H (&) (Walters, 1982).

Uyan 1.4.12. Enformasyon teoride verilen H( X, ¥ ) kavrami ergodik teoride
H (& v n) seklinde yorumlanabilir.

Lemma 14.13. p,p,,....p,, Ve ¢, q,,....q,, keyfi pozitif sayilar ve

g
E

M

M
D> p,=>.q,=1 olsun. O zaman —)_ p,logp, <> p,logg, dir. Biitiin i ’ler igin

i=1 i=1 i=1 i=1

p. = q, 1se esitsizlik, esitlik haline gelir (Ash, 1965).
Tanim 1.4.14. Olasiliksal degiskenlerin olusturduklar {X tel } kiimesine

olasiliksal siire¢ denir. Zaman siirecin parametresidir.

Tamm 1.4.15. 7 ={0,¥1,72,...} ya da 7={0,1,2,...} oldugunda siirece
kesikli degistirgeli stireg, 7 ={f:—o<t<w} yada 7 ={f:7 >0} oldugunda surekli

degistirgeli siire¢ denir.

11
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Tamim 1.4.16. Degeri bir deney sonucunda belirtilen bir degiskene rastgele
degisken denir.
Teorem 1.4.17. H(X, V)< H(X)+H(Y)’ dir. Ancak ve ancak X ve ¥
bagimsiz rastgele degiskenler olduklarinda esitsizlik, esitlik haline gelir (Ash, 1965).
. L M
Ispat: p(x,) = Zp(xl.,y].) ve p(y].) = Zp(xl.,yj) oldugundan
i=l

j=1

ZL:p(xwyj)logp(xi) ve

Jj=1

'MS

Il
AN

H(X)= Zp( Nlog p(x,)=-

1

i=1

M
H(Y)= Zp(y])logp(y]) = ZZp(xl,y])logp(yj) yazilabilir. Buradan
j=1

HX)+H(Y)==-2"3 p(x,y,)| log p(x,)+log p(y,) |

i=l j=1

M L

M L
=—> > plx,y)log p(x)p(y,)=—2.> p,logq,,
i=l j=1 i=1 j=1
burada ¢, = p(x,).p(y,)dir.
M L
H(X,Y)=->> " p,logp, oldugu biliniyor. Lemma 1.4.13’den

i=1 j=1

L M L
Y p,logp, <> p.logg, elde edilir. Eger biitin ij’ler igin p, =g, ise

j=1 i=l j=1

'Mi

Il
—

1

buradan,

>, zip(xi)iq(yj) =1.1=1"dir.

Jj=1 i=1 j=1

M=

Il
AN

Boylece
H(X,Y)<H(X)+H()
esitsizligi elde edilir ve bitin 7, 7 ler igin p(x;,y;) = p(x,)p(y,) olmasi durumunda
yani X ve ¥ bagimsiz degiskenler oldugunda bu esitsizlik esitlenir.
Sonu¢ 1.4.18. H(X X, . X, )<HX)+H(X,)+---+H(X, ) dir. Eger
X, X, X, ler bagimsiz degiskenler iseler esitsizlik, esitlik haline gelir
(Ash, 1965).

12
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Sonu¢ 1.4.19. H(X,,.... X Y,....Y Y<H(X,,....X )+H(,,....Y ) dir. Eger
X=(X,....X,)) ve Y =(,....Y) serbest (rastgele) vektorler1 bagimsiz iseler
esitsizlik esitlenir yani bitin o, «,,....«,, B B,..... B, ler igin

PiX =a,...X, =2, =5,..7,=5}
=P{X =a,,... X, =a,}P{¥,=4,...Y, =0,}
dir (Ash, 1965).
Tanmim 1.4.20. X = x, verildiginde I’ nin sarth belirsizligi (entropisi);
L
HY[X =Xx)= —;p(y]- | x;)log p(y; | x;) (1.3)
ile verilir. (Y | X = xl.) belirsizliginin bir agirlikli ortalamasina gore verilen X, ’nin

sartli belirsizligini tanimlar yani;,
HY | X)=p(x)H(Y | X=x)+..+p(x )H(Y | X =x,,)
M L

=2 p(x)Xp(y, 1% )log p(y, |x)

i=1 j=1

olur. Eger p(xl.,y].) :p(xl.)p(y]. |xl.) ise 0 zaman,

H(Y|X):—f:ZL:p(xi,yj)logp(yj|xl.) (1.4)

i=l j=1
elde edilir (Ash, 1965). Yine ergodik teoride oldugu gibi asagidaki tanimlar elde
edilir.
Tamm 1.4.21. 1ki rastgele degiskenden daha fazlasi igin sartl belirsizlik

soyle tanimlanir.

H(Y,Z|X)==Y p(x.y,.z Jlog p(y,.2 | x,) (1.5)

i,j.k

degerine, X verildiginde ¥ ve Z’nin belirsizligi denir.

H(Z|X. 7)== p(x.y,.2.)logp(z | x.¥,) (1.6)

i.j.k
degerine de X ve Y verildiginde Z’nin belirsizligi denir.

Tanim 1.4.22. 1.4.20 ve 1.4.21 tanimlarint genellestirirsek;

13



1. GIRIS Selda HICDURMAZ

HY,...Y | X,...X)==" > p(x....x. y...y)logp(y,....y, | x,...x,)

Xoe Xy VooV

entropi degert X,..., X verildiginde ¥,,...,Y, ’lerin belirsizligidir.
Teorem 1.4.23. H(X,Y)=H(X)+H(Y | X)=H(Y)+H (X |V) dir.

(Ash, 1965).

M L

Ispat: H(X,Y)=—ZZp(xl.,y].)logp(xl.,yj)

i=1 j=1

L

:_i p(x”yj)logp(xi)p(yj |xl.)

i=1 j=1

—

p(xi,y].)logp(xi)—iZL:p(xl.,yj)logp(yf | xl.)

=1 i=l j=1

Mt"*

._
-~
|l

p(x)logp(x)+H (Y| X)

™s

Il
—_

= H(X)+H (Y| X) dir.

H(X,Y)=H(Y)+H(X|Y) benzer sekilde ispatlanr.

Teorem 1.4.24. H (XY, Z)=H (X)+H(Y | X)+H(Z|X.Y)

H(X,Y)+H(Z|X.T)
=H(X)+H(Y,Z|X)
olur (Ash, 1965).
Teorem 1.4.25. H(Y|X)<H(Y)'dir. X ve ¥ bagimsiz degisken

olduklarinda esitsizlik esitlenir (Ash, 1965).

14
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2. ONCEKIi CALISMALAR

2.1. Sonlu Markov Zincirlerinin Entropisi

Bir kaynagin entropisini hesaplayabilmek i¢in bazi tamim ve teoremlere
ihtiyacimiz vardir. Bu yizden bu kesimde once asagidaki tanim ve teoremleri

verelim.

Tanim 2.1.1. Bir sonlu /7 kiimesi i¢ginde degerler alan rastgele degiskenlerin
bir duragan dizisine kaynak denir.
Enformasyon teoride ise, kaynak birim bagina verilen bilgi miktaridir.
Tamim 2.1.2. Dizin kiimesindeki » sayida zaman noktasinin herhangi bir

f, <1, <...<t, kimesi i¢in, X, ’in X, X, .. X, ’in verilen degerlerine gore
kosullu dagihmu yalmzca X, ‘in degerine baglh ise {X,,7e T}siirecine Markov

sureci denir. Buna gore herhangi bir gergel X, X,,..., X sayilari i¢in,

> 1,

P(X, =x,|X, =x,..X, =x,)=P(X, =x,| X, =x,)

olur. Bu 6zellige Markov 6zelligi denir.

Tanim 2.1.3. Durum uzayinda sonlu sayida ya da sayilabilir sonsuzlukta
durum varsa buna kesikli durum uzay1 denir.

Tanim 2.1.4. Durum uzay1 kesikli olan bir Markov siirecine Markov zinciri
denir. Durum uzay1 sonlu ise zincire sonlu Markov zinciri, sonsuz ise sonsuz Markov
zinciri denir.

Tamim 2.1.5. Bir kesikli rastgele degigkenin olasilik dagilimi veya olasilik
fonksiyonu rastgele degiskenin alabilecegi degerlerin karsilik gelen olasiliklarla

birlikte belirtilmesidir.

15
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Tamm 2.1.6. X, sonlu sayidaki x,,x,,...,x, degerlerini f(x)=P(X =x),
i=12,...,N olasiliklar1 ile alabilen kesikli rastgele degisken olsun. Bu durumda
agagidaki kosullart saglayan f (x) fonksiyonuna X’in olasilik fonksiyonu denir.

1. f(x)=0,tim x’ler i¢in

Tanmm 2.1.7. Bir X rastgele degiskeninin dagilim fonksiyonu F(X) ile

gosterilir ve X’in x’e esit ya da daha kiigiik olma olasiligidir.

F0)=P(x<X)= Y f(x) e

5 X
olup burada f bir olasilik fonksiyonudur.

Lioyd ve Pagels (1988) tarafindan éne suriilen termodinamik derinlik fikri
Markov yoriingelerinin  entropisinin  hesaplanmasint  gerektirir. Bu anlamda
indirgenemez sonlu Markov zinciri alinir. Bu Markov zincirinde P gegis matrisi ve
ilgili entropi degeri

H(X)==> up,logp, (22)

i,j
dir. Formuldeki g degerleri ,u:(,ul, 7 ,uk) olmak iizere verilen duragan

dagilim yani olasilik vektoriidir. Bu calismada i durumunda basglayan ve biten

rastgele 7, yorlingesinin entropisi

H(T,)-= (23)
ile verilir. H (];) entropileri i¢in genel bir kapali ¢oziim formu
H=K-K+H, (2.4)
ile verilmistir. Burada H yoriinge entropilerinin matrisidir. #, = H (7:]) ,
K=(I-P+4) (H -H,) (2.5)

ve burada K , K’nin diyagonal K y elemanina esit olan /. K, elemanlarinin bir

matrisidir. A ise 4; = x4, girigleriyle duragan ihtimaller matrisidir. A "

H)=H(P)=-Y.PlogP, 206)
k

16
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girigleriyle tek basamakli entropilerin matrisi, /, ‘da

_HX)
(HA )ii i

(2.7)

girigleriyle bir diyagonal matristir. Burada birinci basamak entropilerinin matrisi;

'H(R) H(R) ... H(R)]
e | H(B) H(B) .. H(P)
(R H(P) .. H(E)

ve H ile iligskilendirilmis diyagonal matriste;

‘H, O
0 H
HA — 22
00 H,,

seklindedir.

Bu bolimde sonlu indirgenemez Markov zincirlerinin yoriingelerinin entropisini
inceleyecegiz. P gecis matrist ve X, =/ baslangic durumu olan bir sonlu
indirgenemez Markov zincirini g6z oniine alalim. Entropi orani,

H(x,X,,...,x,)

H(X)=lim (2.8)

n—>c0 n

seklinde ifade edilir (Ekroot ve Cover, 1993). Cunki limit vardir ve bu limitin

sembolik dinamik sistemdeki karsilig1

H(X)=-> uP,logPh,

ij
seklindedir. Burada 4 tim j degerleri i¢in
Uy = —Z b, (2.9)

denkleminin ¢6zimudur.
Tanim 2.1.8. Bir Markov zincirinin 7 durumundan j durumuna bir

7, yorungesi 7 baslangi¢ durumundan j son durumuna bir yoldur (Burada 7’den ;’ye
olan tim geg¢islerde j durumu kesinlikle olmayacaktir ).
Bir {1, =ix,x;...x, j yoriingesinin p(tl.].) olasilig1 p(ll.j) = P, Poy, -+ Py, 1le verilir.

Bu x =i verildiginde 7’den j’ye ¢ yoOriingesinin sarth olasiligidir. /’nin

17
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indirgenemezligi Z P(Iz.].) =1 oldugunu gergekler ve burada 7, i’den ;j* ye biitiin

zijeTij
yoringelerin kiimesidir.

Tamim 2.1.9. Yoringenin i’den j’ye H; entropisi $oyle tanimlanir.

H, =H(1;) ==X p(1; Jlog p(1,) (210)

Asagida verecegimiz teoremler Ekroot ve Cover (1993) tarafindan verilmig

olup sonraki boliimlerde yapacagimiz uygulamalar i¢in bize yol gosterecektir.

Teorem 2.1.10. Bir indirgenemez Markov zinciri igin, / durumundan tekrar

geri / durumuna rastgele yoriingenin #,; entropisi H, = L bi¢imindedir. Burada
H,

U, i durumu i¢in duragan ihtimaldir ve
H(X)= _Z /Uz'Pz'j IOgIDij
i,j

seklinde verilen entropi oranidir (Ekroot ve Cover, 1993).
Ispat: Matris

H=H*+PH-PH, (2.11)
seklindedir. Bu denklemi soldan g duragan dagilimi ile garparsak,
wH = pH" + uPH — uPH olup UP = u esitligini uygularsak,
uH = pH" + uH — uH,  elde edilir ve buradan pH™ = yH, bulunur. £H " | her biri
> uH(P,)=H(X) ile verilen esit bilesenli bir vektordiir.

k
Burada H(X)=-> P, logFh, verilen Markov zincirinin entropi oramdir
~

ve uH" = uH, esitligi asagidaki sekilde yazilabilir.
(H(X),H(X),....H (X)) =(wH, 1, tH oy 11, H )

bilesenlerin denklestirilmesiyle, H, = H2(X) elde edilir.
H;

18
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Simdi yineleme bagmtisinin ¢oziimii olan H = H" + PH — PH , ifadesini kullanarak
H(X
H;

onceden belirlenmis diyagonal degerler H, = ‘den elde edilen genel teoremi

verelim.

Teorem 2.1.11. Eger P, indirgenemez bir sonlu Markov zincirinin gegis

matrisi ise, o zaman yoriinge entropilerinin /7 matrisi H =K —K+H , bigiminde
olur. Bu durumda

K=(I-P+4)'(H -H,)

K s =K, tim i) ler igin

A4, = p; tam 1,5 ler igin

H;=H(P) timij ler igin ve

HE)
(HA)z'j: 'Lli
0,i#]j

denklemleri gegerlidir (Ekroot ve Cover, 1993).

Ispat: Ispat 3 kisimda incelenecektir. Oncelikle bir aperiyodik Markov zinciri
igin (2.11) yineleme bagintisindan bir ¢6ziim elde edecegiz. Sonra ispat1 periyodik
Markov zinciri igin yapip, son olarakta ¢ozimiin tekligini ispatlayacagiz. (2.11)

esitliginin her iki tarafindan H, ¢ikarirsak;

H-H,=(H -H,)+P(H-H,)

veya
H=(H'-H,)+PH (2.12)
elde ederiz. H=H—H » Olup burada H , H’1n yoringe entropilerinin matrisinin

kosegen dist elemanlarinin matrisidir. (2.12) esitliginde bég icin yerine koyma

tekrarlanirsa;

H=PH+(H -H,)

19
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:P[(Pﬁ])+(H* —HA)}F(H* ~H,)
-P*H+P(H' -H,)+(H' -H,)

=P {Pﬁu(}]* HA)}FP(H* ~H,)+(H -H,)

=P H+P*(H -H,)+P(H ~H,)+(H - H,)

&

=P"H+P"(H -H)+..+ P(H' ~H,)+(H - H,)

=P"H+(P" + P +..+P+I)(H"-H,)
—P"H+(I+P+..+ P")(H" - H,) (2.13)
elde edilir. /+P+P* +...+P"" yakinsak olmadigindan ve 2.1.10 teoreminden
H=P H+(I+P-A+P*~A+..+P"' - A)(H -H,) (2.14)
bulunur. (P —A)"’in bir iki terimli agiliminda AP = PA =4 durumu uygulanirsa
P —A=(P-4) (2.15)
oldugu gorilir. (2.14) iginde (2.15)” 1 yazarsak;

IQI:P"IQHHZE(P—A)"(H*—HA) (2.16)

k=0
elde ederiz. P* — A iken P’nin aperiyodik oldugunu kabul edelim. (2.16) esitliginin

limiti alindiginda,
H=AH+(I-(P-4)) (H"-H,)
veya esit bir bigimde
(I-A)H =(1-(P-4)) (H'-H,) (2.17)
saglanir. (/ —A) nin tersinin olmadigi soylenebilir. $imdi (2.17) esitliginin sag

tarafini ve , =0 ifadesini kullanarak
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(I-A)H=K (2.18)

ifadesini ¢ozecegiz. (2.18) esitligini ij. bilesenine gore
HU.—Z%]-?U.:KU_ (2.19)
dir. H, =0 igin jj. bilesen igin ifade
S u H;=K, (2.20)

seklindedir. (2.19) ve (2.20)’den

Hy=K,-K, 2.21)

elde edilir. (2.21)’ i matris formunda yazarsak; H=K-K olur ve

K, K, .. K,,
| K Kno K,
K, K, .. K, |

dirr H-H,=K ~K olup aperiyodik indirgenemez Markov zincirleri igin
ispatlanmig olur.

Simdi aperiyodiklik varsayimi ¢ikaralim. Eger A’da P" dogrudan yakinsak
degilse fakat P”, A’da Cesaro toplanabilir ise P periyodiktir. (2.13) esitliginin her

iki tarafini1 n’e bolersek;

n

(I+P+P*+..+P"")(H -H,) (2.22)
dir. A(H - H A) =0 bagintisini, (2.22) formu i¢inde yazarsak;
H=Ly P uels(rep-avp—ar opP-a)m -n,)
n o= =

dir. P"—A=(P— A)" ifadesini tekrar uygularsak;

N n A n k- .
H:lZPkHJrlZZI:(P—A)I (H"-H,)
= N =1 =0

. o 1 & . )
dir. P”, A da Cesaro toplanabilir oldugundan; —ZP" — A’dir. / — P+ A’ nin tersi
o

vardir ve
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n k-1
(P-A4) > (I-P+A4)"

k=1 [=0

I |~

ifadesine gore verilmigtir. # — oo durumunda limit alinirsa,

H=AH+(I-(P-4))'(H"-H,)
elde edilir. Boylece indirgenemez periyodik ve aperiyodik Markov zincirleri i¢in
¢ozim kanitlanir. Simdi (2.11)’de verilen H ¢oztimunin tekligini ispatlayip ispati
sonlandiracagiz. H = H' + PH — PH, bagntisinda iki ¢oziim H ve H olsun;
O zaman ; H=H +PH-PH, veH =H +PH —PH, olur. Ancak 2.1.10
teoreminden H, = H, oldugundan

H-H =P(H-H')-P(H,-H,)=P(H-H')

saglanir. Buradan,

H-H =P(H-H)

=P’(H-H)

=P (H ~-H ) "dir. Ifadenin her iki tarafi #’e boliiniirse
I ! S
H-H = —ZP] (H -H ) bulunur. A’ da P" Cesaro-toplanabilirlik durumunu
noo

kullanirsak H —H = A(H -H ) bulunur ve H —H =0 oldugundan H = H olup

¢Ozam tektir.
2.2. Bilgi Kaynaklan

Bu kesimde enformasyon teori i¢in ¢ok onemli olan ve ileriki bolimlerde

kullanacagimiz kaynak kavraminin tantmini verecegiz.
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Tamim 2.2.1. Enformasyon kaynagi mesaj tireten herhangi bir sistem olarak
diisiniilebilir. Uretilen bu mesaj sistemin sahip oldugu sonlu sayidaki durumlarin
birinin digar verilmesidir,

Tanmm 2.2.2. X ,X.X,,. rastgele degiskenlerinin bir dizisi bir bilgi

kaynagidir. Oyle ki;

1. Bir sonlu 77 kiimesinde degerler alan her bir X, kaynagin alfabesidir.

2. Butun y,p,,...,7, € [ ve negatif olmayani,.i,,..., i ,h tamsayilart i¢in
P{X, =t X, =7} =P{X, ., = X, =} duragan dizisidir,
Tamm 2.2.3.H{X ,n=0,1..} veya kisalik i¢in H {X}ile ifade edilen
kaynagin  belirsizligi, bir  bilgi  kaynagi X, X,.... lle  verilir  ve

limH (X,| X,,X,,...,X, ) seklinde tammlidir.

n—s0

Tamm 2.2.4. 7 alfabesi, S§={S.,5,,....5,} durumlarinin kiimesi

olsun. f :§ — /7 fonksiyonu ve w =[w,,w,,...,w,] duragan dagilimi ile bir Markov
bilgi kaynagini géz onine alalim. Her bir §, durumu i¢in§, ’dan bir adimda

erisilebilecek durumlar S, .S, .....8, ~ olsun. Her bir 5, durumu

i¢in f (Sk1 )7..., f (Sknk ) ayrik iseler kaynagin unifilar oldugu soylenebilir.

Ornek 2.2.5.
| o |
B H
Sekil 2.1. Bilgi kaynagi
a) Unifilar Markov kaynagi
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f(Sz):f(S3):A
f($)=7(S)=B

b) Unifilar olmayan Markov kaynagi
S (S3) =4
F(8)=7(8)=/(8)=B

Bu 6rnekte verilen bilgi kaynagi karsilastirma yapabilmemiz ve bazi sonuglar elde
edebilmemiz i¢in sonraki béliimlerde de kullanilacaktir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

Bu tezde uygulanan temel yontem soyledir: Internet tizerinden ve farkli
kutiphanelerden elde edilen makaleler ve kitaplar temin edilerek bu kaynaklar iyice
incelenip degerlendirildi. Daha Once yapilan ¢alismalar karsilastirilarak yeni sonuglar
ilave edilmeye ¢alisildi. Temel olarak Ekroot ve Cover (1993) ile Ash’in (1965)
caligsmalarindan yararlanildi. Ekroot ve Cover (1993) sonlu Markov zinciri ve entropi
kavramlarini incelediler. Ash (1965) ise bilgi kaynagini ve bu bilgi kaynaginin
entropisini inceledi. Bu makale ve kitaptaki bir takim sorular iizerinde bazi
uyarlamalar yapilarak bu sorular yeniden ¢6zildi.

Ash’in 1965’te ¢ikarmis oldugu “Information Theory” adli kitabindan ve
Ekroot ile Cover'in 1993’de yaymlamis olduklar1 “The entropy of Markov
trajectories” adli makalesinden faydalanilarak bir Markov yoriingesinin entropisi ile
bir bilgi kaynaginin entropisi karsilagtirildi. Yapilan bu karsilastirmalar bu tezin
onemli bir kismint teskil etmektedir.

Bir bilgi kaynaginin mertebesi, Ash’in (1965) kitabinda ki agiklamalardan ve
orneklerden yararlanilarak elde edildi. Ayrica eger bir kaynagin mertebesi M ise bu
kaynagin orijinal entropi degerinin ard arda gelen A/+/ sembolleri ile ard arda gelen
M sembollerinin belirsizliginin farki oldugu uygulamalarla gosterildi.

Son olarak Ekroot ve Cover (1991) taratindan yaymlanmig olan “The entropy
of a randomly stopped sequence” adli makaleden faydalanilarak bagimsiz ¢zdesce

dagilmis bir dizinin durdurma zamani kavrami ve bununla ilgili teoremler incelendi.
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

Calismamizin asil kismini igeren bu bolimde Ekroot ve Cover (1993) ile Ash
(1965) tarafindan bagimsiz olarak incelenen entropi tanimlarini ve uygulamalarini

detayli olarak inceleyecegiz. Ekroot ve Cover (1993) entropiyi,

H(X)= Zy} > log P, 4.1)

seklinde tanimlamig ve

H=K-K+H, (4.2)
olacak sekilde bir kapali ¢oziim formu gelistirmistir. Ash (1965) 1se bilgi
kaynaklariin entropi degerini hesaplarken mertebe kavramini da kullanarak verilen
bilgi kaynaginin entropisini hesaplamistir. Calismamizin bu kisminda Ekroot ve
Cover (1993) ile Ash (1965)’1n entropi tamimlarina gore uygulamalar yaparak, bu iki
entropi taniminin birbirini karsiladigini ve mertebe hesaplama islemine katilinca

entropi hesabinin nasil yapilacagini arastiracagiz.
4.1. Sonlu Markov Zincirlerinin Entropisi ve Uygulamalar

Tammm 4.1.1. Enformasyon teoride bir deneyin belirsizlik derecesinin
Olgiisiine veya bilgi miktarina entropi denir.

Uyan 4.1.2. Eger entropi tanim1 bu sekilde goz 6niine alinirsa, bir sonraki
deneyin bir 6nceki deneye gore daha belirsiz oldugu agiktir.

Tanmm 4.1.3. P gecis matrisi ve y duragan dagilim olmak tizere, entropi

degeri H(X) = Z 1B, log P seklinde tanimlidir.

Tanmm 4.1.4. i durumunda baglayan ve 7/ durumunda biten rastgele 7

ii

yoriingesinin entropisi
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_H(X)

H1)==

1

(4.3)

seklinde tanimlidir (Ekroot ve Cover,1993).

Simdi alacagimiz 6rnegi hem Ekroot ve Cover (1993) makalesindeki ¢oziim
yollarint kullanarak hem de Ash (1965) kitabindaki ¢ozim yollarint kullanarak
inceleyecegiz. Ancak Ash (1965) kitabindaki ¢oztiim yollarini kullanabilmemiz i¢in
aldigimiz kaynagin unifilar olup olmadigina bakmaliyiz. Kaynagin unifilar oldugu

Ornek 2.2.5’te verilmistir.

Ornek 4.1.5.

Sekil 4.1. Durum geg¢is diyagrami

05 05 0 0]
06 0 04 O
0

02 08 0 O

Bu diyagrama karsilik gelen stokastik matris; P = seklindedir.

Bu zincir tek bir duragan dagilima sahiptir ve bu duragan dagilim @P = u formili
ile hesaplamir. Duragan dagilim, x=(0.42,0.32,0.13,0.13) dur. X bir duragan

Markov zinciri olmak izere entropi oranini hesaplayalim.

4
H (X) = _Z NiPij log, Pz‘j

i,j=1
4
—

1

4
/Jz'ZB'j 10g2 by
j=1
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4 4
=[P, log, B, + 1,y P, log, P,
Jj=1 7=l

4 4
+11,Y P log, P+, > P log, P, |
j=1 j=1

=4[ R,log, B, + B, log, B, + By log, By + B, log, R, |
— i, [Py log, By + Py log, By, + Py log, Py + Py log, By |
—t; [Py 1og, Py + Py log, Py, + Py log, Py + Py log, P, ]
—1,[ Py 1og, Py + P, log, Py, + Py log, Py + P, log, P,

=—(0.42)[(0.5)log, (0.5)+(0.5)1og, (0.5)]
—(0.32)[(0.6)log, (0.6)+(0.4)log, (0.4)]
—(0.13)[1log, 1]

—(0.13)[(0.2)10g, (0.2) +(0.8)log, (0.8)]

=0.83 pargadir.

1. adim entropilerinin matrisini yazabilmek i¢in asagidaki ifadeleri hesaplayalim.

4

Pl = Z 1 10g2 15
J=
_[Pll logz Pll +PIZ 10g2 Plz +Pls logz PIS +Pl4 10g2 Pl4]
=—[(0.5)1o0g, (0.5)+(0.5)log, (0.5)] =1
H(P,)= Z ;log, P,
_[le logz ])21 + Pzz 10g2 Pzz +Pz3 logz Pz3 +Pz4 10g2 ])24]
=—[(0.6)10g, (0.6)+(0.4)log, (0.4)] =0.97
H(P)= Z ;log, £,
= _[P31 10g2 Psl + P32 10g2 PSz +P33 10g2 P33 +P34 10g2 P34]

=—[llog,1] =0

P)_ Z logZ 47
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= _[P41 log, £, + P, log, Py, + Pslog, P)s + P, log, P44]

—[(0.2)10g, (0.2) +(0.8)log, (0.8)] =0.73

olarak elde edilir. Boylece 1.adim entropilerinin matrisi;

H(R) H(R)
H(P) H(P)
H(P) H(P)
H(P) H(PR)

! 1

0 0

1

0

H(R)
H(L)
H(E)
H(F,)

|7
0.97 097 097 097

0

1073 073 073 0.73]

H(R)
H(F)
H(F)

H ()]

yani

olarak bulunur. A ile iligkilendirilmis diyagonal matrisi de yazabilmek igin

H, = H(X) ifadelerini hesaplarsak;
H;
H = H(X) 0.83 108
n 0.42
. _H(X) 083 1550
W 032
H(X
H, = (X) _083_ 6.39
@ 0.13
H(X :
H,= ( ):083:6.39
1, 0.13
bulunur ve
'H, 0 0 0]
0 H 0 0
HA — 22
0 0 H, 0
0 0 0 H,|
1.98 0 0 0 |
0 25 0 0
H, =
0 0 639 0
0 0 0 639]

Buradan gorulir ki;

olup diyagonal matris

seklindedir.
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1 durumundan 1 durumuna rastgele yoriingenin entropisi 1.98,
2 durumundan 2 durumuna rastgele yoriingenin entropisi 2.59,
3 durumundan 3 durumuna rastgele yoriingenin entropisi 6.39,
4 durumundan 4 durumuna rastgele yoriingenin entropisi 6.39’dur.
Simdi yoringe entropilerinin matrisini hesaplayalim ve genel bir kapali

¢Oziime ulagmaya calisalim:

05 05 0 0 1 1 1 1 ]
06 0 04 O . 1097 097 097 097
Sirasiyla; P = , H = ,
0 0 0 1 0 0 0 0
102 08 0 O] 1073 073 073 0.73]
196 O 0 0 | [0.42 032 0.13 0.13]
0 259 O 0 042 032 0.13 0.13
HA - N A -
0 0 639 0 042 032 0.13 0.13
0 0 0 06.39] 1042 032 013 0.13

matrisleri verildiginde K =(/—P+A4)" (H -H A) ifadesinden,

(074 111 504 227]
091 -096 152 -093
K=l028 —038 -576 o001
1095 039 465 -5.53]
ve K, =K, ’den
(074 -096 -576 -5.53]
. |-074 -096 -576 -5.53
K= 074 —096 -576 553
074 096 576 -5.53]

olur. Sonug olarak 2.1.11 teoreminden yoriinge entropilerinin matrisi,

1.98
1.65
1.02

| 1.69

2.07
2.59
0.58
1.35
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seklindedir. Ornek olarak; 2 durumundan 4 durumuna yoriingenin entropisi 4.6,
1 durumundan 3 durumuna yoriingenin entropisi 10.8

seklindedir.
4.2. Bilgi Kaynaklar ve Kaynagin Belirsizligi

Enformasyon teori iletisim (komiinikasyon) konularini inceler. Bu teorinin
baslangici Shannon ‘un "A Mathematical Theory of Communication" (1948, The
Bell System Technical Journal vol.27, pp 379—423) adli ¢caligmasi olarak kabul edilir.
Enformasyon teorinin ilgilendigi konular, kaynagin irettigi mesajin enformasyon
miktar1, kanalin iletebilecegi maksimum enformasyon miktary, iletim sirasinda
olusan hatanin diizeltilmesi ve daha verimli bir iletim i¢in kodlama yapilmasi vb.

seklindedir. Bu teoriye gore kaynaktaki p olasiliklt bir durumun ortaya ¢ikmasi

log, (lJ "lik bir enformasyon olusumudur.
4

Tanim 4.2.1. Kaynagin entropisi, sahip oldugu durumlarin tasidigi
enformasyon miktarlarinin ortalamasidir. Entropi kavrami ile belirsizlik kavrami bu
teoride ayn1 anlama gelmektedir yani entropi yerine belirsizlik ifadesi kullanilabilir,

Tammm 4.2.2. Bir bilgi kaynagi Markov zincirinden turetilebilir. Bir sonlu

Markov zincirt Z,,Z,,... ve bir f fonksiyonunun tanim kiimesi zincirin durumlarinin
kimesi, deger kimesi de bir sonlu /7 kiimesi olsun. Kabul edelim ki

w =[w,...,w, |duragan dagilim ile uyum iginde segilen ilk durum Z, dir yani tam
S, durumlari igin P{Z0 :SJ.} =w,’ dir. O zaman X, :f(Zn), n=0,1... duragan

dizisi bir Markov bilgi kaynagidir.

Tanmmm 4.2.3. Eger verilen zincir sabit durum olasiliklarina sahipse, bilgi
kaynaginin, bir regiler Markov bilgi kaynagi oldugunu soyleyebiliriz. Eger zincir
indirgenemezse, bilgi kaynaginin indirgenemez bir Markov kaynagi oldugunu
soyleyebiliriz.

Tanmm 4.2.4. //=S ve f birim fonksiyon olsun. £=0,1,..., 7,j=12,...,r

iginf), =w, = P{X P = j} alirsak, dizenli (regiiler) bir Markov bilgi kaynagidir ve
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bir sonlu § = {Sl,...,sr}kijmesi icinde degerler alan ayni dagilimli X, X,,... serbest

degiskenleri, bir dizinin bagimsizligini belirtir.

Teorem 4.2.5. Eger X, X ,... bir bilgi kaynag ise,

H{X}=lim H(Xo’yi“l'”’X”) (4.4)
dir (Ash, 1965).

Ispat. k =H(X,|X,,X,,....X, ),n=12,...; k,=H(X,) ise o zaman
1.4.24 teoremine gore;,

H(XO,XI,...,X
n+l1 n+l

) H(X)+H(X,| X))+ +H(X,| X, X,,... X, )

n

kg tk .tk
n+1

dir.

Fakat H (X)’in tammina gore k, — H (X) ve buradan

H(X, X\ X,)
n+l R

bir yakinsak dizi olan / (X)’ in aritmetik ortalamasidir.

h. H(X,X,..X,)

n+1_ n+1

artmayan dizidir. 4,,, = >k, oldugundan
i=0

Y ikl. fki nkn—gki
il Tm_ i=0 i=0 _ i=0

ntl n n+l n n(n+1)

dir. {kn} artmayan dizi oldugundan i =0,1,...,n—1 i¢in &, >k’ dir. Buradan
n-1
nk, ="k <nk,—nk, =0
i=0
olup ispat tamamlandi. Simdi amacimiz bir kaynagin mertebesini de kullanarak bir
bilgi kaynaginin entropisini hesaplamaktir. Bu asamada sonlu mertebeli bir unifilar

Markov kaynagindan, orijinal kaynaga ulagsmaya ¢alisacagiz.
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B
BA

Sekil 4.2. 3. mertebeden bir unifilar Markov bilgi kaynagi

Ilk olarak sekil 4.2.1°deki bilgi kaynagim analiz edelim. Diyagramda eger

f (SJ.):j/ ise, o zaman §, durumuna giren butin oklar y ile belirlenir.

Diyagramda gegis olasiliklari belirtilmemis olup, eger £, >0 ise S, ve §,durumlari

birbirlerine dogrudan baglidirlar. Diyagrama gore verilmis ilk durum igin uygun son
durumlarla biitiin miimkiin dizileri siralayip bir tablo olusturacagiz. Ornek olarak
eger Z, ,.=S,,X,,=4,X,,=B,X,=Bise Z, =S8, dir. Imkinsiz gegislerde benzer
girigler bostur, ornegin Z,, =S, ise X, =4, X, =A imkansizdir. Eger
X, ,=B,X, ,=4,X,=4 ise o zaman Z, = §, "tur ¢iinkd butin girisler BAA kolonu
icindedir. Burada onceki iki girdiye gore mevcut durum belli degildir, ¢inkii eger
X, , =4, X, =B 1seozaman Z,, S, veya S, ten birinde olabilir. Bu da kaynagin

mertebesini ifade eder. O yiizden sekil 4.2.1° de verilen kaynak 3. mertebedendir.

Simdi Sekil 4.2.1 i¢in kaynagin gecis durumlarinin tablosunu olusturalim.

Xt-1 Xt
Zio AA AB BB BA
81 83 S1 S1 SZ
Sy - S4 Sy S;
S3 - - Sy S;
S4 S3 S1 S1 SZ
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Xio Xt X
Zis AAA AAB ABA ABB BAA BAB BBA BBB
S, - S, S, S, S; S, S S,
S, - - S, S, S3 S, S, S,
S3 - - - - S3 Sy S, Sy
Sy - Sy S Sy S3 Sy S Sy

Cizelge 4.1. Sekil 4.2, nin kaynagi i¢in geg¢is durumlari

Tanim 4.2.6. Z, durumu eger M mertebeli ise /<M —1 oldugunda
X,.X, ,,....,X,,,, sembollerine bagli olan ancak X, X, ...,X,, sembollerine

bagli olmayan bir unifilar Markov kaynagi tanimlanir. Bu nedenle sekil 4.2.1°deki
kaynagin mertebesi 3 tir.

Uyan 4.2.7. Eger bir kaynagin mertebesi M ise, onun belirsizligi ard arda
gelen M sembollerinin ve ard arda gelen M+ sembollerinin belirsizliginin farkidir
(Ash, 1965).

Tanim 4.2.8. Genel olarak, bir kaynaga gore uretilen ard arda gelen n
sembollerinin  H (X,,...,X,) belirsizligi kaynagin "n- gram belirsizligi" diye
anilabilir ( Ash, 1965).

Simdi 4.1.5. o6rnegindeki diyagrami kullanarak bir kaynagin mertebesini de
hesaba katarak sonlu mertebeli kaynaktan genel bilgi kaynagma yaklagimi
inceleyecegiz. Burada keyfi bir bilgi kaynagi alip dogal bir yontemle orijinal
kaynaga ulagmaya ¢alisacagiz ve son olarakta 4.1.5 6rnegindeki ve asagidaki 6rnekte
buldugumuz sonuglart karsilastirip Ekroot ve Cover ile Ash’in entropi tanimlarindan

onemli sonuglar elde edecegiz.
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Ornek 4.2.9. Once asagidaki grafigi alalim.

Sekil 4.3. 3. mertebeden unifilar Markov kaynagi

f(8)=7(8)=4
J@S)=7(S)=8B

Xig X
Zio AA AB BB BA
S1 S3 S‘l S1 SZ
S - S, S, S,
S; - - S, S,
84 83 81 81 SZ
Xio Xeq X
Zis AAA AAB ABA ABB BAA BAB BBA BBB
Sy - S, S, S, Ss S, S, S,
S5 - - S, S, S; S, S, S,
S; - - - - S; S, S S,
S4 - Sy S, Sy S3 S, S, S,
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Xiz X2 X1 X
Ziy AAAA ABAA AABA AAAB ABBA AABB ABAB ABBB
S - S3 S, - S, Sy S S
82 - SS = - 82 - 81 81
S5 . . . . . . . .
S, - S3 S, . S, Sy S S
Xiz Xio Xeq X
Ziy BBBB BABB BBAB BBBA BAAB BBAA BABA BAAA
S Sy Sy Sy S, Sa S3 S, -
S, Sy Sy Sy Sy S, S3 S, -
Ss Sy Sy S, S, S4 Ss S, -
Sa Sy Sy Sy S, Sa S3 S, -

Cizelge 4.2. Sekil 4.3 tn kaynagi i¢in gegis durumlari

Kararl: durum olasiliklari; w, =0.42,w, =0.32,w; = 0.13,w, = 0.13 olur.

P(A)=P{X,=A)= P{Z, = S\P{X,= 4|2, =5}

i=1
= (0.42)(0.5)+(0.32)(0.4)+(0.13)(0.8)
=0.21+0.128+0.104
= 0.442

P(B)=P{X,=B)=Y P{z,, =S\P{X,=B|Z,, =S5

i=l

= (0.42)(0.5)+(0.32)(0.6) +(0.13)1+(0.13)(0.2)
=0.21+0.192+0.13+0.026
=0.558

P(AA4)=P{X, = A X, = A)
4
:ZP{Xz :AJXZH :A|Zlfl :Sf}
i=1

=(0.42)(0.5)(0.4)+(0.13)(0.8)(0.4)
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=0.084+0.0416
=0.1256

P(AB)=P{X, = 4X,, = B}
4
:ZP{X; =A,X,,=B|Z,, :Si}
i=1

=(0.42)(0.5)(0.6)+(0.32)(0.4)1+(0.13)(0.8)(0.6)

=0.216+0.128 +0.0624
=0.3164
P(BB)=P{X,=B,X,, =B}

4
:ZP{XZ =B,X.,=B|Z :Sz'}
i=1

=(0.42)(0.5)(0.5)+(0.32)(0.6)(0.5)+(0.13)1(0.2) +(0.13)(0.2)(0.5)

=0.105+0.096 +0.026 +0.013
=0.24
P(BA)=P{X,=B,X, = A

4
:ZP{X; =B.X,,=4|Z_, :Si}
i=1

=(0.42)(0.5)(0.5)+(0.32)(0.6)(0.5)+(0.13)1(0.8) +(0.13)(0.2)(0.5)

=0.105+0.096+0.104+0.013
=0.318
P(AAA)=P{X,= A, X, = A,X, = A

+2

4
- ZP{Xz =A4.X,=4X,,=4|Z, = Sz’}
i=1
=0
ve benzeri i1glemler yapilirsa;

P(A4B)=0.1256
P(ABA)=0.1966
P(ABB)=0.1198

P(BAA)=0.1272
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P(BAB)=0.1908
P(BBA)=0.12
P(BBB)=0.12

bulunur.

P(AAAA)=P{X, = A X, = A, X,, = A X, ,= A

t+2 2 t+3

4
:Z:P{Xz =A,X ,=A4,X,.,=4X.,=4|Z,, :Sl.}

t+3
i=1

=0

ve benzeri iglemler yapilirsa,

P(ABAA)=0.07864
P(AABA)=0.1
P(AAAB)=0
P(ABBA)=0.0599
P(AABB)=0.02512
P(ABAB)=0.11796
P(ABBB)=0.0599
P(BBBB)=0.06
P(BABB)=0.0954
P(BBAB)=0.072
P(BBBA)=0.06
P(BAAB)=0.1272
P(BBAA)=0.048
P(BABA)=0.0954
P(BAAA4)=0
degerlerini elde ederiz. Elde ettigimiz tim degerleri kullanarak J, degerlerini

hesaplayalim.
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Jy==P(4)log, P(4)~P(B)log, P(B)
= —(0.442)log, (0.442) - (0.558)log, (0.558)

=0.522+0.471
=0.993
J, ==P(AA4)log, P(AA)—P(A4B)log, P(AB) - P(BB)log, P(BB)
—P(BA)log, P(BA)

= —(0.1256)log, (0.1256)—(0.3164)log, (0.3164) —(0.24)log, (0.24)
~(0.318)log, (0.318)

= 0.37740.527+0.496+0.527
=1.9272
J, =—P(AAA)log, P(AAA) - P(AAB)log, P(AAB)— P(ABA)log, P(ABA)

—~P(ABB)log, P(ABB)—- P(BAA)log, P(BAA)— P(BAB)log, P(BAB)
—P(BBA)log, P(BBA)—-P(BBB)log, P(BBB)

= —(0.1256)log, (0.1256) — (0.1966) log, (0.1966) — (0.1198)log, (0.1198)
—~(0.1272)log, (0.1272) - (0.1908)log, (0.1908) — (0.12)log, (0.12)
~(0.12)log, (0.12)

=0377+0.463+0.368+0.38+0.458+0.368 +0.368
=278
J, =—P(AAAA)log, P(AAAA)— P(ABAA)log, P(ABAA)

—P(AABA)log, P(AABA)— P(AAAB)log, P(AAAB)
—P(ABBA)log, P(ABBA)—- P(AABB)log, P(AABB)
— P(ABAB)log, P(ABAB) - P(ABBB)log, P ( ABBB)
— P(BBBB)log, P(BBBB) - P(BABB)log, P(BABRB)
— P(BBAB)log, P(BBAB) - P(BBBA)log, P(BBBA)
— P(BAAB)log, P(BAAB) - P(BBAA)log, P(BBAA)
— P(BABA)log, P(BABA) - P(BAAA)log, P(BAAA)

= —(0.07864)log, (0.07864) — (0.1)log, (0.1)— (0.0599)log, (0.0599)
~(0.02512)log, (0.02512) —(0.11796)log, (0.11796)

—~(0.0599)log, (0.0599) —(0.06)log, (0.06)
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—(0.0954)log, (0.0954)—(0.072)log, (0.072)
—(0.06)log, (0.06)—(0.1272)log, (0.1272)
—(0.048)log, (0.048) —(0.0954)log, (0.0954)

=0.289+0.333+0.244+0.134+0.365+0.244+0.244+0.325+0.274

+0.244 +0.379+0.211+0.325

=3.611
olarak elde edilir. Boylece 1. entropi tahmint;

H(X)=J,-J,=193-0.99 =0.94
2. entropi tahmini;
H,(X)=J,-J,=278-193 =085
ve orijinal entropi degeri;
H(X)=J,-J,=3611-278=0.83
bulunur.
Sonuc 4.2.10. Eger bir kaynagin mertebesi M ise entropi degeri
H(X)=J,,-/Jy (4.5)
dir (Ash, 1965).

Sonug¢ 4.2.11. Eger kaynak 1. mertebeden ise H (X)=./, —J, orijinal entropi
degerini verir.

Sonug¢ 4.2.12. Genel olarak; eger kaynak n. mertebeden ise ard arda gelen n
sembollerinin ve ard arda gelen n+/ sembollerinin belirsizliginin farki orijinal
entropi degerini verir.

Sonu¢ 4.2.13. 1. entropi tahmini yani /,(X), orijinal entropi degerinden
yani H (X)’den buyuk esittir. Yani H,(X)>H (X) dir.

Sonug¢ 4.2.14. Genel olarak # (X)=2H, (X)=...2H, (X)=H (X) dir.

Sonug 4.2.15. Ekroot ve Cover (1993) tarafindan tanimlanan entropi kavrami
ile Ash (1965) tarafindan tamimlanan entropi kavramlar1 birbirini karsilar. Ciinki
4.1.5 orneginde ve 4.2.9 6rneginde aldigimiz kaynaga gore her iki 6rnekte de entropi
degerleri esit ¢cikmigtir. Yani kaynagin mertebesini hesaba katmadan yaptigimiz

hesaplama ile kaynagin mertebesini hesaba katarak yaptigimiz hesaplama ayni

cikmigtir.
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4.3. Rastgele Durdurulmus Dizinin Entropisi

Tamm 4.3.1.

X=x X1, X2, X3, XN

f)=P(X=x) fGer), fQx2), -, fOen)

X yukaridaki olasilik fonksiyonuna sahip kesikli bir degisken olsun. X’in E(X) ile

gosterilen beklenen degeri asagidaki gibi tanimlanir.
N
E(X)= xlf(xl)-l—xzf(xz)—i-...+fo(xN): I xl.f(xz.)dx (4.6)
i=1

X rastgele degiskeni sayilabilir sonsuzluktaki x,,x,,...,x,,... sonuglarini aliyorsa;

o0

E(X)=xf(x)+..+x,f(x)+...=> f(x) 4.7

=
dir.

Tammm 4.3.2. 7 herhangi bir reel say1 olmak tizere X rassal degiskeninin
@(x)=e"™ =cos(ix)+isin(rx) kompleks fonksiyonu verilsin. E(p(x))= E(e”x)
ortalama degeri # nin bir fonksiyonudur. Asagidaki fonksiyona X rassal degiskeninin
karakteristik fonksiyonu denir.

9, (1) = E(e™) = E[Cos (tx)] +iE[ Sin(tx)] (4.8)

Tamm 4,3.3.

f(x)

v
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X, ustteki sekilde gosterilen (-00,00) araliginda tanimlanan siirekli rastgele degisken
olsun. Asagidaki kosullari saglayan f{x) fonksiyonuna X rastgele degiskeninin
olasilik yogunluk fonksiyonu denir.

1)) f(x)=20, —o<x<w®

2-) f(x) egrisi altinda kalan ve x-ekseni ile sinirlanan alan 1’e esittir.

Tanim 4.3.4. Bir beklenmeyen durdurma zamam N ile, bagimsiz 6zdesce
dagilmig ayrik serbest degiskenler X, X,,... ile wverildiginde, bir rastgele
durdurulmus dizinin entropisi

H(XY)=(EN)H(X,)+H(N/X")H(X") (4.9)
olup, X" durdurulmus diziyi belirtir. X” durdurulmus dizisi icinde rastgelelik, X~
duraksiz dizisi izerinde sartli durdurma zamaninda artan rastgeleligin artan aramalari
basina X i¢in beklenen aramalarin sayisidir (Ekroot ve Cover, 1991).

Tammm 4.3.5. Rastgele durdurulmus dizinin entropisi, bagimsiz Ozdesce
dagilmis serbest degiskenlere bagli olmayip, dizinin uzunluguna ve karakterine
baghdir. X, X,,... bagimsiz 6zdes¢e dagilmis serbest degiskenler, p(x) olasilik
yogunluk fonksiyonu ve xe X olsun. X, X,,... gozlenen siireglerinin beklenmeyen
fonksiyonlart i¢in N durdurma zamanini goz ontine alirsak, { N=n} durdurma zamani

sonraki {X, ,X

rine--) dizisinden bagimsizdir. XV e gore X, X,,.... X, e X" ile
sonlu uzunluklu diziyi, X ile de butin sonlu uzunluklu dizilerin kiimesi tanimlansin,
X ? olmayan elemanlar dizisini gosterir. x€ X" i¢in g(x)="P. {X = x} oldugunda

¢(x) olasilik yogunluk fonksiyonu bir N durdurma zamanina neden olur.

Bu kistmda X durdurulmus dizisinin

H(X")==3 q(x)logg(x) (4.10)

xeX"
entropisinin  nasil  hesaplandigim1  agiklamaya ¢alisacagiz. H (X N ) rastgele
durdurulmus dizisinin tanimlayici karmasikligidir. Ornek olarak, kumar oynayan bir
kisi, oyuna bir dolar ile baglar. #=1,2,... zamanda oyun oynar. Bu kiginin parasi p

olasilikla artar ve g=1-p olasilikla azalir. Oyun kumarbazin paras: sifirlaninca biter.

Bu olay yani, bu kumarbazin parasinin artmasi ya da azalmas: bagimsiz 6zdegce
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dagilmig bir dizi olusturur. p<5 icin kumarbaz kesin olarak iflas eder. Sonucun

kesin olmasina ragmen, yol rastgeledir. Yol entropisi
H
Ap) (4.11)
q-p
‘dir. Yani, —[plogp+qlogg]l—— ifadesine yol entropisi denir (Ekroot ve
q-pr

Cover,1991).

Tamm 4.3.6. (Durdurma Zamam) {B }, o--cebirlerin artan bir dizisi
ve {Bn}’e uyarlanmis bagimsiz 6zdesce dagilmis rastgele degiskenler X,,.X.,...
olsun. Eger her n=0,1,... igin {N=n} olay1 {B,} e aitse N’ ye durdurma zamani
denir (Ekroot ve Cover, 1991).

Tanim 4.3.7. Eger N sinirl bir durdurma zamani ise, baz1 m negatif olmayan
tam sayilari vardir 6yle ki P {N <m}=1"dir (Ekroot ve Cover, 1991).

Teorem 4.3.8. Keyfi r ve s sayilari igin

H") =HY + H® (4.12)

veya denk olarak H’ =rH® dir. Bu onermenin ispat1 Khinchin (1957)de

verilmigtir. Ancak butinliigiin saglanmasi i¢in burada ispat daha acik bir ifade ile

verilecektir.
Ispat. =1 icinH" =r H® oldugu asikardir. Kabul edelim ki bu esitlik
r =1t i¢in dogru olsun. Timevarimdan
HY =tHY (4.13)
saglansin. Timevarimdan gostermeliyiz ki (4.13) esitligi » =7+ 1li¢inde dogrudur.
Kabul edilsin ki sistem A durumunda olsun. 7+1 denemeden sonra sistemin
sonucunu belirleyen sonlu sema iki bagimli semanin ¢arpimi olarak g6z Oniine
alinabilir.
A) H 1.(1) entropili bir sonraki denemeye karsilik gelen sema,
B) 7 deneme sonra sistemin sonucunu belirleyen sema.

Bu semanin entropisi /4 ,E’) “dir. Eger A semasinin ¢ikis1 Ax olayinda ise genel iligkiye

gore, H (Av B)=H (A)+H(B/A4)’ dan
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H"=HY +Zpikpk(i)azpkpkf =P, (1=12,....n)
pa k=1
oldugundan

FED ZH:EHz‘(M) - ZH:PI (Hi(l) + Zn:ljikpig)j
i=1 k=l

i=1

=Y PHU+Y Y PRH
i=1 k=1 i=1

=S PHY Y HOY PP,
i=1 k=1 i=1

:iRHP+iaHp
i=1 k=1

—HY 41 HY =+ 1)HD

olup boylece tiimevarimdan ispat tamamlanir.

Bir rastgele durdurulmus dizinin entropisi asagidaki teoremde verilmistir.
Teoremde X, X,,... ifadeleri bagimsiz o6zdesce dagilmis rastgele degiskenler,
X" e X* rastgele durdurulmus dizi ve X”’da duraksiz dizi olarak kabul
edilecektir.

Teorem 4.3.9. ( Durdurma Zamam Teoremi ) Bagimsiz 6zdesge dagilmis
X,,X,,...i¢in herhangi bir durdurma zamam N olsun. O zaman FEN =0 ve
H(X,)=0 durumlari olmadiginda

H(X"Y=(EN)H(X))+H(N/X") (4.14)
ispatlanabilir (Ekroot ve Cover, 1991).

Ispat. Ispat iki kisma ayrilacaktir. Ilk olarak bir sinirlt durdurma zamani igin

ispat verilecek. Sonra sinirli olma sartt kaldirilacaktir. N durdurma zamani, 7 ile

sirlt yani P {N <n}=1 olsun. X, ile (X,X,,...,X,), X ile olmayan
elemanlarin dizisi X“ile de X, X,,... duraksiz dizisi tanimlansin. X, X,,..., X,

bagimsiz ¢zdesge dagilmis rastgele degiskenlerinin, p(x) olasilik yogunluk

fonksiyonuna uygun oldugunu kabul edelim.
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Simdi ( N ) acilimini 1lk olarak zincir kuralina gore, ikinci olarak ta bagimsiz
ozdesce dagilmis X, X,,..., X~ e gore yapalim.

HX!, N)=H(X")+HN/X]")
=nH(X))+H(N /X"

(4.15)

bulunur. N<n i¢in;
H(X!',N)=H (X, X3, N)
=HXY+HWN/ X))+ HXE 1 XY, N) (4.16)
= H(X{")+H(X}p / X N)
= H(X{" )+ H(X},/N)

= HX{" )+ PN = O)H (X} /N =0)+ ...+ PN =n=DH(XFyy /N =n=1)

=H (X )+[P(N= O)ZL:P(XJ’;H/N: 0)log P( X}, /N =0)-...

7=l

—P(N:n—l)ZL:P(X]’;H /n=1)log P(X},,/n—1)]

J=1
= H (X" )+| - " P{N = k}ZP( X5, /N =k)logP(X},,/N=k)
:H(X{V)+ZP{N kYH (X}, /N=k)
k=0
=H(X\")+| BH(X]10)+PH (X]/1)+...+ P, \H(X] /n—1)]

:H(X{V)+ P{N kYH(X],)

=H(X")+ " P AN =k} (n- k)H (X))

v
=0

nH (X))~ ZP kH(X)}

?\7‘

=H(X')+

1

=H (X" )+nH (X,)-H(X,)Y kP,

=H (X )+nH (X))~ (EN)H (X,) dir.
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(4.16) esitligi entropi i¢in zincir kuralidir. (4.15) ve (4.16) esitliklerinden;
nH(X\)+H(N/X{")=H(X{")+nH(X)-(EN)H(X,)
veya
H(X{)y=H(N/ X! +(EN)H (X)) (4.17)
elde edilir. #» zaman sonra dizinin bagimsizligt NV *dir ve
H(N/X{)=H(N/X™) (4.18)

dur.

(4.17) ve (4.18) esitliklerinden;
H(X{)=(EN)H(X))+H(N/X>) (4.19)

olup sinirlt durdurma zamani i¢in ispat tamamlanir. Simdi, N tzerinde sinirlilik

sartint kaldiraltm yani N sinirsiz olsun.

. N, eger N<n
Ny = min(n, N) = n, eger N>n

g0z Onuine alalim. Bir sinirli durdurma zamam N, *dir. (4.19)’a uygularsak,

H(X]'™y= H(X)EN,)+H(N,/X*) (4.20)
olur.
H(X'"y > H(XY), EN, > EN
ve boylece
H(WN, | X*)—>HWN|X™)

olup sinirsiz durdurma zamanlari iginde teorem ispatlandi.

Teorem 4.3.10. Herhangi bir durumda zamani (muhtemelen rastgele hale

getirilmis) N olsun. O zaman X" € X~ iken rastgele durdurulmus dizi
H(X"|N)=(EN)H (X)) -I(N | X™) (4.21)

seklinde tanimlanir (Ekroot ve Cover, 1991).

ispat. H( X" |N)= H(X" ,N)-H(N)

=HX")Y+HWN|XY)-H(N)
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=H(X")-H(N)
=(EN)H(X,))+H(N | X*)~H(N)
= (EN)H (X))~ I(N; X*)

olur.
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5. SONUCLAR ve ONERILER

5.1. Sonuclar

Ergodik teori ve enformasyon teori i¢in entropi Onemli bir kavramdir.
Ergodik teoride entropi degeri bulunurken yoringe kavramindan, enformasyon
teoride ise bilgi kaynagi kavramindan faydalamlmaktadir. Bu durumdan yola
¢ikilarak verilen sonlu Markov yoriingelerinin ve bilgi kaynaginin entropi degerleri
hesaplanabilmektedir. Ancak sonlu Markov yériingesinde tepe sayist arttik¢a ve bilgi
kaynaginda mertebe arttik¢a entropi degerini hesaplamak zorlagmaktadir. Ekroot ve
Cover (1993) ile Ash (1965) entropi kavrami i¢in 6nemli olan ve durumu net bir
sekilde agiklayan o6rnekler vermislerdir. Bu o6rneklerden yola ¢ikarak 1.deneyin
belirsizliginin yani entropisinin 2.deneye gore daha biiytik oldugu anlagiimaktadir.

Entropi bir sistemin dizensizligini ve karmasikligint 6lgmeye ¢alisir. Entropi
bir ¢ok bilim dalinda kullanilan bir kavramdir. Ozellikle enformasyon teori, Fizik,
Kimya vb. bilim dallarinda farkli yonleriyle incelenmistir. Bu tezde 6lgiim entropi
incelenmis ve aldigimiz bir sonlu Markov yoriingesinin ve bir bilgi kaynaginin
Olgiim entropisini hesaplayip, mertebeyide hesaplama islemine katarak entropi

tahminleri bulunmug ve bunlar arasinda bir baglant1 kurulmaya ¢alisilmistir.
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5.2. Oneriler

Calismamizda sonlu bir Markov yorlngesinin, bir bilgi kaynaginin ve
durdurulmug bir dizinin entropisi incelenmigtir. Bir sonlu Markov yoriingesinin
entropi degerinin hesaplanabilmesi i¢in hangi 6zellikleri tagimasi gerekir, bunlar
incelenerek bir yoringenin entropisi hesaplanmaya caligiimistir.

Ayrica bir bilgi kaynaginin entropi degerini hesaplarken mertebe kavrami
kullanilmig ve bir yoringenin entropisi ile bir bilgi kaynaginin entropisi
karsilagtirilmigtir. Tezimizde Ekroot ve Cover (1993) ile Ash (1965)’in entropi
tanimlarinin birbirini karsiladigini bulduk ve genellemelere ulastik. Inaniyoruz ki bir
bilgi kaynaginin entropisi hesaplanirken mertebesi arttiginda kaynagin entropi degeri
orijinal entropt degerine daha cok yaklasacaktir. Ayni sekilde sonlu bir Markov
yoringesinde tepe sayisi arttik¢a orijinal entropi degerine daha cok yaklasilacaktir.

Bu problemler agik problem olarak kalir.
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OZET

Klasik ergodik teoride ve enformasyon teoride, Shannon (1948) tarafindan
onerilen entropi ifadesi uzun yillardan beri pek ¢ok yazar tarafindan incelendi.
Ozellikle Ekroot ve Cover (1993) ve Ash (1965) tarafindan verilen galigmalar ¢ogu
inceleme i¢in bir yol oldu. Ekroot ve Cover (1993) sonlu durum indirgenemez
Markov zincirlerinin ydériingelerinin entropisini verdiler. Genelde bir enformasyon
kaynaginin entropisini hesaplamak zordur. Ash (1965), Markov kaynaklarinin belli
bir sinifinin belirsizligini (entropi) inceledi. Ek olarak, bir rastgele durdurulmusg
dizinin entropi ifadesi, Ekroot ve Cover (1991) tarafindan incelendi.

Bu tez dort bolimden olusmaktadir. 1lk bolimde genelde ¢ok fazla detaya
girmeden ihtiyag duydugumuz tamm ve teoremler verilmektedir. Ikinci boliimde,
Markov zincirleri, enformasyon kaynaklari ve olcim entropi gibi bazi sonuglar
incelenmektedir. Ugiincii bolim, gerekli metot ve materyallere ayrilmaktadir.
Dordiincti bolim ¢ alt kesimden olusmaktadir. Ik alt kesimde, sonlu Markov
zincirlerinin entropisi incelenmekte ve bazi uygulamalar yapilmaktadir. Ikinci alt
kesimde, enformasyon kaynaklar1 ve bir enformasyon kaynaginin entropisi
incelenmekte ve grafikler ve tablolar yardimiyla baz1 uygulamalar elde edilmektedir.
Ayrica, birinci ve ikinci alt kesimlerde bazi karsilagtirmalar yapilarak, bir grup sonug
verilmektedir. Son alt kesimde, bir rastgele durdurulmus dizinin entropisi

incelenmektedir.
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SUMMARY

In the classical ergodic theory and information theory, the notion of entropy
proposed by Shannon (1948) has been studied by many authors for long years.
Specially the works given by Ekroot and Cover (1993) and Ash (1965) is a path for
many studies. Ekroot and Cover (1993) have given the entropy of trajectories of
finite state irreducible Markov chains. In general, the entropy of an information
source is difficult to calculate. Ash (1965) has investigated the uncertainty (entropy)
of a certain class of Markov sources. In addition, the notion of entropy of a randomly
stopped sequence has been investigated by Ekroot and Cover (1991).

This thesis is consisting of four chapters. In the first chapter generally without
going into too many details some definitions and theorems, which are needed by us,
are given. In the second chapter some basic results such as Markov chains,
information sources and measure entropy are studied. The third chapter is devoted to
necessary method and materials.

The fourth chapter contains three subsections. In the first subsection, the
entropy of finite Markov chains is investigated and some applications are done. In
the second subsection, information sources and the entropy of an information source
are studied and some applications are obtained by means of tables and graphs. In
addition, in the first and the second subsection, by making some comparisons a group
of results is given. In the last subsection, the entropy of a randomly stopped sequence

is investigated.
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