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Bu tezde q-durumlu Potts modeli için iterasyon denklemleri elde ederek denklem sistemi 

nümerik olarak incelenmiĢtir. Ġkinci mertebeden bir Cayley ağacı üzerinde en yakın 

komĢuluk,uzatılmıĢ ikinci komĢuluk ve iki seviyeli üçlü komĢuluk etkileĢimli  S={1, 2, 3, …, q} spin 

durumlu Potts modelinin lineer olmayan denklem sistemleri ve onlara karĢılık gelen faz diyagramları 

daha önceki çalıĢmalardan esinlenerek elde edilmiĢtir. Ayrıca üçüncü mertebeden bir Cayley ağacı 

üzerinde en yakın komĢuluk uzatılmıĢ ikinci komĢuluk ve iki seviye üçlü komĢuluk etkileĢimli Potts 

modelinin q=3 spin durumlu faz diyagramları incelenmiĢtir. Bu tez çalıĢmamızda genelleĢtirilmiĢ üçlü 

kronecker deltası kullanılmıĢtır. 
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In this thesis, q-state Potts model by achieving a system of equations numerically for the 

iteration equations were investigated. The second-order nearest neighbor on a Cayley tree, the second 

neighborhood and extended neighborhood of two-level interactive triple S = {1, 2, 3, ..., q} spin-state 

Potts model and their corresponding phase diagrams of systems of nonlinear equations inspired by 

earlier studies were obtained. In addition, a third-order Cayley tree extended over the second nearest 

neighbor neighborhood, and two levels of interactive three-state Potts model, q = 3 spin phase 

diagrams were investigated. In this thesis study  the generalized triple Kronecker delta has been used. 
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1.GĠRĠġ 

 

 Doğa kanunlarını anlamanın bir yolu, mikroskopik seviyedeki madde 

içeriklerinin, örneğin atom ve moleküllerin dinamik davranıĢlarının araĢtırılması ve 

görüp dokunabildiğimiz nesnelerin içeriğinde çok sayıda var olan bu atom ve 

moleküllerin davranıĢlarının belirlenmesidir. Ġstatistik mekaniğinin ve fiziğin güncel 

bir araĢtırma alanı olan bu konu, yüksek yapı seviyeli iyi organize olan bir sistem 

için matematiksel bir çerçeve imkânı sağlamakta ve çok sayıda etkileĢimli düĢük 

seviye nesnelerin yönlendirilmemiĢ hareketleri ve rastgele davranıĢlarından 

kaynaklanan davranıĢları incelenmektedir.  

 Makroskopik bazı sistemlerin davranıĢlarının farklı yönden anlaĢılması, örneğin 

suyun kaynaması ve donması gibi, atom etkileĢimleri ve yapılarının basite 

indirgenmiĢ modellerinden elde edilebilir. Ġstatistik mekanik küçük parçaçıkların 

etkileĢimli davranıĢlarını makroskopik olaylarda nasıl cerayan ettiğini 

açıklamaktadır.  

   Ġstatistik mekaniğin önemli bir örneği denge sistemlerindeki faz geçiĢ olayıdır. Bu 

olayların bazıları birbirinden bağımsız ve atomların basitçe birbiri ile olan 

etkileĢimleridir. Örneğin, bir kap içerisinde yer alan gaz moleküllerinin kap 

içerisindeki çepere devamlı oluĢturduğu basınçtır. 

   Örgü modelleri genel manada temel istatistik mekaniğin farklı yönlerini açığa 

çıkarmak için oluĢturulan karikatürlerdir, özellikle faz geçiĢ olayı ve kendiliğinden 

simetri kırılması durumunda olduğu gibi. Bütün modeller içerisinde en basiti Ising 

modelidir. Orijinalinde ferromanyetik model olarak görülen Ising modelinin, fizik, 

kimya, biyoloji, tıp, bilgisayar bilimleri ve hatta sosyoloji alanında birçok 

uygulamaları bulunmaktadır.  

 Ising, 1925 yılında kendi danıĢmanı Lenz tarafından önerilen ve bugün Ising 

modeli olarak adlandırılan modeli bir-boyutlu olarak çözmüĢtür.  Ising, bir-boyutta 

hatta herhangi bir boyutta faz geçiĢinin olmadığını öne sürmüĢtür. Fakat literatür 

özetinde de bahsedileceği gibi bu önermesinin yanlıĢ olduğu ispatlanmıĢtır (detaylı 
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literatür için kaynaklara bakınız). Potts modeli, Ising modelinin bir 

genelleĢtirilmesidir. Ising modelinde spin sayısı iki (q=2) (pozitif ve negatif -1, +1) 

iken Potts modelinde ise spin sayısı ikiden büyüktür (q>2) (sıfır 0, pozitif ve negatif -

1, +1)‟dir. 

 Örgü modelleri, özellikle faz geçiĢ olayı ve kendiliğinden simetri kırılması 

durumunda olduğu gibi, istatistik mekaniğin farklı yönlerini açığa çıkarmak için 

oluĢturulan karikatürlerdir. Bütün örgü modeller içerisinde en basit olanı Ising 

modelidir. Bu modelde yaygın olarak istatistik mekaniğin konularından birisi olarak 

incelenmektedir.   

 Hemen her zaman karĢı karĢıya bulunduğumuz doğada mevcut olan kanunları 

anlamanın bir yolu, mikroskobik seviyedeki madde içeriklerinin, örneğin atom ve 

moleküllerin dinamik davranıĢlarının araĢtırılması ve görüp dokunabildiğimiz 

nesnelerin içeriğinde çok sayıda var olan bu atom ve moleküllerin davranıĢlarının 

belirlenmesidir. Bu konu istatistik mekaniğinin güncel araĢtırma konularından 

birisidir.  

 Sonlu sayıda dala sahip olan Cayley ağacı (literatürde diğer kullanılan adı: 

Bethe örgüsü) üzerinde verilen Hamiltonyanlarla belirlenen Ising ve Potts 

modellerinin dinamik davranıĢları uzun yıllardan beri incelenmesine rağmen bu konu 

bütün detayları ile henüz çözülememiĢtir. Tez kapsamında incelediğimiz modeller 

her ne kadar temel bilimlerdeki konulara karĢılık gelen realistik modellere örnek 

teĢkil etmeseler de bu modellerimizin temel bilimlerdeki yeni problemlere ilham 

kaynağı olacağını inanmaktayız. 

 Cayley ağacı relastik yapıda bir latis olmadığı bilinmektedir. Fakat ağacın 

ĢaĢırtıcı topolojisi pek çok kez çözümün elde edilmesini mümkün kılar. Ağaç 

üzerinde pek çok problemin çözümü düzenli latislerden daha basittir ve standant 

Bethe-Pierls teoremine eĢittir (Katsura and Takizawa, 1974). 

 

 Ising modeli (ANNNI modeli) farklı Ģekillerde ortaya atılmıĢtır. Ostlund ve 

Huse (1981) de Kiral Potts modelini öne sürmüĢtür ve modüle edilmiĢ yönelim için 
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idealleĢmiĢ sistemler arasında orijinal olarak Elliot (1981) tarafından pek çok 

teknikle günümüzde yaygın olarak çalıĢmaktadır.  

 Cayley ağacı üzerinde bu modeller tanımladığı zaman, rekabetçi etkileĢimden 

oluĢan Ising modelinin durumu Vannimenus (1981) tarafından incelenmiĢtir. Çekici 

dönüĢümlerin ilginç fiziksel çözümlere karĢılık geldiğini Vannimenus (1981) 

göstermiĢtir. Bu durum tüm faz diyagramlarının detaylı çalıĢmasını ve nümeriksel 

iĢlemlerin oldukça sadeleĢtirmeyi mümkün kılmıĢtır  

 Fazların iç yapısını, fazın dengesini ve bir fazdan diğer bir faza geçiĢi faz 

diyagramı olarak ifade edilir. Cayley ağacı üzerinde aĢikar olmayan manyetik 

yönelimlerin görünümünden dolayı Potts modeli de Ising modeli gibi yaygın olarak 

çalıĢmaktadır. 

 Vannimenus (1981) en yakın komĢuluk (NN) etkileĢimleri bağlantı sabiti J ve 

uzatılmıĢ komĢuluk etkileĢimlerinin Jp bağlantı sabiti içeren bir Ising modeli 

durumunda paramanyetik ve ferromanyetik fazlar dıĢında yeni fazlarda bulmuĢtur. 

Basit nümeriksel metotlar kullanılarak kesin çözümler ile Ising modelinin daha 

detaylı çalıĢması yapılmıĢtır. 

 Bu durum yeni fazları keĢfetmek ve farklı davranıĢ tiplerini ortaya çıkarmak 

umuduyla daha karmaĢık modellerde çalıĢabileceğini belirtmektedir. 

 Cayley ağacı üzerindeki latis modellerini karĢılık gelen dinamik sistemlerin 

limit davranıĢlarını belirlemek için farklı yaklaĢımlar literatürde yer almaktadır. 

Bunlardan birisi dinamik sistemlere karĢılık gelen ayrıĢım fonksiyonlarına bağlı olan 

yinelemeleri denklemler ile alakalıdır.  

Diğeri ise Cayley ağacı üzerindeki Markov random alanlarının özellikleriyle 

ilgilidir. Çoğu sistem çözümlerinde ise dinamik sistemlere karĢılık gelen bölüĢüm 

(partition) fonksiyonlarına bağlı olan rekursif (recursive) denklemleri ile iliĢkilidir. 

Örgü modelleri için faz geçiĢ problemlerinin tam çözümünün bulunması genel olarak 

zordur. Ancak bazı yaklaĢım metotları kullanılarak tam çözümleri elde edilebilir. 

 Bu çalıĢmada, yukarıda bahsedilen birinci yaklaĢım metodu kullanılacaktır. 

Cayley ağacı üzerindeki latis modelleri için yinelemeli denklemlerin elde edilmesi 
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analizi ve bu denklemlere karĢılık gelen faz diyagramlarının bilgisayar program dili 

kullanılarak çözümlenmesi hedeflenmektedir.  

Potts modelinin ikinci ve üçüncü komĢuluklar arasındaki etkileĢmeleri de 

içeren yeni Hamilton denklemleri yardımıyla rekursif(Birbirini tekrar eden) 

denklemler Vannimenus‟den esinlenerek elde edilecek bir metotla bulunacaktır. Bu 

modeller için elde edilecek olan rekursif denklemlerin ( 1)
( )

n
iZ
  analizleri yapılacaktır.  

Daha sonra bulunan denklemler yardımı ile iterasyon denklemleri elde edilecektir. 

Burada etkileĢime bağlı olarak elde edilen ( ) ( ) ( )( ) 4
1 2 3

( , , , )
n n nnx y y y 

 

iterasyon 

denklemlerinde belli baĢlangıç değerlerine göre elde edilen denklem sistemlerin limit 

davranıĢ analizleri yapılacaktır. 

1.1. Temel Kavramlar 

 

1.1.1. Ising Modelinin Tarihçesi  

 
   Ising, 1925 yılında kendi danıĢmanı Lenz tarafından önerilen ve bugün Ising 

modeli olarak adlandırılan modeli bir-boyutlu olarak çözmüĢtür.  Orijinalinde 

ferromanyetik model olarak görülen Ising modelin, bir-boyutta hatta herhangi bir 

boyutta faz geçiĢinin olmadığını önerilmiĢtir. Ancak pek çok çalıĢmada faz geçiĢinin 

varlığı açıkça ispatlanmıĢtır. Ağaç örgüleri üzerindeki istatistik mekaniğinin önemli bir 

noktası lineer olmayan yinelemeli denklemler ile ilgilidir ve bunlar doğal olarak dinamik 

sistemlerin zengin dünyası ile bağlantılıdır. Aynı zamanda yoğun olarak çalıĢılan güncel 

bir konudur. 

Ising modelleri ilk olarak manyetik sistemler için ortaya konmakla beraber 

günümüzde çok geniĢ bir yelpazedeki araĢtırma konularının incelemesinde 

kullanılmaktadırlar. Bu sistemlere örnek olarak moleküler nanomıknatıslar, manyetik 

ince filmler, manyetik akıĢkanlar ve spin camları verilebilir. Tüm bu sistemler 

günümüz teknolojisinde büyük önem arz etmekte ve teknolojinin geliĢtirilmesine 

yönelik çalıĢmaların konusu olmaktadırlar. Örneğin kuantum bilgisinin 

depolanmasında kullanılabileceği düĢünülen moleküler mıknatıslar ileride biliĢim 

teknolojisinde devrim yapacağına inanılan kuantum bilgisayarlarında kullanılma 
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potansiyeline sahiptirler. Bu model fiziksel sistemlere ek olarak birçok disiplinler 

arası konuda da kullanılmaktadır. Bu alanlara örnek olarak ekonomi ve sosyoloji 

verilebilir. 

 Ising,  Lenz‟in öğrencisiydi ve Ising modeli olarak adlandırılan konu üzerine 

doktora tezini yazdı. Ising (1925) ,bu modeli kullanarak deneysel anlamda 

ferromanyetik maddeler hakkında bazı gerçekleri inceledi. Ising (1925), bulduğu 

sonuçların bir özetini yayımladığı zaman modelin Lenz tarafından önerildiğini 

söyledi. Lenz tarafından yayınlanan makalede modelin yüzeysel bir düĢüncesi 

verilmiĢtir.  

Ising, eksen üzerinde noktaların bir dizisini 0,1,2,… , n Ģeklinde düĢünmüĢtür. 

Her bir nokta veya köĢe de küçük bir dipol veya spin vardır. Spin verilen herhangi 

bir anda yukarı veya aĢağı durumlardan birisidir. Bu genel olarak aĢağıdaki Ģekilde 

görüldüğü gibi konfigürasyonlar formunda spin durumlarını belirtir. 

                                                                

 

 

 

        ġekil 1.1. Spinlerin herhangi bir andaki durumları  (Kindermann ve Snell, 1980) 

 

Ising (1925), tüm mevcut konfigürasyonların kümesi üzerine bir olasılık 

ölçümü yerleĢtirmiĢtir. Böyle bir ölçüm Random alanı olarak adlandırılır. Güncel 

olasılık notasyonu kullanılarak tüm dizilerin Ω uzayını en basit uzay olarak aĢağıdaki 

gibi seçilebilir. 

                                      ω = (ω0, ω1, … ωn) 

burada ωj = + veya ωj = - dir. “+” spin yukarısını “-“ spin aĢağısını belirtmektedir. 

O halde Ω üzerinde tanımlı σj spinini bir fonksiyon olarak düĢünebiliriz. Eğer ωj = + 

ise σj(ω) =1 ve eğer ωj= - ise  σj(ω) = -1‟ dir. 
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Ising (1925), Ω üzerinde bir olasılık ölçümünü aĢağıdaki Ģekilde tanımlamıĢtır. 

Her bir ω konfigürasyonu için U(ω) enerjisi; 

                        U(ω)= 

,

( ) ( ) ( )i j i

i j i

J mH                                    (1.1)                                                    

denklemi ile belirlenmektedir (Kindermann ve Snell, 1980). 

Burada ilk toplam bir ünitenin parçası olan noktaların tüm i,j çiftleri üzerinde 

alınmıĢtır. Ġlk terim, spinlerin etkileĢiminden meydana gelen enerjiyi temsil eder. 

Ising, sadece hesaba katılacak komĢu spinler arasındaki etkileĢimleri basit olarak 

toplamıĢtır. J bağlantı sabiti, düĢünülen maddenin bir özelliğidir. 

J > 0 durumu çekici durum olarak adlandırılır. Bunun sebebi etkileĢim içinde 

olan komĢu spinlerin aynı seviyede kalma eğiliminde olduğu içindir. 

J < 0 durumu itici durum olarak adlandırılır. Çünkü etkileĢim içindeki spin 

çiftlerinin birbirlerini zıt yöne itme eğiliminde oldukları içindir. 

Ġkinci terim, bir H yoğunluğunun dıĢ manyetik alanının etkisini gösterir. m>0 

sabiti, maddenin bir özelliği olup çekici durumda, ilk terimdeki tüm spinlerin 

yönelimleri yukarı olduğu zaman minimum enerjiye katkı sağlamaktadır. Ġkinci 

terimde ise tüm spinlerin yönü dıĢ alanla aynı yönde olursa minimum enerjiye katkı 

sağlamaktadır. 

Ising (1925), ω konfigürasyonları için olasılıkları; 

                                      
1

( )U
kTe



                                                                        (1.2)              

Ģeklindeki bir oran ile belirlemiĢtir (Kindermann ve Snell, 1980).                       

     Burada T sıcaklık ve k bir evrensel sabittir. Ω üzerinde ki olasılık ölçümü;  

                                      P(ω) =     

1
( )U

kTe

Z



                                                        (1.3) 

burada normalleĢtirme sabiti Z ise; 
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                                           Z = 

1
( )U

kTe






                                                        (1.4) 

Ģeklinde tanımlanmıĢtır. Burada Z ayrıĢım fonksiyonu olarak adlandırılmaktadır 

(Kindermann ve Snell, 1980). Bu ölçümü düĢünmenin yararlı bir yolu aĢağıdaki gibi 

açıklanmıĢtır. Her bir i noktasıyla iliĢkili bir Ui enerjisi; 

                                    Ui(ω) = 
1

( ) ( ) ( )
2

i j i

i j

J
mH     

 


                       (1.5)  

Ģeklindedir (Kindermann ve Snell, 1980). 

O halde                        P(ω) = 

1
( )1 U

kT

i

e
Z



                                               (1.6) 

Ģeklinde yazılabilir (Kindermann ve Snell, 1980). Bu yüzden bir konfigürasyonun 

göreceli olasılığı, tüm noktalar üzerinde bir çarpım olarak basit bir Ģekilde elde 

edilebilir ve noktanın ağırlığını belirlemek için her bir noktada var olan enerji 

kullanılmaktadır. 

Ġki boyutlu bir latis üzerinde tipik bir konfigürasyon aĢağıdaki Ģekilde 

düĢünülmüĢtür (Kindermann ve Snell, 1980). Bir nokta ve bu noktanın komĢusu 

arasındaki etkileĢimle enerji tanımlanmıĢtır. Olasılık ölçümü de (1.2), (1.3) ve (1.4)‟ 

de olduğu gibi tanımlanmaktadır. AĢağıdaki Ģekilde iki boyutta sınır olmaksızın bir 

noktanın 4 komĢusu vardır.  

+  + - - + - -  + + - + - + ++ 

+ + - + + - + - + - + - + + + 

+ + + + - - - + + + - - + + + 

+ + + + + - - - - + + + + + + 

+ + - - - - -+ + - + - + -  -  + 

ġekil 1.2. Spin durumları (Kindermann ve Snell, 1980) 
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Ising (1925), sadece manyetik yorumu dikkate alırken bu model birçok fiziksel 

ve biyolojiksel alanda da örneğin gazlar, ikili alaĢımlar ve hücre yapılarında da 

uygulanabilir olarak bulunmuĢtur. 

Sosyolojik olarak Potts modelinin bir uygulaması, Weidlich (1971) tarafından 

yapılmıĢtır. Burada bir grup insan düĢünülmüĢtür. Ġnsanların her birinin durumu 

verilen bir anda ya özgürlükçü (aĢağı) ya da tutucu (yukarı) olarak seçilmiĢtir. 

Burada meydana gelecek enerji gerilim olarak adlandırılmıĢtır. (1.1)‟ deki birinci 

ifade insanların etkileĢimlerinden meydana gelen gerilimdir. Buradaki dıĢ alan ise 

hükümetin özgürlükçü ya da tutucu durumu olabilir. 

Eğer tüm insanlar birbirleriyle ve hükümet ile aynı fikirde iseler minimum 

gerilim meydana gelmektedir. Tabi ki böyle bir uygulamada özel komĢulukların ve 

düzenli latis için sınırlamanın ihmal edilmesi gerekebilir (Weidlich, 1971).  

 

1.1.2. Potts  Modelinin Tarihçesi  

 

Potts modelinin kökeni 1900 yılların ortalarına dayanmaktadır. Cyril Domb, 

doktora öğrencisi Renfrey B. Potts‟a bu modeli doktora tez konusu olarak önermiĢtir. 

Bir sistem içindeki çeĢitli elemanların davranıĢlarını göstermek için matematiksel bir 

model kullanılan ilk kiĢiler arasında Julius Ashkin ve Edward Teller (Baxter , 1982), 

vardır. 

 Ashkin ve Teller‟in kurduğu temel ile Potts,  çok faydalı bir model inĢa 

etmiĢtir ve bu önemli modeli 1952 yılında yayınlandığı çalıĢmada açıklamıĢtır. 

Modelin formu günümüzde q- durumlu potts modeli olarak bilinmektedir  

 Potts modeli, ikiden fazla bileĢen (q>2) için Ising modelinin bir 

genelleĢtirimesidir. Ayrıca istatistiksel fizikte ki pek çok problemin çözümünü Potts 

modeli içermektedir (Wu,1982). 

 Potts modeli kompleks sistemlerin stokastik sonuçlarını tahmin etmek için 

bilim adamları ve matematikçiler tarafından kullanılmaktadır. Bundan dolayı Potts 

modeli kullanılarak istatistiksel mekanik alanında pek çok uygulama yapılmaktadır. 
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 Potts modeli sistem elemanlarının birbirleriyle olan etkileĢimlerini 

incelemektedir Potts modeli fizik,  kimya, biyoloji ve sosyoloji gibi alanlarda çok 

geniĢ uygulama sahasına sahip kullanıĢlı bir matematiksel modelleme aracı olarak 

görev görmektedir. 

1.1.3. Örgü Modelleri (Latis) 

 

Örgü modelleri, geometrik örgü Ģekillerine veya modellerine denir. Örgü 

modelleri sonlu, sonsuz veya periyodik olabileceği için bunlar değiĢik Ģekillerde 

isimlendirilebilir. 

Örgü modelleri düzenli bir yapıya sahiptir. AĢağıdaki gibi bazı genel latis 

örnekleri verilebilir. 

 

 

ġekil 1. 3.  Petek latisi 
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ġekil 1. 4.  Kare latisi 

 

 

ġekil 1. 5.  Üçgen latisi 
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1.1.4.  Grafikler (Graf Yapısı) 

 

 G=(˄,˅) ikilisi genel bir grafı temsil eder. Burada ˄ ,G grafı üzerindeki 

kenarların kümesini, ˅ ise G grafı üzerindeki köĢe noktalarının kümesini temsil eder.  

Eleman çiftleri arasındaki potansiyel etkileĢimleri kenarlar temsil eder, bir nesnenin 

veya sistemin iç elemanlarını ise köĢe noktaları ifade etmektedir.   

 

ġekil 1. 6.  Genel bir graf örneği (Beaudin, 2007) 

  

Tanım 1.1.1. iki köĢe noktası ,x y V  olmak Ģartıyla bir kenarla bu noktalar 

birbirine bağlanabiliniyorsa bu iki köĢe noktası birbirinin komĢusudur denir.  

Tanım 1.1.2. Bir graf tarafından modellenebilen nesnelerden meydana gelen yapıya 

kompleks sistem denir. 

 Ġnsanlar, hayvanlar, bitkiler, hücre organizasyonları ve atomlar kompleks 

sistemlere örnek olarak verilebilir. 

Tanım 1.1.3. Herhangi iki köĢe arasındaki kenarlarının bir yolu mevcut olan graf 

içindeki köĢelerini maksimum alt kümesi, bir G grafının birbirine bağlı bir 

bileĢenidir. 

1.1.5. Cayley Ağacı 

 Cayley Ağacı oluĢturulurken merkezi bir “0” noktasından baĢlar ve tümü “0” 

noktasına bağlı bir q nokta ilave edilir. Bu q noktaları takımı birinci kabuk (shell) 
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olarak adlandırılır. Daha fazla kabuk oluĢturmak için r.  kabukta bir nokta alınır ve 

bu noktaya 

 (q-1) tane yeni nokta eklenir. Bu iĢlem r.  kabuktaki bütün noktalar için yapılır ve bu 

yeni noktalar takımı  (r+1).  kabuk olarak adlandırılır. 

 Bu Ģekilde iterasyonel olarak ilerleyerek; 2,3, . . . , n kabukları oluĢturulur. 

Burada sınır noktaları hariç her bir noktanın q tane en yakın komĢusu vardır. r.  

kabukta 1( 1)rq q   nokta ve grafikteki toplam nokta sayısı 

[( 1) 1]

( 2)

nq q

q

 

                                                     
 1.7  

ile verilir n. Kabuktaki noktalar sınır noktalarıdır. Bunların sadece birer tane 

komĢuları olması nedeniyle diğerlerinden farklıdır,  fakat diğer bütün noktaların (iç 

noktalar) her birinin q tane komĢusu vardır.  Bu Ģekildeki bağlantısız olarak 

oluĢturulan grafik Cayley Ağacı olarak tanımlanır.  

 

ġekil 1. 7.  Ġkinci mertebeden üç kabuklu Cayley ağacı 
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ġekil 1. 8. Üçüncü merteben üç kabuklu Cayley Ağacı 

 

Cayley ağacının diğer bir tanımı ise; 

 k-mertebeden (k≥1) Cayley ağacı 
k , her bir köĢe kenarından (

0X hariç) k+1 

tane kenarın sonsuz Ģekilde uzandığı bir latis modelidir. 
k  =(˅.˄) Ģekilde ifade 

edilen Cayley ağacı için köĢe noktalarının kümesini ˅ ve kenarının kümesini ise ˄ ile 

gösterilmektedir. 

 ,x y v  olmak üzere x ve y arasındaki en kısa yol üzerindeki kenarların 

sayısı, d(x.y) olarak tanımlanır. 
0X V herhangi belirlenmiĢ bir nokta olmak üzere 

bu noktaya göre seviyeler kümesi  0( ( , ))nW x V d x x n    ve 

 0( ( , ))nV x V d x x n   Ģeklinde tanımlanır.  
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ġekil 1. 9 . Ġkinci mertebeden yarı-sonsuz bir Cayley ağacı (Gök, 2011). 

 

1.1.6. Cayley Ağacı Üzerindeki KomĢuluklar  

 

 Cayley ağacı üzerinde, en yakın komĢuluk, bir seviye ikinci komĢuluk, 

uzatılmıĢ ikinci komĢuluk, iki seviye üçlü komĢuluk ve uzatılmıĢ üçlü komĢuluklar 

vardır.  

 Eğer iki köĢe nokta x ve y yi birleĢtiren bir kenar varsa “ en yakın komĢuluk “ 

olarak tanımlanır ve <x,y> Ģeklinde ifade edilir. 

                          

 

ġekil 1. 10. En yakın komĢuluk olan x,y köĢe noktaları 
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UzatılmıĢ ikinci komĢuluk ise x,y V köĢe noktaları arasındaki uzaklığın 

d(x,y)=2 olmasıdır. UzatılmıĢ ikinci komĢuluğun iki farklı durumu vardır. Bunlardan 

birine bir seviye ikinci komĢuluk adı verilir ve ,x y   Ģeklinde gösterilir 

 

ġekil 1. 11. Bir seviye ikinci komĢuluk olan x ve y köĢe noktaları (Gök, 2011). 

 

Diğerine ise uzatılmıĢ ikinci komĢuluk adı verilir ve ,x y   ile gösterilir. ġekli 

aĢağıdaki gibidir. 

 

ġekil 1. 12. UzatılmıĢ ikinci komĢuluk olan x, y köĢe noktaları (Gök, 2011). 
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Üçlü komĢuluklar ; , ,x y z V köĢe noktaları arasında <x,y> ve <y,z> , 

x z olacak biçimde en yakın komĢuların var olmasıdır. Üçlü komĢuluklar ikiye 

ayrılır. Birincisi iki seviye üçlü komĢuluktur ve <x,y,z> Ģeklinde gösterilir. Burada x 

ve z aynı seviyededir.   

 

ġekil 1. 13. Ġki seviye üçlü komĢuluk olan x,y,z köĢe noktaları (Gök, 2011). 

 

 Diğer durum ise; uzatılmıĢ üçlü komĢuluktur. , ,x y z    Ģeklinde gösterilir. 

Burada nx W , 1ny W  ve 2nz W   biçimde ifade edilir.  

 

ġekil 1. 14. UzatılmıĢ üçlü komĢuluk olan x,y,z köĢe noktaları (Gök, 2011). 
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1.1.7. Spin Değerleri Kümesi S 

 

 Potts modelinde genel olarak spin kümesi S={1, 2, 3, …, q} olarak 

kullanılmaktadır. Ising modeli için spin kümesi iki bileĢenden meydana gelir yani 

S={+1, -1} dir.  Burada q=|S|‟dir. q=2 spin durumunda Potts modeli olarak 

bilinmektedir. 

 Pozitif veya negatif (magnetik moment),yukarı, aĢağı veya diğer yönler(yön), 

mavi sarı, kırmızı veya diğer renkler (renk) genel spin kümesine örnek olarak 

verilebilir. 

 
 

ġekil 1. 15.Yönelim durumları 
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1.1.8.  Kronecker Sembolü   
 

    kronecker sembolüdür. GenelleĢtirilmiĢ üçlü kronecker sembolü  

( ) ( ) ( )

1, ( ) ( ) ( )

1
, ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

0,

x y z

x y z

x y z veya x y z

aksitakdirde

  

  

      

 



    

                       

(1.8)

 

ġeklinde ifade edilir. Burada ( ), ( )x y   ve ( )z köĢelere atanan spinin değeridir. 

 

1.1.9. Potts Modelinin Uygulamaları 

 

 Potts model mikroskopik özelliklerden makroskopik özelliklere kadar günlük 

hayatta gözlemlenebilen olaylarla ilgili faydalı bir sistem sunar. 

 Potts model biyoloji, fizik,  sosyoloji,  tıp,  mühendislik ve bilgisayar 

bilimlerinde birçok uygulama alanına sahiptir. Bu bölümde biyolojik, fiziksel ve 

sosyolojik uygulamalardan bahsedilecektir (Beaudin, 2007) ilk olarak tümörlerin 

büyüme Ģeklini izlemek için kullanılan Potts modeli uygulamasına değinilecektir. 

 Potts modelinin biyolojik uygulaması kanserli bir tümörün büyümesi ile 

ilgilidir. “Besin  etkinliği ile ilgili tümör büyümesinin ayrı bir örneklenmesi” adlı 

makalelerinde Sun ve ark. (2004) yaptıkları deneyi izah etmiĢlerdir. 

 Deney ilk olarak Ģekil(1.16) deki gibi bir latisin incelenmesiyle baĢlamıĢtır. 
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1 1 3 3 5 5 

1 1 3 3 5 5 

1 2 3 3 5 5 

2 2 2 4 4 4 

2 2 2 4 4 1 

2 2 2 4 1 1 

 

                                 ġekil 1. 16.  Ġnsanın biyolojik hücrelerini temsil eden latis 

 

 Tek bir hücreyi temsil eden, aynı spinlerle birleĢen latis bölgeleridir. ġekil () 

de 6 tane hücre vardır. Hücrelerin 2 tanesi 1 ile ifade edilen aynı tip hücrelerdir.  Bu 

deneyde kullanılan Hamiltonyen denklemi aĢağıdaki gibidir  

H = 
2

( ) ( ) ,{1 } ( ) ( , )
İJ İJ İJ İ J

T

ij ij

J v V Kp i j      


 
 

      

 Deneyde hücre tipi ( )ij  ile gösterilmektedir ve J değeri hücrenin türüne 

göre değiĢmektedir. Hücrenin deformasyonu ve büyüme enerjisi 2( )Tv v   ile 

gösterilmektedir. Hücreye herhangi bir dıĢ etki olmadığı andaki hacmi  Tv  değeridir. 

Sonuç olarak ij durumunda ve ne kadar besin var olduğunu P(i,j) göstermektedir. 

 Bu deneyde gerçekçi bir hücre döngüsünün geliĢimi hücre bölünmeleri ve 

çevre besinin kontrolü olmak üzere üç aĢama vardır. Burada hücre bölünmesi 

zamanın bir fonksiyonu olarak düĢünülmüĢtür. Ayrıca deneydeki tek besin kaynağı 

tümörün sol tarafındaki toplardamardır. Tüm değerin belirlenmesi ve ne kadar tümör 

büyüklüğü Monte-Carlo simülasyonları ile incelenebilir. 

Bu simülasyon aĢağıdaki Ģekilde görüldüğü gibidir. 
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ġekil 1. 17. Tümör büyüme deneyinin sonuçları (Sun ve ark. 2004) 

 

 Sun ve ark. (2004) deneyin sonunda önemli iki sonuç bulmuĢlardır. 

Bunlardan birisi tümör toplardamara doğru yol almaktadır. Diğeri ise,  baĢlangıç 

seviyesinde tümör büyümesinin üstel Ģeklinde artmasıdır. 

 Sosyolojik uygulaması insan davranıĢlarını incelemektedir. Fouladvand ve 

ark.(2005) Ģehirlerinin iç mahallelerindeki Ghetto‟lar için Potts modeli gibi bir model 

kullanmıĢlardır. Bu deney schelling (2005) deneyinin genelleĢtirilmiĢ Ģeklidir. 

 

ġekil 1. 18.  Ġnsan davranıĢları (Beaudin, 2007) 
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 Potts modeli aĢağıdaki yöntemlerle insan davranıĢlarını belirlemek için 

düĢünülmüĢtür. Ġnsanların komĢuluklarını, Ģehirlerini, iĢlerini veya insanların 

birbirleriyle etkileĢtikleri diğer durumları belirlemek için bir latis kullanılmıĢtır. Bu 

deneyde kullanılan gruplar; yaĢlı insanlar, üniversiteli oda arkadaĢları, büyük 

çocuklu aileler ve küçük çocuklu ailelerdir. Burada yaĢlılar 1, üniversiteli oda 

arkadaĢları 2, büyük çocuklu aileler 3, küçük çocuklu aileler 4 ile gösterilmiĢtir. 

BaĢlangıç latisi aĢağıdaki Ģekildeki gibidir. 

 

 

 

1 2 3 4 1 

2 2 1 2 3 

4 1 3 4 2 

3 3 2 4 4 

1 3 4 2 1 

 

                                 ġekil 1. 19. Dört farklı grup ile oluĢan komĢuluk 

 

Dört grubun üyeleri yokluklarında yaĢayacak olan insanlar hakkında tercih 

haklarına sahiplerdir. Örneğin çocukları evlerinden uzaklaĢmaması için küçük 

çocuklu aileler birbirlerine yakın yaĢamayı istemektedirler. 

 Sonuç olarak ayrımcılık oluĢumunda rol oynayan tercihleri görebilmekteyiz. 

 Son olarak Potts modelinin fiziksel uygulaması “akıĢkan köpükler içindeki 

yapıĢkan kararsızlıklar: Hücresel bir Potts modeli” adlı makalede Sanyal ve Glazier 
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(2006) tarafından yapılmıĢtır köpük akıĢkanın pek fazla uygulama alanına sahip 

olmadığı düĢünülebilir fakat petrol elde etme, yangınla mücadele ve mayalanma gibi 

pek çok uygulama alanı vardır. 

 

ġekil 1.20. Potts modelin fiziksel uygulamasında yangınla mücadele (Beaudin, 2007) 

 

 Köpük akıĢkanın hızı arttıkça ne gibi değiĢiklikler meydana geleceğini 

görmek için Sanyal ve Glazier (2006) Ģekil (1.21) deki gibi bir latisi inceleyerek 

deney yapmıĢlardır.  

1 1 2 2 

1 2 2 3 

4 4 3 3 

4 3 3 3 

3 3 3 3 

ġekil 1. 21. Köpükleri incelemek için kullanılan latis 
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Deneyde kullanılan Hamiltonyen denklemi aĢağıdaki gibidir.  

 

                        H = 

2(1 ) ( )
Jİ n n

ij n

J a A     
                    

(1.9)  

 

Burada nA  değeri baloncuk üzerinde hiçbir etkinin olmadığı andaki baloncuk 

yüzeyindeki alanı na  de baloncuğun Ģu andaki yüzey alanını göstermektedir.   

değeri ise baloncuk üzerindeki sınırlanan alan geniĢliğini ifade etmektedir. 

 AraĢtırmacılar deneyin sonunda köpüğün kontrolsüz olarak akıĢmaya 

baĢladığı yerde kritik bir hızın var olduğunu ispatlamıĢlardır. Ayrıca köpük içerisinde 

tek büyük bir baloncuk izlenerek büyük köpüklerin küçük köpüklerden daha hızlı 

aktığını tespit etmiĢlerdir. 
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2. ÖNCEKĠ ÇALIġMALAR 

 

  Ising modeli ilk olarak manyetik sistemler için ortaya konmakla beraber 

günümüzde çok geniĢ bir yelpazedeki araĢtırma konularının incelemesinde 

kullanılmaktadırlar. Bu sistemlere örnek olarak moleküler nanomıknatıslar, 

manyetik ince filmler, manyetik akıĢkanlar ve spin camları verilebilir. Tüm bu 

sistemler günümüz teknolojisinde büyük önem arz etmekte ve teknolojinin 

geliĢtirilmesine yönelik çalıĢmaların konusu olmaktadırlar. Örneğin kuantum 

bilgisinin depolanmasında kullanılabileceği düĢünülen moleküler mıknatıslar ileride 

biliĢim teknolojisinde devrim yapacağına inanılan kuantum bilgisayarlarında 

kullanılma potansiyeline sahiptirler. Bu model fiziksel sistemlere ek olarak birçok 

disiplinler arası konuda da kullanılmaktadır. Bu alanlara örnek olarak ekonomi ve 

sosyoloji verilebilir. 

     Domb tarafından ilk olarak önerilen, Potts modeli, Ising modelinin bir 

genelleĢtirilmesidir. Ising modelinde spin sayısı q=2 iken Potts modelinde ise spin 

sayısı ikiden büyüktür (q>2). Potts modelinin yayınlandığı yıllarda bu problem fazla 

ilgi çekmemiĢtir. Ancak son yıllarda, modelin içerik olarak çok zengin olmasından 

dolayı, çok sayıda matematikçi ve fizikçi tarafından incelenmektedir, hatta kimya, 

biyoloji, sosyoloji ve bilgisayar bilimleri alanlarında birçok uygulamaları 

bulunmaktadır. 

    1981 yılında Vannimenus en yakın ve uzatılmıĢ en yakın etkileĢimli Ising 

modeli için bir module edilmiĢ (modulated) faz diyagramının varlığını ispatlamıĢtır. 

Yazar çoklu-kritik Lifshitz noktanın sıfır sıcaklıkta olduğunu göstermiĢtir. Bu 

çalıĢmadan itibaren pek çok araĢtırmacı modellerinin faz diyagramları ve Lifshitz 

noktalarının bulunması problemi ile ilgilenen Cayley ağacı üzerinde en yakın ve 

uzatılmıĢ en yakın etkileĢimli Ising ve Potts diler. Potts modeli ile ilgili ayrıntılı bir 

çalıĢma için Wu kaynak gösterilebilir.  

    1983 yılında Inawashiro ve ark. Vannimenus‟ten bağımsız olarak en yakın 

komĢuluk ve uzatılmıĢ (prolonged) sonraki en yakın komĢuluk etkileĢimli Ising 
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modelini, Jp=Jo durumunda incelemiĢlerdir, burada Jo bir-seviyeli sonraki en yakın 

komĢuluk etkileĢimidir. Mariz ve ark. bu sonuçları bir-seviyeli sonraki en yakın 

komĢuluğa dıĢ manyetik alanı da ilave ederek genelleĢtirmiĢlerdir. En yakın 

komĢuluk ve üçlü komĢuluk etkileĢimli Potts modelin faz geçiĢlerinin olup 

olmadığını araĢtırmak için Ganikhodjaev ve ark. matematiksel analizler yapmıĢlardır.   

   2008 yılında Ganikhodjaev ve ark. Cayley ağacı üzerinde iki mertebeli sonraki en 

yakın komĢuluk ve en yakın komĢuluk etkileĢimli üç durumlu Potts modelin faz 

diyagramını incelemiĢlerdir. Bu çalıĢmada yazarlar Vannimenus‟un bulduğu 

paramanyetik, ferromanyetik ve modulated fazlara ilave olarak paramodulated diye 

adlandırılan yeni fazın varlığını nümerik olarak göstermiĢlerdir. Bu yeni fazı, 

modulated fazın içinde kalan sıfır ortalama magnetizasyon ile karakterize etmiĢlerdir.  

Potts  modeli için elde edilen bu faz çeĢidi Ising modelinden farklıdır.  

     

Konunun tarihi akıĢını hızlıca aĢağıdaki Ģekli ile özetleyebiliriz. 

1925 yılında Ernst Ising ferromanyetizmayı bir boyutta açıklayan Ising 

modelini kurmuĢtur (Ising, 1925). Daha sonraki yıllarda bu modeli 2 ve 3 boyuta 

geniĢletip 2 boyutta kritik sıcaklık için matematiksel olarak tam değer bulmuĢtur. 

 Ernst Ising doktora tezinde hocası Wilhelm Lenz tarafından önerilen 

manyetik faz geçiĢi problemini incelemiĢtir.  Tezinde manyetik momentlerin bir 

zincir üzerindeki özel dizilimini araĢtırmıĢtır.  Bu dizilimde momentlerin özel olarak 

sadece aĢağı ve yukarı yönelimlere sahip olduğu ve sadece en yakın komĢuları ile 

çiftler halinde etkileĢtirdiği varsayıldı. Ising,  bir boyutta sadece sıfır sıcaklıkta 

manyetik faz geliĢimini olduğu göstermiĢtir (Ising,1925).  

 1941 yılında Hendrik Kromers ve Gregery Wannier dıĢ manyetik alan 

olmaması durumunda Keve Latis için kritik sıcaklık değerini veren bir ifade 

bulmuĢtur (Kramers ve Wannier, 1941). 

 1960 yılında Cyril Domb tarafından Ising modelini 2 boyutta bal peteği ve 

üçgen latis için kesin çözümü bulmuĢtur (Domb, 1960). 
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 Potts modeli, ilk olarak Domb tarafından önerilmiĢtir (Potts, 1952). Ising 

modelinde spin sayısı q=2 iken Potts modelinde spin sayısı ikinden büyüktür (q>2). 

Yani Potts modeli Ising modelinin bir genelleĢtirmiĢ halidir. En yakın ve uzatılmıĢ en 

yakın etkileĢimleri Ising modeli için Vannimenus (1981) ispatlamıĢtır. 

   Bir seviyeli sonraki en yakın komĢuluk etkileĢimine dıĢ manyetik alanı da 

ilave ederek önceki sonuçları Meriz ve ark. (1985) genelleĢtirmiĢlerdir.    

 Ganikhadjaev ve ark. (2008) en yakın komĢuluk ve üçlü komĢuluk Potts 

modeline faz geçiĢlerinin olup olmadığını araĢtırmak için matematiksel analizler 

yapmıĢlardır.  Ganikhodjaev ve ark. (2009) iki mertebeli sonraki en yakın komĢuluk 

ve en yakın komĢuluk etkileĢimli üç durumlu Potts modelinin faz diyagramını 

Cayley ağacı üzerinde incelemiĢlerdir. Vannimenus bulduğu ferromanyetik, 

paramanyetik ve modulated fazlara ek olarak paramodüle edilmiĢ fazın da varlığını 

nümerik olarak çözmüĢlerdir.  Hamiltonyen denklemi ile elde edilen Potts modelinin 

faz diyagramını delphi bilgisayar programlama dili yardımıyla Ganikhodjaev ve ark.  

(2009, 2011) elde etmiĢlerdir.  

Bu çalıĢmalardan yola çıkarak, bu tezde yeni bir yaklaĢımla q-durumlu Potts 

modeli için iterasyon denklemli elde ederek denklem sisteminin nümerik incelemesi 

yapılacaktır. 
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3. MATERYAL ve YÖNTEM 

3.1. Materyal 

 

   Örgü modelleri genel manada temel istatistik mekaniğin farklı yönlerini açığa 

çıkarmak için oluĢturulan geometrik karikatürlerdir. Özellikle bazı örgü modelleri 

üzerindeki faz geçiĢ olayı araĢtırılan sorulardandır. Bu olayların bazıları birbirinden 

bağımsız ve atomların basitçe birbiri ile olan etkileĢimleridir. Ferromanyetik model 

olarak görülen Ising modelin, fizik, kimya, biyoloji, tıp, bilgisayar bilimleri ve hatta 

sosyoloji alanında birçok uygulamaları ve çözüm yaklaĢımları bulunmaktadır. Bu 

çalıĢmamızda kullanılan materyaller konu hakkında yapılmıĢ olan çalıĢmalar, 

çalıĢmanın yazarlarından, kütüphaneden veya internet aracılığıyla temin edilmiĢtir. 

Kullanılan kaynak kitaplar ise danıĢman hocamızdan temin edilmiĢtir. 

 

3.2.  Yöntem 

ÇalıĢmamızda temel olarak Cayley ağacı üzerinde Ising modelinin bir 

genelleĢtirilmesi olan Potts modelinin ikinci ve üçüncü komĢuluklar arasındaki 

etkileĢmeleri de içeren yeni Hamilton denklemleri yardımıyla rekursif denklemler 

bulunacaktır. Bu modeller için elde edilecek olan rekursif denklemlerin 
( 1)

( )
n

iZ


 

analizleri yapılacaktır.  Daha sonra bulunan denklemler yardımı ile iterasyon 

denklemleri elde edilecektir. Burada etkileĢime bağlı olarak elde edilen 

( ) ( ) ( )( ) 4
1 2 3

( , , , )
n n nnx y y y 

 

iterasyon denklemlerinde belli baĢlangıç 

değerlerine göre elde edilen denklem sistemlerin limit davranıĢ analizleri 

yapılacaktır.   

 Önceki çalıĢmalar incelenerek uygulanan metotlar hakkında bilgi edinilmiĢtir. 

Ġncelenen kaynaklar değerlendirilerek ilave sonuçlar bulunmuĢtur. Uğuz ve ark. 

(2010) Ganikhodjaev ve ark. (2009) ın yaptığı çalıĢmalardan faydalanılmıĢtır. Ġkili ve 

üçlü etkileĢimli bir Potts modelinin faz diyagramını  1,2,3}s   spin durumunu 

değiĢtirerek Temir ve ark. (2010) incelenmiĢtir.  Ayrıca farklı bir Hamiltonyen 
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denklemi düĢünülerek modelin faz diyagramını Ganikhodjaev ve ark. (2009) 

bulmuĢlardır. 

 Bu çalıĢmada, üçüncü mertebeden bir Cayley ağacı üzerinde en yakın 

komĢuluk, uzatılmıĢ ikinci komĢuluk ve ikinci seviye üçlü komĢuluk 

etkileĢimlerinden meydana gelen potts modelinin faz diyagramları incelenmiĢtir.  

Ayrıca ikinci mertebeden Cayley ağacı üzerinde ikili ve üçlü etkileĢimli keyfi q 

durumlu Potts modelinin faz diyagramları incelenmiĢtir   

 Bu tezde, önceki çalıĢmalardan farklı olarak üçlü kronecker sembolü 

kullanılmıĢtır. Faz diyagramlarını görebilmek için iterasyon denklemleri mantığıyla 

çalıĢan bilgisayar programlama dilinden faydalanılmıĢtır.  

Ġterasyon denklemlerinde, denklemlerin iteratif çözümünün yakınsaklık 

koĢulunu sağlayabilmesi için, 10.000 ve üzerinde iterasyon yapılarak yüksek 

performanslı bilgisayarlarda hesaplamaların uzun süreli çalıĢmaları gerekmektedir.



 

4.ARAġTIRMA BULGULARI ve TARTIġMA                                                      HASAN DOĞAN 

 

29 
 

4. ARAġTIRMA BULGULARI ve TARTIġMA 

 

4.1. Üçüncü Mertebeden Cayley Ağacı Üzerindeki Potts Modelin Temel 

Denklemleri 

 

 Bu kısımda Cayley ağacının mertebesi olan k=3 ve spin değerleri kümesi üç 

elemanlı olacak Ģekilde  S={1, 2, 3} olarak alınacaktır. 

 En yakın komĢuluk, uzatılmıĢ ikinci komĢuluk ve iki seviye üçlü komĢuluk 

etkileĢimli 3-durumlu Potts modelinin Hamitonyen denklemi; 


( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( )

, , ,,

( ) T x y z P x y x y

x y z x yx y

H J J J         
    

     
                   

(4.1.1)  

Ģeklinde tanımlıdır. 

 Kronecker deltası; 

( ) ( ) ( )

1, ( ) ( ) ( )

1
, ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

0,

x y z

x y z

x y z veya x y z

aksitakdirde

  

  

      

 



    

                           

(4.1.2)

 

 

Ģeklindedir. 

 Toplam ayrıĢım fonksiyonu; 

0 1, 2 3

3
1 2 3

, , , 1 0

n n

i i i i

i i i
Z Z

i

 
  

 
  

biçiminde tanımlıdır. 

 AyrıĢım fonksiyonları ilk olarak hesaplanacaktır. 

k= 3 ve S={1, 2, 3} olduğu için 81 tane toplam ayrıĢım fonksiyonu vardır. Bunlar; 
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9 3
1 1 1

(1,1) (1,1) (1,1)
1

n n n nZ a c Z Z Z
 

 
 

 

6 2
1 1 2

(1,1) (1,1) (1,2)
1

n n n nZ a c Z Z Z
 

 
 

 

6 2
1 1 3

(1,1) (1,1) (1,3)
1

n n n nZ a c Z Z Z
 

 
 

 

6 2
2 1 1

(1,2) (1,1) (1,1)
1

n n n nZ a c Z Z Z
 

 
 

 

6 2
1 2 1

(1,1) (1,2) (1,1)
1

n n n nZ a c Z Z Z
 

 
 

 

6 2
3 1 1

(1,3) (1,1) (1,1)
1

n n n nZ a c Z Z Z
 

 
 

 

6 2
1 3 1

(1,1) (1,3) (1,1)
1

n n n nZ a c Z Z Z
 

 
 

 

9/2
1 2 2

(1,1) (1,2) (1,2)
1

n n n nZ a c Z Z Z
 

 
 

 

9/2
2 1 2

(1,2) (1,1) (1,2)
1

n n n nZ a c Z Z Z
 

 
 

 

9/2
2 2 1

(1,2) (1,2) (1,1)
1

n n n nZ a c Z Z Z
 

 
 

 

9/2
2 2 2

(1,2) (1,2) (1,2)
1

n n n nZ a c Z Z Z
 

 
 

 

3
1 2 3

(1,1) (1,2) (1,3)
1

n n n nZ a c Z Z Z
 

 
 

 

3
1 3 2

(1,1) (1,3) (1,2)
1

n n n nZ a c Z Z Z
 

 
 

 

3
3 1 2

(1,3) (1,1) (1,2)
1

n n n nZ a c Z Z Z
 

 
 
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3
2 1 3

(1,2) (1,1) (1,3)
1

n n n nZ a c Z Z Z
 

 
 

 

3
2 3 1

(1,2) (1,3) (1,1)
1

n n n nZ a c Z Z Z
 

 
 

 

3
3 2 1

(1,3) (1,2) (1,1)
1

n n n nZ a c Z Z Z
 

 
 

 

3/2
2 2 3

(1,2) (1,2) (1,3)
1

n n n nZ a Z Z Z
 

 
 

 

3/2
2 3 2

(1,2) (1,3) (1,2)
1

n n n nZ a Z Z Z
 

 
 

 

3/2
3 3 2

(1,3) (1,3) (1,2)
1

n n n nZ a Z Z Z
 

 
 

 

9/2
1 3 3

(1,1) (1,3) (1,3)
1

n n n nZ a cZ Z Z
 

 
 

 

9/2
3 1 3

(1,3) (1,1) (1,3)
1

n n n nZ a cZ Z Z
 

 
 

 

9/2
3 3 1

(1,3) (1,3) (1,1)
1

n n n nZ a cZ Z Z
 

 
 

 

3/2
2 3 3

(1,2) (1,3) (1,3)
1

n n n nZ a Z Z Z
 

 
 

 

3/2
3 2 3

(1,3) (1,2) (1,3)
1

n n n nZ a Z Z Z
 

 
 

 

3/2
3 3 2

(1,3) (1,3) (1,2)
1

n n n nZ a Z Z Z
 

 
 

 

9/2
3 3 3

(1,3) (1,3) (1,3)
1

n n n nZ a Z Z Z
 

 
 

 

9/2
1 1 1

(2,1) (2,1) (2,1)
2

n n n nZ a Z Z Z
 

 
 
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9/2
1 1 2

(2,1) (2,1) (2,2)
2

n n n nZ a cZ Z Z
 

 
 

 

3/2
1 1 3

(2,1) (2,1) (2,3)
2

n n n nZ a Z Z Z
 

 
 

 

9/2
2 1 1

(2,2) (2,1) (2,1)
2

n n n nZ a cZ Z Z
 

 
 

 

9/2
1 2 1

(2,1) (2,2) (2,1)
2

n n n nZ a cZ Z Z
 

 
 

 

3/2
3 1 1

(2,3) (2,1) (2,1)
2

n n n nZ a Z Z Z
 

 
 

 

3/2
1 3 1

(2,1) (2,3) (2,1)
2

n n n nZ a Z Z Z
 

 
 

 

6 2
1 2 2

(2,1) (2,2) (2,2)
2

n n n nZ a c Z Z Z
 

 
 

 

6 2
2 1 2

(2,2) (2,1) (2,2)
2

n n n nZ a c Z Z Z
 

 
 

 

6 2
2 2 1

(2,2) (2,2) (2,1)
2

n n n nZ a c Z Z Z
 

 
 

 

9 3
2 2 2

(2,2) (2,2) (2,2)
2

n n n nZ a c Z Z Z
 

 
 

 

3
1 2 3

(2,1) (2,2) (2,3)
2

n n n nZ a c Z Z Z
 

 
 

 

3
2 1 3

(2,2) (2,1) (2,3)
2

n n n nZ a c Z Z Z
 

 
 

 

3
2 3 1

(2,2) (2,3) (2,1)
2

n n n nZ a c Z Z Z
 

 
 

 

3
3 1 2

(2,3) (2,1) (2,2)
2

n n n nZ a c Z Z Z
 

 
 
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3
3 2 1

(2,3) (2,2) (2,1)
2

n n n nZ a c Z Z Z
 

 
 

 

3
1 3 2

(2,1) (2,3) (2,2)
2

n n n nZ a c Z Z Z
 

 
 

 

6 2
2 2 3

(2,2) (2,2) (2,3)
2

n n n nZ a c Z Z Z
 

 
   

6 2
2 3 2

(2,2) (2,3) (2,2)
2

n n n nZ a c Z Z Z
 

 
   

6 2
3 2 2

(2,3) (2,2) (2,2)
2

n n n nZ a c Z Z Z
 

 
 

 

3/2
1 3 3

(2,1) (2,3) (2,2)
2

n n n nZ a Z Z Z
 

 
 

 

3/2
3 1 3

(2,3) (2,1) (2,3)
2

n n n nZ a Z Z Z
 

 
 

 

3/2
3 3 1

(2,3) (2,3) (2,1)
2

n n n nZ a Z Z Z
 

 
 

 

9/2
2 3 3

(2,2) (2,3) (2,3)
2

n n n nZ a cZ Z Z
 

 
 

 

9/2
3 2 3

(2,3) (2,2) (2,3)
2

n n n nZ a cZ Z Z
 

 
 

 

9/2
3 3 2

(2,3) (2,3) (2,2)
2

n n n nZ a cZ Z Z
 

 
 

 

9/2
3 3 3

(2,3) (2,3) (2,3)
2

n n n nZ a Z Z Z
 

 
 

 

9/2
1 1 1

(3,1) (3,1) (3,1)
3

n n n nZ a Z Z Z
 

 
 

 

3/2
1 1 2

(3,1) (3,1) (3,2)
3

n n n nZ a Z Z Z
 

 
 
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9/2
1 1 3

(3,1) (3,1) (3,3)
3

n n n nZ a Z Z Z
 

 
 

 

3/2
2 1 1

(3,2) (3,1) (3,1)
3

n n n nZ a Z Z Z
 

 
 

 

3/2
1 2 1

(3,1) (3,2) (3,1)
3

n n n nZ a Z Z Z
 

 
 

 

9/2
3 1 1

(3,3) (3,1) (3,1)
3

n n n nZ a cZ Z Z
 

 
 

 

9/2
1 3 1

(3,1) (3,3) (3,1)
3

n n n nZ a cZ Z Z
 

 
 

 

3/2
1 2 2

(3,1) (3,2) (3,2)
3

n n n nZ a Z Z Z
 

 
 

 

3/2
2 1 2

(3,2) (3,1) (3,2)
3

n n n nZ a Z Z Z
 

 
 

 

3/2
2 2 1

(3,2) (3,2) (3,1)
3

n n n nZ a Z Z Z
 

 
 

 

9/2
2 2 2

(3,2) (3,2) (3,2)
3

n n n nZ a Z Z Z
 

 
 

 

3/2
1 2 3

(3,1) (3,2) (3,3)
3

n n n nZ a cZ Z Z
 

 
 

 

3
2 1 3

(3,2) (3,1) (3,3)
3

n n n nZ a cZ Z Z
 

 
 

 

3
2 3 1

(3,2) (3,3) (3,1)
3

n n n nZ a cZ Z Z
 

 
 

 

3
3 1 2

(3,3) (3,1) (3,2)
3

n n n nZ a cZ Z Z
 

 
 

 

3
3 2 1

(3,3) (3,2) (3,1)
3

n n n nZ a cZ Z Z
 

 
 
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3
1 3 2

(3,1) (3,3) (3,2)
3

n n n nZ a cZ Z Z
 

 
 

 

9/2
2 2 3

(3,2) (3,2) (3,3)
3

n n n nZ a cZ Z Z
 

 
 

 

9/2
2 3 2

(3,2) (3,3) (3,2)
3

n n n nZ a cZ Z Z
 

 
 

 

9/2
3 2 2

(3,3) (3,2) (3,2)
3

n n n nZ a cZ Z Z
 

 
 

 

6 2
1 3 3

(3,1) (3,3) (3,3)
3

n n n nZ a c Z Z Z
 

 
 

 

6 2
3 1 3

(3,3) (3,1) (3,3)
3

n n n nZ a c Z Z Z
 

 
 

 

6 2
3 3 1

(3,3) (3,3) (3,1)
3

n n n nZ a c Z Z Z
 

 
 

 

6 2
2 3 3

(3,2) (3,3) (3,3)
3

n n n nZ a c Z Z Z
 

 
 

 

6 2
3 2 3

(3,3) (3,2) (3,3)
3

n n n nZ a c Z Z Z
 

 
 

 

6 2
3 3 2

(3,3) (3,3) (3,2)
3

n n n nZ a c Z Z Z
 

 
 

 

9 3
3 3 3

(3,3) (3,3) (3,3)
3

n n n nZ a c Z Z Z
 

 
   

 

Ģeklinde hesaplanır. Bu denklemler içinde birbirinden bağımsız ayrıĢım 

fonksiyonlarını seçmek için  ( ) 1
n

n

v

v
   sınır Ģartı ve Hamiltonyen denklemindeki 

komĢuluk türleri dikkate alınırsa 5 bağımsız ayrıĢım fonksiyonuna sadeleĢmiĢ olur. Bunlar; 
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1 1 1
( )

1

2 2 2
( )

1

1 1 1
( )

2

2 2 2
( )

2

3 3 3
( )

2

n

n

n

n

n

Z

Z

Z

Z

Z

                                                  

(4.1.3)  

Ģeklindedir. Bu denklemleri aĢağıdaki gibi ifade edebiliriz. 

3
1

1 1 1
( )

1

n nU Z  

3
2

2 2 2
( )

1

n nU Z  

3
3

1 1 1
( )

2

n nU Z

                                          

(4.1.4)  

3
4

2 2 2
( )

2

n nU Z  

3
5

3 3 3
( )

2

n nU Z  

 Cayley ağacı üzerindeki uzatılmıĢ (prolonged) komĢuluk etkileĢimlerine bakarak  

1

nU , 
2

nU , 
3

nU , 
4

nU  ve 
5

nU  denklemlerini hesaplayacağız.
1 1 1
( )

1

nZ   üzerine kurulan 

etkileĢim olasılıkları düĢünerek  1

nU  denklemini hesaplayacağız. 
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ġekil 4. 1. ( )
1 1 1

1

nZ
 
 
 

 üzerine kurulmuĢ olan dallar 

 

 

 

 

3 2 2

3

1

1 1 1 1 1 2 1 1 3 1 2 2
( ) 3 ( ) 3 ( ) 3 ( )

1 1 1 1

1 2 3 1 3 3 2 2 2 2 2 3
6 ( ) 3 ( ) ( ) 3 ( )

1 1 1 1

2 3 3 3 3 3
3 ( ) ( )

1 1

n n n n

n n n n n

n n

b Z b Z b Z bZ

U a c bZ bZ Z Z

Z Z

 
   

 
 

     
 
 
  
        

(4.1.5)  

Denklem içindeki ayrıĢım fonksiyonlarının değerleri yerine yazılırsa; 

 
   

   

3 2
3 2 3/2

1 1 2
3

1 2 3
3/2 3 3

1 2 2

3

(6 6 ) (6 2)

n n n

n

n n n

b U b a U U
U a c

ba ba U U a U



  

 
 
 
     

 

Ģeklinde olur. 

 
 

2

n
U denklemi,  

2 2 2
( )

1

nZ  ayrıĢım fonksiyonu üzerindeki uzatılmıĢ ikinci 

komĢuluk etkileĢimleriyle hesaplanırsa; 



 

4.ARAġTIRMA BULGULARI ve TARTIġMA                                                      HASAN DOĞAN 

 

38 
 

 

ġekil 4. 2. ( )
2 2 2

1

nZ
 
 
 

 üzerine kurulmuĢ olan dallar 

 

 

3 2 2

3/2

2

1 1 1 1 1 2 1 1 3 1 2 2
( ) 3 ( ) 3 ( ) 3 ( )

21 2 2 2

1 2 3 1 3 3 2 2 2 2 2 3
6 ( ) 3 ( ) ( ) 3 ( )

2 2 2 2

2 3 3 3 3 3
3 ( ) ( )

2 2

n n n n

n n n n n

n n

b Z b Z b Z bZ

U a bZ bZ Z Z

Z Z

 
   

 
 

     
 
 
  
         

(4.1.6)  

 AyrıĢım fonksiyonlarının eĢitlikleri yerine yazılırsa; 

 

 

   

 

3 2
3 2 3/2

3 4 3

2
2 3 2 3/2

3/2 3 5 4 3
2

3 3 2 3

3 4 5 3 5 4

3/2 2 3/2 2 3

4 5 4 5 5

3

3 ( ) 3

6 3 ( ) ( )

3 ( ) 3 ( ) ( )

n n n

n n n n
n

n n n n n n

n n n n n

b U b a U U

b a U U ba U U
U a

ba U U U ba U U U

a U U a U U U



 

 

 

 
 
 
  
 
  
 
    

 

Ģeklinde bulunur. 
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 
3

n
U , 

 
4

n
U , 

 
5

n
U  denklemleri  

1 1 1
( )

2

nZ , 
2 2 2

( )
2

nZ ,  
3 3 3

( )
2

nZ  üzerlerine 

inĢa edilen dallardaki komĢuluk etkileĢimleri ile hesaplanırsa; 

 

3/23 3/2 2

1 1 2

3/2 2 3/2 6 3/2 2

3 1 3

3 2 1 1 3

2

( ) (3 3 )( ) ( )

(3 6 3 ) ( )

( 3 3 1)( )

n n n

n n n

n

U ba a U U

U a b a ba a U U

b b a ba U

 

  

 

  
 

    
 
                                    

(4.1.7)  

 

3/23 2 3 2

3 4 3 3 5

2 3/2 2 3 3 2

3 4 3 3 4 5 3 5

4 3 3 2 3/2 2 3/2 2

4 4 5 4 5

3

5

( ) 3 ( )( ) 3 ( )

3 ( ) 6 3 ( )

( ) 3 ( ) 3 ( )

( )

n n n n n

n n n n n n n
n

n n n n n

n

U ba U U a U U

b a U U ba U U U a U U
U a c

b U b a U U ba U U

U

 

  

 

  
 
   

  
   
               

(4.1.8)  

 

 

33 2 3/2 2

3 3 5 3 4

2 3 2 9/2 3/2 2

3/2 5 3 3 4 5 3 4

5 2 3 2 3/2 2 3/2 2

5 5 4 5 4

3

4

( ) 3 ( ) ( ) 3 ( )

3 ( ) 6 3 ( )

( ) 3 ( ) 3 ( )

( )

n n n n n

n n n n n n n
n

n n n n n

n

U ba U U a U U

b a U U ba U U U a U U
U a

b U b a U U ba U U

U

 

  

 

  
 
   

  
   
              

(4.1.9)  

Ģeklinde bulunmuĢ olur. 

 Sistemin yinelemeli denklemleri olan 1A , 2A , 3A , 4A  ve D; 

3/2 3 3 2 3/2 2 2 3 2

1 3 2 1 3 2 3 2 2 3

3/2 2 3

1 3 2 3 2 1 2 3

3 2 3 3/2 2

3 2 2 3 1 1 2 3

2 [ ( 3 ) 6 (1 )( 3 ) 3 ( 3 ) ( 3 )

12 (1 ) ( 3 ) 12 ( 3 )(1 )( 3 )

3 ( 3 )( 3 ) 8(1 ) 12 (1 ) ( 3 )

6

A a b x y y b a y x y y b a x y y x y y

ba y x y y ba x y y y x y y

ba x y y x y y y a y x y y

a

 

 

 



           

         

          

  

   

33/2 2 3 3/2

1 2 3 2 3 1

23/2 3/2 2 3/2 6 3/2 2

1 2 3 1 2 3

3 2 1 1 3 3/2 3 3 2

2 3 3 2 3 2 2 3

3/2

(1 )( 3 ) ( 3 ) ] [8 1

(12 12 ) 1 ( ) (6 12 6 ) 1 ( )

( 3 3 1)( ) ] [( 3 ) 3 ( 3 ) ( 3 )

6 (

y x y y x y y a y

ba a y x y y b a ba a y x y y

b b a ba x y y a x y y ba x y y x y y

a

    

  



       

          

             

 2 2 3 2

1 3 2 3 2 2 3

9/2 3/2 2 2 3

3 2 1 2 3 3 2 1 2 3

2 3/2 2 3/2 2 3

1 2 3 1 2 3 1

1 )( 3 ) 3 ( 3 )( 3 )

12 ( 3 )(1 )( 3 ) 12 ( 3 )(1 ) ( 3 )

6 (1 )( 3 ) 12 (1 ) ( 3 ) 8(1 ) ]

y x y y b a x y y x y y

ba x y y y x y y a x y y y b x y y

b a y x y y ba y x y y y



 

 

       

            

         
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3 3 3 2 3/2 2 3/2 3 2

2 1 1 2 3 1 2 3

3 3 3 3 3/2 2

2 3 3 2 1 3 2

3 2 2 3/2 2

3 2 2 3 1 3 2

3

[8 (1 ) 24 (1 ) ( ) (12 12 )(1 )( )

(6 2)( ) ] [( 3 ) 6 (1 )( 3 )

3 ( 3 ) ( 3 ) 12 (1 ) ( 3 )

12 (

A a c b y b a y x y y ba ba y x y y

a x y y a c x y y a b y x y y

a x y y x y y b a y x y y

ba x

  

 

 



          

          

        

 3 2

3 2 1 2 3 3 2 2 3

3 3 2 3/2 2 3/2 2 3

1 1 2 3 1 2 3 2 3

3 )(1 )( 3 ) 3 ( 3 )( 3 )

8 (1 ) 12 (1 ) ( 3 ) 6 (1 )( 3 ) ( 3 ) ]

y y y x y y a x y y x y y

b y b a y x y y ba y x y y x y y



 

         

            

 

3/2 3 3 2 3/2 2 2 3 2

3 3 2 1 3 2 3 2 2 3

3/2 2 3

1 3 2 3 2 1 2 3

3 2 3 3/2 2

3 2 2 3 1 1 2 3

3

[ ( 3 ) 6 (1 )( 3 ) 3 ( 3 ) ( 3 )

12 (1 ) ( 3 ) 12 ( 3 )(1 )( 3 )

3 ( 3 )( 3 ) 8(1 ) 12 (1 ) ( 3 )

6

A a b x y y b a y x y y b a x y y x y y

ba y x y y ba x y y y x y y

ba x y y x y y y a y x y y

a

 

 

 



           

         

          

  

   

3/2 2 3 3/2

1 2 3 2 3 1

23/2 3/2 2 3/2 6 3/2 2

1 2 3 1 2 3

3 2 1 1 3

2 3

(1 )( 3 ) ( 3 ) ] [8 1

(12 12 ) 1 ( ) (6 12 6 ) 1 ( )

( 3 3 1)( ) ]

y x y y x y y a y

ba a y x y y b a ba a y x y y

b b a ba x y y

    

 

       

          

     

 

3/2 3 3 2 3/2 2 2 3 2

4 3 2 1 3 2 3 2 2 3

3/2 2 3

1 3 2 3 2 1 2 3

3 2 3 3/2 2

3 2 2 3 1 1 2 3

3

[ ( 3 ) 6 (1 )( 3 ) 3 ( 3 ) ( 3 )

12 (1 ) ( 3 ) 12 ( 3 )(1 )( 3 )

3 ( 3 )( 3 ) 8(1 ) 12 (1 ) ( 3 )

6

A a b x y y b a y x y y b a x y y x y y

ba y x y y ba x y y y x y y

ba x y y x y y y a y x y y

a

 

 

 



           

         

          

 /2 2 3 3/2 3

1 2 3 2 3 3 2

3 2 3/2 2

3 2 2 3 1 3 2

2 3 2 9/2

3 2 2 3 3 2 1 2 3

3/2 2 2

3 2 1 2 3

(1 )( 3 ) ( 3 ) ] [( 3 )

3 ( 3 ) ( 3 ) 6 (1 )( 3 )

3 ( 3 )( 3 ) 12 ( 3 )(1 )( 3 )

12 ( 3 )(1 ) ( 3

y x y y x y y a x y y

ba x y y x y y a y x y y

b a x y y x y y ba x y y y x y y

a x y y y b x y y

 

 



        

        

          

       3 2 3/2 2

1 2 3

3/2 2 3

1 2 3 1

) 6 (1 )( 3 )

12 (1 ) ( 3 ) 8(1 ) ]

b a y x y y

ba y x y y y





   

     

 

3 3 3 2 3/2 2 3/2 3 2

1 1 2 3 1 2 3

3 3 3 3 3/2 2

2 3 3 2 1 3 2

3 2 2 3/2 2

3 2 2 3 1 3 2

3

[8 (1 ) 24 (1 ) ( ) (12 12 )(1 )( )

(6 2)( ) ] [( 3 ) 6 (1 )( 3 )

3 ( 3 ) ( 3 ) 12 (1 ) ( 3 )

12 (

D a c b y b a y x y y ba ba y x y y

a x y y a c x y y a b y x y y

a x y y x y y b a y x y y

ba x

  

 

 



          

          

        

  3 2

3 2 1 2 3 3 2 2 3

3 3 2 3/2 2 3/2 2 3

1 1 2 3 1 2 3 2 3

3 )(1 )( 3 ) 3 ( 3 )( 3 )

8 (1 ) 12 (1 ) ( 3 ) 6 (1 )( 3 ) ( 3 ) ]

y y y x y y a x y y x y y

b y b a y x y y ba y x y y x y y



 

        

            

 

Ģeklindedir. 

 Cayley ağacının mertebe sayısı  k=3 olduğu için, 
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exp( )
3

TJ
a

T
  ; exp( )PJ

b
T

 ; exp( )
J

c
T

  dir. 

 ( ) 1
n

n

v

v
    sınır Ģartına karĢılık gelen baĢlangıç koĢulları ise; 

 
2 3 7/2 2

1

4 3 4 5/2

2a b a c a
x

a b c a c

 



 

 
3/2

3/2 3 3
1

1 3 3

1

1

a b c
y

a b c




                                                 

(4.1.10)  

 
4

2 3 7/2 3
1

2 3 4 5/2

a b a c
y

a b c a c





 

 
4

7/2 3 2
1

3 3 4 5/2

a c a
y

a b c a c





 

Ģeklinde olur. 1A , 2A , 3A , 4A  ve  D yinelemeli denklemleri ve bu denklemler ile baĢlangıç 

koĢullarının belirlediği  0  , 1, -1, -2 için faz diyagramları; 

 

 

ġekil 4. 3. q=3 ve 0   için faz diyagramı  
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ġekil 4. 4. q=3 ve 1   için faz diyagramı  

 

 

 

ġekil 4. 5. q=3 ve 1    için faz diyagramı 
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ġekil 4. 6. q=3 ve 2    için faz diyagramı 

 

Yinelemeli denklemlere  birçok iterasyon yapıldıktan sonra faz diyagramlarının 

davranıĢlarını görebilmekteyiz. Ġterasyonlardan sonra en basit sabit nokta olan (x
*
, 

y1
*
, y2

*
, y3

*
 )‟ a ulaĢılır. Bu durumda eğer y1

*
= y2

*
= y3

*
= 0 ise bu durum 

paramanyetik faza karĢılık gelir. Eğer y1
*
,y2

*
, y3

*≠ 0 ise bir ferromanyetik faz belirtir. 

Ġkinci olarak, sistem p periyodu ile periyodik olabilir burada p = 2 durumu anti- 

ferromanyetik fazdır ve p = 4 durumu antifaz olarak adlandırılır. Ayrıca sistem 

periyodik olmayabilir. Çok uzun bir periyot ve periyodik olmayan durum arasındaki 

farkı nümeriksel olarak düĢünmek zordur bunun için p≤12 olduğu durumları p 

periyotlu fazlar olarak düĢüneceğiz.  p >12 için tüm periyodik fazları ve periyodik 

olmayan fazları modüle edilmiĢ faz olarak düĢüneceğiz. 
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4.2. Ġkinci Mertebeden Cayley Ağacı Üzerindeki Spin Kümesi q-Elemanlı Olan 

Potts Modelin Denklemleri 

 

 Bu kısımda Cayley ağacının mertebesi olan k=2 ve spin kümesi elemanları q-

değerli olacak Ģekilde S={1, 2 , … , q } olarak alınacaktır. 

 En yakın komĢuluk, uzatılmıĢ ikinci komĢuluk ve iki seviye üçlü komĢuluk 

etkileĢimli q-durumlu Potts modelinin Hamiltonyen denklemi; 


( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( )

, , ,,

( ) T x y z P x y x y

x y z x yx y

H J J J         
    

     
      

(4.2.1)  

olarak tanımlıdır. ÇalıĢtığımız ikinci mertebeden Cayley ağacının etkileĢimlerini 

aĢağıdaki Ģekilden incelenebilir. 

 

 ġekil 4. 7.  Yarı sonsuz Cayley ağacı üzerindeki etkileĢimler 

 

 Hamilton denkleminde kullanacağımız Kronecker deltası; 

( ) ( ) ( )

1, ( ) ( ) ( )

1
, ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

0,

x y z

x y z

x y z veya x y z

aksitakdirde

  

  

      

 



    

                      

(4.2.2)  
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Ģeklindedir.  

 Toplam ayrıĢım fonksiyonları aĢağıdaki gibidir. 

 

( ) 2 2 ( ) ( )(1,1,1) (1,1) (1,1),n n nz a c z z  

( ) ( ) ( )(1,1,2) (1,1) (1,2),n n nz acz z  

( ) ( ) ( )(1,1,3) (1,1) (1,3),n n nz acz z  

  

( ) ( ) ( )(1,1, ) (1,1) (1, ),n n nz q acz z q  

( ) ( ) ( )(2,1,1) (1,2) (1,1),n n nz acz z                                 (4.2.3)  

( ) ( ) ( )(2,1,2) (1,2) (1,2),n n nz az z  

( ) ( ) ( )(2,1,3) (1,2) (1,3),n n nz z z  

  

( ) ( ) ( )(2,1, ) (1,2) (1, ),n n nz q z z q  

( ) ( ) ( )(3,1,1) (1,3) (1,1),n n nz acz z  

( ) ( ) ( )(3,1,2) (1,3) (1,2),n n nz z z  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )(3,1,3) (1,3) (1,3) (1,2) (1,2),n n n n nz az z az z   

  
 

( ) ( ) ( )(3,1, ) (1,3) (1, ),n n nz q z z q  

( ) ( ) ( )(1,2,1) (2,1) (2,1),n n nz az z  

( ) ( ) ( )(1,2,2) (2,1) (2,2),n n nz acz z  

( ) ( ) ( )(1,2,3) (2,1) (2,3),n n nz z z  

  
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( ) ( ) ( )(1,2, ) (2,1) (2, ),n n nz q z z q  

( ) ( ) ( )(2,2,1) (2,2) (2,1),n n nz acz z  

( ) 2 2 ( ) ( )(2,2,2) (2,2) (2,2),n n nz a c z z  

( ) ( ) ( )(2,2,3) (2,2) (2,3),n n nz acz z  

  

( ) ( ) ( )(2,2, ) (2,2) (2, ),n n nz q acz z q  

( ) ( ) ( )(3,2,1) (2,3) (2,1),n n nz z z  

( ) ( ) ( )(3,2,2) (2,3) (2,2),n n nz acz z                             (4.2.4)  

( ) ( ) ( )(3,2,3) (2,3) (2,3),n n nz z z  

  

( ) ( ) ( )(3,2, ) (2,3) (2, ),n n nz q z z q  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )(1,3,1) (3,1) (3,1) (2,1) (2,1),n n n n nz az z az z   

( ) ( ) ( )(1,3,2) (3,1) (3,2),n n nz z z  

( ) ( ) ( )(1,3,3) (3,1) (3,3),n n nz acz z  

  

( ) ( ) ( )(1,3, ) (3,1) (3, ),n n nz q z z q  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )(2,3,2) (3,2) (3,2) (2,3) (2,3),n n n n nz az z az z   

( ) ( ) ( )(2,3,1) (3,2) (3,1),n n nz z z  

( ) ( ) ( )(2,3,3) (3,2) (3,3),n n nz acz z  

  

( ) ( ) ( )(2,3, ) (3,2) (3, ),n n nz q z z q  

( ) ( ) ( )(3,3,1) (3,3) (3,1),n n nz acz z  

( ) ( ) ( )(3,3,2) (3,3) (3,2),n n nz acz z  
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( ) 2 2 ( ) ( ) 2 2 ( ) ( )(3,3,3) (3,3) (3,3) (2,2) (2,2),n n n n nz a c z z a c z z   

  

( ) ( ) ( )(3,3, ) (3,3) (3, ),n n nz q acz z q  

  

( ) 2 2 ( ) ( )( , , ) ( , ) ( , ),n n nz q q q a c z q q z q q  

Burada beĢ tane bağımsız değiĢken seçebiliriz ( ) (1,1,1)nz , ( ) (2,1,2)nz , ( ) (1,2,1)nz , 

( ) (2,2,2)nz , ( ) (3,2,3)nz  ve yeni değiĢkenler aĢağıdaki gibi tanımlanır. 

( ) ( )

1 (1,1,1)n nu z , 

( ) ( )

2 (2,1,2)n nu z , 

( ) ( )

3 (1,2,1)n nu z ,                                          (4.2.5)  

( ) ( )

4 (2,2,2)n nu z , 

( ) ( )

5 (3,2,3)n nu z . 

Basit hesaplamalardan sonra 

      
2 2 2

1

( 1) 2 ( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( )2
1 1 1 2 2 22 1 1 2 1n n n n n nu ac b u q a bu u q q a u q u



 
 

        
 

, 

 

      

2 2

2 2

1

2 ( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( )21
3 3 4 3 5 4( 1) 2

2 1

( ) ( ) 1 ( ) ( )2
4 5 5 5

2 2 2

2 2 2 3 2

n n n n n n

n

n n n n

b u ba u u q a bu u u
u a

q a u u q q a u q u











 
    

  
        

, 

 

      

2 2

2 2 2

1 1
1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( )2 2

( 1) 1 1 2 1 2 22
3

1 ( ) 1 ( ) ( )

2 2 2

2 2 2

2 2 2 3 2

n n n n n n
n

n n n

u ba u u q a u u b u
u a

q a bu q q a u q u

 



 

 
    

 
        

,          (4.2.6)  

 

      

2 2

2 2

1

( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( ) 2 ( )2
3 3 4 3 5 4( 1)

4 1

( ) ( ) 1 ( ) ( )2
4 5 5 5

2 2 2

2 2 2 3 2

n n n n n n

n

n n n n

u ba u u q a u u b u
u ac

q a bu u q q a u q u











 
    

  
        

, 
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 

     

2 2

2 2 2

1

( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( )21
3 3 4 3 5 4( 1) 2

5 1
2( ) ( ) 2 ( ) 1 ( ) ( )2

4 5 5 5 5

2 2 3

2 3 2 3 3

n n n n n n

n

n n n n n

u a u u b q a u u u
u a

b q a u u b u q ba u q u











 
     

  
         

, 

 Ģeklinde bulunur. 

Burada  exp
2

tJ
a

T

 
  

 
, exp

pJ
b

T

 
  

 
, 1exp

J
c

T

 
  

 
 dir.  

Faz diyagramlarını incelemek için değiĢkenleri  aĢağıdaki gibi seçmek uygundur. 

32 5

1 4

2u u u
x

u u

 



, 

1 4
1

1 4

u u
y

u u





, 

2 3
2

1 4

u u
y

u u





,                                                (4.2.7)  

2 5
3

1 4

u u
y

u u





. 

En –yakın komĢuluk titreĢiminin bir ölçümü x- değiĢkenidir ve 1 2 3, ,y y y  gibi sıralı 

bir parametre degildir. 

 
 

1 1 2, 3'

1 2, 3

, ,

, ,

A x y y y
x

D x y y y
 ;  

 
 
 

2 1 2, 3'

1

1 2, 3

, ,

, ,

A x y y y
y

D x y y y
 ;  

 
 

3 1 2, 3'

2

1 2, 3

, ,

, ,

A x y y y
y

D x y y y
 ;                                        (4.2.8)  

 
 

4 1 2, 3'

3

1 2, 3

, ,

, ,

A x y y y
y

D x y y y
   

dir. Burada 
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1 1

2 22 2
1 3 2 3 2 1

1 2

3 2 2 3 1

1

1 22
1 2 3 2 3

2

2 3

2 [ ( 3 ) 4 ( 3 )(1 )

2( 2) ( 3 )( 3 ) 4(1 )

4( 2) (1 )( 3 ) ( 2)( 3) ( 3 )

( 2)( 3 ) ]

A a b x y y a b x y y y

q a b x y y x y y y

q a y x y y q q a x y y

q x y y









      

       

         

   
1 1 1

2 2 22 2 2
1 1 2 3 1 2 3 2 3

1 2 1 2 2

2 3 2 3 2 3

[4(1 ) 4 (1 )( ) 4( 2) (1 )( ) ( )

2( 2) ( ) ( 2)( 3) ( ) ( 2)( ) ]

a y a b y x y y q a y x y y b x y y

q a b x y y q q a x y y q x y y

 

 

             

            

 

1 1

2 12 2
3 2 3 2 1 3 2 2 3

1

2 2 22
1 1 2 3 2 3

1 2 2 2

2 3 2 3

[( 3 ) 4 ( 3 )(1 ) 2 ( 3)( 3 )( 3 )

4(1 ) 4 ( 3)(1 )( 3 ) ( 3 )

2 ( 3)( 3 ) ( 3) ( 3 ) ]

a x y y a x y y y a b q x y y x y y

y a b q y x y y b x y y

ba q x y y q x y y









             

          

       

1

2 2 1 22
2 1 1 2 3 2 3

1

2 2 2
2 3 3 2 3 2 1

1

1 2 2 2
3 2 2 3 1 1 2 3

[4 (1 ) 4( 1) (1 )( ) ( 1)( 2) ( )

( 1)( ) ] [( 3 ) 4 ( 3 )(1 )

2( 2) ( 3 )( 3 ) 4 (1 ) 4( 2) (1 )( 3 )

( 2)(

A ac b y q a b y x y y q q a x y y

q x y y ac x y y ba x y y y

q a x y y x y y b y q a b y x y y

q q











           

          

            

   1 2 2

2 3 2 33) ( 3 ) ( 2)( 3 ) ]a x y y q x y y      

 

1 1

2 22 2
3 3 2 3 2 1

1 2

3 2 2 3 1

1

1 22
1 2 3 2 3

2

2 3

[ ( 3 ) 4 ( 3 )(1 )

2( 2) ( 3 )( 3 ) 4(1 )

4( 2) (1 )( 3 ) ( 2)( 3) ( 3 )

( 2)( 3 ) ]

A a b x y y a b x y y y

q a b x y y x y y y

q a y x y y q q a x y y

q x y y









      

       

         

   
                   

(4.2.9)  

1 1 1

22 2 2
1 1 2 3 1 2 3

2 2 1 2

2 3 2 3

1 2 2

2 3 2 3

[4(1 ) 4 (1 )( ) 4( 2) (1 )( )

( ) 2( 2) ( )

( 2)( 3) ( ) ( 2)( ) ]

a y a b y x y y q a y x y y

b x y y q a b x y y

q q a x y y q x y y

 





          

      

        

 

1 1

2 22 2
4 3 2 3 2 1

1 2

3 2 2 3 1

1

1 2 22
1 2 3 2 3 2 3

[ ( 3 ) 4 ( 3 )(1 )

2( 2) ( 3 )( 3 ) 4(1 )

4( 2) (1 )( 3 ) ( 2)( 3) ( 3 ) ( 2)( 3 ) ]

A a b x y y a b x y y y

q a b x y y x y y y

q a y x y y q q a x y y q x y y









      

       

             
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1 1

2 12 2
3 2 3 2 1 3 2 2 3

1

2 2 22
1 1 2 3 2 3

1 2 2 2

2 3 2 3

[( 3 ) 4 ( 3 )(1 ) 2 ( 3)( 3 )( 3 )

4(1 ) 4 ( 3)(1 )( 3 ) ( 3 )

2 ( 3)( 3 ) ( 3) ( 3 ) ]

a x y y a x y y y a b q x y y x y y

y a b q y x y y b x y y

ba q x y y q x y y









             

          

       

 

1

2 2 1 22
1 1 2 3 2 3

1

2 2 2
2 3 3 2 3 2 1

1

1 2 2 2
3 2 2 3 1 1 2 3

[4 (1 ) 4( 1) (1 )( ) ( 1)( 2) ( )

( 1)( ) ] [( 3 ) 4 ( 3 )(1 )

2( 2) ( 3 )( 3 ) 4 (1 ) 4( 2) (1 )( 3 )

( 2)( 3

D ac b y q a b y x y y q q a x y y

q x y y ac x y y ba x y y y

q a x y y x y y b y q a b y x y y

q q











           

          

            

   1 2 2

2 3 2 3) ( 3 ) ( 2)( 3 ) ]a x y y q x y y      

 

Ģeklinde bulunur. 

BaĢlangıç KoĢulları 

 

Bu kısımda Cayley ağacının mertebe sayısı olan k= 2 olduğu için,  

  ≡ 1 sınır Ģartına karĢılık gelen baĢlangıç koĢulları; 

 

 

 

 
2 2

1

1 2 2

1

1

ab c
y

ab c




                                                       
(4.2.10)  

 

 
2 2 2

1

2 3 2 3 2

b a a a c a
y

a b c a c





 

 

 
2 2

1

3 3 2 3 2

c a a a a
y

a b c a c





 

Ģeklinde bulunur. 

A1, A2, A3, A4 ve D yinelemeli denklemleri ve bu denklemler ile baĢlangıç 

koĢullarının belirlediği γ =0,1,-1,-2 için faz diyagramları; 

 
2 2 2

1

3 2 3 2

2b a a a c a a a
x

a b c a c

 



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ġekil 4. 8. q=5 ve 2   için faz diyagramı 

 

 

ġekil 4. 9. q=6 ve 0.001   için faz diyagramı 
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ġekil 4. 10. q=6 ve 1   için faz diyagramı 

 

 

ġekil 4. 11. q=6 ve 2   için faz diyagramı 
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ġekil 4. 12. q=6 ve 1    için faz diyagramı 

 

 

ġekil 4. 13. q=6 ve 2    için faz diyagramı 
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ġekil 4. 14. q=10 ve 0.001   için faz diyagramı 

 

 

ġekil 4. 15. q=10 ve 2   için faz diyagramı 
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ġekil 4. 16. q=10 ve 0   için faz diyagramı 

 

 

ġekil 4. 17. q=20 ve 0   için faz diyagramı 
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5. SONUÇLAR ve ÖNERĠLER 

5.1. Sonuçlar 

Ġstatistiksel mekanik içinde Ising ve Potts modelleri için alınacak Hamilton 

denklemleri için faz diyagramları incelendi ve yeni faz geçiĢlerinin yerleri ve 

sistemin limit davranıĢları detaylı Ģekilde ilerideki tez çalıĢmalarında 

incelenebilecektir. Ayrıca buradan fiziksel yorumlar yapılarak yeni matematiksel 

modeller için fikirler edinilmeye çalıĢılacaktır. Bu tez çalıĢmamızın en özgün 

değerlerinden biriside keyfi q-değerli Potts modelin ikinci mertebeden Cayley ağacı   

üzerindeki etkisi görülmesidir. Daha farklı örgüler üzerinde incelenmeye çalıĢılarak, 

yeni bir bakıĢ açısının baĢlatılması hedeflenmektedir. Bu tez çalıĢmasında birçok  

örgü çeĢidinin sonuçlar üzerindeki etkisini, örgü çeĢidinden bağımsız evrensel bir 

sınıfın bulunup/bulunmayacağını gelecek çalıĢma konuları olarak belirleyip, elde 

edilecek sonuçlar ile literatüre önemli bir katkıda bulunmayı bekliyoruz.  

Bu tür hiyerarĢik örgünün kaosa geçiĢi ve kaotik bölgenin özelliklerindeki 

benzerlik ve farklılıklar araĢtırılarak, önemli sonuçlar bulunabilme potansiyeli 

yüksektir. Bulacağımız bu sonuçlar mevcut yapılanlara ilave olarak gelecekte 

çalıĢılacak bilim insanlarına bir yol gösterecektir. 

4. bölümün birinci kısmında üçüncü mertebeden bir Cayley ağacı üzerinde      

3-durumlu Potts modellerinin en yakın komĢuluk, uzatılmıĢ ikinci komĢuluk ve iki 

seviye üçlü komĢuluk etkileĢimleriyle belirtilen Hamiltonyen denkleminin belirlemiĢ 

olduğu modelin faz diyagramlarını incelenmiĢtir. Bu kısımda Cayley ağacının 

mertebesi olan k, 3 olarak alınmıĢtır. 

(4.1) kısmında q= 3 durumlu Potts modelinde γ={0,1,-1,-2} değerlerinde 

ferromanyetik, modüle edilmiĢ faz, periyot 2, periyot 3 ve periyot 4 Ģeklinde toplam 

5 faz gözlemlenmiĢtir. ġekil 4.3 - 4.4 - 4.5 -4.6‟ da 3. bölgede γ değeri büyüdükçe 

modüle edilmiĢ faz bölgesi geniĢlediği ve periyot 4‟ ün belirlemiĢ olduğu alanın ise 

daraldığı gözlemlenmektedir.   
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4. bölümün ikinci kısmında ise ikinci mertebeden bir Cayley ağacı üzerinde  

keyfi q-durumlu Potts modellinin en yakın komĢuluk, uzatılmıĢ ikinci komĢuluk ve 

iki seviye üçlü komĢuluk etkileĢimleriyle meydana gelen faz diyagramları 

incelenmiĢtir. q= 5 durumlu Potts modelinde γ= { 2} için     ġekil 4.8 de 4 tane faz 

meydana gelmektedir. ferromanyetik, antiferromanyetik faza karĢılık gelen 2 

periyotlu faz, antifaza karĢılık gelen 4 periyotlu faz ve modüle edilmiĢ faz  

gözlemlenmiĢtir. q=6 durumlu ve γ={0.001,1,2} için 3 faz gözlemlenmiĢ olup, 

ferromanyetik, antiferromanyetik faza karĢılık gelen 2 periyotlu faz ve modüle 

edilmiĢ faz görülmektedir. q=6 durumunda γ değeri azaldıkça ferromanyetik fazın 

alanının geniĢlediği gözlemlenmektedir. ġekil 4.12-4.13‟ de 3 periyodlu fazın 

kaybolduğu  görülmektedir. γ= { 2} için  3. bölgede modüle edilmiĢ fazın q= 5 

durumunda gözlemlendiği fakat q= 6 durumunda ortadan kaybolduğu 

gözlemlenmiĢtir. 

γ ={0} için q değeri büyüdükçe paramagnetik fazın alanının bütün bölgelerde 

büyüdüğü ve ikinci bölgedeki paramodulated fazın alanının azaldığı görülmektedir 

(ġekil 4.16-4.17). q=10 durumunda γ ={2} için 4 tane faz gözlemlenmiĢtir. Burada, 

ferromanyetik, periyod 2, periyot 3 ve modulated faz görülmektedir (ġekil 4.15). 
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5.2. Öneriler 

 

Bu tezden sonra ileride yapılabilecek çalıĢmalar ile ilgili Ģu konular önerilebilir. Elde 

edilen sonuç çalıĢmaların ıĢığında, tezde belirtilen Hamiltonyen denkleminin sonlu bir q 

durumlu ve k mertebeli Potts modeli için genellemesi yapılarak faz diyagramları 

incelenebilir. Ayrıca verilen Hamiltonyen  

 ġekil 5.1.  Herhangi k-mertebeden  yarı-sonsuz Cayley  ağacı. 

 

denkleminin benzer keyfi k ve sonlu bir q durumlu Potts modelinin faz diyagramları 

incelenebilir. Biraz karmaĢık hesaplamalar gerektiren bu model için yapılabilecek en 

genel hali bu modelin incelenmesidir. 

 

Cayley-Benzeri Ağaçlar (Avize Örgüsü): Cayley ağacı tanımında verilen yapılar, 

benzer Ģekilde Cayley-benzeri olarak adlandırdığımız örgüler üzerinde verilebilir. 

ġimdi avize olarak adlandırdığımız belli örgü modellerinin basit birinci seviye ve 

genel halleri aĢağıdaki ġekil 5.2-5.3‟de gösterilmiĢtir. 

x1      xk       

    x2       

      Kök (x0) 

İkinci Seviye 

J_p 

J_1 
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ġekil 5.2.  Birinci seviye Cayley-benzeri üçgensel avize (Triangular Chandelier) 

ağacı. 

 

 

ġekil 5.3.  Cayley-benzeri üçgensel avize (Triangular Chandelier) ağacı. 
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ġekil 5.4.  Birinci seviye Cayley-benzeri dörtgensel avize (Rectangular Chandelier)  

ağacı (Bakınız kaynaklar). 

 

Bu çalıĢmadan farklı olarak, farklı örgü modelleri (Cayley ağacı haricindeki) 

üzerinde ve farklı etkileĢimli Ising ve Potts modellerin faz diyagramları, 

mıknatıslanması (magnetizasyonu) ve Lyapunov üstellerinin araĢtırılması 

incelenebilir.   

 

 

ġekil 5.5.  Cayley-benzeri dörtgensel avize (Rectangular Chandelier) ağacı. 
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ġekil 5.6.  Cayley-benzeri beĢgensel avize (Pentagonal Chandelier) ağacı. 
 

    Ġleriki çalıĢmalarda elde edilen sonuçlar Cayley-benzeri (Örneğin: Avize 

örgüsü) ağaçlar üzerindeki karĢılıklı etkileĢimli Potts ve Ising modelleri için elde 

edilmeye çalıĢılabilir. Ancak bilgisayarların iĢletim hızları yeterli olmadığından 

dolayı elde edilen lineer olmayan denklem sistemlerinin çözümü algoritmik olarak 

detaylı biçimde kısa zamanda elde edilememektedir. Gerekli alt yapı imkanlarının 

sağlanması ile yeni ilginç sonuçlar beklediğimiz, farklı diziliĢli örgü modelleri 

üzerindeki çalıĢmalarımız,  bahsedilen farklı yönleri ile devam ettirilebilecektir. 

 

 

ġekil 5.7.  Cayley-benzeri beĢgensel avize (Pentagonal Chandelier) ağacı. 
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ġekil 5.8.  Yarı sonsuz k-mertebeli Cayley  ağacı. 

 

ġekil 5.8 ile verilen yarı sonsuz Cayley ağacı üzerinde genel q-spin değerli olarak 

hesaplanan model, biraz karmaĢık hesap gerektirdiği halde bu latis üzerinde de 

hesaplanabilir. Bu gelecek çalıĢmalar için açık bırakılmıĢ bir problem olarak 

önerilmektedir. 
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EK-1: 

Ek.1.1. Dördüncü Mertebeden Cayley Ağacı Üzerindeki Üç Spin Değerli Potts 

Modeli Ġçin (k=4  q=3) Temel Denklemler 

 

Bu kısımda Cayley ağacının mertebesi olan k=4 olarak alınacaktır. En yakın 

komĢuluk, uzatılmıĢ ikinci komĢuluk ve aynı seviye üçlü komĢuluk etkileĢimli 3-

durumlu Potts modelinin Hamiltonyen denklemi; 
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biçiminde tanımlıdır. 

Bu modelde ilk önce ayrıĢım fonksiyonları hesaplanacaktır. Burada k=4 

olduğu için denklem sayısı k ve q değerine bağlı olarak değiĢecektir. Hamiltonyen 

modelinin toplam ayrıĢım fonksiyonu sayısı 243 tanedir. Bunlar; 
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olarak hesaplanır. Bir birinden bağımsız fonksiyonları bu 243 ayrıĢım fonksiyonu 

içinden seçmeliyiz.  
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 sınır Ģartı ve Hamiltonyen denklemi üzerindeki 

komĢuluk tipleri göz önüne alınırsa 5 bağımsız fonksiyonuna indirgenmiĢ olur. 
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 
 

 

Ģeklindedir. Bu fonksiyonları aĢağıdaki gibi bir notasyonla kullanırsak; 

   
4

1

1111

1

n n
U Z

 
  

 
 

   
4

2

2 2 2 2

1

n n
U Z

 
  

 
 

   
4

3

1111

2

n n
U Z

 
  

                                   

( .1.1.4)EK  

   
4

4

2 2 2 2

2

n n
U Z

 
  

 
 

   
4

5

3 3 3 3

2

n n
U Z

 
  

 
 

Ģeklini alır. Ağaç üzerindeki uzatılmıĢ komĢuluk etkileĢimlerine bakarak 
 
1

n
U , 

 
2

n
U , 

 
3

n
U , 

 
4

n
U  ve 

 
5

n
U denklemlerini hesaplayacağız.   1111

1

n
Z

 
 
 

 üzerindeki olasılıkları 

düĢünerek 
 
1

n
U  denklemini hesaplayacağız. 
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ġekil Ek-1.1   1111

1

n
Z

 
 
    

üzerine kurulmuĢ olan dallar 

 

 

 
1

n
U  denklemi; 

       6 4 3 3

1

1111 111 2 111 3
4 4

1 1 1

n n n n
U a c b Z b Z b Z

      
        

     
 

     2 2 2
11 2 2 11 2 3 11 3 3

6 12 6
1 1 1

n n n
b Z b Z b Z

     
       

     
 

     1 2 2 2 1 2 2 3 1 2 3 3
4 12 12

1 1 1

n n n
bZ bZ bZ

     
       

                       

( .1.1.5)EK  

     1 3 3 3 2 2 2 2 2 2 2 3
4 4

1 1 1

n n n
bZ Z Z

     
       

     
 

     2 2 3 3 2 3 3 3 3 3 3 3
6 4

1 1 1

n n n
Z Z Z

     
        

     
 

Ģeklindedir.  AyrıĢım fonksiyonlarının değerleri yerine yazılırsa; 

1 

1 

1 1 1 
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               
               

        

4 3 2 2
6 4 3 3 2 4

1 1 1 2 1 2

2 2 3 3
2 6 3 7

1 2 1 2 1 2

4 4 4
6 8

2 2 2

8 12

12 8 24

8 6 2

n n n n n n

n n n n n n

n n n

U a c b U b a U U b a U U

b a U U ba U U ba U U

a U a U U

 

  

 

  


  

  


 

Ģeklini alır. 

 
  2 2 2 2

1

n
Z

 
 
 

 ayrıĢım fonksiyonu üzerindeki uzatılmıĢ ikinci komĢuluk 

etkileĢimleriyle 
 
2

n
U

 denklemi hesaplanırsa; 

       3 4 3 3

2

1111 111 2 111 3
4 4

2 2 2

n n n n
U a b Z b Z b Z

      
        

     
 

     2 2 2
11 2 2 11 2 3 11 3 3

6 12 6
2 2 2

n n n
b Z b Z b Z

     
       

     
 

     1 2 2 2 1 2 2 3 1 2 3 3
4 12 12

2 2 2

n n n
bZ bZ bZ

     
       

                       

( .1.1.6)EK
 

     1 3 3 3 2 2 2 2 2 2 2 3
4 4

2 2 2

n n n
bZ Z Z

     
       

     
 

     2 2 3 3 2 3 3 3 3 3 3 3
6 4

2 2 2

n n n
Z Z Z

     
        

     
 

olarak bulunur. AyrıĢım fonksiyonlarının değerleri yerine yazılırsa; 

              

            

                 

              
                  

4 3 3
3 4 3 3 3 6

2 3 3 4 3 5

2 2 2
2 4 2 9

3 4 3 4 5

2 2 3 2
2 8 3 10

3 5 3 4 3 4 5

2 3 4
7 6

3 4 5 3 5 4

3 2 2 3 4
3 4 3

4 5 4 5 4 5 5

4 4

12

6 4 12

12 4

4 6 4

n n n n n n

n n n n n

n n n n n n n

n n n n n n

n n n n n n n

U a b U b a U U b a U U

b a U U b a U U U

b a U U ba U U ba U U U

ba U U U ba U U U

a U U a U U a U U U

 

 

  

 

  

  


 

  

  

   

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Ģeklinde hesaplanmıĢ olur. 

 Aynı Ģekilde  
 
3

n
U , 

 
4

n
U  ve 

 
5

n
U denklemleri   1111

2

n
Z

 
 
 

,   2 2 2 2

2

n
Z

 
 
 

, 

  3 3 3 3

2

n
Z

 
 
 

 
üzerlerine inĢa edilen dallardaki komĢuluk etkileĢimleri hesaplanarak 

bulunur. Bunlar; 
 

              

       

      

    

4 3 3
3 3 3

3 1 1 2 1 2

2 2
2 4 6 4

1 2

3
3 3 2 7 7 3

1 2

4
4 3 6 2 8 6

2

4 4

6 12 6

4 12 12 4

4 6 4 1

n n n n n n

n n

n n

n

U a U ba U U ba U U

b a ba a U U

b a b a ba a U U

b b a b a ba U

 

  

   

  

  


  

   

    


 

              

            

          
             

            

             

4 3 3
3 3 6

4 3 4 3 3 5

2 2 2
2 4 9

3 4 3 4 5

2 2 3
8 3 3

3 5 3 4

2 2
2 10 7

3 4 5 3 4 5

3 4 3
6 4 3 3

3 5 4 4 5

2 2 3
2 4 3

4 5 4 5 5

4 4

6 12

6 4

12 12

4 4

6 4

n n n n n n

n n n n n

n n n n

n n n n n n

n n n n n

n n n n n

U a c U ba U U a U U

b a U U ba U U U

ba U U b a U U

b a U U U ba U U U

a U U b U b a U U

b a U U ba U U U

 

 

 

 

 

 

  


 

 

 

  

  
4 
               

( .1.1.7)EK
 

              

            

          
             

            
             

4 3 3
3 6 3

5 3 3 5 3 4

2 2 2
2 8 9

3 5 3 4 5

2 2 3
4 3 6

3 4 3 5

2 2
2 7 6

3 4 5 3 4 5

3 4 3
3 4 3 3

3 4 5 4 5

2 2 3 4
2 4 3

4 5 4 5 4

4 4

6 12

6 4

12 12

4 4

6 4

n n n n n n

n n n n n

n n n n

n n n n n n

n n n n n

n n n n n

U a U ba U U a U U

b a U U ba U U U

a U U b a U U

b a U U U ba U U U

a U U b U b a U U

b a U U ba U U U

 

 

 

 

 

 

  


 

 

 

  

  

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Ģeklinde bulunmuĢ olur. 

Sistemin yinelemeli denklemleri olan A1, A2, A3, A4 ve D aĢağıdaki gibidir. 

     

       

        

        

4 33 4 3 3

1 3 2 3 2 1

3 2 23 6 2 4

3 2 2 3 3 2 1

2 2 22 9 2 8

3 2 1 2 3 3 2 2 3

3 23 10

3 2 1 3 2 1 2 3

7

3

2 3 8 3 1

4 3 3 24 3 1

24 3 1 3 6 3 3

32 3 1 48 3 1 3

24

A a b X Y Y b a X Y Y Y

b a X Y Y X Y Y b a X Y Y Y

b a X Y Y Y X Y Y b a X Y Y X Y Y

ba X Y Y Y ba X Y Y Y X Y Y

ba X Y



 

 

 



      


        

          

         

         

         

    

      

     

2 36

2 1 2 3 3 2 2 3

4 3 2 23 4

1 1 2 3 1 2 3

3 43

1 2 3 2 3

4 33 3 3

1 1 2 3

2 22 4 6 4 3 2 7

1 2 3

3 1 3 4 3 3

16 1 32 1 3 24 1 3

8 1 3 3

8 1 32 32 1

24 48 24 1 8 24

Y Y X Y Y ba X Y Y X Y Y

Y a Y X Y Y a Y X Y Y

a Y X Y Y X Y Y

a Y ba a Y X Y Y

b a ba a Y X Y Y ba b a



 



 

    

       

         

      


      


       

   

 

       

         

       

37 3 4 3 6 2 8

1 2 3

46

2 3

4 3 33 6 3

3 2 3 2 2 3 3 2

2 2 22 8 9

1 3 2 2 3 3 2 1

2 24 3 6

2 3 3 2 1 3 2

24 8 1 4 6

4 1

3 4 3 3 8 3

1 6 3 3 24 3 1

3 24 3 1 4 3

ba a Y X Y Y b b a b a

ba X Y Y

a X Y Y ba X Y Y X Y Y a X Y Y

Y b a X Y Y X Y Y ba X Y Y Y

X Y Y a X Y Y Y b a X Y Y

  





 

 

       

   


          


         

          

      

      

      

     

3

2 3

2 22 7 6

3 2 1 2 3 3 2 1

3 43 4

2 3 3 2 1 2 3

3 2 23 3 2 4

1 2 3 1 2 3

3 43

1 2 3 1

3

24 3 1 3 48 3 1

3 32 3 1 3

8 1 3 24 1 3

32 1 3 16 1

X Y Y

b a X Y Y Y X Y Y ba X Y Y Y

X Y Y a X Y Y Y b X Y Y

b a Y X Y Y b a Y X Y Y

ba Y X Y Y Y

 



 



 

         

        

       

     

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      

       

    

      

   

4 36 4 3 3 2 4

2 1 1 2 3

2 2 32 6 3 7

1 2 3 1 2 3

46 8 6

2 3 3 2

3 33 6

1 3 2 3 2 2 3

2 22 4 9

3 2 1

16 1 64 1 48

48 1 16 48 1

8 6 2 3

8 1 3 4 3 3

24 3 1 24

A a c b Y b a Y X Y Y b a

b a Y X Y Y ba ba Y X Y Y

a a X Y Y a c X Y Y

ba Y X Y Y a X Y Y X Y Y

b a X Y Y Y ba X

 

  

 

 

 

      


        

       
 

        

         

      

       

      

       

2

3 2 1 2 3

2 2 38 3 3

3 2 2 3 3 2 1

22 10 7

3 2 1 2 3 3 2 1

2 3 46 4

2 3 3 2 2 3 1

3 2 23 3 2 4

1 2 3 1 2 3

3 1 3

6 3 3 32 3 1

48 3 1 3 24 3 1

3 4 3 3 16 1

32 1 3 24 1 3

8

Y Y Y X Y Y

a X Y Y X Y Y b a X Y Y Y

b a X Y Y Y X Y Y ba X Y Y Y

X Y Y a X Y Y X Y Y b Y

b a Y X Y Y b a Y X Y Y

ba

 

 



 

   

        
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 Cayley ağacının mertebe sayısı olan k=4 olduğu için; 
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exp ;
4

exp ;

exp ;

T

P

J
a

T

J
b

T

J
c

T

 
  

 

 
  

 

 
  

                                                                                    

( .1.1.8)EK
 

Ģeklindedir. 

 
1

n

n

v

v


 
 

   

sınır Ģartına karĢılık gelen baĢlangıç koĢulları; 
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a b c a c

 
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
















                                                             

( .1.1.9)EK

 

Ģeklinde bulunur. 

A1, A2, A3, A4 ve D yinelemeli denklemleri ve bu denklemler ile baĢlangıç 

koĢullarının belirlediği γ =0,1,-1,-2 için faz diyagramları aĢağıdaki gibidir. 
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ġekil Ek-1.2: q=3 ve 0   için faz diyagramı 

 

 

ġekil Ek-1.3: q=3 ve 1   için faz diyagramı 
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ġekil Ek-1.4: q=3 ve 1    için faz diyagramı 
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 ÖZET 

 

Birinci bölümde, genel olarak ihtiyaç duyulan teknik tanımlar çok fazla detaya 

girilmeden verilmiĢtir. 

Ġkinci bölümde, Ising ve Potts modeli ve faz diyagramları için yapılan önceki 

çalıĢmalar hakkında literatür taraması verilmiĢtir. 

Üçüncü bölümde bu tezde kullanılan modellerin analizi için uygulanan 

metotlar hakkında bilgi verilmiĢtir. 

Dördüncü bölümde, ikinci mertebeden bir Cayley ağacı üzerinde keyfi q-

durumlu spin durumlu, ikili ve üçlü etkileĢimli Potts modelinin iterasyon denklemleri 

bulunarak faz diyagramları incelenmiĢtir. Dördüncü bölümde ayrıca 3. mertebeden 

bir Cayley ağacı üzerinde yakın komĢuluk, uzatılmıĢ ikinci komĢuluk ve iki seviye 

üçlü komĢuluk etkileĢimli üç durumlu bir Potts modelinin faz diyagramları analiz 

edilmiĢtir. 

Bu tezde sonuç olarak, ikinci ve üçüncü mertebeden bir Cayley ağacı üzerinde 

bazı spin durumlu Potts modellerinin meydana getirdiği faz diyagramları hakkında 

daha genel sonuçlar elde edilmiĢtir. Ġleride çalıĢılması muhtemel konular hakkında 

bilgi verilmiĢ ve örnek latisler sunulmuĢtur.  
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SUMMARY 

 

In the first chapter, technical basic definitions have been introduced without 

going into details. 

In the second chapter, a literature review for Ising and Potts model and their 

phase diagrams has been given. 

In the third chapter, information about the methods which are applied for  

analyse of the models have been given. 

In the fourth chapter,   arbitrary q-state spin state on a   second order Cayley 

tree, binary and ternary phase diagrams were found in the interactive Potts model 

equations of iteration. The fourth section also include, the prolonged neighborhood 

on a third order Cayley tree, the second neighborhood and extended neighborhood of 

two-level three-phase diagrams of interactive three-state Potts model is analyzed. 

As a result of this thesis, Cayley tree of the second and third-order model 

caused by phase diagrams of some of the spin state of Potts model, a more general 

results have been obtained. Study subjects were informed about the possible future 

directions and the sample lattices are presented. 

 

 

 

 

 

 


