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Oz

Yiiksek Lisans Tezi

BERNSTEIN POLINOMLARI VE BAZI MODiFiIKASYONLARININ YAKLASIMLARININ
GRAFIK VE NUMERIK TABLOLAR iLE KARSILASTIRILMALARI

Ayse URAL
Harran Universitesi
Fen Bilimleri Ensitiisii
Matematik Ana Bilim Dah

Damsman: Yrd. Do¢. Dr. Aydin iZGi
Y1l:2012, Sayfa: 43

Bu tezde Bernstein polinomlart ve Berntein polinomlarinin bazi modifikasyonlar ile ilgili yapilan
calismalar incelenmistir. Incelenen Bernstein polinomlar: ve modifikasyonlar: arasinda grafik ve
niimerik tablolar ile karsilagtirmalar yapilmistir. Modifikasyonlarin farkli noktalarda siirekli herhangi
bir f fonksiyonuna yaklasimi degerlendirilmistir. Ayrica [%,nT_l] araliginda yeni bir U,(f;x)
modifikasyonu tanimlanmistir. Bu yeni modifikasyonun lineer pozitif operatdr oldugu gosterilmistir.
Bu yeni modifikasyonun diizgiin yaklagimi, yaklagim hizi ve asimptotik yaklagimi incelenmistir. Daha
sonra tanimlamis oldugumuz polinom dizisi ile ele aldigimiz diger polinom dizileri ile tek tek grafik
ve niimerik tablolar ile karsilagtirilmistir. Ayrica hepsini igine alan tek bir grafik ile de karsilagtirma
yapilmistir. Bu modifikasyon birgok noktada diger modifikasyonlardan incelenen f fonksiyonuna daha

giizel yaklastig1 gdzlenmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Bernstein polinomlari, yaklagim, yaklasim hizi, lineer pozitif

operatdrler, Weierstrass teoremi, Korovkin teoremi.



ABSTRACT
Master Thesis

COMPARASION OF BERNSTEIN POLYNOMIALS AND SOME MODIFICATIONS OF
BERNSTEIN POLYNOMIALS BY GRAPHICS AND NUMERICAL TABLES

Ayse URAL
Harran University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Yrd. Do¢. Dr. Aydin iZGi
Year:2012, Page: 43

In this thesis, Bernstein polynomials and studises about some modifications of Bernstein polynomials
were analysed. Bernstein polynomials and their modifications were compared with graphical and

numerical tables. Approximation of modifications, to any continuous f function at different points has
been evaluated. Moreover, a new modification of U,(f; x) has been defined in [%,nT_l] interval. It is

indicated that this new modification is a pozitive lineer operator. Uniform approximating, rate of
approximation and asymptotic approximation of this new modification has been analysed. The
sequences of polynomials which have been described and the other sequences of polynomials that
were handled are compared with graphical and numerical tables. Moreover, comparison made with
one graph which includes all of them. It is observed that this modification approximate to the analysed

f function finely in many points than the other modifications.

KEYWORDS: Bernstein polynomials, approximation, ,rate of approximation, linear positive

operators, Weierstrass theorem and Korovkin theorem.
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1.GIRIS

Karl Wilhelm Theodor Weierstrass (1897), C([a,b]) uzayinda tanimh
cebirsel polinomlarinin yogunlugunu ispatlamistir. Pinkus (2000), temel sonuglarin
farkli ispatlarin1 vermistir. Bernstein (1912), Weierstrass teoreminin ispatt icin
toplam biciminde bir polinom tanimlamis ve sonraki yillarda bu polinom Bernstein
polinomlart olarak adlandirilmistir. Lineer pozitif operatorlerin yaklagim 6zelikleri
caligmalar1 daha ilgingtir. Eger (L) n»1 lineer pozitif operatorlerin bir dizisi ise
(Lnf) ns1 dizisi hangi sartlart saglamali ki her bir siirekli f fonksiyonuna diizgiin
yakinsasin? Cevap birbirinden bagimsiz olarak sirasiyla Popoviciu(1951),
Bohman(1952) ve Korovkin(1953) tarafindan kesfedilip tamamlanmistir. Bu kriterler
detayl1 olarak Teorem1.1.8 de verilmistir. Bu giizel ve kolay sartlar1 farkli fonksiyon
uzaylarinda kullanmak i¢in pek ¢ok matematik¢iye ilham kaynagi olmustur.
Korovkin tipi Yaklagimlar Torisi denilen bu yol yaklagimlar teorisinde 6zel bir dal
olarak ortaya ¢ikmistir. Bu tiir caligmalar Altomare ve Campiti(1994) nin kitabinda
detayl olarak ele alinmistir (Agratini, 2011).

Korovkin (1951), lineer pozitif operatorlerin yaklasimi i¢in verdigi cok
onemli teoreminden sonra, Bernstein polinomlar1 da bir lineer pozitif operatdr
olduklarindan, bununla ilgili yapilan ¢alismalar hiz kazanmistir. Bu caligsmalardan
onemli olanlardan biri, Lorentz’ in (1953) yazdig1 “Bernstein Polynomials” adl
kitabidir. Shisha ve Mond (1968), Bernstein polinomlarinin yakinsaklik hizlar ile
ilgili caligmalar yapmislardir. Durrmeyer (1967), [0,1] araliginda Bernstein
operatOrlerinin  integrallenebilir modifikasyonlarini  tanimlamistir.  Benstein-
Durrmeyer operatorleri olarak tanimli operatorlerin  siirekli  fonksiyonlara
yakinsamast bircok bilim adami tarafindan incelenmistir (Walczak, 2004).
Derriennic (1981), ilk kez bdyle operatdrlerin analizlerini yapmistir (Walczak, 2004).
King (2003), daha iyi yaklasim veren Bernstein tipi bir modifikasyon yapmis ve o
zamandan sonra bu tarz calismalar artmaya baslamistir. Ozarslan ve Duman (2009)
daha hizli yaklasim saglayan lineer pozitif operatorler icin genel bir yaklagim

vermislerdir. Yapilan biitiin bu ¢aligmalarda operatorlerin birbiriyle karsilastirildigi
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bir caligmaya (tarama yaptigimiz son zamanlara kadar) rastlamadik. Yaptigimiz
grafik ¢aligmalarinda ve niimerik degerlendirmelerde, ortaya koydugumuz Bernstein

polinomlarinin yeni modifikasyonun daha avantajli oldugunu gordiik.

1.1. ANA KAVRAMLAR

Tanim 1.1.1.

Bos olmayan Xc R kiimesi, f: X — R fonksiyonu ve @ € X noktas1 verilmis
olsun. Eger, Ve >0 ve Vx €X ic¢in |[x —a|<d=|f(x) — f(a)| < & olacak
sekilde € sayisina bagli bir § = §(g) > 0 sayis1 varsa, f fonksiyonu X kiimesine

gore siireklidir denir (Musayev, Alp, Mustafayev ve Ekincioglu, 2007).
Tanim 1.1.2.

Xc R, f:X— R bir fonksiyon olsun. Eger, Ve > 0sayist ve Vxq,x, € X
noktalar1 i¢in |x; — x,| < 8§ = |f(x1) — f(x;)| < € olacak sekilde yalnizca € na
bagli bir § = §(e) > 0 sayis1 varsa, f fonksiyonu X kiimesi tizerinde diizgiin

stireklidir denir (Musayev, Alp, Mustafayev ve Ekincioglu, 2007).
Teorem 1.1.1. (Diizgiin siireklilik iizerine Cantor Teoremi)

R nin Kompakt (kapali ve sinirli) alt kiimesi {izerinde siirekli her fonksiyon

bu kiime iizerinde diizgiin siireklidir (Musayev, Alp, Mustafayev ve Ekincioglu,

2007).
Tanim 1.1.3.

Xc R, f:X = R bir fonksiyon olsun. Eger Vx € X i¢in |f(x)| < M,M > 0
olacak sekilde M € R sayisi varsa, f fonksiyonu X iizerinde sinirhidir denir

(Musayev, Alp, Mustafayev ve Ekincioglu, 2007).
Teorem 1.1.2. (Weierstrass)

Kapali ve sinirli aralik iizerinde siirekli her fonksiyon bu aralik {izerinde

sinirhidir (Musayev, Alp, Mustafayev ve Ekincioglu, 2007).
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Tanim 1.1.4.

(a,b) c R agik bir aralik ve f de (a,b) den R ye bir fonksiyon olsun. t,xe(a, b)

f@®)-fx)

olmak tizere lim,_, P

= A(x) sonlu limiti varsa, bu A(x) sayisina f
fonksiyonunun x noktasindaki tiirevi denir ve f'(x) (veya Df(x) yada %Ecx) ile

gosterilir. Bu durumda, f fonksiyonu x noktasinda tiirevlenebilirdir ( veya tiirevlidir)

denir (Musayev, Alp, Mustafayev ve Ekincioglu, 2007).
Teorem 1.1.3. (Rolle Teoremi)

fila,b] > R fonksiyonu [a,b] iizerinde siirekli ve (a,b) iizerinde
tiirevlenebilir olsun. Eger f(a) = f(b) ise f'(c) = 0 olacak sekilde en az bir
ce(a, b) noktasi vardir (Musayev, Alp, Mustafayev ve Ekincioglu, 2007).

Teorem 1.1.4. (Lagrange Teoremi)

fila,b] > R fonksiyonu [a,b] iizerinde siirekli ve (a,b) iizerinde
tirevlenebilir olsun. Bu durumda, f(b) — f(a) = f'(c)(b — a) olacak sekilde en az
bir ce(a, b) noktas: vardir (Musayev, Alp, Mustafayev ve Ekincioglu, 2007).

Baz1 kaynaklarda bu teoreme Diferansiyel Hesabin Ortalama Deger Teoremi de

denir.
Teorem 1.1.5 (Taylor Teoremi)

(a,b) c R aralig1 iizerinde (n + 1). mertebeden tiirevlenebilen f: (a,b) - R

fonksiyonu ve bir xy € (a, b) noktas1 verilmis olsun. Bu durumda

f(xo) +

(x—xp) + - +——

’ (n) x)
f(;lfo) f (o) Zf (o) (= xg)* (11)

dir (Musayev, Alp, Mustafayev ve Ekincioglu, 2007).
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Tanim 1.1.5.

a) Xc R alt kiimesi iistten sinirli ise B = {b € R: b, X in ist smiridir }
kiimesinin minimal elemanina X kiimesinin en kiiciik {ist sinir1 denir ve sup X (veya

ekiis X) ile gosterilir.

b) Xc R alt kiimesi alttan smrlt ise A ={a € R:a,X in alt smirdir }
kiimesinin maksimal elemanina X kiimesinin en biiyiik alt sinir1 denir ve inf X (veya

ebas X) ile gosterilir (Musayev, Alp, Mustafayev ve Ekincioglu, 2007).
Tamm 1.1.6.

N , bir lineer uzay olsun. || lI: N - R fonksiyonunun x deki degerini ||x|| ile

gosterelim. Bu fonksiyon igin

Nl |[x][=0=x=0

N2) [Jax|| = |alllx]| (aeF) ve

N3) llx + yll < llx[l + llyll tggen esitsizligi)

Sartlar1 saglaniyorsall || fonksiyonuna N de norm denir. Normlu uzaylar genellikle

(N, Il 1) ile gosterilir (Bayraktar, 2006).
Tanmm 1.1.7.

L bos olmayan bir kiime ve F, reel veya kompleks sayilar cismi olsun.
Asagidaki sartlar saglaniyorsa L ye F lizerinde lineer uzay (veya vektor uzay: ) denir

(Bayraktar, 20006).
A) L, + islemine gore degismeli bir gruptur. Yani,
G1) Her x,y € L icin x + y € Ldir (kapalilik 6zelligi).
G2)Herx,y,z € Liginx + (y + z) = (x + y) + z dir (birlesme 6zelligi).

G3) Her x € L igin x + 0 = 0 + x = x olacak sekilde 0 € L vardir (6zdes elemanin

varligy).
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G4) Her x € L i¢in x + (—x) = (—x) + x = 0 olacak sekilde —x € L vardir (ters

eleman varligy).
G5) Her x,y € Licin x + y = y + x dir (degisme 6zelligi)

B) x,y € L ve a, feF olmak tizere asagidaki sartlar saglanir:
L1) a. xeL dir (skalerle carpmaya gore kapalilik).
L2)a.(x+y) =a.x + a.y dir.
L3) (a +B).x = a.x + B.x dir.
L4) (a.B).x = a.(B.x) dir.
LS) 1. x = x dir. (Burada 1, F nin birim elemanidir.)
Tamm 1.1.8.

Lineer uzaylarda tanimli doniistimlere operator denir (Bayraktar, 2006).

Tanim 1.1.9.

Eger Vx,y € X ve a,BeF i¢in T(ax + fy) = aTx + BTy ise T ye lineer

operator denir.
Tanim 1.1.10.

T:Cla, b] = C[a, b] bir operator olsun. Eger Vx € (a,b) ve Vf € [a, b] igin
f(x) = 0iken T(f)(x) = 0 ise Tye pozitif operator denir.

Tanim 1.1.11.

Eger T operatorii hem lineer hem de pozitif ise buna lineer pozitif operator

denir.
Tanim 1.1.12.

T ={T:C[a,b] = Cla, b] : T lineer pozitif operator}, N = {1, 2, 3, ... } olsun.
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T: N - t seklinde tanimli T fonksiyonuna lineer pozitif operatér dizisi adi verilir.

(Ty,) ile gosterilir. T(N) = (Ty, T, ...)
Tamm 1.1.13.
X bos olmayan bir kiime olsun. d: Xx X = R fonksiyonu i¢in
M1)d(x,y) =0 x=y,
M2) d(x,y) = d(y, x) (simetri 6zelligi) ve
M3)d(x,y) < d(x,z) + d(z,y) (liggen esitsizligi)

sartlar1 saglaniyorsa d ye Xde bir metrik ve d ile birlikte X e metrik uzay denir ve

genellikle (X, d) veya X ile gosterilir (Bayraktar, 2006).
Tanim 1.1.14.
(X, d) bir metrik uzay ve (x,), X de bir dizi olsun.

lim d(x,,x) =0 (1.2)
n—->oo

olacak sekilde bir x € X varsa (x,,) dizisine X de yakinsaktir denir (Bayraktar, 2006).
Tanim 1.1.15.

fnila, b] = R siirekli fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Her bir x € [a, b] ve
Ve > 0 oldugunda n > ny igin |f,(x) — f(x)| < € olacak sekilde n, varsa (fy,)

dizisi f fonksiyonuna noktasal yakinsaktir denir.
Tanim 1.1.16.

Vx € (a,b) ve Ve >0 icin Oyle bir ny vardir ki Vn > n;, oldugunda
|fn(x) — f(x)] < e olacak sekilde n, varsa (f,,) dizisi f fonksiyonuna diizgiin

yakinsaktir denir ve f,, 3 f ile gosterilir.
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Tanim 1.1.17.

[a, b] araliginda tanimli f fonksiyonu verilsin. [0,b-a] araliginda tanimli
w(8) = w(8) = {sup|f(x2) — f(xDI: [x2 — x1] < 8, x4, x,€[a, b]} fonksiyonuna
f’nin siireklilik modiilii denir (Shevchuk, 1992).

Teorem 1.1.6.

f fonksiyonu [a, b] araliginda siirekli olsun. Bu durumda f fonksiyonunun

siireklilik modiilii,

i) limg_o w(8) =0

i) 0< 68, <8,ise w(dy) < w(d,)
iii)  w(6;+6,) < w(dy) + w(6,)
iv) w(nd) < nw(d),n € Z*

v) IfO-fO < o(f; ]t — x|

[t—x|

i olflt—x) < (1+ 5w 6)
ozelliklerini saglar (Altomare ve Campiti, 1994).
Tamm 1.1.18.

f fonksiyonu I ¢ R araliginda tanimli olsun. 3M > 0 ve a € R Oyleki her

X1, Xo€l igin,

|f(x1) = fO) < Mlxg —x,]* (1.3)

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonu a. mertebeden Lipschitz kosulunu sagliyor

denir (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995).
Teorem 1.1.7. (Weierstrass)

f:[a,b] » R siirekli bir fonksiyon olsun. Oyle bir P, polinomu vardir ki

Vn < ngigin |B,(x) — P(x)| < € olacak sekilde bir n, € N vardir.
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H. Bohman (1951), toplam seklindeki lineer pozitif operatorler dizisinin [0, 1]
araliginda siirekli f(x) fonksiyonuna yaklasmasi problemini incelemistir

(Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995).
Teorem 1.1.8. (Korovkin teoremi)

x €[0,1],0 < ay, < 1 oldugunda

L(fi0) = ) f(@n)Pen(),  Peal) 20 (14)
k=0

pozitif operatdr dizisinin n — oo i¢in [0, 1] araliginda f fonksiyonuna diizgiin

yakinsak olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosullari ii¢ tanedir. Bunlar

i) L(Lx) =1
() L,(6x)3x

(i)  L,(t%x) 3 x?
seklinde ifade edilirler (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995).

Asikardir ki Bohman’in arastirdifi operatorlerin degeri f fonksiyonunun [0,1]

araliginin disindaki degerlerinden bagimsizdir (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995).

P.P. Korovkin (1953), genel bir teorem ispatlamis ve gostermis ki Bohman’in

kosullar1 genel halde de gergeklenir (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995).
Teorem 1.1.9.

Eger L,, lineer pozitif operatorler dizisi [a, b] araliginda i), ii), iii) kosullarini
gerektiriyorsa o takdirde C(a, b) uzayinda olan ve tiim reel eksende sinirli her hangi

bir f fonksiyonu i¢in n — oo oldugunda;
Lo(f;x) 3 f(x), a<x<b (15)

elde edilir (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995).



1.GiRiS AYSE URAL

Ispat

f fonksiyonu reel eksende smirli oldugu igin Oyle bir M pozitif sayisi

bulabiliriz ki tiim x € [a, b] i¢in

If)l =M (1.6)

saglanir. f € C(a,b) oldugunda her &> Oigin Oyle bir § > 0 bulabiliriz ki
t € (—o,00) ve x € [a,b] igin |t — x| < § oldugunda

If@® - fMl<e (1.7)
saglanir.

x,t € [a,b] oldugunda (1.7) esitsizligi f fonksiyonu [a, b] de siirekli oldugu i¢in
gerceklenir. x € [a, b],t & [a, b] oldugunda ise (1.7) esitsizligi f fonksiyonu a ve b
noktalarindan sirasiyla soldan ve sagdan siirekli bir fonksiyon oldugu igin
gerceklenir.

(1.6) ve (1.7) esitsizliklerinden dolayi tiim t € (—o0, ) ve x € [a, b] igin,
2M
F(O) = F@I < &+ 22 (¢ — x)? (1.8)

esitsizligi  gergeklenir. Ciinkii [t — x| < § oldugunda (1.8) esitsizligi (1.7)
esitsizliginden dolay1 Z(S—Az/l(t — x)? ifadesi pozitif oldugu icin saglanir. |t — x| =&

(t—x)*

62

oldugunda ise > 1 olacagindan 28_1:1(t —x)%? = 2M esitsizligi saglanir. Bu

durumda € > 0 oldugu icin (1.6) esitsizliginden (1.8) esitsizligi elde edilir.
Diger taraftan
ILn(f;) = F)le = [|Ln((f5 2) = £ G5 %) + FOILn (L) = fF()

< L (1(F520 = FCOL e + I fllelLn (152) = 1llc

esitsizligi mevcuttur. Bu esitsizlikteki ikinci terim n — oo i¢in (i) den dolay1 sifira

yakinsar. Yani ||f||¢||L,(1; x) — 1]l < &, €n = 0 dir. O halde

1L (f; ) = FOlle < ILn (15 2) = FEIL O + € (1.9)
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esitsizligi gecerlidir.
Birinci terime bakarsak (1.8) esitsizliginden dolay1
La(1(f3 ) = FQL; ) < eLn(132) + 55 Ly (£ — 2)% %)
=¢[L,(1;x) —1] + e + Z—A;I [L,(t% x) — 2xL,(t, x)
+x% L (1;20)]
=¢[L,(1;x) — 1]+ e+ Z—AZ/I [L,(t% x) — x?]
—2x[L,(t,x) — x] + x?[L,,(1; x) — 1]
elde ederiz. O halde ;
ILn(1(F5 %) = FCOL 0 le < CullLn(t%5 %) — %%l + CollLp (1 %) — 1l (1.10)
yazilabilir. (i), (i1) ve (ii1) kosullarindan dolay1 n — oo i¢in
L (1(f5) = FCOL e >0 (1.11)
elde edilir. Bu sonug ve (1.9) esitsizliginden yararlanirsak;
ILn(f5%) = fFllc = 0 (1.12)
oldugunu goriiriiz.

Bu teoremin ispatindan yararlanarak asagidaki sonucu verebiliriz (Hacisalihoglu ve

Haciyev, 1995).
Sonug 1.1.1.
Eger {L,} lineer pozitif operatdrler dizisi, [a, b] araliginda

() Lo(Lx)=31
()  Lp((t—x)%x) 30

kosullarii sagliyorsa o takdirde C(a, b) uzayindan olan ve tiim reel eksende sinirli,

her hangi bir f fonksiyonu icin n — oo da

10
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L,(f;x) 3 f(x) a<x<b (1.13)
saglanir (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995).
Tanim 1.1.18.
x = (x,) ve ¥y = (y,) limitleri sirasiyla x, ve y, olan diziler olsun. Eger

[xn—x|

[yn—vI

lim,, " :x =0 veya lim,,_ =oo ise y x’den daha hizl yakinsar denir

(Brezinki, 2000).
Tamm 1.1.19.

x = (x,) ve y = (y,) limitleri sirastyla x, ve y, olan diziler olsun. Eger

=M < o ise x ve y denk yakinsar denir. Yani her n > n, i¢in

esitsizlik |y, —y| < M|x, — x| dir. 0 <M <1 ise y’nin yakinsamasi x’in
yakinsamasindan daha iyidir ve 1< M <o ise x’in yakinsamasi y’nin

yakinsamasindan daha iyidir denir (Theodore Ho Hsu, 1968).
Tanmm 1.1.20.

X =Y, (XD, (Y, Il fonksiyonlar1 (L,,) ve (M) uzayinda iki lineer pozitif
operator dizileri olsun ve bu operator dizileri tek noktaya yakinsasin. Eger

ILn(F)—F GOl My (Fi0)~F (Ol
MnG-reol ~ 0 VY2 L o—r@l

L (f52)—f ()l
|Mn (f5)= £ ()

0<K<1 ise (Lyp)'nin yaklastmi (M,)’nin yaklasimindan daha iyidir ve

= oo ise herf € X i¢in (L), (M,,)’den daha

hizli yaklagir denir. =K ise (L,), (M) denk yaklasir denir. Eger

1<K<o ise (M,) nin yaklastmi  (L,) ’nin yaklasimindan daha iyidir
denir(izgi,2012).

11
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2. ONCEKI CALISMALAR

S. Bernstein (1912 ), [0, 1] araliginda verilmis siirekli bir fonksiyona

yakinsayan polinom dizisi tanimlanmustir.

0 < x < 1 olmak iizere bu polinom dizisi;

ok
Bu(fi) = ) FOICE -0 (21
k=0

seklindedir, x*(1—x)"* >0 oldugunda B,(f;x) pozitif lineer bir

operatordiir (Bernstein, 1913).

Daha sonra bir¢ok bilim adami Bernstein operatorlerinin modifikasyonlar1 ve

genellemeleri iizerinde ¢alismalar yapmistir. Bu ¢calismalarin bazilarini verelim:

L.V .Kantorovich(1930)  K,:L;([0,1]) = C([0,1]), herf € L;([0,1]) wve

negatif olmayan her hangi n € N i¢in

k+1
n n+1

K@) = 1) Y () k(1 =)k f ()= f©ds (22)
k=0 _k_

lineer pozitif operatoriinii tanimlamis ve yaklasim ozelliklerini incelemistir

(Kantrovich, 1930). Bu operator Kantrovich operatorii olarak bilinir. Bu operatorler
klasik Bernstein operatoriinde f nin S civarinda integralle yaklasan f (S) degerini

yerine yazarak elde edilir.

Durrmeyer (1967), [0,1] araliginda Bernstein operatorlerinin

1

D, (f;x) = (n+1) zn: (Z) 21 = x)nk f (Z) (1 — Ok (e (2.3)
k=0

(o]

seklinde integrallenebilen bir modifikasyonunu tanimlamistir. Bu operatorler

Bernstein-Durrmeyer operatorleri olarak bilinir. Bu operatorlerin  diizgiin

12
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fonksiyonlara yaklasimi pek c¢ok matematik¢i tarafindan calhisilmistir (Walczak,
2004). Derriennic (1981), bdyle operatorlerin analizini ilk kez incelemistir.

Derriennic (1981), asagidakileri ispatlamistir.

i) D, f bir pozitif operatdr,
ii) D,(1;x) =1
iii)  limy,ollDn(f;2) — f(OIl =0, f€Cppy

Daha sonra Ditzian ve Ivanov (1989), Ditzian —Totik siireklilik moduliiniin yaklasim

hizin1 ¢alismislardir (Walczak, 2004).

Cao (1997), asagidaki sekilde tanimli Bernstein operatorlerinin bir

genellemesini yapmustir. N dogal sayilar kiimesi iizerinde s, bir dizi ve s, = 1 olsun.

Sp—1

=13 ket
Calfi2) = Z()(}ZO e =P @9)

Gergekten de s, = 1 i¢in B, (f; x) = C,(f; x) oldugu goriiliir. Cao bu operatérlerin
yakinsaklik sartlarin1 incelemis ve yakinsaklik hizlarini siireklilik moduliinii

kullanarak hesaplamistir (Cao, 1997).

Ding (2004), Cao’nun tanimlamis oldugu operatoriin  yakinsaklik
ozelliklerini incelemistir. Direk ve ters teoremler ile bazi yaklasimlarla ilgili tanimlar
elde etmistir. Farkli sartlarda tanimli s, parametresi icin bazi asimptotik

yaklagimlarini vermistir (Ding, 2004).

Aksop (2009), [i 1+ i] aralig iizerinde asagidaki sekilde tanimli lineer
2 2n

)
n

pozitif bir operatdr tanimlamistir(Aksop, 2009).
n-k

00 =753 () (oreg) A ) e

0

13
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Duchon (2011), m boyutlu Bernstein operatdrlerini ve bu operatdrlerin
[0,1]™ tizerinde m — 1 boyutunun yaklagim ozelliklerini incelemistir (Duchon,

2011).

14
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3.MATERYAL ve YONTEM

3.1. Materyal

Bu c¢alismada inceledigimiz kaynaklar; internet {izerinden veya

kiitiiphanelerden ulastigimiz makale veya kitaplardan elde edilmistir.
3.2.Yontem

Elde edilen c¢aligmalardaki operatorler incelenmis ve bu operatdrlerin
herhangi bir f(x) fonksiyonuna yaklasimi grafik cizerek ve niimerik degerler
hesaplanarak incelenmistir. Daha sonra kendi tanimlamis oldugumuz operator ile
yine bu ¢alismalar karsilastirilmistir. En son olarak da tiim c¢alismalar tek bir grafik

tizerinde karsilagtirilmistir.

Bu calismada grafik cizerken ve niimerik degerleri hesaplarken Maple

bilgisayar programindan yararlanilmistir.

15
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

Her x € [0,1] igin Py (x) = 0 dir. Eger
f202Bu(f;x) = Biey P (f ) 2 0 = By (f;2) 2 0
Ba(af +Bg; %) = Xpey Puc(Olaf (5) + 8.9 ()]

k K
= a Xy PucCOf (5) + B Zies Puc(g ()
dir. Buradan da Bernstein operatoriiniin lineer ve pozitif oldugu anlasilir.

Bernstein operatorlerinde Korovkin teoreminin kosullarini aragtiralim.

Bu(fi0) = ) PuGOf (), f € €0 Pu) = () (1 — 7" (4)
k=1

olmak iizere;

n

B,(1;x) = Z (Z) k- F=1-x+x)"=1

k=0
S k
B,(t;x) = xk(1—x) k=
= n! Lk
=2 G-

o (-1 _ .
=x2(k—1)!(n—k)!xk -
k=1

n-—1

= xz (n ; 1)xk(l — )kl =

k=0

16
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Bn(tz; X) = i (Z) xk(l _ x)n—k:'_z
k=0
) Z (1) s -y EEZ DA
k=0

n n— k(k_l)(‘l’l—l)
i

I
NgE

=
Il
o

+%Z (:) xk(l - x)n—kg

n
k=0
_(n—l)zn:<n—2) . iy
= n 4 k—2 x( x) -

n

= k- (n—-1)!
_xzﬁ(k— DI(n—k)!

k=1

xk_l(l _ x)n—k

n

— k—1 (n—1)!
. kz:z n (k—1)!(Mn—k)!

xk_l(l _ x)n—k

x - (n—1)! 3 -
+;k2=1(k_1)!(n—k)!xk (1—x)"k

zn_ln (n—2)!

n £ (k=2)!(n—k)! X2(1 — xyn-k

=X

n-1
X
+£Z Cﬁ—lxk(l — x)n—k—1
k=0

27’1,

n-2
— -1 )
Y Ck__xk(1 — x)n—k-2
kz_onz ( ) +

x—x2

17
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olur.
Dolayistyla
1B (1; %) = ¢y = 0, (n = ) (4.2)
1B, (&; x) — xllco,1y = 0, (n = ) (4.3)
elde edilir.

(t — x)? = t? — 2xt + x? oldugundan ve B,,’nin lineerliginden
B,((t — x)%;x) = B,(t?;x) + B,(—2t; x) + B, (x?; x)
= B, (t?;x) — 2xB,,(t; x)+ x?B,(1; x)

x—x>2

=x2 + — 2x% + x?
n
_ x—x?
- n
elde edilir.
x—x2 1-2x 1-2x 1
y = olsun. y' = —— olur. y' = —— = O olursax = Zolur.

MaXgex<t Br ((t — )% x) = ﬁ (n - oo) olur.

1B, (t%; x) — x2||c(o,1) = MaXp<x<1 =—->0(n-x)

4n

x—x2| 1

n
saglanir. Teorem 1.1.9. a gore f € C(0,1) i¢in

|B(f3x) — f(x)”C(O,l) -0 (4.4)
gerceklenir (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995).
Teorem 4.1.

f € Cio,17 ve w(f; x) klasik siireklilik modiilii i¢in

3 1
Ba(f (050 = F) < 50 (fige

\/_) neN  (45)
n

18
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dir (Walczak,2004).
Ispat

[t—x|

; x) w(f;6) (Teoreml.1.6. nin vi.6zelliginden)

1B (F(£);2) = f(2)] < By (1 +

=[Ba(1; %) + 5 By (It = x|;0)]((f; It — x[); D)oo (f; 6)

< (1+5Bu((t = 0050w (f; 8) (Cauchy-Schwartz
Esitsizliginden)
< w(f; )1 +1 =5
1 [1
=@+ g\/:—n)w(f: 6)
1 1 1 1w
=1+ E)w (f; \/_H) (6= = secildiginde)
3 1
=30 (%)
elde edilir.

Teorem 4.2.
fEC[zoll] ve her x € [0,1] i¢in

x(1—x)

10 (46

lim n(B,(f (0):x) - f()} =
dir (Walczak,2004).
Ispat

1, [0,1] araliginda sinirl bir fonksiyon olsun.

(t —x)?
2

f@®) =f)+E=x0)f"(x) + £+ (=)t — x;x)

B, nin lineerliginden

19
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{Bo(f(1); %) = f(0)} = f'(X)Bp(t — x5 ) + f”z(X)

B, ((t —x)%x)

+B,((t — x)% x) n(t — x; x)

X

n{Ba(F(0): ) = ()} = 2 ()

elde edilir.

Simdi de [%,nT_l] araliginda n > 3 i¢in tanimlamis oldugumuz

0= (o), (e -2) (522 (B2 e

k=0

operatorliniin sirastyla Teorem 1.1.8 deki 6zellikleri sagladigini, Tanim1.1.17 ile

yakinsaklik hizin1 ve asimptotik yaklagimini inceleyelim.

Teorem 4.3.

Her x € [0,1] i¢in f(x) = 0 = U,,(f;x) = 0 dir.

Ispat
0.0 = ) D () (=) (=) (S
()-2) (22 zose=0
= Up(f;x) = 0 dir.
Teorem 4.4.

Her x € [0,1] i¢in U,(f; x) operatorii lineerdir.

20
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Ispat

Un(af +Bgin) = () .

+Bg ((n - 2)k + n>]

n2

AN

dir. Dolayisiyla operatoriimiiz lineerdir.
Teorem 4.5.

lim, ., U,(f; x) = f(x) (diizgiindiir).
ispat

Teorem 1.1.8 in li¢ sartin1 sagladigini gosterelim.

=62 ¥ (-2 ()
() -
=1
o= () S (e () (@)
- L6 ()

21
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1, n \"x" n N m—1 n-k
A DYRICENEES
-2 W) ()
n-1 _ ko n—k
G Y P [ NC e
1 n o\l m—1 N m-1 nokl
(D65 ()
=
=x-g+3
=Xx
@0 = () Y () (e 2) ()
k=0
() Y (-2 () O ke
S Y HIC NC=
n—-1 ko n—k
)T YO ()
RIS

22
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N W[ N =L A

n n
n—2 k n—k _ _
SRR Y| [ SIS
a6 2O () i)
=
n
_ n-2 _ ko, n—k
O Y Al N
T A [ N C-E
Yok
:(n;1)(x_%)2(n71Z)n—zk;)(n;Z)(x_%)k(n;1_x>n—k+z
n—2 1 n o\l m—1 N m—-1 n-k+1
(D)o h6) Y (-2 ()
B
() B il
“(x-3) i) iR e D)

23



4.ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA AYSE URAL

= x2 4200 e
n n
Bulunur. Dolayisiyla
U (1; %) — 1||c(0,1) - 0(Mm—-o) (48)
|Un(t; %) — xllco) 2 0 (n > ) (4.9)
(t —x)? = t? — 2xt + x* oldugundan ve U,,’nin lineerliginden

Up ((t — %)% x) = Up(t%; %) + Up(—2t;x) + Uy (x?; x)

= U, (t% x) — 2xU, (t; )+ x?U,(1; x)

= x? +M—n—_31—2x2 + x?2
n
_ x(1—-x) _n-1
T on n3
=X _ n—_31 olsun. y' = 22 olur. y' = 122X — 0 olursa x = = olur.
n n n n 2
max U, ((t —2)%;x) = — — 222 olur
0<x<1%n ) - an n3 .
x(1-x) n-1 1
1Un(t%%) = x*Mlco,1) = MaXosxsr [ — 5| =77 2 0 (n > ) (4.10)

saglanir. Boylece Korovkin’in birinci teoremine gore f € C(0,1) i¢in

U, (f;x) — f(x)||c(0,1) -0 (4.11)

oldugu gortiliir.
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Teorem 4.6.

f € Cio,17 ve w(f; x) klasik stireklilik modiili igin

U@ = F 0l <50 (fi72)
n ’ 2 '\/H

neEN (412)
dir .
Ispat

Je—x| ; x) w(f;6) (Teorem 1.1.6. nin vi.6zelliginden)

Un(f52) = FGO)l < Un (14

~[Un(1; %) + 5 Up(It = x; 0] (@ (f; |t = xD; ¥ (f; 6)

<1+ é\/Un((t —x)%;x))w(f;8) (Cauchy-Schwartz
Esitsizliginden)
<o(f; )1 +3 T2 -0
1 [1
<1+ g\/;)w(f; )
1 1 1 e
=1+ E)a) (f; \/_H) (6= = secildiginde)
=3 L
—z¢ (f' \/H)
elde edilir.

Teorem 4.7.
feCfyay ve her x € [0,1] igin

_ x(1—x)
lim n{Un (F(0;2) = f()} = —=—f"(x)  (413)

dir.
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Ispat
7, sinirl bir fonksiyon olmak {izere

(t —x)?
2

f@®) =fG)+E-0)f"(x)+ £+ (E—x)’n(t —x;x)

Uy, nin lineerliginden

{Un(f ;) = OO} = F' @)Ut = 50 + 2 U, (¢~ 2% %)

+U, ((t — %)% %) n(t — x; x)

x(1—x)

(U, (f(0;0) — f)} = X227 ()

bulunur.

1
Farkli operatorlerin farkli n degerleri icin f(x) = sin3mxe™s" seklinde
verilen siirekli bir ffonksiyonuna yaklagiminmi grafik iizerinde goérelim. Ayrica bu

yaklasimlar1 niimerik hesaplamalarla tablo tizerinde gorelim.

Oncelikle n = 20 igin (2.1) ve (2.3) ii inceleyelim.
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0.2 S

0.6 -

T B, (£ %)
0.4

Dy (f;%)

0.2 -

=03 4

~0.4 -

-0 S

-5 4

Sekil 4.1. (2.1) ve (2.3) un f fonksiyonuna yaklasiminin karsilastiriimasi

1
(2.2) ile (2.3) iin n =20 ve f(x) =sin3mxe 5" seklinde verilen siirekli bir f

fonksiyonu i¢in karsilastiralim.
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0e - f(x)

0.6
Kn(£X)

0.4

0.2 5 D (£ %)

-0.2 1

-0.4 4

-0A 4

-0.2 +

Sekil 4.2.(2.2) ve (2.3) in f fonksiyonuna yaklasiminin karsilastiriimasi

Sekilden anlasildig: gibi bircok noktada (2.2), (2.3) den daha giizel yaklagmaktadir.

1
(2.1) ile (2.2) nin n =20 ve f(x) = sin3mxe s seklinde verilen siirekli bir f

fonksiyonu i¢in karsilagtiralim.
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0.2

0.6

0.4

0.2

-0

-0.4

-0.4

-0.&

Ko (£ x)

f()

Sekil 4.3. (2.1) ile (2.2) nin f fonksiyonuna yaklasiminin karsilastiriimasi

Sekle baktigimizda bir¢cok noktada (2.2), (2.1) den daha giizel yaklagsmistir. Bunu bir

de niimerik tablo ile gorelim.

Fi(x) =

Cizelge 4.1 (2.1) ile (2.2) nin f fonksiyonuna yaklagiminin karsilastiriimasi

|Kn (f;2)—f (x)]

|Bn (f32)—f (2]

olsun.

F,(x) | 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

n=10 | 0.5102 | 1.0070 | 1.4766 | 0.8451 | 0.9112 | 0.8381 | 1.3781 | 1.0068 | 0.4885
n=50 | 0.4130 | 1.1992 | 1.6681 | 0.8713 | 0.9708 | 0.8582 | 1.5048 | 1.0941 | 0.3496
n=100 | 0.3863 | 1.1242 | 1.6935 | 0.8785 | 0.9844 | 0.8632 | 1.5246 | 1.1065 | 0.3141

1
Simdi de (2.1) ile (2.5) i yine n = 20 ve f(x) = sin3mxe 5" seklinde verilen siirekli

bir f fonksiyonu i¢in karsilastiralim.
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f(x)

0.2 S

04 Ly x)

0.4 1

0.2 -

=03 4

~0.4 -

-0 S

-5 4

Sekil 4.4. (2.1) ile (2.5) in f fonksiyonuna yaklasiminin karsilastiriimasi

Grafigi inceledigimizde farkli noktalarda iki operatoriin de birbirinden verilen

fonksiyona daha iyi yaklastig1 noktalar oldugunu goriiriiz.
1
(2.1) ile (2.5) in f(x) =sin3mxe 5° seklinde verilen siirekli bir f
fonksiyonuna yaklasimini niimerik hesaplamalarla tablo iizerinde gérelim.

F2 (X) — [Ln(f5x)—f (x0)]

B0l O S

Cizelge 4.2. (2.1) ile (2.5) in f fonksiyonuna yaklasiminin karsilastiriimasi

F,(x) | 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

n=10 1.4583 | 0.7237 | 0.7122 | 1.3725 | 1.0150 | 0.6672 | 2.1733 | 1.2238 | 0.6437

n=50 1.5162 | 0.6378 | 0.9181 | 1.4511 | 0.9313 | 0.3529 | 2.3094 | 1.1218 | 0.0419

n=100 | 1.5379 | 0.6306 | 0.9236 | 1.4638 | 0.9167 | 0.3003 | 2.2946 | 1.0930 | 0.0604
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Simdi de farkli n degerleri i¢in tanimlamis oldugumuz (4.7) nin

1
f(x) = sin3mxe 5" seklinde verilen siirekli bir f fonksiyonuna nasil yaklastigimi

grafik tizerinde gorelim.

0.2 -

06 n =50

0.4 1

0.2 -

=03 4

~0.4 -

n =100

-0 S

-0.8 1 ()

Sekil 4.5. (4.7) nin f fonksiyonuna yaklasiminin n=10, 50, 100 i¢in karsilastiriimasi

n sayist fonksiyona biiyiidilkge tanimlamis oldugumuz operatér fonksiyona

yaklagsmaktadir.

Bunu bir de  niimerik  hesaplamalarla  tablo  ilizerinde  gorelim.

F3(x) = |U,(f;x) — f(x)] olsun.

Cizelge 4.3. (4.7) nin f fonksiyonuna yaklasiminin n=10, 50, 100 igin karsilastiriimasi

F;(x) | 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

n=10 0.7929 | 0.2239 | 0.0721 | 0.2952 | 0.4680 | 0.2630 | 0.0899 | 0.2072 | 0.6757

n=50 0.0509 | 0.1042 | 0.0365 | 0.1031 | 0.1676 | 0.0893 | 0.0439 | 0.0953 | 0.0412

n=100 | 0.0289 | 0.0577 | 0.0207 | 0.0560 | 0.0915 | 0.0482 | 0.0248 | 0.0526 | 0.0233
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1
Simdi de (4.7) ile (2.1) i n = 20 ve f(x) = sin3mxe 5" seklinde verilen

stirekli bir f fonksiyonu icin karsilastiralim.

Un(f; X)
0.8

0.6

i B, (£ %)
0.4

0.2 -

-0.2 1

-0.4 4

l fx)

-0.2 +

Sekil 4.6. (2.1) ile (4.7) nin f fonksiyonuna yaklasiminin karsilastiriimasi

Grafikten anlasilacagi iizere (4.7) nin yaklasimi (2.1) in fonksiyona yaklagimindan
bir¢ok noktada daha giizeldir. Ciinkii (4.7), (2.1) den f fonksiyonuna her bir n i¢in nn—;l

kadar daha fazla yaklasmistir. Ayrica (2.1), (2.3) den bircok noktada verilen fonksiyona
daha giizel yaklastig1 i¢in (4.7) de (2.3) den fonksiyona daha giizel yaklagsmistir.

1
(2.1) ile (4.7) nin f(x) = sin3mxe 5" seklinde verilen siirekli bir f
fonksiyonuna yaklagimini tablo yardimiyla inceleyelim.

|Un (f50)=f ()]

B0l O

Fy(x) =
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Cizelge 4.4. (2.1) ile (4.7) nin f fonksiyonuna yaklasiminin karsilastiriimasi

F,(x) | 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
n=10 2.6474 | 0.5082 | 0.5954 | 0.7514 | 0.7552 | 0.7414 | 0.6455 | 0.5146 | 2.7162
n=50 0.7892 | 0.8846 | 0.9123 | 0.9264 | 0.9292 | 0.9256 | 0.9146 | 0.8849 | 0.7889
n=100 | 0.8920 | 0.9401 | 0.9544 | 0.9609 | 0.9624 | 0.9607 | 0.9550 | 0.9401 | 0.8919

1
(2.5) ile (4.7) nin n = 20 ve f(x) = sin3mxe 5" seklinde verilen siirekli bir f

fonksiyonu i¢in karsilagtiralim.

0.2 -

0.6 -

0.4

0.2 -

Un(f; X)

Lh(£x)

=03 4

~0.4 -

-0 S

-08

{e9)

Sekil 4.7. (2.5) ile (4.7) nin f fonksiyonuna yaklasiminin karsilastiriimasi

(2.5) ile (4.7) nin yaklagimini tablo iizerinde goérelim.

U (F0)-F ()]
Fs(x) = L% (F320)—f ()

olsun.
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Cizelge 4.5. (2.5) ile (4.7) nin f fonksiyonuna yaklasiminin karsilastiriimasi

Fs(x) | 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

n=10 1.8153 | 0.7022 | 0.8359 | 0.5474 | 0.7440 | 1.1111 | 0.2970 | 0.4205 | 4.2192

n=50 0.5205 | 1.3868 | 0.9936 | 0.6384 | 0.9977 | 2.6229 | 0.3960 | 0.7887 | 18.807

n=100 | 0.5801 | 1.4906 | 1.0334 | 0.6564 | 1.0498 | 3.1990 | 0.4162 | 0.8601 | 14.742

Son olarak da karsilastirmis oldugumuz tiim operatorleri bir grafik {izerinde

inceleyelim.

f(x)

0.2 S

08

0.4

0.2

-0.2

~0.4 -

-0

-0.2

Sekil 4.8.(2.1), (2.2), (2.3), (2.5) ve (4.7) nin f fonksiyonuna yaklagimlarinin karsilastiriimasi
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5.SONUCLAR VE ONERILER

5.1.Sonuclar

4. Bolimde oOncelikle Bernstein operatorlerinin yakinsakligt Korovkin
Teoremi kullanilarak yapilan ispat detayli olarak incelenmistir. Siireklilik modulii
yardimiyla yakinsaklik hizi hesaplanmistir. Bernstein operatorlerinin asimptotik

yaklasiminin hesaplanmasi verilmistir.

[%,nT_l] araliginda tanimlamis  oldugumuz (4.7) nin yakinsakligi

Teorem1.1.8. kullanilarak ispatlanmistir. Tanim1.1.17. yardimiyla yakinsaklik hiz1

hesaplanmistir. Son olarak da bu operatdriin asimptotik yaklagimi hesaplanmaistir.

Onceki calismalarda inceledigimiz operatorlerin  herhangi siirekli bir
ffonksiyonuna yaklagimi n = 20 i¢in yaklasimlar1 arasindaki fark grafik iizerinde
gosterilmigtir.  Ayrica n = 10,50,100 i¢in yaklagimlart niimerik degerler
hesaplanarak bir tablo halinde verilmistir. Cizdigimiz grafikleri ve hazirladigimiz
niimerik deger tablolarin1 sirasiyla yaptigimiz incelemede asagidaki sonuglar

gorebiliriz.

Sekil 4.1.°de (2.1) ile (2.3) un siirekli bir ffonksiyonuna yaklagimi
karsilastirilmistir. [0,1] araligimin hemen hemen her yerinde (2.1) in fonksiyona
yaklasimi daha iyi oldugu goézlenmistir. Sonlu sayida siireksizlik noktasina sahip
integrallenebilir fonksiyonlar i¢in (2.3) kullanilabilir fakat (2.1) kullanilamaz. Bu tiir
fonksiyonlar ¢alismamizin disinda oldugu icin incelenmemistir. Bu tez ¢calismasinda

yapilan biitlin karsilastirmalarda siirekli fonksiyonlar kullanilmigtir.

Sekil 4.2.°de (2.2) ile (2.3) lin f fonksiyonuna yaklagimi karsilastirilmistir.

Sekilden de anlasilacag lizere (2.2) nin yaklasimi bir¢ok noktada daha iyi olmustur.

Sekil 4.3.’de (2.1) ile (2.2) nin fonksiyonuna yaklasimi karsilastiriimastir.
(2.2) nin f fonksiyonuna ¢ogu noktada yaklasimi daha giizel olmustur. Cizelge 4.1.°1
inceledigimizde ise Taniml.1.20.’den F1(x) <1 oldugu yerlerde (2.2) nin f
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fonksiyonuna daha giizel yaklasmistir. F{(x) > 1 oldugu yerlerde ise (2.1), f

fonksiyonuna daha giizel yaklagmistir.

Sekil 4.4.’de de (2.1) ile (2.5) in f fonksiyonuna yaklagimi karsilagtirilmistir.
(2.5) in f fonksiyonuna yaklasimi ¢ogu noktada daha giizel olmustur. Cizelge 4.2’.u
inceledigimizde ise Tanim1.1.20.’den F5(x) < 1 oldugu yerlerde (2.5), (2.1) den f
fonksiyonuna daha giizel yaklagsmustir. F5(x) > 1 oldugu yerlerde ise (2.1), (2.5) ten
f fonksiyonuna daha giizel yaklagsmistir.

Sekil 4.5.°de (4.7) nin n = 10,50,100 icin f fonksiyonuna yaklagimi
karsilastirilmistir. n sayis1 biiylidiikce yaklasim daha giizel olmustur. Cizelge 4.3.1
inceledigimizde de ayni sekilde m sayis1 biiyiidiikge fonksiyona yaklasimin daha

giizel oldugunu goriirliz. Clinkii F3(x) degeri gittikce sifira yaklagsmistir.

Sekil 4.6.°da da (2.1) ile (4.7) nin f fonksiyonuna yaklagimi
karsilagtirtlmistir.(4.7) nin f fonksiyonuna yaklagimi c¢ogu noktada daha giizel
olmustur. Cizelge 4.4.’y1 inceledigimizde ise Tanim1.1.20.’den F4(x) < 1 oldugu
yerlerde (4.7), f fonksiyonuna daha giizel yaklagsmistir. F4(x) > loldugu yerlerde
ise (2.1), f fonksiyonuna daha giizel yaklagmistir. Ciinkii [0,1] araligin1 (4.7)
1n

tanimlanirken (2.1) in tanimli oldugu [0,1] araligi araligi [n ;1] seklinde

daraltilmistir.

Sekil 4.7.°de de (2.5) ile (4.7) nin f fonksiyonuna yaklagimi
karsilastirilmistir. (4.7) nin f fonksiyonuna yaklasimi bir¢ok noktada daha giizel
olmustur. Cizelge 4.5.’yi inceledigimizde Tanim1.1.20.’den ise F5(x) < 1 oldugu
yerlerde (4.7), f fonksiyonuna daha giizel yaklagsmistir. F5(x) > 1 oldugu yerlerde
ise (2.5), f fonksiyonuna daha giizel yaklasmistir. 1ki operatdriin de hemen hemen

birbirine benzer olmasina ragmen aradaki fark tanim araligidir. Biz [0,1] araliin1 sol

ve sagdan % kadar daraltarak [%, nT_l] seklinde tanimladik. Aksop ise ayni1 aralig ﬁ

kadar saga kaydirarak [%, 1+ i] araligini kullanmistir. Dolayisiyla bazi noktalarda

(4.7), fonksiyona daha iyi yaklasirken bazi noktalarda (2.5) daha iy1 yaklagmustir.
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Son olarak da Sekil 4.8. ‘de inceledigimiz tiim operatorlerin n = 20 igin f

fonksiyonuna yaklagimi incelenmistir.
5.2. Oneriler

Integralleri alinabilen fakat kapali aralik iizerinde sonlu sayida siireksiz
noktalar1 olan fonksiyonlar1 incelerken Durrmeyer operatorlerinden veya Kantrovich
operatorlerinden  yararlanilabilir. ~ Siirekli  fonksiyonlarda ise  Bernstein
operatorlerinden yararlanilabilir. Siirekli olan fonksiyonlar incelenirken daha giizel
sonuglar elde etmek isteniyorsa; Aksop’un yaptigi gibi aralik kaydirilarak
hesaplamalar yapilabilir veya hata payimni en aza indirmek i¢in bizim yaptigimiz gibi

[0,1] aralig1 daraltilarak yeni operatorlerle yaklagimlar incelenebilir.
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OZET

Birinci boliimde, gerekli tanim ve teoremler verilmistir.

Ikinci boliimde, Bernstein operatorleri ve bu operatorlerin modifikasyonlari

ile ilgili 6nceki ¢aligmalarin literatiir taramasi yapilmistir.
Ugiincii béliimde, bu tezde izlenecek metotlar hakkinda bilgi verilmistir.

Dordiincii boliimde ilk olarak Bernstein operatdrlerine Teorem 1.1.8 sartlar
uygulanmistir. Bernstein operatorlerinin Teorem 1.1.6. yardimiyla yakinsaklik hizi
hesaplanmistir. Bernstein operatdrlerinin Asimptotik yaklasimi incelenmistir. Ayrica
Bernstein operatorii ile ilgili birkag teorem daha verilmistir. Daha sonra tanimlamis
oldugumuz operator iizerinde Teorem 1.1.8. sartlar1 incelenmistir. Bu operatoriin
Teorem 1.1.6 yardimiyla yaklasim hizi hesaplanmistir. Bu operatoriin asimptotik
yaklasimi hesaplanmistir. Son olarak da bu tezde incelenen tiim operatorler grafik ve

nlimerik hesaplamalarla tablo iizerinde karsilagtirilmistir.

Sonu¢ olarak incelenen tiim operatorlerin yaklagimlari hakkinda bilgi

verilmistir.
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SUMMARY

In the first chapter, necessary definations and teorems have been introduced.

In the second chapter, scanning of literature about the operators of Bernstein

and modification of this operators has been done.

In the third chapter, information about the methods which are applied in this

theses has been given.

In the fourth cheapter, firstly the operators of Bernstein have been applied
conditions of Theory 1.1.8. Convergence rate of operators Bernstein has been
calculated with help of Theory 1.1.6. Asymtotic approach of operators of Bernstein
has been examined. Besides, a few theory about Bernsteins operators have been
given. Later, conditions of Theory 1.1.8. have been examined on the operators which
we have defined. Convergence rate of operators of these operators has been
calculated with the help of Theory 1.1.6. Asymtotic approach of this operators has
been examined. Finally, all operators which are examined in the thesis have been

compared with graphical and numerical calculations .

As a result informations about approximations of all the operators which have

been examined have been given.

43



