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Yiiksek Lisans Tezi

[-1,1] ARALIGINDA BERNSTEIN POLINOMLARININ YAKLASIM OZELLIKLER{ VE
YAKLASIM HIZI
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Damsman: Yrd. Doc. Dr. Aydin 1ZGI
Y1l:2012, Sayfa: 55

Bu ¢alismada; polinomlar yardimiyla siirekli fonksiyonlara yaklagilabitecegi diiglincesi istikametinde
gelistirilen ¢alismalardan bahsedilmig ofup bu tiir bir polinom olan ve S.N.Bernstein tarafindan
tammlanan  Bemnstein  polinomlarmm  yaklasim  dzellikleri  incelenmistir. Ayrica Bernstein

polinomunun modifikasyonu ile elde eftigimiz; x € {~1,1]olmak lizereC,(f;x) = zin T=o (TID (1+
(1 — xykF (2%— 1) seklinde tanmmladigimiz lineer pozitif operatériin yaklagim dzellikleri ve

yaklasim hiz1 incelenmis; momentleri ve asimptotik yaklasimi hesaplanmistir. Bunlara ek olarak
C.(f;x) operatérine ajt yakiagun bir grafik yardimiyla gosterilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Lineer pozitif operatérler, Bernstein polinomlari, Streklilik moduli,
Yaklasim hizi, Korovkin teoremi



ABSTRACT

Master Thesis

IN |-1,1] RANGES BERNSTEIN POLYNOMIALS APPROACH PROPERTIES AND
APPROACH SPEED

Aysegiil CILO

Harran University
Institute of Science and Technology
Department of Mathematics

Supervisor: Assist Prof. Dr. Aydin 1ZGI
Year; 2012, Page: 55

In this study: certain work developed by thinking of that it might be possible to approach to the
continuous functions with the help of polynomials were stated. Approach properties of Bernstein
polynomials defined by S.N. Bernstein, which is one of these kind of polynomials were examined.
Additionally, approach properties and speed of linear pozitive operator defined as x € [—~1,1] and

Colfi2) = E}gZLo G\I:) 1+ x0FQ —x)vkf (2% - 1) which we obtained by a modification of
Bernstein polynomial have been examined; moments and asymptotic approach have been calculated.
An addition to these, approach to the C,,(f; x) operatdr was shown by graphical help.

KEY WORDS: Linear positive operators, Bernstein polynomials, modulus of continuity,
Approximation rate, Korovkin theorem
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SIMGELER DiZiNi

Co(fi ) ne N ve x € [—1,1] olmak tizere bir operatér dizisi.

B.{f:x) Bemstein polinom dizisi.

K,(f: x) Kantorovic pelinom dizisi.

Cla, b] Bir [a, blarabginda tammli ve siirekli tiim reel degerli fonksiyonlarin uzayt.
C%*a, b] f ', € Cla,b] olan fonksiyon uzay:.

fu(x) ne N oimak iizere bir fonksiyen dizisi,

fnlx) - f(x) {f,} fonksiyon dizisinin { fonksiyonuna diizgiin yakinsamass.

Vo (%) k-yimer merkezi moment,

wlf: &) f fonksiyonunun siireklilik modali.

vi
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GIRIS

Yaklasim teorisi; nitelikleri daha az bilinen (galigilmasi zor olan) bir
fonksiyona, nitelikleri daha iyi bilinen (¢alisilmasi daha kolay olan. Ornegin
polinomlar gibi) ve daha basit yapida olan fonksiyonlarla yaklagim saglanabilir mi
ve bu yaklagtm en iyi nasil elde edilir sorularma cevap arayan c¢alismalarn
kapsamaktadir. Bu anlamda 19. yiizyildan giintimiize kadar bir ¢ok matematikei,
fonksiyonlar teorisinde de genis uygulama alammna sahip olan, bu teori lzerinde
caligmalar yapmistir. [k olarak Rus matematik¢i P.L. Chebyshev, stirekli bir f
fonksiyonunu n dereceli (n yeterince biyiik) bir P, (x) = Yi_,ax* polinomu ile temsil
edibilir mi problemi iizerinde gahgmalar yapmistir. Daha sonra 1885 yilinda Alman
matemaik¢i Karl Theodor Wilhelm Weierstrass, cebirsel ve trigonometrik
polinomlarla siirekli fonksiyonlara [a,b] gibi kapali ve sl bir aralik tzerinde

yaklasim saglanacagin ifade ve ispat etmistir (Pinkus, 2000).

1912 yiinda Rus Matematik¢i S.N.Bernstein, Weierstrass’ m teoreminin
ispati igin x € [0,1] olmak {izere toplam bigiminde tammladigr polinom asafidaki

sekildedir.

n

B0 = 3 1) () -t

k=0

Bernstein, tammladign ve kendi adiyla amlan bu polinomlarla  [0,1]
araliginda tanimli ve stirekli / fonksiyonuna yaklasilabilecegini ispatlamistir

(Bernstein, 1912; Lorentz, 1953).

1932 yilinda Voronowskaja; [0,1] aralifanda simrli ve belli bir x noktasinda 2.
tiireve sahip bir f(x) fonksiyonunun asimptotik yaklagimini hesaplamustir (Lorentz,

1953),

1935 yilinda T.Popoviciu tarafindan, f fonksiyonunun stireklilik modilii
hesaplanmistir.
1953 yilinda ise P.P.Korovkin, yaklasim teorisinde kendi adiyla bilinen ve

énemli bir yere sahip olan teoremi ifade ve ispat etmistir (Hacisalihoglu ve Hactyev,
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1995). Bu asamadan sonra, Korovkin teoremin sartlarun saglayan Bernstein

polinomlan ile ilgili ¢calismalar hiz kazannugtir.

Bu ¢aligmada,

C,(f; %) = z—ln;o(";) (1 + x)*(1 — x)"kf (2%— 1), —1<x<1
seklinde [-1,1] simetrik aralips Uizerinde tamimlanan operatériin lineer pozitif oldugu,
Korovkin Teoremi sartlarm sagladigs, [-1, 1] aralifi tizerinde diizgiin yakinsak
oldugu gosterilmis ve momentleri, asimptotik yaklagimi ve streklilik moditi
yardim ile yaklagim hizi, hesaplanmigtir. Daha sonra C,(f;x} operatdri ile f
fonksiyonuna yaklasim farkli iki fonksiyon i¢in grafik yardimiyla gosterilmigtir. Son
olarak da secilen bir fonksiyona yaklagmmin baz n ve x degerleri igin niimerik

degerler ¢izelgesi hazirlanmigtir.
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1.1. Temel Kavramlar

Bu boliimde lineer pozitif operatdrlerin tammi yapilacak, sagladifi temel
ozelliklere deginilecektir ve bu calisma swasinda kullanacafimiz bazi tammlar
verilecektir. Ayrica burada verecefimiz tamimlar genel halde gegerli tammlar oldugu

icin pek ¢ogunda kaynak belirtilmemistir.
Tanmm 1.1.1.
X ve Y reel degerli fonksiyon uzayi olmak tizere; L: X — Y seklinde
tammlanan dontistimlere operator ad1 verilir.
Tanmm 1.1.2.
X ve Y reel degerli fonksiyon uzay: olmak lizere;
L:X =Y

seklindeki L operatérli vf,g €X ve Va8 € Ricin;

L (af + Bg) = al(f) + BL{g)
esitligi saglaniyorsa o takdirde L operatdriine lineer operaidr denir.
Tanmm 1.1.3.

X ve Y reel deferli fonksiyon uzayi olsun ve kabul edelimki x*={f ¢
X, f(x) =0}, Y*={gev, g(x)=0}olsun Eger X ten Y ye tammlannus I. operatorit
X* kiimesindeki herhangi bir f fonksiyonunu Y kiimesindeki bir déniigtiiriiyor ise o

takdirde L operatériine pozitif operator denir.

Hem lineerlik ve hem de pozitiflik sartlarini saglayan operatire /ineer pozitif

operatér denir.

Ozellik 1.1.1.

Lineer pozitif operatdr monoton artandir. Yani;
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f(x) = g(x) = L{g();x) = L{F(x); x)

egitsizligini saglanir.

Ispat 1.1.1.

L lineer pozitif operatdrii igin L(X*™) < ¥* saglamr. Yani f(x) = 0 oldugunda

L(f; x) = 0 olur. O halde her x i¢in,

fx) < gx)

oldugunda,

glx)—f(x) 20

olur; L operatorit pozitif oldugundan;

Lig(x) —fx)x) =20

L operatorii lineer oldugundan;

Llg{x);x) =L (xx) =0 = L{gk)x) = L{f(x);x)

saglamr ve ispat tamamlanmus olur (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995).

Ozellik 1.1.2.

L bir lineer pozitif operatdr olmak tizere; [L{)| = L(If]) esitsizhifi saglanir.

Ispat 1.1.2.
Herhangi bir f fonksiyonu i¢in;

~lfi<f=Ifl (1.1.1)
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dir. L operatorii lineer oldugundan (Ozellik 1.1.1)°den dolayt monoton artandir. O

halde;

L{=1fD < LU < LUSD
yazabiliriz, L lineer oldugundan ;
L(={fD = —LUfD
dir. Elde edilen bu esitlik (1.1.1)'de yerine yazilirsa;
=LA S LA LU = O = LAfD
olur ki buda ispati tamamlar (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995).
Tanmm 1.1.4.

! ={L:C[a,b] - Cla,b]: L lineer pozitif operatdr}, N = {1,2,3,..} olsun. L: N - {
seklinde tamimli L fonksiyonuna lineer pozitif operator dizisi adi verilir ve (L,)
seklinde gosterilir. L(N) = (Ly, L,, ...) seklindedir.

Tamm 1.1.5.
X < R ve X iizerinde tanumli biitiin fonksiyonlarin ktimesi F(X) olsun,
d: N - F(X)

seklinde tamimli d fonksiyonuna bir fonksiyon dizisi denir ve terimleri £, £, f.. ile,

dizi ise {f,) ile gosterilir.

Tanim 1.1.6.

Kapali bir [a,b] araligi izerinde tamimli ve siirekli tiim gergel degerli

fonksivonlardan olusan kiimeye C[a, b] fonksiyon uzayr denir.
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Tanmm 1.1.7.

Ac R, F:4 — R bir fonksiyon ve a € A olmak tizere Ve >0 igin
lx —a] <& oldugunda |f(x) — f(a)| < ¢ olacak gekilde & =68(¢) > 0 sayis1 var ise [
fonksiyonu a noktasinda stireklidir denir (Mustafa BALCI, 1999).

Tanum 1.1.8.

Xc R, f:A — R bir fonksiyon olsun, efer,ve >0 sayis1 ve Vx;,x, € X
noktalar i¢in |x; — %, < & oldugunda |f (x,) — f{x;)| < ¢ olacak sekilde yalmzca & na
bagl bir & =45() >0 sayis1 var ise f fonksiyonu X kiimesi lzerinde diizgiin

stireklidir denir (Musayev, Alp, Mustafayev ve Ekincioglu, 2007).
Tanm 1.1.9.

fe Cla, b] olmak tizere Cla, b} {izerinde tanimli norm;

f CXlicap) = maksaexsp f (1)1
seklinde gosterilir,
Tamm 1.1.10.

(£) . Cla,b] fonksiyon uzayinda tamml bir fonksiyonlar dizisi olmak iizere;
(£,) fonksiyonlar dizisinin bir f fonksiyonuna Cla,b] normunda diizgiin yakinsak

olmasi i¢in tamm kiimesindeki v x € A4 igin;

'li?n?1am||f;1(x) - f(x)”C[a,b] =0

yada baska bir ifade ile;

LMy oMaksgsep fn(x) — F)] = 0

esitliklerinin saglanmast demektir. Diizgiin yakmsama f,(x) = f(x)  seklinde

goOsterilir,
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Tanun 1.1.11.

{a,b) © R agik bir aralik ve f:4 -» R bir fonksiyon olsun. t,x € (a,b)
olmak tizere lL'mHl.:m-(%zA(x) sonlu limiti var ise be A(x) sayisma [

fonksiyonunun x noktasindaki tiirevi denir ve f'(x), Df(x) veya %’9 sekillerinde

gosterilir. Bu durumda f fonksiyonu x noktasinda tiirevlenebilirdir denir (Musayev,

Alp, Mustafayev ve Ekincioglu, 2007).
Tanmm 1.1.12.

n =1 olmak fizere P,, n-inci dereceden bir polinom ve f ile g de x=0

noktasinda n-inci mertebeden tiirevlenebilen fonksiyonlar olsun.
limywg(x) =0
olmak fizere;
Flx) = Py(x) + x"g{x)

yazilabilivorsa B, polinomuna x =0 noktasinda f fonksiyonu tarafindan iretilen

Taylor polinomu denir.

Tamm 1.1.13,

ffonksiyonu a noktasin ihtiva eden bir arahikta her mertebeden tirevlenebilir

olsun.

oo

(i}
Z ¥ (a) G — )"

k!
k=0

serisine a noktasinda f fonksiyonu tarafindan tiretilen Taylor serisi denir.

Tanmm 1.1.14.
L:X* — YT operatorii verilsin. Eger;

vf € X icin [IL(f;0)lly < Cilfllx
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olacak sekilde ¢ = 0 sayis1 varsa L operatdriine sinrl operaiér deni.

Teorem 1.1.1.

p > 1 ve g > 0 reel sayilan

1
=1

sartint saglasm. Bu durumda v (a) e L, . v (b) e I, dizileri igin;

1 )
> lawbil < (Zlakl”) (ZW)
fe=0 k=0

k=0

esitsizligine Holder egitsizligi denir, Burada p =g =2i¢in bu esitsizlik Cauchy-

Schwarz esitsizligi olarak bilinir.

19. yiizyildan giinimiize kadar bir ¢ok matematikei tarafindan, ¢ahgiimasi
zor olan bir fonksiyona, ¢alisilmasi daha kolay olan (6rnegin polinomlar gibi) ve
daha basit yapida olan fonksiyonlarla yaklasim saglanabilir mi ve bu yaklasim en iyi
nasil elde edilir sorularna cevap arayan ¢ahismalar yapilmistir. Bu anlamda Alman
matematikei Karl Theodor Wilhelm Weierstrass, [a,b] gibi kapali ve smirh bir
aralikta siirekli her fonksiyona aym aralikta yakinsayan bir polinomun varligini iddia

ve ispat etmistir (Pinkus, 2000).

1912 yilinda, Weierstrass™m varhgim iddia ettigi bu polinomun Gzelliklerini
saglayan bir polinom; Rus Matematik¢i S.N.Bernstein tarafindan toplam seklinde

asagidaki sekilde tammlanmistir (Lorentz, 1953).

€ [0,1] icin;

n

B = Y 1) (e -t

k=0
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1951 yilinda H. Bohman, toplam seklindeki lineer pozitif operatdrler
dizisinin, [0,1] aralipinda siirekli bir f(x) fonksiyonuna yakinsakhgim incelemistir.

Bu ¢alismalar sonucunda H.Bohman agagidaki teoremi iddia etmistir.

Teorem 1.1.2.
€ {0,1], 0 < ay, < 1 oldugunda

Lafi0) = D F(@in)Pent®) s Pen(®) 2 0
K=0

Pozitif operatdr dizisinin n - co igin [0,1] arahifinda f fonksiyonuna diizglin yakinsak

olabilmesi igin gerek ve yeter kogullan ii¢ tanedir. H.Bohman bunlari;

L(Lx) = 1 (1.1.2)
La{t;x) =3 x {1.1.3)
L(t%x) = x? (1.1.4)

seklinde ifade etmigtir.

Asikardir ki Bohman’in aragtirdifin operatorlerin degeri f fonksiyonunun {0.1]

aralignin disindaki degerlerinden bagimsizdir.

1953 yiinda P.P. Korovkin, Bohman’in kosullarimn genel halde de gegerli
oldugunu gérmiis ve genel bir teorem ispatlamuistir (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995;

Korovkin, 1953).
Teorem 1.1.3. ( P.P.Korovkin Teoremi):

Eger L, lineer pozitif operatdrler dizisi [a,b] arahfinda (1.1.2), (1.1.3) ve
(1.1.4) kosullarm gercekliyorsa o takdirde C[a, b] uzayinda olan ve tiim reel eksende

sinirhs her hangi bir f fonksiyonu igin n — oo oldugunda;

Ln(f;x) = ]C(x), a<x<hb
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olur. Yada bu ifadeye esdeger olarak asagidaki gosterimler de kullanabilir.

W () = fllgpapy = 0 (n — )
LMy, wMaksgeran | Ln (f; x) = f(x)| = 0

Ispat 1.1.3.

ffonksiyonu reel eksende sinirli oldugu i¢in dyle bir M > 0 sayis1 bulunabilir

ki, tiim x-ler 1¢in:
Gl < M 1)

saglanir. Kabul edelim ki, f € C[a,b] olsun. Stirekli fonksiyonlarn tanimi gerefi
Ve >0 sayisina karsilik 8yle bir 6 > ¢ bulunabilir ki, t € (—w,+x) ve x € [a,b]

icin, Jt—x| < § oldugunda;

lf(6) - f < ¢ (1.1.6)

saglanir.

(1.1.6) esitsizligi; x,t € [a,b] oldugunda f fonksiyonu [a,b] de siirekli oldugu
icin, x € [a,b], t ¢a,b] oldupunda ise f fonksiyonu a ve b noktalarinda, sirasiyla

soldan ve sagdan stirekli bir fonksiyon oldugu igin saglanir.

vx € [ab]; |fE)l <M M>0vardir.

£ r—x t—x|?
£ je—x| < lt—x|

ft—xl=2 6 = z1 = 1< —/— = (%

[t — x| = & oldugunda ise (1.1.5) ve licgen esitsizliginden;

It —x|?

FO~feN<IfOI+IFO] =28 5 2M—

olur. O halde;

[t — x| < digin {f (&) — fx)| < ¢

jt —x|?

[t —x| = Sigin |f(t) — fx)] < ZM 52

elde edilir. Dolayisiylavt € R vex € [a,b] igin,

10
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it — x|
F(0) = f)I < €+ 2M —— (1.1.7)

dir. Simdi (1.1.2), (1.1.3) ve (1.1.4) kosullarim gergekleyen (L,) lineer operatdr

dizisinin,
imy, wollla(f) — fllcias =0
esitligini sagladifini gosterilmelidir.
(L,) operatoriiniin lineerliginden;

”m(f(t)i X) - f(x)l = |Ln(f(t)ix) - f(X) + Ln(f(x); X) - Ln(f(x}i 2
= L (020 = Ly(F i 00 + Ly (F (i) — f()]
= L, (F) ~ F(x); )+ fOL, (L% — 1)

dir. Burada tiggen esitsizligini kullanarak;
1L (f(0);%) = FOO] < [Lo(F () — £ 5 Db+ | FENLA (L x) — 1)] (1.1.8)

elde ederiz. (Ozellik 1.1.2.Y den;

|Lo (F ) — F )| S L8 — F5 X))

seklinde yazihr. Bu durumda (Ozellik 1.1.2.) ve (1.1.5Y den dolay1 (1.1.8) esitsizligi:

|L, (F(2; ) = fF) < L(f(0 = Fx0) + ML (1 x) — 1)
olarak yazilabilir. (L,,) monoton artan oldugundan (1.1.7) den;
It — x|

IL,(Ftyay—f(x)| < Ly ((E + ZMT) ;x) + ML, (1;x)— 1) (1.1.9)

elde edilir. Ote yandan L,, lineer pozitif oldugu dikkate ahmirsa;

— )2 _ .2
L, ((e +2M (¢ 62x) );x) = L,{e; x)+ L, (ZM%; x)

M
=L, (1; x) + Zﬁl‘” (£ — 2xt + x%x)

M ;
= gL, (1;x) + ZE'E{LH (t%;x) — x% — x% + 2x% — 2xL, (t; x) + x%L, (1; x)}

11
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M 2 2 2 2 2
zeLn(l;x)—FZ? {L, (t%x) — x% + 2x?% — 2xL, (¢; x) + x°L, (1; x)—x"}

M
= ELn (11 X) + 23’2"{(1171 (tZ; JC) - xZ) - Zx(Ln (t; X) - x} + xz(Ln (15 x) - 1)}

elde edilir. Bu ifadenin (1.1.9)" da yerine yazilmasiyla;

L, (f () %) = F(x)] y
< el (L;x)+ 23‘5{(['” (t% %) — x?) — 2x(L, (t; x) —x) + 2 (L, (1;x) = 1)}
+ ML, (1;x) - 1]

elde edilen bu ifade de (1.1.2), (1.1.3) ve (1.1.4) kosullarmm kullaniimasiyla;

M M
|Ln(f(t);x) - f(X)! < £+ 825 = E(l -+ 25;5')
elde edilen bu ifadeyi v ¢’ > 0 icin

() —f < €

saglanir. Yani;

limy collLn (F) = fllclas; =0

olur. Béylece ispat tamamlanmig olur (Korovkin, 1953; Hacisalihoglu ve Haciyev,

1995).

Ozellik 1.1.3.
ir n RN ke n—k . - et
x €[0,1] icin; B,(f;x) = k:of(g) k)x (1 —x) olarak tanimlan Bernstein
polinomlart i¢in,
B (i, x)=1
B,(t; x) =x

x(1—x)
n

B, (t% x) = x* +

12



1.GIRIS Avsegiil CILO

esitlikleri saglamir, bu durumda (n - e0) igin, By (1ix) =2 1, By x)= 2 Ve
B, (t% x) = x* olacagmdan, Korovkin’in (1.1.2), (1.1.3) ve (1.1.4) sartlarm

sadlar.

13



2. ONCEKi CALISMALAR Avsegiil CiLO

2. ONCEKI CALISMALAR

Yaklasim teorisi alanindaki caligmalar; ilk olarak Rus matematike¢i P.L.
Chebyshev’ in ilgi alan1 olan mekanizmalarin yapilar kapsaminda bubar makineleri

ile ilgili incelemelerinde;

n>0 ve bir [ab] kapali arahgmda tammli ve stirekli bir / fonksiyonu
verilmek Uizere; bu f fonksiyonunu herhangi bir noktasinda maksimum n dereceli (n
yeterince biiyiik) bir P,(x) = X, aix® polinomu ile temsil edebilir mi sorusunun

cevabini aramastyla baglamigtir,

1885 yilinda Alman matemaikgi Karl Theodor Wilhelm Weierstrass, cebirsel
ve trigonometrik polinomlarla siirekli fonksiyonlara yaklagilanilecegini ifade ve 1ispat

etmistir. Yaklasim teorisinin temel teoremini ofusturan bu ifade asagida belirtilmistir.

C[a, b] sinifindan verilen her ffonksiyonu i¢in keyfi bir & > 0 cebirsel sayisi

vevx € [a b]igin;

lpn () — FX)| < ¢
olacak sekilde bir B,(x) = Fj_o a,x* polinomu vardir (Pinkus, 2000).

1912 yilinda Rus Matematikgi S.N.Bernstein, Weierstrass’m bu polinomunun

x € [0,1] i¢in,

n

- ) (-0

k=0

biciminde oldugunu gdstermigtir. Bernstein, tammladigi ve kendi adiyla anilan bu
polinomlarta [0,1] aralifinda tanimli ve siirekli / fonksiyonuna yaklasilabilecegini

ispatlamustir (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995; Lorentz, 1953).

Sonraki yillarda da Bernstein polinomlari tizerine birgok galigma yapilmistir.
Bernstein polinomlarinin; sayisal analiz, fonksiyonlar teorisi, geometri, fizik, jeodez,
mithendislik, tip (goriintiileme sistemleri ve protez) bilimleri gibi bir ¢ok uygulama

alani mevcuttur.

14



2. ONCEKi CALISMALAR Avsegiil CILO

1932 yilinda Voronowskaja tarafindan Bernstein polinomlart igin; f(x)

fonksiyonu [0,1] araliginda smirli ve belli bir x noktasinda 2. tiireve sahip ise;

x(1 — x)

liMnoen By (f; %) — F(X)] = — > f(x}

esitliinin saglandigy (asimptotik yaklagim) gosterilmigtir (Lorentz, 1953).
1935 yilinda T.Popoviciu tarafindan Bernstein polinomlar igin; w(f;§) ile f
fonksiyonunun siireklilik modiilii gosterilmek iizere;

F @) — By (5 01 < Cao (})

n

oldugu gdsterilmistir.

1953 yilinda Rus iktisatgr ve matematik¢i Leonid Vitaliyevig Kantorovie,
integrallenebilir fonksiyonlar icin Bernstein polinomlari tizerinde galigmalar yapmig
ve Bemstein polinomlarii integrallenebilir fonksiyonlar i¢in asafidaki gekilde

tanimlamigtir;

felfo1], p=1 ve xe[0,1] icin;

KTI:Ll([Oll]) - C([Ofl])

k+1
n+1

K(fix)y=n+ 1}2 (Z) x*(1 —x)nk f f()de, 0<x<1
k=0 4

n+i

1953 yilinda P.P.Korovkin, Weierstrass ve Bernstein teoremlerini lineer
pozitif diziler icin daha da gelistirerek, yaklasim teorisinde kendi adiyla bilinen ve
énemli bir yere sahip olan teoremi ifade ve ispat etmistir (Hacisalihoglu ve Haciyev,

1995).

15



2. ONCEKI CALISMALAR Aysegiil CILO

Bu galigmada;

Cn(f;x):%ZDG)(I+x)k(1—x)““"f(2f—t—1), —-lgx=e]l
seklinde [-1,1] simetrik arah iizerinde tammlanan operatoriin lineer pozitif oldugu,
Korovkin Teoremi sartlarim sagladigs, [-1, 1] araligr tzerinde diizgiin yakinsak
oldugu gosterilmis ve momentleri, asimptotik yaklasimi ve siireklilik modilii
yardimi ile vaklagim hizi hesaplanmigtic. Daha sonra C,(f;x) operatérii ile f
fonksiyonuna yaklasim farkli iki fonksiyon i¢in grafik yardimiyla gésterilmistir. Son
olarak da segilen bir fonksiyona yaklagumin bazi n ve x deerleri igin niimerik

degerler tablosu hazirlanmustir.

¢,(f;x) operatdriine benzer bir operatorii 2011 yilinda Ashok Sahai,

Bernstein polinomunun bir primal varyant: olarak asagidaki sekillerde ifade etmistir;

n—k

B* (f:)[n] = Z M x)k ) )

k=0

Yine Bemstein polinomunun dual (-agulikll) varyantimt da asagidaki

sekillerde tamimlanustir (Sahai, 2011);
n—k k

BY(f; x)[n] = Z;GD (1 ;x)k (1 J;;X) f (7_1)

Ancak; Ashok Sahai’nin Bernstein polinomunun farkli varyantlarindan elde

ettigi bu operatdrlerle caligtign alan, bu ¢alismada C,(f; x) olarak tamimlanan operator
ile calisilan alandan tamamen farkli oldugn gibi, Ashok Sahai tarafindan ¢aligilan
operatérde, / iginde kullanilan digiim noktalar1 k/n olup k =0,1,2,..,n igin [0, 1]
araliginda; C,(f;x) operatdriinde ise diigtim noktalart 2(k/n) — 1 olup k= 0,1,2,..,n

icin [-1, 1] araliginda olmaktadir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Materyal

Bu calisma olusturulurken konu ile alakali belli bash kaynak teskil eden

kitaplardan ve literatiir taramasindan elde edilen makalelerden istifade edilmistir.
3.2. Yontem

Bernstein polinomlart ile ilgili daha 6nceden yapilmis olan bazs calismalar
incelenmis ve bu calismada ele alman C,(f;x) operatori ile benzer caligmalar
yapilmus. Yapilan ¢aligmalar, calismanin sonunda grafik ve niimerik deger tablosu ile

desteklenmisgtir.

Bu calismada bulunan grafikler, Mapple bilgisayar programi kullanilarak

¢izilmistir.
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4. ARASTIRMA BULGULARIve TARTISMA Avysegiil CILO

4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

Bu bstimde C,(f;x) operatorii tanimlanmug, bu operatoriin lineer poizitil
oldugu gosterilmis ve Korovkin Teoremi sartlarim sagladign gosterilmistir. Daha
sonra Voronowskaja’nin Bernstein polinomu igin yaptig asimptotik yaklagim hesabi

C,(f; x) operatdrii i¢in yapalmistir.
Tanim 4.1.

Kabul edelim ki x € [-1,1] ve f € € {-1,1] olsun,

G =3y () a+ka o (25-1)
k=0

seklinde tamimli lineer pozitif operatdre C,(f;x) operatdri denir.

Oncelikle ¢, (f;x) operatériniin lineer ve pozitif bir operatér oldugunu

gosterelim.
Lineerlik;
vig el[-11ve vYa,f € Rigin,

3

Ca ((af (0 + Ba®));x) = %Z G{‘) (1 4 2)5(L - x)* [af (2:(—1 - 1) + Bg (2%— 1)]

= Zikz (It + 08 =0 (25~ 1)
+ 51— ()1 + 204 -0 (25 - 1)
g () st ()
g, ()0t ()

= acn(f(t)i x)+ ﬁcn(g(t)J x)

oldugundan ¢, (f; x) lineer bir operatdrdiir.

18



4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Aysegiil CILO

Pozitiflik; *&n € N ve x € [-1,1] i¢in %(E)(l+x}’f(1wx)”"" =0

oldudundan f = 0 ise C,(f;x) = 0 olur.
Sonug olarak, ¢,(f;x) lineer pozitif bir operatordiir.

Siuwdi de,
C,(4Lx) =31
C.tx) = x
C,(t%5x) = x*
C.(t35x) = &3
C{t5x = xt

Cn(f ; x) operatoriiniin yukaridaki ifadeleri sagladig gosterilecektir.

€,(1;x) = 1 oldugunu gésterelim;

n
1 n -
G0 =2 () 0+ 0k -0
k=0

n

(l+x+1—x)= Z (E) (14041 —x)"*k

k=0
n
1 —
2= > () A+ -
k=0

1
Cn(l,'X) = 'é*ﬁ 2n
C, (Lux)=1

elde edilir. Yanin — oo iken;

Coll) =01

19
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Avsegiil CILO

olur ve (4.1)in saglandi@ gériilmiis olur.

C.(t;x) = x oldugunu gosterelim;
T o

n

k=0

3] -

:2.21?1 ( )(1 + X)R(1 — X)) “E——Z(k (1+x}k(1—x)n -k 1

?Mz
= (=]

1
Zn"z{n o 1+ =)™ -;2;1-.2

i+ x — T+x
....(zn 1)2(71 1 (1+x) (1 l}nlk :(z?l_l)lzn_lzl-i_x_l

Coltix)y=x (4.7)

elde edilir. Yanin — oo iken;

Cltx)y = x

olur ve (4.2)'nin saglandifi gdriilmiis olur.

C,(t%x) = x? oldugunu gisterelim;

2

Cn(tz;X) == %Z (:) (1 + X)k(l _ x)n—-kf (2 % _ 1)
k=0
LAY )arnram (s -sbin)
k=0

n

=~;;;Z()(1+x) (1—x)™ knz Z(k (1+x}k(1—x)n"

k=0
zii (’;) (14241 — )"k 1
k=0

:%Z(2)(1+x)k(1”x)n_kw—%i( )(1+x)k(1_x)n kg
k=0

n
k=0

20



4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

Avsegiil CILO

- k(k—l) 4 < n y e k
ZnZ( (1+x>k(1—x) km_n2_+2_nkzﬂ)(k)(1+x)l(l_x) k;l'f
4+ i
SN ) @0
72, (i) k
_AN n(n — 1! er kU= 1)
e Z(n IO k(e — 1) (k — 2) 1+ 21 —-x) —_an d
4 o a(n — 1! y nk k
Y L T Tk~ D A+ Q-
4 n(n — 1)! , ok
_Z_RZ(n—kyk(k o A0 -l

n—-2

= (n?;i)éz (TL - ) 1+ x)k+2(1 x)n—z—k

k=0

n-—-i
4 _
+— n—1 (1 + x)*1 (1 —x) 1k
n2n k
k=0
4 n-1
- (n [— 1) 1+ x)k+1 (1-— x)n—l—k +1
k=0
n-2z
-1 1
( - )2” = (1+x )ZZ(R (1 + )1 — x) Tk
{1+ x)
53 ( ) (14 x)(1 —x)r 17k
k=0
n—1
1+x -
- (2“_2 ) S (L aenta - e
k=0
n—1y(1+x)°? {1+ x) (1+x}
:( n) 2n-2 2 + 2”22?11 Tanz T+l

n—1

= T)(1+x)2+ (1+x)—201+x)+1

n-—1
-(=

n—1
:(T

1—x? 1—x)(1+x
:x2+ * :x2+_(_____L
n n
1—x}14+x
C,(t%x) = x* +——"~w-w"——( ) )

1

21

)(1+x}2+2(1+x)(%—1)+1m(%

)(1—!—x)(-~1+x)+1:(1—%)(x2—1)+1=x2—-1—

)(1+x)(1+x—2}+1

x2—1

+1

(4.8)
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elde edilir. Yani n — oo iken;
C{t%x) =3 x*
olur ve (4.3)’iin saglandig: gdriilmiis olur.
€, (¢%x) = x% oldugunu gosterelim;
1< ko3
C.(t%x) = 5; (1) @+ 0k -0 (2 = 1)

n

— 1 n k n—k k3 kz k
—ﬁ;(k)(l%x) (1-—x) 8;3"—12?1-—5‘*-6;{—1

n "
e 8 n i R4 k3 12 n it n—=k kz
== (Ao -t (A + 0 -

k=0 k=@

6 v k1%
n - n . -

ts ) () a+ota—xn 2o () 0k -0

k=0 k=0

n
8 _ Kk = 1)k — 2) + 3k — 2k
- Z_Z (7) @+ ok —xr —
k=0

T

n
iZ2 n x Y k* 8 n X i k
—Fkio(k) {14+ —x)" ?4—5;; E (k) (1+ )@ —x)" (1—1

k=0

n

m%z G:) (1 +x)(1 —x)" k1

k=0
8 " c o k=D - 2)
2%;(")(”@;(1—@ —

2 n

"
8 n k8 n ok
+§3Z(k){l +x)k(1_x)n RF_—Z—EZ (k) (1+x)k(1_x)n kn_s

k=0 k=0
12« k2 6 v k
e n krg _ oan—k n Bra _ -k
2n;}(k)(l+x) (1—x)" n2+2n;(k)(1+x) R

22
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n

— A8 n neic ??.(Tl— 1)! (
= "z_n; (k) 1+ )41 =)™ TR = D0 T (1 +x)*(1
(k- 1Dk —2) 24 2
— x)n—f{(i—n)s({_m.,m)_ 2_nz (z) (1 + x)f((l _ x)nwr((x)“ﬁ'?"'
k=0
i6 = K 12 n 2
B 2_2 () (1 + 01 =k = Z_n.'z () a+xra- x)n"‘%
ic=0 —
* “2%2 (i) @+ a-xnm*-1

n—3
1 1 (n—10(n-2)n-3) 3
T on-inz . (n—3—k)k! ()" (1 -

n

n
64 n N - k2 8 2 n ; _“kk
+£§; E (k) (1+X) 1-x)" cﬁ_a—iiﬁz (k)(l +x) (3 —-x)" F?;

k=0 k=0
4 K22 k
_aF n Krq _ aonnek el n ko4 _ -x
32nkzﬁ(k)(1+x} {(1—x) n2+32n;Z‘)(k)(1 + )1 - x) - 1
= =

n22n-3 7

n-3
OBy ;) (P73 arora [T 1 2

+%(1+x)]—%(1+x)—3[(n—;~}~)(1+x)2+%(1+x)]+3(1+x)—1

_ mn—1Dn—-2)

(14 xy2n3 +u§~w( — 1)(1 +x)? +£(1 + )—E(1+ )
nZn-3 X} nZ n - x ne * ne x

(" N+ -2a 3(1 1
3 () @+ 0 -2 #3042 -

n—Dnh-2)
:————-——-——2—

6 12 8
(1+x)° +;~i~2—(n—1)(1+x)2+n—2(1+x)—g(1 + %)

—3(?1;1)(1+x)2—g(1+x)+3(1+x)-«1

B (n-—1n-2)

n—1y /2
(x* +3x2+3x+ 1)+ 3(—————)(——1)(1+x}2
i n n

4 6
+=0+x)—-—(1+x)+3x—-2
n n

:(n—1)(n—2)x3+3(n—1)(nm2)x2+3(n—1}(n—-2)x
2

n# n?
n—1n-2) 3 n—1n-2)
+—T-l—2---—v—-——F(n— {n — 2)x? —BWM———

- -2 2
—6(71——12?——)x+%(1 +0)(2-3)+ @Gr+ D)
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B (n—1n-2)

n
7 ) +(3x+2)

2 2—
(x3-3x—2)+5(1 +x)(

{n—l)(n—Z) o n—1Dmn-2)

(3x+2)+3(2_3”)(1+x}+<3x+2)
T

n? n2
n—1n-2 n®—3n+2 2/2—=73n
_ozDm=2) , mosntz g (3x+2)+~—( )(1+x)
n? n? 1l

(n—l)(n 2) I {n—?:n+2 n

) ](3 +2)+—(1+x)(2 3n)

n2

(n——l)(n—Z) ( nSn)(3x+2}+2(

n?

3?1) A +x)

(11—1){?’1"—2) 3+(2__§_E)( 3x— 242 +2x)
n? n?
:112 _.szar1+2x3 +( . Sn)( ¥ =% + (2 an)x3 _(2 ;ZSn)x
=x3+ (2 ;2371) (x*—x) =2+ (2 ;23n)x(x - Dx+1)
(6% %) = ° + (3” _ 2)3(1 — (1 + %) (4.9)

de edilir. Yanin — o iken;
Coltdhx) = x°

olur ve (4.4)’lin saglandigi goriilmiis olur.

C.(t%x) = x* oldugunu gosterelim;

n 4

Gt ) = o Z (2) @+ 0k = xy¥s (zgw 1)

k=0

4 k3 k2

n
! n k n—k K k
sz_(}(k)(1+x) (3~ x) 16F_32n_3+24;{5_8?_1+1

n

= 16%2( )@+ - ek ZHZ( (1+x)“(1h-x)""‘i—:

k=0
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n

n
1 n li¢ =i k n k Sy = k
+2'4ﬁz(k)(1+x) (1—x)" ‘nz‘sfﬁz(k) (14 )1 = 0"+~
=0 k=0
n

+ %Z (7) L+ 2 -2t

le=0

n

1 _ ke — 1)k = 2)(k — 3) + 6Kk® — 11k + 6k
- 162—712(?1) (1 + %)¥(1 - x)"* —
k=0
n
1% m oKk = 1)k - 2) + 3k — 2k
22 () L+ 0k -t P
k=0

kk—1)+k
12

15 /m
24— (1401 —x)"*
2 ;(k) x *

L
1 n k n—kk
—B-Z—n-Z(k)(l+x) (1 =2yt =t 1
k=0
kit

1% el = Dk = Dk = 3)
:165;(&(1”)*(1—@ « —

n _ _ 2
+_16_6iz G:) (1 " x)k(l _ x}n_k k(k 1)UC 2) + 3k 2k

n 2" n3
k=0
n
16.11 n i n_kk(k—i)-’rk
~— 2 () Gt
k=0

16 1 © ik — 1)k — 2)(k — 3
zn_sﬁz:(Z)(i+x)k(1_x)n_k( ) _ 1§ )
it=0

n

96 1 1 x —k k(k ~ 1)k —2)

+n—3§kz (R) (14+x)(1 —x)" —
=0

288 1 kik —
Z(k (1 + 2k — gy ik 21 U

n3 2n n

+E§§..LZ( )(1+x) (1__x)n nﬁm}g?_ 1 Z(:{l)(l +X)k(1—x)n"k%

n3 n n3 an
k=0 k=0
n
176 1 % /n k(=D
7 ) @0t S

n n
176 1 n & i k 961 n k K k
—Wﬁg;(k)(mx) (1-x) ‘~+;§ﬁkzo(k)(1+x) (-
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32 1 v (e — 1) (k — 2
LS ()0 o - KD
k=0

n

n
3231 v /n , (k= 1)
~g ), () Qe = —
k=0
n
323 1 K 3221 K
”"nTz_nZ( ) (14041 =) K 25 ZnZ(k)(1+x}"(1—x)” e
k=0 k=0

+E§__}_z (Z) (1 +x)%(1 — x)"* —k(kn_ 2

k=0

+2—:2in2(2)(1+x)k(1 x)“kﬁ— Zikz )(1+x)k(1~x)n"‘%

161 nn—1)! ’
B ?%;(n e Bk — 1)k = 2)(k =~ 3)(k — 4)! 1+
o ek = 1) = 2)(k = 3)

- %)
T

96 1 n(n— 1) )
+F§Fk:3 AT T T TACRENS
e k(k — Dk — 2)

mn
288 1 n{n — 1)! i K — 1)
T Z”Z(n—k)!k(kml)(k—Z)! A Sk

N 288 1 n{n — 1}
n* 2" £ (n—Iytk(k — 1!

k
(14 x) (1= )"~

1921 v n(n—-1)
ns 2n £ (n—kNWk(k—1)!

{1+ x)%(1 — x)”"‘E
n

(ke — 1)

176 1 nn— 1! c .
o Z“Z CE I ) (A x)F (1 = x)"F

176 1 n{n— 1)!
nd 2n v {(n—kNk(k—1)!

Lk
(1+X)k(1—X) RE

L9611 > a(m—1)!
n3 2n £ {n— k) k{k—1)

(1 +x)*1 - x)“"""!‘E
n
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32 1% n(n~ 1)! w k= Dk~ 2)
_?{?Eﬁkzs(nmm!k(k—1)(k—2)(k—3)s(1"“} (1=x n
96 1 + n(n — 1)1 . A k=1
~Hfﬁkz=2(n~k)!k(k—1)(k 7y (R0 n

96 1 v~  nn—1)
n?2n i (n— kY k(k— 1)

k
(1+x)(1 —x)"F -

64 1 < n{n — 1)
n2 2n -~ (n —kWk{k— 1)

k
(1+x)%(1 - x)“"‘;

2: zln z (0~ k)ut(gl__lf)!(k gy (L0 -0 &;Q
?4; ) T _n;f; RGe—1i (HOM _x)n—k%
%i BTy PO 0
60~ 1}(”;3 D03y il-n 3 N+ ok -
=
+ %W (1+ x)32—1n:Z: (" 3) @kt - e

n—2

288( 2 (1+x)— Z (n ;; 2) (1 + x)%(1 —x)n2*

=0

n n
288 1 Z n . k1921 Z n : ek

?13 on
k=0

7

176 1 kG- 1)

70, (B 0 =
k=0

_ﬂﬁiz () @+ 2 =0 fff-+ z—fzinz (P a+ora —x)n“ki‘—1

nS 2n
k=0 k=G

321w k(e ~ 13k — 2
"Fﬁz (7;) (1 + 2081 — ) F (—-%(Mw—)
k=0
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_Eﬁii (1) (L 041 = 2 k(k;‘ b

n? 2n
k=0
3231wy L g n_kk+32.2_1ﬁi(n)(1+,),((1__)“_,{5
n? 2“2(1\7)( TR =) n n? 2n 4 k * * n
=0 =

F2IS M-

n 2" n
k=0

i3

+-2nf2inz (5 +oka- x)""‘%— 85152 (h)a+x0ka - x)n*k;ffr 1

=0 k=0
161 = nn—1) (1 + Dk
- 55;@1 — kY k(k — Dk~ 2)(k — 3)(k — 4)!
L ke =D —2)(Je - 3)
_x)n
T
96 1 nin— 1)1 .
e znZ(n— AR
e =Dk —2)
n
288 1 n(n - 1)! Nkgq _ nneik k(k—1)
re 2n2(n—k)sk(k— Doy 0= n
288 1 nin— 1!

e {1+ —x)”“kE
n? anzl (n— k) k(k— 1) n

192 1 nn — 1! B n_kE
T3 2” {n — kKN k(k— 1) (142 = x) n

176 1 n{n — 1)1 K ooy (k= 1)
_n_SFkZZ(n—k)!k(k—z)(k—z)! 14241 =x) n

176 1 = n{n—1)!
S L= k(- D

k
(1+ X)L — 20"~

96 1 <  n(n— 1
+ nd 2n ] (n— k) (k- 1)

k
(1 + x)k(l — x)n—k E

32 1 © n(n — 1)1 \
_FF;@ TIOTRG = D =Dk —gn L T0
ekl = Dk =2)
n
96 1 v n(n—1)! R (TF))
”?{?ﬁ;(n—k)!k(k—n(k—zy 1+ =x) m
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Avysegiil CILO

%1y n(n— 1) 14+ x)%(1 )n—kk
nZE?j 1(n-—k)!k(k—1)!( A=Y
=

+64 1+ nin— 13
n? 27 L (n— )k (k = D!

Lk
(1+x)(1-2x) RH

24 1 n{n — 1! e (k 5
nZ”Z(nv—k)!k(k—l)(k—z)l 101 - )" =

n
24 1 n(n - 1)! K ok
TR 7 L - kG — D) (14051 =™
=

1< n{n — 1)} " ik
7 L=tk = D (142050 = o

n—4
(-1Dm-2){n-3) n— n-i-
=16 — (1+x) 2uﬂ( N1k -

n—2
(n"’"'].)(n—z) 1 Z _3 . I
9 n? (1 +x)32_nk:g (n k )(1 +x)I (1 —X) 3k

n—2
+288 (n; D14 a2 %Z (F=2) a1 40t - et

k=0

+ F(l +x) o (n; 1) (14 x)*(1 — X2k

-1
192 1 _
—sraw ), (U D ora

n—-2
(n?; 1) (1 + x)g_;ﬁ_z (n ; 2) (1 + x)k{1 __ x)n—zk
Je=10

n—1

- '-;3"“(1 + x} on (“ E 1) (14 x)*(1 — x)n-17k

96 1 -1 o
+F(1+X)F (nk )(i-i-x)k(l—x)” 1~k

_32(71_—%;“;32(1 + x)siz (n "~ 3) (1 + x)*(1 — x)™3k

2 k
k=0
96— 1N -2 L4+ (1 — o)tk
—96-—— 1+ y (M 7) A+t -0
k=0
96 111""]
- i n—1 k(1 _ ,yn—1-k
n2(1+x)2nk2( Da+oa-o
=0
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4, ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

Co(t%x) = x* +

Avsegiil CILO
64 1% 1 ) .
+—2—(1+x}2—nZ( “Da+oka -t
n k=0
2487 e L ”‘ Y1+ ) — )k
2?‘1
24 1 = n—1 ! —1—]
+?(1+x)2—nZ( D a0k -
k=0
(n—1n2¥n-3) 1 B
— nS (1 + }4- 2nw4 Zn 4
(n—1Dn—2) 1 ( ) -
+12~m--~n3—(1+x) Tk 273 472 (1+x )22,1_2.2” ?
144 1 96
+F(1 +I)”‘;1__—1.2u_1 ——g(l-l-)i) 2n_1_2n—1
1
—44( )(1+ %) 3z 2
_ n—1D(n-2) -
+"*§(1+X)2n_1.2n i —4——““"";12—(1 X)BF.ZTI 3
(n-—l) 1 _
—24 (0 +2)" 572" z
+—(1+ ( 1)(1+ )2 2"*2+—— 1+x)
n2 & 2n i ( x 271—1
401 ! 241
—4( +x)2n T +
n—1{n—-2}n-3 n—1)n-2
:( X — X )(1+x)4+12——m——( 312 )(1 + x)3

w728 " )( )2+1——*(1+x)——~(1+ )—44( 1)(1+ %)

88 (n—-1}n-2) n—-1)
—n—3(1+x)+n—3(1 +x) —4——-;1-5"-——(1—1—95)3—24 =

(n-~1)
n

48 32 , 12
_F(1+x)+ﬁ(1+x)+6 (1+x) +?(1+x)—4(1+x)+1

iy 6nix? — 6nlxt + 1lnx* — l4nx? + 3n — 6x* + 8x% - 2
n3

il
>

6nix? — 6nlx* + 11lnx® — 14nx® + 3n — 6x* + 8x% -2
n3

elde edilir. Yani n - oo iken;

30

{(1+x)?

(4.10)



4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Avsegitl CILO

Co(thx) =3 x*

olur ve (4.5Yin saglandigy g&rlilmiis olur.

Sonug olarak, ¢,(f;x) operatdrii (4.1), (4.2), (4.3) (Korovkin sartlar).(4.4)ve
{4.5) ifadelerini sagladifn goriilmis olur. Simdi de; C,(f; %) operatdriintin diizglin

yakimsak oldugu gosterilecektir.
Teorem 4.1.

C.(f;x) operatdrii [-1,1] arah@mnda strekli olan f fonksiyonuna ayni arahkta

diizglin yakinsaktir. Yani;
€A (f12) — F(xDlctan) = O
Jspat 4.1.
C.(f;x) operatoriin lineerlifinden faydalanarak;

|Cn(f5 %) — f (]

( ) (1 + (1 —x)"FF (2%— 1)

[\/_|:

1
n

&
1
=1

n

-0 FZ (1 4 2)*(1 — 2)k
k=0

Z )(1 )1 — )k (2%— 1)

=0

[y

NI,__\

s

1
— 5 ). () 00 =™ p ()

k=

= o

= i) (oo s (2 1) -l xeln

0

i

yazilabilir. x € [~1,1] oldugundan G:) (1+x)¥20 ve (1—x)"% =0 dir. Ucgen

esitsizliinden,
Gl = f(x>|<—Z]f(z——1) £ (p) @ + 241 =

=50
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Ayseeill CILO

< zi Z lf (z%w 1) - f(x)l () @+ 2k -0
Zr:nwxlsé

+ -2-1; lmz | |f (2%— ;) —r@| () @+ 0@ -0mt
- —xi>8

elde edilir. f sirekli oldugundan; her & > 0 igin,

2k —n
I n

- x' <4
iken,
ko) reo] <

olacak sekilde § > 0 vardir.

Boylece;

[Cp(fsx) — flxi=é€ Z Gz) 1+ x)“(l _ x)n—k

D (2%— 1) = G| () (1 + k@

|2k—n

—x|>5
olur. f smirh oldugundan v x € [—1,1] i¢in Oyle bir M > 0 vardir ki

Feol< M

olur. Oyleyse;
o (25 - 1)| < Irl + [ (21)| < 2
yazﬂabi.iir.

Béylece;

G -f@lse Yy (Qaeoa-ote ) (ueoa-or

B o BT ps
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Avsegiil CILO

< si (’k‘) (14 2)%(1 — x)"% + 2M Z 2) (1 + 21— )"

!___an—n x|>6‘

elde edilir. (4.6) dan dolayy,

Gt —fel etz Y () + 0k - (4.11)

|2k on|>5

_ 2
(an n_x) L

2k—n
| =

- xi >5 = (4.12)

(4.12Ynin (4.11) de kullaniimasiyla;

2

T x) (‘:) (1 + X)k(]. _ x)n—k

:E+26—I2W Z (Zk;n-x)z(z)(l—kﬂk(l—x)“"‘

<E+TTNE 0((2——1) ) (1)@ +xFa —x0m

oLz .
yazabiliriz. ((2%— 1) . x) ifadesi acilarak, C,(f;x) operatdriiniin lineerlifinin ve (4.6),

(4.7), (4.8} ifadelerinin kullanilmasiyla;

M1 x*
|C,(fx) — FN<EA+— [_

ZM
. L e
52 n £8+n§2[1 *’]
elde edilir. x € [—-1,1] oldugundan;
maks{l ~x?} =1

o halde;
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Aysegiil CILO

2M
ICa(fi3) = F o1 S €+ 3

yazilabilir. Yani;
limy oo llCa(f) = fllgf11 = 0
olur. Béylece ispat tamamlanmis olur.

€, (f; x) operatériiniin merkezi momentlerinin ilk bes tanesi asagida hesaplanmigtir.
" 0
Cn (25—1_)—35 sal=C (1)

oldugundan (4.6) dan dolay1;

elde edilir.

C, l((z % ~1)- x)l ;x] - % S (3) (1 + 2k = ((2% ~1)- x)

k=0

n

= %Z () (1 + ok -2 (2% ~1)- x%Z (3) @+ 0 a -

n
k=0 k=0

= C,(t;x) — xC,(1;2)

yazilabilir (4.6) ve (4.7)’den dolayy;

oldugundan;
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Avyseoiil CILO

G [((2%— 1) x)l;xl =0 (4.13)

elde edilir.

G l((zg— 1) - x)z ;x] = %RZ (L} +xka - ((2% - 1) - x>2

0

- %Z} (7)1 + 201 - x) (z% - 1)

2

—Zx%}; ()@ +xka— o (2 ;Z- - 1) + x—zz (N + 04 -am*

]

2
k=0

= €, (t%;x) — 2xx + x2C,(1; %)

yazilabilir (4.6), (4.7} ve (4.8) den dolayz;

n n n

z _ _ a2
Cnl((ZE—l)—x) ;xl:x2+—-—(1 X)(1+%)—2x(x)+x2=(1 x}(1+x):1 *

2
p (2k 1) ' C1—xF 1 x2 414
* n R T TR TR T (419

elde edilir.
o ((5-0)) o -3 Gtk -1) o]
k=0
- 51;; S (D) + 4@ -+ (2%— 1)3
k=0
-3 % N (2) (1 + )51 — X))k (zgw 1)2x
k=0
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

Avsegiil CILO

n

+ 3 %Z (;D (1 + %) (1 — )"k (2§M 1)x2

k=0

n

—%Z (Z,:) (1 +x)k(1 =~ )" %3

k=0

= C,(t%x) — 3xC, {t% x) + 3x72C, (8 x) + x3C (1, %)

yazilabilir (4.6), (4.7}, (4.8) ve (4.9) dan dolay1;

K ’ 2 2 3.3 1«
Cn (2;—1)—95 x| =8 = ——=x - —x®+—x—3x

- - 2% 4 = — 1 4+ 3x%x - P
n n n n non

2 2 3 3 x
=¥+ S-S —oxf b ox = 3x7 = b 3t -
n n n n non
5 , 2 3, x(5x%~2) 3 ,
=g — i ———— ey
2 Z2 2
n n n n n

oldugundan;

3
k Sx* -2y 3
C, ((25_1)_,5) cx ='f.£_x_}___x3

n? n

elde edilir.

(-2)-) o] =25 G- o[- 1) o]

k=0

4

n 2
— 1 n [14 _ n—k ( k ) ( E_ )3 ( k ) 2
zn;(k)m Pk - (22— 1) ~a{2=-1) x4 6(2--1) x

SN (M0 - (251 '
an—() & n

n

1 3

— - n i - n—k E — ) 2
4x ) () @+ 0F A -2 (2 ~—1) +6x
k=0
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4. ARASTIRMA BULGULARY ve TARTISMA Avsegiil CILO

2

+6x° _zi?i (1) @+ x5 —xynt (2%— 1)

— 4y G:) (1+x)k(1—x)“‘k(2f:—1—1)

k=0
1 n
—I-x“i;lz (2) (1+ (1 —x)" 7k
froesy

= €, (t% x) — 4xC, (% 1) + 6x2C, (1% x) — 4x3C, (6 x) + x*C, (1, %)

vazilabilir (4.6), (4.7), (4.8). (4.9) ve (4.10)’dan dolays;

* 2.,2¢9 _ _ _ — 4 2 _
cn[((zﬁ—&)—x) ;x]:x4+671x(1 O3+ x)+n(lly — 3 {x—1)—6x* 4+ 8x° =2

n 3
2—3n 1—x)(1+x
— 4y [x3+( - )(JCB—x)]+6x2 [xz—k&——) —4x3(x) 4+ x*
P R L P PE AN S S L.
= — —_— v x —_— - —_——— —_—— —— — " —_ —_—
n n? n? n n: n? n3 n? x n?
z 4 2 2 4

x x x X
+8—=+ 12— — 12+ 6x* + 66—~ 6——4xt + x*
n n n n n

_3x*—6x*+3 N ~6x* +8x7 ~2  3(x? - 1)2 N 2(=3x"+4x* - 1)
b n n3 B n? n?

oldugundan;

n? n3

+ 2 432 a4 2 _
Cﬂ[((zgwl)_x) ;x]xa(x 1) +2( 3xt 4 4x2 — 1) 415)

elde edilir. Boylece C,,(f;x) operatdriiniin merkezi momentlerinin ilk besi hesaplanmig

olur.

1932 yihinda Voronowskaja, Bernstein operatérii icin asagidaki teoremi ifade

ve ispat etmigtir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Avsegiil CILO

Teorem 4.2,

f{(x) fonksiyonu {0,1] araliginda sinirli ve belli bir x noktasinda 2. tiireve

sahip 1se;

B —~x{1—x)

litMaseett[By (F ) — F{X)] 5 JA €9

esitligi (asimptotik yaklasim) saglanmaktadir (Lorentz, 1953).

€, (f; x) operatdriiniin asimptotik yaklagimim hesaplayalim.

Teorem 4.3.

f fonksiyonu [-1,1] araliginda sinirh ve (-1, 1) arahgimn bir x noktasinda
ikinel tiirevi mevcutsa;
_ (1—x%)
limy Lol C(f0) — F)] =

2

£
esitligi saglanir.
Ispat 4.3.

Bir / fonksiyonunun x noktasimdaki Taylor actlimi;

1 1
FlE) = f(x)+ ~i~|f’(x)(t -x)+ Ef”(x)(t - X} + H (¢~ x) (4.16)
dir. Burada;
1 1
Hult —x) = gf”’(x)(t —x)* + ;;;,‘fd’(x)(f —x)t 4
olup buna Kalan Terim denir. (4.16)te t = 2 :—1 — 1 olarak alinirsa;
2

f(zg— 1) =7 +~11-]*f’(x)[(2%— 1) - x] +%f”(x) [(2%— 1) -x]

+H, [(ZE_ 1) - 1] (4.17)
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Avsegiil CILO

elde edilir. Ayrica;

yazilabilir. Burada {,, kalan terim ve n — oo igin limiti (-1)’dir. Dolayisiyla sinirlidir. O

halde her bir m sayist i¢in en az M > Ovardir ki;

lu(m)i = M

yazilabilir, Bu durumda (4.17) esitligi,

2

f(z%— 1) = /() +%f’(x) [(z%— 1) -x] +%f”(x) [(z%— 1) 2]

2=~ al(e2- 1) -

seklinde yazilabilir. Her iki tarafi 3«-(2) (14 xY(1 —x)*F ile carpip k = 0’dan k = n’ye

2?1

kadar toplarsak;
1 n " .
Calfix) = F; (0) (L + 0% — 0™k 00

+ %}Z;} (1) @+ - @ (2 % 1) x|

oy (B 0 - (25 - 1) -]

k=0

Z

2

%;(;) (40K -2 (22 - 1) o] uf(22-1) -4

Calfs2) = f(x)—;TLZ (z) (14 )% — x)rt
e

+f’(x)iz (TD (14 x)*(1 —x)"* [(2%— 1) —x]

anza
+ %ﬁ;; (};‘) (1+ 0¥ (1 — x)"* [(2 % ~1) - x]z
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n
2

S SRR (R S P

k 1
= f)C{Lx)+f'(x) &, [((2;{ - 1) - x) ;x]
+ f”;x) . [((zgﬁ 1) - x)‘;x}
+21—n; (F) @+ 04 =0 [(22 - 1) =] wf(22-1) 4]

Burada (4.6), (4.13) ve (4.14Yin kullamlmasiyla;

n

1 - Z
i = o + L2 (25

n 2

tom (Z’) (1+x) (1 —x)"* [(2% - 1) - x] u [(2% - 1) - x] (4.18)

k=0
elde edilir. Elde edilen bu esitligin sag tarafindaki tiglincii ifadeyi,

n
2

=y () ora - (20-1) ~ 2] ul(z5-1)~4]

k=0

seklinde yazahim. Bu durumda;

= z_ln Z () (1 20 (1= [(z%— 1) - x]2 u [(2%— 1) - x]
I(z%—:)—xlsa
+ Zl—n Z G;‘) (1 +20)%(1 — %)k [(2% - 1) - x]zy [(2%— 1) - x] (4.19)

(2Tl

olur, [(2%— 1) - xl < & iken I,u [(2%— 1) - x“ < eolur. Bu ifade ve |u(m)i < M oldugu

{(4.19y da kullanilirsa;
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4, ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Avsegiil CILO

n

2

+ Mz—ln v Z (7) @+ 0 - [(2%— 1) - (4.20)

2

cug Y Guewraso (i) -]

(4.14) kullanilirsa;

2

I<e (1 ;)"2) + M% Z (2) (1 + %)% (1 — x)"* {(2% ~1) —xj
1(2%—1)—x|>5
elde edilir;
2

J = 2—1n z (1) (1 + 2k -0 " [(z% ~1) 1]

|&5m2) s

dryelim,

|(2% - 1) - xl > ise [(2%1512)4]2 > 1 olur.

jgom Y (Parora-om (e -1)-x

[(zfi)-ls
yazabiliriz, Yani;

Temg . (A sora-ome|(2l-1) - o

((25-1)-]>
olur. Bulunan bu ifadeyi {v = 0 dan n'ye} genisletip (4.20)’de kullanirsak;
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Avysegiil CILO

4

I<e¢ (1 —nxz) + ;%Z G:) (1+x) (1 —x)"* [(2?—1— 1) - x]

(4.15¥in kullanmlmasiyla;

I<¢

- 52 n? n3

1—x? M3x?2-1)2 —6x*+8x%~2
n )T +

bulunur.

x € [—1,1] oldugundan bu araliktaki maksimum degerini x = 0’da alir.

I<£+M[3 2]
T n §%In? nl
1M 2
ik}
ne §% n

maks {é\% [3 - %]} = A olarak alahm;

1 A
I S—{{:‘«Iw»}
n n

seklinde yazilabilir.

1
£, = maks [5}1}

1
= ; O0(en)

elde edilir. Elde edilen bu ifade (4.18)te yerine yazilirsa;
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Avysegiil CILO

1{1 -~ x? 1
Cn(f;x)=f(x)+5( nx )f”(XHHO(En)
1(1-x%) _, 1
Cn(f:X)—f(X)=~2~' " f (X)+£O(£n)
(1-x%) _,
nlC.(f;x) — f(x)] = 5 )+ 0(gy)

bulunur ki (n — oo} icin &, — 0 oldugundan limit ahinmasiyla;

(1 —x%)
2

Myt Co(Fi %) — f(X)] = f(x)

elde edilmis olur ki buda ispat: tamamlar.

Simdi de; ¢, (f;x) operatdriiniin yaklagim hizimt hesaplanacaktir. Bunu igin

oncelikle stireklilik modiiliiniin tanim ve 6zelliklerini verelim.

Tanim 4.2, (Sitreklilik Modiilii)

feCla b] olmak tizere; v& > 0 icin;

w(f; &)= Sup:r,tf[a,b]lf(t) — f(x)]

ft—x]= &

olarak tanimlanan w (f; &) ifadesine ffonksiyonunun s#reklilik modiilii denir.

Siireklilik Modiiliiniin Ozellikleri

1. w(f; 8)=0

2. 8, = 8, isew (f; 6;) € w(f; &)

3. meNigin w (f; md) < mw (f; §)

4. AeRYicin w (f; A8) = (1 + Dw (f; &)

5. limgoew {f; 8) =0
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Aysesil CILO

6. FO-f@I o(fit—xD

je-xi

7. F®-f @l s (S2+1)w(f; 6) (Altomare ve Campiti, 1994)
Teorem 4.4,

C,{f; x) operatoriin stireklilik modiilii ile yaklagim hizi;
C . qe < 2 - I
CalFi0) = FC01 = 20 (fi =)
seklindedir.

Ispat 4.4

o (f; x) operatdrii;
Cn(f;x)=~§;;;}(D(l+x)k(1—x}"‘?‘f(2—:——1), —1ex<l

seklinde idi,

n

C, (L %) = %z (:) (1+0*Q —0)" " 1=1

k=0

oldugundan lineerlikten:

|G (fs x) '“f(.’X')l

= %;H (1)@ + 2k~ xnkr (2%” 1)
- f(x) %Z (1) (L + 2k — )™
k=0

elde edilir.

;—n =0 ve GD (1+ 21 —x)*F = 0 ifadelerini ve liggen esitsizligini kullanarak;
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Avysegiil CILO

Calfi ) = 0l < Zikz I (25— 1)~ reo| (1) @ + 2050 — 2y (421)

elde edilir. Siireklilik modiiliniin (7.) 6zelliginde t = 2%— 1 secimiyle;

w(f; )

k
()] <L

yaziabilir. Elde edilen bu ifadenin (4.21)’de yerine yazilmasi ve lineer pozitif

operatdrlerinin monotonlugunun kullamimasiyla;

16, (3 = f(0)] < + 1w 8) () 1+ 2081 =2

21’[

BER p(z%—l)ﬂ a

(25-1) =4

—Z—flzmm—g 58 (1) (1 + 051 — o

Zw(f 6) (1+x)" (1 —x)"*

bulunur, yani;

|G (5 x) — f(x)l

< o(f; 5){552‘(%%1) ] ") (@ + X - )k

k=0

+2iz (ot era-nr)
— o(f; 8) [HRZ K ) I (1 + 2)(1 — )" + €, (1 x)]

elde edilir. (4.6)’nin kullanilmastyla;

El_i |(2%— 1) - xl () 1+ =0yt 1} (4.22)
k=0

S

IC.(fix) = fx)] = w(f:ef)g
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Avsegiil CILO

bulunur, bulunan bu ifadede;

ZZI( 1) =] () @+ 24—

diyelim.

R b
R

(%; GD (14 x)%(1—~ x)“"‘)7

(zln( ) Q1+ 05 -0

_xz]

yazilabilir. Cauchy-Schwartz esitsizliginden;

a-$let-9

n
k=0

1 1
z2 s Z

(Z;— ) (14204 -0 k)
k=

1

M@@;_M(l()w -0

n
R=

72 l5-1) -

0

2
1
(1 +x)*(1 = x)"" ") [Ca(L;)]2
olup (4.6)'mn kullaniimasiyla;

1
2

A< (%Z (25-1) o (v ora —x)“"") |

|(2E - 1) - xiz = (2% — 1)2 - 2x (2% - 1) +x?  oldugundan;

1

A= (% N [(2%— 1)2 —2x (2% - 1) + xz] (1) @+ - x}"-k)z
= [zii (2 % - 1)2 (M @+ -0 - Zx%i (2%— 1) (R @+ k-

k=0 k=0

1
z

+ xzz—inzn: (:) (1 +x)*(1 - x}”""]

k=0
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Avysegill CILO

1
= [C(t?;x) ~ 2xCp{t; x)+x7C, (1; x3]2

yazabiliriz. Bu egitlikte (4.6), (4.7) ve (4.8)’in kullanilmasiyla;

i
)

b3

2+(1—x)n(1+x)_

A ={x

2x.x + xz} = Iw——v—_(1 — R+
' h n

elde edilir. Elde edilen bu ifadenin (4.22) de yerine yazilmastyla;

n

| 1
|Calfs %) - f OO < w(f;ﬁ){[wr N 1}

bulunur. x € [-1,1] oldugundan;

maks{[u 00+ x)]%} ~1

olur. Bu durumda;

11
1G(f:x) ~ fOl £ w(f:6) {Eﬁ+ 1}
yazabiliriz. § = % olarak secilirse;
1
6f0 ~ f0) < 20(fi )

olur. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Simdi de iizerinde calistifimiz €, (f; x) operatoriiniin; f(x) = sin (%) e ve
F(x) = n(3 — sin(x)) fonksiyonlarina ait yaklagimini gosteren grafikleri ve birinci

fonksiyon i¢in hesaplanan niimerik degerleri tablo halinde gdsterelim.
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Avsegiil CILO

e

3.2~ P w:“:
T I N
. ’f/;‘{i\
/;ff B Cnfx)
a1 - f{*’)
e
/j
i

Sekil 4.2. f(x) = In(3 — sin(mx)) fonksiyonuna C,(f; x) n = 20 igin yaklasim grafigi.
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

Avsegill CILO

Sekil 4.1°de verilen fonksiyon igin 7 ve x-in bazt degerleri i¢in C,(f;x) ile f(x)

fonksiyonuna yaklagiminim niimerik degerler ¢izelge 4.1.’de verilmistir.

Cizelge 4.1. f(x) = sin(fzz)e'l"‘2 fonksivonunun bazi i ve x degerleri igin G, (f; x) ile f(x)

fonksivonuna yaklagimmin niimerik degerler tablosu,
! 0.9 E 07 06 05 04 T3 07 N 0
n i 0.9 0.8 0,7 0.6 05 04 03 0.2 0,1 i
0| 613553 000494 | 001382 | 0,02463 | 003492 | 004223 | 0,04460 | 004095 | 0031357 | 0,016997 | ©
100 | 6,13533 70003 | 000130 | 0.00944 | 000380 | 000493 | 000549 | 000535 | 080413 | 0002276 | 0
550 170135535 | 000003 | 0,00011 | 000024 | 000038 | 0600050 | 000036 | 0,00054 | 0,00043 | 0,00023§ | O
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5.SONUCLAR ve ONERILER Avsegiil CILO

5. SONUCLAR ve ONERILER

5.1. Sonuclar

[-1,1] simetrik arah@ tizerinde tamimlanan C,(f;x) operatdriiniin, lineer

pozitif operatér oldugu ve Korovkin sartlarm sagladifi gérilmistiir. Ayrica;
limy, el Ca{f) — f“c[-l,l} =0
esitligini sagladigs gorildagiinden diizgiin yakisakligy ispat edilmistir.

Daha sonra merkezi momentleri hesaplanmis ve asagidaki esitlikler elde

edilmigtir.

k : 1-x2 1 x°
(2-——1)—9: x| = ===
n n non

.
k x(5x%~2) 3

(o)) o] 22 2
n n

12

* 2 _ a2 g z_
Cnl((ZEwi)—x) ;x]:3(x 1} +2( 3x ~1—34~x 1)
n n

Hesaplanan bu merkezi monentlerin kullamlmastyla C,.(f; x)operatdriinin

asimptotik yaklasimi hesaplanms ve asagidaki esitligi sagladigl gorilmiistir.

-
el (Fi ) = £G] = L2 0

50



5. SONUCLAR ve ONERILER Avsegiil CILO

Daha sonra stireklilik modili yardimiyla yaklagim hizi hesaplanmig ve

agagidaki esitlik elde edilmistir.

1
ICAfi ) = fO] € 20 (f; ﬁ)

Son olarak; C(f;x)operatbriintin;f(x) = sin (%) e~ ve f(x) = In(3 — sin(mx))
fonksiyonlarina ait yaklasimini gosteren grafikleri ve birinci fonksiyon igin

hesaplanan nimerik degerler, tablo halinde gosterilmistir.
5.2, Oneriler

Bernstein polinomlari ile ilgi yapilan caligmalar hep pozitif yar eksenin [0, 1]
alt aralig {izerindedir. Bernstein polinomlari i¢in, simetrik bir aralk {izerinde yapilan
bir ¢aligmaya su ana kadar rastlanmamustir. Ele ahmnacak olan fonksiyonlar hep
pozitif yar1 eksenin alt kiimesi tGzerinde tanumli degildir. Tiim reel eksenin simetrik
bir alt aralig1 tizerinde calisilmak istenildiginde ele aldiginz operatdriin kullamlmas:

uygun olacaktir,
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OZET

Bu calismamn birinci bélitmiinde; gerekli tanimlar yapilmis, teoremler

verilmistir.

Ikinci béliimiinde; calismamiza konu olan lineer pozitif operattrler ve
tzellikle Bernstein polinomlan ile daba onceden yapilmis ¢ahsmalardan s6z

edilmistir.

Uctinci  boliimiinde bu ¢aligmada izlenecek yontemler hakkinda bilgi

verilmistir.

Dérdiincti boliimiinde de Bernstein operatorlerinin bir modifikasyonu olarak
tanmmladigimiz - C,(f;x) operatériiniin - dlizgiin - yakinsakhg:, yaklasim hiz
incelenmis; momentleri ve asimptotik yaklasimi hesaplanmistr. Daha sonra C,,(f; x)
operatori ile f fonksiyonuna yaklagim farkl iki fonksiyon igin grafik yardimiyla
apsterilmistir. Son olarak segilen bir fonksiyona yaklagimin bazi n ve x deferleri i¢in

niimerik degerler tablosu hazirlanmistir.

Sonug olarak da; Bernstein operatérierinin bir modifikasyonu olarak
tammladigimiz  C,,{f; x) operatdriiniin [-1, 1] simetrik arahmndaki yaklasim

tzellikleri incelenmis oldu.
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SUMMARY

In the first part of this study, the necessary definitions and theorems were given.

In the second part, linear positive operators that are subject to the study
particularly, Bernstein polynomials and previously done studies have were

mentioned.

In the third section, information about the methods to be followed was given

in this study.

In the fourth section, uniform convergence of €, (f;x) operator which we
defined as a modification of the Bernstein operators and the approach speed were
examined, and its moments and asymptotic approach were calculated. Then,
approach to the function / with the C,,(f; x) operator was shown by a graphical help
for two different functions. Finally, a numerical table was prepared for some » and x

values of the approach to a chosen function.

As a result, approach properties in a symmetric range {-1, 11 of C,(f;x)
operator which we defined as a modification of the Bernstein operators have been

investigated.
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