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Yiiksek Lisans Tezi
DUAL UZAYDA CEMBERLERIN STUDY DONUSUMLERI
Selahattin NAZLI

Harran Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Danisman: Yrd. Dog. Dr. Abdullah YILDIRIM
Y1l:2012, Sayfa: 53

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris kismima ayrilmustir. ikinci boliimde dual uzay tanitilmis
olup bu uzay ile ilgili daha 6nceki calismalarda yer alan tanim ve teoremlere yer verilistir. Diger iki boliim
calismanin orjinal kisimlaridir. Ugiincii béliimde tez ile ilgili materyal ve yontemler verilmistir. Dérdiincii
boliimde bir ¢gemberin Study doniisiimii gosterilmis ve bu donlisiimiin matris karsiliklart elde edilmistir. Bununla
birlikte D-modiildeki dual birim kiire {izerindeki bir ¢emberin Study doniigiimii gdsterilmistir. Son olarak bazi
6zel durumlar ve bu durumlarin herbirinin geometrik sonuglari elde edilmistir.Yine bu bdliimde Lorentz uzay1 ve
dual Lorentz uzayr tanitilmis olup dual Lorentz uzayindaki Study doniisiimiinin matris kargiliklar1 elde
edilmistir. Bununla birlikte bu uzaydaki dual Hiperbolik ve dual Lorentzyen birim kiireler iizerindeki
¢emberlerin Study doniisiimleri gosterilmistir. Son boliimde ise tez ile ilgili sonuglar ve dneriler verilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Dual uzay, dual uzayda ¢emberler, dual lorentz uzayi, dual lorentz uzayinda
cemberler, Study doniisiimii.
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This thesis consist of five chapters. First chapter is devoted to the introduction. In chapter second introduced that
the dual spaces and deals with the concepts and definitions on dual spaces. Other two chapters are the original
part of the study. In chapter third shown that material and method in connection with thesis. In chapter forth we
have introduced that the dual spaces and we have obtained the matrix equations of Study mapping. Furthermore,
we have showed the Study map of a circle which lie on the dual unite sphere in D-module. Finally we have
obtained some special cases each of which is a geometrical result. Again in this chapter we have introduced that
Lorentz space, dual Lorentz space and we have obtained the matrix equations of Study mapping. Furthermore,
we have showed the Study maps of circles which lie on the dual Hyperbolic and dual Lorentzian unite spheres at
the dual Lorentzian space. In the last chapter we have shown results and recommendations in connection with
thesis.

KEY WORDS: Dual space, circles in dual space, dual lorentz space, circles in dual lorentz space, study
mapping.
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1 GiRis Selahattin NAZLI

1 GiRis

Dual sayilar ilk defa W. K. Clifford (1845-1879) tarafindan geometrik aragtir-
malarinda bir arag olarak kullanilmigtir. Daha sonra E. Study cizgi geometrisi ve
kinematik aragtirmalarinda dual sayilar ve dual vektorleri kullanmigtir (Study,1903).
Veldkamp (1976) dual birim vektorler ve dual vektor ¢iftleri yardimiyla dual birim
kiireyi ifade etmig ve dual kiiresel hareketleri vermigtir. Ayrica dual hareket ve
reel uzay hareketi arasindaki bagintiy1 gostermistir (Veldkamp,1976).
E. Study, 3-boyutlu Oklid uzaymm yonlii dogrularinin D? dual uzayinin S? dual
birim kiiresinin noktalarina birebir kargihk geldigini gostermistir (Study,1903).
S? dual birim kiiresi iizerine cizilmis bir ¢gemberin ¢izgiler uzayindaki karsiligr H.
H. Hacisalihoglu tarafindan gosterilmistir.

3-boyutlu Oklid uzay1 yerine R3 Lorentz uzaymi goz oniine alarak, bu uzaydaki
~2 ~2

yonlii space-like (time-like) dogrularin, D? dual Lorentz uzaymin S,(H,) dual
Lorentz (Hiperbolik) birim kiiresinin noktalari ile birebir eslenebilecegi Y. Yayl
tarafindan gosterilmistir.

Bu tezde ilk olarak dual uzayin tanimi bu uzaydaki bir vektoriin normu, iki vektor
arasindaki ac1 gibi genel tanimlar verilmis olup ilk béliimlerde 3-boyutlu Oklid
uzayinda bir ¢cemberin Study doniisiimii detayh olarak incelenmistir. Daha son-
raki boliimlerde 3-boyutlu Oklid uzay1 yerine Lorentz uzayini ele aldigimizda elde
edilen dual Hiperbolik ve dual Lorentz ¢gemberlerinin Study doniigiimii yine genis
olarak incelenmistir.

1.1 Ana Kavramlar

Tanim 1.1.1. Bog olmayan bir G ciimlesi ile agagidaki i¢ aksiyoma uyan bir
T:(x,y) eGXxG—a2Tyed
i¢ igleminden olugan (G, T) ikilisine bir grup denir.
1. T birlesimlidir; Vz,y, 2 € G elemanlar i¢in

(xTy)Tz =T (yT'z)

2. T i¢in G de birtek e birim elemani vardir;

Vre Gicin e€le=2Te==x

3. Vx € G elemanmin 7T i¢in G de bir 2’ inversi vardir;

xTx =2Txr=e
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T iglemine de, grup iglemi denir (Hacisalihoglu, 2010).

Tanim 1.1.2. Eger (G,T') grubunda 7' grup iglemi degisimli ise, yani

2Ty =yT'x

ise (G, T) grubuna degisimli grup veya abel grubu denir (Hacisalihoglu, 2010).

Tanmim 1.1.3. Bos olmayan bir H cilimlesi ile bu ctimledeki iki 7', 1 i¢ islem-
lerinden olugan (H, T, 1) iigliisiinii ele alahm. Eger (H,T') bir abel grubu iken
ikinci i¢ iglem olan L, A da birlegimli ise ve birinci islem tizerinde dagihml ise
(H,T, 1) iicliistine bir halka denir. Bu tamimda gegen halka aksiyomlarimi goyle
siralayabiliriz;

1.
2.

3.

ot

(@)

T:(z,y) € Hx H—a2Ty € H, Yo,y € H (kapahlik aksiyomu),
(xTy) Tz =T (yI'z), Vz,y,z € H (birlesim aksiyomu),

2Te=eTx =z, Yo € H (birim elemanin varhig aksiyomu),

2T =2Te =e, o' € H (ters elemanm varligi aksiyomu) ,

. 2Ty = yTx, (degisim aksiyomu).

Bu aksiyomlarla (H, T) bir degisimli grup olur. Ikinci islem L nin saglamasi
gereken aksiyomlar;

. Li(zy,y) e Hx H—x Lye H, (kapalilk aksiyomu),

(x Ly) Lz=x L (y L z) (birlesim aksiyomu),

(@Ty) Lz=(x L 2)T(y L 2)
(x Ly)Tz= (2Tz) L (yT2)
2010).
Tanim 1.1.4. Bir (H, T, 1) halkasinda ikinci iglem L degisimli ise halkaya
degisimli halka denir (Hacisalihoglu, 2010).

} (dagilim aksiyomu)(Hacisalihoglu,

Tanim 1.1.5. Bir (H,7T, 1) halkasinda ikinci iglem L ye gore H i bir
¢ birim eleman varsa halkaya birimli halka denir (Hacisalihoglu, 2010).

Tanim 1.1.6. (C, T, L) bir halka olsun ve (C,T") abel grubunun birim ele-
mani e olmak tizere C* = C'— {e} olsun. Eger (C*, 1) bir grup ise (C, T, 1)
tigliisiine bir aykir1 cisimdir denir. Cismi temsil etmek iizere (C, T, L) yer-
ine sadece C' cismi de denir.

Bu tamima gore C* 1 ikinci islem (L) e gore bir € birim eleman:i vardir. Bu
tanmimdan cisim aksiyomlarim su sekilde siralayabiliriz.

2
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T Islemi Uzerindeki Aksiyomlar;

1.

(aTy) Tz =T (yT'z), Vz,y,z € C icin (birlesim aksiyomu)

. 2Te=eTr =z, Vre Cign, e € C (birim elemanin varligi aksiyomu)

2Tx' =a2'Tr =e, VYo e Cigina' € C (ters elemanm varligi aksiyomu)

. 2Ty = yTx, (degisim aksiyomu)

L Islemi Uzerindeki Aksiyomlar;
(xly)lz=xl(yLlz), Vo,y,z € Cigin (birlesim aksiyomu)

xle=elax=ux VreC*ign (birim elemanin varhig aksiyomu)

aTx! =a'Te =€, Vo € C* igin (ters elemanin varligi aksiyomu)

1 ve T Islemleri Uzerindeki Aksiyomlar;

c(@Ty) Lz=(xL2)T(yLz)ve(x Ly)Tz=(2Tz) L (yTz2)

(Hacisalihoglu, 2010).

Tanmim 1.1.7. Bir i¢ isleme gore V' bir abel grubu ve H da iki iglemi
sirastyla, (4) toplama (bir abel grup islemi) ve () carpma (H iizerinde
bir abel grup islemi) olan bir cisim olsun. V iizerinde bir dig iglem olarak
tamimlanan ve asagidaki aksiyomlar: saglayan bir

HxV -V

doniigiimii var olsun. Bu halde V' ciimlesine H cismi tizerinde bir vektor uzay:

denir.

1.

2.

3.

H xV — V dontigimii V x V — V ic¢ islemi tizerinde dagilabilirdir;

HxV — V déniigtimii H daki + : Hx H — H ig (toplama) iglemi iizerinde
dagilabilirdir;

H xV — V déniigiimiit H daki - : H x H — H i¢ (¢carpma) iglemi ile
birlesebilirdir;

4. H x V — V doniigimiiniin birim elemam A {izerindeki -: H x H — H ig

(¢arpma) isleminin birim elemanidir.

O halde vektor uzay: aksiyomlar1 agagidaki gibi siralanabilirler.
V Uzerindeki I¢ Isleme Ait Aksiyomlar;

1.

2.

(aTy)Tz=aT (yTz), x,y,z €V

270 =0Tx =x, (0: birim eleman)
3
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3. zTx' =6, (2 =z in tersi)

4. 2Ty =yTx
Dis Isleme Ait Aksiyomlar;

5. a(zTy) = axTay, a € H
6. (a+b)x=axTbz, be H
7. a(bx) = (a.b)x

8. ex =z, (¢ : H daki ¢arpma igleminin birim eleman1) (Hacisalihoglu, 2010).

Tanim 1.1.8. V bir reel vektor uzayi olsun. V {izerinde bir i¢ carpim diye
agsagidaki aksiyomlar: ile tanimlanan bir

(,):VxV =R

doniigiimiine denir ve degeri, u,v € V' olmak iizere (u,v) seklinde
gosterilir.

i Simetri Aksiyomu;

(u,v) = (v,u), Yu,veV
ii Bilineerlik Aksiyomu;
(cu,vy = c(u,v) = (u,cv), YeeR, VYu,v eV,

v)
(ug + ug,v) = (u1,v) + (ug, vy, YveV;

+
<U7U1 + U2> = <U7U1> + <u7 U2> ) Vu € V;
Bu aksiyomu kisaca

(auy + bug,v) = a (u1,v) + b (ug, v)
(u, avy + bvg) = a (u,vy) + b (u, vs)

seklinde de yazabiliriz.

iii Pozitif Tanimhhk Aksiyomu;
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(u,v) >0, YueV
(uyu)=0<=u=0

(Hacisalihoglu, 2005).
Tanim 1.1.9. Bir
fR"XR" =R

fonksiyonu VX, Y € R" igin
X = (xla 7xn) 7Y = (3/17 7yn); Tiy Yi S R
olmak tizere

seklinde tamimlaniyorsa f fonfsiyonu R™ de bir i¢ carpimdir. Bu i¢ carpima, Oklid
anlamindaki i¢ carpim veya R" deki standart i¢ carpim denir
(Hacisalihoglu, 2005).

Tanim 1.1.10. C kompleks vektor uzay1 olmak iizere bir

g:C"xC"—-C
fonksiyonu VX, Y € C" igin

X = (xla‘“7xn) 7Y = (3/17 7yn); Ly Ui S C
olmak tizere

g (X’Y) = szy_l
=1

(y_z : kompleks e§lenik) seklinde tanimlaniyorsa ¢ fonfsiyonu C™ de bir i¢ garpimdr.

Bu i¢ ¢arpima Hermit anlamindaki i¢ carpim veya C" deki standart i¢ carpim
denir (Hacisalihoglu, 2005).

Tanim 1.1.11. Bir
L:R"xR"—-R
fonksiyonu VX, Y € R" i¢in

X = (xla‘“7xn) 7Y = (ylaayn); Tiy Yi € R

ve c 151k hiz1 olmak tizere
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n—1
L (X7 Y) = szyz - sznyn
=1

seklinde tanimlanan L fonksiyonu R" de pozitif tanimli olmayan bir i¢ ¢arpim
dir. Bu ig ¢arpima Lorentz i¢ garpimi denir (Hacisalihoglu, 2005).

Tanim 1.1.12. V bir vektor uzay: olmak iizere V' nin elemanlarinin bir {a, a, ..., oy }
climlesi icin

k
ZCz‘OAiZO, (1§2§k):>VCZ:O
=1

ise bu ciimleye lineer bagimsizdir, aksi halde lineer bagimlidir denir
(Hacisalihoglu, 2005).

Tanim 1.1.13. Uc boyutlu bir reel vektor uzay1 V olsun. V de bir

A VxV — Vv
(@,8) — anp

iglemi determinant fonksiyonu yardimiyla

— — — — — —
a=aje; +ageqy +a3€3,ﬁ = blel +bg€2 +bg€3
olmak tizere,

— = —

€1 €9 €3
aNf= det(o,B)= |a1 as a3
b1 by b3

veya birinci satire gore Laplace acgilimi ile

a A p = (arby — bias) 1+ (azby — bzay) €+ (a1bz — braz) s

olarak tanmimlanmig olsun. Burada

{21 —(1,0,0), €5 =(0,1,0), €5= (0,0,1)}

V' nin standart bazini gostermektedir.

— — — — — — — — —
61/\62263, 62/\63261, 63/\61262

dir. Bu durum

1<4,5,k<3veo=(ijk)
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dairesel permiitasyonu yardimi ile

— — —
e;\e;= ey

seklinde ifade edilebilir. Bu gekilde tanimlanan A ig iglemine V' de vektorel carpim
veya V' de dig carpim iglemi denir (Hacisalihoglu, 2005).

Tanim 1.1.14. Uc boyutlu bir reel vektor uzayr V' olmak iizere

VxVxV — R
(o, B,7)  — det(a,B,7)

bigiminde tanimlanan igleme V' {izerinde karma c¢arpim iglemi denir. Bu kavramin
bu ¢arpma islemine verilmesinin bir nedeni olarak

det (@, 8,7) = (@, B A7)
seklinde yazilabilmesindendir (Hacisalihoglu, 2005).

Tanim 1.1.15. Ug boyutlu bir reel vektor uzay1 V' ve a, 3,7,6 € V herhangi
dort vektor olsun. ((a A B), (v Ad)) i¢ carpimini hesaplayalim.
a A = v diyelim. Oyleyse

(v,(YA ) = (v A,0)

yazabiliriz. Buradan

(Ay,0) = ((@AB)Ay,6)
<U/\776> = <[<&77>B_<B77>O‘]7B>

ve

(@A B,y AN6) = (a,7) (B,7) — (@,0) (B,7)

bulunur. Bu esitlik Vo, 5,7,0 € V icin dogrudur. Bu nedenle bir 6zdesliktir ve
Lagrange 6zdesligi olarak adlandirilir (Hacisalihoglu, 2005).

Tanim 1.1.16. Lagrange 6zdesliginde v = a ve § =  alirsak o A 8 nin boyu;

(@nB.anB) = [|anp|?
o 2] 817~ (@ 8))°
Lo 21 81— (e I2] 8117 cos?0)
lalP] 817 (1-cos0)
| o I 8|12 sin?6
veya
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FanB =l alll s sné
elde edilir (Hacisalihoglu, 2005).

2 ONCEKI CALISMALAR

Tamim 2.1. Va,a* € IR olmak iizere bir A = (a,a*) ikilisine sirali ikili denir.
Bu sekilde tanimlanan R x R ctimlesi D ile gosterilsin.

D= {(a,a):a,a* € R}
tizerinde iki i¢ iglem ve bir esitlik su gsekilde tanimlansin;

Tanim 2.2. A = (a,a*), B = (b,b*) € D olmak iizere, toplama iglemi

@&: DxD — D
(A,B) — A@&B= (a+b,a"+10b")

seklinde tanmmmlamr (Hacisalihoglu, 1983).

Tanim 2.3. A = (a,a*), B = (b,b*) € D olmak {izere, carpma iglemi

®©: DxD — D
(A,B) — A®B= (ab,ab* + a*b)

seklinde tanimlamr (Hacisalihoglu, 1983).

Tanim 2.4. A = (a,a%),B = (b,0*) € D igin, a = b, a* = b* ise A ile B
esittir denir ve A = B seklinde gosterilir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanmim 2.5. R reel sayilar cimlesi olmak tizere ) = R X R ciimlesi {izerinde
toplama, carpma ve esitlik iglemleri belirtilen sekilde tanimlanmais ise ID ciimlesine
dual sayilar sistemi ve ¥(a,a*) € I elemanina bir dual say1 denir (Hacisalihoglu,
1983).

Tanim 2.6. Bir A = (a,a*) € D dual sayisinda “a” reel sayisima A nin reel

[IP )]

kismi, “a*” reel sayisina da A nin dual kismi denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanim 2.7. (1,0) = 1 dual sayisina D deki ¢arpma igleminin birim elemamn
veya D deki reel birim denir ve ¢ = (0,1) dual sayis1 da dual birim olarak ad-
landirihir (Hacisalihoglu, 1983).
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Tamim 2.8. Bu durumda A = (a,a*) € D dual sayist

A = (a7 a*)
= (a,0) +(0,a")
= a(1,0) 4+ a*(0,1)
= a.l+ea*
= a+tea*

seklinde de gosterilebilir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanmim 2.9. D° = {a = (A;,42,43) | 4, € D,1 < i < 3} D—modiil veya
dual uzay olarak adlandirilir. D? in elemanlar1 dual vektorler olarak belirtilir.

Boylece R? deki a ve a reel vektorleri a = a + ea*olmak iizere a dual vektorii
olarak yazilabilir (Yayl ve ark., 2002).

— —k

Tamm 2.10. a = a + Ec;* = (a, a ) dual vektoriiniin A € D skaleri ile carpimi
AE::(AE,AE*)
seklindedir (Hacisalihoglu, 1983).

—

Tamm 2.11. a = a + Ec;* ,Z = Z + ¢b* € D—modiil dual vektorlerinin i¢ carpimi
(y:DPxD*—D
seklinde bir doniigiimdiir ve
f(ab) =(ab)y =(a+ea'b+ev)

= <E,Z> +5{<E,§> + <§*,3>}

olarak tanimlanir (Hacisalihoglu, 1983).
Tanim 2.12. Bir a dual vektoriiniin normu
%
lal = (aa)

~ o~ — —* - —*
a,a) = a-+ea ,a+tea

_ 5,5> +25<5,5*>

= [ @ |?+2e(a,a")
— 2
- (1a1+4)

9
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oldugundan
— —k
N N € <a, a >
lall=llall +——=7"
el
olarak tanimlanir. Ayrica eger biz
(@)
a,a
a=lld| vea ==
el

seklinde alirsak

I a |=a+ ea”

dual sayis1 olarak yazilir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamim 2.13. Normu (1,0) reel birimine kargilik gelen dual vektore birim dual
vektor denir (Hacisalihoglu, 1983).

Teorem 2.1. a = a + a* birim dual vektor ise
HEH—L<QM>—0

Ispat: Bir a dual vektoriiniin normu tanimi geregince

dir (Hacisalihoglu, 1983).

L 5)
| @ Haf" = (1,0)

I a

yazabiliriz. Ayrica Tanim 2.4. den de
o (3
|a||=1ve —~— =0

dir. Bu ifadeden ise
1d[=1ve <E,E*> ~0
elde edilir.

Teorem 2.2. a # (6, 5) € D—modiil olmak tizere

10
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bir birim dual vektordiir (Hacisalihoglu, 1983).
Ispat: {e1, e, €3} sistemi R3de standart baz olsun.
a = a+eat = algl + aggz + aggg + € (aﬁ)l + a;gz + a;;Zg)

= (a1 +eaj) e+ (ag + eal) g+ (a3 + eal) €3

ve

I a |=a+ ea”

oldugundan

ay +eaj—  ag+eaz—  az+eaz—
€1 €9 e
| a+ea* a + eax a+ea*

u =

ISEARSK

elde edilir. Burada her terim igin bolme iglemi yapilirsa ve neticede

— —k
a,a

a:HEH ve at = ——
| all
konulursa
— —* - o —
~ a a <a,a > a
U= — + — - — —
| a |l fal lal* [[al
bulunur.
— —k
(4.4
= —
| a [
denilirse
. - - 4  a-—Fkd
U=UuU+eu =— E——
| all | a |l

olur. u = u + eu* dual vektoriinde

11
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dir.

@;a>—1ve<aﬂﬁ>—o

olduklarmdan u bir birim dual vektordiir.

—

Tamm 2.14. {5 =4 +ear Il al|=(1,0); a,a* € R3} ctimlesine
D—modiilde birim dual kiire denir (Hacisalihoglu, 1983 .
Teorem 2.3. T # (6, E) € D—modiil olmak iizere D—modiilde denklemi

l'a|=(1,0)

olan birim dual kiirenin dual noktalari, R*® deki yonlii dogrulara birebir karsilik
gelir (Hacisalihoglu, 1983).

Ispat: R? deki bir dogru, bir O baslangic noktasma gore, tizerindeki bir M nok-
tast ve dogrunun yoniinii belirten bir u vektorii tarafindan tamamen belirlenir.
Boyle bir dogrunun denklemi

(E—ﬁ)AE:O

dir. Bu denklemde u yerine A, (A € R), almrsa yine aym dogru belirtilmisg
olacagindan w birim vektor olarak almabilir.

—

— — — —
aNu=mAu=mu

Q *

-
. .e s - . . .e s s .e .e .
denirse, u} vektoriine v birim dual vektoriiniin O noktasina gore vektorel momenti

—

olarak bakilabilir. u}, A noktasinin dogru {izerindeki secilisinden bagimsizdir.
Eger dogru iizerinde A dan bagka bir B noktasi alinirsa

(E—ﬁ)AE:O

dir. Buradan

—
— —k

bAuU=mAu=aAu=u,
oldugu goriliir. ﬂ): vektoriiniin boyu O noktasinin dogruya olan dik uzakligina

12
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u

Sekil 2.1. Vektorel moment

esittir. Bu ise su sekilde gosterilebilir;
O noktasindan dogruya inilen dikmenin ayagi Z olsun. EO vektorii, A nok-
tasinin dogru tizerindeki secilisinden bagimsiz oldugundan

*

W E A
dur. E: vektoriiniin boyu
—* — — — — .
I, =12 A =12l w (] sing
*
I =l % 1= 6

dir. Bu son ifadeden de goriildiigii gibi ﬂ):, baslangisg noktasinin secilisine baghdir.
Eger (ZL),E:) vektor cifti verilmis ise R® deki yonlii dogru tek anlamli olarak

tamamen bellidir.

%

u, = ,uE A

oldugundan ﬂ): 1 ave ﬂ): 1 u diir. O dan gegen ve ﬂ): vektoriine dik olan diizlem
icinde, O merkezli § yaricapli cember cizilirse O dan u vektoriine cizilen dik dogru
cemberi iki noktada keser. Bu noktalardan cembere c¢izilen tegetler (ﬁ, U:) ve
(ﬁ, —E:) vektor ciftlerine karsilik gelen dogrulardir. Momentin pozitif oldugu,
yani (ﬁ, ﬁ:) vektor giftine kargilik gelen yonlii dogru goz oéniine alinirsa bu da bir

tanedir. Boylece R? deki yonlii dogrularla (ﬂ), ﬂ):) vektor ciftleri birebir kargilik
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gelmektedir. (ﬁ,ﬁ:) vektor cifti;

kosullarim saglamaktadir. R? de standart baza gore

— — — — —*  —  — =
U=uje;+ Uy +Uzes ve U, = Uy €1+ UyCo + Usges (2.1)

diir. (ZL),E:) vektor ¢iftinin

— —* o Lok * *
(U, Uo) == (u17u27u31u017u027u03)

altl bile§eni normlanrn1§ Plicker dogru koordinatlaridir. Eger p > 0 olmak tizere

u yerine v = pu ve u, yerine de U = pﬂ): alinirsa, (2.1) esitliginden dolay:
<5), 5):> = (0 kosulu gerceklegir. Burada yine

*

— — —
v,=aANv

dir. (5,5:) vektor ¢iftinin

— % . * * *
V,V,| = (pulapu%pu?n puolapuo%puoi’;)

alt1 bileseni normlanmamig Pliicker dogru koordinatlaridir. Simdi ispat1 tamam-

layalm. = = z + ez* € D—modiil birim dual vektor olsun. Teorem 2.1. den

(7,7) =1ve (3,37) =0
oldugu bilinmektedir. Bu ise teoremin ifadesinden bagka birsey degildir. Demek ki
z, u vektoriine ve 7 vektori de ﬂ): vektoriine karsilik gelmektedir. Yani (ﬁ, U:)

vektor ciftine (E, E*) vektor cifti karsilik gelmektedir. O halde 7 = 5—1-83?* birim

dual vektorii verildiginde R? deki bir tek yonlii dogru tamamen belirlidir. R? deki
yonlii dogrulara D—modiiliin birim dual vektorleri birebir karsilik gelirler.

Tanim 2.15. a ve Imj iki birim dual vektor olsunlar. a ile Z nin

(a.0) = (@) +e{ (@)« (a0)}

seklinde verilen i¢ carpimm inceleyelim. Teorem 2.3. geregince a ve lm? birim
dual vektorleri R? de iki yonlu dogru behrtlrler Bu dogrular sirasi ile [; ve [y

olsun l; in yonii @, yeri @ “ve [5 nin yonii b yeri b 1le belli olduklarindan « ile

b arasindaki ac1 ¢ ise

(a.0) = (@) +e{ (@) + (o)}

14
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Ly

Sekil 2.2. Dual ag1

i¢c carpiminin reel kism
<E, b> =cosp, 0<p<mpek,

dir.Yine <E, b> i¢ carpiminin dual kismi olan <E, b*>—|— <a*, b > ifadesinin geometrik
anlami sudur;

a* ve b*, sirasi ile [; ve ly yonlii dogrulart {izerindeki p ve ¢ noktalariin
secilisinden bagimsiz olduklarindan p ve ¢ noktalari, [; ve [, dogrularinin ortak
dikmesinin ayaklar1 olarak diisiiniilebilir. Bu ortak dikme yoniindeki birim vektor

- anb
n=F
| anbd|

dir. Eger [; ve [y arasindaki en kisa uzaklik ¢* ile gosterilirse;

*

i
I

pP—q=7F

—

dir. a* :BAEVGZ?_; —gAD oldugundan
<5,b*> = (@qnt)=—(q.ant)
<a*, > = (5@ b)=(5.ant)

15
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3
X

Sekil 2.3. Dual uzaklik

dir. Son iki esitligi toplarsak;

<5,§>+<;«,E> _ <;5_5,5A3>

— g (-4rb *,E/\b>
<|IaAb||90 N N

= T2 <8/\ b,a A b>
lanvl \

= Fe lanb]

= Fe*sing

bulunur. Sonug olarak;
<5, b> = Ccos Fep*siny
elde edilir. Bu son ifadede (—) isareti goz oniine alinirsa

<5, Z> =CoSp —ep*sinp
cos p — ep*sinp = cos (¢ + ep*)

16
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bulunur. @ = ¢ + e¢* bir dual say1 olmak iizere Taylor formiilii geregi;

7 *2
flotepr) = flo)+ep f(o)+ 4 f(p)+..
cos (p +ep*) = cosp+ep* (—siny)

= CcoSp —eY*singp
cos

dir. © = ¢ + ep* dual sayisma a ve E birim vektorleri arasindaki dual ag1 denir
(Hacisalihoglu, 1983).

Tanim 2.16. a, b € D—modiil dual vektorlerinin dis carpimi
A:D? x D* — D?

seklinde bir iglemdir ve

5/\b—5/\b+5(8/\b*+a*/\b)

olarak tamimlanir.

—

Teorem 2.4. a = a +ca*, b = b + eb* € D—modiil icin

IS

Ab=|alllb].sineN
dir (Hacisalihoglu, 1983).

Ispat: a dual vektoriin birim dual vektorii « , b dual vektoriin birim dual vektori
v olsun.

anb=(lala)a(lov)
@l (wnd)

oldugunu biliyoruz. Dual vektorlerin dig carpiminin tanimindan

UAD = (Z+5u*) A (U+5u*)

— U/\E+5(U/\v*+u*/\8).

(2.2)

Ayrica u* = T A u, v* = y A v seklinde alirsak

17
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822
>
<2
I

bulunur. Diger taraftan
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yazilabileceginden.

>
<]

n*siny =

I
| ]
2 >
>
— £l
SH

+ >

— £

Bl

sl e+ 2|

~ ~—

5, T

31
< <

|
SR
el <2

+

=l

elde edilir. Bu ise asagidaki esitligi verir

2, %, ok

v o= ﬁsingo—i—ego*ﬁcosgp—l—en*singp—l—e n*e* cos g,
— (ﬁ + Eﬁ*) (sinp + ep* cos ) , (2.3)

2
>

= ]_\)7 sin ¢
(2.3) denklemini (2.2) denkleminde yerine yazarsak
aAb=]alllb]l.sinpN (2.4)

sonucuna ulagilir.

3 MATERYAL ve YONTEM

3.1 Materyal

Bu caligmada inceledigimiz kaynaklar; internet {izerinden veya kiitiiphanelerden
ulagtigimiz makaleler ve kitaplardan elde edilmigtir.

3.2 Yontem

Elde edilen caligmalardaki uzaylar ve doniistimler incelenmis ve bu uzaylardaki
Study doniisiimiiniin matris kargiliklar1 elde edilmistir. Daha sonra ise buradaki
tiim caligmalar egliginde dual Hiperbolik ve dual Lorentzyen birim kiireler iiz-
erindeki cemberlerin Study doniistimleri gosterilmistir. Bu calismadaki matris
gosterimleri ve sayisal degerlerin yaziliminda Scientific Workplace bilgisayar pro-
gramindan yararlanmlmistir.
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4 ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

4.1 Bir Cemberin Study Doniisiimii

Teorem 4.1.1. Study doniistimii, D—modiildeki dual birim kiirenin dual nokta-
lar1 ile R? {in yonlendirilmis dogrular1 arasinda birebir bir doniigiimdiir (Hacisal-
ihoglu, 1977).

Ispat: K, O ve {O; €1, €9, 53} sirastyla, dual birim kiireyi, K kiiresinin merkezini

ve dual ortonormal sistemi gostersin. Biz

~ Y

e; = E}—l—eei 0 1<i<3 (4.1.1)

oldugunu biliyoruz. Eger {1,2,3} kiimesinin tiim permiitasyonlarinin grubunu

"= (o) ot ol ) €5

50(1) = sgn (o) Ea(z) A 50(3),

S ile gosterilirse

olarak yazabiliriz, yleki sgn (o) = F1. Buradan

€1 N €y = €3,
ey N\ €3 = €1, (412)
e3Ner = ey,
bulunur. Ayrica
B —
€1,€1) = 17
B —
€2, €9 ) = 1, (413)
B —
€3,€3) = 17

dir. Bu durumda {0,51,52,53} ortogonal sistemi R?® uzaymm bir ortogonal

. . . _)* .e s
sistemidir ve e, moment vektorii

. — MOA ¢, 1<i<3 (4.1.4)

olarak yazilabilir. Bu moment vektorleri R? uzayimin moment vektorleri oldugun-
dan

3
€ = D> Njej, AjER, 1<i<3 (4.1.5)
j=1
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olarak yazilabilir.(4.1.5) egitliginden dolay1

—* — — —
e; = Apper+Ageq+ Ages,
— ¥ — — —
€y = Agje1+ Apeag+ Agges,
— ¥ — — —
€3 = Az1e1+ Ag2e2+ Aszes,

yazarsak

<Z* Zi> _ <Aﬂ€1 4 g+ Ai3§3,§i> —0,1<i<3

7

olacagindan \; = 0 bulunur. Diger taraftan

—* — — —¥ —* — — —¥
€1, €2 + €1, €9 = €9, €3 + €2,€3),
—* — — —*
= €3, €1 + €3,€1),

= 0
ve
<)\11€1 + Ag2ea+ Aizes, €2> + <€1,)\21€1 + Aggeg + )\23€3> =0
esitliginde
A2+ A1 =0
oldugunda
A2 = — Ay

bulunur. Ohalde;
—* — —* — —* —
<€17€1>:)\117 <€27€2>:)\227 <€37€3> = Asg,
—* — —* — —* —
<€17€2>:)\127 <€27€1>:)\217 <€27€3> = Aog,

—* —* —*
<€37€2>:)\327 <€37€1>:)\317 <€17€3>:)\13
olur. Buradan ise

A1 = g = A33 =0,

)\12 = _)\21 = )\17
)\23 = _)\32 = )\27
)\31 = _)\13 = )\37

21
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kabul edersek

— ¥ — —

e, = Aiez— Azes,

— ¥ — —

€y = —Are;+ Aes,

—k — —

e3 = Aze1— Ageg,

ve

— —
—* —
62 - _)\1 0 )\2 €9 (4.1.6)
—* —
o s =X 0| |

esitligine doniisiir. Boylece Study doniistimii
K — R3

K da dual ortonormal sistemden R3? de reel ortonormal sisteme bir doéniisiim
olarak verilebilir. (4.1.1) ve (4.1.6) esitliklerini kullanarak Study doéniigiimiiniin
matris formu su sekilde verilebilir;

~ Y

_
er = e1tee;
— — —
= €1+€[)\1€2—)\363}
— — —
= €1+€)\1€2—€)\3€3

e

N
€y = eat+¢Eey
— — —
= €2+€[—)\1€1+)\263}
— — —

= 62—6)\1€1+€)\2€3

~ Y

N
e3 = e€e3+ce;
— — —
= €3+5[)\3€1—)\2€2i|

— — —
= €3+€)\3€1 —6)\262

oldugundan
51 1 )\16 —)\36 21
52 —)\16 1 )\26 22 (417)
53 )\36 —)\26 1 23

bulunur. Boylece dual ortogonal matrisi tanimlamig olduk.

Teorem 4.1.2. Study doniigiimii bir lineer izomorfizmdir (Hacisalihoglu,
1977).

Ispat: R? de Oklidyen hareketlerde iki dogru arasimdaki uzaklik ve ac1 degismedigin-

22
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den, D—modiilde buna karsilik i¢ ¢carpim degismez.

Bu dual katsayilar ile ortogonal bir matrisin hareketidir. /K dual birim kiirenin
merkezi D—modiilde doniisiim grubunda sabit kalmas: gerektiginden herhangi bir
doniisiim icermez. Bu yiizden D—modiilde Oklidyen hareketleri gostermek icin
asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 4.1.3. R? uzayinda Oklidyen hareketler dual ortogonal matrislere bire-
bir kargilhik gelirler. K birim dual kiiresinde diferansiyellenebilir bir egri

teR — Z(t)eK

t reel parametresine baghdir ve R? iin dogrusunun diferansiyellenebilir ailesi (Re-
gle yiizeyler) ile gosterilebilir. E( t) dogrularl ylizey iiretir. x,y noktalar1 K nin
iki farkl noktasim gostersin ve ¢ ise « ile y arasmdaki dual aciy gostersm go
dual acist ¢ + e¢* seklinde dual say1 degerine sahiptir, ¢ ve ¢* swrasiyla = ve y
arasindaki ac1 ve en kisa uzaklg gosterir. Oyleyse asagidaki teoremi verebiliriz
(Hacisalihoglu, 1977).

Teorem 4.1.4. <§,§> = cosp, Y,y € K. Burada cosp = cosp — £p*sin g
dir.

Bu teoremin 6zel durumlar: sunlardir;

° <§:>, §> = 0= ¢ = 7 ve p* = 0 olmas1 durumunda, z ve y dogrular1 bir

dik ac1 ile kesigirler.

ve ©* # 0 olmast durumunda, = ve y

SIE

. §,§> = sadece dual = ¢ =
ortogonal dogrulardir.

° <§ §> = sadece reel => ¢ # T ve ¢* = 0 olmasi durumunda, = ve y

IR

o <§, §> = 71 = ¢ =0 ve ¢* =0, (veya ¢ = 7) olmasi durumunda, z ve
5 cakigiktir.

5 birim dual vektoriine kargilik gelen dogru ! olsun. Eger [ de bir p noktas:
segersek Ay = A3 = 0 olur ve boylece (4.1.7) matrisini

—

€1 1 Ae 0O e1
e | = |-Me 1 0 €5 (4.1.8)
& 0 0 1 o
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N

> %,
Sekil 4.1. Birim dual ¢cember
matrisine doniistiiriirtiz. Bu doniigiimiin inversi;
21 1 —)\18 0 eml
ey | = |Me 1 0] | & (4.1.9)
€3 0 0 1 e3
olur. Oyleyse;
(#.e) =N 71 1 el -cos

bulunur. S, K birim dual kiiresinin tizerinde bir ¢ember olmak iizere
S = {;: € K| <%,53> — cosp = sabit}

olsun. Biz 7 dual vektoriinii

T =mieq + Moy + Mse€g
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seklinde alirsak

| OP |=1
| mgP |=| OF |=sin @
cos 1y = — mlzsing}cosd}
sin ¢
siny = "% —  my = sin psiny
sin ¢
ms = COS
bulunur. Ohalde
T = sin @ cos ey + sin psine, + cos e, (4.1.10)

yazabiliriz. Burada ¢ = ¢ + e¢* ve 1) = 1 4 e* dual acilar1 gostermek iizere
Sekil (2.3) de gosterilmistir. Ayrica Taylor formiiliinden yararlanarak

sing = sinp 4+ £p*cosg , €osP = cos Y — £p*sin @
siny = sinty 4+ ey  cosyp , cosy = cosyy — e* sin
buluruz. Simdi (4.1.11) esitligindeki degerleri (4.1.10) esitliginde yerlerine yazarsak

(4.1.11)

T = (sing + ep* cosp) (costh — ep*sin ) (Zl + 8)\122)

+ (sin p + €™ cos @) (sin ¢ + €™ cos 1)) (gg — 8)\121)

+ (cosp — ep*sing) e

elde ederiz. Bu iglemleri tek tek yaparsak

~ . — . . — —
xr = sinpcosiye; +singsinyes +cospes
— . . i . . —
+ep*cospcoste; — e sinpsinye; — e sinpsinpe;
. — . — . —
+e*sin pcospey + e cospsiny e, + e sinpcosyes
—

—ep*sinpes
1. . - —* V) - —* . o . .
bulunur. Bu iligki x = z + ex oldugundan x ve x vektorlerinin matris formu;

sin ¢ cos 1
z = [21 €y €3 sin @ sin
Cos
p*cospcosty — (P* + A1) sinpsin
7 = [ e, ey es3 } p*cospsiny + (¢Y* + A;)sin pcosyp
—p*sing
25
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seklinde bulunur.
Diger taraftan x noktasi, merkezi es ekseni iizerinde olan
¢emberin iizerinde olan bir noktadir. Bunu

<;:, 53> = COSp = €08 p — ™ sin ¢ = sabit (4.1.13)
seklinde yazabiliriz. Bunun anlami
© = (sbt) ve p* = ¢y (sbt)
dir. Ayni zamanda
(7,5) = cos 5
ifadesinden

—* — —*

<;:,53> = (E—l—sx ,e3+ees )

= (2, e3) +e(@, e ) +e(T, es)
= cosp+e (@) + (3, <5))

ve (4.1.4) esitliginden yararlanarak

(T,e5 )+ (T ,e3) = <§5,0 /\€3>+<O /\35,23>

= —¢" [zl €5 | sine
= —p'sing
bulunur. Boylece (4.1.12) ve (4.1.13) esitlikleri agagidaki iligkileri yazmamiza
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olanak saglar

— —
<3:,3: = 1,
— —*
<3:,3: = 0,
— —
r,e3)—cosp = 0,

<§,2;> + <x*,§3> + p*sing =

0

Vs

\ (4.1.14)

(4.1.14) egitliklerinin ¢ ve ¢* geklinde sadece iki parametresi vardir. Boylece

(4.1.14) esitlikleri R? de bir kongruans dogru belirtir.
Teorem 4.1.5. (4.1.14) kongruansimin denklemleri
y () =2 OAT () +v7 (1)

seklindedir (Hacisalihoglu, 1983).

(4.1.15)

ispat: Dayanak egrisi @ = a (t) denklemi ile belli olan bir egri ve ana dogrular

Z = x (t) birim vektorii olan regle yiizeyin denklemi

y (t,u) = a (t) + ux (t)

dir.
—* — —
r =alNx
ve
— —* — — —
c AN = xzAN|laAzx
— — — — — —
= r,x)a —{(xr,a)x
— — — —
= a—(a,x)x
oldugundan

bulunur. Buradan

gt = TOAT )+ (a,7) 70 +uz 1
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Sekil 4.2. Regle yiizey

olur ki <<E, §> + u) = v dersek

Y (o) =T (AT () +va (1)
bulunur.
Eger (4.15) esitliginde iki parametreyi (v, 1" )seklinde alirsak
y (W, 0" =z (0,7 ) Az (0, 9%) + vz (¢, ¢7)
denklemini elde ederiz. Burada 3 nin koordinatlar: (i1, s, ys) ise (4.1.15) esitligi
y1 = —*siny — (Y 4+ Aq)sin g cos g cos ) + vsin ¢ cos

Y2 = @ costh — (P° + A1) sing cospsiny + v sin g sin (4.1.16)
ys = (" +\)sin® g +vcosyp

denklemini verir. ¢ # 7 olmasi durumunda (4.1.16) esitligi

N i Bl A Y (4.1.17)

CEN [¢3 cot gey]?

esitligini verir. Buradaki iki parametre ¢* ve A; dir. Boylece bir kongruans
dogrusu ikinci derece ile gosterilir. Bu kongruans 6yle konumlanmigtir ki;
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e [ dogrusu ve bu dogrularin arasindaki en kisa uzaklik ¢* = c,,

e [ dogrusu ve bu dogrularin arasindaki ag1 ¢ = ¢; dir.

Boylece bu kongruansin dogrularinin kesisimi bir silindir olugturur ve bu
silindirin yaricapinin ¢* = sabit ve ekseninin [ oldugunu styleyebiliriz.

Tanim 4.1.1. Eger bir kongruans dogrusunun tiim dogrulari sabit aci
ile tanimlanan dogrularsa bu kongruans egik kongruans olarak adlandirilir
(Hacisalihoglu, 1977).

Bu tamima gore (4.17) bir egik kongruans temsil eder. Boylece asagidaki
teoremi verebiliriz.

Teorem 4.1.6. S, K birim dual kiiresi iizerinde iki parametreli bir ¢em-
ber olsun. S nin Study doéniigiimii ikinci dereceden bir egim kongruansidir.
Diger taraftan silindirin g ekseni ve kongruans dogrusu arasindaki en kisa
uzakligin co oldugunu biliyoruz. Bu yiizden bu silindir, kongruansin dogru-
larinin ortiisiidiir (Hacisalihoglu, 1977).

O zaman agagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 4.1.7. K birim dual kiire ve
S = {)? | <;(,5> = cos (g +ep*) = sabz’t,)? € K,EJ € K}

K da bir ¢gember olsun. ¢ ve g sirasiyla S ve GG nin Study doniigiimii olsun
' = =X, 0 # 0 ve p* # 0 olmasi durumunda (4.1.17) denklemi (4.1.18)
denklemine indirgenir.

2 2 2

%—l—%—% =1,k = cycot gcy = sbt,cy = p,co = O (4.1.18)

2 2
Bu ise bir hiperboloid verir. ¢* ve \; iki bagimsiz parametre oldugundan,
S nin Study doniistimiiniin genelde hiperboloidin iki parametreli bir ailesi
oldugunu soyleyebiliriz (Hacisalihoglu, 1977).

Buradan asagidaki teoremi verebiliriz.
Teorem 4.1.8. K birim dual kiiresinin bir ¢gemberi S olsun. Ozaman S nin

Study doniigiimii iki parametreli hiperboloid ailesinin bir ortiisii olur (Hacisali-
hoglu, 1977).
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4.1.1 OZEL DURUMLAR

¢* # 0 ve ¢ = 7 Olmas1 Durumu; Bu durumda (4.1.17) deki kongruansin
dogrularimin ortogonal kesisimi, ekseni [ olan ve yarigap: ¢* olan silindir olustu-
rur. Bu durumda (4.1.16) denklemi

y1 = —p*siny +vcosy
Yo = @ cost+uvsiny (4.1.19)
Y3 = YN
olur ki, buradan (4.1.15) denklemi
2,2 _ 2, .2
it = Gty (4.1.20)
ys = P+ M

sekline indirgenir (Hacisalihoglu, 1977).

0" # 0 ve ¢ =0 (veya ¢ = 1) Olmasi1 Durumu; Bu durumda ¢ kongru-
ansinin dogrular ile silindir birbirleriyle ¢akigir. Bunun anlami S nin Study
doniigiimii silindire indirgenir ve (4.1.16) esitligindenden

2

2 2 __
%+%%} (4.1.21)
Y3 = v

bulunur (Hacisalihoglu, 1977).

©* =0 ve ¢ =0 (veya ¢ = 7) Olmas1 Durumu; Bu durumda ¢ kongruan-
sinn tiim dogrulari ile [ dogrusu ¢akigir. Buradan (4.1.16) denklemi

2 2
nty =0 (4.1.22)
Ys = v

denklemine indirgenir (Hacisalihoglu, 1977).

0" =0 ve ¢ # 0 Olmas1 Durumu; Bu durumda ¢ kongruansmin biitiin
dogrular: sabit ¢ agist altinda [ ekseni ile kesisir. Buradan sunu soyleyebiliriz, ¢
kongruansimin dogrulari iki lineer dogru kompleksinin ortak dogrularidir. (4.1.16)
esitliginden

yy_wy+kq2—o (4.1.23)

2 2
+ J—
LA [ cotlcy

bulunur (Hacisalihoglu, 1977).

p* =0 ve ¢ = 7 Olmas1 Durumu; Bu durumda S, K iizerinde muazzam
bir ¢cember olur. Dolayisiyla ¢ nin biitiin dogrularinin ortogonal kesigimi [ ekseni
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tizerindedir. Bunun anlami egim kongruansi ekseni [ olan bir lineer kompleks
dogruya indirgenir. Buradan (4.1.16) esitligi

Y1 = vcosy
Yo = wvsiny (4.1.24)
ys = A\
olur veya
2 2 2
yl + y2 = v 4 1 25
2o (1129

sekline doniisiir (Hacisalihoglu, 1977).

4.2 Dual Lorentz Uzayi
Tamm 4.2.1. R3 standart reel vektor uzay iizerinde a = (ay,as,as),
b= (bl, bg, bg) olmak {izere
o: REXxR? — R
(5, b) — <Eb> = albl + azbz + agbg

Oklid i¢ carpimi alimrsa, R? afin uzayma, Oklidyen 3 — uzay denir ve E? ile
gosterilir (Ugurlu ve Caligkan, 1997).

Tanim 4.2.2. R? vektor uzay tizerinde, Oklid i¢ carpimi yerine
a = (a1,as,a3), b = (by, by, by) olmak iizere
(): R®xR? — R
(5, b) — <E b> = albl + agbg - agbg
bi¢giminde tanmimli Lorentz i¢ ¢arpimi tammlamirsa, R?® afin uzay1, Minkowski

3 — uzaye olarak isimlendirilir ve R? ile gosterilir (Ugurlu ve Cahgkan, 1997).

Tanim 4.2.3. Lorentz i¢ carpimi pozitif taniml olmadigindan, Lorentz uza-
yindaki vektorler agagidaki bicimde smiflara ayrilirlar. R? uzayinda herhengi bir
vektdr a = (ay, as, az) olmak iizere;

<E, a) <0 ise a vektoriine time-like vektor

<E, E> >0 ise a vektoriine space-like vektor
> — 0 ise a vektoriine light-like(null) vektor
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b light-like

C gpace-like

Sekil 4.3. Isik konisi

denir. Buradan sunu soyleyebiliriz; Time-like vektorler 11k konisinin iginde,
light-like vektorler 151k konisinin {izerinde ve space-like vektorlerde 151k
konisinin digmda bulunurlar (Ugurlu ve Caligkan, 1997).

Tamm 4.2.4. R? uzayinda iki vektsr @ ve b olsun.

(a,b) =0

ise @ ve b vektorlerine Lorentz anlaminda diktirler denir (Ugurlu ve Caligkan,
1997).

Tamim 4.2.5. R? uzayinda Lorentzyen birim kiire
S2 = {EGR:{’ | (d,a) = 1}
bi¢iminde tanimlanir. Benzer olarak Hiperbolik birim kiire
HE ={a e R} | (a,a) =1}

bi¢iminde tanimhdir.
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Sekil 4.4. Lorentzyen ve hiperbolik birim kiireler

Tanim 4.2.6. a € R? time-like vektor olsun. ¢ = (0,1) olmak iizere;

(a,€) <0 ise aya future— pointing time — like vektor
E, ey >0 ise a ya past — pointing time — like vektor
0 t t t lik kt

denir.

Tamim 4.2.7. R? uzaynda iki vektor a ve b olsun. a = (ay,as,a3),b =

(b1, by, bs) olmak iizere a ve b nin Lorentzyen vektorel carpim;

— — — — — — — — —
61/\62263, 62/\63:—61, 63/\61:—62,
— — — — — — — — —
62/\61:—63, 63/\62261, 61/\63262,
olmak tizere
— - — — — — — —
aANb = (a1€1+a262+a3€3)/\(6161—1-6262—1-6363)

alblgl A 21 + albzgl A 22 + albggl A gg—i—

azblgz A 21 + azbzgz A 22 + azbggz A gg—i—

agblgg N 21 + agbzgg N 22 + agbggg N 23
esitliginden

E A 3 = (agbz — azbg, albg — agbl, albz — azbl)
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seklinde bulunur.

“

Tamm 4.2.8. a = a +eca*ve b = b +eb * € D3olsun. D? uzay: iizerinde,

(i) = (@) +e((@n )+ (3 0)

bigiminde dual Lorentz i¢ ¢arpimi tanmmmlanirsa (D3 (,)) ikilisine dual Lorentz
uzay1 denir ve D? seklinde gosterilir.

Yukarida verilen esitligin sagindaki i¢ carpimlar, R? uzaymdaki Lorentz ic
carpimidir. Boylece

“ — - — —k
]I))i’—{a—a+5a*|a,a ER?’}

diir (Yayh ve ark., 2002).

—

Tanim 4.2.9. a = a + ea* € D? olmak tizere

—

i. a space-like vektor ise a dual vektoriine bir dual space-like vektor
ii. @ time-like vektor ise a dual vektoriine bir dual time-like vektor,
iii. @ light-like(null) vektor ise a dual vektoriine bir dual light-like(null) vektor,

denir.
Tamm 4.2.10. a = a +ca* € D? vektoriiniin normu
— —k
€ <a, a >
| +——="
e |l

olarak tanmimlanan bir dual sayidir (Yayh ve ark., 2002).

~ —

lall=ll a

“

Tanmim 4.2.11. @ = a +ca*ve b = b 4+ cb * € D3 olmak {izere a ve b dual
vektorlerinin dual Lorentz anlamindaki vektorel ¢arpimi
A:D? x D* — D?

seklinde bir iglemdir ve

5/\b—5/\b+5(8/\b*+a*/\b)

olarak tanimlanir (Yayh ve ark., 2002).
Yukarida verilen esitligin sagindaki vektorel carpimlar, R3 uzaymdaki vektorel
carpimlardir.
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Tamm 4.2.12. a = a + ca* € D3olmak iizere, sirasiyla

H? = {a=a+ ca Ila|=(1,0); a,d € R3 ve a time — like vektor}
S? = {a=a+ea* || al=(1,0);a, a € R3 ve @ space — like vektor}
ciimlelerine, dual Hiperbolik birim kiire ve dual Lorentz birim kiire denir. H?

nin iki bilegseni vardir. H? nin bilegenleri (0,0,1) ve (0,0, —1) den gegen future-
pointing dual Hiperbolik birim kiire ve past-pointing dual Hiperbolik birim kiire

olarak adlandirilabilir ve sirasiyla 02+ ve HZ™ ile gosterilir (Yayl ve ark., 2002).

H* = {a=d+eca* € H?|abir future — pointing time — like vektérii},
H2~ = {a=a+ea* € H?|a bir past — pointing time — like vektirii}

Teorem 4.2.1. R? iin time-like (space-like) dogrular ve (5,5*) sirali ikilisi
arasimda, <E,E> = —1,(<E,E> = 1) ve <E,E*> = 0 seklinde birebir uyum
vardir (Yayh ve ark., 2002).
Ispat: R? de time-like dogrusu p ve ¢ gibi iki nokta ile verilebilir. A # 0 ol-
mak tizere bu dogrunun parametrik denklemi

q=p+Arr
olarak verilebilir. Bu takdirde bu vektor;

%

I =pAT=qAT
ile verilebilir ve 7 vektoriiniin momenti olarak adlandirilir (orjine gore). Bunun
anlami, time-like dogrusunun z dogrultman vektorii ve onun moment vektorii

e

olan E*, dogru tizerindeki p, ¢, r, ... noktalarinin segiliginden bagimsizdir. Z ve x
birbirinden bagimsiz degildir. Bu durum

(7,7) =1,(7,37) =0
denklemini dogrular.
Teorem 4.2.2. 7 ve 7 m x; ve zF (1 =1,2,3) alt1 bilegeni [; time-like dogrusu-

nun Pliicker homojen koordinatlar:y olarak adlandirihir. H? dual Hiperbolik

birim kiire olmak iizere O ve {O; €1, €eq, €3 tirnelike} sirastyla H2 nin merkezini
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ve dual ortonormal sistemi gostersin.

~

— — ¥ .
e, =¢€i+ee;,1<i<3

ve
eprNey = es,
e N\ €3 = —é€1,
€3 N €1 = —eéa,
dir. Ayrica
— =
€1,€1) = 1
— =
€2, €9 ) = 1

<23,23> ~

(4.2.1)

(4.2.2)

(4.2.3)

. ~ o~ o~ . .. —*
dir. Bu durumda {O, e1, €, €3}, R? uzaymm ortonormal sistemidir. e¢; moment

vektorii

¢, =MOA€;,1<i<3

(4.2.4)

seklinde yazilabilir. Bu moment vektorleri R? iin vektorleri oldugundan;

3
E)i = Z)\ijgj,)\ij € R,l <:<3

J=1

yazabiliriz. (4.2.5) esitliginden

—* — — —
€ Aier + Ages + Aiges,
—k — — —
€o Ao1€1 + Agg€9 + Az e,
—* — — —
€4 Ag1€1 + Aga€9 + Azz€e3,

yazarsak

(4.2.5)

<€:7€i> = <)\¢1§1 + Az €2 + )\i3€372i> =0,1<:<3

olacagindan \;; = 0 bulunur. Diger taraftan

(e (2 - (@)
- ()

= 0

36

I

€9, €3

).



4 ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA Selahattin NAZLI

ve
<)\1121 + Apea+ )\13237 E)2> + <§1, Mote1+ A€o + )\23_>€_)3> =0
esitliginde
oldugunda
A2 = =21

bulunur. Ohalde;
—* —* —*
<€17€1> = A1, <€27€2> = Aa2, <€37€3> = — 33,
—* — —* — —* —
<€1,€2> = A2, <€2,€1>:)\21, <€27€3>:—)\237

—* — —* — —* —
<€37€2> = As2, <€37€1> = Asi, <€17€3> = —\i3
olur. Buradan ise

Al = Aop = Ag3 =0,
Al = —Aa1 = Ag,
Aoz = A3z = Ag,

Azt = A1z = Az,

kabul edersek

%

e, = )\122 + )\323,
E); — —)\121 + )\223,
g; = )\321 + )\222,
ve o .
€1 0 A )\3 €1
=1 0 x||e (4.2.6)
o Mo d 0| @,

bulunur. Béylece Study doniisiimii H2 de dual Lorentzyen ortogonal sistemden
R? de reel Lorentzyen ortogonal sisteme bir déniigiim olarak verilebilir. (4.2.1) ve
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(4.2.6) iligkisi bize Study déniigiimiiniin matris formu olarak su gekilde verilebilir;

~ Y

e = 21—|—861
= 214‘8[)\1224-)\323}

— — —
= €1+8)\1€2+8)\363

— —*
ey = €x+t¢ce,

— — —
= 62—1-8[—)\161-1-)\263}
— — —

= 62—8)\1€1+8)\2€3

~ Y

es = 234-863
= 234-8[)\321—1-)\222}

— — —
= €3+8)\3€1+8)\262

51 1 )\18 )\38 21
52 — _)\18 1 )\28 22 (4.2.7)
53 )\38 )\28 1 23

Boylece dual Lorentzyen ortogonal matrisi tanimlamig olduk.

Teorem 4.2.3. R} de Lorentzyen hareketler dual Lorentzyen ortogonal ma-
trislere birebir karsilik gelir (Yayh ve ark., 2002).

Tamim 4.2.13. Eger bir yiizeyin normali her noktada space-like ise yiizey time-
like yiizey olarak adlandirilir ve eger yiizeyin normali her noktada time-like ise
yiizey space-like yiizey olarak adlandirilir. Bir diferansiyellenebilir egri;

teER —(t) € H?

olmak iizere R? iin diferansiyellenebilir vektorlerinin ailesi ¢ parametresine baghdir

ve 7 (t) ler time-like yiizey olusturur. z ve y , H? de iki vektor belirtsin o, z ve
y vektorlerinin temsil ettikleri yonlii dogrular arasindaki hiperbolik ac1 ve ¢*bu
iki vektor arasindaki en kisa mesafe olsun.

p=¢+ep

dual sayisina x ve y arasindaki dual ag1 denir.
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Teorem 4.2.4. z,y € H?" olsun. Oyleyse

<;:, gN/> = — cosh g?)

ve
—cosh p = —cosh p — g™ sinh

dir.
Ispat: Oncelikle sunu séyleyelim dual vektorlerin Lorentzyen i¢ carpimimin tanimin-

dan;
(#:5) = (@3) +el(@5) + (79))

oldugunu biliyoruz. Burada

<§:>, §> = —cosh ¢

ok

dir. x ve §* sirast ile [y ve [5 time-like dogrularmin iizerindeki p ve ¢ noktalarinin
secilisinden bagimsiz olduklarindan p ve ¢ noktalari [y ve ls dogrularinin ortak
dikmesinin ayaklari olarak diistiniilebilir. Bu ortak dikme yoniindeki birim vektor;

TAY

n=+-—=—-=
Iz Ayl

dir. Eger [; ve [y arasindaki en kisa uzaklik ¢* ile gosterilirse;

pP—q=7F

dir. Son iki esitligi toplarsak;

)+ (W) = (F-d.3AY)

= Fe'llzny |
= Fp*sinh
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bulunur. Sonug olarak;

<%, gN/> = —cosh ¢ F ep*sinh

elde edilir. Bu son ifadede (—) isareti goz oniine alinirsa
<5, gN/> = —coshp — ep*sinh

bulunur. ¢ = ¢ + ep*bir dual say1 olmak iizere Taylor formiilii geregi;

f (o +ep”)

F (@) +ep*f () + 257 F () + ...
— cosh (¢ + ep*)

— cosh p — ep* (sinh )
— cosh p — ep* sinh ¢

— cosh

bulunur. Simdi teoremin 6zel durumlarini verelim;

> = (1,0) = ¢ = 0 ise z ve y dogrular paralel ve aym yonliidiir.
2
2

o (7.7
Eger ¢* = 0 ise bu iki dogru aym zamanda c¢akigiktir.

o <;:,3N/ = (~=1,0) = ¢ = 7 ise = ve y dogrulan paralel ve zit yonliidiir.
Eger ¢* = 0 ise bu iki dogru aym zamanda c¢akigiktir.

4.3 H? Cemberi Uzerinde Study Déniisiimii

Dual time-like birim vektorii es e karsihk gelen dogru [ olsun. Eger biz [ de bir p
noktasini secersek o zaman

A=A =0
olur ve boylece (4.2.7) matrisini
e 1 Me 07| e
e | =1 e 1 0 e, (4.3.1)
& o 0 1]/
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matrisine doniigtiiriirtiz. Bu doniisiimiin inversi;

21 1 —)\16 0 eml
22 = )\15 1 0 52
e 0 0 1 e3
olur. O zaman;
<;,53> — % .| % || .cosh® = — cosh &

bulunur. Oyleyse

~ ~

Sp = {% € HZ' | <3:, €3> — —coshp = sabit}

olur. Biz 7 dual vektoriinii

T =mieq + Mo€g + Mse€g

seklinde alirsak

|OP |=1
| mgP |=| OP |= sinh ¢
cos Y = mlN — my = sinh pcos 1
sinh ¢
~ U] L~
siny) = = =—> my = sinh psiny
sinh ¢

mg = cosh ¢

bulunur. Ohalde

x = sinh p cose; + sinh psinyey + cosh pes

(4.3.2)

(4.3.3)

Sekil 4.3.1. Hiperbolik birim kiire tizerinde birim ¢emberolarak yazilabilir. Burada

© = @+ ep* ve 1 =1p + ey* sirasiyla dual Hiperbolik a1 ve dual acidir. Ayrica

Taylor formiiliinden yararlanarak

sinh » = sinh ¢ + e¢* cosh¢ | sinqz = sinvy + e cos Y
cosh @ = cosh ¢ + ep*sinhp | cost) = cost) — eb* sin 1)

(4.3.4)

bulunur. Simdi (4.3.4) esitligindeki degerleri (4.3.3) denklemindeki yerlerine

yazarsak;
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Ea

g1

Sekil 4.5. Hiperbolik birim kiire iizerinde birim ¢ember

r = (sinhe + ep* coshg) (costp — ep* sin 1)) (21 + 8)\122)
+ (sinh ¢ + ep* cosh ¢) (sin ¢ + 1™ cos V) (gg - 8)\121)
+ (cosh p + ep* sinh @) €5

elde ederiz. Bu iglemleri tek tek yaparsak

7 = sinh Y cos 1/121 + sinh @ sin 1/122 4 cosh 9023
+e@* coshpcosihe; — ey sinh psinige; — e sinh psiney
+e¢* cosh psin e, + e sinh p coshes + £\ sinh w cos e
+ep*sinh e

1. . - —* V) - —* . o . .
bulunur. Bu iligki x = 2 + ex oldugundan x ve x vektorlerinin matris formu;

sinh ¢ cos
T = [ e, €y e3 sinh ¢ sin 9
cosh ¢
. ©* cosh p cosip — (Y™ + A\p) sinh psin
T = [ €, ey €3 ©* cosh psiny + (™ + A;) sinh ¢ cos v
@*sinh ¢

(4.3.5)

seklinde bulunur. Diger taraftan = noktasi, merkezi es ekseni iizerinde olan cem-
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berin, tizerinde olan bir noktadir. Bunu
<%, 53> — — cosh ¢ = — cosh ¢ — €™ sinh ¢ = sabit (4.3.6)
seklinde yazabiliriz. Bunun anlamu;
© = ¢ (sabit) ve ¢* = ¢y (sabit)

Ayni zamanda
—* o~

(7,65) = (& + 2", C) = (3, 5) + (3, &)

oldugundan

(z,e3) +e(x ,es) = —coshp — ep*sinh g
bulunur. (4.3.5) ve (4.3.6) esitlikleri agagidaki iligkileri yazmamiza olanak saglar;

(#,7)=-1
(7,27 =0
5,53> +coshyp =0
<E,€;> + <E*,23> + ¢*sinhyp =0 )

-~

(4.3.7)

(4.3.3) esitliginin iki parametresi vardir bunlar ¢ ve ¢* dir. Boylece (4.3.7) esitligi
R3 de time-like kongruanslarim gosterir. Simdi biz Pliicker koordinatlarindaki
bu kongruansi hesaplayalim. y kongruansin herhangi bir noktasimi belirtsin. O
zaman Teorem 4.1.5. den

=T (W )ANT (3, 0") + o (1, ¢) (4.3.8)

bulunur. Eger y nin koordinatlar1 y = (y1, Y2, y3) ise bu bize agagidaki esitlikleri
verir.

y1 = —@*siny — (" + A1) cosh ¢ sinh ¢ cos 1) + v sinh ¢ cos ¥
yp = —p*cosp — (Y 4 \p) sinh ¢ cosh ¢ sin ) + v sinh @ sin (4.3.9)
ys = — (" + A1) sinh? ¢ + v cosh o

Bu durum bize;

Vi, lys— @+ )P
2T 2 2
¢ G (cxeotghyp)

=1 (4.3.10)

esitligini verir. Burada iki parametre ¢* ve \; dir. Boylece bunlar time-like
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dogrusunun ikinci dereceden bir kongruansim gosterir. Bu kongruansin dogrular:
oyle konumlanmigtir ki;

e [ ve bu dogrularin en kisa Lorentzyen uzaklig1 ¢p* = ¢, dir.

e [ ve bu dogrularin Hiperbolik acis1 ¢ = ¢; dir.
Tamim 4.3.1. Eger time-like kongruanslarinin tiim dogrular: sabit hiper-
bolik ag1 ile tamimlanan dogrularsa bu kongruans time-like egim kongruansi
olarak adlandirihr. Bu tamma gore (6.9) bir time-like egim kongruans: tem-
sil eder (Yayl ve ark., 2002).
Boylece asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 4.3.1. S}, H? dual hiperbolik birim kiiresi iizerinde iki parame-
treli bir gember olsun. S} in Study déniisiimii ikinci dereceden bir time-like
egim kongruansidir (Yayh ve ark., 2002).

4.3.1 OZEL DURUMLAR

0" # 0 ve o = 0 Olmas1 Durumu; Bu durumda time-like kongruansinin
dogrular time-like silindirinin ana noktas ile ¢akigir. Bunun anlami sudur; S} in
Study doniigiimii (4.3.9) esitliginden

2, .2 _ 2
it = G } (4.3.11)
Y3 = v

time-like silindirine indirgenir (Yaylh ve ark., 2002).
¢* =0 ve p =0 Olmasi1 Durumu; Bu durumda kongruans tizerindeki dogru-

larin tiimii [ dogrusu ile gakigir. Gergekten (4.3.9) esitligi [ time-like dogrusuna
indirgenirse

2 2
nty =0 (4.3.12)
Y3 = v

olur (Yayl ve ark., 2002).

0* =0 ve ¢ # 0 Olmasi1 Durumu; Budurumda [ ekseni iizerindeki dogrularin

tiumiiniin kesisiminin sabit acis1 ¢ dir. Buradan sunu soyleyebiliriz dogrularin

kongruansimin iki lineer kompleks dogrusu time-like dogrusu ile ortaktir. (4.3.9)

esitliginden

lys — (¥° + o))
cot gh2y

yi+ys — =0 (4.3.13)

bulunur (Yayl ve ark., 2002).
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4.4 S? Cemberi Uzerinde Study Déniisiimii

Dual space-like birim vektorii e3 e karsilik gelen dogru [ olsun. Eger biz [ de bir
q noktasini secersek ozaman

)\2 = )\3 = 0
olur. Boylece (4.2.7) matrisini
€1 1 Me 07| e
e | =1 e 1 0 e, (4.4.1)
€3 0 0 1 €3

matrisine doniisgtiiriirtiz. Bu doniigiimiin inversi;

21 1 —)\16 0 €ml
ey | = | Me 1 0] & (4.4.2)
P 0 0 1] 4

olur. Biz x dual vektoriinii
T =mie; + Maea + Mszes

seklinde alirsak

|OP |=1

| msP |=| OF |= cosh ¢

cos Y = mlN — my = cosh @ cos )
cosh ¢

. o ~ ., ™

sin ) = = —> My = coshysiny
cosh ¢

ms = sinh ¢
bulunur.
St = {5 € S? | <:7:, 53> = —sinhp = sabit}

doniisiimii S? iizerinde bir doniisiim ve z da SI de bir vektor olsun. Boylece
dual vektorii

x = cosh ¢ cos 17151 + cosh @ sin 17152 + sinh @es (4.4.3)

olarak gosterilebilir. Burada ¢ = p+c¢* ve 171 = 1 4e)” sirasiyla dual Hiperbolik
ag1 ve dual agidir. Ayrica Taylor formiiliinden yararlanarak
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3

€3

£

Sekil 4.6. Lorentz birim kiiresi iizerinde birim ¢ember

sinh ¢ = sinh ¢ + ep* cosh ¢ | SiHQZ:SiHQ/J—l-EQ/J*COSdJ (4.4.4)

cosh @ = cosh ¢ + ep*sinhp | cost) = cost) — eb* sin 1)
elde ederiz. (4.4.4) esitligindeki degerleri (4.4.3) esitliginde yerlerine yazarsak;
r = (coshp + ecp*sinhg) (cost) — ep* sin 1)) (21 + 8)\123)

+ (cosh @ + e¢* sinh @) (sin 1) 4 €9* cos1p) €
+ (sinh ¢ + e¢* cosh ) (23 + 8)\321)

elde ederiz. Bu iglemleri tek tek yaparsak
T = coshgcoste; 4+ coshgsintyes +sinhges
+ep™ sinh ¢ cos e, — e cosh p sin e, — e\ cosh psin e

+ep*sinh psin e, + e1* cosh p cos ey + ey cosh p cos e,
+ep*coshpes

clde edilir. Buradan z ile 7 vektorlerinin matris formu asagidaki sekilde
verilebilir;
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cosh p cos Y
z = [ €1 ey es cosh psin 1
sinh ¢
. ©*sinh pcosp — (Y™ 4+ A1) cosh psin (4.4.5)
T = [ €1 €9 €3 ¢*sinh psin + (¢Y* + A1) cosh p cos ¢
p* cosh ¢
Diger taraftan = vektorii es ekseni etrafinda dondiiriiliirse
<;:, 53> — —sinh ¢ = —sinh ¢ — €™ cosh ¢ = sabit (4.4.6)

yazabiliriz. Bunun anlami ¢ = ¢ (sabit) ve ¢* = ¢y (sabit) dir. (4.4.5) ve (4.4.6)
esitliklerinden agagidaki esitlikleri yazabiliriz.

(7.3) =1
T, > =0 (4.4.7)
(z,e3) +sinhp =0
(w,ef) + (x*,e3) + ¢*coshp =0

(4.4.7) esitliginde iki parametre 1) ve ¢* dir. (4.4.7) R3 de space-like uyumu
temsil eder. Simdi biz Pliicker koordinatlarinda bu kongruansin esitliklerini

hesaplayalim. 5 bu kongruans iizerinde bir nokta belirtsin. O zaman Teorem
4.1.5. den

=T (W )AT (3, 0") + o (1, ¢) (4.4.8)

olur. A Lorentzyen dis carpimdir. Eger 5 nin koordinatlar1 (y1, y2, y3) ise bu bize
asagidaki esitlikleri verir.

y1 = —¢*siny + (¢Y* 4+ A1) cosh psinh ¢ cos 1) + v cosh ¢ cos 1
Yo = p*costh + (" + A1) sinh ¢ cosh psin ) + v cosh p sin @ (4.4.9)
ys = ("4 A1)cosh? o+ vsinhg

Bu durumda (4.4.9) esitliklerinden agagidaki esitligi elde ederiz;

3/_;2 i y_% o [3/3 - (1/}* + )\1)]2 —1 (4‘4.10)

G G (ctghe)®

Burada iki parametre ¢* ve A;dir. Boylece bir space-like dogrusunun kongruansi
ikinci derece ile temsil edilebilir. Buradan su sonuglar ¢ikarilir;
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e [ dogrusu ve bu dogrular arasindaki en kisa Lorentzyen uzaklik

*

Y =
dir.
° (El, 52) space-like diizlemi ve bu dogrularin merkez agisi
p==0a
dir.

Tanim 4.4.1. Eger tiim space-like dogrular1 space-like diizlemi ile sabit aciya
sahipse bu kongruans space-like egim kongruansi olarak adlandirilir (Yayh ve ark.,
2002).

Bu tanima gore (4.4.9) esitligi space-like egim kongruansi temsil eder. Boylece
asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 4.4.1. S} doniistimii, S? dual Lorentzyen birim kiire tizerinde iki para-
metreli bir déniisiim olsun. S} in Study doniistimii ikinci dereceden space-like
egim kongruansidir (Yayh ve ark., 2002).

4.4.1 OZEL DURUMLAR

0" # 0 ve ¢ = 0 Olmas1 Durumu; Bu durumda space-like kongruansinin
ortogonal kesigimleri time-like silindirini olugturur ki ekseni [ ve yaricap: ¢* dir.
Boylece (4.4.9) esitligi (4.4.11) e indirgenir (Yayh ve ark., 2002).

2 2 *2 2
ity = eohu (4.4.11)
Y3 = P+ N

¢* =0 ve p = 0 Olmasi1 Durumu; Bu durumda tiim dogrularin ortogo-
nal kesigimi [ eksenidir. Bunun anlami tiim kompeks lineer dogrular [ eksenine
indirgenir. (4.4.9) esitligi bize

2 4 .2 2
yl + y2 = v 4 4 12

Y3 = Y+ N } (4.4.12)
esitligini verir (Yayl ve ark., 2002).

¢* =0 ve ¢ # 0 Olmas1 Durumu; Bu durumda tiim dogrular ¢ sabit merkez
agsi ile [ ekseni tizerinde kesigirler. (4.4.9) esitliginden

lys — (¥* + o))

tgh?yp
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bulunur (Yayl ve ark., 2002).

5 SONUCLAR ve ONERILER

Dual sayilar ilk defa W. K. Clifford (1845-1879) tarafindan geometrik aragtir-
malarinda bir ara¢ olarak kullanildi. Daha sonra E. Study cizgi geometrisi ve
kinematik aragtirmalarinda dual sayilar ve dual vektorleri kullanmigtir[11]. Veld-
kamp (1976) dual birim vektorler ve dual vektor ciftleri yardimiyla dual birim
kiireyi ifade etmig ve dual kiiresel hareketleri vermigtir. Ayrica dual hareket ve
reel uzay hareketi arasindaki bagintiyr gostermistir[13]. E. Study, 3-boyutlu Oklid
uzaymim yonlii dogrularinim D3 dual uzayimin S? dual birim kiiresinin noktalarina
birebir kargihk geldigini gostermigtir[11]. S? dual birim kiiresi iizerine gizilmig
bir ¢gemberin ¢izgiler uzayindaki karsihgi H. H. Hacisalihoglu tarafindan goster-
ilmistir[6]. 3-boyutlu Oklid uzay1 yerine R? Lorentz uzaym goz éniine alarak, bu
uzaydaki yonlii space-like (time-like) dogrularin, D? dual Lorentz uzaymm S?(H?)
dual Lorentz (Hiperbolik) birim kiiresinin noktalar1 ile birebir eglenebilecegi Y.
Yayl tarafindan gosterilmistir[14]. Bu tezde ilk olarak dual uzay tamtilarak bu
uzaydaki bir vektoriin normu, iki vektor arasmdaki aci gibi genel tamimlar ver-
ildi. Daha sonra dual uzay iizerinde Study doniigiimiiniin matris karsiliklar elde
edildi. Bununla birlikte D-modiildeki dual birim kiire {izerindeki bir ¢emberin
Study doniigiimii gosterildi. Tezin sonraki kisimlarinda Lorentz uzay1 ve dual
Lorentz uzay1 tanitildi. Sonrasinda dual Lorentz uzaymdaki Study doniistimiiniin
matris karsiliklari elde edildi. Son olarak bu uzaydaki dual Hiperbolik ve dual
Lorentzyen birim kiireler iizerindeki ¢emberlerin Study doéntigiimleri gosterildi.
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OZET

Bu tez bes bdliimden olusmaktadir. Birinci béliim giris kismma ayrilmustir. ikinci
boliimde dual uzay tanitilmis olup bu uzay ile ilgili daha onceki ¢alismalarda yer alan tanim ve
teoremlere yer verilmistir. Diger iki boliim ¢alismanin orijinal kisimlaridir. Ugiincii béliimde tez
ile ilgili materyal ve yontemler verilmistir. Dordiincii boliimde bir ¢emberin Study doniisiimii
verilmis ve bu doniisiimiin matris karsiliklar: elde edilmistir. Bununla birlikte D-modiildeki dual
bir kiire lizerindeki bir ¢gemberin Study doniisiimiide gosterilmistir. Son olarak bazi 6zel durumlar
ve bu durumlarin herbirinin geometrik sonuglari elde edilmistir. Yine bu boliimde Lorentz uzayi
ve dual Lorentz uzayr tamitilmis olup dual Lorentz uzayinda Study doniisiimiiniin matris
karsiliklar1 elde edilmistir. Bununla birlikte bu uzaydaki dual Hiperbolik ve dual Lorentzyen
birim kiireler iizerindeki ¢emberlerin Study doniisiimleri gosterilmistir. Son bdliimde ise tez ile

ilgili sonugler ve oneriler gosterilmistir.
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SUMMARY

This thesis consist of five chapters. First chapter is devoted to the introduction. In chapter
second introduced that the dual spaces and deals with the concepts and definitions on dual spaces.
Other two chapters are the original part of the study. In chapter third shown that material and
method in connection with thesis. In chapter forth we have introduced that the dual spaces and we
have obtained the matrix equations of Study mapping. Furthermore, we have showed the Study
map of a circle which lie on the dual unite sphere in D-module. Finally we have obtained some
special cases each of which is a geometrical result. Again in this chapter we have introduced that
Lorentz space, dual Lorentz space and we have obtained the matrix equations of Study mapping.
Furthermore, we have showed the Study maps of circles which lie on the dual Hyperbolic and
dual Lorentzian unite spheres at the dual Lorentzian space. In the last chapter we have shown

results and recommendations in connection with thesis.
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