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ÖZ 

 

Yüksek Lisans Tezi 

DUAL UZAYDA ÇEMBERLERİN STUDY DÖNÜŞÜMLERİ 

Selahattin NAZLI 

Harran Üniversitesi 
Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı 
 

Danışman: Yrd. Doç. Dr. Abdullah YILDIRIM  

Yıl:2012, Sayfa: 53 

Bu tez beş bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm giriş kısmına ayrılmıştır. İkinci bölümde dual uzay tanıtılmış 
olup bu uzay ile ilgili daha önceki çalışmalarda yer alan tanım ve teoremlere yer veriliştir. Diğer iki bölüm 
çalışmanın orjinal kısımlarıdır. Üçüncü bölümde tez ile ilgili materyal ve yöntemler verilmiştir. Dördüncü 
bölümde bir çemberin Study dönüşümü gösterilmiş ve bu dönüşümün matris karşılıkları elde edilmiştir. Bununla 
birlikte D-modüldeki dual birim küre üzerindeki bir çemberin Study dönüşümü gösterilmiştir. Son olarak bazı 
özel durumlar ve bu durumların herbirinin geometrik sonuçları elde edilmiştir.Yine bu bölümde Lorentz uzayı ve 
dual Lorentz uzayı tanıtılmış olup dual Lorentz uzayındaki Study dönüşümünün matris karşılıkları elde 
edilmiştir. Bununla birlikte bu uzaydaki dual Hiperbolik ve dual Lorentzyen birim küreler üzerindeki 
çemberlerin Study dönüşümleri gösterilmiştir. Son bölümde ise tez ile ilgili sonuçlar ve öneriler verilmiştir. 
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ABSTRACT 

 

Master Thesis 

THE STUDY MAPS OF A CIRCLES ON DUAL SPACES 

Selahattin NAZLI 

Harran University 
Graduate School of Natural and Applied Sciences 

Department of Mathematics 
 

Supervisor: Assist. Prof. Dr. Abdullah YILDIRIM 

Year:2012, Page: 53 

This thesis consist of five chapters. First chapter is devoted to the introduction. In chapter second introduced that 
the dual spaces and deals with the concepts and definitions on dual spaces. Other  two chapters are the original 
part of the study. In chapter third shown that material and method in connection with thesis. In chapter forth we 
have introduced that the dual spaces and we have obtained the matrix equations of Study mapping. Furthermore, 
we have showed the Study map of a circle which lie on the dual unite sphere in D-module. Finally we have 
obtained some special cases each of which is a geometrical result. Again in this chapter we have introduced that 
Lorentz space, dual Lorentz space and we have obtained the matrix equations of Study mapping. Furthermore, 
we have showed the Study maps of circles which lie on the dual Hyperbolic and dual Lorentzian unite spheres at 
the dual Lorentzian space. In the last chapter we have shown results and recommendations in connection with 
thesis.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
KEY WORDS:  Dual space, circles in dual space, dual lorentz space, circles in dual lorentz space,  study 
mapping. 
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1 G·IR·IŞ Selahattin NAZLI

1 G·IR·IŞ

Dual say¬lar ilk defa W. K. Cli¤ord (1845-1879) taraf¬ndan geometrik araşt¬r-
malar¬nda bir araç olarak kullan¬lm¬̧st¬r. Daha sonra E. Study çizgi geometrisi ve
kinematik araşt¬rmalar¬nda dual say¬lar ve dual vektörleri kullanm¬̧st¬r (Study,1903).
Veldkamp (1976) dual birim vektörler ve dual vektör çiftleri yard¬m¬yla dual birim
küreyi ifade etmi̧s ve dual küresel hareketleri vermi̧stir. Ayr¬ca dual hareket ve
reel uzay hareketi aras¬ndaki ba¼g¬nt¬y¬ göstermi̧stir (Veldkamp,1976).
E. Study, 3-boyutlu Öklid uzay¬n¬n yönlü do¼grular¬n¬n D3 dual uzay¬n¬n 2 dual
birim küresinin noktalar¬na birebir karş¬l¬k geldi¼gini göstermi̧stir (Study,1903).
2 dual birim küresi üzerine çizilmi̧s bir çemberin çizgiler uzay¬ndaki kaŗs¬l¬¼g¬ H.
H. Hac¬saliho¼glu taraf¬ndan gösterilmi̧stir
3-boyutlu Öklid uzay¬ yerine R3

1 Lorentz uzay¬n¬ göz önüne alarak, bu uzaydaki

yönlü space-like (time-like) do¼grular¬n, D3
1 dual Lorentz uzay¬n¬n

»

2

1(
»


2

0) dual
Lorentz (Hiperbolik) birim küresinin noktalar¬ ile birebir eşlenebilece¼gi Y. Yayl¬
taraf¬ndan gösterilmi̧stir
Bu tezde ilk olarak dual uzay¬n tan¬m¬ bu uzaydaki bir vektörün normu, iki vektör
aras¬ndaki aç¬ gibi genel tan¬mlar verilmi̧s olup ilk bölümlerde 3-boyutlu Öklid
uzay¬nda bir çemberin Study dönüşümü detayl¬ olarak incelenmi̧stir. Daha son-
raki bölümlerde 3-boyutlu Öklid uzay¬ yerine Lorentz uzay¬n¬ ele ald¬¼g¬m¬zda elde
edilen dual Hiperbolik ve dual Lorentz çemberlerinin Study dönüşümü yine geni̧s
olarak incelenmi̧stir.

1.1 Ana Kavramlar

Tan¬m 1.1.1. Boş olmayan bir  cümlesi ile aşa¼g¬daki üç aksiyoma uyan bir

 : ( ) 2 £!  2 

iç i̧sleminden oluşan (  ) ikilisine bir grup denir.

1.  birleşimlidir; 8   2  elemanlar¬ için

() =  ()

2.  için  de birtek  birim eleman¬ vard¬r;

8 2  için  =  = 

3. 8 2  eleman¬n¬n  için  de bir 0 inversi vard¬r;

0 = 0 = 

1



1 G·IR·IŞ Selahattin NAZLI

 i̧slemine de, grup i̧slemi denir (Hac¬saliho¼glu, 2010).

Tan¬m 1.1.2. E¼ger (  ) grubunda  grup i̧slemi de¼gi̧simli ise, yani

 = 

ise (  ) grubuna de¼gi̧simli grup veya abel grubu denir (Hac¬saliho¼glu, 2010).

Tan¬m 1.1.3. Boş olmayan bir  cümlesi ile bu cümledeki iki ? iç i̧slem-
lerinden oluşan ( ?) üçlüsünü ele alal¬m. E¼ger ( ) bir abel grubu iken
ikinci iç i̧slem olan ?  da birleşimli ise ve birinci i̧slem üzerinde da¼g¬l¬ml¬ ise
( ?) üçlüsüne bir halka denir. Bu tan¬mda geçen halka aksiyomlar¬n¬ şöyle
s¬ralayabiliriz;

1.  : ( ) 2  £ !  2  8  2  (kapal¬l¬k aksiyomu) 

2. ()  =  ()  8   2  (birleşim aksiyomu) 

3.  =  =  8 2  (birim eleman¬n varl¬¼g¬ aksiyomu) 

4. 0 = 0 =  0 2  (ters eleman¬n varl¬¼g¬ aksiyomu) 

5.  =  (de¼gi̧sim aksiyomu) 
Bu aksiyomlarla (  ) bir de¼gi̧simli grup olur. ·Ikinci i̧slem? nin sa¼glamas¬
gereken aksiyomlar;

6. ?: ( ) 2  £ !  ?  2  (kapal¬l¬k aksiyomu) 

7. ( ? ) ?  =  ? ( ? ) (birleşim aksiyomu) 

8.
() ?  = ( ? ) ( ? )
( ? ) = () ? ()

¾
(da¼g¬l¬m aksiyomu)(Hac¬saliho¼glu,

2010).
Tan¬m 1.1.4. Bir ( ?) halkas¬nda ikinci i̧slem ? de¼gi̧simli ise halkaya
de¼gi̧simli halka denir (Hac¬saliho¼glu, 2010).

Tan¬m 1.1.5. Bir (?) halkas¬nda ikinci i̧slem ? ye göre  ¬n bir
 birim eleman¬ varsa halkaya birimli halka denir (Hac¬saliho¼glu, 2010).

Tan¬m 1.1.6. ( ?) bir halka olsun ve (  ) abel grubunun birim ele-
man¬  olmak üzere ¤ = ¡fg olsun. E¼ger (¤?) bir grup ise ( ?)
üçlüsüne bir ayk¬r¬ cisimdir denir. Cismi temsil etmek üzere ( ?) yer-
ine sadece  cismi de denir.
Bu tan¬ma göre ¤ ¬n ikinci i̧slem (?) e göre bir  birim eleman¬ vard¬r. Bu
tan¬mdan cisim aksiyomlar¬n¬ şu şekilde s¬ralayabiliriz.

2



1 G·IR·IŞ Selahattin NAZLI

 ·I̧slemi Üzerindeki Aksiyomlar;

1. ()  =  ()  8   2  için (birleşim aksiyomu)

2.  =  =  8 2  için  2  (birim eleman¬n varl¬¼g¬ aksiyomu)

3. 0 = 0 =  8 2  için 0 2  (ters eleman¬n varl¬¼g¬ aksiyomu)

4.  =  (de¼gi̧sim aksiyomu)
? ·I̧slemi Üzerindeki Aksiyomlar;

5. ( ? ) ?  =  ? ( ? )  8   2  için (birleşim aksiyomu)

6.  ?  =  ?  =  8 2 ¤ için (birim eleman¬n varl¬¼g¬ aksiyomu)

7. 0 = 0 =  8 2 ¤ için (ters eleman¬n varl¬¼g¬ aksiyomu)
? ve  ·I̧slemleri Üzerindeki Aksiyomlar;

8. () ?  = ( ? ) ( ? ) ve ( ? ) = () ? ()
(Hac¬saliho¼glu, 2010).
Tan¬m 1.1.7. Bir iç i̧sleme göre  bir abel grubu ve  da iki i̧slemi
s¬ras¬yla, (+) toplama (bir abel grup i̧slemi) ve (¢) çarpma ( üzerinde
bir abel grup i̧slemi) olan bir cisim olsun.  üzerinde bir d¬̧s i̧slem olarak
tan¬mlanan ve aşa¼g¬daki aksiyomlar¬ sa¼glayan bir

 £  ! 

dönüşümü var olsun. Bu halde  cümlesine  cismi üzerinde bir vektör uzay¬
denir.

1.  £  !  dönüşümü  £  !  iç i̧slemi üzerinde da¼g¬labilirdir;

2. £ !  dönüşümü  daki + : £ !  iç (toplama) i̧slemi üzerinde
da¼g¬labilirdir;

3.  £  !  dönüşümü  daki ¢ :  £  !  iç (çarpma) i̧slemi ile
birleşebilirdir;

4.  £  !  dönüşümünün birim eleman¬  üzerindeki ¢ :  £ !  iç
(çarpma) i̧sleminin birim eleman¬d¬r.

O halde vektör uzay¬ aksiyomlar¬ aşa¼g¬daki gibi s¬ralanabilirler.
 Üzerindeki ·Iç ·I̧sleme Ait Aksiyomlar;

1. ()  =  ()     2 

2.  =  =  ( : birim eleman)
3



1 G·IR·IŞ Selahattin NAZLI

3. 0 =  (0 =  in tersi)

4.  = 
D¬̧s ·I̧sleme Ait Aksiyomlar;

5.  () =   2 

6. (+ ) =   2 

7.  () = () 

8.  =  ( :  daki çarpma i̧sleminin birim eleman¬) (Hac¬saliho¼glu, 2010).

Tan¬m 1.1.8.  bir reel vektör uzay¬ olsun.  üzerinde bir iç çarp¬m diye
a̧sa¼g¬daki aksiyomlar¬ ile tan¬mlanan bir

h i :  £  ! R

dönüşümüne denir ve de¼geri,   2  olmak üzere h i şeklinde
gösterilir.

i Simetri Aksiyomu;

h i = h i  8  2 

ii Bilineerlik Aksiyomu;

h i =  h i = h i  8 2 R 8  2  ;
h1 + 2 i = h1 i + h2 i  8 2  ;
h 1 + 2i = h 1i+ h 2i  8 2  ;

Bu aksiyomu k¬saca

h1 + 2 i =  h1 i+  h2 i
h 1 + 2i =  h 1i+  h 2i

şeklinde de yazabiliriz.

iii Pozitif Tan¬ml¬l¬k Aksiyomu;

4



1 G·IR·IŞ Selahattin NAZLI

h i ¸ 0 8 2 

h i = 0()  =
!
0

(Hac¬saliho¼glu, 2005).
Tan¬m 1.1.9. Bir

 : R £ R ! R

fonksiyonu 8  2 R için

 = (1  )   = (1  ) ;   2 R

olmak üzere

 ( ) =
X

=1



şeklinde tan¬mlan¬yorsa  fonfsiyonu R de bir iç çarp¬md¬r. Bu iç çarp¬ma Öklid
anlam¬ndaki iç çarp¬m veya R deki standart iç çarp¬m denir
(Hac¬saliho¼glu, 2005).

Tan¬m 1.1.10. C kompleks vektör uzay¬ olmak üzere bir

 : C £ C ! C

fonksiyonu 8  2 C için

 = (1  )   = (1  ) ;   2 C
olmak üzere

 ( ) =

X

=1


¡


³
¡
 : kompleks eşlenik

´
şeklinde tan¬mlan¬yorsa  fonfsiyonuC de bir iç çarp¬md¬r.

Bu iç çarp¬ma Hermit anlam¬ndaki iç çarp¬m veya C deki standart iç çarp¬m
denir (Hac¬saliho¼glu, 2005).

Tan¬m 1.1.11. Bir

 : R £ R ! R

fonksiyonu 8  2 R için

 = (1  )   = (1  ) ;   2 R
ve  ¬̧s¬k h¬z¬ olmak üzere
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1 G·IR·IŞ Selahattin NAZLI

 ( ) =
¡1X

=1

 ¡ 2

şeklinde tan¬mlanan  fonksiyonu R de pozitif tan¬ml¬ olmayan bir iç çarp¬m
d¬r. Bu iç çarp¬ma Lorentz iç çarp¬m¬ denir (Hac¬saliho¼glu, 2005).

Tan¬m 1.1.12.  bir vektör uzay¬ olmak üzere  nin elemanlar¬n¬n bir f1 2  g
cümlesi için

X


=1

 = 0 (1 ·  · ) =) 8 = 0

ise bu cümleye lineer ba¼g¬ms¬zd¬r, aksi halde lineer ba¼g¬ml¬d¬r denir
(Hac¬saliho¼glu, 2005).

Tan¬m 1.1.13. Üç boyutlu bir reel vektör uzay¬  olsun.  de bir

^ :  £  ! 
( ) !  ^ 

i̧slemi determinant fonksiyonu yard¬m¬yla

 = 1
!
 1 + 2

!
 2 + 3

!
 3  = 1

!
 1 + 2

!
 2 + 3

!
 3

olmak üzere,

 ^  = det ( ) =

2
4
!
 1

!
 2

!
 3

1 2 3
1 2 3

3
5

veya birinci sat¬re göre Laplace aç¬l¬m¬ ile

 ^  = (12 ¡ 12)
!
 1 + (31 ¡ 31)

!
 2 + (12 ¡ 12)

!
 3

olarak tan¬mlanm¬̧s olsun. Burada
n
!
 1 = (1 0 0) 

!
 2 = (0 1 0) 

!
 3 = (0 0 1)

o

 nin standart baz¬n¬ göstermektedir.

!
 1 ^

!
 2 =

!
 3

!
 2 ^

!
 3 =

!
 1

!
 3 ^

!
 1 =

!
 2

dir. Bu durum

1 ·    · 3 ve  = (  )

6



1 G·IR·IŞ Selahattin NAZLI

dairesel permütasyonu yard¬m¬ ile

!
  ^

!
  =

!
 

şeklinde ifade edilebilir. Bu şekilde tan¬mlanan ^ iç i̧slemine  de vektörel çarp¬m
veya  de d¬̧s çarp¬m i̧slemi denir (Hac¬saliho¼glu, 2005).

Tan¬m 1.1.14. Üç boyutlu bir reel vektör uzay¬  olmak üzere

 £  £  ! R
(  ) ! det (  )

biçiminde tan¬mlanan i̧sleme  üzerinde karma çarp¬m i̧slemi denir. Bu kavram¬n
bu çarpma i̧slemine verilmesinin bir nedeni olarak

det (  ) = h  ^ i
şeklinde yaz¬labilmesindendir (Hac¬saliho¼glu, 2005).

Tan¬m 1.1.15. Üç boyutlu bir reel vektör uzay¬  ve     2  herhangi
dört vektör olsun. h( ^ )  ( ^ )i iç çarp¬m¬n¬ hesaplayal¬m.

 ^  =  diyelim. Öyleyse

h ( ^ )i = h ^  i
yazabiliriz. Buradan

h ^  i = h( ^ ) ^  i
h ^  i = h[h i  ¡ h i]  i

ve

h ^   ^ i = h i h i ¡ h i h i
bulunur. Bu eşitlik 8    2  için do¼grudur. Bu nedenle bir özdeşliktir ve
Lagrange özdeşli¼gi olarak adland¬r¬l¬r (Hac¬saliho¼glu, 2005).

Tan¬m 1.1.16. Lagrange özdeşli¼ginde  =  ve  =  al¬rsak  ^  n¬n boyu;

h ^  ^ i = k  ^  k2
k  k2k  k2 ¡ (h i)2
k  k2k  k2 ¡ (k  k2k  k2 cos2 )
k  k2k  k2 (1¡ cos2 )
k  k2k  k2 sin2 

veya
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2 ÖNCEK·I ÇALIŞMALAR Selahattin NAZLI

k  ^  k=k  kk  k sin 
elde edilir (Hac¬saliho¼glu, 2005).

2 ÖNCEK·I ÇALIŞMALAR

Tan¬m 2.1. 8 ¤ 2 IR olmak üzere bir  = ( ¤) ikilisine s¬ral¬ ikili denir.
Bu şekilde tan¬mlanan R£ R cümlesi D ile gösterilsin.

D = f( ¤) :  ¤ 2 Rg

üzerinde iki iç i̧slem ve bir eşitlik şu şekilde tan¬mlans¬n;

Tan¬m 2.2.  = ( ¤)  = ( ¤) 2 D olmak üzere, toplama i̧slemi

© : D£ D ¡! D
() ¡! © = (+  ¤ + ¤)

şeklinde tan¬mlan¬r (Hac¬saliho¼glu, 1983).

Tan¬m 2.3.  = ( ¤)  = ( ¤) 2 D olmak üzere, çarpma i̧slemi

¯ : D£D ¡! D
() ¡! ¯ = ( ¤ + ¤)

şeklinde tan¬mlan¬r (Hac¬saliho¼glu, 1983).

Tan¬m 2.4.  = ( ¤)  = ( ¤) 2 D için,  = , ¤ = ¤ ise  ile 
eşittir denir ve  =  şeklinde gösterilir (Hac¬saliho¼glu, 1983).

Tan¬m 2.5. R reel say¬lar cümlesi olmak üzere D = R £ R cümlesi üzerinde
toplama, çarpma ve eşitlik i̧slemleri belirtilen şekilde tan¬mlanm¬̧s ise D cümlesine
dual say¬lar sistemi ve 8( ¤) 2 D eleman¬na bir dual say¬ denir (Hac¬saliho¼glu,
1983).

Tan¬m 2.6. Bir  = ( ¤) 2 D dual say¬s¬nda “” reel say¬s¬na  n¬n reel
k¬sm¬, “¤” reel say¬s¬na da  n¬n dual k¬sm¬ denir (Hac¬saliho¼glu, 1983).

Tan¬m 2.7. (1 0) = 1 dual say¬s¬na D deki çarpma i̧sleminin birim eleman¬
veya D deki reel birim denir ve  = (0 1) dual say¬s¬ da dual birim olarak ad-
land¬r¬l¬r (Hac¬saliho¼glu, 1983).
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2 ÖNCEK·I ÇALIŞMALAR Selahattin NAZLI

Tan¬m 2.8. Bu durumda  = ( ¤) 2 D dual say¬s¬

 = ( ¤)
= ( 0) + (0 ¤)
= (1 0) + ¤(0 1)
= 1 + ¤

= + ¤

şeklinde de gösterilebilir (Hac¬saliho¼glu, 1983).

Tan¬m 2.9. D3 = fv = (1 2 3) j  2 D 1 ·  · 3g D¡modül veya
dual uzay olarak adland¬r¬l¬r. D3 ün elemanlar¬ dual vektörler olarak belirtilir.

Böylece R3 deki
!
 ve

!

¤
reel vektörleri

v
 =

!
 + 

!
¤olmak üzere

v
 dual vektörü

olarak yaz¬labilir (Yayl¬ ve ark., 2002).

Tan¬m 2.10.
v
 =

!
 + 

!
¤ =

³
!

!

¤´

dual vektörünün  2 D skaleri ile çarp¬m¬


v
 =

³

!
 

!

¤´

şeklindedir (Hac¬saliho¼glu, 1983).

Tan¬m 2.11.
v
 =

!
 + 

!
¤

v
 =

!
 + 

!
¤ 2 D¡modül dual vektörlerinin iç çarp¬m¬

h i : D3 £ D3 ! D

şeklinde bir dönüşümdür ve


³v

v

´

=
Dv

v

E

=
D
!
 + 

!
¤

!
 + 

!
¤
E

=
D!

!

E
+ 

nD!


!
¤
E
+
D!
¤

!

Eo

olarak tan¬mlan¬r (Hac¬saliho¼glu, 1983).

Tan¬m 2.12. Bir
»
 dual vektörünün normu

k » k =
D
»

»

E1

2

D
»

»

E

=
D
!
 + 

!

¤

!
 + 

!

¤E

=
D
!

!

E
+ 2

D
!

!

¤E

= k ! k2 +2
D
!

!

¤E

=

µ
k ! k +


!
 
!

¤

k! k

¶2

9



2 ÖNCEK·I ÇALIŞMALAR Selahattin NAZLI

oldu¼gundan

k » k=k ! k +

D
!

!

¤E

k ! k
olarak tan¬mlan¬r. Ayr¬ca e¼ger biz

 =k ! k ve ¤ =

D
!

!

¤E

k ! k
şeklinde al¬rsak

k » k= + ¤

dual say¬s¬ olarak yaz¬l¬r (Hac¬saliho¼glu, 1983).

Tan¬m 2.13. Normu (1 0) reel birimine kaŗs¬l¬k gelen dual vektöre birim dual
vektör denir (Hac¬saliho¼glu, 1983).

Teorem 2.1.
v
 =

!
 + 

!
¤ birim dual vektör ise

k ! k= 1

¿
!


!
¤
À
= 0

d¬r (Hac¬saliho¼glu, 1983).

·Ispat: Bir
v
 dual vektörünün normu tan¬m¬ gere¼gince

0
@k ! k

D
!

!

¤E

k ! k

1
A = (1 0)

yazabiliriz. Ayr¬ca Tan¬m 2.4. den de

k ! k= 1 ve

D
!

!

¤E

k ! k
= 0

d¬r. Bu ifadeden ise

k ! k= 1 ve
D
!

!

¤E

= 0

elde edilir.

Teorem 2.2.
»
 6=

³!
0 
!

´
2 D¡modül olmak üzere

10



2 ÖNCEK·I ÇALIŞMALAR Selahattin NAZLI

»
 =

»


k » k
bir birim dual vektördür (Hac¬saliho¼glu, 1983).

·Ispat: f1 2 3g sistemi R3de standart baz olsun.

»
 =

!
 + 

!
¤ = 1

!
 1 + 2

!
 2 + 3

!
 3 + 

³
¤1
!
 1 + ¤2

!
 2 + ¤3

!
 3

´

= (1 + ¤1)
!
 1 + (2 + ¤2)

!
 2 + (3 + ¤3)

!
 3

ve

k » k= + ¤

oldu¼gundan

»
 =

»


k » k
=

1 + ¤1
+ ¤

!
 1 +

2 + ¤2
+ ¤

!
 2 +

3 + ¤3
+ ¤

!
 3

elde edilir. Burada her terim için bölme i̧slemi yap¬l¬rsa ve neticede

 =k ! k ve ¤ =

D
!

!

¤E

k ! k
konulursa

»
 =

!


k ! k
+ 

0
@

!

¤

k ! k
¡

D
!

!

¤E

k ! k2


!


k ! k

1
A

bulunur.

 =

D
!

!

¤E

k ! k2

denilirse

»
 =

!
 + 

!
¤ =

!


k ! k
+ 

!
¤ ¡ 

!


k ! k

olur.
»
 =

!
 + 

!
¤ dual vektöründe

11
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!
 =

!


k ! k
ve

!
¤ =

!
¤ ¡ 

!


k ! k
d¬r.

D
!

!

E
= 1 ve

¿
!


!
¤
À

= 0

olduklar¬ndan
»
 bir birim dual vektördür.

Tan¬m 2.14.
n
»
 =

!
 + 

!
¤ jk » k= (1 0) ;

!


!
¤ 2 R3

o
cümlesine

D¡modülde birim dual küre denir (Hac¬saliho¼glu, 1983 .

Teorem 2.3.
»
 6=

³!
0 
!

´
2 D¡modül olmak üzere D¡modülde denklemi

k » k= (1 0)

olan birim dual kürenin dual noktalar¬, R3 deki yönlü do¼grulara birebir kaŗs¬l¬k
gelir (Hac¬saliho¼glu, 1983).

·Ispat: R3 deki bir do¼gru, bir  başlang¬ç noktas¬na göre, üzerindeki bir  nok-
tas¬ ve do¼grunun yönünü belirten bir

!
 vektörü taraf¬ndan tamamen belirlenir.

Böyle bir do¼grunun denklemi
³
!
 ¡ !


´
^ ! = 0

d¬r. Bu denklemde
!
 yerine 

!
 ( 2 R)  al¬n¬rsa yine ayn¬ do¼gru belirtilmi̧s

olaca¼g¬ndan
!
 birim vektör olarak al¬nabilir.

!
 ^ ! =

!
 ^ ! =

!
¤

denirse,
!
¤ vektörüne

!
 birim dual vektörünün  noktas¬na göre vektörel momenti

olarak bak¬labilir.
!
¤,  noktas¬n¬n do¼gru üzerindeki seçili̧sinden ba¼g¬ms¬zd¬r.

E¼ger do¼gru üzerinde  dan başka bir  noktas¬ al¬n¬rsa
³!
 ¡ !


´
^ ! = 0

d¬r. Buradan
!
 ^ ! =

!
 ^ ! =

!
!
 ^ ! =

!

¤


oldu¼gu görülür.
!

¤
 vektörünün boyu  noktas¬n¬n do¼gruya olan dik uzakl¬¼g¬na

12
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Figure 1: Şekil 2.1. Vektörel moment

eşittir. Bu ise şu şekilde gösterilebilir;
 noktas¬ndan do¼gruya inilen dikmenin aya¼g¬  olsun.

!

¤
 vektörü,  nok-

tas¬n¬n do¼gru üzerindeki seçili̧sinden ba¼g¬ms¬z oldu¼gundan

!

¤
 =

!
 ^ !

dur.
!

¤
 vektörünün boyu

k !

¤
 k=k

!
 ^ ! k=k ! kk ! k sin

k !

¤
 k=k

!
 k= 

d¬r. Bu son ifadeden de görüldü¼gü gibi
!

¤
 başlang¬̧s noktas¬n¬n seçili̧sine ba¼gl¬d¬r.

E¼ger
³
!

!

¤


´
vektör çifti verilmi̧s ise R3 deki yönlü do¼gru tek anlaml¬ olarak

tamamen bellidir.

!

¤
 = 

!
 ^ !

oldu¼gundan
!

¤
 ?

!
 ve

!

¤
 ?

!
 dür.  dan geçen ve

!

¤
 vektörüne dik olan düzlem

içinde,  merkezli  yar¬çapl¬ çember çizilirse  dan
!
 vektörüne çizilen dik do¼gru

çemberi iki noktada keser. Bu noktalardan çembere çizilen te¼getler
³
!

!

¤


´
ve

³
!
¡!

¤


´
vektör çiftlerine kaŗs¬l¬k gelen do¼grulard¬r. Momentin pozitif oldu¼gu,

yani
³
!

!

¤


´
vektör çiftine karş¬l¬k gelen yönlü do¼gru göz önüne al¬n¬rsa bu da bir

tanedir. Böylece R3 deki yönlü do¼grularla
³!

!

¤


´
vektör çiftleri birebir kaŗs¬l¬k

13
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2 ÖNCEK·I ÇALIŞMALAR Selahattin NAZLI

gelmektedir.
³
!

!

¤


´
vektör çifti;

koşullar¬n¬ sa¼glamaktad¬r. R3 de standart baza göre

!
 = 1

!
 1 + 2

!
 2 + 3

!
 3 ve

!

¤
 = ¤1

!
 1 + ¤2

!
 2 + ¤3

!
 3 (2.1)

dür.
³
!

!

¤


´
vektör çiftinin

³
!

!

¤


´
= (1 2 3; 

¤
1 

¤
2 

¤
3)

alt¬ bileşeni normlanm¬̧s Plücker do¼gru koordinatlar¬d¬r. E¼ger   0 olmak üzere
!
 yerine

!
 = 

!
 ve

!

¤
 yerine de

!

¤
 = 

!

¤
 al¬n¬rsa (21) eşitli¼ginden dolay¬D

!
 
!

¤


E
= 0 koşulu gerçekleşir. Burada yine

!

¤
 =

!
 ^ !

dir.
³
!
 
!

¤


´
vektör çiftinin

³
!
 
!

¤


´
= (1 2 3; 

¤
1 

¤
2 

¤
3)

alt¬ bileşeni normlanmam¬̧s Plücker do¼gru koordinatlar¬d¬r. Şimdi ispat¬ tamam-

layal¬m.
»
 =

!
 + 

!
¤ 2 D¡modül birim dual vektör olsun. Teorem 2.1. den

D
!

!

E
= 1 ve

D
!

!

¤E

= 0

oldu¼gu bilinmektedir. Bu ise teoremin ifadesinden başka biŗsey de¼gildir. Demek ki
!


!
 vektörüne ve

!

¤
vektörü de

!

¤
 vektörüne karş¬l¬k gelmektedir. Yani

³
!

!

¤


´

vektör çiftine
³
!

!

¤´

vektör çifti kaŗs¬l¬k gelmektedir. O halde
»
 =

!
+

!
¤ birim

dual vektörü verildi¼ginde R3 deki bir tek yönlü do¼gru tamamen belirlidir. R3 deki
yönlü do¼grulara D¡modülün birim dual vektörleri birebir karş¬l¬k gelirler.

Tan¬m 2.15.
»
 ve

v
 iki birim dual vektör olsunlar.

»
 ile

v
 n¬n

Dv

v

E
=
D
!

!

E
+ 

½¿
!


!
¤
À
+

¿
!
¤

!


À¾

şeklinde verilen iç çarp¬m¬n¬ inceleyelim. Teorem 2.3. gere¼gince
»
 ve

v
 birim

dual vektörleri R3 de iki yönlü do¼gru belirtirler. Bu do¼grular s¬ras¬ ile 1 ve 2

olsun. 1 in yönü
!
 , yeri

!

¤
ve 2 nin yönü

!
 , yeri

!

¤
ile belli olduklar¬ndan

!
 ile

!
 aras¬ndaki aç¬  ise

Dv

v

E
=
D
!

!

E
+ 

½¿
!


!
¤
À
+

¿
!
¤

!


À¾

14



2 ÖNCEK·I ÇALIŞMALAR Selahattin NAZLI

Figure 2: Şekil 2.2. Dual aç¬

iç çarp¬m¬n¬n reel k¬sm¬
D
!

!

E
= cos 0 ·  ·   2 R

dir.Yine
Dv

v

E
iç çarp¬m¬n¬n dual k¬sm¬ olan

D
!

!
¤
E
+
D!
¤

!

E
ifadesinin geometrik

anlam¬ şudur;
!
¤ ve

!
¤, s¬ras¬ ile 1 ve 2 yönlü do¼grular¬ üzerindeki  ve  noktalar¬n¬n

seçili̧sinden ba¼g¬ms¬z olduklar¬ndan  ve  noktalar¬, 1 ve 2 do¼grular¬n¬n ortak
dikmesinin ayaklar¬ olarak düşünülebilir. Bu ortak dikme yönündeki birim vektör

!
 = ¨

!
 ^

!


k ! ^
!
 k

dir. E¼ger 1 ve 2 aras¬ndaki en k¬sa uzakl¬k ¤ ile gösterilirse;

!
 ¡ !

 = ¨
!
 ^

!


k ! ^
!
 k

¤

d¬r.
!
¤ =

!
 ^ ! ve

!
¤ =

!
 ^

!
 oldu¼gundan

¿
!


!
¤
À

=
D
!

!
 ^

!

E
= ¡

D
!
 
!
 ^

!

E

¿
!
¤

!


À
=

D
!
 ^ !

!

E
=
D
!

!
 ^

!

E

15
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2 ÖNCEK·I ÇALIŞMALAR Selahattin NAZLI

Figure 3: Şekil 2.3. Dual uzakl¬k

dir. Son iki eşitli¼gi toplarsak;
D
!


!
¤
E
+
D!
¤

!

E

=
D
!
 ¡!

 
!
 ^

!

E

= ¨
¿

!
^
!


k!^
!
 k
¤

!
 ^

!


À

= ¨ ¤

k!^
!
 k

D
!
 ^

!
 
!
 ^

!

E

= ¨¤ k ! ^
!
 k

= ¨¤ sin

bulunur. Sonuç olarak;
D
»

»

E
= cos¨ ¤ sin

elde edilir. Bu son ifadede (¡) i̧sareti göz önüne al¬n¬rsa
D
»

»

E
= cos¡ ¤ sin

cos¡ ¤ sin = cos (+ ¤)

16
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2 ÖNCEK·I ÇALIŞMALAR Selahattin NAZLI

bulunur.
»
 = + ¤ bir dual say¬ olmak üzere Taylor formülü gere¼gi;

 (+ ¤) =  () + ¤¶() + 2 
¤2

2
¶() + 

cos (+ ¤) = cos+ ¤ (¡ sin)
= cos¡ ¤ sin

= cos
»


dir.
»
 =  + ¤ dual say¬s¬na

»
 ve

»
 birim vektörleri aras¬ndaki dual aç¬ denir

(Hac¬saliho¼glu, 1983).

Tan¬m 2.16.
»

»
 2 D¡modül dual vektörlerinin d¬̧s çarp¬m¬

^ : D3 £ D3 ! D3

şeklinde bir i̧slemdir ve

»
 ^

»
 =

!
 ^

!
 + 

µ
!
 ^

!
¤ +

!
¤ ^

!


¶

olarak tan¬mlan¬r.

Teorem 2.4.
»
 =

!
 + 

!
¤

»
 =

!
 + 

!
¤ 2 D¡modül için

»
 ^

»
 =k » kk

»
 k  sin »

!


dir (Hac¬saliho¼glu, 1983).

·Ispat:
»
 dual vektörün birim dual vektörü

»
 ,

»
 dual vektörün birim dual vektörü

»
 olsun.

»
 ^

»
 =

³
k » k »

´
^
³
k
»
 k »

´

=k » kk
»
 k

³»
 ^ »

´

9
=
; (2.2)

oldu¼gunu biliyoruz. Dual vektörlerin d¬̧s çarp¬m¬n¬n tan¬m¬ndan

»
 ^ » =

µ
!
 + 

!
¤
¶
^
µ
!
 + 

!
¤
¶

=
!
 ^ ! + 

µ
!
 ^

!
¤ +

!
¤ ^ !

¶


Ayr¬ca
!
¤ =

!
 ^ !

!
¤ =

!
 ^ ! şeklinde al¬rsak

17



2 ÖNCEK·I ÇALIŞMALAR Selahattin NAZLI

Figure 4: Şekil 2.4. ·Iki dual vektörü dik kesen vektör

»
 ^ » =

!
 ^ ! + 

³
!
 ^

!
¤ +

!
¤ ^ !

´

=
!
 ^ ! + 

h
!
 ^

³
!
 ^ !

´
+
³
!
 ^ !

´
^ !

i

=  sin + 
h
h!! i! ¡ h! i! + h! !i! ¡ h! !i!

i

=  sin + 
h
cos

³
!
 ¡ !


´
+ h! !i! ¡ h!! i!

i

bulunur. Di¼ger taraftan

¤ =
!
 ^ !

=

!
 ^

³
!
 ^ !

´

q ! ^ ! q


=

!
 ^

³
!
 ^ !

´

sin


18
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3 MATERYAL VE YÖNTEM Selahattin NAZLI

yaz¬labilece¼ginden.

¤ sin =
!
 ^

³
!
 ^ !

´


= ¡! ^
³!
 ^ !

´


= ¡h!!i! + h!! i!
= ¡h! + ¤

!

!
i! + h!! i!

= ¡h! !i! ¡ ¤h!!i! + h!! i!
= ¡h! !i! + h!! i!

elde edilir. Bu ise aşa¼g¬daki eşitli¼gi verir

»
 ^ » =

!
 sin+ ¤

!
 cos + ¤ sin+ 2¤¤ cos

=
³
!
 + 

!

¤´

(sin+ ¤ cos) 

=
!
 sin

»


9
>>=
>>;

(2.3)

(23) denklemini (22) denkleminde yerine yazarsak

»
 ^

»
 =k » kk

»
 k  sin »

!
 (2.4)

sonucuna ulaş¬l¬r.

3 MATERYAL ve YÖNTEM

3.1 Materyal

Bu çal¬̧smada inceledi¼gimiz kaynaklar; internet üzerinden veya kütüphanelerden
ulaşt¬¼g¬m¬z makaleler ve kitaplardan elde edilmi̧stir.

3.2 Yöntem

Elde edilen çal¬̧smalardaki uzaylar ve dönüşümler incelenmi̧s ve bu uzaylardaki
Study dönüşümünün matris kaŗs¬l¬klar¬ elde edilmi̧stir. Daha sonra ise buradaki
tüm çal¬̧smalar eşli¼ginde dual Hiperbolik ve dual Lorentzyen birim küreler üz-
erindeki çemberlerin Study dönüşümleri gösterilmi̧stir. Bu çal¬̧smadaki matris
gösterimleri ve say¬sal de¼gerlerin yaz¬l¬m¬nda Scienti…c Workplace bilgisayar pro-
gram¬ndan yararlan¬lm¬̧st¬r.
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4 ARAŞTIRMA BULGULARI VE TARTIŞMA Selahattin NAZLI

4 ARAŞTIRMA BULGULARI ve TARTIŞMA

4.1 Bir Çemberin Study Dönüşümü

Teorem 4.1.1. Study dönüşümü, D¡modüldeki dual birim kürenin dual nokta-
lar¬ ile R3 ün yönlendirilmi̧s do¼grular¬ aras¬nda birebir bir dönüşümdür (Hac¬sal-
iho¼glu, 1977).

·Ispat: ,  ve
n
;

»
1

»
2

»
3

o
s¬ras¬yla, dual birim küreyi, küresinin merkezini

ve dual ortonormal sistemi göstersin. Biz

»
 =

!
  + 

!

¤
 ; 1 ·  · 3 (4.1.1)

oldu¼gunu biliyoruz. E¼ger f1 2 3g kümesinin tüm permütasyonlar¬n¬n grubunu

 =

µ
1 2 3

 (1)  (2)  (3)

¶
2 S3

S3 ile gösterilirse »
(1) =  ()

»
(2) ^

»
(3)

olarak yazabiliriz, öyleki  () = ¨1 Buradan
»
1 ^

»
2 =

»
3

»
2 ^

»
3 =

»
1

»
3 ^

»
1 =

»
2

9
>=
>;

(4.1.2)

bulunur. Ayr¬ca
D
!
 1

!
 1

E
= 1D

!
 2

!
 2
E
= 1D

!
 3

!
 3

E
= 1

9
>>>=
>>>;

(4.1.3)

dir. Bu durumda
n


»
1

»
2

»
3

o
ortogonal sistemi R3 uzay¬n¬n bir ortogonal

sistemidir ve
!

¤
moment vektörü

!

¤
 =

!
 ^ !

  1 ·  · 3 (4.1.4)

olarak yaz¬labilir. Bu moment vektörleri R3 uzay¬n¬n moment vektörleri oldu¼gun-
dan

!

¤
 =

3X

=1


!
   2 R 1 ·  · 3 (4.1.5)
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olarak yaz¬labilir.(415) eşitli¼ginden dolay¬

!

¤
1 = 11

!
 1 + 12

!
 2 + 13

!
 3

!

¤
2 = 21

!
 1 + 22

!
 2 + 23

!
 3

!

¤
3 = 31

!
 1 + 32

!
 2 + 33

!
 3

yazarsak
D
!

¤
 
!
 

E
=
D
1

!
 1 + 2

!
 2 + 3

!
 3

!
 

E
= 0, 1 ·  · 3

olaca¼g¬ndan  = 0 bulunur. Di¼ger taraftan
D
!

¤
1
!
 2

E
+
D
!
 1

!

¤
2

E
=

D
!

¤
2
!
 3

E
+
D
!
 2

!

¤
3

E


=
D
!

¤
3
!
 1

E
+
D
!
 3

!

¤
1

E


= 0

ve D
11

!
 1 + 12

!
 2 + 13

!
 3

!
 2
E
+
D
!
 1 21

!
 1 + 22

!
 2 + 23

!
 3
E
= 0

eşitli¼ginde
12 + 21 = 0

oldu¼gunda
12 = ¡21

bulunur. Ohalde;
D
!

¤
1
!
 1

E
= 11

D
!

¤
2
!
 2

E
= 22

D
!

¤
3
!
 3

E
= 33

D
!

¤
1
!
 2

E
= 12

D
!

¤
2
!
 1

E
= 21

D
!

¤
2
!
 3

E
= 23

D
!

¤
3
!
 2

E
= 32

D
!

¤
3
!
 1

E
= 31

D
!

¤
1
!
 3

E
= 13

olur. Buradan ise

11 = 22 = 33 = 0

12 = ¡21 = 1

23 = ¡32 = 2

31 = ¡13 = 3
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kabul edersek

!

¤
1 = 1

!
 2 ¡ 3

!
 3

!

¤
2 = ¡1

!
 1 + 2

!
 3

!

¤
3 = 3

!
 1 ¡ 2

!
 2

ve 2
64

!

¤
1

!

¤
2

!

¤
3

3
75 =

2
4

0 1 ¡3
¡1 0 2
3 ¡2 0

3
5

2
64

!
1
!
2
!
3

3
75 (4.1.6)

eşitli¼gine dönüşür. Böylece Study dönüşümü

 ! R3

 da dual ortonormal sistemden R3 de reel ortonormal sisteme bir dönüşüm
olarak verilebilir. (411) ve (416) eşitliklerini kullanarak Study dönüşümünün
matris formu şu şekilde verilebilir;

»
1 =

!
 1 + 

!

¤
1

=
!
 1 + 

h
1
!
 2 ¡ 3

!
 3
i

=
!
 1 + 1

!
 2 ¡ 3

!
 3

»
2 =

!
 2 + 

!

¤
2

=
!
 2 + 

h
¡1

!
 1 + 2

!
 3

i

=
!
 2 ¡ 1

!
 1 + 2

!
 3

»
3 =

!
 3 + 

!

¤
3

=
!
 3 + 

h
3
!
 1 ¡ 2

!
 2

i

=
!
 3 + 3

!
 1 ¡ 2

!
 2

oldu¼gundan 2
64

»
1
»
2
»
3

3
75 =

2
4

1 1 ¡3
¡1 1 2
3 ¡2 1

3
5

2
64

!
 1
!
 2
!
 3

3
75 (4.1.7)

bulunur. Böylece dual ortogonal matrisi tan¬mlam¬̧s olduk.

Teorem 4.1.2. Study dönüşümü bir lineer izomor…zmdir (Hac¬saliho¼glu,
1977).

·Ispat: R3 de Öklidyen hareketlerde iki do¼gru aras¬ndaki uzakl¬k ve aç¬ de¼gi̧smedi¼gin-
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den, D¡modülde buna kaŗs¬l¬k iç çarp¬m de¼gi̧smez.
Bu dual katsay¬lar ile ortogonal bir matrisin hareketidir.  dual birim kürenin
merkezi D¡modülde dönüşüm grubunda sabit kalmas¬ gerekti¼ginden herhangi bir
dönüşüm içermez. Bu yüzden D¡modülde Öklidyen hareketleri göstermek için
aşa¼g¬daki teoremi verebiliriz.

Teorem 4.1.3. R3 uzay¬nda Öklidyen hareketler dual ortogonal matrislere bire-
bir kaŗs¬l¬k gel¬rler.  birim dual küresinde diferansiyellenebilir bir e¼gri

 2 R ! !
 () 2 

 reel parametresine ba¼gl¬d¬r ve R3 ün do¼grusunun diferansiyellenebilir ailesi (Re-
gle yüzeyler) ile gösterilebilir

!
 () do¼grular¬ yüzey üretir.   noktalar¬  n¬n

iki farkl¬ noktas¬n¬ göstersin ve
»
 ise

!
 ile

!
 aras¬ndaki dual aç¬y¬ göstersin.

»


dual aç¬s¬  + ¤ şeklinde dual say¬ de¼gerine sahiptir,  ve ¤ s¬ras¬yla
!
 ve

!


aras¬ndaki aç¬ ve en k¬sa uzakl¼g¬ gösterir. Öyleyse aşa¼g¬daki teoremi verebiliriz
(Hac¬saliho¼glu, 1977).

Teorem 4.1.4.
D
!

!

E
= cos

»
 8!! 2 . Burada cos

»
 = cos ¡ ¤ sin

dir.
Bu teoremin özel durumlar¬ şunlard¬r;

²
D
!

!

E
= 0 =)  = 

2
ve ¤ = 0 olmas¬ durumunda,

!
 ve

!
 do¼grular¬ bir

dik aç¬ ile kesi̧sirler.

²
D
!

!

E
=   =)  = 

2
ve ¤ 6= 0 olmas¬ durumunda,

!
 ve

!


ortogonal do¼grulard¬r.

²
D
!

!

E
=   =)  6= 

2
ve ¤ = 0 olmas¬ durumunda,

!
 ve

!


biribiri ile kesi̧sir.

²
D
!

!

E
= ¨1 =)  = 0 ve ¤ = 0 (  = ) olmas¬ durumunda,

!
 ve

!
 çak¬̧s¬kt¬r.

»
3 birim dual vektörüne kaŗs¬l¬k gelen do¼gru  olsun. E¼ger  de bir  noktas¬

seçersek 2 = 3 = 0 olur ve böylece (417) matrisini
2
64

v
1
v
2
v
3

3
75 =

2
4

1 1 0
¡1 1 0
0 0 1

3
5

2
64

!
 1
!
 2
!
 3

3
75 (4.1.8)
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Figure 5: Şekil 4.1. Birim dual çember

matrisine dönüştürürüz. Bu dönüşümün inversi;
2
64

!
 1
!
 2
!
 3

3
75 =

2
4

1 ¡1 0
1 1 0
0 0 1

3
5

2
64

v
1
v
2
v
3

3
75 (4.1.9)

olur. Öyleyse; D
»

»
3

E
=k » k  k »3 k  cos

»


bulunur. ,  birim dual küresinin üzerinde bir çember olmak üzere

 =
n»
 2  j

D»

»
3
E
= cos

»
 = 

o

olsun. Biz
»
 dual vektörünü

»
 = 1

»
1 +2

»
2 +3

»
3
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şeklinde al¬rsak

j  j= 1

j 3 j=j ¶ j= sin
»


cos
»
 = 1

sin
»


=) 1 = sin
»
 cos

»


sin
»
 = 2

sin
»


=) 2 = sin
»
 sin

»


3 = cos
»


bulunur. Ohalde

»
 = sin

»
 cos

»

»
1 + sin

»
 sin

»

»
2 + cos

»

»
3 (4.1.10)

yazabiliriz. Burada
»
 =  + ¤ ve

»
 =  + ¤ dual aç¬lar¬ göstermek üzere

Şekil (23) de gösterilmi̧stir. Ayr¬ca Taylor formülünden yararlanarak

sin
»
 = sin+ ¤ cos  cos

»
 = cos¡ ¤ sin

sin
»
 = sin + ¤ cos  cos

»
 = cos ¡ ¤ sin

(4.1.11)

buluruz. Şimdi (4111) eşitli¼gindeki de¼gerleri (4110) eşitli¼ginde yerlerine yazarsak

»
 = (sin + ¤ cos) (cos ¡ ¤ sin)

³
!
 1 + 1

!
 2

´

+ (sin+ ¤ cos) (sin + ¤ cos)
³!
 2 ¡ 1

!
 1
´

+ (cos¡ ¤ sin)
!
 3

elde ederiz. Bu i̧slemleri tek tek yaparsak

»
 = sin cos

!
 1 + sin sin

!
 2 + cos

!
 3

+¤ cos cos
!
 1 ¡ ¤ sin sin

!
 1 ¡ 1 sin sin

!
 1

+¤ sin cos
!
 2 + ¤ cos sin

!
 2 + 1 sin cos

!
 2

¡¤ sin! 3

bulunur. Bu ili̧ski
»
 =

!
 + 

!

¤
oldu¼gundan

!
 ve

!

¤
vektörlerinin matris formu;

!
 =

h
!
 1

!
 2

!
 3

i
2
4

sin cos
sin sin

cos

3
5

!

¤
=
h
!
 1

!
 2

!
 3

i
2
4

¤ cos cos ¡ (¤ + 1) sin sin
¤ cos sin + (¤ + 1) sin cos

¡¤ sin

3
5

(4.1.12)
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şeklinde bulunur.
Di¼ger taraftan

»
 noktas¬, merkezi

»
3 ekseni üzerinde olan

çemberin üzerinde olan bir noktad¬r. Bunu
D
»

»
3

E
= cos

»
 = cos¡ ¤ sin =  (4.1.13)

şeklinde yazabiliriz. Bunun anlam¬

 = 1 () ve ¤ = 2 ()

dir. Ayn¬ zamanda
D
»

»
3

E
= cos

»


ifadesinden
D
»

»
3

E
= h! + 

!

¤

!
 3 + 

!
3
¤
i

= h!! 3i + h! !3
¤
i + h!

¤

!
 3i

= cos+ 
³
h! !3

¤
i+ h!

¤

!
 3i
´

ve (414) eşitli¼ginden yararlanarak

h! !3
¤
i + h!

¤

!
 3i =

D!


!
 ^ ! 3

E
+
D !
 ^ !! 3

E

=
D
!

!
 ^ ! 3

E
+
D!
 ^ !! 3

E

= ¡
D
!

!
 ^ ! 3

E
+
D
!
 ^ ! 3

!

E

=
D!

!
 ^ ! 3

E
¡
D
!

!
 ^ ! 3

E

=
D!
 ¡ !


!
 ^ ! 3

E

=

*
¡¤

!
 ^ ! 3
k ! ^ ! 3 k


!
 ^ ! 3

+

= ¡¤
* !

 ^ ! 3
k ! ^ ! 3 k


!
 ^ ! 3

+

= ¡¤ k ! ^ ! 3 k
= ¡¤ k ! kk ! 3 k sin
= ¡¤ sin

bulunur. Böylece (4112) ve (4113) eşitlikleri a̧sa¼g¬daki ili̧skileri yazmam¬za
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olanak sa¼glar
D
!

!

E

= 1D
!

!

¤E

= 0D
!

!
 3

E
¡ cos = 0D

!

!

¤
3

E
+
D!
¤

!
 3
E
+ ¤ sin = 0

9
>>>>>>=
>>>>>>;

(4.1.14)

(4114) eşitliklerinin  ve ¤ şeklinde sadece iki parametresi vard¬r. Böylece
(4114) eşitlikleri R3 de bir kongruans do¼gru belirtir.

Teorem 4.1.5. (4114) kongruans¬n¬n denklemleri

!
 ( ) =

!
 () ^ !

¤
() + 

!
 () (4.1.15)

şeklindedir (Hac¬saliho¼glu, 1983).

·Ispat: Dayanak e¼grisi
!
 =

!
 () denklemi ile belli olan bir e¼gri ve ana do¼grular¬

!
 =

!
 () birim vektörü olan regle yüzeyin denklemi

!
 ( ) =

!
 () + 

!
 ()

dir.

!

¤
=
!
 ^ !

ve

!
 ^ !

¤
=

!
 ^

³
!
 ^ !

´

=
D
!

!

E
!
 ¡

D
!

!

E
!


=
!
 ¡

D!

!

E!


oldu¼gundan

!
 =

!
 () ^ !

¤
() +

D!

!

E!
 ()

bulunur. Buradan

!
 ( ) =

!
 () ^ !

¤
() +

D
!

!

E
!
 () + 

!
 ()

=
!
 () ^ !

¤
() +

!
 ()

³D
!

!

E
+ 

´
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Figure 6: Şekil 4.2. Regle yüzey

olur ki
³D

!

!

E
+ 

´
=  dersek

!
 ( ) =

!
 () ^ !

¤
() + 

!
 ()

bulunur.
E¼ger (415) eşitli¼ginde iki parametreyi ( ¤)̧seklinde al¬rsak

!
 ( ¤) =

!
 (¤) ^ !

¤
( ¤) + 

!
 ( ¤)

denklemini elde ederiz. Burada
!
 nin koordinatlar¬ (1 2 3) ise (4115) eşitli¼gi

1 = ¡¤ sin ¡ (¤ + 1) sin cos cos +  sin cos
2 = ¤ cos ¡ (¤ + 1) sin cos sin +  sin sin
3 = (¤ + 1) sin

2 +  cos

9
=
; (4.1.16)

denklemini verir.  6= 
2
olmas¬ durumunda (4116) eşitli¼gi

21
22

+
22
22
¡ [3 ¡ (¤ + 1)]

2

[2 cot 1]
2 = 1 (4.1.17)

eşitli¼gini verir. Buradaki iki parametre ¤ ve 1 dir. Böylece bir kongruans
do¼grusu ikinci derece ile gösterilir. Bu kongruans öyle konumlanm¬̧st¬r ki;

28

Win7
Metin Kutusu
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²  do¼grusu ve bu do¼grular¬n aras¬ndaki en k¬sa uzakl¬k ¤ = 2

²  do¼grusu ve bu do¼grular¬n aras¬ndaki aç¬  = 1 dir.

Böylece bu kongruans¬n do¼grular¬n¬n kesi̧simi bir silindir oluşturur ve bu
silindirin yar¬çap¬n¬n ¤ =  ve ekseninin  oldu¼gunu söyleyebiliriz.

Tan¬m 4.1.1. E¼ger bir kongruans do¼grusunun tüm do¼grular¬ sabit aç¬
ile tan¬mlanan do¼grularsa bu kongruans e¼gik kongruans olarak adland¬r¬l¬r
(Hac¬saliho¼glu, 1977).

Bu tan¬ma göre (417) bir e¼gik kongruans temsil eder. Böylece a̧sa¼g¬daki
teoremi verebiliriz.

Teorem 4.1.6.   birim dual küresi üzerinde iki parametreli bir çem-
ber olsun.  nin Study dönüşümü ikinci dereceden bir e¼gim kongruans¬d¬r.
Di¼ger taraftan silindirin  ekseni ve kongruans do¼grusu aras¬ndaki en k¬sa
uzakl¬¼g¬n 2 oldu¼gunu biliyoruz. Bu yüzden bu silindir, kongruans¬n do¼gru-
lar¬n¬n örtüsüdür (Hac¬saliho¼glu, 1977).

O zaman aşa¼g¬daki teoremi verebiliriz.

Teorem 4.1.7.  birim dual küre ve

 =
n!
 j

D!


!

E
= cos (+ ¤) = 

!
 2 

!
 2 

o

 da bir çember olsun.  ve  s¬ras¬yla  ve  nin Study dönüşümü olsun
¤ = ¡1  6= 0 ve ¤ 6= 0 olmas¬ durumunda (4117) denklemi (4118)
denklemine indirgenir.

21
22

+
22
22
¡ 23

2
= 1  = 2 cot 1 =  1 =  2 = ¤ (4.1.18)

Bu ise bir hiperboloid verir. ¤ ve 1 iki ba¼g¬ms¬z parametre oldu¼gundan,
 nin Study dönüşümünün genelde hiperboloidin iki parametreli bir ailesi
oldu¼gunu söyleyebiliriz (Hac¬saliho¼glu, 1977).

Buradan a̧sa¼g¬daki teoremi verebiliriz.

Teorem 4.1.8.  birim dual küresinin bir çemberi  olsun. Ozaman  nin
Study dönüşümü iki parametreli hiperboloid ailesinin bir örtüsü olur (Hac¬sali-
ho¼glu, 1977).
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4.1.1 ÖZEL DURUMLAR

¤ 6= 0 ve  = 
2
Olmas¬ Durumu; Bu durumda (4117) deki kongruans¬n

do¼grular¬n¬n ortogonal kesi̧simi, ekseni  olan ve yar¬çap¬ ¤ olan silindir oluştu-
rur. Bu durumda (4116) denklemi

1 = ¡¤ sin +  cos
2 = ¤ cos +  sin
3 = ¤ + 1

9
=
; (4.1.19)

olur ki, buradan (4115) denklemi

21 + 22 = 22 + 2

3 = ¤ + 1

¾
(4.1.20)

şekline indirgenir (Hac¬saliho¼glu, 1977).

¤ 6= 0 ve  = 0 (veya  = ) Olmas¬ Durumu; Bu durumda  kongru-
ans¬n¬n do¼grular¬ ile silindir birbirleriyle çak¬̧s¬r. Bunun anlam¬  nin Study
dönüşümü silindire indirgenir ve (4116) eşitli¼gindenden

21 + 22 = 22
3 = 

¾
(4.1.21)

bulunur (Hac¬saliho¼glu, 1977).

¤ = 0 ve  = 0 (veya  = ) Olmas¬ Durumu; Bu durumda  kongruan-
s¬n¬n tüm do¼grular¬ ile  do¼grusu çak¬̧s¬r. Buradan (4116) denklemi

21 + 22 = 0
3 = 

¾
(4.1.22)

denklemine indirgenir (Hac¬saliho¼glu, 1977).

¤ = 0 ve  6= 0 Olmas¬ Durumu; Bu durumda  kongruans¬n¬n bütün
do¼grular¬ sabit  aç¬s¬ alt¬nda  ekseni ile kesi̧sir. Buradan şunu söyleyebiliriz, 
kongruans¬n¬n do¼grular¬ iki lineer do¼gru kompleksinin ortak do¼grular¬d¬r. (4116)
eşitli¼ginden

21 + 22 ¡
·
3 ¡ (¤ + 1)

cot 1

¸2
= 0 (4.1.23)

bulunur (Hac¬saliho¼glu, 1977).

¤ = 0 ve  = 
2
Olmas¬ Durumu; Bu durumda ,  üzerinde muazzam

bir çember olur. Dolay¬s¬yla  nin bütün do¼grular¬n¬n ortogonal kesi̧simi  ekseni
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üzerindedir. Bunun anlam¬ e¼gim kongruans¬ ekseni  olan bir lineer kompleks
do¼gruya indirgenir. Buradan (4116) eşitli¼gi

1 =  cos
2 =  sin
3 = 1

9
=
; (4.1.24)

olur veya

21 + 22 = 2

3 = 1

¾
(4.1.25)

şekline dönüşür (Hac¬saliho¼glu, 1977).

4.2 Dual Lorentz Uzay¬

Tan¬m 4.2.1. R3 standart reel vektör uzay¬ üzerinde
!
 = (1 2 3) 

!
 = (1 2 3) olmak üzere

² : R3 £ R3 ¡! R³
!

!

´
¡! h!

!
 i = 11 + 22 + 33

Öklid iç çarp¬m¬ al¬n¬rsa, R3 a…n uzay¬na, Ä 3 ¡  denir ve 3 ile
gösterilir (U¼gurlu ve Çal¬̧skan, 1997).

Tan¬m 4.2.2. R3 vektör uzay¬ üzerinde, Öklid iç çarp¬m¬ yerine
!
 = (1 2 3) 

!
 = (1 2 3) olmak üzere

h i : R3 £R3 ¡! R³
!

!

´
¡! h!

!
 i = 11 + 22 ¡ 33

biçiminde tan¬ml¬ Lorentz iç çarp¬m¬ tan¬mlan¬rsa, R3 a…n uzay¬, 
3¡  olarak isimlendirilir ve R3

1 ile gösterilir (U¼gurlu ve Çal¬̧skan, 1997).

Tan¬m 4.2.3. Lorentz iç çarp¬m¬ pozitif tan¬ml¬ olmad¬¼g¬ndan, Lorentz uza-
y¬ndaki vektörler aşa¼g¬daki biçimde s¬n¬‡ara ayr¬l¬rlar. R3

1 uzay¬nda herhengi bir
vektör

!
 = (1 2 3) olmak üzere;

D
!

!

E
 0 ise

!
 vektörüne time-like vektör

D
!

!

E
 0 ise

!
 vektörüne space-like vektör

D!

!

E
= 0 ise

!
 vektörüne light-like(null) vektör
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Figure 7: Şekil 4.3. I̧s¬k konisi

denir. Buradan şunu söyleyebiliriz; Time-like vektörler ¬̧s¬k konisinin içinde,
light-like vektörler ¬̧s¬k konisinin üzerinde ve space-like vektörlerde ¬̧s¬k
konisinin d¬̧s¬nda bulunurlar (U¼gurlu ve Çal¬̧skan, 1997).

Tan¬m 4.2.4. R3
1 uzay¬nda iki vektör

!
 ve

!
 olsun.

h!
!
 i = 0

ise
!
 ve

!
 vektörlerine Lorentz anlam¬nda diktirler denir (U¼gurlu ve Çal¬̧skan,

1997).

Tan¬m 4.2.5. R3
1 uzay¬nda Lorentzyen birim küre

2
1 =

n
!
 2 R3

1 j h
!

!
i = 1

o

biçiminde tan¬mlan¬r. Benzer olarak Hiperbolik birim küre

2
0 =

n
!
 2 R3

1 j h
!

!
i = ¡1

o

biçiminde tan¬ml¬d¬r.
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Figure 8: Şekil 4.4. Lorentzyen ve hiperbolik birim küreler

Tan¬m 4.2.6.
!
 2 R3

1 time-like vektör olsun.
!
 = (0 1) olmak üzere;

h!! i  0 ise  ya ¡  ¡  Ä

h!! i  0 ise  ya ¡  ¡  Ä

denir.

Tan¬m 4.2.7. R3
1 uzay¬nda iki vektör

!
 ve

!
 olsun.

!
 = (1 2 3) 

!
 =

(1 2 3) olmak üzere
!
 ve

!
 nin Lorentzyen vektörel çarp¬m¬;

!
 1 ^

!
 2 =

!
 3

!
 2 ^

!
 3 = ¡

!
 1

!
 3 ^

!
 1 = ¡

!
 2

!
 2 ^

!
 1 = ¡

!
 3

!
 3 ^

!
 2 =

!
 1

!
 1 ^

!
 3 =

!
 2

olmak üzere

!
 ^

!
 = (1

!
 1 + 2

!
 2 + 3

!
 3) ^ (1

!
 1 + 2

!
 2 + 3

!
 3)

= 11
!
 1 ^

!
 1 + 12

!
 1 ^

!
 2 + 13

!
 1 ^

!
 3+

21
!
 2 ^

!
 1 + 22

!
 2 ^

!
 2 + 23

!
 2 ^

!
 3+

31
!
 3 ^

!
 1 + 32

!
 3 ^

!
 2 + 33

!
 3 ^

!
 3

eşitli¼ginden
!
 ^

!
 = (32 ¡ 23 13 ¡ 31 12 ¡ 21)
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şeklinde bulunur.

Tan¬m 4.2.8.
v
 =

!
 + 

!
¤ve

v
 =

!
 + 

!
 ¤ 2 D3olsun. D3 uzay¬ üzerinde,

D
»

»

E
=
D
!

!

E
+ (

¿
!


!
¤
À
+
D
!

¤

!

E
)

biçiminde dual Lorentz iç çarp¬m¬ tan¬mlan¬rsa (D3 h i) ikilisine dual Lorentz
uzay¬ denir ve D3

1 şeklinde gösterilir.
Yukar¬da verilen eşitli¼gin sa¼g¬ndaki iç çarp¬mlar, R3

1 uzay¬ndaki Lorentz iç
çarp¬m¬d¬r. Böylece

D3
1 =

½
v
 =

!
 + 

!
¤ j !!

¤
2 R3

1

¾

dür (Yayl¬ ve ark., 2002).

Tan¬m 4.2.9.
v
 =

!
 + 

!
¤ 2 D3

1 olmak üzere

i.
!
 space-like vektör ise

v
 dual vektörüne bir dual space-like vektör

ii.
!
 time-like vektör ise

v
 dual vektörüne bir dual time-like vektör,

iii.
!
 light-like(null) vektör ise

v
 dual vektörüne bir dual light-like(null) vektör,

denir.

Tan¬m 4.2.10.
v
 =

!
 + 

!
¤ 2 D3

1 vektörünün normu

k » k=k ! k +

D
!

!

¤E

k ! k
olarak tan¬mlanan bir dual say¬d¬r (Yayl¬ ve ark., 2002).

Tan¬m 4.2.11.
v
 =

!
 + 

!
¤ve

v
 =

!
 + 

!
 ¤ 2 D3

1 olmak üzere
v
 ve

v
 dual

vektörlerinin dual Lorentz anlam¬ndaki vektörel çarp¬m¬

^ : D3 £ D3 ! D3

şeklinde bir i̧slemdir ve

»
 ^

»
 =

!
 ^

!
 + 

µ
!
 ^

!
¤ +

!
¤ ^

!


¶

olarak tan¬mlan¬r (Yayl¬ ve ark., 2002).
Yukar¬da verilen eşitli¼gin sa¼g¬ndaki vektörel çarp¬mlar, R3

1 uzay¬ndaki vektörel
çarp¬mlard¬r.
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Tan¬m 4.2.12.
v
 =

!
 + 

!
¤ 2 D3

1olmak üzere, s¬ras¬yla

»
2

 = f» =
!
 + 

!

¤
jk » k= (1 0) ;

!

!

¤
2 R3

1 
!
 ¡  Äg

»
2
1 = f» = + ¤ jk » k= (1 0) ;

!

!

¤
2 R3

1 
!
 ¡  Äg

cümlelerine, dual Hiperbolik birim küre ve dual Lorentz birim küre denir. 2


nin iki bileşeni vard¬r. 2
 nin bileşenleri (0 0 1) ve (0 0¡1) den geçen future-

pointing dual Hiperbolik birim küre ve past-pointing dual Hiperbolik birim küre

olarak adland¬r¬labilir ve s¬ras¬yla
»

2+

 ve
»

2¡
0 ile gösterilir (Yayl¬ ve ark., 2002).

»

2+

 = f» =
!
 + 

!
¤ 2 2

 j
»
  ¡  ¡  ÄÄg

»
2¡

0 = f» =
!
 + 

!
¤ 2 2

 j
»
  ¡  ¡  ÄÄg

Teorem 4.2.1. R3
1 ün time-like (space-like) do¼grular¬ ve (

!

!

¤
) s¬ral¬ ikilisi

aras¬nda
D
!

!

E

= ¡1 (
D
!

!

E

= 1) ve
D
!

!

¤E

= 0 şeklinde birebir uyum

vard¬r (Yayl¬ ve ark., 2002).

·Ispat: R3
1 de time-like do¼grusu  ve  gibi iki nokta ile verilebilir.  6= 0 ol-

mak üzere bu do¼grunun parametrik denklemi

!
 =

!
 + 

!


olarak verilebilir. Bu takdirde bu vektör;

!

¤
=
!
 ^ ! =

!
 ^ !

ile verilebilir ve
!
 vektörünün momenti olarak adland¬r¬l¬r (orjine göre). Bunun

anlam¬, time-like do¼grusunun
!
 do¼grultman vektörü ve onun moment vektörü

olan
!

¤
, do¼gru üzerindeki     noktalar¬n¬n seçili̧sinden ba¼g¬ms¬zd¬r.

!
 ve

!

¤

birbirinden ba¼g¬ms¬z de¼gildir. Bu durum
D
!

!

E
= 1

D
!

!

¤E

= 0

denklemini do¼grular.

Teorem 4.2.2.
!
 ve

!

¤
¬n  ve ¤ ( = 1 2 3) alt¬ bileşeni 1 time-like do¼grusu-

nun Ä   olarak adland¬r¬l¬r.
»
2

 dual Hiperbolik

birim küre olmak üzere  ve
n
;

»
1

»
2

»
3 timelike

o
s¬ras¬yla 2

0 nin merkezini
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ve dual ortonormal sistemi göstersin.

»
 =

!
  + 

!

¤
  1 ·  · 3 (4.2.1)

ve
»
1 ^

»
2 =

»
3

»
2 ^

»
3 = ¡»1

»
3 ^

»
1 = ¡»2

9
>=
>;

(4.2.2)

dir. Ayr¬ca
D
!
 1

!
 1
E
= 1D

!
 2

!
 2

E
= 1D

!
 3

!
 3

E
= ¡1

9
>>>=
>>>;

(4.2.3)

dir. Bu durumda f »1
»
2

»
3g R3

1 uzay¬n¬n ortonormal sistemidir.
!

¤
 moment

vektörü
!

¤
 = ^ !  1 ·  · 3 (4.2.4)

şeklinde yaz¬labilir. Bu moment vektörleri R3
1 ün vektörleri oldu¼gundan;

!

¤
 =

3X

=1


!
    2 R 1 ·  · 3 (4.2.5)

yazabiliriz. (425) eşitli¼ginden

!

¤
1 = 11

!
 1 + 12

!
 2 + 13

!
 3

!

¤
2 = 21

!
 1 + 22

!
 2 + 23

!
 3

!

¤
3 = 31

!
 1 + 32

!
 2 + 33

!
 3

yazarsak
D
!

¤
 
!
 

E
=
D
1

!
 1 + 2

!
 2 + 3

!
 3

!
 

E
= 0 , 1 ·  · 3

olaca¼g¬ndan  = 0 bulunur. Di¼ger taraftan
D
!

¤
1
!
 2

E
+
D
!
 1

!

¤
2

E
=

D
!

¤
2
!
 3

E
+
D
!
 2

!

¤
3

E


=
D
!

¤
3
!
 1

E
+
D
!
 3

!

¤
1

E


= 0
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ve
D
11

!
 1 + 12

!
 2 + 13

!
 3

!
 2

E
+
D
!
 1 21

!
 1 + 22

!
 2 + 23

!!
 3

E
= 0

eşitli¼ginde
12 + 21 = 0

oldu¼gunda
12 = ¡21

bulunur. Ohalde;
D
!

¤
1
!
 1
E
= 11

D
!

¤
2
!
 2
E
= 22

D
!

¤
3
!
 3
E
= ¡33

D!

¤
1
!
 2
E
= 12

D!

¤
2
!
 1
E
= 21

D!

¤
2
!
 3
E
= ¡23

D
!

¤
3
!
 2

E
= 32

D
!

¤
3
!
 1

E
= 31

D
!

¤
1
!
 3

E
= ¡13

olur. Buradan ise

11 = 22 = 33 = 0

12 = ¡21 = 1

23 = 32 = 2

31 = 13 = 3

kabul edersek

!

¤
1 = 1

!
 2 + 3

!
 3

!

¤
2 = ¡1

!
 1 + 2

!
 3

!

¤
3 = 3

!
 1 + 2

!
 2

ve 2
64

!

¤
1

!

¤
2

!

¤
3

3
75 =

2
4

0 1 3
¡1 0 2
3 2 0

3
5

2
64

!
 1
!
 2
!
 3

3
75 (4.2.6)

bulunur. Böylece Study dönüşümü
»
2

0 de dual Lorentzyen ortogonal sistemden
R3
1 de reel Lorentzyen ortogonal sisteme bir dönüşüm olarak verilebilir. (421) ve
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(426) ili̧skisi bize Study dönüşümünün matris formu olarak şu şekilde verilebilir;

»
1 =

!
 1 + 

!

¤
1

=
!
 1 + 

h
1
!
 2 + 3

!
 3

i

=
!
 1 + 1

!
 2 + 3

!
 3

»
2 =

!
 2 + 

!

¤
2

=
!
 2 + 

h
¡1

!
 1 + 2

!
 3

i

=
!
 2 ¡ 1

!
 1 + 2

!
 3

»
3 =

!
 3 + 

!

¤
3

=
!
 3 + 

h
3
!
 1 + 2

!
 2

i

=
!
 3 + 3

!
 1 + 2

!
 2

2
64

»
1
»
2
»
3

3
75 =

2
4

1 1 3
¡1 1 2
3 2 1

3
5

2
64

!
 1
!
 2
!
 3

3
75 (4.2.7)

Böylece dual Lorentzyen ortogonal matrisi tan¬mlam¬̧s olduk.

Teorem 4.2.3. R3
1 de Lorentzyen hareketler dual Lorentzyen ortogonal ma-

trislere birebir kaŗs¬l¬k gelir (Yayl¬ ve ark., 2002).

Tan¬m 4.2.13. E¼ger bir yüzeyin normali her noktada space-like ise yüzey time-
like yüzey olarak adland¬r¬l¬r ve e¼ger yüzeyin normali her noktada time-like ise
yüzey space-like yüzey olarak adland¬r¬l¬r. Bir diferansiyellenebilir e¼gri;

 2 R ¡! () 2
»
2

0

olmak üzereR3
1 ün diferansiyellenebilir vektörlerinin ailesi  parametresine ba¼gl¬d¬r

ve
»
 () ler time-like yüzey oluşturur.

v
 ve

v
 

»
2

 de iki vektör belirtsin 
v
 ve

v
 vektörlerinin temsil ettikleri yönlü do¼grular aras¬ndaki hiperbolik aç¬ ve ¤bu
iki vektör aras¬ndaki en k¬sa mesafe olsun.

»
 = + ¤

dual say¬s¬na
v
 ve

v
 aras¬ndaki dual aç¬ denir.
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Teorem 4.2.4.
v

v
 2

»
2+

 olsun. Öyleyse
D
»

»

E
= ¡ cosh

»


ve
¡ cosh

»
 = ¡ cosh¡ ¤ sinh

dir.

·Ispat: Öncelikle şunu söyleyelim dual vektörlerin Lorentzyen iç çarp¬m¬n¬n tan¬m¬n-
dan; D

»

»

E
=
D
!

!

E
+ (

D
!

!

¤E

+
D
!

¤

!

E
)

oldu¼gunu biliyoruz. Burada
D
!

!

E
= ¡ cosh

dir.
!

¤
ve

!

¤
s¬ras¬ ile 1 ve 2 time-like do¼grular¬n¬n üzerindeki  ve  noktalar¬n¬n

seçili̧sinden ba¼g¬ms¬z olduklar¬ndan  ve  noktalar¬ 1 ve 2 do¼grular¬n¬n ortak
dikmesinin ayaklar¬ olarak düşünülebilir. Bu ortak dikme yönündeki birim vektör;

 = ¨
!
 ^ !
k ! ^ ! k

dir. E¼ger 1 ve 2 aras¬ndaki en k¬sa uzakl¬k ¤ ile gösterilirse;

!
 ¡ !

 = ¨
!
 ^ !
k ! ^ ! k

¤

!

¤
=
!
 ^ ! ve

!

¤
=
!
 ^ ! oldu¼gundan

D
!

!

¤E

=
D
!

!
 ^ !

E
= ¡

D
!
 
!
 ^ !

E

D
!

¤

!

E

=
D
!
 ^ !!

E
=
D
!

!
 ^ !

E

dir. Son iki eşitli¼gi toplarsak;
D
!

!

¤E

+
D
!

¤

!

E

=
D
!
 ¡ !

 
!
 ^ !

E

= ¨
D !

^!
k!^! k

¤
!
 ^ !

E

= ¨ ¤

k!^! k

D
!
 ^ ! ! ^ !

E

= ¨¤ k ! ^ ! k
= ¨¤ sinh
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bulunur. Sonuç olarak;
D
»

»

E
= ¡ cosh¨ ¤ sinh

elde edilir. Bu son ifadede (¡) i̧sareti göz önüne al¬n¬rsa
D
»

»

E
= ¡ cosh¡ ¤ sinh

bulunur.
»
 = + ¤bir dual say¬ olmak üzere Taylor formülü gere¼gi;

 (+ ¤) =  () + ¤¶() + 2 
¤2

2
¶() + 

¡ cosh (+ ¤) = ¡ cosh¡ ¤ (sinh)
= ¡ cosh¡ ¤ sinh

= ¡ cosh
»


bulunur. Şimdi teoremin özel durumlar¬n¬ verelim;

²
D
»

»

E
6= 0 . Bunun anlam¬

v
 ve

v
 do¼grular¬ ortogonal olmayabilir.

²
D
»

»

E
=sadece reel ise ¤ = 0 . O zaman

v
 ve

»
 do¼grular¬ birbiriyle kesi̧sir.

²
D
»

»

E
= (1 0) =)  = 0 ise

v
 ve

»
 do¼grular¬ paralel ve ayn¬ yönlüdür.

E¼ger ¤ = 0 ise bu iki do¼gru ayn¬ zamanda çak¬̧s¬kt¬r.

²
D
»

»

E
= (¡1 0) =)  =  ise

v
 ve

»
 do¼grular¬ paralel ve z¬t yönlüdür.

E¼ger ¤ = 0 ise bu iki do¼gru ayn¬ zamanda çak¬̧s¬kt¬r.

4.3 H20 Çemberi Üzerinde Study Dönüşümü

Dual time-like birim vektörü
»
3 e kaŗs¬l¬k gelen do¼gru  olsun. E¼ger biz  de bir 

noktas¬n¬ seçersek o zaman
2 = 3 = 0

olur ve böylece (427) matrisini
2
64

v
1
v
2
v
3

3
75 =

2
4

1 1 0
¡1 1 0
0 0 1

3
5

2
64

!
 1
!
 2
!
 3

3
75 (4.3.1)
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matrisine dönüştürürüz. Bu dönüşümün inversi;
2
64

!
 1
!
 2
!
 3

3
75 =

2
4

1 ¡1 0
1 1 0
0 0 1

3
5

2
64

v
1
v
2
v
3

3
75 (4.3.2)

olur. O zaman;
D
»

»
3

E
= ¡ k » k  k »3 k  cosh

»
 = ¡ cosh

»


bulunur. Öyleyse

1
0 =

n
»
 2 2+

0 j
D
»

»
3

E
= ¡ cosh

»
 = 

o

olur. Biz
»
 dual vektörünü

»
 = 1

»
1 +2

»
2 +3

»
3

şeklinde al¬rsak

j  j= 1

j 3 j=j ¶ j= sinh
»


cos
»
 =

1

sinh
»


=) 1 = sinh
»
 cos

»


sin
»
 =

2

sinh
»


=) 2 = sinh
»
 sin

»


3 = cosh
»


bulunur. Ohalde

»
 = sinh

»
 cos

»

»
1 + sinh

»
 sin

»

»
2 + cosh

»

»
3 (4.3.3)

Şekil 4.3.1. Hiperbolik birim küre üzerinde birim çemberolarak yaz¬labilir. Burada
»
 = + ¤ ve

»
 =  + ¤ s¬ras¬yla dual Hiperbolik aç¬ ve dual aç¬d¬r. Ayr¬ca

Taylor formülünden yararlanarak

sinh
»
 = sinh+ ¤ cosh  sin

»
 = sin + ¤ cos

cosh
»
 = cosh+ ¤ sinh  cos

»
 = cos ¡ ¤ sin

(4.3.4)

bulunur. Şimdi (434) eşitli¼gindeki de¼gerleri (433) denklemindeki yerlerine
yazarsak;
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Figure 9: Şekil 4.5. Hiperbolik birim küre üzerinde birim çember

»
 = (sinh + ¤ cosh) (cos ¡ ¤ sin)

³
!
 1 + 1

!
 2

´

+(sinh+ ¤ cosh) (sin + ¤ cos)
³
!
 2 ¡ 1

!
 1

´

+(cosh+ ¤ sinh)
!
 3

elde ederiz. Bu i̧slemleri tek tek yaparsak

»
 = sinh cos

!
 1 + sinh sin

!
 2 + cosh

!
 3

+¤ cosh cos
!
 1 ¡ ¤ sinh sin

!
 1 ¡ 1 sinh sin

!
 1

+¤ cosh sin
!
 2 + ¤ sinh cos

!
 2 + 1 sinh cos

!
 2

+¤ sinh
!


bulunur. Bu ili̧ski
»
 =

!
 + 

!

¤
oldu¼gundan

!
 ve

!

¤
vektörlerinin matris formu;

!
 =

h
!
 1

!
 2

!
 3

i
2
4

sinh cos
sinh sin
cosh

3
5

!

¤
=
h
!
 1

!
 2

!
 3

i
2
4

¤ cosh cos ¡ (¤ + 1) sinh sin
¤ cosh sin + (¤ + 1) sinh cos
¤ sinh

3
5

(4.3.5)

şeklinde bulunur. Di¼ger taraftan
»
 noktas¬, merkezi

»
3 ekseni üzerinde olan çem-
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berin, üzerinde olan bir noktad¬r. Bunu
D
»

»
3

E
= ¡ cosh

»
 = ¡ cosh¡ ¤ sinh =  (4.3.6)

şeklinde yazabiliriz. Bunun anlam¬;

 = 1 () ve ¤ = 2 ()

Ayn¬ zamanda
D
»

»
3

E
= h! + 

!

¤

»
3i = h

!

»
3i + h!

¤

»
3i

oldu¼gundan
h! »3i + h!

¤

»
3i = ¡ cosh¡ ¤ sinh

bulunur. (435) ve (436) eşitlikleri aşa¼g¬daki ili̧skileri yazmam¬za olanak sa¼glar;
D
!

!

E
= ¡1D

!

!

¤E

= 0D
!

»
3

E
+ cosh = 0D

!

!

¤
3

E
+
D
!

¤

!
 3

E
+ ¤ sinh = 0

9
>>>>>>=
>>>>>>;

(4.3.7)

(433) eşitli¼ginin iki parametresi vard¬r bunlar  ve ¤ d¬r. Böylece (437) eşitli¼gi
R3
1 de time-like kongruanslar¬n¬ gösterir. Şimdi biz Ä ker 

bu kongruans¬ hesaplayal¬m.  kongruans¬n herhangi bir noktas¬n¬ belirtsin. O
zaman Teorem 4.1.5. den

!
 =

!
 ( ¤) ^ !

¤
( ¤) + 

!
 ( ¤) (4.3.8)

bulunur. E¼ger
!
 nin koordinatlar¬

!
 = (1 2 3) ise bu bize aşa¼g¬daki eşitlikleri

verir.

1 = ¡¤ sin ¡ (¤ + 1) cosh sinh cos +  sinh cos
2 = ¡¤ cos ¡ (¤ + 1) sinh cosh sin +  sinh sin

3 = ¡ (¤ + 1) sinh
2 +  cosh

9
=
; (4.3.9)

Bu durum bize;

21
22

+
22
22
¡ [3 ¡ (¤ + 1)]

2

(2 cot )
2 = 1 (4.3.10)

eşitli¼gini verir. Burada iki parametre ¤ ve 1 dir. Böylece bunlar time-like
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do¼grusunun ikinci dereceden bir kongruans¬n¬ gösterir. Bu kongruans¬n do¼grular¬
öyle konumlanm¬̧st¬r ki;

²  ve bu do¼grular¬n en k¬sa Lorentzyen uzakl¬¼g¬ ¤ = 2 dir.

²  ve bu do¼grular¬n Hiperbolik aç¬s¬  = 1 dir.
Tan¬m 4.3.1. E¼ger time-like kongruanslar¬n¬n tüm do¼grular¬ sabit hiper-
bolik aç¬ ile tan¬mlanan do¼grularsa bu kongruans time-like e¼gim kongruans¬
olarak adland¬r¬l¬r. Bu tan¬ma göre (69) bir time-like e¼gim kongruans¬ tem-
sil eder (Yayl¬ ve ark., 2002).
Böylece aşa¼g¬daki teoremi verebiliriz.

Teorem 4.3.1. 1
0 ,

»
2

0 dual hiperbolik birim küresi üzerinde iki parame-
treli bir çember olsun. 1

0 in Study dönüşümü ikinci dereceden bir time-like
e¼gim kongruans¬d¬r (Yayl¬ ve ark., 2002).

4.3.1 ÖZEL DURUMLAR

¤ 6= 0 ve  = 0 Olmas¬ Durumu; Bu durumda time-like kongruans¬n¬n
do¼grular¬ time-like silindirinin ana noktas¬ ile çak¬̧s¬r. Bunun anlam¬ şudur; 1

0 in
Study dönüşümü (439) eşitli¼ginden

21 + 22 = 22
3 = 

¾
(4.3.11)

time-like silindirine indirgenir (Yayl¬ ve ark., 2002).

¤ = 0 ve  = 0 Olmas¬ Durumu; Bu durumda kongruans üzerindeki do¼gru-
lar¬n tümü  do¼grusu ile çak¬̧s¬r. Gerçekten (439) eşitli¼gi  time-like do¼grusuna
indirgenirse

21 + 22 = 0
3 = 

¾
(4.3.12)

olur (Yayl¬ ve ark., 2002).

¤ = 0 ve  6= 0 Olmas¬ Durumu; Bu durumda  ekseni üzerindeki do¼grular¬n
tümünün kesi̧siminin sabit aç¬s¬  dir. Buradan şunu söyleyebiliriz do¼grular¬n
kongruans¬n¬n iki lineer kompleks do¼grusu time-like do¼grusu ile ortakt¬r. (439)
eşitli¼ginden

21 + 22 ¡
[3 ¡ (¤ + )]2

cot 2
= 0 (4.3.13)

bulunur (Yayl¬ ve ark., 2002).
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4.4 S21 Çemberi Üzerinde Study Dönüşümü

Dual space-like birim vektörü
»
3 e kaŗs¬l¬k gelen do¼gru  olsun. E¼ger biz  de bir

 noktas¬n¬ seçersek ozaman

2 = 3 = 0

olur. Böylece (427) matrisini
2
64

v
1
v
2
v
3

3
75 =

2
4

1 1 0
¡1 1 0
0 0 1

3
5

2
64

!
 1
!
 2
!
 3

3
75 (4.4.1)

matrisine dönüştürürüz. Bu dönüşümün inversi;
2
64

!
 1
!
 2
!
 3

3
75 =

2
4

1 ¡1 0
1 1 0
0 0 1

3
5

2
64

v
1
v
2
v
3

3
75 (4.4.2)

olur. Biz
»
 dual vektörünü

»
 = 1

»
1 +2

»
2 +3

»
3

şeklinde al¬rsak

j  j= 1

j 3 j=j ¶ j= cosh
»


cos
»
 =

1

cosh
»


=) 1 = cosh
»
 cos

»


sin
»
 =

2

cosh
»


=) 2 = cosh
»
 sin

»


3 = sinh
»


bulunur.
1
1 =

n
»
 2 2

1 j
D
»

»
3

E
= ¡ sinh

»
 = 

o

dönüşümü 2
1 üzerinde bir dönüşüm ve

»
 da 1

1 de bir vektör olsun. Böylece
»


dual vektörü
»
 = cosh

»
 cos

»

»
1 + cosh

»
 sin

»

»
2 + sinh

»

»
3 (4.4.3)

olarak gösterilebilir. Burada
»
 = +¤ ve

»
 = +¤ s¬ras¬yla dual Hiperbolik

aç¬ ve dual aç¬d¬r. Ayr¬ca Taylor formülünden yararlanarak
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Figure 10: Şekil 4.6. Lorentz birim küresi üzerinde birim çember

sinh
»
 = sinh+ ¤ cosh  sin

»
 = sin + ¤ cos

cosh
»
 = cosh+ ¤ sinh  cos

»
 = cos ¡ ¤ sin

(4.4.4)

elde ederiz. (444) eşitli¼gindeki de¼gerleri (443) eşitli¼ginde yerlerine yazarsak;

»
 = (cosh+ ¤ sinh) (cos ¡ ¤ sin)

³
!
 1 + 1

!
 3

´

+ (cosh+ ¤ sinh) (sin + ¤ cos)
!
 2

+ (sinh+ ¤ cosh)
³
!
 3 + 3

!
 1

´

elde ederiz. Bu i̧slemleri tek tek yaparsak

»
 = cosh cos

!
 1 + cosh sin

!
 2 + sinh

!
 3

+¤ sinh cos
!
 1 ¡ ¤ cosh sin

!
 1 ¡ 1 cosh sin

!
 1

+¤ sinh sin
!
 2 + ¤ cosh cos

!
 2 + 1 cosh cos

!
 2

+¤ cosh
!
 3

elde edilir. Buradan
!
 ile

!

¤
vektörlerinin matris formu aşa¼g¬daki şekilde

verilebilir;
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!
 =

h
!
 1

!
 2

!
 3

i
2
4

cosh cos
cosh sin
sinh

3
5

!

¤
=
h
!
 1

!
 2

!
 3

i
2
4

¤ sinh cos ¡ (¤ + 1) cosh sin
¤ sinh sin + (¤ + 1) cosh cos
¤ cosh

3
5

(4.4.5)

Di¼ger taraftan
»
 vektörü

»
3 ekseni etraf¬nda döndürülürse

D
»

»
3

E
= ¡ sinh

»
 = ¡ sinh¡ ¤ cosh =  (4.4.6)

yazabiliriz. Bunun anlam¬  = 1 () ve ¤ = 2 () dir. (445) ve (446)
eşitliklerinden aşa¼g¬daki eşitlikleri yazabiliriz.

D
!

!

E
= ¡1D

!

!

¤E

= 0

h 3i+ sinh = 0
h ¤3i+ h¤ 3i + ¤ cosh = 0

9
>>>>=
>>>>;

(4.4.7)

(447) eşitli¼ginde iki parametre  ve ¤ d¬r. (447) R3
1 de space-like uyumu

temsil eder. Şimdi biz Ä ker  bu kongruans¬n eşitliklerini
hesaplayal¬m.

!
 bu kongruans üzerinde bir nokta belirtsin. O zaman Teorem

4.1.5. den
!
 =

!
 ( ¤) ^ !

¤
( ¤) + 

!
 ( ¤) (4.4.8)

olur. ^ Lorentzyen d¬̧s çarp¬md¬r. E¼ger
!
 nin koordinatlar¬ (1 2 3) ise bu bize

aşa¼g¬daki eşitlikleri verir.

1 = ¡¤ sin + (¤ + 1) cosh sinh cos +  cosh cos
2 = ¤ cos + (¤ + 1) sinh cosh sin +  cosh sin
3 = (¤ + 1) cosh

2 +  sinh

9
=
; (4.4.9)

Bu durumda (449) eşitliklerinden aşa¼g¬daki eşitli¼gi elde ederiz;

21
22

+
22
22
¡ [3 ¡ (¤ + 1)]

2

()2
= 1 (4.4.10)

Burada iki parametre ¤ ve 1dir. Böylece bir space-like do¼grusunun kongruans¬
ikinci derece ile temsil edilebilir. Buradan şu sonuçlar ç¬kar¬l¬r;
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²  do¼grusu ve bu do¼grular aras¬ndaki en k¬sa Lorentzyen uzakl¬k

¤ = 2

dir.

²
³
»
1

»
2

´
space-like düzlemi ve bu do¼grular¬n merkez aç¬s¬

 = 1

dir.

Tan¬m 4.4.1. E¼ger tüm space-like do¼grular¬ space-like düzlemi ile sabit aç¬ya
sahipse bu kongruans space-like e¼gim kongruans¬ olarak adland¬r¬l¬r (Yayl¬ ve ark.,
2002).
Bu tan¬ma göre (449) eşitli¼gi space-like e¼gim kongruans¬ temsil eder. Böylece
aşa¼g¬daki teoremi verebiliriz.

Teorem 4.4.1. 1
1 dönüşümü, 

2
1 dual Lorentzyen birim küre üzerinde iki para-

metreli bir dönüşüm olsun. 1
1 in Study dönüşümü ikinci dereceden space-like

e¼gim kongruans¬d¬r (Yayl¬ ve ark., 2002).

4.4.1 ÖZEL DURUMLAR

¤ 6= 0 ve  = 0 Olmas¬ Durumu; Bu durumda space-like kongruans¬n¬n
ortogonal kesi̧simleri time-like silindirini oluşturur ki ekseni  ve yar¬çap¬ ¤ d¬r.
Böylece (449) eşitli¼gi (4411) e indirgenir (Yayl¬ ve ark., 2002).

21 + 22 = ¤2 + 2

3 = ¤ + 1

¾
(4.4.11)

¤ = 0 ve  = 0 Olmas¬ Durumu; Bu durumda tüm do¼grular¬n ortogo-
nal kesi̧simi  eksenidir. Bunun anlam¬ tüm kompeks lineer do¼grular  eksenine
indirgenir. (449) eşitli¼gi bize

21 + 22 = 2

3 = ¤ + 1

¾
(4.4.12)

eşitli¼gini verir (Yayl¬ ve ark., 2002).

¤ = 0 ve  6= 0 Olmas¬ Durumu; Bu durumda tüm do¼grular  sabit merkez
aç¬s¬ ile  ekseni üzerinde kesi̧sirler. (449) eşitli¼ginden

21 + 22 ¡
[3 ¡ (¤ + 1)]

2

2
= 0 (4.4.13)
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bulunur (Yayl¬ ve ark., 2002).

5 SONUÇLAR ve ÖNER·ILER

Dual say¬lar ilk defa W. K. Cli¤ord (1845-1879) taraf¬ndan geometrik araşt¬r-
malar¬nda bir araç olarak kullan¬ld¬. Daha sonra E. Study çizgi geometrisi ve
kinematik araşt¬rmalar¬nda dual say¬lar ve dual vektörleri kullanm¬̧st¬r[11]. Veld-
kamp (1976) dual birim vektörler ve dual vektör çiftleri yard¬m¬yla dual birim
küreyi ifade etmi̧s ve dual küresel hareketleri vermi̧stir. Ayr¬ca dual hareket ve
reel uzay hareketi aras¬ndaki ba¼g¬nt¬y¬ göstermi̧stir[13]. E. Study, 3-boyutlu Öklid
uzay¬n¬n yönlü do¼grular¬n¬n D3 dual uzay¬n¬n 2 dual birim küresinin noktalar¬na
birebir karş¬l¬k geldi¼gini göstermi̧stir[11]. 2 dual birim küresi üzerine çizilmi̧s
bir çemberin çizgiler uzay¬ndaki kaŗs¬l¬¼g¬ H. H. Hac¬saliho¼glu taraf¬ndan göster-
ilmi̧stir[6]. 3-boyutlu Öklid uzay¬ yerine R3

1 Lorentz uzay¬n¬ göz önüne alarak, bu
uzaydaki yönlü space-like (time-like) do¼grular¬n, D3

1 dual Lorentz uzay¬n¬n 
2
1(

2
0)

dual Lorentz (Hiperbolik) birim küresinin noktalar¬ ile birebir eşlenebilece¼gi Y.
Yayl¬ taraf¬ndan gösterilmi̧stir[14]. Bu tezde ilk olarak dual uzay tan¬t¬larak bu
uzaydaki bir vektörün normu, iki vektör aras¬ndaki aç¬ gibi genel tan¬mlar ver-
ildi. Daha sonra dual uzay üzerinde Study dönüşümünün matris kaŗs¬l¬klar¬ elde
edildi. Bununla birlikte D-modüldeki dual birim küre üzerindeki bir çemberin
Study dönüşümü gösterildi. Tezin sonraki k¬s¬mlar¬nda Lorentz uzay¬ ve dual
Lorentz uzay¬ tan¬t¬ld¬. Sonras¬nda dual Lorentz uzay¬ndaki Study dönüşümünün
matris kaŗs¬l¬klar¬ elde edildi. Son olarak bu uzaydaki dual Hiperbolik ve dual
Lorentzyen birim küreler üzerindeki çemberlerin Study dönüşümleri gösterildi.
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ÖZET 

 

Bu tez beş bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm giriş kısmına ayrılmıştır. İkinci 

bölümde dual uzay tanıtılmış olup bu uzay ile ilgili daha önceki çalışmalarda yer alan tanım ve 

teoremlere yer verilmiştir. Diğer iki bölüm çalışmanın orijinal kısımlarıdır. Üçüncü bölümde tez 

ile ilgili materyal ve yöntemler verilmiştir. Dördüncü bölümde bir çemberin Study dönüşümü 

verilmiş ve bu dönüşümün matris karşılıkları elde edilmiştir. Bununla birlikte D-modüldeki dual 

bir küre üzerindeki bir çemberin Study dönüşümüde gösterilmiştir. Son olarak bazı özel durumlar 

ve bu durumların herbirinin geometrik sonuçları elde edilmiştir. Yine bu bölümde Lorentz uzayı 

ve dual Lorentz uzayı tanıtılmış olup dual Lorentz uzayında Study dönüşümünün matris 

karşılıkları elde edilmiştir. Bununla birlikte bu uzaydaki dual Hiperbolik ve dual Lorentzyen 

birim küreler üzerindeki çemberlerin Study dönüşümleri gösterilmiştir. Son bölümde ise tez ile 

ilgili sonuçler ve öneriler gösterilmiştir.  
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SUMMARY 

  

This thesis consist of five chapters. First chapter is devoted to the introduction. In chapter 

second introduced that the dual spaces and deals with the concepts and definitions on dual spaces. 

Other  two chapters are the original part of the study. In chapter third shown that material and 

method in connection with thesis. In chapter forth we have introduced that the dual spaces and we 

have obtained the matrix equations of Study mapping. Furthermore, we have showed the Study 

map of a circle which lie on the dual unite sphere in D-module. Finally we have obtained some 

special cases each of which is a geometrical result. Again in this chapter we have introduced that 

Lorentz space, dual Lorentz space and we have obtained the matrix equations of Study mapping. 

Furthermore, we have showed the Study maps of circles which lie on the dual Hyperbolic and 

dual Lorentzian unite spheres at the dual Lorentzian space. In the last chapter we have shown 

results and recommendations in connection with thesis.  

                                                                                                                                           

 




