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ONSOZ ve TESEKKUR

Bu tezde literatiirde bilinen Jensen esitsizligi ve uygulamalar1 ele alinmistir. Jensen esitsizligi
kullanilarak klasik esitsizlerden Young, Cauchy-Buniakowsky-Schwarz, Holder, Minkowski
esitsizligi gibi klasik esitsizlikler elde edildi.

Ayrica, Jensen esitsizliginin integral versiyonu, Jensen esitsizliginin bir versiyonu, Jensen
esitsizliginin tersi lizerine, Jensen esitsizligi i¢in en iyi ist sinir ve global iist sinir, Jensen esitsizligi ve
yeni entropy sinirlari, olasilikta Jensen esitsizligi, zaman skalasinda Jensen esitsizligi, Jensen
esitsizliginin yeni bir versiyonu ve sonuglar, Hemite-Hadamard esitsizligi, Hardy ve Polya-Knopp
esitsizlikleri, Wright konveks fonksiyonlarda Jensen esitsizligi gibi Jensen esitsizliginin c¢esitli

uygulama alanlari ele alinmustir.

Yaptigum bu tez ¢aligmasinin her asamasinda yardimlarini1 benden esirgemeyen degerli hocam
Dog. Dr. Tanfer TANRIVERDI’ye (Harran Universitesi), tez jiirimde bulunduklarindan dolay1 Prof.
Dr. M. Emin OZDEMIR (Atatiirk Universitesi) ve Prof. Dr. Seyit TEMIR’e (Harran Universitesi)

tesekkiir ederim.

Ayrica her zaman yanimda olan desteklerini benden esirgemeyen aileme ve sevgili arkadasim

Necla AKSU’ ya en igten tesekkiirlerimi sunarim.
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1. GIRIS

Matematik ve matematigin alt branslarinda kullanilan en temel
enstriimanlarindan bir konuda esitsizlikler teorisidir. Bu alt branglardan bazilari;
fonksiyonel analiz, integral ve diferansiyel denklemler teorisi, interpolasyon teorisi,
harmonik analiz, istatistik, olasilik teorisi, optimizasyon ve benzerleri. Ayni
zamanda, esitsizlikler mekanik, fizik ve diger bilimlerde de yaygin bir kullanima

sahiptir.

Bu tez calismasinda, biz daha ¢ok daha dnce calisilmis Jensen esitsizligini ve
bu esitsizligin sonucu olarak elde edilen diger esitsizlikleri ve uygulamalarini
calisacagiz. Bu esitsizlik, kisacast digbiikey veya icbiikey fonksiyonlarda,
'fonksiyonun beklenti degerinin', 'beklenti degerinin fonksiyonuna' genelde esit
olmadigini ifade eder. Diger bir degisle, eger verilerinin ortalamasini alip fonksiyonu
uygularsaniz, her bir veriye fonksiyonu ayr1 uygulayip ortalamayr aldiginiz
zamandan daha farkli bir sonug elde edersiniz. Burada fonksiyonun egrilik 6zelligi
ana faktorlerden biridir. Jensen esitsizligi 6zellikle digbiikey dagilim fonksiyonlarimin
cok kullanildig1 istatistik ve olasilik teorisi gibi alanlarda biiylik O6nem arz

etmektedir.

Uygulamali ve piir matematikte ¢ok 6nemli bir role sahip olan konvekslik basit
ve dogal bir kavramdir. Konvekslik kavrami Jensen c¢aligsmalariyla iin kazanmistir.
Konveks fonksiyonlarinin dogal tanim kiimesi konveks kiimelerdir. Konveksligin
temel kavramini anlamak i¢in ilk olarak, bilinen bir kiimenin konvekslik kavrami

ilgili temel 6zellikler anlasilabilir bir sekilde anlatilacaktir.

Sonra, bir fonksiyonunun konvekslik kavrami ve ilgili temel 6zellikleri ifade
edilecektir. Konveks bir fonksiyon maksimum degerini tanim kiimesinin sinirinda
alir ve kesin olarak konveks bir fonksiyon en ¢ok bir minimuma sahiptir. Konveks

fonksiyon, bu iki 6zelligiyle uygulamali ve teorik matematikte yaygin bir kullanima
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sahiptir. Bunu takiben Jensen esitsizligi ve uygulamalar1 ve diger esitsizliklerle olan

baglantisina yer verilecektir.

Matematikte, bildigimiz ve yaygin kullanima sahip olan esitsizliklerin ¢ogu
aslinda Jensen esitsizliginden elde edilir. Yani, bilinen diger esitsizlikler Jensen
esitsizliginin degisik konveks fonksiyonlarla kullanilmasindan elde edilir. Bu durum,
konvekslik kavraminm ne kadar temel bir kavram olduguna isaret eder. Ornegin,
Aritmetik-Geometrik Ortalama, the Ky-Fan esitsizligi, Holder esitsizligi, Minkowski
esitsizligi vb. Jensen esitsizliginden elde edilebilir. Ayn1 zamanda, bu Jensen

esitsizliginin uygulamalarina bilgi (information) teorisinde rastlamak miimkiindiir.

Son yillarda, esitsizlik teorisi sistematik olarak ¢ok calisilmakta ve hali hazirda
hizli bir gelisim gostermektedir. Konuya ilgi gittikge artmaktadir. Bilinen
esitsizliklerin degisik varyasyonlar1 ve ispatlar1 ve genellestirilmis varyasyonlari
bircok arastirmaci tarafindan c¢alisilmaktadir. Bu konuda, yayimlanmis bircok
bilimsel kitap ve makale bulunmaktadir. Simetrige sahip esitsizlikler analiz ve kismi
diferansiyel denklemlerde oldukca o6nemli ve ilgingtirler. Ozellikle, esitsizlik
teorisinde konveks fonksiyonlarla baglantili esitsizlikler oldukc¢a 6nemlidir. Cok
bilinen bu esitsizliklerden bir tanesi de Hermite-Hadamard esitsizligidir. Jensen
esitsizligi ve bu esitsizligin sonucu olarak elde edilen diger bir¢ok Onemli
esitsizlikler ifade edilerek ispatlartyla (varsa degisik ispatlariyla) ve uygulamalariyla
verilecektir. Literatiirde bu konuda yazilmis kitap ve yayimlanmis makalelerden
istifade yoluna gidilecektir. Ayrica, soz konusu esitsizliklerin diskrit (ayrik) ve
integral varyasyonlar1 da ele alinacaktir. Temel esitsizlik teorisine, ¢ok bilinen ve
literatiirde sik¢a kullanilan diskrit (ayrik) ve integral esitsizliklerini tanitmak ve
uygulamalarina yer vermek esas amagctir. Bunun yaninda detayli olarak caligilmamis
esitsizliklerle ilgili mevcut kaynak sikintisina yardimci olacak sekilde katalog

olusturmaktir.
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2. ONCEKIi CALISMALAR

2.1. Konveks Kiimeler ve Konveks Fonksiyonlar
2.1.1. Konveks kiimeler

Bu boliimdeki temel kavramlar, lemmalar ve teoremler (Boyd and
Vandenberghe, 2004; Niculescu and Persson, 2006; Roberts and Varberg, 1973;
Murota, 2003) kaynaklarindan derlenmistir.

Sezgisel olarak, kiimenin herhangi iki noktasini birlestiren bir dogru parcasinin
tiim noktalarin1 iceren bir kiimeye konveks kiime denir.

2.1.1.1. Tanim. V' bir vektor uzayi ve u,v €V olsun. Bu halde u,v nin tiim konveks
kombinasyonlarinin kiimesi
w,eViw, =(1-Au+Ar,0< 1 <1} 2.1)
ile ifade edilir.
2.1.1.2. Tanmm. K c V,u,v € K olsun. (2.1) denklemi saglaniyorsa ( yani, (2.1) K
nin bir alt kiimesi ise ), K kiimesine konveks kiime denir.
2.1.1.1. Ornek. I =[a,b]c R ise I konvekstir.
Coziim. ¢,d e R,c <d ve 0< A <1olsun. Bu halde,
a<c=(1-A)c+ic<(-A)c+Ad <(1-A)d+id=d <b.
2.1.1.2. Ornek. (0, 0) merkezli ¢ yarigaph disk R’de konvekstir.

Céziim. Her x, ye R*,0< A <1 olsun. ||x|| =c,

y|| = c dir. Bu halde,
O X I Y I P ¥ R (W

Tanimlanan diskin konveks oldugu goriiliir.

2.1.1.3.0rnek. H = {x e€R":ax, +a,x, +...+a,x, = c} kiimesinin bir konveks

kiime oldugunu gorelim.
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Coziim. x,ye H ve 0<A<lolsun. Bu halde, z= (1 — /1)x + Ay e H oldugunu
gorelim. z = (1- /l)z ax,+Ay ay, = (1= )+ Ac = ¢ oldugundan H konvekstir.
i=1 i=1

2.1.1.1. Sonuc. R’ de ax + by +cz =d diizlemi konvekstir.

2.1.1.4. Ornek. 4, tipinde bir matris be R" ve S = {x ER":Ax = b} (Yani, S

kiimesi Ax = b sisteminin ¢6ziim kiimesidir). S nin konveksligini gorelim.
Coziim.  A[(1-A)x+Ay]=(1-2)Ax+ A1 Ay=(1-A)p+Ab=b oldugundan S
konvekstir.

2.1.1.5. Ornek. B = {x eRrR": ||x|| < 1} kiimesi konvekstir.

Céziim. Her x,y € B igin |(1- 2)x + | < (1= 2) x|+ A|y| < (1= 2)+ 2 =1

oldugundan B konvekstir. Ozel olarak, B= {x eER" ||x|| < 1} ise B yine konvekstir.
2.1.1.6. Ornek. R" nin kendisi de konvekstir.
2.1.1.1. Lemma. C c R" konveks ise C nin kapanis1 (¢/ (C )Veya C ) da konvekstir.

ispat. x,y e C olsun. Bu halde n — o i¢in x, - x ve y, — y olacak sekilde C

iginde {x,}*, ve {y,}7, dizileri vardir. 0< 2 <1 icin z, =(1- A)x, + 4 y, olsun.

C nin konveksliginden z, € C dir. Ustelik, n— o igin z, — (1—2A)x+ Ay.

Yani,z, € C dir. Diger bir degisle C konvekstir.

Say1 dogrusu lizerinde [0, l] ve [2,3] kapal1 araliklarinin birlesiminin konveks

olmasi1 gerekmez.
2.1.1.2. Lemma. Keyfi sayidaki konveks kiimelerin kesisimi de konvekstir.

Ispat. {K,} , konveks kiimelerin bir ailesi ve X =[]k, olsun. x,ye X ise

aed

kesisimin tanimindan dolayr o € 4 i¢in x,y € K,. Bu K, larin konveks oldugu
onceden bilinmektedir. Dolayisiyla herhangi bir aeAd ve Ae [0, l] icin
(1-Ax+Ayek,.

2.1.1.3. Lemma. C,C, ve C,,R" nin konveks alt kiimeleri ve f € R ise

a) fC= {z ER":z=[px,x€ C} konvekstir.
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b) C,+C, = {z eR":z=x+x,,x, €C,x, € Cz} konvekstir.

Ispat. (a) nin ispat1 asikardr.

b) z,,z, €C, +C, ve 0< A <1 olsun. z, =x, +x,,x, € C;,x, € C, ve benzer olarak
zZ,=y,+y,, ¥, €C,,y, €C, dir.

(1= )z +Az, = (1= A)x, +x,)+ Ay, +3,) = [1=A)x, + Ay, ]+ (1= 2A)x, + 4y, ]
Burada, [(l —A)x, + /lyl]+ [(1 — A)x, + /1y2] eC +C, dir.

Ax B = {(a,b) cae A,b e B}, ifadesi 4 ve B kiimelerinin kartezyen ¢arpimint
ifade eder. Burada sira 6nemlidir. Yani, Ax B # Bx 4 dir.
2.1.1.7. Ornek. A=[-1,1] ve B=[-11] ise AxB={(x,y):-1<x<1,-1<y<1}
ifadesi karedir.
2.1.1.8. Ornek. R* = RxR dir.
2.1.1.9. Ornek. C c R* konveks ve S = R* x C olsun. S bir dik silindir ve
S = {(z,x) eR:z>0,xeC } ile ifade edilir. Eger Ozellikle
C= {(u,v) eR>:u”+1v* < 1} seklinde alimirsa bu halde S,x,y diizleminin
yukarisinda yatan dik dairesel silindir belirtir (Alt1 olmayan bir silindir).

2.1.1.10. Ornek. Genel olarak 4 ve B bostan farkli /' vektor uzayinda iki konveks

kiime olsun. Bu halde 4 x B konvekstir.
Cozim. AxB={(x,y):xed,yeB} ve x,x,€4,y,y,€B olsun. O zaman
(o ), (x,,,) € Ax B dir. 0< 2 <1 olmak iizere
(1= 2)0x, )+ Al v2) = (L= 2Dy, (1= )y )+ (A, + 23,)]

=[((0= A, + 20, (0= 2Dy, + 23]
olur. Burada 4 ve B nin konveksliginden ((1- A)x, + Ax,)e 4 ve((1-A)y, + A y,) e B
oldugundan ((1-A)x,,»,)+A(x,,,))€ AxB dir.

2.1.14. Lemma. K konveks bir kiime ve /1],...,1,120,2/1i:1015un. Eger

i=1

n
X, Xy,... X, €K 1se le./il. e K dir.

i=1
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Ispat. Ispat1 timevarim ile yapalim. n =1 icin durum asikardir. n=2 icin de

konvekslik tanimm geregince durum asikardir. n=r i¢in z/lixl. e K olsun.

i=1

.
konveks kombinasyonunu goz oniine alalm. o = z/li
i=1

Ax, + A%+ + A x

r+l

olsun. Bu halde,

r+l r

l-a= ;/11' _.izl;ti = At ('rzlﬂ’ixi]—l_ﬂ’r-ﬂxrﬂ = a(zixi]—l_(l_a)xrﬂ

-1 &

”

A . ) . A < e
E — =1 ve tlimevarim hipotezinden E —x, € K oldugunu biliyoruz. x,,, €K
= & =l &

oldugundan sag taraf K daki iki noktanin konveks kombinasyonudur. Yani,

r+l n
Z/lixi e K dir. Zﬂixi e K ifadesi x,,...,x

i=1 i=1

lerin kombinasyonu veya n tane

n

nokta olan x,,...,x, larn kombinasyonu olarak bilinir.

2.1.2. Konveks fonksiyonlar

2.1.2.1. Tanim. f:R" — R bir fonksiyon olsun. 0 < A <1 olmak iizere

S+ (1= 2)x,) < 2 £ (3 )+ (1= 2)/(x,) (2.2)
oluyorsa f fonksiyonuna konvekstir denir. Burada, x, # x, dir.
2.1.2.1. Sonug. (2.2) ifadesinde < yerine < yazilirsa f ye kesin olarak konvekstir

denir.

2.1.2.2. Sonug. f fonksiyonu konveks ise — f* fonksiyonu konkavdir.

Geometrik olarak bir f fonksiyonunun grafigi, Gr = {(x, y)e R :y=f (x)} ile
tanimlanir. Bu halde (2.2) ifadesinin geometrik yorumu, (xl, f (x1 )), (xz, f (x2 ))
noktalarini birlestiren dogru parcasi iizerindeki herhangi bir nokta daima f (x)
degerlerinden biiyiiktiir veya esittir. ]7(/1)= f(Ax, +(1=2)x,) seklinde tanimlanan
f:R — R, A degiskenine bagli konveks bir fonksiyondur. f fonksiyonunun tanim

kiimesi bir boyutlu olsun. Bu halde, (2.2) ifadesi x, <x, olmak iizere,

S, + (1= A)x,) < 2 f () + (1= 2) £ (x, ), (2.3)
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x=Ax, +(1-A)x, ise (2.3) ifadesi

X=X

flay)=1(x) (2.4)

Xy =X Xy =X

Bu son determinant koseleri 4, =(x,, f(x,)), 4= (x, f(x)) 4, =(x,,f(x,)) olan

ticgenin alanmin iki katidir. Kdseleri birlestiren yon saat ibresinin tersi yoniidiir.

A — A—> A, — A, olur. (2.4) ifadesinin sol tarafi olan f(x), 1= (e, =)+ (e~ )

Xy =X
ile ¢carpilirsa
F5)= 1) £le)= s () 0.5
X — X, X, —X
elde edilir.

2.1.2.1. Teorem. f:R — R konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart f ”(x) >0.

Ispat.  (2.5) denkleminden  kolayca  goriiliir. x—x' durumunda

f!(x)<f(x2)_f(x1) >f(x2)—f(xl)

)< L2220 elde edilir. Benzer olarak x — x; iken f'(x,)>
X, =X Xo =X

olup f '(xz)z £'(x,) olmasim gerektirir. f ’(x2)2 f '(xl) bu ise f ’(x) fonksiyonunun
x 1in azalmayan bir fonksiyonu oldugunu ve dolayisiyla ikinci tiirev mevcut ve

£"(x)=0 dur.

Tersine f nin tiirevlenebilirligi ve x in azalmayan bir fonksiyonu oldugu

kosulu goz Oniine alinirsa bununla birlikte x, <x <x, ile tiirevler i¢in Ortalama

1) 1) _ ) S)=s )

X=X, X, —X

= f’(cz)

Deger Teoremini kullanarak,

olacak sekilde ¢, € (xl,x), c, € (x, xz) vardir. (2.5) esitsizliginden f '(02)2 f '(cl)

elde edilir. Bu durum, £ nin konveksligine vurgu yapar.
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2.1.2.1. Not. (a,b) acik araliginda, {x, }iZO dizisi kesin olarak artan bir dizi olsun. Bu

flx)-f(x)

X — X,

i i-1

Sx=h)- f(x)
h

halde i>2i¢in ve herhangi ¢ >0 icin tim x, <b—¢& olmak lizere

oranlari yukaridan snirlidir. Béylece her x € (a, b), £'(x)=lim <

h—0,

dir. Bu halde, lirl{l f_'(x)z oo olasiligi miimkiindiir.

2.1.2.1. Ornek. [—1,1] kapali araligi {izerinde f(x)=-+1-x> almursa bu durum

gozlenir.

Ayni muhakeme ile herhangi x € (a,b) aralig igin,

f '(x) = lim f (x hl h}?_f (x) > —oo yazilir. Dolayisiyla (2.5) ifadesinden f! (x)Z f_'(x).

* h—0_
[a,b] kapali aralig1 {izerinde tammli ve (a,b) agik aralig1 iginde siirekli olan herhangi
bir / konveks fonksiyonu i¢in f!(x) sonludur.

2.1.2.2. Ornek. Yukaridaki durum ug noktalar i¢in gegerli olmayabilir.

11} 7)==, 1) £ )=, f(X)={

0, x=Lx=-1
—Nl1-x*,xe(-11)
f_'(x)< f! (x) sart1 igin (a,b) acik araligindaki bu tip siireksizlik noktalarinin sayisi

sayilabilir sayidadir.

[a,b] kapali araligi iizerinde diferansiyellenebilen bir f (x) fonksiyonu
azalmayan (artan) bir tlireve sahip ise f (x), (kesin olarak) konvekstir. Eger
f (x), (a,b) acik araliginin her yerinde negatif olmayan ikinci tiireve sahipse f (x) bu

acik aralik iizerinde (kesin olarak) konvekstir.
2.1.3. Konveks fonksiyonlarin 6zellikleri

2.1.3.1. Teorem. a) f konveks ve ¢ sabitise ¢ f konvekstir.
b) f, g konveks iki fonksiyon ise f+g konvekstir.

¢) f konveks, artan ise ve u konveks ise f(u(x)) konvekstir.
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ispat. a) ¢ /(Ax+(1-2)y)<c(2 £ (x)+(1-2)/(»))
=2 f(x)+c(1-2)1(v)
=Jc f(x)+(1=2)c ().
b) (f+gNa+(1-2)y)=f(xc+(1-2)y)+ gl +(1-2)y)
<A f(x)+(1=2)f(v)+ 2glx)+ (1= 2)g(v)
= Af +g)x)+(1=2)1 +g)v).
¢) (A +(1=2)y) < f(Aulx)+ (1= Ahu(y)) < 2 faalx)) + (1= 2) £ ()
d) / fonksiyonu [a, b] kapali aralig: iizerinde sabit olmayan konveks bir fonksiyon
ise f,(a,b) acik araligmn iginde lokal maximuma sahip olamaz.
ispat. x, €(a,b) agik arahginda lokal bir maximum olsun. Bu halde x,,x, €(a,b)
vardir Gyle ki x, <x,,x,>x, ve x,=Ax,+(1-A)x, vyazlabilir. Ustelik,
f(x,)< f(x,), f(x,)< f(x,) dir. Bu esitsizliklerden en az bir tanesi kesin olarak
esitsizliktir. ilk esitsizlik A ile ikinci esitsizlik (1-4) ile garpilir ve bu iki ifade
toplanirsa f(x,)> A f(x,)+(1-1)f(x, Jelde edilir. Bu ise f nin konveksligi ile
geliski teskil etmektedir.

e) [a,b] kapali araligi {izerinde f (x) konveks ve x, >Xx, olacak sekilde sabitlenmis
X, X, € [a,b] olsun. Bu halde tim xe(x,x,) agik araligi icin konvekslik
tanimindaki esitsizlik ya daima esitliktir ya da daima kesin olarak esitsizliktir.

ispat. x e[x,,x,] icing(x)= f(x)-1(x)= f(x)+(~(x))

X, — X X=X,

)+ f(x,)Bu halde, g(x) konveks iki

Xy =X Xy =X

olsun. Burada, I(x)=

fonksiyonun toplamidir ve g(xl)= g(x2)=0 dir. Dolayisiyla xe(xl,xz) acik aralig
icin g(x) ya sabittir ya da lokal bir minimuma sahip degildir. Bu durum ise (d)

sikkinin ispatinda ifade edilen esitsizlik ya esitlige ya da kesin olarak esitsizlige

tekabiil eder.
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2.1.4. Cok degiskenli fonksiyonlar

F = {x eR": f (x)s ¢, Cce R} ifadesine alt seviye (sublevel) kiimesi veya seviye
kiimesi denir.

2.1.4.1. Not. Seviye kiimesi Epi(f) veya Epigraph olarak da bilinir.
2.1.4.1. Teorem. C c R" konveks ve f:C — R* bu halde asagidakiler denktir.
a) Epi(f) konvekstir. Yani, F, konvekstir.

b) Zn:ﬂizl,}tizo,xieCVei:I, .1 igin f[Z/Lx,jszn:/l,f(xi).
i=1

¢) Herhangi x,y e C, 1€[0,1] igin f(1-2)x+ )< (1-2)f(x)+ 2 £(»).

Ispat. (a) = (b) oldugunu gorelim. Tim i=1,...,n, ( f (xi ), X, ) € epi( f ) olsun.

Epigraph’in konveksliginden Zﬂ[ ( f (Z/l f Zﬂ X, j € Epz
i=l

Bu ise sirasiyla f [Z Alle < 2/1 f (b) ifadesi (c) ifadesini gerektirir.

i=1 i=1

Simdi (c) nin (a) ifadesini gerektirdigini gérelim. (c,,x, ),(c,,x, )€ epi(f) olsun. Yani,
epilf)={(c;,x))e R*xC:c, 2 f(x,)l, epilf)={(c;,x,) e R*xC ¢, > f(x, )}
0< <1 olmak iizere (1-A)c,,x,)+ Alc,,x,)=((1=A)e, + Ac,,(1=A)x, + Ax, ),
f(x,)<¢, ve f(x,)<c, oldugundan (1—-A)f(x,)+ A f(x,)<(1=2A)c, + Ac,. Buise
(c) nin konveksliginden (1—A)x, +Ax, =6 olmak iizere

S=2)x + 20, ) < (1= 2) (3, )+ 2 £ (x,) < (1= 2)e, + 2e,
olup A e epi( f ) tir.

Bu ispati1 daha farkli ve 6z bir sekilde ifade edelim. f fonksiyonu konveks
olsun. F, nin konveks oldugunu goérelim.

Flx, +(1=2A),) < A f(x,)+ (1= 2)f(x,) < e+ (1= A)c =c.
Tersine F, konveks olsun, f nin konveks oldugunu gorelim. x,,x,, f nin tanim
kiimesinden alnan iki eleman olsun. f(x,)= f(x,)=c oldugunu kabul edelim. Bu

halde F, konveks oldugundan x = Ax, +(1—A)x, € F, yazilir. F, nin tanimidan

10
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FlAx, +(1=A)x,)<e=21(x, )+ (1= 2)f(x,)
2.1.4.2.Not. f(x,)= f(x,) ise g(x)=f(x)-1(x) almr ve f(x,)=1(x,), f(x,)=1(x,)
oldugundan g(xl ) = g(xz) olup yukaridaki argliman takip edilir.
2.1.4.1. Lemma. Lineer fonksiyonlar konvekstir.
Ispat. f(1-A)x+Ay)=(a,(1-A)x+ ) +b=(1-2A)a,x)+ Aa,y)+(1-A)p+ b
= (1=2)(a,x)+8)+ A(a,y)+b)=(1-2)f (x)+ 2 £ ()
dolayistyla f* konvekstir. Burada esitsizlik (zayif esitsizlik) esitlik olmustur.

2.1.4.2. Lemma. f(x)=(a,x) ve ¢:x—[f(x)' olarak tanimlanan ¢ konvekstir.

ispat. (1-A)p(x)+ A0(y)-p(1-A)x+ 1y)=(1-2)a* + 18> —(1- D+ A B

=(1- ) - p) 0.
Burada, a = f(x), #= f(y). Ozel olarak f:R — R, f(x)=x almrsa ¢(x)=x* olur.
2.1.4.3. Lemma. C konveks ve f:C — R konveks bir fonksiyon olsun. Bu halde
tim o e R i¢in {x e C: f(x)<a} ve {xe C: f(x)<a} seviye kiimeleri konvekstir.
2.1.4.4. Lemma. f fonksiyonu konveks olsun. Asagidaki ifadeler denktir.
a) f lokal minimuma sahiptir.
b) f global minimuma sahiptir.
2.1.4.3. Not. Kisaca f nin lokal minimuma sahip olmas1 i¢in gerek ve yeter sart

global minimuma sahip olmasidir.

Ispat. x konveks f fonksiyonunun lokal minimumu olsun. Bu halde x in bir U
komsulugun da herhangi bir z igin f(x)< f(z) dir. 0<2<1, A yeterince kiigiik
secilirse herhangi bir y,z = Ax+(1-A)y,
2@+ (=21 ()2 f(x+(1=2)y)= f(z)> f(x)
Yani, f(y)> f(x) tir.
2.1.4.5. Lemma. C konveks f:C — R kesin olarak konveks fonksiyon olsun.
Bu halde, /' minimumunu en fazla bir noktada alir.
Ispat. M bostan farkli minimal noktalarin kiimesi ve x =y noktalarmi igersin.

0<A<1 icin M konveks oldugundan (l —)t)x +AyeM dir. Fakat f kesin olarak

11
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konveks oldugundan m= f((1-Ax+1y)<(1-A)f(x)+ A f(y)=m. Bu ise
¢eligkidir. Dolayistyla, x = y dir.
2.1.4.4. Not. Eger f tiirevlenebilir ise elementer islemler kullanilur.
2.1.4.2. Teorem. f:1 <R — R reel degerli ve diferansiyellenebilir bir fonksiyon
olsun. Bu halde eger f,[ iizerinde azalmayan bir fonksiyon ise f fonksiyonu
konvekstir.
ispat. x,y €I ve x <y olsun. Herhangi bir 0< 2 <1 igin z, =(1-A)x+ 1y
Ortalama Deger Teoremi geregince
JW)=fz)+(r=2,)1") ve f(z,)= fx)+(z, -x)f' ()
olacak sekilde x<v<z, <u<y,u,veR vardr.
y—z,=y—(1-Ap-y=01-2A)y-x)z, —x=(1-Ax+ Ay -x=Ay—x),
SW)=fz,)+ =20y =x)/ (). 2, = £(x)+ 2y =x)/ ()
v<u ve ayrnca f' ifadesi azalmayan oldugundan son denklemden,
f(z,)< f(x)+ Ay —x)f"(u) yazahr. Bu son esitsizlik (1-1) ile ve f(y) de — 2 ile
garpilip toplanirsa,
(1=2)f(z)= 2 f)< W= 2)f )+ 20 = 2Ny =x)f ") = 2./ (z,) = A1 = 2Ny = 2)/ (w)
yazilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa
(U=2)f(z)+ 2 1(z,) = f(z,) < (=2)f () + 2 £ (v)
2.1.4.3. Teorem. C c R" agik konveks ve f,C iizerinde siirekli tiirevlenebilir
olsun. Asagidakiler denktir.
a) Tim x,y e C i¢in E(x,y)=f(y)- f(x)-(V/(x)y - x)>0
b) C iginde Vf(x) monotondur.
¢) Ciizerinde f konvekstir,
ispat. (a) nin dogru oldugunu kabul edelim. Yani C x C iizerinde £(x,y)> 0 olsun.
)= )2 (Vf(x)y=x), f(x)=70)2 V() x=2) ==V hy—x)

ikinci esitsizlikten f(y)- f(x)=(Vf(y)x—y) ve bdylece,
(Vf () =V (x).y = x) = (W )y =) = (Vf (x).y = x)
> (f(v)= &)= ()= f(x)) = 0

12
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olur. Bu halde, x — Vf(x),C i¢inde monotondur.
x = Vf(x),C de monoton ve x,yeC olsun. ¢:[01]— R, o(t)= f(x+t(y-x))
seklinde tanimlansm. Eger ¢,[0,1] kapali araliginda konveks ise f de C iizerinde
konvekstir. Bunun i¢in #,v €[0,1] olsun
(1= 2+ )= fla+[1=2u+ 2]y~ x))
= £ =2+ ]+ [(1= A+ ]y).

Diger taraftan,
(1= 2+ ) < (U= 2)f (x4 uly = x))+ 4 fla+v(y - x)).

Yukaridaki ifadelerde u=0,v=1 ahmrsa f((1-A)x+Ay)<(1-2)f(x)+21(»)

a,f y1 0<a< <1 olacak sekilde segelim. Bu halde,
0'(B)=¢'(e) = (f (x+ By =)= VS (x + ae(y = %)),y = x)

ve u=x+a(y—x) ve v=x+fB(y—x) seklinde segilirse v—u =(8—a)y—x) olur.
0 (B)- /(@)= (V/ (1)~ V/{uhv-u) 2 0.

Yani, ¢’ azalmayan bir fonksiyondur. Boylece, ¢ konvekstir.

Son olarak eger ¢, C lizerinde konveks ise sabitlenmis x,y € C i¢in
W2)=(=A)f(x)+ 2 ()= f (1= A+ Ay)
Bu halde, 4 — h(/l) fonksiyonu negatif olmayan bir fonksiyondur. [0,1] kapali
araliginda diferansiyellenebilir ve minimum degerini de A=0 da alir. Burada,
0<7'(0)=E(x, y).
2.1.4.1. Sonu¢. C konveks bir kiime, f,C iizerinde siirekli tiirevlenebilir konveks
bir fonksiyon olsun. Tim y e C igin <Vf (x), y—x*> >0 olacak sekilde bir x" € C
varsa x  a f nin C iizerindeki mutlak minimum noktas: denir.

Ispat. Bir onceki teoremden dolay1 f  fonksiyonunun konveksligi

) -r (x* ) > <Vf (x* ) y— x*> olmasim  gerektirir.  Hipotezden  dolayi,

F0)2 1 J (vl by =) 2 1)

13
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DcR" acgik olsun, f:D— R, D icinde siirekli ikinci mertebeden kismi

tiirevlere sahip olsun. Bu halde, nxn tipindeki ikinci merteben kismi tiirevleri i¢eren

2 2 2
f nin Hessian matrisi V> f(x) veya F(x), Vif(x)= %gxlgix])% ve 8i0£j = Gijé;i

oldugundan Hessian matrisi simetrik matristir.
f:D — R ye siirekli tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Bu halde, D i¢inde x,,x,
noktalarini birlestiren dogru parcasi
f(xz):f(xl)+<Vf(ﬂuc1 +(1—/1)x2), X, —x1>
olacak sekilde bir 0 <A <1 varligin1 garanti eder. Bu ifade Taylor teoremi veya

Genellestirilmis Ortalama Deger Teoremleri olarak da bilinir.

Eger f ikinci mertebeden siirekli tiirevlenebilir bir fonksiyon ise

f(xz): f(x1)+<Vf(xl),x2 —x1>+%<x2 —xl,sz(ixl +(l—/1)x2)(x2 —x1)>

olacak sekilde A €[0,1] vardr.

Hessian matrisi simetrik oldugundan simetrik matris ile ilgili birkac sey

sOylemekte fayda vardir.

2.1.4.1. Tamm. A,nxn tipinde simetrik bir matris olsun. Timx e R", igin
<x, Ax> >0 (x’Ax > 0) oluyorsa, A matrisine yar1 pozitif taniml1 matris denir. x # 0
tim x € R" i¢in <x, Ax> >0 (x’Ax > 0) oluyorsa 4 matrisine pozitif tanimlidir denir.

Pozitif taniml1 bir matrisin eigen (6z) degerleri pozitiftir.

2.1.4.6. Lemma. D c R" agik ve konveks bir kiime, f: D — R ikinci mertebeden
stirekli tiirevlenebilir fonksiyon olsun. Bu halde f nin konveks olmasi i¢in gerek ve
yeter sart f nin D boyunca yar1 pozitif tanimli olmasidir.

Ispat. Taylor teoreminden baz1 1 € [O, 1] icin
F0)= 6+ (9 () y =)+ 2 (=5, V2 ot Ay =)o)

yazilir. Eger yar1 pozitif tanimli bir matris ise f(y)> f(x)+ <Vf (x), y- x>

buda £ (x, y) nin tanmudir. E(x, y) nin konveks olmasini gerektirir.

14
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Tersine Hessian matrisi yar1 pozitif tanimli matris olmasin. Bu halde, Hessian

matrisinin siirekliliginden A € [0,1] i¢in bir y € D vardir. Oyle ki,
<y—x, sz(x+/1(y—x))(y—x)> <0.
Taylor a¢ilim1 geregince, £ (x, y) <0 ¢ikar. Bu durum f nin konveks olmadigini

garanti eder.

Young esitsizliginin analitik bir ispat1 i¢in (Diaz ve Metcalf, 1970), daha genel
teoremler i¢cin (Hardy ve ark., 1952), farkli varsayimlar altindaki ispati igin
(Mitrinovic, 1973) ve konveks analizdeki kullanimlar1 i¢in (Niculescu ve ark., 2006;
Robert ve Varberg, 1973) bakilabilir. Jensen esitsizliginin integral versiyonunun
ifade ve ispatt icin (Polya ve ark., 1952) bakilabilir. Jensen esitsizliginin
genellestirilmis bir versiyonu ve konveks fonksiyonlar i¢in Jensen esitsizliginin tersi

i¢cin (Dragomir, 2001) bakilabilir.

f, 1 kapal aralig1 lizerinde konveks bir fonksiyon olmak iizere agirlikli

Jensen diskrit (ayrik) esitsizligi i¢in en iyi Uist sinir elde edilmistir (Cirtoaje, 2011).

Cok bilinen diskrit Jensen esitsizligi i¢in (Mitrinovic, 1970; Mitrinovic ve ark.,
1993) bakiniz. Bir f fonksiyonu iizerine sinirlamalar konmaksizin Jensen esitsizligi
i¢cin bir global {ist sinir ve Jensen esitsizligi ve yeni entropi sinirlar1 (Simic, 2008;
Simic, 2009) tarafindan verilmistir. Olasilikta Jensen esitsizligi ve tanimlamalar i¢in
(Ross, 1994; Devore, 1995) bakiniz. Zaman skalasi iizerinde Jensen esitsizliginin
ispat1 klasik Jensen esitsizligiyle benzerdir. 7 =R ise zaman skalasindaki Jensen
esitsizligi klasik Jensen esitsizligiyle aynidir. Eger 7'=Z ise Jensen esitsizligi ¢cok

bilinen aritmetik-geometrik ortalama esitsizligine indirgenir (Agarwal ve ark., 1998).

Jensen esitsizliginin yeni bir versiyonu ve ilgili sonuglari, iki degiskenli
fonksiyonlar i¢in Jensen esitsizligi ve ayni zamanda diizlemde smurli bir alan
tizerindeki konveks bir fonksiyon i¢in Hermite-Hadamard esitsizliginin bir alt sinir1

elde edilecektir (Zabandan ve Kiligman, 2012). Hermite-Hadamard esitsizligi i¢in
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(Mitrinovic ve ark., 1985; Zabandan, 2009). Hardy-Polya-Knopp esitsizlikleri ve
Hardy esitsizliginin bir limiti olarak Polya-Knopp esitsizligi (Hussain, 2005-2008)

tarafindan verilmistir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Jensen Esitsizligi
3.1.1. Genellestirilmis konvekslik tanimi

Asagidaki tanimlamalar ve ¢ikarsamalarin bir kismi i¢in (Boyd ve
Vandenberghe, 2004; Niculescu ve Persson, 2006; Roberts ve Varberg, 1973)

calismalarina bakilabilir.

R" >R, Zn:zi =1,4 20(i=1,...,n) olsun.

f(iﬂixijsifgf(xi) (3.1)

oluyorsa f fonksiyonuna konvekstir denir.
n =2 ise durum agiktir. Yani, geleneksel konvekslik tanimi elde edilir. n—1>2 i¢in

(3.1) ifadesi dogru olsun. Eger A4, <1 (A4, =1 ise asikardir) ise konvekslik tanimi

geregince

(3o (W 2 )

n-1
<A f(x,) f A X,
-4,

<A F(x )+ A, (%) +..+ 4, F(x,)

n

n-1 n-1 _
olur. Burada dikkat edilmesi gereken husus, Z A _ ! Z/ii = =4, =1
o 1-4, 1-4,3 1-1

n

n

olmasidir.

3.1.1.1. Not. (3.1) ifadesinde A, = P olsun. Bu halde Zﬁi =1 oldugu goriiliir.

Zpi

Ayrica (3.1) ifadesi

17
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f {Zzppx ) < z;: foi ) (3.2)

seklinde olur. Bu ifade de zaman zaman Jensen Esitsizligi olarak yazilir.

Konveks (konkav) fonksiyon séz konusu oldugunda klasik esitsizliklerin ispati
icin ¢ok bilinen Jensen esitsizliginden istifade edilir. Ornegin, f(X), X in ¢ift
kuvvetleri, iistel ve logaritmik olarak verilebilir. Bu halde, [a,b] kapali araliginda bir

f(X) fonksiyonu verilsin. Ayrica, X, =a, X, =b ve [a,b] kapali aralig1 igerisinde

i=L..,n i¢in X, >X  olacak  sekilde P, =AX =X, — X

. olsun,

Z p, = Z:AXi =b—a olsun. n— o halinde (3. 2) denklemindeki sag tarafin pay1

b? —a’

ve

D e

AX ¢
f(x)dx ve sol tarafta f(%} olur. Boylece, ZXiAXi — _[ xdx =
a

_T f (x)dx

elde edilir.
b-a

dolayisiyla f (b er aj <

Benzer bir muhakeme ile g(X) integrallenebilir bir fonksiyon olsun. (3.2)

denkleminde p, =AX;, ve X, yerine de g(xi) alinirsa (3.2) denklemi

.Tg(x)dx
f| 2 <

b-a b-a

Ozel olarak, burada f(x)=Inx olsun. Bu halde, Jensen esitsizliginden

> pix ) D pInx D P lnq_[ A ) o\
| > , | > | X" 2 p 1

n( >p P >n P [T yaip
kolaylikla tiim x; > 0 i¢in

([Tx")sn < 2P (3

zpi

Young esitsizligi elde edilir. Ozel olarak, tiim p, =1 ise

18
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> [Tx. (3:4)

Bu ise aritmetik-geometrik ortalama arasindaki bagintidir. (3.4) denkleminde X;

1 Al n . : .
yerine — yazilirsa p HX 2 — harmonik ve geometrik ortalama arasindaki
X:

Zi

i=1 X

baginti elde edilir. f(x) =x*, x>0 ve k >1 olmasi1 halinde Jensen esitsizliginden

K
(plxl""“_'—pnxn] < P X1k+...+ P Xnk =(p1X1k+---+annkXZ pi)_

>p b b

olur. Buradan,
Cpx) <X px ) p ) (3.5)

elde edilir. k=2,p, =y,” ve x, - X alinirsa

Yi
2%, S\/ﬁ\/ﬁ

cok bilinen Cauchy-Buniakowsky-Schwarz esitsizligi elde edilir.

k', k nin eslenigi olsun. Yani, &+% =1 dir. Bu halde (3.5) esitsizliginde

p, = yik', X, = Xi, alimirsa (Baz1 X;,y; sayilart icin) (3.5) denkleminden Holder

k'-1
i

esitsizligi

DY S(ink)i(Zyik')%

elde edilir. Ozel olarak k= p, k’=q alinirsa (notasyonel anlamda) bilinen klasik

formiil elde edilir.

Cauchy-Buniakowsky-Schwarz esitsizligi ¢ok bilinen Holder esitsizliginin

n =2 halidir. Ozel olarak Cauchy-Buniakowsky-Schwarz halinde y, =1 almirsa
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3.1.1.2. Not. Holder esitsizlig genellikle iki sayili Young esitsizliginden elde edilir.

Y, =Y, Y, =1-y ve a=x", f=x,"" alimrsa
1 1
of <ya’ +y B’
1 1 . 1 . , 1 . . .. . .
—+—=1. Yani k=— ise k'=— dir. Diger bir degisle esleniktirler. Netice
y 'y y y

itibariyle iki say1 i¢in Holder esitsizligi

1 1
<—af+—
af<. @'+ o p

olur. Eger X, Y, ,(i =1,2,...,n) ise son esitsizlikte ¢, = X, =, = Yi 1
(ink)E (Zyik,)?
2%
alinirsa (o = Zai = —=—— ve benzer olarak S = Z p; tammlanirsa)
xik)E
Zx Yi . 1 L .
(Ex FEyF

bulunur.

Holder esitsizliginden yine ¢ok onemli bir esitsizlik olan Minkowski esitsizligi elde

1
edilir. x e R" olsun. ||X||k :@Xi k)E (k >1) normu tanimlansin. Ozel olarak, k =2 ise

bu norm Euclidean normu olur. .|, igin Minkowski esitsizligi

sl <o+l vesa 3+ ] (3w ] (zy]

olur. Gergekten,

iZ::(Xi+yi)k Z::(X+y X+y ZX X+y leyi(xi+yi)k_l

olur. Holder esitsizligi x; ve (Xi +, )k_1 terimlerine uygulanirsa

k-1

RN )

elde edilir. Aynt muhakeme ile y; ve (x, +y,)" icin uygulanirsa
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St (5o (g

k-1

n k
toplaminin neticesinde her taraf (z X + Y, j boliiniirse
i=1

oo (o)

elde edilir. Yani,

%+ ¥, < el + 1l
3.1.2. Young esitsizligi

3.1.2.1. Teorem. (Witkowski, 2006) Eger f :[0,A] >R siirekli, kesin olarak artan
ve f(O):O iscsher 0<a<A 0<b< f(A) icin

o'—.w

o|t+jf-1

dir. Esitligin olmasi i¢in gerek ve yeter sart b = f(a) olmalidir. Ispat1 vermeden 6nce

asagidaki lemmay1 verelim.

3.1.2.1. Lemma. (Witkowski, 2006) f yukaridaki teoremin sartlarini saglasin. Bu

f(a)

halde, [ f(0pit+ [ 1(0)'dt=af (a).

0

Ispat. (Witkowski, 2006) [O, a] kapali araligin1 0 =X, <X, <...<X, =a alt araliklara
bolelim. y, = f(x;) ve Ax =%, —X,_, olsun, f fonksiyonu i¢in

(x_)Ax, S(f.x)= z F(x )Ax

f

i=1

Rieman alt ve iist toplamlarini ele alalim. & >0 sayisina karsilik Ay, <€ A olacak

sekilde x secelim. Bu halde,

S(f,x)-S(f ,x):§(f ’l,y)—§(f l,y):Z::AxiAyi <e.
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n

:Z“ZMJEJ(2M+ZM]

j=i+l

=}

SIS Y9 I}

= =1 j=i+l

=S(f,x)+ ZAy ZAX

§(f,x)+§(f’1,y),

f(a)

=§(f,x)—if( dt+S(f jf I

at(a)-] float— [ 1

<S(f,x)-S(f,x)+ §(f - y)—§(f - y)< 2¢.
Simdi de Young esitsizligini veren yukaridaki teoremi ispat edelim.

Ispat. 1. yol. f artan oldugundan anti tiirevi de kesin olarak konvekstir. Her
0<c=a<Aicin [ f(t)t >j (t)dt+ f(c)a—c) dir. Ozel olarak, ¢ = f ~'(b) olsun.
0

a £~ (b)
J f(t)dt > I f(t)dt+ab—bf '(b) olur. f~' fonksiyonuna yukaridaki lemma
0

0

uygulanirsa son esitsizligin sag tarafi, ab— I f! dt ifadesine esittir.
0

2. yol. (Ortalama Deger Teoremini kullanarak ispati yapalim)

f artan oldugundan eger a< f ' (b) ise

fj f (t)dt —j f (t)dt

f'(b)-a

< f(f'(b))=b

f(a)<

yazilabilir. Eger, a > f ™ (b) ise esitsizlik yon degistirir.

7(b)
J- f(t)dt yerine bf ~(b)-

0

f (t)dt yazilir ve gerekli sadelestirmeler yapilirsa her iki

S e T

durumda da

ab<j dt+jf t)dt < af (a)+ f (b)b— f(a)).
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Simdi de Ters Young Esitsizligini (Young Esitsizliginin Tersini) verelim.

3.1.2.2. Teorem: (Witkowski, 2006) Yukaridaki teoremin sartlar1 altinda

min{l : %}j f(t)dt + min{l : f‘L(b) }j f~'(t)dt < ab

0 0

dir. Esitligin olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart b= f(a) olmasidir.

Ispat. (Witkowski, 2006) F(x)= I f (t)dt kesin olarak artan ve eger a< f~'(b) ise
0

F(a)<LF(f71(b)) :%{bf l(b)—if‘(t)dt} =ab- f?(b)j‘fl(t)dt

Eger, a> 1se G J f 1 dt olmak {izere benzer muhakemeyle
0

%Tf dt+jf (t)dt < ab
0

elde edilir.

Ayrica, Young esitsizliginin analitik bir ispat1 i¢in (Diaz ve Metcalf, 1970),
daha genel teoremler i¢in (Hardy ve ark., 1952), farkli varsayimlar altindaki ispati
icin (Mitrinovic, 1973) ve konveks analizdeki kullanimlar1 i¢in (Niculescu ve ark.,

2006; Robert ve Varberg, 1973) bakilabilir.
3.2. Jensen Esitsizliginin Integral Versiyonu
Konveks fonksiyonlar i¢in Jensen integral esitsizliginin basit bir versiyonu
ifade ve ispat edilecektir ( Polya ve ark., 1952 ). Jensen esitsizliginin genellestirilmis

bir versiyonu ve konveks fonksiyonlar i¢in Jensen esitsizliginin tersi i¢in (Dragomir,

2001) bakilabilir.
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3.2.1. Teorem. (Morrow, 2013) ¢, [C,d] kapali aralig1 iizerinde diferensiyellenebilir
konveks bir fonksiyon olsun. p(X)Z 0 fonksiyonu ip(x)=1 (olasilik yogunlugu)
olacak sekilde [a,b] kapali aralig1 tizerinde siirekli bir fonksiyon olsun. ¢ < f(x) <d
ve f = j{ p(x)f (x)dx, f nin ortalamasi olmak iizere f, [a,b] kapal aralig1 iizerinde
stirekli bir fonksiyon olsun. Bu halde,

ol o (1 56

(¢(f ninortalamast)) < ((¢ o f )ninortalamas)

ispat. (Morrow, 2013) y, = f,c<y, <d olur.

Yi— Yo Yo=Y
Yo = Yi=Yo Yot WYo =2 Vi1= Yot —— Wi
e U A B e R e
Boylece, Yy, =p,Y,+ Py, olsun. Bu halde, p, :u, P, :M,
Yi— Y, Yi— Y,
p, 20, p, 20 ve p, +p, =1. Bu halde, ¢ konveks oldugundan
1
(P(YO)S y—y [(yl _yo)¢)(y2)+(yo _y2)¢(y1)]’
1 2

(/7(y0 )(yl Yot Yo~ yz)S (yl —Yo )¢(y2)+ (yo — Y )(P(yl)
((D(yo)_ ¢(y2 ))(y1 —Y ) < ((”(yl )_ ¢(yo ))(yo - )
veya

¢(y0)_ (0()/2) < ¢(Y1 )_ §D(y0)
Yo=Y - Yi = Yo

elde edilir. Benzer bir muhakemeyle, eger y, <y, <y, <Y, <Y, ise

o(yo)-oly,) _ olyo)-oys) _ elyi)-oly,) _ ely,))-ely,)
Yo=Y> Yoo Ys Y= Ye Vi Y

elde edilir. Boylece sag taraftaki oran azalarak (p’(yo) ve sol taraftaki oran ise artarak

¢'(y, ) olur. Yani,
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(/J(VO)— ¢(y2) < ¢r(y0)< (P(yl )_ (p(yo).

Yo=Y, Y
Nihayet, eger vy, >y, ise oy, )=@'(y, Ny, =Y, )+oly,) yazilr ve y, <y, ise
o(y,)2 o' (y, Ny, =¥, )+ @y, ) elde edilir. Buise z = ¢(y),
= ¢'(yo Xy = Yo )+ 0(Yo)

teget dogrusundan daima biiyiik olmasini gerektirir. Boylece,

o(y)2 ¢'(yo Xy = Yo )+ olyo)
@(Y) konveks oldugundan kendisine teget olan dogrudan daima biiyiik ya da esittir

gergegi goz Oniine alinirsa y = f (X) ise
(/’(f (X)) 2 (/’,(yo)(f (X)_ yo)+ @(yo)

elde edilir. Bu son denklem p(x)> 0 ile carpilarak integre edilirse

b b b b
Jp(X)(p dX>(P yo'[p dX @' yo yo_[p dX+g0 yo_[p
Burada, p=1 ve y, = j p(x )dX degerleri yukaridaki esitsizlikte yerine yazilirsa

T POIolf () >0 (3, o - (3 o + olys)

elde edilir. Istenilen (3.6) denklemi elde edilir.
3.3. Jensen Esitsizliginin Bir Versiyonu

f konveks bir fonksiyon ise asagida verilen klasik Jensen esitsizliginin bir

varyasyonu ispat edilecektir.

f(x1 +X, _ZWka)S f(X1)+ f(xn)_zwkf(xk)

0<X, <X, <...<X,, (lSkSn) olmak iizere W, X, ifadelerine karsilik
gelen ve Zwk =1 olan pozitif agirliklar ise asagidaki teorem bilinmektedir

(Mitrinovic ve ark., 1993).

3.3.1. Teorem. X, €| ve f, | araligi tizerinde konveks ise
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f(zwkxk)gzwk f(x, ) (3.7)

Burada esas amacimiz asagidaki teoremi ispat etmektir.

3.3.2. Teorem. (Mercer, 2003) X, €| ve f, | araligi iizerinde konveks ise

£(x, +x, —Zwkxk)<f )= w f(x, )

Teoremi ispat edebilmek i¢in asagidaki lemmalara ihtiyag duyulacaktir.

3.3.1. Lemma. (Mercer, 2003) f konveks ise

f(x +x, —x )< f(x)+f(x,)-f(x), (1<k<n) (3.8)
Ispat. (Mercer, 2003) Yy, =X, +X, —X, olsun. Bu halde, X, +X, =X, +Y, olur.
Boylece, X, X, ciftleri ve X,, Y, aym ortak noktaya sahip olur. Bu durum soz

konusu oldugundan 1<k <n ve 0 <A <1 olmak tizere
X, =A% +(1-2)x,,
Y, =(1=2)x +AX,,

ifadesini saglayan A degeri vardir. (3.7) iki kez kullanilirsa,

Py )< (U=2)F 00 )+ 28 (x, ) = £0x)+ F(x, )= [AF () + (1= 2)F (x, )]

< f(x )+ f(x,)-f(ax +(1=2)x)

= £)+ fx,)=f(x)

elde edilir. y, = X, + X, — X, oldugundan ispat biter.

3.3.2. Teoreminin ispati. (Mercer, 2003) Burada,
f(xl X, _zwkxk): f(zwk(xl +X, _Xk))
<>, f(x1 +X —xk)
< ZWk [f (Xk )]
= f(x Zwk X, )

oldugundan ispat biter.

3.3.1. Ornek. A, G sirasiyla X, larm aritmetik ve geometrik ortalamasi ve

X X,
A= X +X, —A X el ve G="2 G olsun.
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a) f(X)z—logX ise f(X) konveks olur. 3.3.2. Teoreminden A>G elde edilir
(Mercer, 2002).

1 1-x
b) 0<x< 5 icin f(X) = logT fonksiyonu konveks olur. Bu halde tiim

~ ~

Alx) . Gx)
Al-x) G(1-x)

ark., 1993). Bu 6rnek, Ky-Fan’s esitsizliginin bir analogudur.

k, X, € (O,%J i¢cin 3.3.2. Teoreminden elde edildi ( Mitrinovic ve

3.4. Jensen Esitsizliginin Tersi Uzerine

f:1cR—>R,l icinde diferansiyellenebilir konveks fonksiyon ve i, I

o n
araligiin i¢i olmak tizere X, €1, p, >0, (i :1,...,n) icin Z p; =1 olsun. Konveks
=

fonksiyonlar i¢in Jensen esitsizliginin tersi

n n n n n
0< z P f(xi)_ f(z pixijSZpiXi f(xi)_zpixiz P; f’(xi) (3-9)
i=1 = i=1 = i=1
ile verilir (Dragomir ve Ionescu, 1994) ve uygulamalar i¢in ( Dragomir ve Goh,

1996; Dragomir ve ark., 1997). Eger | tizerinde f kesin olarak konveks ise (3.9)
ifadesinde esitligin olabilmesi igin gerek ve yeter sart X, =...= X, dir. Simdi (3.9)

ifadesinin diizeltilmis (gelistirilmis) bir versiyonunu verelim.

3.4.1. Lemma. (Dragomir, 2001) Xietla,pi >0 ve Zpi =1 olmak {izere

f:1 2 R—R, | iizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon ise

zpif(xi>szpixif'<xi>+inf[f(x)—xz pif'<xi>j (.10
i=1 i=1 xel i=1
esitsizligi elde edilir.

Ispat. (Dragomir, 2001) f,i tizerinde diferansiyellenebilir konveks fonksiyon

oldugundan tiim X,y € | igin

f(x)-fy)= f'(y)Nx-y) 3.11)
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yazilabilir. (3.11) ifadesi y = X;, (i = 1,...,n) ve p; >0 garpihp i =1 den n e toplami

alinirsa

n n

-2 15)2 00 By ()= P )

i=1 i=l

elde edilir. Buise tim X e | igin

n

f(X)—XiZ::pif’(Xi)-i‘iZ::piXif'(Xi)ZZpif(Xi) (3.12)

i=1

ifadesine denktir. X € I tizerinde inf alinirsa (3.10) elde edilir.

3.4.1. Teorem. (Dragomir, 2001) 3.4.1. Lemmasindaki varsayimlar gegerli olsun. Bu
halde,

OSEpif(xi)—f[gpixij

i=l

<int{ 1-x30,0 )+ o 106)- € x|

xel

Szpixif'(xi)_z pixiz pif,(xi)' (3.13)

Ispat. (Dragomir, 2001) (3.13) ifadesindeki ikinci esitsizlik (3.10) ifadesindeki

birinci esitsizlikten elde edilir.

X

n o
z P;X; €| olmak lizere,
i=1

inf( ()= x>y F(x, )J < f(x)- xz 0. £(x,)

xel i=l

oldugu agiktir.

3.4.2. Lemma. (Dragomir, 2001) f:l cR—>R,| iizerinde diferansiyellenebilir

kesin olarak konveks bir fonksiyon ve X; € i, p, > O,Z p; =1 olsun. Bu halde,

i=l

S0 105)< 30 1)+ {(W@ pif'(xnj]

i=1

~(f7)" [Z . f(x, )Ji b, f(x,) (3.14)

i=1
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elde edilir. Burada, (f')", f' nin tersidir. (3.14) ifadesindeki esitligin olabilmesi i¢in

gerek ve yeter sart X, =...= X, olmasidir.

Ispat. (Dragomir, 2001) ¢: |—>R ve g XZ p; olsun Acikea,

g, | tzerinde diferansiyellenebilir oldugundan

X)—Z p, f(x) (3.15)
=)
elde edilir. Ciinkii, Z p; f e f ( j, f' bire bir ve | iizerinde kesin olarak artan
i=l

oldugundan X € | ve 9'(x)=0 olmas

= p () (3.16)

gerektirir. Buradan da (3.16) ifadesindeki denklem bir tek

= (Z p, f'(x j (3.17)

ile verilen X, €l ¢oziimii vardir. X<X, ve Xel ise g’(x)<0 ve X>X, ise

9'(X)> 0 oldugu goz éniine alinrsa

inf g(x) = g(x,) = f[(f ) [Z pi F(x )D ~()" (Z p,(x, )jz p, t(x,)

xel i=1

elde edilir. (3.9) kullanilarak (3.14) bulunur.

Simdi de, (3.9) ifadesinin gelistirilmig bir versiyonunu asagidaki teorem ile verelim.
3.4.2. Teorem. (Dragomir, 2001) f,x, ve p;, 3.4.2. Lemmasindaki gibi olsun. Bu
halde,

0<>p f(xi)—f@ pixij <> px () + f[(f )(Z P f/(x )D

i=1

) En ) Bonr)- o Tox

n n n

< piXif’(Xi)_g pif,(xi)z Pi X.

i=1 i=l
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Esitligin olabilmesi icin gerek ve yeter sart X, =...= X, .

Ispat. 3.4.1. Teoremindeki ve 3.4.2. Lemmasindan elde edilir.

3.4.1. Not. 3.4.2. Lemmasindan

f@pixijsgpif(xgsgpixiff(xi>+f[(f')l[zpif«xi)]]

SR () 3| 618

esitsizligi elde edilir. Esitligin olabilmesi icin gerek ve yeter sart X, =...=X,.

g diferansiyellenebilir ve kesin olarak konkav ise

g(zl: pixiJ > le Pig(%)> le pix (% )+ g[—(g’)‘[—i Pig(x )j]
3t @)~ not) 319

elde edilir. Esitligin olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart X, =...=X,. (3.19) in ispati

(3.18) denkleminde f =—g alinarak elde edilir.
3.5. Jensen Esitsizligi Icin En Iyi Ust Simir

Bu kisimda, f, | kapali aralig1 iizerinde konveks bir fonksiyon olmak iizere
agirlikli Jensen diskrit (ayrik) esitsizligi i¢in en iyi iist sinir elde edilecektir.

a<b olmak iizere |=[a,b] kapali arahginda X ={x,X,.,...X,} reel sayi
dizisini ele alalim. Z p, =1 sartim1 saglayan P = {p], Dy seees pn}, X ile
iligkilendirilmis pozitif agirliklar dizisi olsun. | araligi iizerinde f konveks ise ¢ok

bilinen diskrit Jensen esitsizligi

0< 37 pif(x)- (27, px) (3.20)

ile verildigi bilinmektedir (Mitrinovic ve ark., 1993). | araligina ve f fonksiyonuna

bagli olmak sartiyla Jensen esitsizligi igin
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A, B,%)=>"" pf ,—f@i":lpixi) (3.21)

global iist sinir asagida Dragomir verilmistir.

3.5.1. Teorem. (Dragomir, 1999-2000) f, | aralig1 {izerinde tlirevli bir konveks

fonksiyon ise
A(F,B,%)< %(b _a)(f'(b)- t'(a))= D, (a,b) (3.22)

3.5.2. Teorem. (Simic, 2009) 0< p <1 olmak iizere f,| fiizerinde konveks bir

fonksiyon ise

A(f,p,%X)< mgx[pf (@)+(1-p)f(b)- f(pa+(1-ph)]=T,(ab) (3.23)

Yukaridaki teorem f {izerinde tiirevlenebilirlik sart1 olmaksizin bir global iist

sinir1 ifade etmektedir.

3.5.2. Teoremi kullanarak,
A(f,P,%)< f(a)+ f(b)- Zf(a;bj.zsf(a,b) (3.24)
oldugunu gostermek kolaydir. Tiim p (0,1) icin

pf(a)+(1-p)f(b)- f(pa+(1-ph)< f(a)+ f(b)_z[ﬂ]

2

dogru ise (3.24) dogrudur.

(1= p)f(a)+ pf (b)+ f (pa(i— po)> 2f(a—+bJ

[\9}

ifadesi Jensen esitsizligine denktir. Burada, A(f,ﬁ,?) icin en iyi ist smir olan

Cos (a,b) iist st tesis edilecektir.

3.5.1. Ana sonuglar

3.5.1.1. Teorem. (Cirtoaje, 2011) p ve X yukarida ifade edildigi gibi olsun.
k=12,.,n-1, 1<i <i,<..<ig<nveP= {pi1 +p, +o.t pik} olmak iizere

f, 1 =[a,b] kapal araliginda konveks ise
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A(F,P,X)< ngeapx[pf (@)+(1-p)f(b)- f(pa+(1-php):=C,,(ab) (325
Burada esitlik x; lerin bazilar1 a ya ve digerleri de b ye esit alinarak olusur.

3.5.1.2. Teorem. (Cirtoaje, 2011) T, (a,b) ( f ye ve | ya bagli) Jensen esitsizliginde

A(f, P, %) farki igin en iyi global iist sinirdir. p, = p, =...= p, _1
n
icin, P kiimesi k =1, 2,...,n—1 olmak lizere 5 farkli elemanlar1 igerir.
n
P, = {1,3,...,_”‘1} (3.26)
nn n

olacak sekilde tanimlansin. Asagidaki 3.5.1.1. Teoreminin bir sonucudur.

3.5.1.1. Sonug. (Cirtoaje, 2011) | =[a,b] kapali arali1 iizerinde f bir konveks

fonksiyon ve X,X,,...,X, €l ise

f(x)+ F(x)+..+ f(x,) f(xl X, et xnj
n n

< max|pf(a)+(1-p)f(b)- f(pa+(1-pb)} (3.27)

peR,

Simdi de x>0 igin f(x)=—In(x) ise 3.5.1.1. Teoremi uygulanirsa asagidaki

sonu¢ elde edilir.

3.5.1.2. Sonug. (Cirtoaje, 2011) O<a<b olmak iizere |=[a,b], §,X ve P,
yukarida ifade edildigi gibi olsun. Bu halde,

ABX) o PPl

G(p,x) e u*
Burada, A(5, %)= p;x,G(,%)=]]x" veu _b

- i=l a
Bu son sonugtan,
XXtk Smaxwzz c,(u) (3.28)
NY/X, X, ... X, S

elde edilir. Ayrica b =2a igin (3.28) ifadesinden

XIH T < maxg(p)=C, (2) (3.29)

P
na/X, X, ...X, pehy
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elde edilir. Burada,

()= (3.30)

Benzer olarak, X >0 i¢in f(x)=—In(x) fonksiyonuna 3.5.2. Teoremi uygulanirsa

1
AP.X) _ (U=

< 3.31
6(p.5)" elnu (331
elde edilir (Simic, 2009). (3.31) ifadesinde b = 2a alinirsa
XX bt X 2 06147 (3.32)

ny/x,x,..x,  eln2

elde edilir. Mantiksal olarak, n > 2 olmak iizere C, (2) < 2

eln2’

3.5.1.3. Teorem. (Cirtoaje, 2011) P, X yukarida tanimlandig1 gibi olsun. | = [a, b]

kapali aralig1 tizerinde f konveks bir fonksiyon ise
A1 B)< [ -minfp . 1] 1)+ 10)-21(212)

=V, (a,b)< S, (a,b) (3.33)

Ozel olarak, p,=p, =..=p, =l ise 3.5.1.3. Teoremden asagidaki sonug
n

elde edilir.
3.5.1.3. Sonug. (Cirtoaje, 2011) | =[a, b] kapali aralig1 tizerinde f konveks bir
fonksiyon ve X,X,,....,X, €1 ise

Flx )+ F(x)++ f(x,) f(xl X, ot xn]
n n

< (1—%}{ f(a)+ f(b)-2f (‘%bﬂ (3.34)

(Cirtoaje  ve ark.,, 2009) c¢alismasinda f(x):l ve f(X)z—ln(X)
X

fonksiyonlarma ve (Cirtoaje, 2006) c¢aligmasinda f(X)=eX fonksiyona bu son

sonuca uygulanirsa asagidaki onerme elde edildi.
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3.5.1.1. Onerme. (Cirtoaje, 2011) Eger 0 <a<b ve X,,X,,.... X, € [a,b] ise

2 _ _ 2
SR S n c(-1b-a) (3.35)
X, X, X, X +Xy .ot X, ab(a+b)
-z
a (b} "
X +X, +...+ X b Va2
1% n < , (3.36)

X, + X, 4.+ X, =N/, X,...x, < (n— 1)(«/5—«/5)2. (3.37)

Ayrica asagidaki dnerme dogrudur.

3.5.1.2. Onerme. (Cirtoaje, 2011) Eger 0 <a<b ve X,,X,.,....X, € [a,b] ise

PERRITRAT

2
X, 4+ X, + oot X, = NYX X, X, Sw, (3.38)

b+k,a

7—%, n tekise
burada, K, = n+ olabilecek en iyi sabittir.

7—-—, ngiftise
n

b 4\ b 4\,
3.5.1.1. Not. Tek n ler icin —<|{3———| ve cift n ler igin —<|3——| ise
a n+1 a n

(3.38) esitsizligi (3.37) esitsizliginden daha keskindir.

3.5.1.1. Teoreminin ispat1. (Cirtoaje, 2011) Verilen f ve P icin F(X)=A(f,P,%)
olsun. Her x, €(a,b) agik araligi icin (X ya a ya da b olabilir.) F(X) nin artan
oldugunu goéstermek yeterlidir. Kolaylik olsun diye i =1 olsun. X,,...,X, degerleri

icin s = PoXo + PsXy +oet PoXy
1-p,
f.(y)=p,f(y)+ p, f(x,)+.ct p, (%)= F(py+(1-p,)s)

Eger [a, S] araligl tizerinde f, fonksiyonunun azalan ve [S, b] aralig1 tizerinde artan

oldugunu gosterirsek ispat biter. a<y, <y,<s ve S<y,<Yy,<b igin
f.(y,)= f,(y,) oldugunu gostermemiz gerekir. f,(y,)> f,(y,) igin
pf(y)+ F(py, +(1=p)s)= p F(y,)+ F(py, + (1= py)s)

yazalir. Jensen esitsizligi kullanilarak
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(p,—a)f(y,)+a f(py, +(1-p)s)= p f(y,)

4 f(y1)+(l—a)f(py2 +(l_ pl)s)Z f(plyl +(l_ pl)s)

pl(yl_yz) )
Yi— B Y2 _(1_ pl)s

Burada, a<y,<y,<s i¢in y,—-py,-(1-p)s<0 ve s<y,<y,<b icin

elde edilir. Burada, o =

Yy, —pY, -(1-p, )s > 0. Buhalde, o >0 dir. Buna ilaveten,

pl(l_pl)(yz_s) >0,1-a = (l_pl)(yl_s) > 0,
yl_plyz_(l_pl)s yl_plyZ_(l_pl)S

(P —a)y, +alpy, +(1-p,)s)= pYs,
ay, +(l—a)(py2 +(1_ pl)s): P, +(1_ pl)s'
3.5.1.2. Teoreminin ispati. (Cirtoaje, 2011) Sabitlenmis (fixed) a ve b degerleri

p,—a=

i¢in
g(p):= pf(a)+(1-p)f(b)-f(pa+(1-p)

olsun. g, [0,1] arahg iizerinde konkav ve g(0)=g(1)=0 oldugundan boylece
p, €(0,1) igin maksimum degeri T, (a,b) dir. ispati tamamlamak igin
A(f,P,X)=T,(a,b) olacak sekilde sonlu bir X ve bununla beraber P oldugunu
gostermeliyiz. Gergekten n=2 igin X = {a,b} ve P={p,,1-p,} oldugunda bu sart
gergeklesir.

3.5.1.3. Teoreminin ispati. (Cirtoaje, 2011) p, =min{p,, p,,..., P, | olsun. Triviyal
(asikar) olmayan n>2 oldugunda, herhangi peP icin p>p,, p+p, <1 ve

3.5.1.1. Teoremini kullanarak herhangi bir p € P igin

a+b
1) e 1(0)-21( 2121 |3 pr(a)e (- p)1 )~ 1(pa1- )
esitsizliginin dogrulugunu gostermek yeterlidir. Gergekten bu esitsizlik
a+b
(1=~ p)t(a) (o= p.)1(0)+ F(pas(1- pl)= 20 p ) 252)

Jensen esitsizligine denktir.
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.. 1
3.5.1.2. Onermesinin ispati. (Cirtoaje, 2011) X>0,p, =p, =...=p, =— olmak
n

tizere f (X) = —ln(x) icin 3.5.1.1. Teoremini kullanarak tim k =1,2,...,n—1 i¢in

2
ka+(n—k)o-n¥a "™ < (h-1fo-a)"

b+k,a
esitsizliginin dogrulugunu goéstermek yeterlidir. Homojenlikten dolayr b=1 ve

0 <a <1 olsun. Boylece, g(a) > 0 oldugunu gostermek yeterlidir. Burada,

k
g@)=(n-1)ya-1) —(kna+1)[ka+ n—k-— na”].
Buradan asagidakilerini gérmek oldukca kolaydir.

k k
g'(a):2(n—1)(a—l)—kn[ka+n—k—na"j—k(knaﬂ)(l—a"_lJ

o)1)~ 1-a+" |- K0
9”(1)=2n—2—w

A\~
m kn_k 372
(@)= K ar )

yazilir. Burada, h(a)=2n—-k -k, (n+k)a.

n? —

2
n gift igin k(n—k)SnT ve n tek igin k(n—k)< ! oldugundan g"(1)> 0.

h(0)=2n—k >0 ve h(l)=2n—k—-k, (n+k)<2n—k-3(n+k)<0 oldugundan bir
a, €(0,1) vardir 6yle ki a €(0,a,) araligindaki herhangi bir a, icin g”(a)>0 ve
ac(a,,1] arahg i¢in g"(a)<0 dir. Bu nedenle, (0,a,] aralig: iizerinde ve [a,,1]
arahg iizerinde sirastyla g”(@) kesin olarak artan ve kesin olarak azalandr.
lim, ,, g"(a)=— ve g"(1)>0 oldugundan ae(0,a,) aralig1 icin g"(a)<0 ve
ac(a,,l) icin g"(a)>0 olacak sekilde bir a, €(0,1) vardir. Sonug olarak,
9'(a),(0,a,] aralig: iizerinde kesin olarak azalan ve [a,,1] arahg iizerinde kesin

olarak artandir. lim, , g'(a)=o ve g'(1)=0 oldugundan a<(0,a,) aralig1 icin
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g'(a)>0 ve ae(a,,1) araligiicin g'(a)< 0 olacak sekilde bir a, € (0,1) vardir. Bu
halde, [0,a, ] arahg: iizerinde g(a) kesin olarak artan ve [a,,1] aralig: iizerinde kesin

olarak azalandir. g(0)=k —1>0 ve g(1)=0 igin g(a)>0 dur.

k, orjinal degerinin olabilecek en iyi deger oldugunu gorebilmek igin eger n

cift ise Kk =g ve N tek ise k= n-1 alarak 9"(1)=0 dir. Bu nedenle, k nin bu

degeri ve k, nin herhangi diger degerleri orijinal degerden biiyiiktiir. Boylece,
9"(1)<0. Bu halde, herhangi bir £>0 igin ae(l-&1] i¢in g"(a)<0. Sonug
olarak, (l—g,l] araligi iizerinde g'(a) kesin olarak azalan ve g'(1)=0 oldugundan
ae(l-&,1) icin (1—8,1] arahg iizerinde g(a) kesin olarak artan ve g(1)=0
oldugundan ae(l1-¢,1) icin g(a)<0. Bu sonugtan hareketle istenen sonug elde

edilir.
3.6. Jensen Esitsizligi Icin Global Ust Simir

Bu kisimda, konveks bir f fonksiyonu iizerine sinirlamalar konmaksizin

Jensen esitsizligi i¢in bir global {ist sinir vermeye ¢alisacagiz.

a<bve l= [a,b] kapal1 aralig1 verilsin. X = {Xi }, | kapali araliginda taniml
reel sayilarin ve P = {pi },z p, =1 olmak lizere X ile iligkili pozitif agiliklarin birer
dizisi olsun. f,l araligi lizerinde konveks bir fonksiyon ise ¢ok bilinen Jensen
esitsizligi 0 < Z p,f(x)- f(Z pixi) yazilir (Mitrinovic, 1970). Buradan alt sinirin
sifir oldugu ve P,X ya bagli olmadigi agiktir fakat f konveks fonksiyonuna ve |

araligina baglhdir.

Yalmz f ve | ya bagh Jensen esitsizligi i¢in bir global {ist sinirin  Dragomir

(1999-2000) tarafindan verildigi bilgilerimizin dahilindedir .
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3.6.1. Teorem. (Dragomir, 1999-2000) f,| aralig:1 tizerinde diferansiyellenebilir

konveks bir fonksiyon ise

b f(x)- 1 px )< (b-a)fb)- (a))=D, (ab)

Simdi de f konveks fonksiyonu tizerinde diferansiyellenebilme sarti
olmaksizin bir global {ist sinir elde edilecektir. Bu halde, f, | araligi {izerinde

konveks olmak tlizere

Sp (%)= F( pyx )< f )+ f(b)- Zf(a;b].—sf(a,b)

ifadesinin dogrulugu kolaylikla goriiliir.

Ustelik, birgok durumda S, (a,b), D, (a,b) den daha iyi bir iist sinirdir. Ornegin,

-x*, 0<s<l1

| = R" olmak {lizere f={ . olarak tanimlansin. Bu halde, her

X, s>1
e (0,)u(1,2]U[3,») icin S, (a,b)< D, (a,b).
Jensen esitsizligi igin global {ist smirt S (a,b) sirma gore (f) karakteristigini

tanimlamak tizere gelistirilebilir. Yani, mutlak sabit f ye bagli olmak sartiyla

>op (%)= f (X pox)<c(f)s, (ab)

Asagidaki bazi konveks fonksiyonlar igin C(f) karakteristigi irdelenecektir.

V2 +1
4

,c(xlogx) = (elog2)'ve c(e*)=1.

Ornegin, c(xz):%, c(vx) =

3.6.1. Ana sonuclar

~

3.6.1.1. Teorem. (Simic, 2008) P, X ve | yukarida tanimlandig1 gibi olsun. f, 1

aralig1 lizerinde konveks ise

X0 f(0)- 1(E )< )+ £0)-26 272 =5, (a) (3.39)
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3.6.1.1. Tanim. | ¢ D ve D; c R siirekli konveks f fonksiyonun tanim kiimesi

olsun. Bu halde, p,X € [a, b] ve a,b e D, olmak lizere

zpif(xi)_ f(z pixi)

S, (a,b)

c(f)=sup

Bu taktirde,
> pf(x)- f(> px)<c(f)s, (a,b) (3.40)

(Mitrinovic, 1970), pre-Griiss esitsizliginin ayrik (diskrit) varyasyonu asagidaki
lemma ile verilmistir.

3.6.1.1. Lemma. (Simic, 2008) X, € [a,b],i =1,2,..,n igin eger, p;, >0, Z p, =1 ise
n 2 n 1 2
Zl Pi X _@1 pixi)Z SZ(b_a) :
Burada, i olabilecek en iyi sabittir. Formiil kullanilarak, S , (a,b):%(b—a)z den
2 1
C(X ): 5 bulunur.

1
3.6.1.2. Teorem. ( Simic, 2008) f konveks bir fonksiyon ise 5 < C(f )S I.

f konveks bir fonksiyon ise f nin karakteristigi asagidaki teoremle verilir.
3.6.1.3. Teorem. (Simic, 2008) a<b, a,be D, olmak iizere p>0,9<1 igin

p+0g=1 olmak lizere f konveks bir fonksiyon ise

o(f)=sup| PH@)+a(b)=f(pa+ab)|

P f(a)+ f(b)-2f (a2+bJ

Simdi de konveks fonksiyonlar simifindan ¢(f ) karakteristigini elde edelim.
3.6.1.4. Teorem. (Simic, 2008) (a) reR,D, = (r,oo) ve f fonksiyonu da herhangi

konveks bir fonksiyon olsun.

@i) lim,_, f(x)=d,

d| <o veya
(i) f hizli biiyiiyen (eksponansiyel) bir fonksiyon ise C(f )= I (Bingham, 1989).

(b) Eger 0<s<1 olmak iizere f(x)=—x"
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C(f):(l—s)slss

21

(c) s>1,5#4,6,8,... ve f(x)=x" ise

(5—1)253é
f) =82S
ol)="%

3.6.1.2. Lemma. (Simic, 2008) x,ye D,,0<p,q<1,p+q=1 ve f konveks bir
fonksiyon ise
min(p,q)S; (x,y)< pf(x)+qf (y)— f(px+qy)<max(p,q)S; (x,y)  (3.41)

. 1
Ispat. (Simic, 2008) p=q=§ ise (3.41) esitsizligi elde edilir. Ayni sekilde,

p=0,q=1 veya p=1ve q=0 ise (3.41) esitsizligi yine dogrudur. 0 < p<q<1

olsun. Bu halde, (3.41) denkleminin sag tarafi

(a-p)f(x)+ f(px+aqy)=2q f[%}
elde edilir. Yani,

g-p 1 X+Yy
- f — f > f| —= |
2 (><)+2q (px+ay) ( : )

Bu ifade dogrudur. Ciinkii q2_qp +—21q =1 oldugundan
q-p 1 g-p 1 X+Yy
—f — f > fl ——x+— = f
2q (X)+2q (pX+QY) [ 29 X+2q(pX+QY)j ( > j

elde edilir. (3.41) esitsizliginin sol tarafi i¢inde ayni seyler yapilir.
3.6.1.1. Teoreminin ispati. (Simic, 2008) X, €[a,b] olsun. Baz1 A, €[0,1] igin

X, = Aa+(1—4)b yazilir. Bu taktirde,
Zpif(xi)—f(Zpixi):Zpif(lia+(1—li)b)—f(Zpi(/iia+(1—li)b))
<3 p (4 f@)+1-2)f0)- @D p4 +b> p(1-4))
= @Y p4 + FON1- Y pid )~ F @3 p +blI- 3 pi )
elde edili. D p4 =p,1-D_p4 =0 olsun. Bu halde, 0<p,q<I,p+q=1.

Buradan,
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> pf(x)- £(X pix; )< pf (a)+ of (b)- f (pa+gb) (3.42)
yazilir. 3.6.1.2. Lemmasindan
2P F(x)- f(z PiX; )S max(p,q)S, (a,b)< S, (a,b). (3.43)

3.6.1.2. Teoreminin ispati. (Simic, 2008) (3.43) denkleminden hareketle
C(f ) < sup[max( p,q)] =1 yazilir. p,,p, >0, p, +p, =1, 3.6.1.2. Lemmasindan

o )= sup| 2P T f(ZpiXi)}Zsup[plf(aF p, f(b)- f(p,a+ psb)

ﬁj S (a, b) Sf (a9 b)
. 1

> sup[mm( P, P, )] = 5

elde edilir.

3.6.1.3. Teoreminin ispati. (Simic, 2008) (3.42) uygulanirsa

2P f(x)= F(Xpix) _ pf(a)+f (b)- f(pa-+ab)

S (a b) Sy (a,b)
g Sup{ pf (a)+af (b) - f(pa+qb)}
pab S (a,b)

elde edilir. Bu nedenle,

C(f)zsupF P (x)- (X pix )} _ i‘iﬁf{ (a)+f (b)- f(pa+qb)}

S (a,b) S, (a,b)
3.6.1.4. Teoreminin ispati. (Simic, 2008) (a) nin (1) sikki igin,

hm{ pf (a)+ qf (b)— f (pa+ qb)} _ pf(a)+(a-1)d

S, (a,b) f(a)-d

Buradan, ¢(f)=max(p)=1 elde edilir.
Ornegin, s> 0 igin c(x*)=1 dir.
(a) (i1) (Bingham, 1989) 0 <t <1 i¢in exponansiyel biiyiimenin tanimindan

lim f(x)=o0; lim ff((t:)) =0 (3.44)

yazilir. (Heiberg, 1971) den (3.44), t ye gore diizgiin olarak gecerlidir. Bu nedenle,

a sabit tutularak
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o f@), o, f(pa+ab)
| pf(@)+af (b)— f(pa+gb) | _ . f() f(b)
bsen S, (a,b) = ¢ (a L, 1B (a+ / )
f(b) £ (b)

elde edilir. Buradan, C(f)=max(q)=1 bulunur. Kolaylikla (b) ve (c) ispat edilir.

Yukarida verilen teoremleri izah edebilmek icin f (X) = x* olsun. Bu halde
D, =[0,0) D, (a,b)=S$, (a,b)= %(b _a)*(a-+b) yazilir. Fakat

83

C(X3): Y ~0.5132 dir ve buradan keyfi P,X e[a,b], 0<a<b<oo igin

0<Y pix’ (Zp,x,) <33 b a)’(a+b)

yazilir.

3.6.1.1. Not. 3.6.1.2. Lemmasi, (Dragomir, 2006) ¢alismasinda n =2 alinarak

o150 1S ()
(11233( I Z f(x GZ‘X D =D, (3.45)

elde edilir. (3.40) ve (3.45) denklemlerini karsilastirmak ilgingtir. Ornegin, bazi

. a+b
roo<2r<n igin X, =..=X =8, X,,;, =...=X,, =0, X,,,, =...=X, = 5 varsa

D, = r(maxp)S a,b) yazilir. Bu halde, eger r(maxp) o(f) ise

1<i<n I<i<n

c(f)s,(a,b)<D;, r(maxp) c(f) ise tam tersi olur. Genel olarak bu diisiince

asagidaki teoremle ifade edilebilir.

3.6.1.5. Teorem. (Simic, 2008) a = mlnxI ,b= maxx; eger f [a b] kapali araliginda

konveks, ¢(f)<1 ve maxx; 2 c(f) ise c(f)S,(a,b)< D, yazilir. Yani, (3.40) deki

tist sinir (3.45) dekinden daha iyidir.

Ispat. (Simic, 2008) %Zn: f(x)- f(%i Xij > %Sf (a,b) oldugunu gostermek
1 T

yeterlidir. Yukaridaki 6rnekten r =1 igin esitlik olusur. Bu ise Jensen esitsizliginin
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ortalamalariyla yapilabilir. Gergekten,

a+b a+b 1 a+b
=f At — | |< = f(x )+2f| ——
[ éx} (H[X@%EJF Tt D n[Xﬁ%ﬂ’b}(X.ﬁ ( 5 B

(Zf [a%bj— f(a)—f(b)J
yazilir. Buradan,

D, _n(rggz{pﬁi [ zxjj > (maxp, 5, (@b)> ()8, (ab)

1

3.7. Jensen Esitsizligi ve Yeni Entropy Sinirlar

Bu kisimda diskrit (ayrik) Jensen esitsizligi i¢in yeni alt ve {st sinirlar elde

edilecektir. Bulunan sonugclar bilgi teorisine uygulanarak Shonnon entropy’ si ig¢in
yeni ve daha keskin smnirlar elde edilecektir. P = o Z p; =1 olmak tizere pozitif
1

agirlikh dizi ve x; €[a,b] igin X = {x; }T dizisi verilsin.
3.7.1. Teorem: (Simic, 2009) f,I aralig lizerinde konveks ise

0< ma){p fx,)+ pvf(xv)(p”+p“)f[wﬂ

Isu<vsn pﬂ + pV

<> p f(x)- f(z pixi] (3.46)
1 1

yazilir ve bu iist sinir keskin bir iist sinirdir.

f, | araligi iizerinde diferansiyellenebilir konveks bir fonksiyon ise

<Ipil)- 1 Sox )< Ho-alrb)- 1@)-D @b G4
1

vardir (Dragomir, 1999-2000). Bilgi teorisinde bu iist smir olduk¢a Onemli
uygulamalara sahiptir. Netice itibariyle f nin {izerinde diferansiyellenebilirlik sart:
olmaksizin Jensen esitsizliginin tersini verelim.

3.7.2. Teorem: (Simic, 2009) P,X € [a, b] olmak tizere
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3yt (1) - f[i pixijg f(a)+ f(b)—2f(a7mj=sf(a,b). (3.48)

Birgok durumda Sf(a,b) st sinir Df(a,b) smirindan daha ideal bir st
siirdir.
Ornegin, | cR* olmak iizere 0<s<1 i¢in f(x)=-x° ve s>1 igin f(x)=x°
olsun s e (O,l)u(l, 2)u(3,oo) icin S, (a,b)s D, (a,b) dir. Bu iddialarin bir sonucu
asagidaki gibi ifade edilir.

3.7.3. Teorem. (Simic, 2009) u = {n_inxi,v =maxX; ve [;z,v]g | olmak tizere f, |

I<i<n

aralig1 lizerinde konveks ise

l(f(,u)+f(v)—2f(ﬂ;‘/j}§—if(xi)—f Z—X

n n4 n

< fu)+ f(v)—2f(ﬂ;‘/} (3.49)

Bilgi teorisinde yukarida ifade edilen sonuglarin uygulamasi i¢in H(X)
Shannon entropy’si i¢in yeni sinirlar verilebilir.

3.7.1. Tanim. Eger F nin olasilik dagilimi P(X = i) =p,p, >0,i=12,..,r,
r r 1

> p, =1 ile verilirse H(X)=>"p, 1ogF
1 1 i

3.7.1. Onerme. = min(p,),v = max(p, ) ise

I<i<r I<i<r

(0 <)m(u,v)= ﬂlog( 2 ]+ vlog( 2

Jﬁlogr—H(X)

UtV UtV
At
glog(—(‘; V) J=M(u,v). (3.50)
y1%

3.7.1. Not. (Budimir ve ark., 2001) ifadelerinde Dragomirin elde ettigi sonug

. 1
i =1,...,r olmak iizere X, =—, f(x)=—logX uygulamrsa
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OSlogr—H(X)S(V_’u)

= D(u,v) (3.51)

2
(v—u)
4vu
Yani, (3.50) ifadesi (3.51) ifadesinden daha iyi bir iist sinirdir.

alimirsa M (z,v) < D(z,v) dur.

x>0 i¢in log(l+ X)< X bilinmektedir. X =

3.7.2. Not. (Dragomir, 1997) ¢alismasi komplike bir arglimanla asagidaki ifade elde
edilir. &£ >0 olmak iizere %z < ¢1(6‘)=1+8+1/6‘i2+8i icin 0 <logr—H(X)<e

elde edilir. (3.50) ifadesinin sag tarafinda elementer islemler ile asagidaki dnerme

yazilir.
3.7.2. Onerme. (Simic, 2009) Bazi & > 0 icin % <4,(e)=1+2(e° —1)+2/e* —¢°

ise 0 <logr —H(X)<e¢ elde edilir.
9, (6‘) >> @, (5) oldugundan yukaridaki 6nermede caligilan aralik genisletilebilir.

3.7.3. Teoremi kullanilarak (3.50) ifadesinin sag tarafi gelistirilebilir.
3.7.3. Onerme. 3.7.1 Onermesinde ifade edilen notasyonlardan (Simic, 2009)
m(x,v) < logr —H(X )< min{M (s,v), rm(z, v )} (3.52)
a+b .
3.7.3. Not. A(a,b)= % ,G(a,b)= Jab,J (a,b)= (aabb )a+b olmak tizere

~ J( ,v) . A( >V)
m(z,v)=2A(x, v)log A(Z,V)’ M(ﬂ’v)_ZIOgG(Z,v)

yazilir. Buradan,

m(y,v):(u,v)izn(zln_l)(‘/—,ujzn, M(ﬂ,V)=il(V—uj

1 V+H

seri agilimlar1 yazilabilir (Sandor, 1997).

3.7.1. Teoreminin ispati. (Simic, 2009) 1 <r <s <n olmak iizere keyfi X,,X, € X

ya karsilik gelen agirliklar sirasiyla p,, p; € P olsun. Eger X, X, €| ise

PeXe +PsXs €|l olur. Jensen esitsizliginden
Pr+ Ps
n p. X, + p.X
f piXiJZf PiX; + pr+pS{Mj
Eon)- (g en P57
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< 2opf0q)+(p, + ps)f(M]

Pr + Ps

elde edilir ve buradan,

c c rXr + SXS
50 10x)- 1ok 20,0+ u1(0) (o, 4 0 PETBR]
yazilir. X,,X, € X keyfi oldugundan ispat biter.

3.7.4. Not. n=2 olmas1 halinde (3.53) denkleminde esitlik vardir. Ayn1 durum

n>2 ve keyfi sabitlenmis r,S degerleri i¢inde saglanmir. Bunun igin i#71,S i¢in

X + pP.X
X = % alinirsa istenen elde edilir. Bu sebeple (3.46) ifadesindeki alt sinir
r + S
daha kuvvetlidir.

3.7.2. Teoreminin ispatr. (Simic, 2009) X, €[a,b] oldugundan A €[0,1] olmak
iizere {4} dizisi vardir 6yle ki X, = 4a+(1—4 )o dir. Buradan,
> f(x)- f(z DX )= >op f(ha+(1-4)b)- f(z p,(4a+(1-24 b))
<3 p(4f@)+([1-4)f0)-f@Y p4 +b> pi(1-2))
= f (a)(z p.4 )+ fb)1 > oA )- f (a(z p,4, )+ b1 > oA )
elde edilir. Y p4 =p,1-> pA4 =0, p=0,q<1ve p+q=1 ise buradan,
> b f %)~ (3 pix; )< pf (2)+ of (b) - f(pa-+qb) (3.54)
fakat
pf(a)+af (b)- f(pa-+ab)= f(a)+ f(b)-(af (a)+ pf (b))~ f(pa-+ab)
f(a)+ f(b)—(f(qa+ pb)+ f(pa-+ab))

IA

< f(a)+ f(b)—2f(é(qa+ pb)+%(pa+qb)j

- t{a)s 10)-21( 237

buradan da (3.54) sonucu elde edilir.

3.7.3. Teoreminin ispati. (Simic, 2009) Keyfi X,,X, ye karsihik gelen agirliklar

P,,P; olsun. i=1,..,n olmak {izere piz%,xr:,u:a, X, =v=Db oldugu
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distiniliirse ve (3.53) ifadesinin dogrulugu goz éniine alimirsa sonug 3.7.1. ve 3.7.2.

Teoreminden elde edilir.

3.7.1. Onermesinin ispati. (Simic, 2009) i=1,..,r,X, =%) ve f(x)=—logx,
i

ayrica P, =u=a, p, =v=Db alinarak 3.7.1. ve 3.7.2. Teoremi uygulanirsa bazi

hesaplamalardan sonra istenen iddia elde edilir.

3.7.3. Onermesinin ispati. (Simic, 2009) i =1,...,r olmak iizere X, = p, alinirsa ve

f(X) = XxlogX ile 3.7.3. Teoremi kullanilirsa

%(ylog,u+vlogv—(y+v)log(yT+vD < %(Z p; log pij—%log%
1

< lulog,u+vlogv—(/,t+v)log(‘u;rvj

elde edilir. Bu ifade ise m(z,v)<logr—H(X)<rm(v) ifadesine denktir. Bu

sonuglar (3.50) ifadesiyle birlestirilirse 3.7.3. Onermesi ispat edilmis olur.
3.8. Olasilikta Jensen Esitsizligi
3.8.1. Ayrik gelisigiizel degiskenlerin beklenen degerleri

X, D tizerinde ayrik ve gelisiglizel degiskenlerin bir kiimesi olsun. Bunlara

karsilik gelen olasilik yogunluk fonksiyonu (kiitle olasiligr) p(X) olsun. Bu halde,

beklenen deger E(X): pr(x) veya Z X P(X;) -

xeD x;eD
3.8.1.1. Teorem. (Ross, 1994; Devore, 1995) abeR olmak iizere
E(aX +b)=aE(X)+b.
Ispat. (Ross, 1994; Devore, 1995)

E(ax+b):zn:ax +D) .—aZX p,+b2p,—a2x p, +b=aE(X)+h.
i=1

Ozel olarak b =0 ise E(aX)= aE(X ), a=1 ise E(X +b): E(X)+b dir.
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Gelisigiizel stirekli bir degiskenin beklenen degeri (ortalama degeri) f(X)

olasilik yogunluk fonksiyonu ise E(X ) = J.Xf (x)dx

Si-x) xelo]

3.8.1.1. Ornek. f(X)=12 ise
0, aksi halde

3.8.1.2. Teorem. (Ross, 1994; Devore, 1995) ¢ konveks bir fonksiyon ise
E(g(X)) > g(E(X )) tir. Eger g konkav ise esitsizlik yon degistirecektir.
Ispat. (Ross, 1994; Devore, 1995) E(X) noktasinda g(X) fonksiyonuna teget olan

L(x)=a+bx olsun. g konveks oldugundan ¢ nin grafigi L(X) dogrusunun

tizerindedir. Bu halde,
E(g(X))= E(L(X))=E(a+bX)=a+bE(X )= L(E(X)) = g(E(X)).
2. yol. =E(X) olsun. Bir f(X) fonksiyonunun ,u(X) civarindaki Taylor agilimi

£(0)= )+ 1 (o) TR )

(&)= 0 oldugundan f(x)> f(z)+ f'(e)x—p), F(X)> )+ ()X - ) her
iki yanin beklenen degeri alinirsa E[f( )]Z f( ) ( )E[X ,u]— f( )

3.8.1.2. Ornek. g,(x)=x* ve gz(x)= —logXx olsun. Bu halde, E(X 2)2 u~ olur ve
— E[logX] > —logu. (Ross, 1994; Devore, 1995) den yukaridaki ifadeler alindu.

3.8.1.3. Teorem. | c R bir aralik olsun f, | {izerinde tanimhi konveks bir

fonksiyon, X,,X,,...,X, €l, X € {Xi :1,2,..., N}, p(xi) olasiliklarina sahip gelisi giizel
(raslantisal) bir degisken olsun. Z =1 ise

FE(X)) < E(f(X)) veya f@ L xp(x))< 0 F0)p0x)

Ispat. Ispat timevarim ile yapilacaktir. N =1 ise durum asikardir. N =2 igin f

fonksiyonunun konveks oldugu gz oniine alinirsa

f (Xl p(xl )+ X2 p(XZ )) < f (Xl )p(xl )+ f (X2 )p(x2)
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elde edilir. N=k-1 ic¢in dogru olsun. Bunun yaninda i=1,2....,k—1 igin
p'(x) = p(x)/(1- p(x,)) olsun.
S 1 06)p0x )= (1= pOx )X (¢ Jp(x )+ T, J(x,)
> (1= p(x )f (3% p(x))+ F(x)p(x,)  (Kabulden)
> (1= )X X )+ xp(x)) (N =2)
= £{X % plx )+ % p(x,) = £ ().

3.8.1.3. Ornek. ln(x) konkav oldugundan Jensen esitsizliginden

(> % p(x )2 3 n(x, p(x,)

yazilir.
3.9. Zaman Skalas1 Uzerinde Jensen Esitsizligi

Zaman skalasi1 iizerinde Jensen esitsizliginin ispat1 klasik Jensen esitsizligiyle
benzerdir. T =R ise zaman skalasindaki Jensen esitsizligi klasik Jensen esitsizligiyle
aynidir. Eger T =Z ise Jensen esitsizligi ¢ok bilinen aritmetik-geometrik ortalama

esitsizligine indirgenir.

Zaman skalas1 gergel sayilarin bos olmayan kapali bir alt araligi olarak
tanimlansin. Bu kiimelerin se¢imi tamamen keyfidir. Stirekli sistemler (T = R), h
adimli ayrik sistemler t, e R,t, <t,,, veher KeZ i¢in T = {tk ke Z} olmak iizere

zaman skalasina ornekler verilebilir.

3.9.1. Tamm ( ileri ve Geri Operatérleri). o,p:T —T fonksiyonlar1 asagidaki gibi
tanimlansin
g(t] & infles €Tz >t} olt)] & supfs € T: 7 = t}.
3.9.2. Tanim. Bir t € T noktasi igin
(1) O'(t) =1 ise sagda yogun (right-dense) dir denir.
(11) O'(t) >1 ise sagda seyrek (right-scattered) dir denir.

(ii1) p(t) =1 ise solda yogun (left-dense) dir denir.
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(iv) p(t) <t ise solda seyrek (left-scattered) dir denir.

3.9.3. Tanim (rd-siireklilik). T tizerinde tanimlanmig bir f fonksiyonu tiim sagda
yogun noktalarda siirekli ve tiim solda yogun noktalarda soldan limiti varsa f ye rd-
stireklidir denir.

3.9.1. Teorem. (Agarwal ve ark., 1998) a,beT ve c,d € R olsun. ¢ :[a, b] —)(C,d)

b b

[olat | [F(gt)at

rd-siirekli ve F: (C,d) — R konveks olsun. Bu halde, F ab <2 » )
-a ~a

Ispat. (Agarwal ve ark., 1998) X, € (C,d) olsun. Bu halde,
F(x)=F(x,)= Blx=x,) (3.55)

g(r)Ar

b-a

D ey T

olacak sekilde S € R vardir. g rd-siirekli oldugundan X, =

F og ifadesi iyi tanimli olur. Fog de rd-siirekli oldugundan (3.55) ifadesinde

X= g(t) almir ve @ dan b ye integral alinirsa

Bu ise ispat edilmek istenendir.
3.9.1. Ornek. T =R olsun. F=-logx fonksiyonu (0,00) acik araligi tizerinde

konveks ve siirekli a=0,b=1 alinarak zaman skalasi lizerindeki Jensen esitsizligi

1 1
kullanilirsa log j g(t)dt > Ilogg(t)dt ve buradan da eger §: [0, l] —(0,1) siirekli ise
0 0

IS S———

1
g(t)dt > ex{j 1ogg(t)dt} elde edilir.
0
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39.2. Ornek. T=Z ve NeN (pozitif tamsayr olsun). a=Lb=N+1 ve

g:{l,Z,...,N +1}—)(0,00) olarak almir ve zaman skalasi i¢in Jensen esitsizligi

kullanilirsa

log{ﬁgg(t)}zlog{ﬁ Nf lg(t)At} S % Nflogg(t)m

=ﬁglogg<t>=1og{1i[g<t>}y”

N

1 N %\l
WZ {H g(t)} elde edilir. Bu ise aritmetik-geometrik ortalamadir.
t=1

3.9.3. Ornek. T =2" N pozitif dogalsayidir. a=1,b=2" ve
g :{2k :0<k<N }—) (O,oo) olsun. Buradan,

N-1

N 2N N-1
3 24g2") [oliat| [logg(®at Y 2*logg(2t)
k=0 =10g 1 > | _ k=0
2N 1 2N —1 pA | 2N 1

log

N-1

Sl mg{n(g(zk»f}_log e}

_ k=0 H g 2k

2N 1 PR | o

ve buradan da

N-1

k:02 g( ) N-1 ok /(2”,1)
= 016l
=0
3.10. Jensen Esitsizliginin Yeni Bir Versiyonu ve Sonuglari
Bu kisimda ozetle iki degiskenli fonksiyonlar icin Jensen esitsizligi
yazilacaktir. Ve ayni zamanda diizlemde smirli bir alan iizerindeki konveks bir

fonksiyon i¢in Hermite-Hadamard esitsizliginin bir alt st elde edilecektir

(Zabandan ve Kiligman, 2012).
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,u(X)=1 olacak sekilde 4, X izerinde pozitif bir Olglim olsun.
Eger f € L' (u) reel degerli bir fonksiyon, tim x € X icin a< f(x)<b ve ¢,(a,b)

acik araliginda konveks bir fonksiyon ise

(pu f dﬂj < [(po f)du (3.56)

X
yazilir. (3.56) esitsizligi Jensen esitsizligi olarak yazilir (Rudin, 1974).
A=[a,b]x[c,d], tim (x,y).(z,w)e A ve A €[0,1] icin eger
F(Ax+(1-2)z, &y + (1- A)w) < AF(x,y)+(1- 2)F(z,w)

sart1 varsa F : A — R, A {izerinde konvekstir denir.

Tim x €[a,b] ve ye]c,d] kapali aralig: igin Fy(u)z F(uy), F :[c,d]>R

ve F,(v)=F(x,v) konveks ise F:A — R, A iizerinde co-ordinated konvekstir denir.

Her F:A — R konveks fonksiyon ayni zamanda co-ordinated konveks

fonksiyondur. Fakat tersi genellikle dogru degildir (Dragomir, 2000). F, R? iizerinde

konveks, D, =D, =R olacak sekilde g,h reel degerli fonksiyonlar olsun. Bu halde

f(t)=F(g(t)h(t))R iizerinde konveks olmayabilir.
b
3.10.1. Teorem. (Zabandan ve Kiligman, 2012) I p(x)dx > 0 olacak sekilde [a,b]

kapali aralig1 lizerinde P negatif olmayan siirekli bir fonksiyon olsun. Eger
g, h, [a,b] kapali araliginda siirekli ve tiim Xe[a,b] kapali araligi igin
m, <g(x)<M,, m, <h(x)<M, ve F,

A= [ml M, ]x [m2 ,M 2] tizerinde konveks ise

ToplHt [ttt | [F(a)n)p(yt

: < (3.57)
[ p(t)at

T p(t)dt T p(t)dt

=

b

ve p(t)=1ise
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T g(t)dt j.h(t)dt
Fl 2 <

1 b
e |Spg) Fla)h()dt (3.58)

yazilir. Eger f,A lizerinde konkav ise esitsizlik yon degistirir.

[o(t)p(t)dt [hit)p(t)at

ispat. (Zabandan ve Kiligman, 2012) a(x)=2 - ve Ax)=2 - .
[ plt)at [ plt)dt

L’Hospital kuralindan lime(x)=g(a) ve limg(x)=h(a) olur. Béylece [a,b] kapali

X—a X—a

araligi tizerinde «, f siireklidir.

H (b) <0 oldugunu gosterelim. Kolaylikla

H'(x) = oF (a(x), B(x)) o' (x)+ oF (a(x), B(x)) B(x) F(g(x),h(x))p(x)

da op -

F(g(t). h(t))p(t)dt
U p(t)dth

yazilir. F nin konveksliginden

D C— <

53



3. MATERYAL ve YONTEM Dilek GUNES

+a(a’()2,3ﬁ(x))|\ﬂ’ - p(X) (h(X)ﬂ(x)):|

[ p(t)at
PF (e A, \I F(g(t).h(t)g(t)t
_ - > +p(x) a X 2
[ plt)at [ e (t)dtj

elde edilir. Basit bir hesaplamayla

yazilir. Buradan,

@ P(t)dt]"' %)+ p(x)H(x) <0 ise Ki p(t)dt]H (x)] <0
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ve U p(t)dth(b) <0 ise H(b)<0 elde edilir.

(3.58) lin ispat1 i¢in p =1 alinir. (3.57) ve (3.58) esitsizlikleri oldukca kuvvetlidirler.
Ciinkii F(x,y)=1 dir.
3.10.1. Sonug. (Zabandan ve Kiligman, 2012) g,h reel degerli siirekli fonksiyonlar
olsun. Bu halde,
. 1 1 .
(1) p,g>1 ve —+—=1 i¢in
P q

1

b

J' |g(t)||h(t)|dtsU|g(t)("dt)p[jb'|h(t)1thJq Holder esitsizligi

a

(i) p>1 icin
b 1 P b 1 b P

U|g(t)+ h(t)ﬁ dt] > [ |g(tﬁ dt+ _Hh(t]p] Ters Minkowski esitsizligi

(ii1) p<I i¢in

U l9(t)+hit)’ dtj; < Ulg(t)i i dt) + [hh(t] pdtJ; Minkowski esitsizligi

a
1t 18
:J'g(t)dt :J'h(t)dt 1 ®
(iv) ln[eb = e’ b—-[

Ispat. (Zabandan ve Kiligman, 2012)

IN

(1) F X y | (lp +% = 1) fonksiyonu konkavdir. (3.58) esitsizliginden
1 1
b ° b q b 1 1
U|g(t)|dt] ( | |h(t)|dt) ( [lo(t)e[n(t)e dtJ
a % a 2 a
(b—a)ip (b—a)% b-a

yazilir. Buradan,

[T|g(t)|; |h(t)|c11dtJ < U|g(t)|dt]; U|h(t)|dt}é

a
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yazilir. |g(tj —>|g(tﬂp ve |h(t1 —)|h(t1q yazilirsa

T |9(t)||h(t)|dts@|g(t)|p dt]?@h(t)'thj;

a

1
(i) p=1 igin F(X y QX| +|y| )p fonksiyonu konveks ve p<1 i¢in konkav

oldugundan (3.58) esitsizligi goz Oniine alinirsa

1

@Ig(t)dt]p @Ih(t)ldt]p p< (g()” + () oot

(b—a)® (b—a)° b—a

QD ey T

Boylece,

TQ ) +|h(t) );’dt>[@|g(t]dth+@|h(t)|dt]p}

elde edilir. |g(t)‘ —>|g(tﬁ, ht

S |~

X —>|h(tﬁ alinirsa

1

o]

@qg(q +lhie))e dt]p z[ﬂg(qédt]p +[f|h(t)|édth

Ve

yazilir.

(ii1), (ii) ile benzerdir.

(iv) F(X, y): ln(ex +ey), R tizerinde konvekstir. (3.58) esitsizligi uygulanarak
kolaylikla elde edilir.

3.10.1. Not. Ayn1 varsayimlar altinda 3.10.1. Teoremi E™ iizerinde n degiskenli f

konveks fonksiyonlari i¢in de genisletilebilir.
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Jotee Jour|
F| = <——[F(g,(t).. g, (Dt

b-a

Hoélder ve Minkowski esitsizlikleri i¢inde benzer esitsizlik elde edilir. Ornegin,

F(t,, .. ,tn):]j|ti|;‘ [zi = 1]

1pi

ifadesinin konkavligindan

1o

esitsizligi elde edilir.
3.10.1. Hermite-Hadamard esitsizligi

f :[a,b] » R konveks bir fonksiyon olsun.

f(a%b) smi f(x)dxsw (3.59)

esitsizligine Hermite-Hadamard esitsizligi denir (Mitrinovic ve ark., 1985; Zabandan,
2009).
Ispat: (Dragomir ve Pearce, 2000) (a, b) acitk araligi tzerinde konveks bir

fonksiyonun, (a,b) acik arahginda siirekli ve X € (a,b) i¢in f *(x), f *(x) sag ve sol
tirevlerine sahip oldugu bilinmektedir. Bu sebepten dolay1 f iki defa tiirevlenebilir

olmak sartiyla f(x) fonksiyonunun x, civarindaki Taylor agilim

0= 105 ) 1))+ a0

seklindedir. Konveks bir f fonksiyonu igin f”(x)>0 oldugundan

r(x)=(x,)+ F(x, x=x,)
ise f(X)Z r(x) olur. Yani konveks bir fonksiyon tanjant egrisinden biiyiik ve ya

esitti. Eger r(x) bu sckilde degilse r(x)= f(x,)+c(x—x,) burada,
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ce [f (%), F7(x, )1 X, = a ;— b ise r(x)=f (a%bj + C(X —aTer] olur. Dolayistyla
f (X) > I’(X) tir. Diger taraftan konveksligin tanimindan

o= fla)+ 121 g

ifadesi (a, f(a)),(b, f(b)) noktalarim birlestiren dogru pargasidir. Dolayisiyla
f(x)<s(x) tir. Netice itibariyle r(x)< f(x)<s(x) tir. Bu esitsizlik a dan b ye

integre edilirse

b
ve boylece f (a%bj(b —a)< I f(x)dx < M(b —a) yazilur.

R? de konveks fonksiyonlar i¢in benzer bir esitsizlik asagidaki teoremle ifade
edildi (Dragomir, 2001).
3.10.1.1. Teorem. (Zabandan ve Kiligman, 2012) A nin co-ordinatlar1 iizerinde

f : A=[a,b]x[c,d]— R konveks bir fonksiyon olsun. Bu halde,

f(a;b’cgdjg(b—a)l(d—C)Hf(x’y)dydxs f(a,c)+ f(a,d):; f(b,c)+ f(b,d)_

Yine disk lizerinde Hermite-Hadamard esitsizligi arastirdi (Dragomir, 2000).
(Matejicka, 2010) calismasinda ise belli (spesifik) konveks kompakt kiimeler

tizerinde Hermite-Hadamart esitsizliklerinin ¢ok degiskenli varyasyonlari ispat etti.
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3.10.1.2. Teorem. (Zabandan ve Kiligman, 2012) A,h konveks fonksiyonu
tarafindan sinirli bir alan olsun. Herhangi bir Xe[a,b] icin g(x)>h(x) olacak
sekilde g konkav bir fonksiyon olsun. Bu halde, F,A {izerinde iki degiskenli

konveks bir fonksiyon ise

b b b 9(x)

[ x(9(x)—h(x))x E_[(g (x)-h*(x)x | | | F(x, y)dxdy
Fl & 2 <20t

J (g(x J(g(x)=h()dx | [(g(x)-

Ispat. (Zabandan ve Kiligman, 2012) F,A iizerinde konveks oldugundan F,A
lizerinde co-ordinated olarak konvekstir. Tiim Xe [a, b] i¢in
F:[h(x).g(x)] > R, F,(y)=F(x,y) fonksiyonu [h(x),g(x)] iizerinde konvekstir.

(3.59) Hermite-Hadamard esitsizliginin sol tarafindan
9(x)

(o~ nx)e| x S0 < Ty

h(x)

yazilir. [a,b] kapal1 aralig1 iizerinde integre edilirse

b g(x)
h X))F(X,dex sj F(x, y)dydx
a h(x)

D ey T
—~
«Q
—~
>

elde edilir. Boylece,

D ey T
7N\
«Q
—~
>
—
0o |+
=
—
>
N—
N—
o
>

1 b g(x)
< _[ F(x, y)dydx
a h(x)

yazlir. Bu ise ispat edilmek istenendir.

3.10.1. Tamim. (Jensen Anlaminda Konveks Fonksiyon (J-konveks fonksiyon))

f:1cR—>R, timx,X, €l igin
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f(xl +x2jS f(x )+ f(x,)

2 2

oluyorsa f ye Jensen anlaminda konvekstir ve ya f ye J-konvekstir denir (Hussain,
2005-2008).
3.10.2. Tamim. (Wright Konveks Fonksiyon (W-konveks fonksiyon))
Herx<y,z>0 ve X,y+z el i¢in,
f(x+2)-f(x)< f(y+2z)-f(y)
oluyorsa f fonksiyonuna Wright konvekstir denir (Hussain, 2005-2008).
3.10.3. Tamim. (Logaritmik Olarak Konveks Fonksiyon)
f:1cR—R bir fonksiyon a,f>0,a+ =1 ve her X,yel igin f>0

fonksiyonu
Flax+ fy)< £7(x) 7 (y)
oluyorsa f ye logaritmik olarak konveks fonksiyon denir. Yani diger bir degisle

eger T pozitif ve log f, | lizerinde konveks ise f ye logaritmik olarak konvekstir

denir ( Hussain, 2005-2008).
3.10.4. Tamim. (J-Log Konveks Fonksiyon)

Pozitif f fonksiyonu Jensen anlaminda logaritmik olarak konveks bir

fonksiyon ise f ye J-Log konveks fonksiyon denir. Yani her S,tel igin
t
f(s)f(t)> fz(s%j ise f ye Jensen anlaminda logaritmik konveks fonksiyon

denir. Bu son denklem yerine her u,weR ve S,t el igin

uzf(s)+2uwf(57+tj+wzf(t)zo

almabilir (Hussain, 2005-2008).

Kapali aralikta konveks f fonksiyonu siirhdir. M = max{f(a), f(b)} olmak
iizere herhangi bir 1 €[0,1] igin w= A +(1-1)p ise
fw)<Af(@)+(1-4)f(b)<AM+(1-A)M =M
olup f istten simrhdir. Aymi sekilde konveks f fonksiyonunun alttan smirh

oldugunu gosterelim.
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f(a—mjslf(a—m+tj+lf(a—m—tj
2 2 2 2 2
1:(a+b j>2f(a+bj_f(a+b_tj
2 2 2

f <M ise —f >—M dir. Bu halde,

f(a—er j>2f(a+bj M =m.
2 2

3.10.1.1. Not. Konveks fonksiyon u¢ noktalarda siirekli olmayabilir. Fakat ic¢

noktalarda bu gecerli degildir. I¢ noktalarda siirekliligin 6tesinde Lipschitz olma

sartini saglar.

f konveks ise Lipschitz sartin1 saglar. Diger bir degisle herhangi X,y € [a, b]
icin |f(X)— f(y){ < L|X— y| olacak sekilde bir L >0 sayisi varsa f fonksiyonuna
Lipschitz’tir denir. Sonug olarak konveks bir f fonksiyonu [&,b] kapali aralig:

tizerinde mutlak degerce siirekli fakat (a,b) acik araligi iginde siireklidir (Hussain,

2005-2008).
3.11. Hardy ve Polya-Knopp Esitsizlikleri

p>1Lk#1 olmak iizere F fonksiyonu (0,00)=R, iizerinde tammli

f(t)dt, k>1 )

1—

F(x)= :) olsun. Bu halde, x °f e LP(R+) olmak iizere tiim negatif

olmayan f fonksiyonlari i¢in

0

[xFr(x dx—{| _J)fx”f (x)alx (3.60)

0
Hardy esitsizligi vardir. 0 < p <1 olmas1 halinde (3.60) esitsizligi yon degistirir.

Diger énemli bir esitsizlik ise tiim pozitif f € L'(R,) icin
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) 1 X o0

exp — logf(t)dtde<e f(x)dx 3.61)
o st

Polya-Knopp esitsizligi elde edilir. Polya-Knopp esitsizligi i¢in (3.60) ifadesinde f

]

yerine frP yazilip ve P — % gonderilirse (3.61) esitsizligi elde edilir. Diger bir
degisle Polya-Knopp esitsizligi Hardy esitsizliginin limit halidir (Hussain, 2005-
2008). (Boas, 1970) (3.60) ve (3.61) esitsizliginden daha genel olan

1 dx
j“{ﬁj tx)dmit) j <j¢ (3.62)
0 0
esitsizligini elde etti. Burada, ¢: [0,00) — R siirekli ve konveks fonksiyon, f negatif
olmayan 0lgiilebilir bir fonksiyon, m: [O, OO) — R azalmayan ve smirh bir fonksiyon

ve M :m(oo)—m(0)>0. (3.62) ifadesindeki i¢ integral M ye gore Lebesgues-

Stieltjies integralidir.

(3.62) lin daha genel sekli i¢in Hardy-Knopp esitsizligi

ja{ dtJ— <I¢ (3.63)

yazilir. Burada f negatif olmayan bir fonksiyon ve ¢:R" — R iizerinde bir

konveks fonksiyondur. Burada, #(x)=x" ve #(x)=e€* alimrsa (3.60) ve (3.61)

esitsizliklerinin yeni bir ispat1 verilmis olur.
3.12. Wright Konveks Fonksiyonlarda Jensen Esitsizligi

a+b 5
3.12.1. Teorem. (Hussain, 2005-2008) f:[ab]>R.ja ==/ kapali arahn

iizerinde Wright konveks bir fonksiyon ve f(x)=—f(a+b-x) olsun. Eger,

. X: + X a+b n
I=L2,...,n igin X e[a,b] ve — 2n_'+l e[a, 5 :| ise p,=11igin P, :Zpi
=

olmak tuzere

62



3. MATERYAL ve YONTEM Dilek GUNES

( Zp, ']Spin,n p, F(x) (3.64)

n i=1
Ayrica tiim X;, p; skalerleri farkli ve f kesin olarak konveks ise yukaridaki
esitsizlik kesin olarak esitsizliktir. X;, p; ler lizerinde bazi varsayimlar kullanilarak

asagidaki esitsizlik Jensen-Stenffensen esitsizligini  verir. Eger X, <..<X,,
k

0<P <P,,P,>0 ve B =) p;ise (3.64) esitsizliginden yazilir.
i1

Yani, f konveks bir fonksiyon ve X.,(i=1...,n) ve (r=1...,n) olmak iizere

Sex | Ynfix)
f i=1

< i=1

>p >
i=1 i=1l

. a+b _—
3.12.2. Teorem. (Hussain, 2005-2008) a,T araligi iizerinde f:(a,b)—>R

konveks bir fonksiyon ve tim X € (a,b) i¢in f(x)=—f(a+b—x) olsun. i=1,..,n

X+ X a+b
igin eger X, €(a,b), p, >0,~ 2n_l+l e(a, ) } ve

PiXi + P X in
pi +pn—i+1

Ispat. (Hussain, 2005-2008) Genelligi bozmadan (a,b):(— 1,1) olsun. Dolayisiyla

a+b
€ (aa ) } olup (3.64) esitsizligi gegerlidir (Hussain, 2005-2008).

f fonksiyonu tektir. N =2 olmasi halini ele alahm. Eger X,,X, € (— L 0] ise konveks
fonksiyonlar icin ¢ok bilinen Jensen esitsizligi elde edilir. Bu nedenle
€ (— 1, 0)» X, € (09 1) olsun.  Esitlik ise dogru iizerinde, (X1 (X1 )), (09 0)

noktasindan gecen dogru denklemi

f(x
y= ﬁ X dir. f ,(— 1, O] tizerinde konveks ve X, < DA T PX <0 oldugundan

X P+ P,

f[ plxl + pZXZJS f(Xl) plxl + p2X2
pl + p2 Xl pl + p2
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elde edilir.
F0x) P+ X _ Py f ()4, F(x,)
X P+ P, P+ Db,

oldugunu gostermek yeterlidir. Bu asagidaki esitsizlige denktir.

f(Xl) f(X2)_f(—X2)
. < T (3.65)

f, (— 1, O] tizerinde konveks bir fonksiyon ve f(0)=0 oldugu i¢in Galvani

(=10 _10) ()

Xx—=0 X

teoreminden fonksiyon X — acik araligr tizerinde

X, +X,

artandir. Bu nedenle, <0 ve X, >0 dan X, <—X, <0 olur. Boylece (3.64)

gecerli olur. Simdi keyfi n dogal sayis1 i¢in,

>0t 00)=5 28 1)+ By 1l )

1< X 4D X
2_2( pi + pn—i+l)f[ p' ! pn*Hl n|+1j

2 i=1 pi + pn—i+1

n

1 PiXi + PoiviXnin
=P — P )
n 2Pn — (p| pn—|+1) ( pi + pn_i+1

1 PiXi + P Xoi
>P f| — . )\ Midi =i+l n-i+l
n 2Pn (p| pn—|+l/ pi o+ pmm

1 &
_Pnf F;pixij

ni

bdylece ispat tamamlanur.
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

Son yillarda, esitsizlik teorisi sistematik olarak ¢ok calisilmakta ve hali hazirda
hizli bir gelisim gostermektedir. Konuya ilgi gittikge artmaktadir. Bilinen
esitsizliklerin degisik varyasyonlari, ispatlar1 ve genellestirilmis varyasyonlari bir¢ok
arastirmaci tarafindan calisilmaktadir. Bu konuda, yayimlanmis bir¢ok bilimsel kitap

ve makale bulunmaktadir.

Simetrige sahip esitsizlikler analiz ve kismi diferansiyel denklemlerde oldukca
onemli ve ilgingtirler. Ozellikle, esitsizlik teorisinde konveks fonksiyonlarla
baglantili esitsizlikler olduk¢a dnemlidir. Cok bilinen bu esitsizliklerden bir tanesi de

Hermite-Hadamard esitsizligidir.

Bu calismada, ¢ok bilinen ve literatiirde sik¢a kullanilan Jensen esitsizliginin
diskrit (ayrik), integral ve zaman skalasindaki varyasyonlar1 Jensen esitsizligi ile
ilgili literatiire 151k tutabilecek sekilde bir derleme ve verilen konular detayl

irdelenerek verilmistir. Ayrica, degisik disiplinlerdeki varyasyonlari ele alinmistir.

Mevcut calisma, Jensen esitsizligini ¢aligmak isteyenler i¢in iyi bir bilgi

kaynag teskil edecegini umuyoruz.
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5. SONUCLAR ve ONERILER

Temel esitsizlik teorisine, ¢ok bilinen ve literatlirde sik¢a kullanilan diskrit
(ayrik) ve integral esitsizliklerini tanitmak ve uygulamalarina yer vermek esas

amagtir.
Bunun yaninda detayli olarak calisilmamis esitsizliklerle ilgili mevcut kaynak

sitkintisina  yardimer olacak sekilde Jensen esitsizligi ile ilgili bir katalog

olusturmaktir.
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OZET

Konveks fonksiyonlarda, diskrit (ayrik) Jensen esitsizligi, genellestirilmis
versiyonu, Jensen esitsizliginden yaygin olarak kullanilan klasik esitsizlikler elde
edilmekle beraber ve Jensen esitsizliginin integral analogu ifade edilerek ispatlariyla

verildi. Jensen esitsizliginin tersi ifade edilerek gelistirilmis bir versiyonu ifade

edildi.

Konveks fonksiyonlar i¢in Jensen esitsizligi i¢in en iyi iist sinir, global iist sinir
ve Jensen esitsizligi ve yeni entropi siirlart ¢alisildi. Jensen esitsizliginin olasilik

teorisindeki ve zaman skalasi iizerindeki karsiliklart verildi.
Iki degiskenli fonksiyonlar igin Jensen esitsizligi ifade edilerek diizlemde
stnirli  bir alan iizerindeki konveks bir fonksiyon i¢in Hermite-Hadamard

esitsizliginin bir alt sinir1 elde edildi.

Negatif olmayan Ol¢iilebilir konveks fonksiyonlar i¢cin Hardy-Polya-Knopp

esitsizlikleri ve Wright konveks fonksiyonlar i¢in Jensen esitsizlgine vurgu yapildi.

Kisaca, bu tezde ¢ok bilinen Jensen esitsizligi ile ilgili derleme sistematik bir

disiplinle ele alindi.
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SUMMARY

Jensen’s discrite inequality and its generalization for convex functions are
stated and proved. The well known inequalities arithmetic-geometric-mean
inequality, Young inequality, Cauchy-Buniakowsky-Schwarz inequality, Holder
inequality and Minkowski inequality are derived from one dimensional Jensen’s
discrite inequality. Converse of Jensen’s inequality and its refinement are reviewed
asin the literature.

A simple version of Jensen’s integral inequality is stated and proved as in the
literature.

The best upper bound and global upper bound for the weighted Jensen’s
discrite inequality are stated and proved. Also their applications in information
theory are mentioned as studied in the literature as before.

The proof of Jensen’s inequality on time scales and probability is given and
proved.

Jensen’ s inequality for two variables convex functions and the lower bound of
the Hermite-Hadamard inequality for convex function on the bounded area from the

plane are reviewed as in the literature.
Jensen’s inequality for Wright convex function and Hardy-Polya-Knopp's
inequalities for non negative and measurable convex functions are reviwed as in the

literature as before.

Simply, in this thesis convexity and the well known Jensen’'s inequality are

reviwed with a systematic way from literature.
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