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ONSOZ ve TESEKKUR

Bu tezde Klasik esitsizlikler ve bu esitsizliklerin sonucu olarak elde edilen diger bazi
esitsizlikler ve uygulamalart ele almmistir. Cok bilinen Klasik esitsizlikler ispatlariyla birlikte
sistematik bir disiplin icerisinde ele almmistir. Bu esitsizliklerin birkagi; Cauchy esitsizligi, Abel
esitsizligi, Jordan esitsizligi, Bernoulli esitsizligi, Chebysev esitsizligi, Young esitsizligi, Holder
esitsizligi, Minkowski esitsizligi, Griiss esitsizligi, Steffensen esitsizligi, Schur esitsizligi, Shapiro
esitsizligi, Carleman esitsizligi, Wirtinger esitsizligi, Hardy esitsizligi ve Hermite-Hadamard
esitsizligidir. Burada esitsizlik teorisinde 6nemli bir yere sahip olan, ¢ok bilinen ve literatiirde sik¢a
kullanilan diskrit (ayrik) ve integral esitsizliklerini tanitmak ve uygulamalarina yer vermek esas
amagtir. Bunun yaninda mevcut ¢alisma detayli olarak calisilmayan esitsizliklerle ilgili mevcut
kaynak sikintisina yardimct olmakla beraber esitsizlikler teorisi ve bu yonde ¢alismak isteyenler i¢in
iyi bir katalog olmustur.

Birinci kistmda yaygin olarak kullanilan bazi tanimlara yer verilmistir. Ikinci kisimda yaygin
olarak bilinen Schwarz esitsizligi, Cauchy esitsizligi gibi normlu uzayda esitsizliklere yer verilmistir.
Ugiincii kisimda ise genel esitsizlikler degisik varyasyonlar1 ve ispatlartyla birlikte sistematik bir
sekilde verilmistir. Dordiincii kisimda tiirevleri iceren esitsizliklere, besinci kisimda tiirevleri iceren
integral esitsizliklerine yer verilmistir. Altinci kisimda bazi integral esitsizlikleri, analitik yaklagim
kullanilarak ifade edilmistir.

Hazirladigim bu tezin her asamasinda yogun g¢alisma programina ragmen cumartesi-pazar
demeden bana zaman ayirarak yardimlarini benden esirgemeyen degerli hocam Dog. Dr. Tanfer
TANRIVERDI ye, her zaman destegini yanimda hissettigim basta sevgili annem olmak iizere degerli
aileme, c¢aligsmalarim esnasinda ve tezin hazirlanmasi siirecinde benden manevi destegini esirgemeyen
sevgili arkadasim Hiilya COLAKOGLU’na en igten tesekkiirlerimi sunarim. Ayrica jiirimde
bulunmay1 kabul eden ve Erzurum’dan Sanlrfa’ya bu nedenle gelen degerli hocam Prof. Dr.
Muhammet Emin OZDEMIR’e, lisans doneminden beri destegini yanimda hissettigim ve bana her
konuda yardime1 olan degerli hocam Yrd. Dog. Dr. Aydin IZGI’ye tesekkiirii bir borg bilirim.



1. GIRiS Vedat MICOOGULLARI

1. GIRIS

Bu tezde Klasik esitsizlikler (KE) ve bu esitsizliklerin sonucu olarak elde
edilen diger bazi esitsizliklere ve uygulamalarina yer verilmistir. Matematik ve
matematigin alt disiplinlerinin en temel enstriimanlarindan bir tanesi esitsizliklerdir.
Bu alt branglardan bazilari; fonksiyonel analiz, integral ve diferansiyel denklemler
teorisi, interpolasyon teorisi, harmonik analiz, olasilik teorisi ve benzerleri. Ayni
zamanda, esitsizlikler mekanik, fizik ve diger bilimlerde de yaygin bir kullanima

sahiptir.

Matematikte ¢ok yaygin bir kullanima sahip bu esitsizliklerin diskrit (ayrik),
integral varyasyonlar verilmistir. Bu esitsizliklerin birkaci; Jensen esitsizligi (JE),
Aritmetik ortalama (AO), Geometrik ortalama (GO), Hoélder esitsizligi (HE),
Minkowski esitsizligidir. Yine, diferansiyel denklemlerde olduk¢a Onemli ve ¢ok
bilinen esitsizliklerden bir tanesi de Hardy esitsizligi (HE), Hermite-Hadamard
esitsizligidir (HHE). Son yillarda, esitsizlik teorisi sistematik olarak ¢ok ¢alisilmakta
ve hali hazirda hizli bir gelisim gostermektedir. Konuya ilgi gittikge artmaktadir.
Bilinen esitsizliklerin ~ degisik  varyasyonlari, ispatlar1 ve genellestirilmis
varyasyonlar1 bir¢ok arastirmaci tarafindan c¢alisilmaktadir. Bu konuda yayimlanmig

bir¢ok bilimsel kitap ve makale bulunmaktadir.

Klasik esitsizliklerin diskrit (ayrik) ve integral varyasyonlar ele alinmistir. Bu
esitsizliklerin sonucu olarak elde edilen diger bir¢ok Onemli esitsizlikler ifade
edilerek ispat ve uygulamalariyla verilmistir. Literatiirde bu konuda yazilmis kitap ve

yayimlanmig makalelerden istifade yoluna gidilmistir.

Temel esitsizlik teorisinde, ¢ok bilinen ve literatiirde sik¢a kullanilan diskrit
(ayrik) ve integral esitsizliklerini tanitmak ve uygulamalarmma yer vermek esas
amactir. Bunun yaninda detayli olarak c¢alisilmayan esitsizliklerle ilgili mevcut

kaynak sikintisina yardimci olmakla beraber bu konuda katalog olusturulmustur.
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2. ONCEKI CALISMALAR

Esitsizlikler konusu matematikte ¢ok yaygm bir kullanima sahiptir. Bu
esitsizliklerin diskrit (ayrik) ve integral varyasyonlari ile birlikte bunlarin degisik
ispatlar1 verilmistir. Bu esitsizliklerin bazilari; Cauchy esitsizligi, Abel esitsizligi,
Jordan esitsizligi, Bernoulli esitsizligi, Chebysev esitsizligi, Young esitsizligi, Holder
esitsizligi, Minkowski esitsizligi, Griiss esitsizligi, Steffensen esitsizligi, Schur

esitsizligi, Shapiro esitsizligi, Carleman esitsizligi seklinde siralanabilir.

Ayrica, diferansiyel denklemlerde olduk¢a onemli ve cok bilinen Hardy

esitsizligi ve Hermite-Hadamard esitsizligine de yer verilmistir.

Esitsizlik teorisi son yillarda bir¢ok arastirmaci tarafindan ¢ok calisilmakta ve
hizli bir gelisim gostermektedir. Konuya 1ilgi gittikge artmaktadir. Bilinen
esitsizliklerin degisik varyasyonlari, ispatlar1 ve genellestirilmis varyasyonlar1 bir¢ok
arastirmaci tarafindan ¢alisiimaktadir. Bu konuda yayimlanmis bir¢ok bilimsel kitap

ve makale bulunmaktadir.

Hornich (1942) ve Adamovic (1964) Hlawka esitsizligini ¢alist1.

Cauchy-Buniakowski-Schwarz esitsizliginin sonlu boyutlu vektdrler i¢in ispati
1821 yilinda Cauchy tarafindan, integral versiyonu ve ispati ise 1859 yilinda
Cauchy’nin Ogrencisi Buniakowski tarafindan ve bunlarin i¢ carpim uzayindaki

genellestirilmis versiyonu ise 1885 yilinda Schwarz tarafindan verilmistir.

Abel esitsizligi i¢in Mitrinovic (1970).

Jordan Esitsizligi ve hiperbolik versiyonlar1t Huygens (1888-1940), Redheffer
(1969), Williams (1969) Bullen (1998), Sandor ve Bencze (2005), Klen, Visuri ve
Vuorinen (2010), Neuman (2012) ve Wang, Lv ve Chu (2012) tarafindan

calisilmigtir.

Bernoulli esitsizligi Hadziivanov ve Prodanov (1965), Greber (1968) ve
Mitrinovic (1970) tarafindan ¢alisilmistir.
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Chebysev esitsizligi Dunkel (1924), Seitz (1936-1937) ve Chebysev

esitsizliginin olasilik versiyonu Ross (1994) kitabinda verilmistir.

Young esitsizligi Young (1912), Diaz ve Metcalf (1970), Riesz (1928) ve daha
fazla bilgi i¢in Mitrinovic (1993) kitabina bakilabilir.

Cauchy-Buniakowski-Schwarz esitsizliginin genellestirilmis sekli olan Holder

esitsizligi Holder (1889) ve Jensen (1906) tarafindan ¢aligilmistir.

Minkowski esitsizligi Beckenbach ve Bellman (1965), Daykin ve Eliezer
(1968) tarafindan calisilmigtir ve daha fazla bilgi i¢in Mitrinovic (1993) kitabina
bakilabilir.

Aczel esitsizligi Aczel (1956) tarfindan ¢alisilmstir.
Popoviciu esitsizligi Popoviciu (1959) tarafindan ¢aligilmustur.
Bellman esitsizligi Bellman (1956) tarafindan ¢alisilmistir.
Griiss esitsizligi Griiss (1935) tarafindan calisilmastir.

Steffensen esitsizligi Steffensen (1918) tarafindan ortaya konulmustur.
Steffensen esitsizligi Hayashi (1919; 1920) tarafindan genellestirilmistir.

Schur esitsizligi Hardy, Littlewood ve Polya (1952) tarafindan, Schur

esitsizliginin genellestirilmis versiyonu ise Guha (1962) tarafindan ifade edilmistir.

Shapiro (1954) Shapiro esitsizligini ifade etmistir. Bu esitsizligin n <12 ¢ift
sayilar1 i¢in analitik ispat Bushell ve Mcleod (2002) tarafindan verilmistir. n <23
tek sayilar1 igin esitsizliginin analitik ispat1 heniiz verilmemistir. Ayrica, Tanriverdi

(2012) Shapiro esitsizliginin tersini vermistir.

Hilbert esitsizligi Hardy, Littlewood ve Polya (1952), Steele (2004) tarafindan,
bu esitsizligin elementer ispati ise Oleszkiewicz (1993) tarafindan verilmistir. Hardy
esitsizligi Hardy (1915; 1919), Hardy, Littlewood ve Polya (1952), Kufner ve
Persson (2003) tarafindan caligilmistir. Siirekli fonksiyonlar icin Hardy esitsizligi
(Landau, 1921; Landau, 1924) ve (Hardy, 1925) calismalar1 goz oniline alinarak
Hardy tarafindan ¢alisilmistir.
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Hardy-Landau esitsizligi Landau (1921), Makarov, Goluzina, Lodkin ve
Podkorytov (1992) tarafindan ¢alisilmustir.

Carleman esitsizligi Carleman ve Hardy (1922), Hardy (1925) tarafindan

calisiimustir.

Polya-Knopp esitsizligi (Carleson Esitsizligi) Persson, Johansson ve Wedesting
(2003), Kufner ve Persson (2003), Duncan ve McGregor (2003), Kufner, Maligranda
ve Persson (2006) tarafindan ¢aligilmigtir.

Hermite-Hadamard  Esitsizligi Hadamard (1893) tarafindan ortaya
konulmustur. Bu esitsizligin tarihsel gelisimi Mitrinovic (1985) tarafindan
verilmistir. Bu esitsizlik ile ilgili ¢esitli genellestirmeler ve gelistirmeler tizerindeki
arastirmalar Dragomir ve Pearce (2000), Niculescu ve Persson (2004) kaynaklarina
bakilabilir. Ayrica, bu esitsizlik ile ilgili El Farissi (2010) nin da c¢alismalari

bulunmaktadir.

Jensen esitsizligi Hardy, Littlewood ve Polya (1952) tarafindan ¢alisilmistir.

Hardy-Littlewood esitsizligi Hadamard (1914) tarafindan c¢alisildi. Bu
esitsizlige daha fazla katki i¢cin Gorny (1939), Kollmogroff (1939) ve Steckin (1967)
nin ¢alismalarina bakilabilir. Ayrica, bu esitsizlik Bessmertnyh ve Levin (1962)

tarfindan gelistirilmistir.

Wirtinger esitsizligi Schwarz (1885), Poincare (1894), Levi (1906;1913),
Pleijel (1949) ve Beesack (1958) tarafindan calisilmistir.

Opial esitsizligi Opial (1960), Olech (1960), Mallows (1965) tarafindan
calisilmigtir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

Klasik esitsizliklerin diskrit (ayrik) ve integral varyasyonlari ele alinmistir. Bu
esitsizliklerin sonucu olarak elde edilen diger bir¢ok Onemli esitsizlikler ifade
edilerek ispat ve uygulamalariyla verilmistir. Literatlirde bu konuda yazilmis kitap ve

yayimlanmis makalelerden faydalanma yoluna gidilmistir.

3.1. Temel Kavramlar

Bu kisimda ileriki kisimlarda gerekli olan bazi tanimlara ve bilgilere yer

verilmigtir.

Tamm 3.1.1. 4 ve B iki kiime olsun. 4 nin her elemanin1 B nin bir ve yalniz bir

elemanina esleyen f kurallna 4 dan B ye bir fonksiyon denir ve f:4— B

seklinde gosterilir.

Tamm 3.1.2. f: Ac R— R bir fonksiyon olsun. 4 nin bir £ alt kiimesinin
X, < x, sartin1 saglayan her x,,x, elemanlari igin f (x1)< f (x2) ise [ fonksiyonu
E iizerinde artan, f (xl)S f (xz) olursa azalmayan fonksiyondur. Benzer olarak, E
kiimesinin x, < x, sartin1 saglayan x,,x, elemanlari igin f(x,)> f(x,) oluyorsa f

fonksiyonu azalan, f ()Cl ) > f (x2) ise artmayan fonksiyondur.
Tanim 3.1.3 A c R, ' : A — R bir fonksiyon ve a € A olsun.

lim f (x)= f (a)ise f fonksiyonuna a noktasinda siireklidir denir. Eger f

fonksiyonu A kiimesinin her noktasinda siirekli ise fonksiyon 4 iizerinde stireklidir

denir. Yani, f fonksiyonunun a noktasinda siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart

her £>0 i¢in en az bir 6 >0 vardir dyle ki |x—a|< 0 bagitisint saglayan her

xe€ 4 igin |f(x) - f(a)| < & olmasidur.
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Tanim 3.1.4 (Mutlak degerce siirekli fonksiyon). / — R, f : I — R fonksiyonun

I araliginda mutlak degerce stirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart her £ >0 i¢in en

n

az bir 6 >0 vardir dyle ki Z(bk ~a,)<6= i|f(bk)—f(ak)| < ¢ olmasidir.
k=1

k=1

Burada, £ =1,...,n i¢in (ak,bk) acik araliklarin birbirleriyle arakesitleri bos kiime

olsun ve bu siurh alt araliklan [a, ,b, | < I dir.

Tamm 3.1.5. f :[a,b]c R — R bir fonksiyon olsun. 0<A<1 ve x#y olmak
tizere f(Ax+(1-24)y) < Af (x)+(1-2)f(y) oluyorsa f fonksiyonuna  konveks

fonksiyon denir.

Tamm 3.1.6. K = F olmak iizere tim n e N i¢in x, € K olan x = (x,x,,...,x,,...)

s N9

seklindeki biitiin diziler kiimesi K* ise [ = {x =(x,)e K™D |x,[ <m1< p< oo}
k=1

ile tanimlanir.

Tanmm 3.1.7. Q, R" de bir bolge ve p >0 olmak iizere Q bolgesinde tanimli,

“ f (x)pdx < oo Ozelligine sahip tiim oOlgiilebilir fonksiyonlarin sinifina L” (Q) uzayi
Q

denir ve f € L” notasyonu ile gosterilir.

Tanmm 3.1.8. X bos olmayan bir kiime ve K = F olsun.

+:XxX—>X,(x,y)—>x+y, x,yelX,
-:KxX—)X,(a,x)—)ax, aek,

doniigiimleri ile toplama ve ¢arpma iglemleri tanimlansin. Her x,y,ze X ve her

a,b € K igin asagidaki kosullar saglansin.

e x+yelX,
ex+y=y+ux,

o x+(y+z)=(x+y)+z,
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e Her x € X igin x+ 6 =x esitligini saglayan bir tek d € X vardir (€ ya X in
toplama islemine gore etkisiz elemani denir),

1

eHer xe X igin x+x' =@ esitligini saglayan bir tek x ' € X elemam vardir

1

(bu sart1 saglayan x~ elemanina x in toplama islemine gore tersi denir ve

—x ile gosterilir),
eHer x € X i¢in xe=ex =x esitligini saglayan bir tek e e X vardir (e ye X
kiimesinin ¢arpma islemine gore etkisiz elemani denir),
J a(x+y)=ax+ay,
3 (a+b)x =ax +bx
o (ab)x = a(bx).
Bu durumda, X kiimesine K cismi lizerinde bir lineer uzay ve elemanlarina

da vektor adi verilir. K =R ise X uzayma bir reel lineer uzay ve K =C alinirsa X

uzayina bir kompleks lineer uzay adi verilir.

Tamm 3.1.9. X, K cismi lizerinde bir lineer uzay olsun. < , >: XxX—->K
doniistimii
e Her xe X icin <x,x>20 ve <x,x>=0<:>x:<9,

e Her x,y e X i¢in <x,y> = <y,x>,
e Her x,ye X veher aeK igin <ax, y> = a<x, y>,

e Her x,y,z€ X i¢in <x+y,z> :<x,z>+<y,z>,

ozelliklerine sahip ise < , > doniisiimiine X kompleks uzay1 iizerinde bir i¢ carpim

denir.

Tamm 3.1.10. X bir K cismi lizerinde bir lineer uzay olsun.
[: X >R x>

doniigiimii tim x,y € X ve tim a € K igin
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o ||x|| = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart x = 0 olmasi,

* oo =lal

9

o Jery<ld +l1

gerceklesiyorsa X iizerinde bir norm adini alir ve bu durumda (X , ||) ikilisine bir

normlu uzay denir.

Tamm 3.1.11. Beklenen deger bir rastgele degiskenin alabilecegi biitiin degerlerin,
olasiliklariyla ¢arpilmasi ve bu islemin biitlin degerler iizerinden toplanmasiyla elde
edilen degerdir. Rastgele degiskenin siirekli veya ayrik (kesikli) olmast durumuna

gore beklenen deger

jxf (x )elx, X :siirekli
E[X]=4%
> x,plx,), X : diskrit (kesik)

ile tanimlanir. f (x) olasilik yogunluk fonksiyonudur, p(x) ise olasilik fonksiyonu

olarak adlandirilir.

Tamm 3.1.12. X degiskeninin beklenen degeri yu=FE (X ) olmak lizere varyans
var(X)=E ((X - ,u)z) ile tanimlanir. Matematiksel notasyon olarak bir rastgele X

degiskeni i¢in varyans var(X) veya o ya da daha basitge o ile gosterilir.

Tamm 3.1.13. a =(a,,...,a,) pozitif sayilarin bir dizisi olsun. Bu halde, a,,...,a,

sayilarinin geometrik ortalamasi ve aritmetik ortalamasi sirastyla

G,(a)=(a,a,)i ve 4 (a)=2F %
n

seklinde tanimlanir.
A,(a)> G, (a)

esitsizligi bilinen Aritmetik-Geometrik ortalama esitsizligidir.
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3.2. Normlu Uzayda Esitsizlikler

Tamm 3.2.1. x = (x,,x,,...,x,)€ R" ve y=(y,,¥,,...,»,) € R" olsun.

<x)y>:xl.)71+x2y_2+.“+xnz

ifadesine x ve y nin i¢ ¢arpimi denir.

S I -

ifadesine x in normu denir.

2 2

Teorem 3.2.2 (Cauchy Esitsizligi). Tim x ve y reel sayilari i¢in xy < 7—1-)}—.

2

ispat. (x — y)’ > 0 ifadesinden elde edilir.

Teorem 3.2.3 (Schwarz Esitsizligi). Bir i¢ carpim uzayinda Kx, y>‘£||x||||y||
esitsizligi gecerlidir.

Ispat. y = ax ise paralellik oldugundan esitlik vardir. y # o olsun. Her o skaleri
1¢in,

OS”x—ozy”2 =<x—ay,x—ay>

= (x.x) - alx.y) - al(y.x) - a(y.y))

(v, x)
(vy)”

Ozel olarak, a =

< y,x> = <x, y> ve zz = |z|2 oldugu g6z Oniine alinirsa,

(x|

oA

< xx—<y’x> X =x2—
0<{ex) = o) =M

() < DA veya [ ) <[l

olup

elde edilir.
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Teorem 3.2.4 (Hlawka Esitsizligi) £",n boyutlu oklit vektér uzayi, bu halde;
x,y,ze€ E" i¢in
x|+ [+ |2 =y + 2| |z + x| = |x + y[+]x + y+ 2| = 0
esitsizligi vardir.

Ispat
(| |+ 2l = [+ 2l = |z 2 =+ 2+ e+ 34+ 2N+ oA + |2+ e+ + 2]
= (M +ld =Ly + Wl [y + 2|+ + y+])

(] |+ - |Z+x|)Qy| |z + x|+ |x+y+z|)

+{d o= s el =t o+ e+ 3 +2)
ile verilir (Hornich,1942; Mitrinovic, 1970).
Hlawka esitsizligi kompleks degerli vektorler i¢in dogru degildir.

Teorem 3.2.5 (Hlawka Esitsizliginin Genellestirilmis Versiyonu) x, € £” olsun.

n>2 igin

Z‘x +x, ‘

I<i<j<n

(n 22|xk
k=1

k

yazilir. Ozel olarak n=3 ise Hlawka esitsizligi elde edilir (Adamovic,1964). Bu
esitsizlik ve degisik varyasyonlari i¢in (Mitrinovic, 1970) e bakiniz.
3.3. Genel Esitsizlikler

3.3.1. Cauchy-Buniakowski-Schwarz Esitsizligi

Teorem 3.3.1.1. a = (a,,...,a, ) veb = (b,,...,b, ) reel sayilar dizisi olmak iizere

10
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2
(Zakbkj < (Zaﬁj{Zbﬁj (3.3.1.1)
k=1 k=1 k=1

vardir. Esitlik hali a ve b dizilerinin orantili olmasiyla miimkiindiir (Mitrinovic,
1970).

Bu esitsizlik literatiirde Cauchy-Buniakowski-Schwarz Esitsizligi olarak

bilinir.
Ispat 1. x e bagli asagidaki quadratik polinomunu goz éniine alalim.

n

Y (ax+b,) 20 (3.3.1.2)

k=1

Yani,

(iaisz +2(iakbij+(ibkzj >0 (3.3.1.3)
k=1 k=1 k=1

(3.3.1.1) esitsizligini gerektiren (3.3.1.3) esitsizliginin biitiin reel degerli x ler
icin negatif olmadigi sonucuna ulasiriz. Yani, A<0. Diger bir degisle esitligin
saglanabilmesi i¢in gerek ve yeter sart a ve b dizilerinin orantili olmasidir. Bu da

teoremi ispatlar (Mitrinovic, 1970).

Ispat 2. x ve y keyfi reel sayilar igin

oldugundan keyfi A # 0 reel sayisi, a ve b reel dizileri i¢in

1 1 11
AR /1|ak|z|bk| < E;Ea,f +E—b,f.

12

Esitsizlikler izerinde £ =1 den k =n e kadar toplam alinirsa

Slaibi|< 5 2 al v 3h

k=1

elde edilir.

11
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1
Py a3 :(ia;ib;jz
k=1

k=1 k=1 k=1

olacak sekilde A secilirse

1
Zn:|akbk|s( ” a; ” bkzjz (3.3.1.4)
k=1 k=1

elde edilir.

n
Z“kbk
k=1

n
< |ab|
k=1

oldugundan (3.3.1.4) esitsizliginden (3.3.1.1) esitsizligi elde edilir (Mitrinovic,1970).

Teorem 3.3.1.2. a ve b dizileri kompleks ise (3.3.1.1) esitsizligi

2
< [;pkr)[;wj 33.15)

n
Zakbk
k=1

ile ifade edilir (Mitrinovic, 1970).

Esitligin olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart a ve b dizilerinin orantili

olmasidir.

Ispat. 1 kompleks bir say1 olsun.

0< z\ b =Y (a, - b Nax - 2b,)

k=1

=i|ak|2+|z|2i|bk|2—zRe[22akbk]
k=1 k=1 k=1

olmak uzere

S
b#0 i¢in A :"j—
[Siaf

k=1

12
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n

" P 2 b,
> lay = b =Y o[ ~F—L>0 (3.3.1.6)
k=1

k=1

elde edilir. Bu da (3.3.1.5) te verilen Cauchy Esitsizliginin kompleks formudur.

(3.3.1.5) esitsizliginde esitligin olmasi i¢in gerek ve yeter sart (k = 1,...,n) i¢cin

a, —Abi =0 olmasidir. Yani esitligin olmasi i¢in gerek ve yeter sart a ve b

dizilerinin orantili olmasidir (Mitrinovic, 1970).

Teorem 3.3.1.3. (Ucgen Esitsizligi) Herhangi x,y € R" ve 4> 0 igin
e+ 20 <+ o
Esitligin olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart x =0 veya y = Ax olmasidir.

Ispat.

e+ = (x+p,x+p)
=(x,x)+2(x,y) +(»,»)

T2+

<[+ 2fee, )|+ I

=

< |} + 2allly] + [ (Schwarz ifadesi)
= (<] + 1)

Buradan her iki tarafin karekokii alinarak istenen sonuca varilir.

3.3.2. Abel Esitsizligi

Teorem 3.3.2.1. a,,...,a, ve b,,...b, (b >...>b, >0) reel sayilarn iki dizisi ve

(k=1,..,n)icin s, =a, +...+a, olsun. Eger m = mins, ve M = max s, ise

1<k<n 1<k<n
mb, <ab, +...+a b < Mb . (3.3.2.1)
1 171 n-n 1

13
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Bu esitsizlik literatiirde Abel esitsizligi olarak bilinir (Mitrinovic, 1970).

Ispat. a,b, +...+a b, toplami asagidaki gibi yazilabilir.

iakbk =s5,b + (s2 -5, )b2 +...+ (sn -8, )bn

k=1

=s5,(b,=b,)+...+s,,(b,_, —b,)+s,b,.
Ayrica,

m(bl _bz)ésl(bl _bz)SM(bl _bz)

m(bn—] - bn ) < Sn—l (bn—l - bn ) < M(bn—] - bn)
mb, <s b < Mb,

oldugunu gormek kolaydir. Esitsizlikler taraf tarafa toplanirsa (3.3.2.1) esitsizligi
elde edilir (Mitrinovic, 1970).

3.3.3 Jordan Esitsizligi

Teorem 3.3.3.1. 0< 68 <% icin sec’ @ >1 esitsizligi 0 dan @ ya integre edilirse

0<f< % igin tan@ > @ olur ve buradan; 0 < @ < % i¢in

i(smej =0 (5 tano)<o.
do\ 6 o0
Bunun sonucu olarak
. sin —
snf "2 _2 (0< esfj (3.3.3.1)
o s 2

yazilir.

14
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(3.3.3.1) esitsizliginde esitligin saglanmasi icin gerek ve yeter sart 9=%

olmasidir. Diger taraftan >0 i¢in sinéd <8 oldugu gercegi ve (3.3.3.1) esitsizligi

g0z Oniine alinirsa

2 sinf (o <h< 1} (333.2)
T 0 2

elde edilir. Bu esitsizlige Jordan esitsizligi denir (Mitrinovic, 1970).

Ispat 1. 0<0 Sg icin sin@ fonksiyonunun grafigini ¢izmek kolaydir. (0,0) ve
(%,1) noktasini birlestiren dogru pargasi y = %0. Dolayistyla sin@ fonksiyonunun
konkavligindan sin @ > %0 oldugu geometrik olarak agiktir.

sin &

ispat2. £(0)= , £(0)=1 oldugu bilinmektedir.

_ Bcosf—sind

/10)=—=

9

2(68)=60cosf—sind olsun. 0 e [0, %} i¢in

g'(0)=—-6sino
<0

Dolayisiyla f (0) = 5120 azalan bir fonksiyondur. Buradan,

f(0)= 1(6)=

2
—
Bu ise ispat edilmek istenendir.

Hiperbolik fonksiyonlar i¢in iki tarafli trigonometrik esitsizlik (x * O)

. 1 .
1 sinhx coshx+2 To. . 3_sinx cosx+2
(cosh x)s < < 3 ,0<x< By i¢in (cosx)’< < 3

X X

15
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esitsizlikleri bir ¢ok arastirmacinin ilgisini ¢ekmistir (Huygens, 1888-1940; Bullen,
1998; Sandor ve Bencze, 2005; Klen ve ark, 2010; Neuman, 2012; Wang ve ark,
2012).

Not 1. Jordan esitsizligi {0,%} kapali araliginda f (9):sin9 fonksiyonunun
konkav olusunun bir sonucudur. Gergekten y=sinf egrisi, u¢ noktalar harig,
2 9 . .
y =—86 dogrusunun iizerindedir.

T

Not 2. 6 reel olmak sartiyla

sint9> 7t —-6°
0 1’+6?

(3.3.3.3)

Bu esitsizlik R. Redheffer esitsizligi olarak bilinir.
(3.3.3.1) ve (3.3.3.3) esitsizlikleri birbirlerini gerektirmez (Redhefter,1969).

Ispat (Redheffer esitsizliginin ispati). Ispat x >0 igin yapilacaktir. x>1 i ele

sin 7y
y

alalim. Cok bilinen <1 esitsizligi kullanilirsa;

2 . 2 . 2 2
l-x" sinm  1-x +s1n7r(x—1)(x—1j<l—x +x—1: (1-x)

l+x> o 1+x° ﬁ(x—l) x ) 1+x° X x(l+x2

elde edilir. $imdi de 0<x <1 halini ele alalm. >~ =TT (1= x*/n) oldugundan
X n=l1

n>2 i¢in P, =[] (1 -x/k? )olmak lizere (l +x° )Pn >loldugunu gostermek

k=2

yeterlidir.
n+l

Gergekten, O<x<l ve P, = (1 —x* (n+ I)Z)Pn ifadesine  tlimevarim

uygulanirsa (1 + xz)Pn >1+x”/nelde edilir. En son x _9 almirsa (3.3.3.3)
T

esitsizligi elde edilir (Williams, 1969).

16
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3.3.4 Bernoulli Esitsizligi ve Genellestirmeleri

Teorem 3.3.4.1. Eger x>-1 ve n pozitif tamsay: ise (I+x)' >1+nx. Bu
esitsizlik literatiirde Bernoulli esitsizligi olarak bilinir (Mitrinovic, 1970).

Ispat. n =1 igin Bernoulli esitsizliginin esitlik hali elde edilir. Bernoulli esitsizligi
n=k>1 igin dogru olsun. Yani, x>—1 i¢in (1+x)" >1+kx saglansm. Bu son

esitsizlik (1+x)> 0 ile carpilirsa
(T4 x)™" > (1 )1+ x) =1+ (k +1)x + Ax?

elde edilir ve boylece, (1+ x )" > 1+ (k +1)x. Bu tiimevarim ispatin1 tamamlar.
Sifirdan farkli x > —1 i¢in Bernoulli esitsizliginin genellestirilmis hali:
a>1veya a<0 igin (1+x)" >1+ax ve 0<a<1igin (1+x)" <1+ ax. Gergekten,

Taylor formiiliinden 0 < 8 <1 igin
2
(1+x) —1—av= @(H oy

yazilir. 1+ 6 > 0 oldugundan ve x # 0 i¢in sgn((l +x) —1- ax)= sgn(a(a —1)).

Bu nedenle, Bernoulli esitsizliginin genellestirilmis ifadeleri dogrudur (Mitrinovic,

1970).

Not. Bernoulli esitsizligi ayn1 zamanda, —2 < x < -1 i¢in de gecerlidir. Gergekten,
bu x degerleriigin (1+x)" > —|l+x[" 2 {1+ x]=1+x 21+ nx elde edilir (Mitrinovic,

1970).

nx

ise (1+x)" <1+

Teorem 3.3.4.2. n=23,... ve —1<x<
n—1 1+(1—n)x

. Esitlik

icin gerek ve yeter sart x =0 olmasidir (Mitrinovic, 1970).

17
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X
x+1

Ispat. Bernoulli esitsizligi (1 - ) ifadesine uygulanirsa n =1,2,... ve x > —1

oldugundan — " ol elde edilir. Buna ragmen,

>—1 igin [1-—2] >1-n-2
1+x 1+x

+x
X 1 - - D 1 I+x—nx . .
1- = oldugundan bir onceki esitsizlik ~> ifadesine
I+x I+x (1 + x) l1+x
denktir. Eger l+x-nx>0 ve n=23.. (yani, x< Ll ) ise
n —
(1+x) < L+x <l4—= Boylece, iddia ispatlanmis olur (Mitrinovic,
l+x—nx I+ x—nx
1970).

Teorem 3.3.4.3. x,(i=1,..,n) reel sayilarmmn her biri -1 den biiyiik ve hepsi

birden negatif veya hepsi birden pozitif ise

(1+x)1+x,)-(1+x,)>1+x +x, +---+x, (Mitrinovic, 1970).
Teorem 3.3.4.4. n =2k +1 (k=0,1,...) igin f,(x)=(1+x)' —1—nx

olsun. Bu halde,

-3<x,<-2 1 ve x, <X, (n = 3,5,7,...)
n

iken f

n

(x)=0 olacak sekilde bir tek x, kokiine sahiptir ve x#0 ve x> x, icin
f,(x)>0 ve x<x, icin f (x)<0. Eger n=2k (k=12,...) ise tim x#0 reel

sayilart i¢in f (x) > 0 olur (Hadziivanov ve Prodanov, 1965; Mitrinovic, 1970).
Bernoulli esitsizliginin genellestirilmis bir versiyonu asagidaki gibidir:

Teorem 3.3.4.5. x>-1 olmak sartiyla (I+x)' serisinin k. kismi toplam

F(k,a,x)=1+ax+C(a,2)x* +---+ C(a,k)x* ile verilsin. Bu halde,

i.  F(k,a,x) ifadesinden 1 atilirsa (1+x) > F(k,a,x).

ii.  Higbir terim atilmazsa (1+x)* = F(k,a,x).

18
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iii. ~ F(k,a,x) ifadesinden atilan terim negatif ise (1+x)* < F(k,a,x) olur

(Gerber, 1968; Mitrinovic, 1970).

3.3.5. Chebysev Esitsizligi ve Aym Tiirden Esitsizlikler

Teorem 3.3.5.1.

a <---<a,ve b <---<b veyaa, >--->a, ve by >---2b, (3.3.5.1)

olmak iizere a = (a,,...,a,) ve b=(b,,...,b,) reel sayilarin iki dizisi ise bu halde,

1 n 1 n 1 n

—D>a, |—)>b [£=)ab 3.3.5.2

DR s
esitsizligi vardir. Bu esitsizlik literatiirde Chebysev esitsizligi olarak bilinir

(Mitrinovic, 1970).
Ispat. z a= i a, Zb = i b, Z ab = i a,b, notasyonlar1  kullamlarak
k=1 k=1 k=1
ZZ(auby N aﬂbV): Z(naﬂbﬂ N aﬂzb): ”zab N Zazb
u v u
ZZ(avbv - avbﬂ): Z(navbv - ava): nZab - ZaZb
uov v

elde edilir. Bu nedenle,

nZab—ZaZb:%ZZ(a#bﬂ —-a,b, +a,b, —avbﬂ)
uov
1
:5;2(61# _avxbu _bv)

(3.3.5.1) sart1 p,v=1,.,n icgin (a# —av)(by —bV)ZO oldugunu ifade eder. Bu

(3.3.5.3)

nedenle, (3.3.5.3) ifadesinden,
nZab — ZaZb >0
esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik (3.3.5.2) esitsizligine denktir.

(3.3.5.2) ifadesindeki esitlik halinin olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart

a,=---=a, veya b, =---=b, olmasidir (Mitrinovic, 1970).
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Teorem 3.3.5.2. Eger;
0<qg,<---<aq,,
0<h <---<h,

) (3.3.5.4)

0< <<l

1 = - "n>

ise

k=1 k=l k=l < kel . (3.3.5.5)

Ozel olarak, k=1,...,n icin a,20 ve m pozitif bir tamsayr ise
[ R
— > a <—>a,.
Yukaridaki problem tanim olarak Sasser ve Slater (1967) tarafindan verilmistir.
Cauchy ve Chebysev esitsizliklerinin daha genel bir hali i¢in (Seitz, 1936; Seitz,
1937; Mitrinovic, 1970) e bakiniz.

Teorem 3.3.5.3. f ve g fonksiyonlari [a,b] kapali aralig1 iizerinde her ikisi

birden ya artan ya da azalan reel degerli integrallenebilir iki fonksiyon ise

b

bia ff(x)g(x)dx z bia ff(x)dx bia [ g(x)ax. (3.3.5.6)

a a a

Eger fonksiyonlardan biri artan, digeri azalan ise esitsizlik yon degistirir (Dunkel,
1924; Mitrinovic, 1970).

Chebyshev esitsizliginin olasilik versiyonunu vermeden dnce asagidaki teoremi
verelim.

Teorem 3.3.5.4. (Markov Esitsizligi). X negatif degerleri almayan gelisigiizel
(rastgele) bir degisken ise herhangi bir a >0 i¢in P{X > a}S M(Ross,1994).
a

. . I, x2a - X
Ispat. a >0 i¢in [ = . olsun. X >0 oldugundan / <— olur. Her
0, aksihalde a

E[x]

a

iki tarafin beklenen deger uygulanirsa E[/] < elde edilir. E[I]= P{X > a}oldugu

g0z Oniine alinirsa ispat biter (Ross, 1994).

Simdi de Chebyshev esitsizliginin olasilik versiyonunu verelim.

20
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Teorem 3.3.5.5. X sirasiyla i ve o ortalama ve varyansina sahip gelisigiizel
2
bir degisken ise herhangi bir k>0 igin P{X — 4> k< (1:_2 (Ross, 1994).
Ispat. (X - ,u)2 >0 oldugundan a =k&° almarak Markov esitsizligi uygulanirsa,

2
P{(X —u) > kz}S ﬂ(X;—,u)] olur. (X —u) >k* olabilmesi igin gerek ve yeter

k
2 2

sart |X - ,u| >k olmasidir. PﬂX - ,u| > k}s E (Xk2 4 ) = % esitsizligi istenendir
(Ross, 1994).

3.3.6. Young Esitsizligi

1 1 . . 1 1

—+—=1, p,q>1, tim a>0 ve b>0 reel sayilar1 i¢in ab <—a” +—5b".

P 9 P q

Bu ifade literatiirde, Young esitsizligi olarak bilinir. Bunu ispat etmeden Once
asagidaki iddiay1 ispatlayalim.
Iddia. ¢* konvekstir.
Ispat. Tiim reel a ve b sayilar igin
I < gt (1 —t)eb
oldugunu gosterirsek ispat biter. (a,e“) ve (b,e”) noktalarindan gecen dogrunun

denklemi

1= = (e a) e

seklindedir. ta+(1—¢)b, 0<t<1 olmak sartiyla [a,b] kapali arahgindadir.
e <f (x) tir. Dolayisiyla

P < fta+(1-1)b)=te" +(1-1)e"
bulunur. Dolayisiyla iddia ispatlanmis olur. Simdi de Young esitsizliginin ispatini

yapalim.

Ispat (Young esitsizliginin ispati). t:l ise l—t:l olur. Bu halde, e*
q

fonksiyonunun konveksligi kullanilirsa,
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1 1
—loga”+—logh? 1 1 1 1
1 logh loga” logb?
ab=e" " = e? T <—e® +—e® =—a’ +—b!

p q p q
elde edilir.

Teorem 3.3.6.1. ¢ >0 olmak ilizere f fonksiyonu [O,c] kapal1 aralig1 lizerinde

reel degerli, siirekli ve kesin olarak artan bir fonksiyon olsun. a€[0,c] ve

belo, f(c)] ve £(0)=0 ise,

If(X)dx +if1(x)dx > ab (3.3.6.1)

vardir. Burada ™', f nin tersidir.
(3.3.6.1) ifadesinde esitligin olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart b= f (a)
olmasidir (Young, 1912; Mitrinovic, 1970).

Ispat.

a

g(a):ab—jf(x)dx (3.3.6.2)

0

ve b>0 bir parametre olsun. g'(a)=b— f(a) ve f kesin olarak artan oldugundan

O0<a< f7'(b)ise g'(a)>0, a=f"(b)ise g'a)=0 ve a> f'(b) iseg'(a)<0.

a=f'(b) icin g nin maksimum g(a) dir. Bu halde,

gla)< max g(x)= g(f‘1 (b)) (3.3.6.3)

elde edilir. Kismi integrasyonla

170 170
gl )=t "(0)- [f()ax = [xf'(x)ax
elde edilir. y = f(x) alirsa
gl ()= [ )y (3.3.6.4)
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elde edilir. (3.3.6.2) ve (3.3.6.4) ifadeleri (3.3.6.3) ifadesinde yerine yazilirsa
(3.3.6.1) elde edilir (Diaz ve Metcalf, 1970; Mitrinovic, 1970).

Ornek 1. ¢ >0 olmak iizere (0,c) agik araligi iizerinde p >1 igin f(x)=x""

fonksiyonu  Young esitsizliginin  biitiin  sartlarin1  saglamaktadir.  Young

a b 1 _ P
esitsizliginden J-)c”’lcz’)c+_|.)c"’1 dx > ab yani, Lo s 22105 b elde edilir. Bu
0 0 p p

son ifade a,b>0,p > 1,l + 1 =1 olmak tlizere la"’ + lb" >ab yazilir (Riesz,
P q p q
1928; Mitrinovic, 1970).

Ornek 2. f(x)=log(l+x) olsun. Bu fonksiyon Young esitsizliginin biitiin

kosullarin1 saglamaktadir. Dolayisiyla,
a b
Ilog(l + X )dbx + I (ex - l)dx >ab
0 0

Yani, a,b >0 olmak {izere
(1+a)log(l+a)—(1+a)+ (eb - b)Z ab
elde edilir.

Teorem 3.3.6.2. [O,b] kapal1 aralig1 lizerinde f ve g pozitif iki fonksiyon f' ve
g’ negatif olmayan, stirekli iki fonksiyon olsun. Ayrica f (O)=O olsun. Bu halde

0<a<bigin

a

F(@)e(b)< [ 2e) ek + | £(x)g ek

0

yazilir. Esitligin olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart a=b veya a <b fakat (a,b)

acik aralig1 iizerinde g nin sabit olmasidir.

Ispat. I g(x) f ’(x)dx e kismi integrasyon uygulanarak elde edilir (Mitrinovic,
0
1993).
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3.3.7. Holder Esitsizligi

Teorem 3.3.7.1. k=1,...,n i¢in a, 20,b, 20 ve p>1 olmak lizere l+l=1
P 4

olsun. Bu halde,
1 1
(Zaﬁ]p(Zb,j]q > ab, (3.3.7.1)
k=1 k=1 k=1

Esitlik halinin olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart aa; = b/ olmasidir. Burada a ve

[ sayilar;, o>+ f° >0 olacak sekilde negatif olmayan reel sabitlerdir (Holder,

1889; Mitrinovic, 1970).

Ispat. Zak =0 veya Zb,f =0 1ise (3.3.7.1) ifadesindeki esitlik saglanir.
k=1 k=1

n n
Za,f >0 ve Zb,f > 0 olma durumunu ele alalim.
k=1 k=1

. b= by(Zbgj ! (3.3.7.2)
k=1

Q
Il
Q
®
7N\
[
Q
ane
|
S |

ifadeleri L + 1 =1, p>1,a,b>0 icin Young esitsizliginde yerine yazilirsa
P 9

14 q
1 a, +l bﬂ S a#bﬂ

T n 1 1
p )4 q b n PSR 7
k=1 k=1

elde edilir. #=1,...,n e kadar toplam alinirsa,
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n
Z"kbk
k=1

(Zer) (B

+—>

N -
|~

elde edilir.

Bu esitsizlik, 1 + 1 =1 olmas1 halinde Hélder esitsizligi elde edilir.
p 49

Young esitsizligine esitligin olmasi i¢in gerek ve yeter sart a” = b? olmasidir.
Holder esitsizlignde esitligin olmasi i¢in gerek ve yeter sart k=1,...,n igin ,

-1

-1
(Zafj aj = (bej b/, yani, ca] = b/ olmasidir (Mitrinovic, 1970).
k=1 k=1

Teorem 3.3.7.2. k=1,...,n i¢cin a, >0,b,>0 ve p<0 veya ¢<0 igin

1 + 1 =1 olsun. Bu halde,
2

1 1
(i alpr (zbqu < zakbk' (3.3.7.4)
k=1 k=1

k=1

Esitlik halinin olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart k =1,...,n i¢in aa] = pb!

olmasidir. Burada a ve f sayilar1 o’ + 3° > 0 olacak sekilde negatif olmayan reel

sabitlerdir (Mitrinovic, 1970).

Ispat.p <0, P=—= ve Q=l ise P>0 ve Q>0 olmak iizere l+l=1.
q q

Holder esitsizliginden
1

1 1
(iA:JP(ZBkQ]Q 2 ZAkBk (3.3.7.5)
k=1 k=1

k=1

yazilir. 4, =a,? ve B, =a/b! almirsa (3.3.7.5) esitsizligi (3.3.7.4) esitsizligine

indirgenir (Mitrinovic, 1970).
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Teorem 3.3.7.3. q, (z‘=1,...,n ; j=l,...,m) pozitif sayilar ve L+-~-+L21

a a

m

olacak sekilde ¢,,...,a, pozitif sayilar ise

1

1
> a,-a, < (Z a’ ja' (Z alr jam (Jensen, 1906; Mitrinovic, 1970).
i=1 i=1 i=1

Teorem 3.3.74. 1<p<+o0 ve l+l=1 olmak iizere a=(a,,...,a,) ve
P q

b=(b,,...,b,) kompleks iki vektor olsun. Bu halde,

< |-

1
< [ﬁakrjp(gqr] 3.3.7.6)
k=1 k=1

n
Z a;by
k=1

Esitlik halinin olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart k=1,...,n igin |a,|” ve |p,|’

dizilerinin orantili olmasi ve arga,b, nin k£ dan bagimsiz olmasidir (Mitrinovic,

1970).

Teorem 3.3.7.5 (Holder esitsizliginin integral versiyonu). p >1 ve l+l =1
q

olsun. f ve g , [a,b] kapali aralig1 lizerinde tanimh iki reel fonksiyon ve | f |p ve

| g, [a,b] kapal1 aralig1 tizerinde integrallenebilen iki fonksiyon ise

b

J1/ (e)g (o) < U| 1Y dxj’l’ ( j |g(x)|quJ;.

a

Esitligin olabilmesi igin gerek ve yeter sart 4 ve B sabit olmak iizere hemen

hemen her yerde A|f(x)” = B|g(x)" olmasidir (Mitrinovic, 1970).
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3.3.8. Minkowski Esitsizligi

Teorem 3.3.8.1. k=1,...,n i¢cin a, 20,b,20 ve p>1 olsun. Bu halde

(Stosnr ) =[S o($0)

k=1
Esitlik halinin olmasi igin gerek ve yeter sart a = (a,,...,a,) ve b=(b,,...,b,)

dizilerinin orantili olmasidir (Mitrinovic, 1970).

Ispat.
(ak +b; )p =a; (ak +b, )pil +b; (ak +b )pil

ifadesinde £ =1,...,n e kadar toplam alinirsa

i ak +b Zak a +b +Zb a,+b ) (3.3.8.2)
pam

elde edilir. Holder esitsizliginden 1 +l =1ve p>1igin
P 4q

SR
Q=

=1

iak(ak +bk)P_l < (ialfj ( " (ak +b, )q(p_l)j 5
=1 «

N -
=
Q|-

3 b(a, +b )" < (Zn:b,fj [ (a, +b, )‘f(”“)j .
k=1 k=1

p= q( p- 1) ile beraber yukaridaki iki bagint1 toplanirsa

St (5[ g0 )

1

P j ifadesine boliintirse

elde edilir. Yukaridaki esitsizligin her iki tarafi (Z(ak +b,)
k=1

(3.3.8.1) esitsizligi elde edilir (Daykin ve Eliezer, 1968; Mitrinovic, 1970).

Teorem 3.3.8.2. k=1,...,n i¢gin a, 20, b,>0 olsun. p>1 ise
1
[Zakj (Zb”j > (Z a +bk)”jp (33.8.3)
k=1 k=1

27



3. MATERYAL ve YONTEM Vedat MICOOGULLARI

\(

1 ’ n l P n 1 P
(Za,ﬁ’} + [Zb{) < (Z(ak +b, )pj : (3.3.8.4)
k=1 k=1

k=1
0< p<1igin (3.3.8.3) ve (3.3.8.4) esitsizlikleri yon degistirir (Beckenbach ve
Bellman, 1965; Mitrinovic, 1970).
Teorem 3.3.8.3. p>1 ve a=(a,...,a,) ve b=(b,...,b,) kompleks iki dizi

>™n

olmak tizere,

1 1 1

(i|ak + bk|pjp < (i|ak|pjp (i|bk|pjp (Mitrinovic, 1970).

k=1 k=1 k=1
Teorem 3.3.8.4 (Minkowski esitsizliginin integral versiyonu). f ve g , [a,b]

kapal1 aralig1 iizerinde tanimli reel degerli iki fonksiyon ve p >1 icin,

b b
J.|f|pdx<oo ve J.|g|pdx<oo

olsun. Bu halde,

60 g(xl”dx]; <[] If(x)ldeJ; o ftora

Esitlik i¢in gerek ve yeter sart hemen hemen her yerde f (x): 0 olmasidir
(Mitrinovic, 1970).

3.3.9. Aczel Esitsizligi

Teorem 3.3.9.1. b} —b; —---—b> >0 veya a; —a; —---—a. >0 olacak sekilde
a=(a,...,a)) ve b=(b,...,b) reel sayilarin iki dizisi olsun. Bu halde,
(azl2 —-a; —"-—a,f)(bf -b; —---—bj)S (a,p,—a,b,—---—ab,). (3.3.9.1)

Esitlik halinin olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart a ve b dizilerinin orantili

olmasidir (Aczel, 1956; Mitrinovic, 1970).

28



3. MATERYAL ve YONTEM Vedat MICOOGULLARI

Ispat. k reel olmak iizere a#kb ve b} —b; —---—b> >0 olsun. Bu halde,
f(x): (blz -b; _"'_bj)xz _2(a1b1 —a,b, _"'_anbn)x
+ (af —a; —~--—aj) (3.3.9.2)
:(blx al) (bzx_az) _"'_(bnx_an)2

2 2
a a a,
L |=— b, —— ————— | h L <0
f[blj [ 2 bl aZ] [ n bl anj

olur. x > ¥ igin f (x)—>+oo oldugundan f fonksiyonu (— oo,ﬂ] ve (%ﬁwj

1 1

araliklarinda iki koke sahiptir. (3.3.9.2) denklemi iki koke sahiptir ve (3.3.9.1) elde

edilir.
Esitligin olabilmesi i¢in a nin b ile orantili olmasi gerekir.

Not. Simetriden dolay1 b’ —b; —---—b’ >0 yerine (af —a; —— af)> 0 yazilirsa

ayn1 sonug elde edilir.

Teorem 3.3.9.2. (Popoviciu Esitsizligi) p > 1 icin
bl —by —---=b" >0 veya al’ —al —---—a? >0 (3.3.9.3)

olacak sekilde a=(a,,...,a,) ve b=(b,...,b,) reel sayilarm negatif olmayan iki

n

dizisi ise
(af’ —af —--—a’ Xblp - b! —---—bf)S (a,b, —a,b, —---—a,b,)  (Popoviciu,
1959; Mitrinovic, 1970).
Teorem 3.3.9.3 (Belmann Esitsizligi)

a= (al,...,an) ve b= (bl,...,bn) (3.3.9.3) denklemini saglayan negatif olmayan

reel sayilarin iki dizisi ise p >1 i¢in
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1

(af’—aé’_..._af)p +(b1”—b2” —---—b,f’)%

<(@+8) (@ +b) —=(a,+b))

(Bellman, 1956; Mitrinovic, 1970).

3.3.10. Griiss Esitsizligi

Teorem 3.3.10.1. / ve g , (a,b) acik araliginda tanimli ve integrallenebilir iki

fonksiyon olsun. Tiim x € (a,b) igin

p<flx)<o, y<glx)<T

olsun. Burada ¢, @, y, " sabit reel sayilardir. Bu halde,

b 1 4 If(x)g(x)dx - » _la)z if(X)dxi g(x)dx| < i(d) ~p)T-y) (33.10.1)

yazilir.

Griiss (1935), % sayisinin olabilecek en 1yi sabit oldugunu gostererek

(3.3.10.1) ifadesini ispat etti (Mitrinovic, 1970).

D

b b
Ispat. r = ¢ olsun. F = ;J. f(x)dxveG = ;J.g(x)dx ise bu halde,
b-a~ b-a~

—a

1 1 1

P = [ £(siv, G =] s(ekiv ve DUf.2)= | /(elekic—FG

yazilir. Bu halde (3.3.10.1) esitsizligi

ID(f ) S%(CD—(D)(F—?/) (3.3.10.2)

halini alir. g yerine f alinirsa Cauchy-Buniakowski-Schwarz esitsizliginden
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1

Fx)Ydx— Uf(x)a’x}2 >0 (3.3.10.3)

0

D(f.f)=

S — ) —

elde edilir. Diger taraftan

D(f.f)=(@=F)F -p)-|[@- ()L (x)-pldx,

S S———

ifadesinden

D(f,f)<(®—-F)F -¢) (3.3.10.4)

yazilir. Kolayca

D(f,g)=|f(x)-Fllg(x)-Glax,

S — —

yazilir. Cauchy-Buniakowski-Schwarz esitsizligi kullanilarak

1

[1(x)- FT dx[[g(x)- GFax = D(s, f)D(g. 2)

0

D(f,g) <

[ S——

elde edilir. (3.3.10.3) ve (3.3.10.4) esitsizlikleri kullanilarak

D(f,gf <(®-F)F-o)T-G)G-y) (3.3.10.5)

yazilir.

AO-F)F-9p)<(®-9p),
Ar-G)G-y)<(C-y),

gerceginden hareketle (3.3.10.5) esitsizligi (3.3.10.2) esitsizligini gerektirir.

Ozel olarak f(x)=g(x)=sgn(2x 1) alimrsa i in (3.3.10.2) esitsizligi i¢in

en iyi sabit oldugu goriilecektir (Griiss, 1935; Mitrinovic, 1970).
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3.3.11. Steffensen Esitsizligi

Teorem 3.3.11.1. f ve g, (a,b) acik araligi lizerinde tanimli ve integrallenebilir

iki fonksiyon ve ayni aralik iizerinde f hicbir zaman artan olmayan bir fonksiyon ve

b
0<g(t)<lise A= Jg(t)dt olmak tizere

a+l

b b
If(t)dt < Jf(t)g(t)dt < '[f(t)dt (Steffensen, 1918; Mitrinovic, 1970). (3.3.11.1)

Ispat. (3.3.11.1) ifadesinin ikinci esitsizligini ele alalim.

aff t)dt—jf af[l —g(z‘)lf(z)dt_ j:f(t)g(t)dt
2f(a+ﬁ,)ar (¢t - If
= fla+A) A - Tg t)dt} j £(0)g(t)a

= fla+2 ig )dt—argt)dt} jf ) (¢)dt

a+l

fla+2) fg (¢)dt - jf g (¢)dt
a+i a+i
b

J gl (a+2)- ()l

a+i

>0

elde edilir. (3.3.11.1) ifadesinin birinci esitsizligi benzer sekilde yapilir. Ayrica
(3.3.11.1) ifadesinin birinci esitsizligi asagidaki gibi elde edilir.

b
Gergekten G(t)=1-g(t) ve A= jG(t)dt yazilrsa 0<G(t)<1 olur. Buradan

b—a=1+A (3.3.11.3)

yazilir. (3.3.11.1) ifadesinin ikinci esitsizliginden
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[ro6as [roa veya  [rO0-glhis [r0d veya

a

jft)dt—jf )dt<jf (1) ya da jf dr<jf

elde edilir. (3.3.11.1) ifadesinin ikinci esitsizligi icin asagidaki ispat da yapilir.

a+}g(t)z/t

= [0 1Ol
seklinde tammlansm. H(a)=0 ve H'(x)= f(a + Tg(t)dtjg(x)— f(x)g(x)>0
ile verilir. 0< g(£)<1, a+ f g(#)dt < x ve f azalan oldugundan

f [a + T g(t)dt) > f (x) (Steffensen, 1918; Mitrinovic, 1970).

Steffensen esitsizligi T. Hayashi (1919; 1920) tarafindan genellestirildi. f

b
ayni sartlar1 saglamak iizere 0 < g(¢)< 4 ise A= % J. g(¢)dt olmak tizere

a

a+i

A J 1l )dt < '[ f )dt <A '[ f dt (Mitrinovic, 1970).

3.3.12. Schur Esitsizligi

Teorem 3.3.12.1. X, Y,z pozitif sayilar ve AeR ise,
xﬂ(x —y)x—z)+ yﬂ(y —z)(y —x)+ 24 (z=x)z-y)=0 (3.3.12.1)

yazilir. x = y =z olmast halinde esitlik olusur (Hardy ve ark., 1952; Mitrinovic,

1970).
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Ispat etmeden dnce yaygin olarak kullanilan ve Guha (1962) tarafindan ifade

edilen genellestirilmis versiyonunu ispat edelim.
Teorem 3.3.12.2. a,b,c,u,v,w pozitif reel sayilar ve

1 1 1
a’ +c? <b” (3.3.12.2)

1 1 1

U7 Pt s e (3.3.12.3)
olsun. Bu halde, p >0 ise

ubc—vea+wab>0 (3.3.12.4)

yazilir. Eger —1< p <0 ise, (3.3.12.3) ve (3.3.12.4) esitsizlikleri yon degistirir. Eger
p<-1 1se (3.3.12.2) ve (3.3.12.3) esitsizlikleri yon degistirir. Her durumda
(3.3.12.4) ifadesinde esitligin olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart (3.3.12.2), (3.3.12.3)

\

+1 +1 +1
a’ b? c?

P p P

u v w
ifadelerinin saglanmasidir.

Ispat. p > 0 ise Holder esitsizliginden
ne L . 11
l:a”“ (uc)pst +cP*! (wa)zm] <(uc+ wa)(a” + cp]
yazilir. Diger bir degisle

I 1\ i 1Y
ac[u”+l +w”“] S(uc+wa)[a” +c”]

elde edilir. Buradan (3.3.12.2) ve (3.3.12.3) ifadelerinden (3.3.12.4) hemen eclde

edilir. Diger durumlar benzer olarak elde edilir (Mitrinovic, 1970).
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Simdi de Teorem 3.3.12.1. i ispat edelim. Genelligi bozmaksizin 0 <z < y <x

olsun. Teorem 3.3.12.2 de p=1,a=y—z,b=x—z,c=x—y,u=xl,v=y’l,w=z’1

alinirsa (3.3.12.4) ifadesinden (3.3.12.1) elde edilir. (3.3.12.2) sart1 esitligi saglar.

A A A A
A 20 veya A <0 olmak sartiyla u? >v? veya w? >v? esitsizliklerinden (3.3.12.3)

ifadesi saglanir (Mitrinovic, 1970).

3.3.13. Devirli (Cyclic) Esitsizlikler

Teorem 3.3.13.1. Shapiro Esitsizligi

x,>20,x+x,>0 (x,,=x,i=1...n) (3.3.13.1)
olmak iizere,
X x x x n
L 42 44Tl 4 T > (3.3.13.2)
X, +x, x;+x, X, +x, x+x, 2

esitsizligine Shapiro esitsizligi denir (Shapiro, 1954; Mitrinovic, 1970).

Bu esitsizlik, n <12 ¢ift sayilar i¢in analitik olarak ispat edilmistir (Mitrinovic,
1970; Bushell ve Mcleod, 2002). n <23 tek sayilar i¢in esitsizligin dogrulugu
analitik olarak hala ¢6ziime agiktir. Ayni kosullar altinda bu esitsizligin tersi

XXy XXy X EX N EX

X, X, x X

n—1 n

oldugu gosterilmistir (Tanriverdi, 2012).

3.3.14. Hilbert Esitsizligi

f.g € L((0,0)) ise < 7|/, lel,-

Burada 7 olabilecek en iyi sabittir. /' =0 ve g =0 olmasi halinde esitlik olusur .

Bu esitsizliklerin ispat1 i¢in (Hardy ve ark., 1952; Steele, 2004) e bakilabilir.

Elementer ispati i¢in ise (Oleszkiewicz, 1993) e bakiniz.
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3.3.15. Hardy Esitsizligi

Eger p>1 ve {ak };0 negatif olmayan sayilarin bir dizisi ise Hardy diskrit

(ayrik) esitsizligi
—Ya, | < a’
265 <355

ile verilir. p>1,f negatif olmayan ve (O,x) araliginda integrallenebilen bir

fonksiyon ve ayrica j f (x)p dx < oo ise siirekli fonksiyonlar i¢in Hardy esitsizligi
0

o]

ile verilir (Hardy ve ark., 1952; Kufner ve Persson, 2003; Kufner ve ark., 2006).

p_ljpzf(x)”dx

p

Teorem 3.3.15.1. a,20 ve A4, :Zak olsun. Asagidaki serilerden birinin
k=1

yakinsaklig1 digerlerini gerektirir.

(i) Z[%j ,

L N 4,0
(111) L
Bu teoremin siireklilik versiyonu ise a > 0, f* negatif olmayan, (a,oo) araligi

iizerinde integrallenebilir ve F(x)= I f(¢)dt olmak iizere,

a
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X

I, = j j dedy (Hardy, 1915; Kufner ve ark., 2006).

Not.

X 2 2x 2
< I(MJ dt+4j.(mj d
a t X t
yazilir. Buradan 7/, <7, <21/,. (ii1) i¢in bir iist sinur (1) tarafindan verilebilir. Bu

N n

n=l1 m=1 m+n

N 1 n N A
<2303, =220, %
n=1 n=1

m=1

ile aciktir (Kufner ve ark., 2006).

Teorem 3.3.15.2. a, >0 olmak iizere Y a. serisinin yakmsakhg 4, =) a,

n=l k=1

w 2
olmak iizere Z( 4, ) serisinin yakinsakligini gerektirir (Kufner ve ark., 2006).
n

n=1

Ispat.

2 2 2 2
(A”j :(anJrA"—anj S2a5+2(i—an) :4a5+2(ﬂ) —4%.
n n n n n

oldugu aciktir. Dolayistyla her N igin
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2 2
i(ij s4ia3+2§:(’i"J —4%}—“":’1
n=l n=1 n=l

n=l

) 2 _(Aj—Affl)olur. Boylece

l’l

yazilir. Ustelik —2a,4, = —(A2 A

n—1

n=1 N n=1 n
_ 4 4 A A4
12 23 (N-1)N N

yazilir. Bu son ifade bir 6nceki esitsizlikte yerine yazilirsa

j -2

nln

S g3
= 4Za +2Z

~n’ n+1

}'l

elde edilir. Buradan agik bir sekilde

sERER

p n+l

yazilir. Bu sonug ise teoremin ispatini verir (Hardy, 1919; Kufner ve ark., 2006).

Teorem 3.3.15.3. (Holder-Roger-Riesz Esitsizligi) Eger p>1,a, 20 ve Zaf

n=1

P
yakinsak ise 4, Zak olmak iizere Z( j yakinsaktir (Kufner ve ark., 2006).

n=1

ispat. ®, =n? +(n+1)” +(n+2)" +--- olsun. 4, =0 olmak iizere her N i¢in
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yazilir. Ustelik

© -(p-1)
D, <n” +J.x_”dx —pr ! < Pyl
n p-1 p-1

yazilir. Bu st sinir ve Holder esitsizliginden

1 1
S a,b, s(iafjp(Zbgjq (p>l,l+l:lJ
n=l1 n=1 n=l1 p

q

yazilir. Buradan,

BT 2]

n=1

N r 2\ N
Dolayistyla, Z(A”j < ( P J Zaf elde edilir (Kufner ve ark., 2006).
n p—

n=1 n=1

3.3.16. Hardy-Landau Esitsizligi

p>La, 20 ve A = Zak olsun. Bu halde tim N (veya N =0 ) i¢in bu

k=1

esitsizlik

p

Burada, (LJ sabiti en keskin olamidir (Landau, 1921; Makarov ve ark, 1992;
p J—

Kufner ve ark., 2006).

Ispat. y >0 icin
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y—-py+p-120
yazilir. Bu durum Bernoulli esitsizliginden agik¢a gortiliir. Yani,
yr > 1+p(y—l).

y= R4l yazilarak bu esitsizlik uygulanirsa

Y2

wW-pyi+(p-1)y 20

o -1)B 4
elde edilir. y, =b, ve y, =u. Burada B, = E b, alinirsa
pn k=1

r-1 P
bf_pbn(p__anj +(p_1)(p__lﬂj >0
p n p n

elde edilir. Boylece

u -1Y'& (B -1V &(B,Y
b’ — p—j pbn( ”j + p—l)(p—] (—"j >0

yazilir. Ustelik pb B’ = pB”'(B,~ B, ,)> B’ —B?, ifadesine kismi

uygulanirsa

M=

g}

S
—
X
N
s

\Y
M=

(87 -52.)

S
Il
—_

1 1 ul 1
B? - 2(p-1 E B?
n [npl (n+1)p_lJ (p )n:1 n (n+1)17

elde edilir. Bu iki esitsizlik birlikte diistiniiliirse
ibpz p_l pﬁ:BP 14 _p_l — p_l pﬁ:c (Bn)p
n=1 ! p n=l ! (}’l + 1)[7 np p n=l ! n

-p
elde edilir. Burada n — o i¢in ¢, = p(l +1J —p+1—>1dir.
n

Y
M=

=
i
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b1=b2=“.=bm=al7b

mil = bm+2 == b2m = aZ"“7b(N—l)m+1 = b(N—l)m+2 == bNm = aN

olsun. N yerine Nm yazilirsa

1\ N p p
m[p_lj Zafz(c1+c2+...+cm)(%j +(cm+1+cm+2+---+02m)(%)

p n=1

4, Y
Tt (C(N—l)erl T Cv-t)mr2 T Coy N

bulunur. m ye boliiniir ve m — oo ise

(Cpoy +Cpp +40C,,,)

(cl+c2+m+c’”)—)lve mil T Cnia
m m

-1

yazilir. Bu ise Hardy-Landau esitsizliginin tiim degerleri i¢in (hatta N — oo igin)

dogrulugunu gerektirir.

p
Simdi de (Llj nin N =oo igin olabilecek keskin bir iist smir oldugunu

p_

1
gorelim. (O <e<l- l} icin a, =n ”° olsun. Bu se¢imin olmasi halinde

P p
(4] s 2 ) i,
n p—1 nl—;
p
p-1 nliﬁ
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ifadesini gerektirir. Ustelik 2 - +& >1 oldugundan &>0,N - © i¢in

p—£&

Cy, — C olmak lizere

2
n ¢

p (&
I P _pC
(p_lJ (;an p N,g)

yazilir. Buradan sonug olarak

SOVRER (I

n=1 p— 1 n=1 n=1 +tep

N Aﬁ)”
Z:‘]gn >( p jp 1 PCy _)( p jp
Yar MU S| A

n=1 n=1

bulunur. Ciinkii N — o ve ¢ - 0" iken

S s

N
2
n=1

N
—1-
IS
n=1

olur. Bu da bu {ist sinirin keskin oldugunun bir kanitidir. Hatta & =0 yazilmasiyla bu

hesaplamalar dogrudur.

Simdi de stirekli fonksiyonlar i¢in Hardy esitsizliginin ispatin1 verelim.
(Landau, 1921; Landau, 1924) ve (Hardy, 1925) calismalari goz oniline alinarak
Hardy asagidaki ispat1 verdi.

Ispat. F(x)= I f(t)dt olsun. Kismi integral ve hemen hemen tiim x (O,oo) igin
0

%(F (x)”)= pF(xY™ f(x) 6zdesligi goz oniine almir ve 0< o < A< o ile keyfi bir

a sayist ele alinirsa,
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a'”’ L, A s 1t o, d )
=p—1 (a) _p—lF(A) +p_1;[x dx<F(x) )dx
ca’ F(a)uLA[MJp o

p—1 p-1:0 x

yazilir. Ustelik Hélder esitsizliginin siirekli versiyonu goz 6niine aliarsa,

1 p-1

(7)o oy [ 1) ]

a

yazilir. a < f# < 4 olacak sekilde S secilir ve bir dnceki iki esitsizlik F (x) yerine

F(x)- F(a) yazilarak uygulanirsa

[ P (S e

X

elde edilir. Bu esitsizlikte ilk olarak o — 0* gonderilirse F(x)—F(a) nin artan

olarak F (x) e gittigi gdzlemlenir. Ispat1 tamamlamak igin 4—>o0 ve B —0

gonderilirse ispat biter (Kufner ve ark., 2006).

Not. n=12,... i¢in a, 20,4, 20,4, = Aa, + La, +---+Aa, AN =4 +A4 +--+ 1,

n"n’

43



3. MATERYAL ve YONTEM Vedat MICOOGULLARI

ve Z/lnaf yakinsak olsun. Bu halde,

n=1

0 A p p P
n _ P
S ) e

yazilir. Bu ise Hardy diskrit (ayrik) esitsizliginin genellestirilmis bir halidir. Buradan

n—n

Z/I a, yakinsak ise
n=1

elde edilir. Burada e keskin bir tist sinirdir. Eger her 4, =1 ise

0 1 0

Z(ala2 .a ) < eZan

n=1 n=1

elde edilir. Bu son esitsizlik Hardy diskrit (ayrik) esitsizliginin limitidir (Kufner ve
ark., 2006).

3.3.17. Carleman Esitsizligi

Yukarida ifade edilen son esitsizlik ilk olarak Carleman tarafindan ispat
edilmistir ve esitsizlik literatiirde Carleman esitsizligi olarak bilinmektedir. Carleman
tarafindan verilen ispat olduk¢a uzundur. Hardy esitsizliginden ispat oldukca kolay
olup bu ispat Carleman i¢in bir siirpriz olmustur (Carleman and Hardy, 1922; Kufner

ve ark., 20006).
Siirekli fonksiyonlar i¢in Hardy esitsizliginde limit alinirsa,

(0,x) agik araligi iizerinde f(x) olgiilebilir ve kesin olarak pozitif bir

fonksiyon ise
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Iexp[ljln f(z)dtjdx <ef f(x)dx (3.3.17.2)
0 X 0 0
elde edilir (Hardy, 1925; Persson ve ark., 2003; Kufner ve ark., 2006).

Teorem 3.3.17.1. a,,a,,... pozitif sayilar ve Zai yakinsak ise
i=1

a, ++aa, +...+4aa,...aq, < e(al +a, +) (3.3.17.1)

Ispat 1. Aritmetik ve geometrik ortalama esitsizligi

%:(HB(H%)ZW(H%T <é

ile birlikte kullanilirsa

] 5

i=1 € k=1 \i=

Bu esitsizlik dogrudur. Clinkii esitsizligin tiim terimleri i¢in ayni zamanda

esitlik olusmaz. Esitlik baz1 ¢>0 i¢in q, :% alinmasiyla olusur. Fakat Zak
k=1

yakinsak oldugundan bu durum gegerli degildir (Carleman ve Hardy, 1922; Persson
ve ark., 2003).

Ispat 2. Aritmetik-Geometrik ortalama esitsizliginden timi =1,2,...; her k ve

tim ¢, > 0 icin
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1

y , L (1+i) koW
saglanir. i =1,2,...,k i¢in ¢, = ~— alinirsa H ¢, | =k+1 veburadan

.j—1
l i=1

< < 1
Z:k aa,...a, < ,z‘k(k I)Zciai

k=1

Kesin olarak esitsizlik hali bir dnceki ispata benzer (Hardy, 1920; Persson ve ark.,
2003).
Carleman esitsizliginin integral versiyonu asagidaki sekildedir.
Teorem 3.3.17.2. f, (O,oo) acik aralifinda integrallenebilen negatif olmayan bir

fonksiyon ise

o0

jexp[lj log f (t)dt X < e-[ f (x)dx (Persson ve ark., 2003; Kufner ve ark.,20006).
X 0 0

0

Ispat. f, (0, oo) acik araliginda integrallenebilen negatif olmayan bir fonksiyon ve

X

g(x)= iz I yf(y)dy seklinde tammlansin. Bu halde, I f(x)ax = I g(x)dx.
0 0

0
Bunun icin negatif olmayan fonksiyonlar i¢in Fubini teoreminin basit bir

durumuna ihtiya¢ duyulmaktadir. Buradan,

Tg(X)dx = T%j yf )y = Tyf (y)dyT% = Tf (v)dy

@ konveks fonksiyon, ¢ integralenebilen bir fonksiyon ve x olasilik dl¢limii

ise Jensen esitsizliginin olasilik  versiyonu CD([(zﬁdy)SJ.CD(@dy esitsizligi

kullanilacaktir. Buna ® =exp ve [a,b] kapali araliginda du = oldugunda

dx
(b-a)
ihtiyac duyulacaktir. ¢ siirekli oldugunda sol taraftaki integral yerine yaklasik olarak

esit alt bollintiiler alinmak sartiyla Riemann toplami ve Aritmetik-Geometrik

ortalama esitsizligi kullanilir. ¢ integrallenebilir olmasi halinde dominated (baskin)

yakinsaklik teoremi kullanilir. Bu aydinlatict bilgilerden sonra Knopp ispatini

vermeye haziriz.
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xlogx —x in logx in integrali oldugu goz oniine alinirsa,

exp( j log /( )dyj—exp( jlog o )y —— j logydyj
e eXp(flog A ))Ciy]

< [exaliosly ()

X

[ 2 (v)ay

0

><N| IS

elde edilir. Ispat: tamamlamak i¢in 0 dan oo a integral alimir ve bdylece istenen elde

edilir (Duncan ve McGregor, 2003; Kufner ve ark., 2006).

3.3.18. Polya-Knopp Esitsizligi (Carleson Esitsizligi)

Not. Carleman esitsizliginin siirekli versiyonunun diskrit versiyonunu gerektirdigini

gorelim.

Burada { k} dizisinin artmayan bir dizi oldugunu kabul edelim. Carleman
esitsizliginin siirekli versiyonunda k£ =12,... i¢in x¢€ [k—l,k) olmak tizere

f(x)=a, olsun. Bu halde,

[ f(x)ax = iak (3.3.18.1)
0 k=1

) x o k X
ve Iexp lJ'lnf(t)dt dx = Z I exp ljlnf(t)a’t dx elde edilir. Ustelik k=1,2,...
0 X 0 x 0

k=1 f—
1

icin Iexp(%jln f (t)dtjdx =a, ve
0

0
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k

X k k-1 _ _
j exp[%jln f(t)dtde = j exp(%zm a, +Mln a,., jdx
0 k-1

k-1 i=1 X

1
k k k %
> j exp(lZlnaijdx = ( aij
k-1 k i=1 i=1

(3.3.18.2)

elde edilir.

Bu son esitsizlikteki integrali alinan fonksiyon i =1,2,...,k igin sirasiyla k& —1

(k-1)

tane agirlik igin l,...,l ve k. agirlik icin de Al

alinmak sartiyla Ina,
X X

sayilariin agirlikli aritmetik ortalamasina baglidir. Burada £ —-1<x <k ve ayrica
dizinin azalan ortalama degeri x =k i¢in en kiiclik degerdir. Yani tim agirliklar 1

dir. Buradan (3.3.18.1) ve (3.3.18.2) esitsizliklerinin degerlendirilmesiyle (3.3.17.1)
elde edilir (Persson ve ark., 2003; Kufner ve ark., 2006).

Carleson esitsizliginin agirliklar i¢in bir iist versiyonu p <1 i¢in

Iexp{%i In f(t)dthde < éz Fx)xrax.

0 0

p <0 icin de pr exp(ljln f *(t)dt]dx < ep”J.xp £ (x)dx ifadesinden daha geneldir.
X 0

0 0

Bunun i¢in (Persson ve ark., 2003) a bakiniz.

Ispat. (3.3.17.2) ifadesinde f (t) yerine & yazilirsa (3.3.17.2) ifadesinin sol
t

tarafi — lj Intdt = 1 [tIn¢—¢]; = —Inx + 1 oldugundan
X x

0

| exp{% [Iln f(t)at —E In tdtndx = e]j exp(%;f]n f(t)dt] %

0

elde edilir. Boylece (3.3.17.2) ifadesine denk olan ifade
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foul im0 < 0

formundadir. Bu son ifadenin ispat1 i¢cin f (u): ¢" nun konveks oldugu goz oOniine

aliarak Jensen esitsizligi uygulanirsa

elde edilir (Persson ve ark., 2003; Kufner ve Persson, 2003; Duncan ve McGregor,

2003; Kufner ve ark., 2006).

3.3.19. Hermite-Hadamard Esitsizligi

f:1 < R— R konveks bir fonksiyon ise

a+b 1
f( 2 jgb—a

Ispat. (a,b) acik aralig1 lizerinde konveks bir fonksiyonun (a,b) acik araliginda

i f(x)dx < M (El Farissi,2010).

a

stirekli ve xe(a,b) icin f +(x) ve f _(x) sag ve sol tiirevlerine sahip oldugu
bilinmektedir. Bu sebepten dolay1 f iki defa tiirevlenebilir olmak sartiyla f (x)

fonksiyonunun x, civarmndaki Taylor agilimi

Flx)= )+ £ Nox = x, ) + f"(xo)(;—xo)z

seklindedir. Konveks bir  fonksiyonu i¢in f"(x)> 0 oldugundan
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r(x):f(xo)"'f’(xo)(x_xo)

ise f(x)>r(x) olur. Yani konveks bir fonksiyon kendisinin tanjant egrisinden biiyiik

veya esittir. Eger r(x) bu sekilde degilse r(x)=f(x,)+c(x—x,), burada

ce [ff(xo),f%xo)] Xo = a;b ise r(x)= f(a;bj+c(x— a;bj olur. Dolayisiyla

£(x)= r(x) tir. Diger taraftan konveksligin tanmmndan

f(b)—f(a)(

- x—a)

()= f(a)+

ifadesi (a, f(a)) ve (b, f(b)) noktalarm birlestiren dogru parcasidir. Dolayisiyla
f(x)<s(x) tir. Netice itibariyle 7(x)< f(x)<s(x) tir. Bu esitsizlik @ dan b ye

integre edilirse

b

jir x)dx<j J x)dx

a a a

b—a
110,
2
ve boylece f (aT-i_b)(b - a) < i f (x)dx SMQ) - a) yazilir (Ambrosio,

2007).
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3.3.20. Hermite-Hadamard Esitsizligi Uzerine Bir Not

Burada c¢ok bilinen Hermite-Hadamard esitsizliginin bir genellestirmesi

caligilacaktir.
3.3.20.1. Giris ve Temel Sonuclar

Analizde ve kismi diferansiyel denklemlerde simetriye sahip esitsizlikler
oldukca Onemli bir yer tutar. Bu esitsizliklerden en bilineni ve yaygin olarak
kullanilan1 ilk olarak (Hadamard, 1893) de yayimlanan Hermite-Hadamard
esitsizligidir. Bu nedenle elde edilen yeni genellestirilmis versiyonunun analiz ve
kismi diferansiyel denklemlerde Onemli bir kullanima sahip olabilecegi

diisiincesindeyiz.

I=[ab] olmak iizere tim x,yel, 0<A<1 ve f:I—R olsun.
f(/bc + (1 - /’t)y) < if(x)+ (1 - i)f(y) oluyorsa f ye konvekstir denir. f nin, [
iizerinde siirekli ve (a,b) agik arahiginda iki defa tiirevlenebilir olabilmesi icin gerek

ve yeter sart tim x € (a,b) igin f"(x)>0 olmasidir.

Teorem.3.3.20.1. (Hermite-Hadamard Esitsizligi) /' : / — R > R konveks bir

fonksiyon ise

f(a;rbjg bia j.f(x)dxﬁ f(a);f(b) (3.3.20.1)

a

Bu esitsizligin tarihsel gelisimi i¢cin (Mitrinovic, 1985) e bakilabilir. Hermite-
Hadamard ile ilgili cesitli genellestirmeler ve gelistirmeler lizerindeki arastirmalar
icin (Dragomir ve Pearce, 2000; Niculescu ve Persson, 2004) e bakilabilir. Burada

keyfi negatif olmayan reel degerli integrallenebilir @ :1 — R fonksiyonunun

b

f[b%j'd)(x)dxj <I< 5 : Jfo@(x)dx <L< fo(I)(a);-qu)(b) (3.3.20.2)

a

ifadesini saglayacak sekilde / ve L nin varligini gosterecegiz.
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Ispatlamaya ¢alistigimiz (3.3.20.2) ifadesi (El Farrisi, 2010) de ifade edilen

f(a;bJ <i< ﬁjf(x)dx < SM (3.3.20.3)

denkleminin genellestirilmis versiyonudur.

Teorem 3.3.20.2. f: R — R konveks bir fonksiyon olsun. f oCI)(x) konveks
olacak sekilde @ : I — R negatif olmayan reel degerli integrallenebilir bir fonksiyon

olsun. Buhalde ne N,4,=0,4,,, =1 ve 0< 4, <...< 4, <1 olmak iizere

a (3.3.20.4)
< L(Ani) <L );f"q’( )
Burada,
n (1=Agsr Ja+ Ay b
(A, s A, Ay A4S D(x )dx |,
(Ao, )= 2 e = o Mb a)mk!aw(b)
L(/l]a ) /1,, ) = i(/lkﬂ ) f ° CD((I ﬂ )a * /l b) +; (D((l ke+1 )(l + ﬂ’k+lb)
k=0
(Gao, 2010).
Sonug 1. f,®, f o ® yukarida tanimlandig1 gibi olsun. Bu halde,
1 b 1 b
f[ [ d)(x)deS sup  I(A,,..,A,)< [ £ o @(x)ax
b—a " 0<A<..£4,<1 b—a Y (3.3.20.5)
< sup L(ﬂl,...,/in)s fotb(a)+fod)(b)
04, <..24, <1 2

Teorem 3.3.20.2. de ®(x)=x ve n=1 almirsa asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 2. [ iizerinde f:R — R bir konveks fonksiyon olsun. Bu halde A € [0,1]

i¢in
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2 b—a 2
Burada
(1) = ,1f(MJ . ﬂ)f((l +A)b er (1- /l)a}
L(2)= %(f (b + (1= 2)a)+ Af (a)+ (1= 2)1 (b))

Teorem 3.3.20.2. nin ispat1 i¢in asagidaki lemmay1 verelim.

Lemma 3.3.20.3. (Jensen Esitsizligi) /' : R - R konveks bir fonksiyon olsun.

Bu halde negatif olmayan reel degerli integrallenebilir @ :1— R i¢in

b

f[ﬁid)(x)dx} s [ roalx.

a

Ispat. Ispat i¢in (Hardy ve ark, 1952) a bakiniz.

Ispat. (Teorem 3.3.20.2 nin ispat1) f ve fo® konveks olduklarindan f (x)
ve Hermite-Hadamard esitsizliginin sag tarafi olan f oq)(x) icin Jensen esitsizligi

uygulanarak

1 r 1 b fo(D +f°(D b
f(b_ajq)(x)dx]S b_anOqD(X)de (a)2 (b) (3.3.20.7)

a a

elde edilir. A, =0 oldugundan [a,(1- 4, )a + Ab6]=[(1- 2, )a + Ab,(1— 4, )a + A,b]

yazilir. k=0,1,...,n icin (3.3.20.7) ifadesi [(1-A)a+Ab,(1-A. )a+. b] ye

uygulanirsa
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(1=Ag1 Jat 2y 1

! I@(x)dx

ﬂ’k+1 o ﬂ’k )(b o a) (1-2 Ja+2b

1 (1A Jat Ay b
< o D(x)d. 3.3.20.8
(/11(+1 -4 )(b - a) (llk-)[zf;b (X) : ( )

< f°®((1_/1k)a +ﬁ“kb)+foq)((l_/1k+l)a +/1k+lb)
B 2

/11

elde edilir. (3.3.20.8) deki her terim (4,,, — 4, ) ile garpilarak ve 0 dan n ye toplam

alinarak
n 1 (1= Ja+ Ay b
(/l 1 A )f d)(x)dx
A (/1“1 -4 )(b - a) (1—4[)[”4,(1;
1 n (=A)a+db
< z I £ o ®(x)dx

~_~

b-a)i3 (1=2 Ja+ g

. (ﬂ ) )f0<l)((l—/1k)a+/1kb)+foCD((l—/ikH)a—|—/1k+1b)
. k1~ M )

IA

b
7 ! I fo®(x)dx < L(A,,..,4,) elde edilir. Burada
—a

a

I(A,....4,) ve L(A,,...,A,) Teorem 3.3.20.2 deki gibidir. Diger iki esitsizligin ispati

elde edilir. Yani /(4,,...,4,)<

icin asagidaki yol takip edilir. Yani

b

f[bl jd)(x)dxjsl(;tl,...,;tn)sL(;tl,...,ﬂ”)squ)(a);focD(b) (3.3.20.9)
—da

a

f:R—>R ve fo®(x)konveks ve i(/lh1 — 2, )=1 oldugundan,

k=0
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b— k=0 ﬂ’kﬂ - /11{ )(b - a) (1=2 Ja+2,b

a

e L R o

n (1A JatAyib
< Z(ﬂ’kﬂ - A )f[(/zk 1 _;k)(b J.q)(x)dx}

- a) (1=2 )a+ 24

< n (/Ik+1_}“k)foq)((l_ﬂk)a+ﬂkb)+2foq)((l_ﬂ’k+l)a+ﬂk+1b)
s%: (1=2)-0=2,)N0=2)+0=2.,))f o D(a))
% n (Ao = A Ny + 2 )f o D (b)
:% i (((1—lk)2 —(1—,1k+1)2)focD(a)+(/1i+l —/ﬁ)fOCD(b))
_ foCD(a)+fo<I)(b)
2
yazilir (Gao, 2010).

Ornek 1. ¢, =a,,, =0, a,,..,a,>0 ve a, #0 olmak iizere Teorem 3.3.20.2. den

k

24

A, ==%— olacak sekilde en az bir a, vardir. Bu halde, ¢, = (1— 4, Ja + 4, olmak

n

Zaf

i=0

lizere,
1 n Zak Cry1
— k=0
(A E— ;a,mf =) [®(x)ax (3.3.20.10)
a, Sk
k=0
LA d)=— iak+lf°®(c")+2f°®(c"+l) (3.3.20.11)
a k=0
kZ:O: A
elde edilir.

Hermite-Hadamard Esitsizligi ile ilgili daha fazla bilgi icin (El Farissi, 2010),

(Ambrosio) ve en dnemli kaynak olarak da (Dragomir ve Pearce, 2000) e bakiniz.
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3.3.21. Jensen Esitsizligi

I c R bir aralik olsun f, [1iizerinde tanimli konveks bir fonksiyon olsun.

X3 XysesX, €1, A, 4,,..., 4,20 ve ZZI/I[ =1lise
X A )< 2 A ).

Alternatif olarak, f konveks bir fonksiyon, X e{xi 1,2,...,N } gelisi giizel

(raslantisal) P( ) olasiliklarina sahip bir degisken ve z =1 olsun. Bu halde,
SEX )< E{f (X))

A 5 P)< 3 (PG

Ispat. Ispat tiimevarim ile yapilacaktir. N =1 olmasi halinde durum asikardur.

N =2 i¢in f fonksiyonunun konveks oldugu kullanilirsa

f(le(x1)+x2P(x2 ))S f(xl )P(x1)+f(x2 )P(xz)

elde edilirr N=k-1 i¢in dogru olsun. Ayrica, i=1,2,..,k—1 igin
P'(x,)=P(x,)/(1-P(x,)) olsun.

> £ )P(x) = (= PO )Y e P, )+ f (o )Py )
> (1= Pl )/ (3 2 P, ) £ P, ) - (Rabuiden)
> A1 PO )EE P )+ mP) (V=2)
= A3 P )+ P,

Bu ise istenilendir.
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3.4. Tiirevleri iceren Onemli Esitsizlikler

3.4.1. Hardy-Littlewood Esitsizligi

Teorem 3.4.1.1. f ve f ("), R tizerinde tanimli, sinirli reel degerli bir fonksiyon
olsun. £ =0,1,...,n i¢in,
M, =sup‘f(k)(xx (xeR)

olsun. Bu halde genel n degeri igin

M} <Cl MM} (3.4.1.1)

olur. Burada C,, sabittir.
Hadamard (1914), esitsizligi (3.4.1.1) ifadesinin 6zel bir durumu olarak

C , <2"" oldugunu gosterdi. Ozel olarak n =2 ve ayn1 k degerleri icin

nl —

M} <2M M, (3.4.1.2)

gecerlidir (Mitrinovic, 1970).

3.4.2. Gorny’nin Esitsizlige Katkis1

I, uzunlugu o6 olan kapali bir aralik olsun. f,/ araligi {lizerinde n defa
tiirevlenebilir bir fonksiyon ve | f (x)|SM0 ve ‘ f (”)(x)(SMn olsun. Bu halde her

xel ve 0<k<n igin,
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k

k
elde edilir. / araliginin orta noktasinda ‘ f (k)(x)‘£l6(2e)kM; "M" elde edilir.

Burada M/ =max(M,,Mn15™") (Gorny, 1939; Mitrinovic, 1970).
Not. Eger I =(0,+ ) veya (—oo,+ ) ise M! =M, ve (—o0,+) icin herhangi bir

nokta orta nokta gibi diigiiniilerek C,, < 16(2e)k elde edilir. Boylece C,, < 7[(’,%;

Kﬂ !
elde edilir.
3.4.3. Kolmogoroff ’un Esitsizlige Katkisi
4 +00 _1 f
.= Zﬁ; n ¢ift ise p
= + .
Zl:) | i¢gin C,, < (Z:’;) )
K, =—Z—M; n tek ise K, "
7= 2k +1)
V4
—— ve

Tim n ve k degerleri i¢cin 1<C,, <§ ve n—>+4w igin C

n,n—1

C,, — 1 dir (Kolmogoroff, 1939; Mitrinovic, 1970).

3.4.4. Steckin’in Esitsizlige Katkis1

(0,+oo) icin a ve b pozitif sabitler olmak tizere

k 2 k
lSkSgig:in, a[%) scn,ksA[en]

(%)
g <k <n igin, aln - k);((n%k)J SE s A[ﬁ)

Yine (3.4.1.2) denklemi yaninda tiirevleri igeren esitsizlikler de vardir. [a,b] kapal1

aralig1 lizerinde f, n defa tlirevlenebilir bir fonksiyon ve a <q, <---<a, <b olmak

58



3. MATERYAL ve YONTEM Vedat MICOOGULLARI

sarttyla a,,...,a, , f fonksiyonunun kokleri olsun. Bu halde, £ =0,1,...,n—1 i¢in

ayni aralik lizerinde

(k) 1 _ n—k
)< G ) ma

()
esitsizligi vardir. Ayrica bu esitsizlik Bessmertnyh ve Levin (1962) tarafindan
gelistirildi.

Diger 6nemli bir esitsizlik ise

f (t)| <1 olmak sartiyla (— 1 1) aralifi icerisinde n defa tiirevlenebilir reel degerli

/s

bir fonksiyon olsun. (— 1,1) acik araligmin iginde bir J araligi olsun.

J=J,uJ,uJ, olacak sekilde J,,J,,J; seklinde ardisik pargalara ayrilsin ve J,

nin uzunlugu x ve m,(J)=inf ‘ s )(t)( olsun. Bu halde,

1
m (7)< ;(mk—l(']1)+ m_,(J3)) -
%k(k+l) k
Bu esitsizlikten m, (J)< 7 elde edilir. Burada A, J nin uzunlugudur.

F(x),a <x<b arahg icinde kompleks degerli iki defa siirekli tiirevlenebilir
bir fonksiyon ve bu araligin alt araliklarinin herhangi birinde sabit olmasim. Ustelik

eger F(a)=0, F(b)=2y>0 ve u=max

asx<bh

2 2
Smax(,u,y +,uj
2u

Im F(x) >0 ise

elde edilir (Mitrinovic, 1970).
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3.5. Tiirevleri Iceren Integral Esitsizlikleri
3.5.1. Wirtinger Esitsizligi

Teorem 3.5.1.1.f(x + 27r) = f(x), f reel degerli ve f'e I’ olsun. Bu halde, eger

2

If(x)dx =0 ise

Tf(x)zdeTf'(x)zdx (3.5.1.1)

esitsizligi gecerlidir. Esitligin olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart 4 ve B sabit olmak

lizere f (x) = A cosx + B sinx olmasidir (Mitrinovic, 1970).

(3.5.1.1) esitsizligi f tzerinde daha zayif sartlar altinda ( /' ve f7, (a,b)

b

arahginda siirekli, f(a)= f(b) ve I flx)dx=0),

a

jif'(x)zdx > (bz—”a) j;‘f(x)zdx (3.5.1.2)

a a

ile bilinmektedir. (3.5.1.1) ifadesi her ne kadar Wirtinger esitsizligi olarak anilsa da
(3.5.1.2) esitsizligi (3.5.1.1) esitsizliginden daha once ifade edilmistir. (3.5.1.2)
esitsizligine Almans1 esitsizligi denir.

(3.5.1.2) esitsizliginde f lizerine konulan sartlar daha da esnetilebilir. (3.5.1.2)
esitsizliginden daha genel ve f ve f”, siirekli fonksiyonlar, f (a)z f (b) ve p,

(a, b) acik araliginda pozitif ve siirekli fonksiyon ise
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problemini maksimize eden f fonksiyonu c¢alisildi. (3.5.1.2) esitsizliginden Once

ifade edilen

IT [ plx. )/ (x.y ) dxdy
(2 4[5 e

ifadesinin maksimum degeri Schwarz (1885) tarafindan ¢alisiimistir.

(3.5.1.3)

p(x,y)=1 ve ”f(x,y)dxa’y=0, T konveks bir bolge, / ise T bolgesi
T

icinde iki noktay1 birlestiren maksimal uzunluk olmak {izere (3.5.1.3) ifadesi i¢in bir

2
ist siirin % oldugu Poincare (1894) tarafindan verilmistir. Poincare ayn1 zamanda

f fonksiyonunun ii¢ degiskeni olmasi halinde bir {ist sinir vermistir.

Benzer olarak 7 konveks bir bolge olmak iizere O noktasinin 7' bdlgesine

olan minimum ve maksimum uzunlugu sirasiyla / ve L ve ” f (x, y)dxdy =0 olsun.
T

Bu halde, K = min(3—l3,%) olmak iizere,
2L 13L
[[ p(x.3) 1 (x, y ) vy

CEEE

oldugu Levi (1906) tarafindan verilmistir.
Levi (1913), farkl sartlar altinda bu oranin degisik varyasyonlarini ¢alismistir.

(a,b) arahginda, f(a)= f(b)=0 olmak iizere s’ smirli olan bir fonksiyon
olsun. Hatta | f (x)|< a olsun. (a,b) arahginda dlgiilebilir k, ve k, alt kiimeleri

yazilsin. Bu halde,
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j}. If’(x)de-i-a(b—a)J.|f’(x)|dx,
j|f(x)f'(Xde < W}{f’(xy dx + a(b%a + ll[|f’(x)|dx,

(3.5.1.2) ifadesinin genellestirilmis versiyonu Pleijel (1949) tarafindan f reel

degerli, 1 (x + 27[) =f (x) ve f" e’ olmak sartiyla,

'[f'(x)zdx 2 2 2 2 2
2r— jf'(x)zdx < 2ﬂ.[f(x)2dx—£.[f(x)dx] < 2ﬁjf'(x)2dx
J'f"(x)de 0 0 0 0

ile verilmistir.

Bu tip esitsizliklerin daha degisik varyasyonlar1 ve yonlendirmeleri igin

(Mitrinovic, 1970) e bakiniz.
¥'(x)+ p(x)y(x)=0, (3.5.1.4)

diferansiyel denklemini a > 0 olmak sartiyla (— a,a) araliginda ele alalim. Bu agik

araligin iizerinde f siirekli bir fonksiyon ve yl(x) >0, (3.5.1.4) denkleminin bir

¢Oziimii  ve J p(x)dxz 0 olsun. Ayrica, eger f (— a): f (a), flel’ ve

—a

J. p(x)f(x)dx =0 ise J. ) dx > I p(x)f(x) dx esitsizligi saglanr.

Esitligin saglanabilmesi i¢in gerek ve yeter sart f (x):Ayl(x) olmasidir.

Burada y,(—a)#0 yada y,(a)#0 ise 4=0 dur.
Bu esitsizliklerin buna benzer bir analogu olan I f "()c)2 dx > j p(x) f (x)2 dx

—a

esitsizligi Beesack (1958) tarafindan ¢alisilmistir (Mitrinovic, 1970).
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3.5.2. Opial Esitsizligi

Teorem 3.5.2.1. [0,i] araligi tizerinde f' siirekli bir fonksiyon ve eger
£(0)=f(r)=0 ve x€(0,k) icin f(x)>0 ise

h

LG e < 5 e 352.1)

0
yazilir. Burada % sabiti olabilecek en iyi sabittir (Mitrinovic, 1970).

Yukaridaki f fonksiyonu esnetilerek asagidaki esitsizlik Olech (1960)

tarafindan verilmistir.

Teorem 3.5.2.2. f, [O,h] aralig1 iizerinde mutlak degerce siirekli bir fonksiyon ve
f (O): f (h):O ise (3.5.2.1) esitsizligi saglanir. Esitligin olabilmesi igin gerek ve

yeter sart

f(x)=ex;
f(x)=
f(x)=c(h-x),

olmasidir. Burada ¢  sabittir

(Mitrinovic, 1970).

Olech (1960)’in ispat1 Opial (1960)’in ispatindan daha basittir. (3.5.2.1)

esitsizliginin ispatini1 verelim.

Teorem 3.5.2.3. g, [O,a] kapali aralig1 tizerinde mutlak degerce siirekli bir

fonksiyon ve eger g(0)=0 ise

a

“g(x)g'(x]dx <

0

g'(x) ax (3.5.2.2)

S e

a
2

esitsizligi gecerlidir. Burada % olabilecek en iyi sabittir.
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(3.5.2.2) ifadesinde esitligin olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart ¢ sabit olmak

sartiyla g(x) = cx olmasidir (Mitrinovic, 1970).

Ispat. (3.5.2.2) ifadesinde sirasiyla f =g, a =% ve g(x)= f(h —x), a =g ise

\
on
=
D
~
—~
=
Y
=
IA
NS
O C—t0 |
~
—~
=
—
&

O 0 [T O 0 |

(=) "(h - x)dx < % [~ xY ds

h
2

esitsizligi  elde edilir. || (h—x)f"(h—x)dx < g j f'(h—x)dx esitsizliginde
0

ot

h h
2 2

h—x=t denilerek I | flx)f ’(x)|dx < %J. f ’(x)2 dx esitsizligi ile toplanirsa (3.5.2.1)
0 0

esitsizligi elde edilir.

Olech (1960)’in ispatindan daha basit ispatlar verilmistir. Bu ispatlardan bir

tanesi Mallows (1965) tarafindan verilmistir.

0<x<a igin A(x I )|dt olsun. Bu halde, 0<x <a igin |g )| h(x) ve

boylece,

a

2[le'(x

0

)g (x)dx <2 j R (x)h(x )dx = h(a)’ (3.52.3)
yazilir. Bu sebeple Cauchy-Buniakowski-Schwarz esitsizliginden

o =(f

yazilabilir. (3.5.2.3) ve (3.5.2.4) ifadelerinin karsilastirilmasindan (3.5.2.2) esitsizligi
elde edilir.

a

x)|dx] < Ja i) ae=af

0

g'(x ) ax (3.5.2.4)
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(3.5.2.4) ifadesindeki esitligin (yani (3.5.2.2) ifadesindeki esitligin) olabilmesi

icin gerek ve yeter sart g(x) = cx olmasidir (Mitrinovic, 1970).

Teorem 3.5.2.4. (—o0<a < X <+w) olmak iizere p fonksiyonu (a,X) aralig:

X

tizerinde pozitif ve siirekli bir fonksiyon ve Iﬂdx <+ olsun. Ayrica [a,X ]
« P\X

aralig1 tizerinde f fonksiyonu mutlak degerce siirekli olsun. ¢ <x< X igin

flx)= j‘ £(¢e)at; xX—>a+ icin flx)y = OU%) olmas1  halinde

1) el < L T2 o) e

esitsizligi dogrudur.

Esitligin olabilmesi icin gerek ve yeter sart f cJ.i olmasidir. Burada ¢

p l
sabittir (Mitrinovic, 1970).

Teorem 3.5.2.5. p, (a,b) acik aralig1 tizerinde pozitif ve stirekli bir fonksiyon ve

i)< 400 olsun. f fonksiyonu [a,X ],[X , b] araliklarinin her alt araliginda

plx

Q C— >

mutlak degerce siirekli ve a<x<X igin f(x)= I f(e)dt; X<x<b igin
b X
f(x)z—_[f’(t)dt;x—)a+ icin f(x)zzo(.[i]; x—>b- icin

plt)
2 tdr
flx)y = O{J.p—t)J varsa
) e = & o) o s 5529

X b
dt = I i K ile belirlenir.
X

yazilir. Burada X ve K, J =
ple)

0
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dt

Al —; al<x<X
ol
d
p(

)
t
—_ X<x<b

t
t)

Esitligin olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart f(x)=
B

N m— S D C—

olmasidir (Mitrinovic, 1970).
Opial esitsizligi bu son teoremde a =0 ve p(x) =1 almarak elde edilir.
Teorem 3.5.2.4’ iin genellesmis versiyonu asagidaki teoremde verilmistir.

Teorem 3.5.2.6. [a,X ] kapali araligr iizerinde p pozitif bir fonksiyon,

d. . . .
_x) <+ ve ¢, pozitif, sinirlt ve artmayan bir fonksiyon olsun. Eger f, [a,X ]

p\xX

Ry

aralig1 {izerinde siirekli ve f(a)=0 ise

B

L) (s < 5[5 ool o i

elde edilir.

Esitligin olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart q(x) in sabit ve f (x): CJ-i

ple
olmasidir. Burada ¢ sabittir (Mitrinovic, 1970).
Teorem 3.5.2.5’in genellesmis versiyonu da Teorem 3.5.2.6’dan elde edilir.

Opial esitsizliginin diger yondeki farkli varyasyonlart asagidaki gibidir.

Teorem 3.5.2.7. f, [a,b] arahg: iizerinde mutlak degerce siirekli ve f(a)=0 ise

tim p>0 ve ¢ >1 igin

b b
[LAGY | () e < ‘i (b—a)" [|f'(x)""* dx (Mitrinovic,1970).  (3.5.2.6)
a p q a

Yukaridaki teoremde eger f(a)= f(h)=0 ise asagidaki teorem elde edilir.
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Teorem 3.5.2.8. f, [a,b] aralig1 lzerinde mutlak degerce siirekli ve

fla)=f(p)=0isetim p>0 ve ¢ >1 igin,

“f(x)|p|f'(x)|q dx < . :]_ . (b ; aj ‘“f'(xyw dx. (3.5.2.7)

Daha fazla bilgi ve yonlendirme i¢in (Mitrinovic, 1970) e bakiniz.

3.6. Cesitli Integral Esitsizlikleri

Bu kisimda bazi integral esitsizlikleri, analitik yaklasim ve tlimevarim

kullanilarak ifade edilmistir.

Onerme 3.6.1. f(x) , (a,b) agik araliginda tiirevlenebilir ve f(a)=0 olsun.
Eger 0< f'(x)<1 ise,

b

j [f<x>]3dxs[jf<x>dx]2 .

a

Eger f’(x) >1 ise (3.6.1) esitsizligi yon degistirir. Eger f(x) =0 veya f(x) =x—a
ise (3.6.1) ifadesinde esitlik olusur (Q1i, 2000).

t 2 t
ispat.a<t<b igin F(t)= ( _[ f (x)dx] - J- [£(x)[ dx olsun. Basit bir hesaplama

ile

£'(£)=0 ve f(a)=0 oldugundan, f(¢) artan, f(z)>0.

Asagidaki karsilasilabilecek durumlar1 degerlendirelim.
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1. 0< f'(t)<1 oldugunda G'(t)>0 olur. G(a)=0 oldugundan G(¢) artan ve
G(t)>0. Bu sebeple, F'(t)=G(t)f(¢)>0, yani F(¢) artandir. F(a)=0 oldugundan
F(t)>0 ve F(p)>0 . (3.6.1) esitsizligi gecerlidir.

2. f'(t)>1 igin G'(t)<0 olur. Yani G(¢) azalandir. F'(¢)<0. Dolaysiyla, F(z)

azalandir. Bu halde F (t) <0 dir. Yani (3.6.1) esitsizligi yon degistirir.

3. f'(t)=1 veya f(¢)=0 olmas: halinde esitlik oldugundan f(f)=t+c (3.6.1)

ifadesinde yerine yazilarak ¢ = —a kullanilirsa f (t) =t—a elde edilir (Qi, 2000).

Sonu¢ 1. f(x) , [0,]] kapali araliginda siirekli bir fonksiyon, f(0)=0 ve
x€(0,1) igin 0< f'(x)<1 olsun. Bu halde,

1

Hf(x)]3 dx < @ f(X)a'XE2 (3.6.2)

0

(3.6.2) ifadesindeki esitligin olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart f (x):O veya
f (x): X olmasidir.

Onerme 3.6.2. f(x) , [a,b] kapali aralizinda n. dereceden siirekli tiirevlenebilen

fonksiyon ve 0<i<n-1 i¢in f(i)(a) >0 ve f(")(x) > n! olsun. Bu halde

jj[f(x)]””dx > Gf(x)dxjm (3.6.3)

ispat.z € [a,b] i¢in

H(z):j[f(x)]"+2dx_[j f(x)dx]n+ (3.6.4)

a a

olsun. Buradan,
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W)= (o s 1){[f(x)]"1f'(t)nﬁf(X)de }f(t)— (4 D ()7 )
(s >{[ G O+ -0 OF [ OF —n(n—l)[jf(X)dXT }f(t)hg(t)f(t)-

Timevarim ile 2 <i<n icin

()= (=1L I LrOF
P01 (0)= piO)+ (=) OO OF " 110)

(3.6.6)

oldugundan

oldugu sonucuna varilir.

0<i<n—1i¢in f"t)>n! ve fY(a)>0 oldugundan f(r)>0, 0<i<n—1

icin artandir. Tiimevarim kullanilarak

i—1

p 0= X Ui L]

k=0
0+ijk n—1

oldugunu gérmek kolaydir. Burada 0<k <i-1 i¢in j, ve C( Jos Jioeees jH) negatif
olmayan tamsayilardir.
Bu nedenle p,(1)>0 ve p,.,(t)=0 elde edilir ve 2<k<n igin p, (t) ve

p,(¢) artandir. Basit hesaplamayla 4 ,,(¢)= f (”)(t)+ p,(¢)-n'elde edilir. f (")(z)z n!

oldugu goz Oniine almirsa £, (t)>0 ve &'(1)>0 elde edilir. Bu halde, # (¢)

artandir. z.(f) tammimdan 1<i<n-1 icin &, (a)=f (i)(a)[f(a)]”_i+ p.(a)=0 elde

edilir. Bu nedenle i iizerinde tiimevarim kullanilirsa 1<i <n igin A/(¢)>0,4.(£)>0
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ve h(t) nin artan oldugu elde edilir. O zaman H'(f)>0 ve artandir. Dolayisiyla

(3.6.3) esitsizligi H (b)Z 0 ile elde edilir. Boylece (3.6.2) dnermesi ispatlanmig olur
(Qi, 2000).
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

Bu c¢aligma heniiz tam olarak istenen hedefe ulasmamistir. Bunun en Onemli
sebeplerinden bir tanesi, iglenen her bir esitsizligin ayr1 bir derinlik ve inceleme
gerektirmesidir. Ayrica, islenen esitsizliklerin bazilari igin genellestirilmis varyasyonlari

literatiirde detayli bir sekilde taranmamustir.

Buna ragmen, mevcut ¢alisma esitsizlikler teorisi ve iilkemizde bu yonde calismak

isteyenler icin iyi bir katalog teskil etmektedir.
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5. SONUCLAR ve ONERILER Vedat MiCOOGULLARI

5. SONUCLAR ve ONERILER

Sonug olarak bu tezde birgok esitsizlik detaylt bir irdeleme gerektirmektedir.

Oneri olarak ise detayli bir irdeleme yapilirsa hedeflenen sonuca varilmis olur.
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OZET

Bu tezde cok bilinen klasik esitsizlikler ispatlariyla birlikte sistematik bir
disiplin igerisinde ¢alisildu.

Cauchy-Buniakowski-Schwarz esitsizligi, Abel esitsizligi, Jordan esitsizligi,
Bernoulli esitsizligi, Chebysev esitsizligi, Young esitsizligi, Holder esitsizligi,
Minkowski esitsizligi, Aczel esitsizligi, Griiss esitsizligi, Steffensen esitsizligi, Schur
esitsizligi, Shapiro esitsizligi, Hilbert esitsizligi, Hardy esitsizligi, Hardy-Landau
esitsizligi, Carleman esitsizligi, Polya-Knopp esitsizligi (Carleson esitsizligi),
Hermite-Hadamard esitsizligi, Jensen esitsizligi, Hardy-Littlewood esitsizligi,

Wirtinger esitsizligi, Opial esitsizligi ve ¢esitli integral esitsizlikleri ¢alisildi.
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SUMMARY

In this thesis, the well known classical inequalities including their proofs are
studied with a systematic discipline.

Cauchy-Buniakowski-Schwarz  inequality, Abel’s inequality, Jordan’s
inequality, Bernoulli’s inequality, Chebysev’'s inequality, Young's inequality,
Holder's inequality, Minkowski’s inequality, Aczel’s inequality, Griiss inequality,
Steffensen’ s inequality, Schur’s inequality, Shapiro’s inequality, Hilbert’ s inequality,
Hardy’s inequality, Hardy-Landau inequality, Carleman’s inequality, Polya-Knopp
inequality, Hermite-Hadamard inequality, Jensen’s inequality, Hardy-Littlewood
inequality, Wirtinger’ s inequality, Opia’s inequality and severa integral inequalities
are studied.
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