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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

HEIiSENBERG UZAYININ GEODEZIKLERI

Selahattin ASLAN

Harran Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal

Danigsman: Yrd.Dog¢.Dr.Abdullah YILDIRIM
Yil: 2013, Sayfa: 52

Bu tez dort boliimden olugsmaktadir. Birinci boliim girig kismi ile bu calismada gegen tanim
ve teoremleri iceren ana kavramlara ayrilmistir. Ikinci boliimde tez ile ilgili materyal ve yon-
temler verilmistir. Uciincii boliimde calismanin orijinal kismi, Simplektik lineer uzay ve Lie
parantez operatoriinden yararlanarak Heisenberg cebirini elde ettik. Bununla birlikte stan-
dart simplektik lineer uzayinin Heisenberg cebirini gtz 6niinde bulundurarak (2n + 1)-boyutlu
Heisenberg grubunun tanimi verilmistir. Son olarak 3-boyutlu Heisenberg uzayimin matris grup
modeli, standart sol invaryant metrikleri ve geodezikleri gisterdik. Son boliimde ise tez ile ilgili
sonuglar ve oneriler verilmigtir.

ANAHTAR KELIMELER: Heisenberg cebir, Heisenberg grup, Simplektik lineer uzay, Geo-
dezik.
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This thesis consist of four chapters. First chapter is devoted to the introduction and the
main concepts which is mentioned in definitions and theorems. In chapter second shown that
material and method in connection with thesis. In chapter third are the original part of the
study, and we have obtained Heisenberg algebra by means of symplectic linear space and Lie
brackets. Moreover, we introduced (2n+1)—dimensional Heisenberg group by means of standard
symplectic linear space and Heisenberg algebra. Finally, we have showed matrix group model
of N3, standard left invariant metrics of N2 and geodesics of N3 In the last chapter we have
shown results and recommendations in connection with thesis.
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1 KURAMSAL TEMELLER Selahattin ASLAN

1 KURAMSAL TEMELLER

Karl Werner Heisenberg (1925) ve Erwin Schrédinger (1926) ¢ok yakin zaman-
larda birbirlerinden bagimsiz olarak atomun kuantum (dalga) mekanigini farkli
olarak, fakat matematik yoniinden esit sekilde formiillendirdiler. Bu teoriler
1928 senesinde Ingiliz teori fizikcisi Paul Dirac tarafindan genisletilip gelistirildi.
1927°de Leipzig Universitesi fizik profesorliigiine tayin edildi. Ayni yil meshur
belirsizlik prensibini ortaya koydu. Matematikte, Warner Heisenberg den sonra
1 a ¢
isimlendirilen Heisenberg grubu { 0 1 b | formunun 3 x 3 iist iiggen matrisin
0 01
grubudur. a, b ve ¢ elemanlar1 tamsay1 veya reel say1 olabilir. Gercek Heisenberg
grubu 3-boyutlu kuantum mekaniginin taninmasiyla ortaya ¢ikar. Daha genel
olarak n-boyutlu sistemlere ve en genel olarak herhangi bir simplektik vektor
uzayina iligkilendirilen gruplar diigiinebiliriz.

Biz burada Simplektik lineer uzay ve Lie parantez operatoriinden yararla-
narak Heisenberg cebirini tanimladik. Bununla birlikte standart Simplektik uza-
yimnin Heisenberg cebirini goz 6niinde bulundurarak (2n + 1)-boyutlu Heisenberg
grubunu tamimladik. Daha sonra 3-boyutlu Heisenberg uzayimin matris grup
modeli, standart sol invaryant metrikleri ve son olarak olarak geodezikleri in-
celenmistir.

1.1 Ana Kavramlar

Tanmim 1.1.1. Bos olmayan bir GG ciimlesi ile agagidaki ii¢ aksiyoma uyan bir
T: (v,y) eGXxG — 2TyeG

i¢ isleminden olusan (G, T) ikilisine bir grup denir.

1. T birlesimlidir: Biitiin x,y, 2 € G elemanlar igin
(xTy)Tz = zT(yT2)
2. T igin G de bir tek e birim elemani vardir: Vz € G i¢in
el'r =xTe=x

3. Vx € G elemaninin T i¢in G de bir 2/ inversi vardir:

xTx =2'Tx =e.
1



1 KURAMSAL TEMELLER Selahattin ASLAN

T iglemine bir grup islemi denir. (G,7T") grubu anlaminda bazen kisaca "G
grubu” da denir (Hacisalihoglu, 2010).

Tanim 1.1.2. Eger (G, T) grubunda T grup islemi degisimli ise, yani, 2Ty = yTx
ise (G, T') grubuna degisimli grup veya Abel grup denir. Aksi halde gruba sadece
"grup” veya degisimsiz grup denir (Hacisalihoglu, 2010).

Tanim 1.1.3. Bos olmayan bir H ciimlesi iki 7', L i¢ islemlerinden olusan
(H,T, 1) iicliisiinii ele alahm. Eger (H,T') bir Abel grubu iken ikinci i¢ islem olan
1, H da birlegimli ise ve birinci iglem iizerine dagilimh ise (H, T, 1) {igliisiine bir
halka denir.

Bu tamimda gecen halka aksiyomlarimi soyle siralayabiliriz. Birinci iglem T
(Abel grubu iglemi) nin saglanmasi gereken aksiyomlar;

1. T:(x,y) € Hx H— 2Ty € H,Vx,y € H (Kapallik aksiyomu)
2. (¢Ty)Tz = 2T (yTz), Va,y,z € H (Birlegsim aksiyomu)

zTe =eTx =z, Vo € H (Birim elemaninin varlig: aksiyomu)

- W

2Tx =a'Tx =e, 2’ € H (Ters elemanin varhig aksiyomu)

5. 2Ty = yTx (Degigim aksiyomu).

Bu aksiyomlarla (H,T) bir degisimli grup olur. Ikinci islem L nin saglamas:
gereken aksiyomlar:

1. L:(z,y) € Hx H—zlye H,Vx,y € H (Kapalihk aksiyomu)
2. (rly)lz=2xl(ylz) (Birlesim aksiyomu)

3 { (aTy)Lz = (xL2)T(yLz)

21 (zTy) = (zLx)T(zLy) } (Dagilim aksiyomu)

(Hacisalihoglu, 2010).

Tanim 1.1.4. f, R" uzayindan R ye giden bir fonksiyon olsun. f siirekli ise f
fonksiyonu, C° sinifindan bir fonksiyondur denir. R" dan R ye giden C° sinifindan
biitiin fonksiyonlarin kiimesi C°(R™, R) bi¢iminde gosterilir.

R"™ nin her noktasinda f fonksiyonunun kismi tiirevleri varsa ve bu tiirevler
siirekli fonksiyonlar ise f fonksiyonu C! simifindandir denir (Hacisalihoglu, 2010).
2



1 KURAMSAL TEMELLER Selahattin ASLAN

Tanim 1.1.5. f fonksiyonunun R" nin her bir noktasinda k inc1 basamak-
tan kismi tiirevleri varsa ve bu tiirevler siirekli fonksiyonlar ise f fonksiyonu
C* smifindandir denir. R™ den R ye giden C* smifindan biitiin fonksiyonlarin
kiimesi C*(R", R) biciminde gosterilir (Hacisalihoglu, 2010).

Tanim 1.1.6. R"™ nin her bir p noktasinda f fonksiyonunun her basamaktan
kismi tiirevleri varsa f fonksiyonu C'* smifindandir veya diizgiin (piiriizsiiz)
fonksiyondur denir. R"™ den R ye giden C'*° smifindan biitiin fonksiyonlarin
kiimesi C*°(R", R) bigiminde gosterilir. p € R™ igin f fonksiyonu p noktasinin en
az bir acik komsgulugunda diizgiin ise f fonksiyonu, p noktasinda C'*° simifindandir
veya diizgiin (piiriizsiiz) fonksiyondur denir (Hacisalihoglu, 2010).

Tamim 1.1.7. (C,T, L) bir halka olsun ve (C,T") Abel grubunun birim eleman:
e olmak iizere C* = C — {e} olsun. Eger (C*, L) bir grup ise (C, T, L) iigliisiine
bir aykiri cisimdir denir. Cismi temsil etmek iizere (C,T, L) yerine sadece ”C
cismi” de denir (Hacisalihoglu, 2010).

Tanim 1.1.8. K bir cisim ve (V, +,0) bir abelyen grup olsun. Ayrica K x V den
V' ye giden bir iglevin (fonksiyonun) varhgim varsayalim. Eger a € K ve v € V
ise, bu iglevin (a,v) ¢iftinde aldig1 degeri av olarak yazalim. Biitiin bunlar su
ozallikleri saglasin: Her a,b € K ve v,w € V igin

1. a(v+w) = av + aw,
2. (a+b)v=av+bv,
3. (ab)v = a(bv),

4. v =w.

O zaman {V,+,0, K xV — V} yapisina K iizerine bir vektor uzay: adi verilir
(Hacisalihoglu, 2010).

Tanmim 1.1.9. U, R" uzaymin acik bir alt kiimesi olsun. U nun her bir ¢ nok-
tasina, ¢ noktasinda bir teget vektor karsilik getiren bir fonksiyona, U iistiinde
bir vektor alani denir.

Bu tanima gore V', U iistiinde bir vektor alani ise
V:U — UT,(R"), her ¢ € U i¢in V(q) € T,(R")
dir. V(q) vektorii cogu vakit V, biciminde gosterilir (Sabuncuoglu, 2010).

Tanim 1.1.10. V ve W ayni K cismi iistiinde vektor uzaylar: ve L, V' uzayindan
W uzayina bir fonksiyon olsun. L fonksiyonu asagidaki iki onermeyi dogrularsa

L ye lineer doniigiim adi verilir.
3



1 KURAMSAL TEMELLER Selahattin ASLAN

1. Her u,v € V igin L(u + v) = L(u) + L(v),

2. Her c € K ve her u € V igin L(cu) = cL(u)

(Sabuncuoglu, 2011).

Tanim 1.1.11. L : V — W lineer bir doniigiim olsun. L birebir ve trten ise L
ye lineer izomorfizm denir. V' den W uzayma giden en az bir lineer izomorfizm
varsa V uzay1 W uzayina izomorftur denir (Sabuncuoglu, 2011).

Tanim 1.1.12. V ve W, K cismi iistiinde vektoér uzaylar: olsun. V den W
uzayma giden biitiin lineer doniigiimlerin kiimesi L(V, W) ile veya Hom(V, W)
ile gosterilir. Lineer bir doniisiime, homomorfizm adi da verilir.

Le L(V,W)veG e L(V,W) igin L ile G nin toplam
(L+ G)(u) = L(u) + G(u)

egitligiyle tamimh L + G : V' — W fonksiyonudur. ¢ € K olmak iizere ¢ ile L nin
garpimi

(cL)(u) = cL(u)
esitligiyle tanimli ¢ : V' — W fonksiyonudur (Sabuncuoglu, 2011).

Tanim 1.1.13. V K cismi tistiinde bir vektor uzayi olsun. V' de ¢arpma adini
verdigimiz bir i¢ iglem varsa ve agagidaki onermeler dogru ise V ye K cismi
iistiinde bir cebir ad1 verilir.

1. V kiimesi carpma iglemine gore kapalidir. Daha agik olarak Vu,v € V icin
uv tammhdir ve uv € V dir.

2. 'V de carpmanin birlesme 6zelligi vardir. Daha agik bir anlatimla Vu, v, w €
V icin u(vw) = (uv)w dir.

3. Carpmanin toplama iistiine sagdan ve soldan dagilma ¢zelligi vardir. Daha
acik bir anlatimla VYu, v, w € V igin u(v+w) = vv+uw ve (u+v)w = vw+vw
dir.

4. Ye € K ve Vu,v € V igin (cu)v = c¢(uv) ve u(cv) = c(uv) dir

(Sabuncuoglu, 2011).
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Tanim 1.1.14. V, K cismi iistiinde bir vektor uzayr olmak iizere L(V,V)
kiimesini gl(V) ile gosterelim. L € gl(V') olmak iizere L doniigtimiiniin kuvvetleri,

I°=IyvekeZ i¢cin L¥=LoLo..oL

esitlikleriyle tanimlanmir (Sabuncuoglu, 2011).

Tanim 1.1.15. V| K cismi tistiinde bir cebir olsun. V deki ¢arpma iglemi
degismeli ise V' ye degismeli cebir denir (Sabuncuoglu, 2011).

Tanim 1.1.16. V, K cismi {iistiinde bir cebir olsun. V' deki ¢arpma islemine
gore V nin sifir vektoriinden farkli bir birim eleman varsa V' ye birimli cebir
denir (Sabuncuoglu, 2011).

Tanim 1.1.17. V| K cismi tistiinde bir cebir ve H, V nin bir alt vektor uzay1
olsun. H kiimesi ¢arpmaya gore kapal ise H ya, V' nin alt cebiri denir (Sabun-
cuoglu, 2011).

Tanim 1.1.18. U ve V, K cismi tstiinde iki cebir olsun. U dan V' ye
her u, v € U igin L(uv) = L(u)L(v)

onermesini dogrulayan bir lineer doniigiimiine cebir homomorfizmi denir. Birebir
ve orten bir cebir homomorfizmine cebir izomorfizmi denir (Sabuncuoglu, 2011).

Tanmim 1.1.19. Bir F': E” — E™ doniigtimiiniin VP € E™ noktasindaki (F})p
tiirev doniigiimii 1 : 1 ise (F)p tiirev doniigiimiine regiilerdir denir (Hacisalihoglu,
1998).

Tanim 1.1.20. X bir ciimle olsun. X in alt ciimlelerinin bir koleksiyonu 7
olsun. 7 koleksiyonu asagidaki cnermeleri dogrularsa X iizerinde bir topoloji
denir.

(T1) X,0 € T,
(T2) VAl,AQ € T ise A1 N A2 eT,

(T3) AiGTiEI, 'UIAZ'GT
(S

Burada (7'1) ve (17'2) 6nermelerinin anlamlar: agiktir. (7'3) énermesinde I bir
indeks ciimlesidir (Hacisalihoglu, 1998).

Tanim 1.1.21. Bir X ciimlesi ve iizerindeki bir 7 topolojisinden olusan (X, 7)
ikilisine bir topolojik uzay denir (Hacisalihoglu, 1998).
5
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Tamm 1.1.22. X ve Y birer topolojik uzay olsunlar. Bir
f: X =Y

fonksiyonu siirekli ise ve f~! tersi var ve f~! de siirekli ise f ye X den Y ye bir
homeomorfizim (topolojik doniisiim) denir (Hacisalihoglu, 1998).

Tanmim 1.1.23. X bir topolojik uzay olsun. X in P ve @) gibi farklh noktalar
icin, X de, siras1 ile, P ve () noktalarmi igine alan Ap ve Ag acik alt ctimleleri
Ap N Ag = 0 olacak bigimde bulunabilirse X topolojik uzaymna bir Hausdorff
uzay1 denir (Hacisalihoglu, 1998).

Tanim 1.1.24. M bir topolojik uzay olsun. M icin asagidaki énermeler dogru
ise M bir n-boyutlu topolojik manifold (veya topolojik n-manifold) dur denir.

1. M bir Hausdorft uzayidir.

2. M nin her bir agik alt ciimlesi £ e veya E™ in bir agik alt ciimlesine
homeomorftur.

3. M sayilabilir coklukta acgik ciimlelerle ortiilebilir

(Hacisalihoglu, 1998).

Tamim 1.1.25. E” in iki agik alt ctimlesi U ve V olsun. Bir
v: U — V
fonksiyonu icin su iki 6nerme dogru ise ¥ ye C* siifindan bir diffeomorfizim ve
U ile V ye de k.dereceden diffeomorfiktirler denir.
1. ¥ e CHU,V).
2. U1V — U var ve U=t € CHV,U)

(Hacisalihoglu, 1998).

Tanim 1.1.26. M bir topolojik n-manifold olsun. M iizerinde C* simfindan bir
diferensiyellenebilir yap1 tanimlanabilirse M ye C* sinifindan differensiyellenebilir
manifold denir (Hacisalihoglu, 1998).
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Tanim 1.1.27. F : E" — E™ doniigimiiniin tiirev doniisiimii P € E" igin
(Fy)p olsun. Sirasiyla, Tgn(P) ve Tpm(P) de

0 0 0 0
d={— ey —— U= ey ——
{&vl P, B 137 {81/1 |F(P), ¥ |rp)}

n

standart bazlar1 i¢in (F,)p nin karsiik geldigi matris J(F, P) ile gosterilir ve
J(F, P) matrisine, I’ nin P noktasindaki Jakobien matrisi ve bu matrise kargilik
gelen lineer doniisiime de F' nin Jakobien doniigiimii denir. Acik olarak yazmak
gerekirse, segilen koordinat sistemlerine gore F' nin P € E™ noktasindaki Jakobien

matrisi,
[ Of ofx of
e LR Ip
of of .. 9h |
JF,P)y= | 9z, " Oz, " oz, ¥
Ofn | 0w . O
| 01, P 0xs P oz, P |

dir (Hacisalihoglu, 1998).
Tamm 1.1.28. M ve M birer C* manifold ve
f: M — M

bir C*° fonksiyon olsun. Eger f nin f. Jakobian matrisi VP € M noktasinda
regiiler ise f ye M den M igine bir immersiyon (=daldirma) denir. Bir bagka
ifade ile rankf = boyM ise f bir immersiyondur (Hacisalihoglu, 1998).

Tamim 1.1.29. M ve M birer C*® manifold ve
f: M — M

bir ¢ fonksiyon olsun. Eger f nin f. Jakobian matrisi regiiler ise ve f tek
degiskenli ise f ye M den M igine bir imbedding (1-boyutlu daldirma) dir denir
(Hacisalihoglu, 1998).

Tanim 1.1.30. f € ®"V* g € Q™V* olmak {iizere f ile g nin tensotrel ¢carpimi
f®g, Y(vy,...,v,) € V" ve Y(ug, ..., uy,) € V™ igin

(f @ g)(V1,eey Uny ULy ey Up) = [(V1, ery V) g (U1, .oy Uy
olarak tanimlanir. f ® ¢g nin (n 4+ m). dereceden tensor oldugu aciktir.

feWeaWuele.eV)), geUfeU; U; ® ... U,)
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ise f ® g tensorii
(V1,0 vp) € VI X Vo x Vi x oo x V,, (U1, ., uy) € Up x Uy x Uz X ... x U,
olmak {izere,

(f @ g)(v1, ., vp, U, oy uy) = f(U1,.0050p) (U, ...y uy)

olarak tammlanir (Hacisalihoglu, 1998).
Tamm 1.1.31. f € T?*(V) olsun. o € Sy olmak {izere

(0 f)(v1,v2) = f(%—(l), Uo—(z))

olarak tanimlaniyor. Bu durumda, Vo € Ss icin o f = s(0) f ise f ye 2. dereceden
kovaryant alterne tensor denir (Hacisalihoglu, 1998).

Tanim 1.1.32.

A2 . ®2V* N ®2V*
A (f) = > s(o)of

gES2

seklinde tamiml A, fonksiyonuna, ®*V* m bir alterneleyen operatorii denir (Hacisal-
ihoglu, 1998).

Tanim 1.1.33.

A THV)x THV) — A2V*
(f,9) — fAhg=A(f®g)

seklinde tanimli, A fonksiyonuna dig ¢arpim fonksiyonu ve f A g alterne tensoriine
de f ve g tensorlerinin dig garpimi denir (Hacisalihoglu, 1998).

Teorem 1.1.1. Vf, g € T*(V) olmak tizere V(7,Z2) € V X V igin

(f A g) (&1, 7o) = f(71)g(T2) — f(T2)g(F1)
dir.(Hacisalihoglu, 1998)

ispat: Tanim 1.1.32. ve Tanim 1.1.33. geregince

frg= 2 slo)a(feyg)

o€Ss

dir.
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s(o1) =1, 0101 = 01, 0109 = 09, $(02) = —1, 0901 = 03, 0309 = 01 oldugundan,

fAg = s(o)oi(f®g)+s(o2)o(f ®@g)
= (f®g)—of®yg)

yazilabilir. Bu ise, V(71,72) € V x V i¢in

(fAg)(@,72) = (f®g)(7h,72) — o2
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demektir.

Tanim 1.1.34. M bir C'*° manifold olsun. M iistiinde vektor alanlarinin uzayi
X(M) ve Reel degerli C* fonksiyonlarin halkast C*° (M, R) olmak iizere,

() x(M) xx(M) — C*(M,R)

seklinde bir i¢ carpim tanimli ise M ye bir Riemann manifoldu denir. Burada,
(,) islemine M iizerinde i¢ ¢arpim, metrik tensor, Riemann metrigi veya diferen-
siyellenebilir metrik denir (Hacisalihoglu, 1994).

Tanim 1.1.35. M bir topolojik uzay ve GG de bir topolojik grup olsun.
n: GxM — M
(9. X)  — n(g. X) =mny(X)=ygX

olarak tanimlanan 7 doniistimiinde G, M ye etki ediyor denir. Bu anlamda G
ciimlesine etkiler (action) in ciimlesi de denir (Hacisalihoglu, 1980).

Tanim 1.1.36. G nin birim elemani e ve VX € M igin;
(e, X) =n.(X) =eX =X
ise G, M iizerinde etkilidir denir (Hacisalihoglu, 1980).

Tanmim 1.1.37. Eger herhangi iki XY € M icin Y = ¢gX olacak sekilde bir
g € G bulunabiliyor ise G ye M iizerinde gegislidir denir (Hacisalihoglu, 1980).

Tanim 1.1.38. Bir M manifoldu ile bir G topolojik doniigiimler grubu ver-
ilmis olsun. Eger asagidaki kogullar saglanirsa G ye M iizerinde bir topolojik
doniigiimler grubu denir.



1 KURAMSAL TEMELLER Selahattin ASLAN

2. (192)X = 91(g2X), Vg1,90 € G ve VX € M

3. G nin birim elemani e olmak iizere VX € M igin eX = X

(Hacisalihoglu, 1980).

Tanmim 1.1.39. M bir manifold ve G de bir grup olsun. Sayet GG, M {izerinde
etkili ve gegisli ise M ye G grubunun homogen uzay1 denir (Hacisalihoglu, 1980).

Ornek: O(n) = {A: Ac R", det A =1}
N 112
Sl = {X = (21,22, ..., x,) € E": HXH =22 fas 4. +22 = 1}

571 0(n) grubunun homogen uzayidir. Gergekten;
I€O(n)ve X e St

¢: O(n)x St — gn-l
(I, X) S oo(LX) =IX =X

oldugundan O(n), S"~! {izerinde etkilidir. Ayrica VX,Y € S"! igin
Y = AX olacak sekilde bir A € O(n) vardir. O halde O(n), S*! {izerinde
geciglidir. Gegiglilik i¢in bir bagka ifade verebiliriz:

e1,€s, ..., e, € S"Lve {€}, e, ..., €, } ortonormal bir baz olsun. Ayrica vy, vy, ..., v, €
St ve {U, Vs, ..., U, } de bir bagka ortonormal baz olsun. O zaman bir e; € S
ve digeri de v; € S"! i¢in v; = Ae; olacak sekilde bir A € O(n) vardir. Bunu bir
dontigiim ile A = [0;;] olmak {izere

0: O(n)x st — gn-l
([oi],e5) = wlloyl.es) =loyl.e; =v; € 5"
olacak gekilde bir [0;;] € O(n) vardir. Dolayisiyla O(n), S tizerinde gegislidir.
Tanim 1.1.40. R reel sayilar cismi iizerinde sonlu ve c¢ift boyutlu bir vektor

uzay1 V olsun. V iizerinde agagidaki kogullar1 saglayan bir (., .) iglemi varsa V' ye
simplektik lineer uzay denir.

(,.): VxV — R
(X,Y) - (L)X)Y) =(X,Y)

1. Bilineer

2. Alterne
10
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3. Nondejenere; yani VX € V igin (X,Y) =0ise Y =0 dir

(Hacisalihoglu, 1980).

Tanim 1.1.41. G bir grup, ayni zamanda bir C*° manifold olsun. Bu grubun
islemi ® olsun. ® grup islemine gore VY € G igin ters eleman Y ! olmak iizere;

®: GxG@ — @G
(XY) - o(XY) =Xoy-

islemi C'™ ise, G ye Lie grubu denir (Hacisalihoglu, 1980).

Tanim 1.1.42. G bir Lie grubu olsun. Grup iglemi ® ve a € G olsun.

G
la(g) =aGg

l,: G —
g —
R,: G — G
g — Rig) =g0a

bi¢iminde tanimli doniigiimlere sirasiyla Va € G ile belirli sol 6teleme ve sag
oteleme denir (Hacisalihoglu, 1980).

Tamim 1.1.43. G bir lie grubu, grup islemi ® ve a € G olsun.
lo,: G — G
9 — llg)= a0y
ile
R,: G — G
g — Rdg)= 9©a
bigiminde tanimli doniigiimlere, sirasiyla, Va € G ile belirli sol paralelizim ve sag

paralelizim denir (Hacisalihoglu, 1980).

Tanmim 1.1.44. G, ve Gy grup islemleri sirasiyla, [J ve ©® olan iki Lie grubu
olsun. Bir
F: Gl — G2

doniisiimii diferensiyellenebilir ve V¢, g2 € G igin,

F(g:0g2) = F(g1) © F(g2)

esitligi var ise, F' ye G; den G5 ye bir Lie grup homomorfizmidir denir (Hacisali-
hoglu, 1980).

Tanmim 1.1.45. Bir Lie grubu G, Va € G igin, sol ve sag ttelemeler, sirasiyla, [,

11
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ve R, olsun.
(Ra)« 0 Talg) — Te(ga)
Xy — (Ba)*(X)

bi¢iminde tanimli doniigiimlere, sol grup paralelizm ve sag grup paralelizm denir
(Hacisalihoglu, 1980).

Tanim 1.1.46. G bir Lie grubu ve X G tizerinde bir vektor alani olmak {izere
Va,g € G i¢in;
(la) * (Xg) = Xag

ise X vektor alanina bir sol invaryant vektor alani denir (Hacisalihoglu, 1980).

Tanim 1.1.47. gl = {V,®, R, +,-,®, [, ]}, bir reel vektor uzay1 olsun.
[,]: gl x gl — gl bracket operatorii i¢in

1. Anti-simetriktir ([z,y] = —[y, z])
2. Bilineer

3. [z, [y, 2] + [y, [z, 2]] + [z, [z, y]] = 0 (Jakobi 6zdesligi)

ozdesligini sagliyorsa, (gl, [,]) ikilisine bir Lie cebiri denir (Hacisalihoglu, 1980).

Tanim 1.1.48. Bir G Lie grubu iizerindeki biitiin vektor alanlarimin ciimlesi x(G)
olsun. x(G) toplama ve skaler ile carpma iglemleriyle bir vektor uzayidir. x(G),
parantez operatorii ile x(G) bir Lie cebiridir. Bu Lie cebirine G Lie grubunun
Lie cebiri denir ve gl(G) ile gosterilir (Hacisalihoglu, 1980).

Teorem 1.1.2. M bir n-Riemann manifoldu olsun. O zaman, M iizerindeki

metrik tensoriin ifadesi;
n

<7> = Z g”dazz X d.fL'j

ij=1
veya ayni sey demek olan
ds., &  d(z;oa)d(zjoa)
) = 2% g dt

ij=1

dir. Burada, xi,zs,...,x, ile M nin bir koordinat komsulugundaki koordinat
fonksiyonlar1 gosterilmektedir (Hacisalihoglu, 2004).

Ispat: M bir Riemann manifoldu olduguna gore iizerindeki metrik tensér bir
i¢ carpim fonksiyonudur, VP € M igin,

(,): Ty(P)xTy(P) — R
12
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fonksiyonu olup bu fonksiyon simetrik, pozitif tanimli ve 2-lineerdir. Diger taraftan,
m nin bir U agik ciimlesinde koordinat fonsiyonlar xy, zs, ..., x,, ise

n 0 n 0
VY, Z € x(M)icin Y = yi—o, 7 = -z
x(M) igin ;y o ; zj oz,

dir. Buradan,

n o 0
(Y. Z)= > yiz; <(9_x278_x]>

i,j=1

dir ve
9 9N_
81’2‘7 &vj ~ 9
dersek .
(Y. Z) = ,Zl 9ijYi%j
1,j=
elde edilir. zy, s, ..., z, € C*°(M, R) oldugundan
n 0
k=1 k
benzer sekilde
dr;j(Z) = z

dir. Boylece,
Y, Z) = > gijdu;(Y)dz;(Z)

ij=1
olur. VY, Z € x(M) igin yazlabilen bu esitlikten de
P(X)Y) = (,Zl gijdr; ® dr;)(X,Y) = '21 gijdai(Y)dr;(Z) = _Zl 9ij Tl
1,]= ,)= ,J=

elde edilir. Burada 6zel olarak, {([a,b],«)} atlasi ile verilen egrinin teget vektor
alan1 T =Y = Z almursa, egrinin (a) dan (¢) ye uzunlugu

t
s(t) = |o], :/ ((Taw, Taw )2 dt

olmak {izere,
ds .,
(5 = (Lo Taw)

veya
d(x1 0 @) d(x, o a)

) oldugundan

a7 dt
ds., &  d(zjoa)d(zjoa)
(&) = ]Zzl Ji g dt

elde edilir.

13
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Riemann metrigi ¢cogunlukla

d82 = Z gmdxldx]

4,7=1

seklinde yazilir.

Tanmim 1.1.49. Bir Riemann manifoldu M ve M iizerinde bir Riemann konek-
siyonu D olsun. D nin M ye ait bir bolge iizerindeki VXY, Z € x(M) ve
Vf e C>®(M,R) igin,
1. Dx(Y+Z)=DxY + DxZ,
Dx.z(Y)=DxY + DyY,
DixY = fDxY,
Dx(fY) = X[f]Y + fDxY
DxY — Dy X = [X,Y],
ZUX, V)] =(DzX,Y)+(X,DzY)

I

ozelliklerini saglar (Hacisalihoglu, 2004).

Teorem 1.1.3. Bir Riemann (veya yari-Riemann) manifoldu iizerinde bir tek
Riemann koneksiyonu vardir (Hacisalihoglu, 2004).

Ispat: M nin her bir U koordinat komsulugunda bir D Riemann koneksiyonu
var oldugunu ve bunun tek oldugunu gosterecegiz.

U iizerinde lokal koordinat fonksiyonlari yardimiyla tanimlanan baz vektor

alanlarimin ciimlesi
U =[Xy, Xo, ..., X,}]

ve
(Xi, Xj) =915, 1 <i,5<n

olsun. (,) metrik tensoriiniin ¥ bazina gore matrisi g = [g;;] olup, (,) bir i¢ carpim
fonksiyonu oldugundan g regiilerdir. Zira, g matrisi, simetrik ve g;; > 0 dir. Diger
taraftan simetrik bir matris pozitif tamimh ise (kdgegen tizerindeki degerleri pozitif
ise) bu matrisin determinant1 karakteristik degerlerinin ¢arpimina egittir. Ayrica
karakteristik degerleri de "pozitif” tir. O halde g~! vardir. ¢~! in bilesenlerini
(g71)s; ile gosterelim. Bu durumda M iizerinde bir afin koneksiyonu D olsun. D
nin bir riemann koneksiyonu oldugunu ve tek oldugunu gosterecegiz.

Dx, X; = ; r;'.kX,-
14



1 KURAMSAL TEMELLER Selahattin ASLAN

olmak {izere
¥ .

fonksiyonlarini tanimlayalim. Bu fonksiyonlara D nin /1. cins Christoffel sem-
bolleri de denir. Buradan U tizerinde D yi vermek demek

Dx, X; =Y T.X;
=1

esitligindeki Fék fonksiyonlarin D Riemann koneksiyonun sagladigi biitiin ¢zellik-
leri saglar demektir. Diger taraftan Vf € C*°(U, R) igin

X, Xo](f) = Xu[X[f]] = X[ X[ f]]

aof of
— Xzl - X
B o*f o*f
T Ori01, 001
=0
ve buradan da
[ Xk, Xs] =0

bulunur. Boylece,
0 = [Xi, X5 =Dx,Xs— Dx,Xg
= ;n:l I, X — tznjl . X,
= S -Th)X
dir. {Xy, Xo, ..., X,,} lineer bagimsiz oldugundan,
Ty — i =0

veya

bulunur.

15
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D nin Riemann koneksiyonu olmasi i¢cin Tanim 1.1.49. da 5. ve 6. dan

Xil( X5, Xo)] + X5[(Xy, Xa)] — X0 [(XG, X))
= (Dx,X,, X;) + (X, Dx, X;) + (Dx, X, X;) + (X,, Dx, X;)
—(Dx, Xi, Xj) — (Xi, Dx, Xj)

= kilﬂ’i (X, X;) + i Ih (X, Xi) + kilffj (X, Xi) + gjlrfj (Xr, Xi)
- 3T (X, X)) - £ T (X, X
= 30 {0~ Th) (X0 X5) (T = T (X X0) 4+ (T 1) (X, X))
olur. Buna gore,
Xil(X5, X0)] + X5[(X, Xa)] — X [(XG, X)) = 2 Z %Gk

veya
Xilgrj] + Xjlgril — Xigij] = 2 kE L5 Ghr
=1

1 <i4,7,k,r <n, olur. Bu esitligi matris formunda yazarak

1
05 = 597 {Xilgn] + Xslgn] — Xolgy]}
I agrj 09y _ 39¢j
1
2

LN 9g,j  O0gri  0gij
S (9 Ve (2 + - =)
{ F 8@ aZL’j

r=1 ox,

veya matris egitliginden, ¢*" = (g7!);, konumu ile,

12z 99r;  0gr;  0gij Cqeus
o rj ri ij v
I = 3 Z:: {&ri + o, ~ o | (koszul esitligi)

olur.

Tanim 1.1.50. M bir n—boyutlu (n > 4) Riemann (yar1 Riemann) manifold ve
g de M nin metrigi olsun. VXY, Z, W € x(M) igin

R: x(M)xx(M)xx(M) — C*(M,R)
(X,Y, 2, W) — R(X,Y,Z,W) =(X,R(Z,W)Y)

16
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olarak tanimlanan 4.mertebeden kovaryant tensore, (R € T (5¢(M)), M {izerinde
Riemann-Christoffel egrilik tensorii denir. Burada,

R: x(M)xx(M)xx(M) —  x(M)
(Z,W,Y) — R(Z,W,)Y) =R(Z W)Y

R(ZW)Y = DyDwY — DywDyY — Digy¥
= ([Dz,Dw| — Dizw))Y

de Riemann Egrilik tensoriidiir (Hacisalihoglu, 2004).

Tanim 1.1.51. Riemann anlamindaki bir manifold M ve bir P € M noktasin-
daki T/ (P) tanjant uzaymn iki boyutlu bir alt uzay1 F' olsun. F nin bir baz
{X,Y}ve K(X,Y,X,Y) = (X, R(X,Y)Y) olmak iizere

R(F) = (X,R(X,Y)Y) KXY X)Y)
(XX YY) - (X)) XY - (X))

olarak tanimlanan K (F) reel sayisina F' nin Riemann anlamindaki egriligi denir
(Hacisalihoglu, 2004).

Tanim 1.1.52. (M, g) bir n-boyutlu Riemann manifoldu ve {X;, Xs,... X, },
X(M) in bir baz1 olsun.

St x(M)
X

X(M)
S(X)=—-Y R(X;, X)X,

=1

—
—

biciminde tanimlanan S operatériine M nin Ricci Operatorii denir. S yardim ile
M nin Ric veya S ile gosterilen Ricci Egrilik Tensorii

Ric: x(M)x x(M) — C>(M,R) )
(X,Y) — S(X,Y) = Ric(X,Y) =g(S(X)

Y)
= —Q(Z R(le X)Xi7 Y)
i=1
olarak tanimlanan tensordiir (Hacisalihoglu ve Ekmekgi, 2003).

Tanim 1.1.53. M bir Riemann n-Manifold olsun. M nin bir P noktasin-
daki Skaler egriligi; T)/(P) nin biitiin 2-boyutlu altuzaylarma gore olan Kesit
egriliklerinin toplamina denir ve

T(P)= > Kj
i#j—1
ile hesaplanir (Hacisalihoglu ve Ekmekei, 2003).

17
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Tanmim 1.1.54. n-boyutlu bir C'* manifold M ve M iizerinde bir koneksiyon
D olsun.

Tor: x(M)xx(M) — X(M)
(X,Y)  — Tor(X,Y) =DxY —DyX —[X,Y]

olarak tamimlanan vektor degerli tensére M iizerinde tanimli D koneksiyonun
torsiyon tensorii denir.

Tor tensoriiniin X ve Y gibi '™ olan iki vektor alanina gene C'*° olan bir
tigiincii vektor alani kargiik getirecegi tamimdan agiktir (Hacisalihoglu, 2004).

Tanim 1.1.55. Eger o : [ < opn egrisi tizerinde Y bir C*° vektor alani ve
a lizerinde DrY = 0 ise Y vektor alanina o egrisi iizerinde bir paralel vektor
alanidir denir. Eger bir « egrisi tizerinde D71 = 0 ise « egrisine bir jeodezik
(geodesic) egri adi verilir (Hacisalihoglu, 1998).

Tanmim 1.1.56. Geodezikler, E"*! deki M hiperyiizeyleri iizerinde oyle ozel
egrilerdir ki, bunlar £"*! de dogrularin oynadig: rolii M iizerinde oynarlar.

E"*! de bir M hiperyiizeyi iizerinde geodezik denen egri 6yle bir parametrik
egridir ki bu egrinin her noktasindaki ivme vektorii M ye ortogonaldir. Yani egri
a: I — M

ise
at) € Tir(aft)), Vte I
dir (Hacisalihoglu, 1994).

18
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2 MATERYAL ve YONTEM

2.1 Materyal

Bu c¢aligmada inceledigimiz kaynaklar; internet iizerinden veya ulagtigimiz
makaleler ve kitaplardan elde edilmistir.

2.2 YoOntem

Bu calisma igin gerekli biitiin temel kavramlar verilmistir. Bu ¢alismada elde
edilen biitiin sonuclar incelenmis olup ve elde edilen sonucglar 3-boyutlu Heisen-
berg uzayinda ki karsiliklar1 bulunmustur. Bu calismanin yaziliminda ve ¢alig-
madaki matris gosterimleri ve sayisal degerlerin yaziliminda Scientific Workplace
bilgisayar programindan yararlanilmigtir.

19
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3 ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

3.1 3-Boyutlu Heisenberg Uzay1

Bu boliimde sonlu boyutlu Heisenberg cebirini ve Heisenberg grubunu agik-
layacagiz.

Tanim 3.1.1. (V,) bir sonlu boyutlu (boyut sayisi= 2n) simplektik lineer
uzay olsun. V x R iizerinde bir Lie parantez operatorii su sekilde tanimlanir;
r,r €V, z,z/ € R olmak lizere

[,.]: WVxR)x(VxR) — VXR
((T’ 2)7 (T/> Z,)) - [(n Z), (7“’, Zl)] = (07 Q(Ta 7“’))

yukarida;
bilineer

Q=< feT*V):f:VxV — R

alterne

dir. Buna gore n = (V' x R, [.,.]) bir Lie cebiridir. Bu Lie cebirine V' nin Heisen-
berg cebiri denir (Inoguchi ve ark., 1999).

Kolayhgm hatin i¢in (V,Q) = (R*"(q,p), > dg; A dp;) standart simplektik
lineer uzayimin Heisenberg cebirini gz 6niinde bulunduracagiz

A?(R*")* ikinci dereceden alterne tensorlerin ciimlesini gostersin;

N(R*™)* ={f: f € T*(R™), Vo € Sy icin o f = s(0)f}

Dis garpim;
A Tl(R2n) X T1<R2n> — /\Q(RQn)*
(dgi, dp;) — dg; N dp;
dg; Ndp;:  R™x R™ — R

((g;p), (¢, 9") — dg; Ndp;((q,p),(d,p))

(q1,G2s -+, Gn> P1, P25 s Pn) € R*™ dogal koordinat sistemini gostersin Lie parantez
operatoriinii agagidaki gibi daha belirgin gosterebiliriz.
[,]: (R xR)x (R*™xR) — R™xR
[(¢.p,2),(d, P, 2)] = [(g,p,2),(¢,1',7")]
20
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[(¢,p,2), (¢, 1, 2)] = (0,0, > (aip — ¢jpi))

dg; Ndpi((¢,p),(¢".p")) = (dg; ® dp; — dp; @ dg;)((q,p), (¢, D))
dqi(q,p)dp;(q',p") — dp;(q,p)dqi(q', D)
= @D — pid;

Oyle ise;

(V,Q) = (R*(q,p), >_ dg; A dp;) = (R*(q,p), - (aip; — pid;))

olarak alabiliriz.

7 ye uygun Lie grubunu
N = (R (X,Y,2),x) X, YER™ 2€R
seklinde alalim. Bu grubun ¢arpma islemini su sekilde tanimlayalim.

% N2n+1 X N2n+1 N N2n+1
(X,Y,2), (X, Y. 2) — *((X,Y,2),(X", Y 2))

«((X,Y,2),(X,)Y' ) = (X,)Y,2)« (X', Y' 2)
= (X+X,Y+Y' 247

1
+§ Z da; N dy][(Xv Y)7 (le Y/)D
1
= (X4+XY+Y 247+ 52%@} — 25y;)
(Inoguchi ve ark., 1999)

Burada (X,Y, 2) = (T1, T2, .oos Tn, Y1, Y2, - Yn, 2) € R? T min dogal koordinat
sisteminin terimleridir.

N nin birim elemam (0, 0,0) ve (X,Y, 2)"! = —(X,Y, 2) dir (Inoguch1 ve ark.,
1999).

Tamim 3.1.2. Yukaridaki sekilde tamimlanan N Lie grubuna, (2n + 1) boyutlu
Heisenberg grubu denir (Inoguchi ve ark., 1999).

n = 1 icin * iglemi;

1
(z,y,2)* (2,9, ) = (x+ 2"y +y, 2+ 2 + 5(333/ — 2'y))
21
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olur.

Teorem 3.1.1. (N3 x) olsun. VXY € N3, X = (21, 29,23), Y = (Y1, Y2, Y3)
x: N3x N3 — N3
1 1
(X,Y) — Xx*xY = ($1+y17$2+92,$3+y3+55701?42—§y1$2)

islemi ile (N3, %) bir Lie grubudur (Inoguchi ve ark., 1999).
ispat:

1. R? bir manifold, N® = {X = (2,19, 73) € R®: Va1, 29,73 € R} oldugun-
dan N3 de bir manifolddur.

2. (N3, %) bir gruptur.

(a) Gergekten; VX,Y € N3 icin X Y € N3 dir.

(b) VXa Y7Z S N3 1(;111 X = (I’l,l'z,l'g), Y = (91792;?/3) ve
7Z = (21, 22, z3) olmak tizere

1 1
X*x(Y*Z) = (v1,02,23) % (y1 + 21,42 + 22,Y3 + 23 + 53/122 - §Zly2)
1
= {($1 + yl) + 21, ($2 + y2) + 29, (xg + Y3 + §x1y2
1 1 1
—|—§y1x2) + 23 + 5(%1 + y1)22 — Ezl(xg —+ yg)}
1 1
= (v1+y1, 22+ y2, 23+ ys + §$1y2 - §y1xz) * (21, 22, 23)
= (XxY)xZ

oldugunda x iglemi birlegimlidir.

(c) * igleminin N3 de bir tek e birim elemam vardir. VX € N? igin e *
X = Xxe =X vee = (0,0,0) dir. Gergekten; e = (61,05,03),
X = (21,2, 23) olsun.

ex X = (01,02,03) (1,29, 73)

= (014 x1,02 + 22,05+ 3 + %91552 — %xlﬁg)
= (x1,22,3)
ise
(01,02,03) (0,0,0)
e = (0,0,0)
olur.
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(d) VX € N? elemaninin * iglemine gore N® de
X+ X" = X'« X = e olacak gekilde bir tek X’ inversi vardir. Gergekten;
X = (x1,x9,23) ve X' = (2}, 2%, 2%4) olsun.

X+ X' = (21,9,73) (x’l,xg,mg) = (01,04,03)
1 1
= (1'1 + 37/1, To + 13/2,333 + iCé + 51’137/2 - 55611372) = (0, O, O)
ise
Ty = —TY, Ty = —ThH, T3= —IT4
oldugundan
X' = (7,75, 2%) = — (21,2, 73)
X = =X
olur.

3. VX7Y € N37 X = ($1,£C2,1'3), Y = (y17y27y3)

x: N3x N3 — N3

1 1
(X7Y> — XxY = (x1+y1,x2+y2,x3+y3+éxlyg—§y1x2)

islemi her yerde diferensiyellenebilirdir, ciinkii z;,y; : N® — R diferensiyel-
lenebilir olduklarindan

1 1
T1+ Y1, T2+ Y2 Ve T3+ Y3 + §£U1y2 — §y1$2

koordinat fonksiyonlarida diferensiyellenebilirdir.

Tanmim 3.1.3. (N3, %) Lie grubuna Heisenberg grubu denir (Inoguchi ve ark.,
1999).

3.2 Sol Invaryant Vektér Alam

Bu boliimde N3 te sol paralelizm ve sol grup paralelizmini aciklayacagiz.
VP = (pl,pg,pg,) e N3 veVX = ($1,$2,$3> e N3

X = (x1,m9,23) — L(X)= PxX

1 1
lp(X) = (p1+21,p2 + @2, p3 + T3 + 5201«752 — 55612?2)
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olarak tammlanan ¢, doniisiimiine N? iizerinde sol paralelizm denir.

N3, Lie grubunun birim elemani e = (0, 0, 0) olmak {izere,

by : N3

— N3

X = (iL‘l,ZL‘Q,Ig) — ép(X) =

gp(X) =

PxX

1
(p1 + @1, p2 + T2, p3 + T3 + =p1T2 — =T1P2)

2
oldugundan (¢,), ile ¢, Jacobian: gisterirse
o _8(€p)i
. = |52
[ 6(@))1 a(gp)l 8(%)1 ]
ox Ox Ox
_ 8(6152 8@132 a(€p3>2
Ox Ox Ox
8(€p]>3 a(%3 a<€p3
(9.%1 81'2 a.%'g _
1 0 O
_ 0 1 0
P2 D1
2 2!
Buna gore
(lp)s: Tns(e) — Tys(p)
10 0] [
Xe = (lp)«(Xe) = %2 pll 0 L2
o 2 M]Lm

w(X) =x3 — %xl + %372 konumunu yapalim. O zaman

(€p)«(Xe) = (21, 2, 0(X))
olur ve (¢,). doniisiimiine N? te sol grup paralizm denir. Burada

0 0 0
8_513‘1 - (17070)7 6_@ - (07]-’0)7 0_303 — (07071)

24
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olarak alimir. O zaman

0 a 0
(6p)«(Xe) = e T e, T w<X)a_m3
, 0 0 0
olur. Buna gore, (ép)*(%) = e, (ﬁp)*(a?) = e, (ép)*(%) = e3 dersek
1 2 3
er=(10,=2), &= (0,1,51), e5 = (0,0,1)

e1 = (1,0,0) — %(0,0, 1) e =(0,1,0)+ %(0,0, 1) es=(0,0,1)

. d p2 0 0 e 0 . 0
= - — — e = — —_— P —
! aIl 2 81’3 2 8@ 2 85(33 5 8x3
olur. Yani 0 9 9 {e1, ez, e3} baz doniistimiiniin matriside (¢,)
) —_— Y — 7 .
8:1:17 aaj27 a$3 1,¢€2,63 § P
Jacobianinin matrisidir:
5 5 5 1 0 0
[ el ey es ] _ 0 1 0
8371 8@ 81’3 _22 Zﬂ 1
2 2

Teorem 3.2.1. Sol invaryant vektor alanlarimin olusturdugu x,(G) vektor uzay:
G grubunun birim noktasindaki tanjant uzaya izomorftur. Yani;

xe(G) = Ta(e)

doniigiimii bir izomorfizimdir (Inoguch: ve ark., 1999).

3.3 N? Lie Grubunun Lie Cebiri

Teorem 3.3.1. VXY € Tys(e), X = (21,22, 23), Y = (y1, Y2, y3) olsun.

[.,.]: Tas(e) x Tns(e) — Tys(e)
(X,Y) — [X,Y]= (0,0,2192 — yr2)

seklinde tamimlanan [.,.] doniigiimii Tys(e) iizerinde bir Lie operatoriidiir (In-
oguchi ve ark., 1999).

ispat:
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1. [, .] antisimetriktir: VXY € Tys(e) igin, X = (21, x9, x3),
Y = (yla Y2, 93) olsun.
[(X,Y] = (0,0,21y2 — z2v1)

—(0,0, zoy1 — 21y2)
[(X,Y] = —[V, X]

>
=
||

2. [.,.] iki lineerdir:

(a) VA € R, VXY € Tys(e) i¢in, X = (z1,29,23) ve Y = (y1,Y2,Y3)

olsun.
[/\X7 Y] = (07 0, (/\1‘1) Y2 — ()"IQ) yl)

= )‘(07 0, 21y2 — 562y1)
XY

(b) VX,Y,Z € Tis(e) igin, X = (1, 22,23), Y = (y1,%2,y3) ve
Z = (21, 29, 23) olsun.

(X+Y,Z] = (0,0,(z1+y1)ze — (x2+ y2)21)
= (0,0,2129 — T221 + Y122 — Yo221)

(0,0, 129 — x221) + (0,0, 120 — ya21)
= [X. Z]+ [V, 7]

3. [.,.] Jacobi 6zdegligini saglar:

VX,Y € Tys(e) igin, X = (21,22, 23), Y = (y1, Y2, y3) olsun.

XY, 2+ [V, [Z2, X]| + [Z,[X,)Y]] = [X,(0,0,y122 — y221)]
+ Y, (0,0, 2129 — 2921
+ (7, (0,0, z1y2 — x2y1)]
(0,0,0) + (0,0,0) + (0,0,0)
(0,0,0)

Tanim 3.3.1. {Tys(e), +, R, +,.,©,[.,.]} Lie cebirine N3 Lie grubunun Lie cebiri
denir (Inoguchi ve ark., 1999).
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3.4 N? iin Matris Grup Modeli

Teorem 3.4.1. N? iin matris grup modelini elde etmek icin N3 den reel genel

lineer GL(3, R) grubuna bir imbeding tammlayacagiz. Bunu da; t = x3 + S %122

olmak {izere

[: N3 — GL(3,R)
1 T t
(x1, 29, 23) — (21,29, 23) = 0 1 =z
0 0 1

seklinde tanimlayalim. Boylece elde etmis oldugumuz matris ailesini

1 T t 1
N: 0 1 ) P X1,T9,T3 € R, t:CL’3+—ZL’1I2
00 1 2

ile gosterebiliriz. Burada [ Lie grup homomorfizmdir (Inoguchi ve ark., 1999).

ispat:

1. [ birebirdir: P = (1,2, 23) ve Q = (Y1, Y2, y3) olsun.

w1, 29,73) = 1(y1,92,¥3)

1 1
1z x3+ §I1$2 Iy ys+ 59192
0 1 To - 0 1 Y
0 0 1 0 0 1

ise
T1 = Y1, T2 = Y2, T3 = Y3

dir. Buradan da
P=qQ

olur.

2. [ bir Lie grup homomorfizmidir: P = (x1, x2, 23), Q@ = (y1,¥2,y3) ve VP, Q €
N3

()

PxQ = ($1,$2,$3)*(y1,3/2,y3)

1
= (v1+vy, 22+ y2, 23 +ys+ §(w1yz — Z911))

ise
1
I(P*Q)=1l(xy +y1, T2 + Yo, T3 + Y3 + 5(3513/2 — ToU1))
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ise
1
1 my4+y1 x3+ys+ §($1I2 + y1y2) + 1132
Z(P * Q) — 10 1 To + Yo
0 0 1
olur.

UP)UQ) = Uz1,22,73).L(Y1, Y2, Y3)

B 1 1
1 1 =3+ 51’11’2 1 Y1 Yz + §y1y2
- 0 1 i) 0 1 Y2
0 0 1 0 0 1
r 1
L o1+y1 z3+ys+ 5(3711’2 + Y192) + T1Y2
- 0 1 To + Y2
0 0 1

(a) ve (b) den I(P x Q) = I(P) *(Q) olur. Buda bize [ nin iglemleri
korudugunu gosterir.

1 T t
Tanim 3.4.1. g €e Nveg= |0 1 xo | olmak lizere 1y = 25 =t = 0
0 0 1
dg 0 0
noktasinda —g, 29 ve 2 matrislerini baz kabul eden uzaya N Lie grubunun
O0x,’ Oxs ot

1
Lie cebiri denir. Burada t = x5 + 5 %122 dir (Sattinger ve Weaver, 1993).

Yukaridaki tanima gore;

010 0 00 0 01
5_9:00()75_9:001,%:000
= 000 2 000 000
olur. Buna gére A/ nin birim noktasindaki tanjant uzayimni
0 1 I3
TN(@): 0 0 =z : VIIZ'l,fljg,,’L'gER
0 0 0

seklinde gosterebiliriz.
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Teorem 3.4.2. Vg, f € Tyr(e) olsun.

[,.]: Tale) x Ti(e) — Tnle)
(9, f) — g, fl= gf—fg

seklinde tamimlanan |., .| doniigiimii 7/ (e) tizerinde bir Lie operatoriidiir (Inoguchi
ve ark., 1999).

ispat:
1. [, .], antisimetriktir: Vg, f € Ty(e)
l9. /1 = 9f =19
= —(fg9—9/)
2. [.,.], ikilineerdir:

(a) Vg, f € Ty (e)

lg+h fl = (g+h)f—flg+h)
= gf+hf+—fg—fh
= (9f = fg)+ (hf — fh)
g, f] + [h, f]

(b) Vg € Tx(e) ve YA € R igin,

Mg, f1 = (Ag)f — f(\g)

= Ngf —f9)
= Mg, f]
3. [.,.] Jacobi 6zdesligini saglar: Vg, f, h € Tyr(e) igin,
lg. [f, bl + [f [hogl] + (B g, f] = g, fh— hf] 4+ [f, hg — ghl]
+[h,gf — f9g]

= g(fh—"nf)—(fh—"hf)g
+f (hg — gh) — (hg — gh) f
+h(gf —fg)+(9f — fa)h

= gfh—ghf — fhg+hfg+ fhg
—fgh—hgf +ghf+hgf—hfg
—gfh+ fgh

=0

dir.
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3.5 N nin Ustel Doniisiim

Vh € T (e)

exp: T.N — N

1 1
h — exph = eh:1+h+§h2+—

1
3 n
3!h —{—...—l——n!h + ...

0 1 I3
olarak tammmlamr. Eger h= | 0 0 o | € TN ise;
0 0 O

1 00 0 x1 a3 110 = w3
e = 0 L0 |+]0 0 o |+5/0 0 o
0 01 0 0 O 10 0 O
1 0 =1 x3 "
10 0 0
1 0 0 O 1 I3 1 O O T1T2
= 01 0+]0 0 x ~|—§ 00 O
0 01 0 0 O 00 O
1 1
+§0+..+50+...
1 I .T3—|—§Z'1LC2
- 0 1 T2 GN
0 0 1
olur. Tyr(e) nin bir baz
[0 1 0] 000
) 0
8—9 -~ loo0o0 ’a_g —loo 1],
(a1 29.6)=0 |0 0 0| L2)(21,29.t)=0 000
[0 0 1]
@ = 0 00
at ‘(zl z9,t)=0 0 0 0
y et w09 Og g T :
oldugunu soylemistik. Simdi ——, —— ve — vektorlerine kargilik gelen sol in-
o0x,’ Oxo ot

varyant vektor alanlarimi bulalim.
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0
N deki hiz vektorii —2- olan bir egri cizelim.

8[E1
a: I — N

s — as)=

o O O
OO W
o O O

Sol 6teleme altinda o egrisinin resmi; P = (py, p2,p3) € N igin,

gp:./\/' —>./\/
[1 py ¢ 0 s 0
als) — Ip(a(s)) = 0 1 po 000
| 0 0 1 0 00
[0 s 0
= 0 00
| 0 0 0

dir. « egrisinin s = 0 noktasindaki resminin tanjant vektorii;
(lp),: Tn(e) — Ta(P)

a(0)  — (fp), (/(0)) =

o O O
o O =
o O O

(tp), (/(0) = 2

8ZE1
: . 0g . N
olur. Aym sekilde hiz vektorii Fre olan bir bagka egri (3 ise;
X2
B: I — N
000
s — [B(s)= 00 s
000

B egrisinin sol 6teleme altindaki goriintiisii;

gpi./\/’ —>N
[ 1 po t ][O 0O
B(s) — Lp(B(s)) = 0 1 po 00 s
00 1T ]1000
[0 Opls_
= 0 0 s
00 0
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dir. / nin s = 0 noktasindaki resminin tanjant vektorii;

00 0 00 1
(p),(B'0) = [0 0 1|+p |0 0O
00 0 00 0

Oy dg

oz, Pt

0
olur. Benzer olarak hiz vektorii 8—‘3 olan bir bagka egri ~ ise;
v I —- N
0 0 s
s — 7(s)= 000
0 0O

~ nin sol dteleme altindaki goriintiisii;

EPZN —>N
(1 py 000
v(s) — Lp(v(s)) = 0 1 ps 00 s
0 0 1 000
[0 0 s
= | 000
(000

dir. v nin s = 0 noktasindaki resminin tanjant vektorii;

0 01
(¢p), (4/(0)) = |0 00
000
_ 9
ot
olur. Buna gore @, @, @ lere kargilik gelen sol invaryant vektor alanlar
8x1 8x2 8t
aq, Qg, (O3
0 T Qe Ot Y ot
olur.
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3.6 N Uzerinde Cartan Yap1 Denklemi

A, X € N olsun.
lA . ./\/ — N
X — la(X)= AX =n
ise;
n=AX
ise
dn = d(AX)
ise
dn = AdX
ise
dn =nX"tdX
ise
0=X"1dX
ise
dn = nf)

olur ve dn = n{ seklinde Cartan yapi denklemi karsimiza ¢ikmig olur.

Teorem 3.6.1. X € N ise sol steleme altindaki goriintiisii; Y = AX olsun.
Q=X"1X ve O =Y 1dY ise,

Q=0
dir (Flanders,1963).

ispat:

Y = (X)) d(a(X)) e N
= (AX) '(AX), A'A=1
= X ldx

Q= Q

Tanim 3.6.1. N nin herhangi bir eleman X olsun. Q = X ~1dX matrisinin ele-
manlarina {a1, ag, as} lerin dual sol invaryant 1-formlar1 denir (Flanders,1963).
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Buna gore VX € N igin:

1 I t
X = 0 1 i)
0 0 1
ise
1 —T IlfL’Q—t
X'=10 1 —Tg
0 O 1
ise
0 dry dt
dX =10 0 dux
0 0 0
ise
0 = X ldx
-]_ T I’lffg—t 0 dl‘l dt
0 0 1 0 0 0
-0 dlL’l dt—ZEldIQ
== 0 0 dIQ
(0 0 0

Bu matrisin elemanlarini
alzdazl O'QIdSCQ ngdt—aildl’g
ile gosterirsek, {1, az, az} lerin dual sol invaryant 1-formlari;

alzdazl O'QIdSCQ ngdt—.’ﬂldl’g

0 0 0
olur. Gergekten; a; = T Qg = Fr + xla, a3 = g oldugundan
1 4%,

o1(a1) =1 o09(ay) =0 o3 (1) =0
o1(a2) =0  o9(az) =1 o3(az) =0

O'1<Oé3):0 ag(ag):O 0'3(063):].
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Bu bilegenleri agagida ki sekilde gosterebiliriz

vektorler  sol invaryant vektor alanlar:

1) 0

11 W= o
Oy Y7 0, ot
99 _9
ot W= 5

sol invaryant 1 — formlar

o1 = dl'l

09 = dﬂ?g

03 = dt — JfldIQ

3.7 N nin Standart Sol Invaryant Metrikleri

Bir vektor uzay iizerinde bir metrik asagidaki gsekilde tanimlanir;

R cismi iizerinde V' bir vektor uzayi olsun. VX € V igin;

(L) VxV — R

(X, X) — ()X, X) =(X,X)

)X, X) = (X,X)

n n

= Z ZTi€;, Z ij€j>
j=1

i=1

n

= > (e, e5) viwy, x; = dug[X], x5 = d;[X], gij = (e, €5)

i,0=1
n

= Y gijdx;[X]dr;[X]

3,j=1

1,j=1

VX € V i¢in dogru oldugundan,

<.,.> = Z gljdﬂfl@dl']

ij=1

olur. Yukarida dxz; lerin 1-formlar oldugundan dikkat edelim.
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n = 3 icin bu metrik;

gll gl2 913 T
[gij]: 921 Gg22 G23 :[gij] :[gij]
g31 932 g33
olsun. Buna gore;
<X7X> = Zgiﬂﬂj
ij=1
<X,X> = 'leigijxj
1,]=
g11 G122 G13 T
(X, X) = [1'1 T2 $3} 921 922 G23 T2
931 g32 933 T3

seklinde de gosterebiliriz. Demek ki bir metrik verildigi zaman simetrik bir matris
elde edebiliriz. Oyle ise metrik yerine o matrisi alabiliriz.

3.8 N Uzerinde Sol invaryant Riemann Metrikleri

ds3 = o7 +o03+ N3, A>0
= d2® +dy* + \w?, A>0, w=(dt —zdy)

Yukaridaki metriklerde A = 1 i¢in ¢ = g; metrigini hesaplayalim;
ds? = da® + dy? + w?
denkleminde w;
w = (dt —xdy)
w = d(z+ %a:y) — xdy (2)

Y T
w = dz+ Zdr— =dy
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ise;
ds* = dz* +dy* + (dz + %dw - gdy)2
2
= (1+ yz)de + (—g)d;f +dz? — %dxdy - %dyd:p
+%dmdz + %dzdx ~ gdydz - gdzdy

elde edilir. Yukaridaki denklemde;

2

Y Ty Y
— 14+ L __ _J
g11 + 1 g12 1 g13 5
oy 14 2 o
go1 = 1 g22 = 1 923 = 5
Y _ 7 .
g31 = B g32 = B g3z =
o halde metrigimiz;
LYy
4 4 ) 2
g=lgyl=| -2 14 _Z
y4 x4 2
Z —— 1
2 2

olur.

Tanim 3.8.2. N3 = (R3*(x,y, 2), g) Riemann manifolduna bir Heisenberg 3-uzay
denir (Inoguchi ve ark., 1999).

3.9 N3 iin Egrilikleri ve Konneksiyonlari

Tanim 3.9.1. X = (x,y,2), Y = (2,y/,2') € N3 olmak iizere

Ix: N3 — N3
Y = (0)(Y) =X Y
= (2,y,2) * (2, ¢/, ') ,
:(m+x’,y—|—y’,z—|—z’—|—§(xy’—x’y))

doniigiimiine N de sol 6teleme denir (Inoguchi ve ark., 1999).

N3 {in g, 2, g standart bazini ele alahm. N3 te hiz vektorii 2 olan
Ox’ dy 0z ox
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bir « egrisi segelim. « egrisinin sol 6teleme altinda resmi

Ix: N3 — N3
at) — (x)(a(t) =X=xa(l)

= (z,y,2) % (t,0,0)

:(Z’+t,y,2—

dir. Bu egrinin ¢t = 0 noktasinda resminin tanjant vektorii;

Ix: T,N3 — Tx N3
1

Q(0) — () =010

dir. Tx N3 iin bir baz1 {e1, €5, e3} olsun. Buna gore;

N
YT or 202
alabiliriz.
Aym sekilde;
B: I — N3
t — pt) =1(0,t0)

olsun.
Ix: N3 — N3

Bt) — (Ux)(B() =X *5()

1
:(:E,y—i—t,z—l—étm)

Bu egrinin ¢t = 0 noktasindaki resminin tanjant vektort;

(LEO) = (0.1,
0 z0
2= 3t oe

alabiliriz. Benzer olarak;

y: I — N3
t— () =(0,0,)

Egrinin ¢ = 0 noktasindaki resminin tanjant vektori;

0

0. (0) = 5= = ¢4
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olur. {ey, ez, e3} bazina gore N3 {in metrigi

(e1,e1) (e1,e2) (er,es)
[Qij] = | (ea,e1) (ez,e2) (e, e€3)
(es,e1) (es,ea) (es, es)

olmak {izere;

Yy Ty Yy
1 v _ < =
+ 4 4 ) 2
93] = —% 1+ % —g
Y T
Z —= 1
2 2
olur.
[9;;] matrisinin tersini [¢¥] ile gosterirsek;
Yy
1 0 —=
) i
g7)=1| 0 1 2
2
y Y x
L2 1L
2 2 + 4 + 4
o 0 0 .. e . .
91 D B bazi i¢in V Levi-Civita konneksiyonu olmak iizere;
T ) T3
0 0
\V4 =51k _—_
a%j o0x; zk: Y Oxy,

V nin bilegenleri;

1 kr {agr]’ n 0Gri _ 99i; }

rk — =
o2 XT: g ox; or; Oz,
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olur. Gerekli hesaplamalardan sonra Ffj nin bilesenleri;

Y
Fh:O Fb:Z F%3:O
Y x 1
Fil:_ﬁ F%2:Z F%3:_§
2 2
Ty x Y x
F:ﬂ:—z F§2:§—§ F:f’s:—z
x 1
F52:_§ F%3:§ I35 =0
2, =0 Iz, =0 Iz, =0
Ty Yy
I3, = u 1“%3:_1 ngzo
olur. Gerekli hesaplamalardan sonra V. e; nin bilesenleri;
Velel =0 V6262 =0 V63€3 =0
1 1 1
Ve, €2 = 563 Ve,e1 = —563 Ve, 3 = —562 (3)
1 1 1

V53€1 = —562 Ve2€3 = 561 V6362 = 561

olur.

3.10 Egrilik Tenso6r Alam

1 <1,7,k,r <3 olmak {izere Egrilik tensor alani
R(ei ej)er = Ve, Ve,er — Ve, Ve er — Vi, ejj€k = Ry er
dir. t=1,75=2,k=2icin

R(€17 62)62 = v€1v6262 - v€2v61€2 - v[81,62]€2

€1

3

4

1 3 2 3

R212 = _Z’ R212 =0, R212 =0
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dir. 2 =1, 5=3, k=3 igin
R(e].? 63)63 = vel V6363 - V(igvel €3 — v[61,63]€3

1
= —e
161

1
Rzlﬂs - 4_1’ R§13 =0, R§13 =0

R(ez, 63)63 = V62V8363 — V63V62€3 — V[eQ,eg]Gg

1
= —e
1°2

1
Réz:s =0, Rgzs e R§23 =0
dir.

3.11 Torsiyon Tensor Alam

T(ei, €j) = Veiej — Vejei - [61', ej]
ZTf;ek = fojek — ZFfzek
k k k
;Ti’;ek = zkj(rfj — ey,
ko _ k k
;= Iy =15, (1) den

T; = 0

3.12 N3 iin Kesitsel Egrilik Tenstr Alani

1 <4,5 < 3 olmak iizere Kesitsel egrilik tensor alani

~ R €;,€;)€E;, €;
K(ei,ej,ej,ei) = Kij — < ( j) j > i
e
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dir.

1. ™ = sp{e1, e2} olmasi halinde kesitsel egrilik

[_(12 =

2. m = sp{ey, e3} olmasi halinde kesitsel egrilik

(R(eq,e3)es, e1)

(e1,61) {e3,e3) — (e1, e3)?

1
<Z€1’61>

61,€1> <€3, €3> - <€1, €3>2

KlS =

—~

| =

3. m = sp{ez, e3} olmasi halinde kesitsel egrilik

(R(eq,e3)es, e2)

(62, €2> (63, €3> - <€2, €3>2

<Ll1€27 €2>

€2>€2> (63, €3> - (62, €3>

Ky =

2

—~

|

dir.

3.13 Ricci Egrilik Tensorii

1 <14,j,k < 3 olmak {izere Ricci egrilik tensorii

Ric(ej,er) = Rj, = —g(>_ Rle;, e5)es, ex)
i=1
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dir. j =1ve k=1 igin

Ry = _Q(ZR(eiael)&hel)

i=1

= —g(R(e1,e1)er + R(es, e1)es + Rles, e1)es, €1)

3 1
= —g(0+ 17 o e1)
1
= —9(5617 e1)
B 1
2
olur. j =1ve k=2 icin
Riz = —g(3_ R(ei er)es e2)
i=1

= —g(R(e1,er)er + R(eq, e1)es + R(es, e1)es, €2)

3 1
= —g(0+ —e; — —e1,69)

4 4
1
= —9(561, e2)
=0
olur. j =1 ve k = 3 icin
Riz = —g(>_ R(ei,e1)es, e3)

i=1

= —g(R(e1,er)er + R(ea, e1)es + R(es, e1)es, €3)

3 1
= —g(O + 4—161 — 161, 63)
1
= —g(5enes)
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olur. j =2 ve k=3 icin

Ry = _g(ZR(ei7€2)ei7€3>

i=1

= —g(R(er1,e2)er + R(eq, ea)es + Rles, e2)es, €3)

3 1

= —9(162 +0— 1627 es)
1

= —9(5627 e3)

=0

olur. j =2 ve k = 2 icin
Ryy = —9(2 R(ei; 62)61;, 62)

i=1

= —g(R(e1,e2)er + R(ea, ea)es + Rles, e2)es, €2)

3 1
= —g(Zeg +0— el e2)
1
= —9(56’27 €2)
B 1
2
olur. j =3 ve k = 3 icin
Rzs = —g(>_ R(ei,e3)es, e3)

i=1

= —g(R(el, 63)61 + R(Gz, 63)62 + R(Gg, 63)63, 63)

B ( 1 1 40 )

= g 463 463 , €3
1

= —9(—563,63)

1
2

olur.
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3.14 Skaler Egrilik

1 <i,5 < 3 olmak iizere Skaler egrilik

olur.

T(P) =

i#j=1

Kip + Koy + K3+ K31 + Koz + Kso

3 1 1 1 1

3
Titititity

4
1
2

3.15 N? iin Geodezikleri

7(s)

dir.

= (z(s),y(s), z(s)), N? te s ile parametrize edilmig bir egridir.

z'er +y'es + w(v)es

45

! x'£+ ’3+ — ve (2) d

v e y@y ¥y Ve en

noo_ /g_ /z /

w(v') = TS Y5t

l'/g_f_ lﬁ_l_zl_
ar Yoy 7o
' _ g£+ ’24_ ’EQ_F ’gg_ ’££+ ’g
ox 20z oy 20z 20z 20z 0z
,, 0y o ,, 0 x0 Y T N
x(ax 282) y(ay 20z)+($2 y2+z)az
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olmak {tizere v nin hiz vektor alam
Vo = Vya'er +y'es + w(v)es

= V., 2'e1 + Vyy'es + Vow(v)es

= Y]er +2'Vyer + 9y le2 + y'Vyer + 9 [w(y)]es + w(y)Voyes

= 2"e; +2'2'Vee1 + 2'y'Veer + 2'w(y)Ve,er + y'es + y'2'Ve, 62
+y'y'Ve,ea + y'w (7 )Vesea + (w(v')) es + w(y)a'Ve, e3
+w(Y )y Veses + w(y )w(y)Ve,es
(3) den

= 21 +w(y)yer +y es + w(v)a'es + (w(v')) es

/

= (" +wl@)y)er + (¥ —w(y )2 )es + (w(y')) es

dir.

Geodezigin ozelliklerinden

dir.

Ozellikle (iii), w(vy') v egrisi boyunca sabit oldugunu gosterir. w(y’) = A
olmak tizere geodezik esitlikler
2 = Ay'
y// — Am/

olur.
Yukaridaki diferensiyel denklemlerini v(0) = (xo, %o, 20), 7(0)" = (uo, vo, wp)

baslangig sartlar: altinda ¢ozebiliriz (Inoguchi ve ark., 1999).
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Onerme: v, N? te (ug, vg, wo) baslangic hiziyla (o, 9o, 20) da baslayan bir yay
tarafindan parametrelendirilmis bir geodezik egridir. Daha sonra A sabiti A =

1
wy — 5(:501)0 — Youp) ile belirlenir. v geodezigi asagidaki formiillerle verilir.

1. Eger A = 0 ise, o zaman v yatay dogru olur, yani N? iin liflerine ortogonal
bir dogrudur. Daha agik bir sekilde =, (ug,vg, wo) dogrultman vektoriiyle
(%0, Yo, 20) da baglayan bir dogrudur.

2. Eger A # 0,41 ise, o zaman

1
x(s) = Z<u0 sin(As) + vy cos(As)) + o, (4)
1
y(s) = Z<_u0 cos(As) + vg sin(As)) + yo, (5)
1 — A2 1
2(s) = As+ 545~ ﬁ([[‘gﬂo — youp) cos(As) +
" (wotn — gous) sin(As) + (6)
24 oV YoUp ) SIN AS 20
o/ —Ay’,
x/// — _Ay//
y// — A.’L‘l,
y/// — Am//

yukaridaki egitliklerden,

IIII+A2I, — 0 (7)
y//I+A2y/ — O (8)

diferensiyel denklemleri elde edilir.
(7) in bir ¢oziimii 2’ = —ug cos(As) + vy sin(As) igin

"= wugcos(As) — vgsin(As)

x” —Aug sin(As) — Avg cos(As)
2" = —Augcos(As) + A%y sin(As)
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yukaridaki esitlikleri (7) te yerine yazarsak

" + A%’ = —A%ugcos(As) 4+ A?vysin(As)
+ A2 (ug cos(As) — vy sin(As))
= —A%ugcos(As) + A%vgsin(As)
+A2ug cos(As) — A?vg sin(As)
=0

(7) i sagladigim goriiriiz. Buradan da

¥ = wugcos(As) — vgsin(As)
1 ) .
x(s) = Z(uo sin(As) + vg cos(As)) + ¢1, ¢1 = xp igin
1 :
x(s) = Z(UO sin(As) + vg cos(As) + zg

olur. (4) yi elde etmis oluruz.
(8) in bir ¢oziimii ¥’ = wug sin(As) + vg cos(As) igin
Yy = wgsin(As) + vy cos(As)

y" = Augcos(As) — Avgsin(As)
y" = —A’ugsin(As) — A%y cos(As)

yukaridaki esitlikleri (8) de yerine yazarsak

y" + A%y = —A%ugsin(As) — A%vg cos(As)
+ A% (ug sin(As) + v cos(As))
= —A%ugsin(As) — A%vg cos(As)
+A%uq sin(As) + A%vg cos(As)
=0

(8) i sagladigim goriiriiz.Buradan da

y'(s) = wugsin(As) + vy cos(As)

1

y(s) = Z(—uo cos(As) + vgsin(As)) + ca, ¢z = yo i¢in
1 .

y(s) = Z(—uo cos(As) + vg sin(As)) + yo

olur. (5) yi elde etmig oluruz (Inoguchi ve ark., 1999).
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Ornek: v geodezik egrisi baglangic hizi v/(0) = %(1, 1,1) ile baglayan bir
helixtir;
%COS(% -7
1) = | P2sin(z5 — ) )
2o

v geodezik egrisi

Sekil 3.1. (9) da verilen 7(s) geodezik egrisinin gosterimi
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4 SONUCLAR ve ONERILER

4.1 Sonuclar

Karl Werner Heisenberg (1925) ve Erwin Schrédinger (1926) ¢ok yakin zaman-
larda birbirlerinden bagimsiz olarak atomun kuantum (dalga) mekanigini farkli
olarak, fakat matematik yoniinden esit sekilde formiillendirdiler. Bu teoriler
1928 senesinde Ingiliz teori fizikcisi Paul Dirac tarafindan genisletilip gelistirildi.
1927°de Leipzig Universitesi fizik profesorliigiine tayin edildi. Ayni yil meshur
belirsizlik prensibini ortaya koydu. Matematikte, Warner Heisenberg den sonra

1 a ¢
isimlendirilen Heisenberg grubu [ 0 1 b | formunun 3 x 3 iist iiggen matrisin
0 01

grubudur. a, b ve ¢ elemanlar1 tamsay1 veya reel say1 olabilir. Gercek Heisenberg
grubu 3-boyutlu kuantum mekaniginin taninmasiyla ortaya c¢ikar. Daha genel
olarak n-boyutlu sistemlere ve en genel olarak herhangi bir simplektik vektor
uzayina iligkilendirilen gruplar1 diisiinebiliriz.

Biz burada Simplektik lineer uzay ve Lie parantez operatoriinden yararla-
narak Heisenberg cebiri tanimlandi. Bununla birlikte standart Simplektik uza-
yinin Heisenberg cebirini goz 6niinde bulundurarak (2n + 1)-boyutlu Heisenberg
grubu tanimlandi. Daha sonra 3-boyutlu Heisenberg uzayinin matris grup modeli,
standart sol invaryant metrikleri ve son olarak olarak geodezikleri gosterildi.

4.2 Oneriler

Heisenberg cebiri ve 3-boyutlu Heisenberg uzay1 tammlandiktan sonra N? Rie-
mann manifoldunun holonomi ve N? {in holonomi grubu gosterilebilir. Daha sonra
N3 iin sol invaryant etki yapist ve N2 de ideal control problemlerinin gosterilmesi
onerilebilir.
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