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Bu tezde kompleks sistemlerin davranislarini gézlemlemek ve meydana gelecek sonuglari tahmin
etmek i¢in pek ¢ok disiplinde yaygin olarak kullanilan Potts modelinin faz diyagramlari incelenmistir.
Ikinci mertebeden bir Cayley agaci iizerinde ikili ve iiclii etkilesimli g= 5, g= 6 ve g= 15 spin durumlu
Potts modelinin faz diyagramlar1 daha onceki calismalardan faydalanilarak elde edilmistir. Ayrica
iiclincii mertebeden bir Cayley agaci iizerinde en yakin komsuluk, uzatilmig ikinci komsuluk ve ayni
seviye iicli komsuluk etkilesimli Potts modelinin ¢g= 3 spin durumunun belirledigi faz diyagramlari

bilgisayar programlama dili kullanilarak analiz edilmistir.
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In this thesis, the phase diagrams of the Potts model that is widely used in many disciplines have
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1.GIRIS Gikhan GOK

1. GIRIS

Coklu etkilesimlerden meydana gelen spin modelinin diisiincesi, metalik
alasimlardaki faz gegislerinin belirlenmesi ve yeni faz gecis tiplerinin
sergilenmesinden site sizmasina (site percolation) kadar fizigin pek ¢ok alaninda
yaygin olarak kullanilmaktadir. Modiile edilmis yapilar sergileyen sistemler, diizenli

veya diizensiz latisler ile gilinlimiizde yogun madde fiziginde kapsamli olarak

calisilmaktadir (P. Bak., 1982).

Modiile edilmis yonelim icin ideallesmis sistemler arasinda Ising modeli
(ANNNI modeli), orijinal olarak Elliot (1981) tarafindan Erbium’un manyetik
yapisini tanimlamak i¢in ortaya atilmistir. Kiral Potts modeli ise Ostlund ve Huse
(1981) tarafindan One siiriilmiistiir ve pek ¢ok teknikle giiniimiizde yaygin olarak

calisilmaktadir.

Bak ve Jensen (1981), alan denklemleri tarafindan {iiretilen 6l¢iimii koruyan
doniisiim i¢indeki modiile edilmis fazlarin calisilmasi ile ilgili ilging ve giiclii bir
metodu ANNNI modeline uygulamislardir. Metodun temel kusuru, duragan fakat
sabit olmayan yoriingelere karsilik gelen termodinamik ¢oziimlerin gercekligi ile

ilgilidir.

Fakat bu modeller Cayley agaci lizerinde tanimlandidi zaman, rekabetci
etkilesimlerden olusan Ising modelinin durumu Vannimenus (1981) tarafindan
incelenmistir. Ayrica Vannimenus (1981), g¢ekici (attractive) dontigiimlerin ilging
fiziksel c¢oziimlere karsilik geldigini gostermistir. Bu durum niimeriksel iglemleri
olduk¢a sadelestirmistir ve tiim faz diyagramlarinin detayli ¢alismasini miimkiin

kilmastir.

ANNNI modeli, tek bir eksen yoniine paralel konumdaki bir sonraki en yakin
komsuluklar tarafindan yonlendirilen ve en yakin komgsuluklar ile olusan Ising
modelini igermektedir. Bu, muhtemelen pek ¢ok modiile edilmis faz1 ve bir Lifshitz
noktasi ile zengin bir faz diyagraminmi sergileyen en basit asikar olmayan modeldir.
T-p uzayinda ANNNI modelinin global faz diyagrami yapisinin elde edilmesi i¢in
teorik olarak calismalar yapilmistir. Burada 7T sicakligi ve p = -Jp/J; degiskeni de

rekabetci etkilesimler arasindaki oran1 gostermektedir.
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Niimeriksel ortalama alan hesaplarinin temelinde, Bak ve Boehm (1980)
tarafindan seytan merdiveni olarak adlandirilan diisiik sicaklikta olusan orantili

fazlarin siirsiz bir serisinin varligi ispatlanmistir.

Bu ortalama alan resmi Fisher ve Selke (1980) tarafindan yapilan diisiik
sicaklikli seri genislemeleri tarafindan desteklenmistir. Paramanyetik- Modiile
edilmis simirdaki analitik ortalama alan hesaplamalari, kritik dalga sayisinin ve

Lifshitz noktasinin siirekli olarak degistigini gostermektedir.

Bir modelin faz diyagrami, fazlarin igyapisini, fazin dengesini ve bir fazdan
diger bir faza gecisini ifade etmektedir. Ayrica fazin gecis dogrularini icermektedir.
Potts modeli, tipki Ising modeli gibi bir Cayley agaci iizerinde asikdr olmayan

manyetik yonelimlerin goriiniimiinden dolay1 yaygin olarak ¢alisilmaktadir.

Cayley agaci relastik bir latis degildir, fakat agacin sasirtici topolojisi pek ¢ok
kesin ¢oziimiin elde edilmesini miimkiin kilar. Agac¢ iizerinde pek ¢ok problemin
¢Oziimii diizenli latislerden daha basittir ve standart Bethe-Pierls teorisine esittir

(Katsura and Takizawa, 1974).

En yakin komsuluk (NN) etkilesimleri baglant1 sabiti J ve uzatilmis komsuluk
(NNN) etkilesimlerinin Jp baglanti sabitini igeren bir Ising modeli durumunda
Vannimenus (1981), beklenen paramanyetik ve ferromanyetik fazlarin yani sira yeni
fazlar bulmayi basarmistir. Bu sonuglardan, Cayley agaci iizerindeki rekabetci
etkilesimlerle olusan Ising modelinin periyodik latisler lizerindeki modellerle pek
cok benzerlige sahip oldugu sonucuna varilmistir. Bu sonugtan dolay1 Ising modeli
giiniimiiz aragtirmalarinda bir odak noktasi olmustur. Ising modelinin daha detayli
calisilmasi basit niimeriksel metotlar kullanilarak kesin ¢éziimlemeler ile yapilmstir.
Bu durum yeni fazlar1i kesfetmek ve farkli davranis tiplerini ortaya c¢ikarmak

umuduyla daha karmasik modellerde ¢alisilabilecegini ifade etmektedir.

Latisler {izerinde lineer olmayan rekursif (yinelemeli) denklemleri igeren
istatistiksel mekanigin 6nemli bir noktasi, yinelemeli denklemlerin giiniimiizde de
yogun olarak arastirilan zengin dinamik sistemler ile baglantili olmasidir. Cayley
agac1 tizerindeki latis modellerine karsilik gelen dinamik sistemlerin limit

davraniglarint ~ belirlemek  i¢in  literatiirde  farkli  yaklasgimlar  vardir.
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Bunlardan birisi Cayley agaci iizerindeki Markov random alanlarinin
ozellikleri ile iligkilidir. Digeri ise dinamik sistemlere karsilik gelen ayrisim
fonksiyonlarina bagli olan yinelemeli denklemler ile ilgilidir. Latis modelleri i¢in faz
gecis problemlerinin tam ¢dzlimlerinin bulunmasi genel olarak zordur ancak bazi

yaklagim metotlar1 kullanilarak tam ¢oziimler de elde edilebilir.

Bu tezde, yukarida bahsedilen ikinci yaklasim metodu kullanilacaktir. Bir
Cayley agaci tizerindeki latis modelleri i¢in yinelemeli denklemlerin elde edilmesi,
analizi ve bu denklemlere karsilik gelen faz diyagramlarinin bilgisayar programlama

dili kullanilarak ¢6ziimlenmesi hedeflenmektedir.

Calismada, ikinci mertebeden Cayley agaci iizerinde farkli ikili ve digli
komsuluk etkilesimli Potts modeline karsilik gelen Hamiltonyen denklemleri
incelenecektir. Burada, Vannimenus (1981), Ganikhodjaev ve ark. (2009) ve Temir

ve ark. (2010) tarafindan yapilan ¢aligmalarda elde edilen sonuglar incelenecektir.

Bu tezde ilk agsamada, ikinci ve tigiincii mertebeden bir Cayley agaci lizerinde
ikili ve ticlii etkilesimlerle meydana gelen iki farkli Hamiltonyen denkleminin bazi
spin durumlari ile olusan Potts modellerinin baz1 faz diyagramlarini incelemek igin,
modellerin ayrisim fonksiyonlar1 elde edilip bu ayrisim fonksiyonlarmin belirledigi
yinelemeli denklemler hesaplanacaktir. Ikinci asamada ise bu denklemlerin belirttigi

faz diyagramlar1 bilgisayar programlama dili ile ¢6ziimlenecektir.
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1.1. Ana Kavramlar

1.1.1. Ising modeli

Son yillarda olasilik teorisinde Markov random alani olarak adlandirilan yeni
bir stokastik siire¢ tipi tanimlanmistir. Bu tiir siire¢ tiplerini arastirma motivasyonu
orijinal olarak istatistiksel fizikten dogmustur. Fakat istatistiksel fizikte bu tiir
stireclerin Markov siire¢lerinin dogal bir genellestirilmesi oldugu agiktir ve bu alanda

bos olan indeksin yerini almistir (Kindermann ve Snell, 1980).

Markov random alan teorisinin temelleri Preston (1974) veya Spitzer (1971)’
de bulunabilir. Markov random alan kavrami Alman fizik¢i Ernst Ising’ ten sonra
genel bir olasilik gercevesi igine bircok 6zel model yerlestirme ¢abasindan meydana

gelmistir.

Ising, Lenz’ in bir 6grencisiydi ve doktora tezini simdi Ising modeli olarak
adlandirilan konu iizerine yazdi. Ising (1925), bu modeli kullanarak deneysel

anlamda ferromanyetik maddeler hakkinda bazi gercekleri gozlemledi.

Ising (1925), buldugu sonuglarin bir 6zetini yayimladigi zaman modelin Lenz
tarafindan Onerildigini ifade etti. Lenz tarafindan yayinlanan makalede modelin

yiizeysel bir fikri verilmistir.

Ising, eksen iizerinde noktalarin bir dizisini 0,1,2,..., n seklinde diistinmiistiir.
Her bir nokta veya kose de kiigiik bir dipol veya spin vardir. Spin verilen herhangi
bir anda yukar1 veya asag1 durumlardan birisidir. Bu genel olarak asagidaki sekilde

goriildiigii gibi konfigiirasyonlar formunda spin durumlarini belirtir.

L] T
1 1 l

Sekil 1.1. Spinlerin herhangi bir andaki durumlari (Kindermann ve Snell, 1980)
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Ising (1925), tim mevcut konfigiirasyonlarin kiimesi iizerine bir olasilik
Olctimii yerlestirmistir. Boyle bir 6l¢iim random alani olarak adlandirilir. Giincel
olasilik notasyonu kullanilarak tiim dizilerin Q uzayini en basit uzay olarak asagidaki

gibi secilebilir.
w = (W, Wy, ... Wy)

[T 13

burada w; = + veya w; = - dir. “+” spin yukarisini spin asagisini belirtmektedir.
O halde Q iizerinde tanimli gj spinini bir fonksiyon olarak diisiinebiliriz. Eger w; = +

ise Oj(w) =1 ve eger w;= - ise Oj(w) = -1’ dir.

Ising (1925), Q iizerinde bir olasilik dl¢limiinii asagidaki sekilde tanimlamistir.

Her bir w konfigiirasyonu i¢in U(w) enerjisi;
Uw)= —J Y o, (w)o,(0)—mH Y c,(w) (1.1)
i,j i
denklemi ile belirlenmektedir (Kindermann ve Snell, 1980).

Burada ilk toplam bir {initenin parcasi olan noktalarin tiim i, j ciftleri tizerinde
almmistir. ilk terim, spinlerin etkilesiminden meydana gelen enerjiyi temsil eder.
Ising, sadece hesaba katilacak komsu spinler arasindaki etkilesimleri basit olarak

toplamstir. J baglanti sabiti, diisiiniilen maddenin bir 6zelligidir.

J > 0 durumu, ¢ekici durum olarak adlandirilir. Bunun sebebi etkilesim iginde

olan komsu spinlerin ayn1 seviyede kalma egiliminde oldugu i¢indir.

J < 0 durumu, itici durum olarak adlandirilir. Ciinkii etkilesim igindeki spin

ciftlerinin birbirlerini zit yone itme egiliminde olduklari i¢indir.

Ikinci terim, bir H yogunlugunun dis manyetik alaninn etkisini gdsterir. m>0
sabiti, maddenin bir 6zelligi olup c¢ekici durumda, ilk terimdeki tiim spinlerin
yonelimleri yukar1 oldugu zaman minimum enerjiye katki saglamaktadir. Ikinci
terimde ise tiim spinlerin yonii dis alanla ayn1 yonde olursa minimum enerjiye katki

saglamaktadir.



1.GIRIS Gikhan GOK

Ising (1925), w konfigilirasyonlari i¢in olasiliklari;

1
—EU(W)

(1.2)
seklindeki bir oran ile belirlemistir (Kindermann ve Snell, 1980).
Burada T sicaklik ve k& bir evrensel sabittir. Q {lizerinde ki olasilik 6l¢iimii;
—éU ()
P(w) = 1.3
(w) > (1.3)
burada normallestirme sabiti Z ise;
—LU({u)
Z=Yel (1.4)

seklinde tanimlanmistir. Burada Z ayrisim fonksiyonu olarak adlandirilmaktadir
(Kindermann ve Snell, 1980). Bu 6l¢iimii diisiinmenin yararli bir yolu asagidaki gibi

aciklanmistir. Her bir i noktasiyla iligkili bir U; enerjisi;

Ui(w) = =/ Z o,(w)o (®)—mHo,(®) (1.5)

it

seklindedir (Kindermann ve Snell, 1980).
Luo
O halde P(w) = %He i’ (1.6)

seklinde yazilabilir (Kindermann ve Snell, 1980). Bu yiizden bir konfigiirasyonun
goreceli olasiligl, tiim noktalar {izerinde bir ¢arpim olarak basit bir sekilde elde
edilebilir ve noktanin agirligimi belirlemek icin her bir noktada var olan enerji

kullanilmaktadir.

Iki boyutlu bir latis iizerinde tipik bir konfigiirasyon asagidaki sekilde
distiniilmistir (Kindermann ve Snell, 1980). Bir nokta ve bu noktanin komsusu
arasindaki etkilesimle enerji tanimlanmistir. Olasilik dl¢timii de (1.2), (1.3) ve (1.4)°
de oldugu gibi tanimlanmaktadir. Asagidaki sekilde iki boyutta sinir olmaksizin bir

noktanin 4 komsusu vardir.
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+ +--F+-- ++ -+ -+ 4+

t+-tFt-F-F-+-+++

e o e

++4+++----F++++++

Sekil 1.2. Spin durumlari (Kindermann ve Snell, 1980)

Ising (1925), sadece manyetik yorumu dikkate alirken bu model bir¢ok fiziksel
ve biyolojiksel alanda da orne§in gazlar, ikili alasimlar ve hiicre yapilarinda da

uygulanabilir olarak bulunmustur.

Sosyolojik olarak Potts modelinin bir uygulamasi, Weidlich (1971) tarafindan
yapilmustir. Burada bir grup insan diisiiniilmiistiir. Insanlarm her birinin durumu
verilen bir anda ya liberal (asagil) ya da muhafazakar (yukari) olarak secilmistir.
Burada meydana gelecek enerji gerilim olarak adlandirilmistir. (1.1)° deki birinci
ifade insanlarin etkilesimlerinden meydana gelen gerilimdir. Buradaki dis alan ise

hiikiimetin liberal ya da muhafazakar durumu olabilir.

Eger tiim insanlar birbirleriyle ve hiikiimet ile ayni fikirde iseler minimum
gerilim meydana gelmektedir. Tabi ki bdyle bir uygulamada 6zel komsuluklarin ve

diizenli latis i¢in sinirlamanin ihmal edilmesi gerekebilir (Weidlich, 1971).
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1.1.2. Potts Modeli

Potts modeli, 6zel olarak kompleks sistemlerin uzun terimli davraniglarini
inceleyen istatistiksel mekanik modellerinin bir sinifi olarak tanimlanabilir (Beaudin,
2007). Bu modeller hemen hemen her konu alanini 6rneklemek icin zengin bir
yapiya sahiptirler. Ozellikle konformal alan teorisi, diigiim teorisi, sizma teorisi,
quantum gruplar1 ve integrallenebilir sistemlerin kesisme noktasi tarafindan meydana

gelen arastirmalarin merkezinde bulunmaktadir (Beaudin, 2007).

Potts modeli, her bir elemaninin sahip oldugu belirli karakteristik 6zelliklerine
dayanan sistem elemanlarinin birbirleriyle olan etkilesimlerini aragtirmaktadir. Potts
modeli biyoloji, sosyoloji, fizik ve kimya gibi alanlarinda ¢ok genis uygulama

sahasina sahip kullanigh bir matematiksel modelleme araci olarak islev gérmektedir.

Potts modeli, ikiden fazla bilesen (q>2) i¢in Ising modelinin bir
genellestirilmesidir (Potts, 1952). Son zamanlarda Potts modeli istatistiksel fizikte ki
pek ¢ok problemin ¢oziimiinii igermektedir (Wu, 1982). Modelin belirli 6zellikleri
hakkinda bazi kesin sonuglar bilinmektedir. Fakat bunlarin pek c¢ogu yaklagim
metotlar1 iizerine dayanmaktadir. Burada, standart latisler iizerinde analitik ¢oziimler
mevcut olmadigi ifade edilebilir. Fakat periyodik latisler {izerindeki spin
modellerinin faz gecislerinin arastirmalari, c¢esitli fiziksel ozelliklerin tam
¢Oziimlerinin mevcut oldugunu gostermektedir (Dorogovtsev ve ark., 2004; Peruggi,
1984; Timonin, 2004). Periyodik latisler iizerindeki boyle ¢aligmalar Migdal-
Kadanof grup metodunun gelismesiyle baglamigtir. Buradaki latisler siradan
kristallerin yaklasimi olarak ortaya ¢ikmistir. Diger bir deyisle modellerin tam
cOziimlerinin calisilmasi istatistiksel mekanikte bazi genel ilgiyi hak etmektedir
(Baxter, 1982). Daha genel olarak diizensiz graflar {izerinde istatistiksel mekanigin
arastirmalar1 giiniimiizde oldukca calisilan bir konudur (Lyons, 2000). Ornegin Bethe
latisi (Cayley agac1), diizensiz graf yapisiyla en basit periyodik latis ¢esididir. Bunun
anlami, Bethe latisinin i¢ noktalarin sayilarinin sinir noktalarin sayisina orant,
biiylik bir sistemin termodinamigi ic¢indeki limitinin sifir olmayan bir sabite
yakinsamasidir. Yani W,/V, oran1 n—co iken (k-1)/(k+1)’ e yakinsama egilimindedir

(Ganikhodjaev, 1990). Burada £ sayisi latisin mertebesini ifade etmektedir.
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(Peruggi, 1983; Peruggi, 1984)’de Bethe latisi iizerinde g-durumlu Potts
modelinin faz diyagramlar1 ¢alisilmistir ve ferromanyetik Potts modelinin dogal faz
gecisleri bulunmustur. (Ganikhodjaev, 1990)’da bulunan bu sonuglar kullanilarak {i¢
durumlu Potts modelin sayilamayan pek cok dogal fazlari belirlenmistir. Bu
arastirmalar (Georgi, 1988; Preston, 1974; Sinai, 1982; Peruggi, 1984)’ deki teorik

Olctim gelismelerine bagl olarak yapilmistir.

Potts modelin kdkeni 1900 yillarin ortalarma dayanmaktadir. Iki matematikgi
Julius Ashkin ve Edward Teller (Baxter, 1982), bir sistem i¢indeki ¢esitli elemanlarin
davraniglarint  gostermek i¢in matematiksel bir model kullanan ilk kisiler
arasindadirlar. Cyril Domb, kendisinin doktora &grencisi olan Renfrey B. Potts’ a

doktora tez konusu olarak bu modeli 6nermistir.

Potts, Ashkin ve Teller’ in kurduklar1 temel ile ¢ok faydali bir model insa
etmistir. Potts, 1952 yilinda yayinladigi ¢alismada bu 6zel modeli agiklamstir.

Modelin formu giiniimiizde g-durumlu Potts modeli olarak bilinmektedir.

Potts modeli, bilim adamlar1 ve matematikg¢iler tarafindan kompleks
sistemlerin stokastik sonuglarini tahmin etmek i¢in kullanilmaktadir. Bu nedenle
Potts modeli kullanilarak istatistiksel mekanik alaninda pek c¢ok uygulama

yapilmaktadir.

Istatistiksel mekanik kendi isminden de anlasilacag iizere iki temel konuyu
icermektedir. Mekanik; belirli dis faktorlerin ne kadar i¢ elemani etkiledigini
aciklarken, istatistik ise sonuglar1 tahmin etmek ve pek cok veriyi ¢aligmalarda

kullanmak igin karsilastirma yapmaktadir.

Potts modeli temel olarak, uzun terimli sonuglarin ne olduklarini tahmin etmek
icin, bir sistem ic¢indeki elemanlar arasindaki etkilesimleri incelemektedir. Graf
teorisi, Potts modelini analiz ve tahmin etmek i¢in gerekli olan temel kavramlar

saglamaktadir. Graf teorisini daha iyi incelemek icin (Tucker, 2002) kaynagina

bakilabilir.
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1.1.3. Graf

Genel bir graf, G=(V, /) ikilisinden olusur. Burada V, G grafi iizerindeki kdse
noktalariin kiimesini, A ise G grafi iizerindeki kenarlarin kiimesini ifade etmektedir.
Kose noktalar1 bir nesnenin veya sistemin i¢ elemanlarini temsil ederken, kenarlar ise

eleman ciftleri arasindaki potansiyel etkilesimleri temsil etmektedir.

Coklu kenar  —~__ — Kbse noktasi
(o\ °
Ke

N

Sekil 1.3. Genel bir graf 6rnegdi (Beaudin, 2007)

1.1.4. Latis (Orgii)

Geometrik Orgii sekillerine veya modellerine verilen isimdir. Latis modelleri
bazen sonlu bazen sonsuz veya periyodik (hiyerarsik) olabilir. Buna gore degisik
isimlerle adlandirilabilir. Pek ¢ok uygulamada grafin diizenli bir yap1 oldugu kabul

edilmektedir. Ornegin latisler (6rgii modelleri) gibi. Bazi genel latis &rnekleri

-

Sekil 1.4. Kare latis Sekil 1.5.Ucgen latis

asagidaki gibidir.

SN

10
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Sekil 1.6. Petek latis

Tammm 1.1.1. Bir kompleks sistem bir graf tarafindan modellenebilen

nesnelerden meydana gelen yapidir.

Kompleks sistemlerin Ornekleri atomlar, insanlar, meyveler veya hiicre
organizasyonlar1 olarak Orneklendirilebilir. Bu nesneler, grafi teoriksel incelemeye

olanak saglayan diizenli i¢yapilardan meydana gelir.

Tamm 1.1.2. x,y€ V iki kdse noktas1 olmak {izere eger bu noktalar1 birbirlerine

baglayan bir kenar var ise bu iki kdse noktasi birbirinin komsusudur denir.

Bu kavram graf iizerinde kose noktalarinin durumuna bagli olarak birbirlerini

etkileyip etkilemedigini ifade eder.

Tammm 1.1.3. Bir G grafinin birbirine bagl bir bileseni, herhangi iki kose
arasindaki kenarlarinin bir yolu mevcut olan graf i¢indeki kdselerinin maksimum alt

kiimesidir.

Potts modeli, matematikg¢iler ve diger bilim adamlarinin kompleks sistemlerin

davranislarini anlamak i¢in kullandiklar1 matematiksel bir modelleme aracidir.

11
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Potts modelinin yapis1 bir kompleks sistemin i¢ elemanlarni incelemek ve
kompleks sistemin tiim davranisini belirlemek i¢in elemanlarin birbirleriyle olan
etkilesimlerini tahmin etmeyi saglayacak bir Ozellige sahiptir. Diger bir deyisle
model mikroskopik i¢ elemanlar1 ve zamanla gbzlemlenebilen makroskopik sonuglar

i¢in elemanlarin etkilesimlerine ¢aligmaktadir.

1.1.5. Spin

S belirli 6zelliklere sahip bir kiime ve G bir graf olsun. Bir V' kose noktasindaki

bir spin, V kiimesine S’nin bir elemaninin atanmast durumudur.

Grafin her kose noktasina bir spin durumu karsilik gelmektedir. Spinlerin

kombinasyonu, komsu elemanlarin birbiriyle olan etkilesimlerini belirlemektedir.

Bazi1 genel spin 6rnekleri sicaklik (sicak veya soguk), manyetizma (pozitif veya
negatif), yon (yukari, agag1 veya yan yonler) ve renk (mavi, yesil, kirmiz1 veya mor),

... gibi siralanabilir.

Potts modelinde genel olarak spinler 1,...,¢g olarak kullanilmaktadir. Burada

q= |S | dir ve g=2 spin durumunda Potts modeli, Ising modeli olarak bilinmektedir.

<
<

q=2 q=3 q=4

Sekil 1.7.Yo6nelim durumlari

12
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Tim mevcut olan yonelimler eksensel simetriye sahip olup yonelimler

arasindaki aci;
6, =2mn/q, n=0,1,..., g-1 (1.7)
ile belirlenmektedir.

Tanim 1.1.4. Bir grafin herhangi bir andaki durumu, kése noktalarina karsilik

gelen spinlerin herhangi bir se¢imi durumudur (Beaudin, 2007).

N NS

Sekil 1.8. Q = {siyah, beyaz} i¢in bir grafin iki farkli durumu

Sistemin elemanlar1 latis iizerindeki konumlarina bagli olarak birbirlerini
etkilemeleri ve her birine farkli spinlerin karsilik gelmesi durumuna gore sistemin
toplam enerjisi meydana gelmektedir. Bir kompleks sistemin toplam enerjisini dlgen
fonksiyona Hamiltonyen denklemi denir. Hamiltonyen denklemi sistem i¢indeki her
bir kenara bir deger atayarak bir grafin 6zel durumundaki enerjisini 6lger. Bu deger
uygulamaya bagl olarak degisebilir. Potts modeli ile ilgili literatiirde bir sistemin
Hamiltonyeni i¢in iki baskin tanim bulunmaktadir. Her iki tanim da ayni notasyonla

kullanilmaktadir.

13
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1.1.6. Kronecker Deltas1

J sistemin komsu elemanlar1 arasindaki etkilesim enerjisidir. 0;, w durumunda
i kdsesine atanan spinin degeridir. Bu ifadeler Kronecker delta fonksiyonunda

asagidaki gibi ifade edilir.

l,o.=0.
S :{ ! / (1.8)

c;o
0,0, #0,

J

Tamim 1.1.5. Ilk Hamiltonyen denklemi;

hy(w) = —J Z 50_1_07_
(xIEA(G) (1.9)

burada G, grafinin herhangi bir andaki 6zel bir durumudur.

Tanim 1.1.6. Hamiltonyen denklemi i¢in ikinci tanim ise;

hz(w) = J Z (1_50_’0_/_)
{x.y}eA(G) (1.10)

seklindedir.

1.1.7. Konfigiirasyon
Bir konfigiirasyon her bir x€J kdse noktasini, @(x)e S olan bir spin degerine

atayan doniisiimdiir ve
p: V-8
x=@(x)

seklinde de ifade edilir.

@ konfigiirasyonu Q = S” uzaymin bir eleman1 olup, bir konfigiirasyon, latisin

bir renklesmesi durumudur.

7* tam sayilar latisi {izerinde ¢ = 3 spin durumlu bir konfigiirasyon ornegi

asagidaki gibidir.

14



1.GIiRiS Gikhan GOK

1- . 2- |:| 3—>.

Sekil 1.9. 7% tam sayilar latisi Gizerinde bir konfigiirasyon

1.1.8. Cayley Agac1

Herhangi k-mertebeden (kK > 1) Cayley agaci I*, Sekil 1.10.°da gosterildigi
iizere herbir kose noktasindan (x” hari¢) & +1 tane kenarin sonsuz sekilde uzandigi
bir latis modelidir. I* = (V, A) seklinde gosterilen Cayley agaci i¢in V Cayley
agacinin kose noktalarmin kiimesini ve A ise kenarlarinin kiimesini belirtmektedir.
Eger iki kdse noktast x ve y’yi birlestiren bir kenar /e A var ise “en yakin
komsuluk” olarak adlandirilir ve [/ =< x, y > seklinde gosterilir. x, y €V olmak
iizere, V' kiimesi iizerindeki uzaklik d(x, y), x ve y arasindaki en kisa yol lizerindeki
kenarlarin sayisi olarak tanimlanir. Herhangi belirlenmis bir nokta x° € ¥ igin, bu
noktaya gore seviyeler kiimesi W, = {x € V |d(x, x*) =n} ve V,, = {x € V|d(x, x) <
n} seklinde verilir ve V), igerisindeki kenar noktalarinin kiimesi L, olarak temsil

edilir.

15
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/_ 3.seviye

Baslangic (kok) T ~ 0.seviye

noktasi ( x°)

Sekil 1.10. ikinci mertebeden bir Cayley agaci

1.1.9. Cayley agaci iizerindeki komsuluklar

Cayley agaci iizerinde asagida sekillerde belirtildigi gibi komsuluklar

diistinebiliriz;

Yukarida da belirtildigi iizere eger iki kdse nokta x ve y’yi birlestiren bir kenar

/e A varise “en yakin komsuluk™ olarak adlandirilir ve <x, y > seklinde gosterilir.

o

Sekil 1.11. En yakin komsuluk olan x,y kdse noktalari

16
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1.GiRiS

Eger x,ye V kose noktalar1 arasindaki mesafe d(x,y) =2 ise bu iki kdse noktasi

uzatilmis ikinci komsuluk adini alir ve iki farkli durumu vardir. {lk duruma bir seviye

ikinci komsuluk ad1 verilir ve < x, y > seklinde gosterilir.

Sekil 1.12. Bir seviye ikinci komsuluk olan x ve y kése noktalari
ve

Ikinci duruma ise uzatilmig (prolonged) ikinci komsuluk adi verilir

—_—

> x,y < seklinde gosterilir.

Sekil 1.13. Uzatilmig ikinci komsuluk olan x,y kése noktalari

17
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Eger x,y,ze V kdse noktalar arasinda <x,y> ve <y,z>, x#z olacak sekilde en
yakin komsuluklar1 varsa bu x,y,z kdse noktalari iicli komsuluklardir denir ve bu
komsuluk ikiye ayrilir. Birincisi iki seviye iicli komsuluktur ve <x,y,z>

seklinde gosterilir. Ayrica bu durumda x,z€ W, “dir.

Sekil 1.14. iki seviye l¢li komsuluk olan x,y,z kése noktalar

Ikinci durum; <x,y> ve <y,z> olup bu kdse noktalar1 uzatilmus {iclii komsuluk
olarak adlandirilir ve < x,y,z > seklinde gosterilir. Ayrica burada xeW,, yeW,; ve

z€ W+, biciminde ifade edilebilir.

Sekil 1.15. Uzatiimis (prolonged) Ugli komsuluk olan x,y,z kose noktalari

18
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1.1.10. Potts modelinin uygulamalari

Bu kisimda Potts modelinin ii¢ uygulamasina deginilecektir (Beaudin, 2007).
Birincisi kopiiklerin davraniglarini incelemek i¢in kullanilan Potts modelinin fiziksel
uygulamasidir. Tkinci uygulama ise tiimérlerin biiyiime davranislarini izlemek igin
kullanilan biyolojik uygulamadir. Son uygulama olarak insan etkilesimlerini

calismak i¢in kullanilan Potts modelinin sosyolojik uygulamasidir.

Potts modelin fiziksel uygulamasi, Sanyal ve Glazier (2006) tarafindan
“akigkan kopiikler i¢indeki yapiskan kararsizliklar: hiicresel bir Potts modeli” adli
makalelerinde yapilmistir. Bu deney kopiik icinden akan tek biiyiik baloncugun
izlenmesine dayanmaktadir. ilk bakista kopiik akisinin pek fazla uygulama alanmna
sahip olmadig: diisiiniilebilir. Fakat yanginla miicadele, petrol elde etme, mayalanma

gibi pek ¢cok uygulama alanina sahiptir.

Sanyal ve Glazier (2006) kopiik akisinin hizi arttikca ne gibi degisiklikler
meydana gelecegini gérmek i¢in bu akisi izlediler. Bu yazarlar Sekil 1.16° deki gibi

bir latisi inceleyerek deneye baglamislardir.

1 1 2 2
1 2 2 3
4 4 3 3
4 3 3 3
3 3 3 3

Sekil 1.16. Képukleri incelemek icin kullanilan latis
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Deney ic¢indeki elemanlar tek latis noktalar1 degildir. Fakat aym spinler ile
birlesen bolgeler tek bir baloncugu temsil etmektedirler. Bu durumda 3. katmanin

belirttigi baloncuk en biiyiik baloncuktur.

Sistemin enerjisi i¢in goz Oniine alinan Hamiltonyen denklemi;

H=>J(1-6,,)+2) (a,~4,)
l’j n

A degeri baloncuk iizerindeki sinirlanan alanin genisligini belirtmektedir. A4,
degeri baloncuk iizerine higbir etkinin olmadig1 andaki baloncuk yiizeyindeki alanm
ifade etmektedir. a, ise baloncugun su andaki yiizey alanidir. n sayisi ise baloncuk

sayisidir.

Deneyin sonuglari ¢ok yararli olarak bulunmustur. Kopiik igerisinde tek biiyiik
bir baloncuk izlenerek arastirmacilar biiylik kopiiklerin kii¢iik kopiiklerden daha hizl
aktigin1 gozlemlemislerdir. Arastirmacilar ayrica kopiigiin kontrolsiiz olarak akmaya
basladig1 yerde kritik bir hizin var oldugunu gostermislerdir. Bu sonuglar, bu olguyla
ilgili iglerde calisanlari daha dikkatli olmalar1 gerektigini s6ylemektedir. Bu kisiler
madde i¢inde olusabilecek biiylik kopiikleri onlemek i¢cin maddede ne kadar hava
birakilmasi gerektigi konusunda daha dikkatli olabilirler. Ayrica akimi kontrol

edebilmek i¢in akis1 belirli bir hizin altinda tutmaya c¢aligabilirler.

Potts modelin biyolojik uygulamasi, kanserli bir tiimoriin biiyilimesini
icermektedir. Sun ve ark. (2004) “ Besin etkinligi ile ilgili timdr biliylimesinin ayr1

bir 6rneklenmesi” adli makalelerinde yaptiklar1 deneyi agiklamiglardir.

Deney Sekil 1.17” deki gibi bir latisin incelenmesi ile baglamaktadir.
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1 1 3 3 5 5
1 1 3 3 5 5
1 2 3 3 5 5
2 2 2 4 4 4
2 2 2 4 4 1
2 2 2 4 1 1

Sekil 1.17. insanin biyolojik hiicrelerini temsil eden latis

Burada ayni spinlerle birlesen latis bolgeleri tek bir hiicreyi temsil etmektedir.
Ornegin, Sekil 1.17° te 6 tane hiicre vardir. Bu hiicrelerin iki tanesi 1 ile ifade edilen
ayni tip hiicrelerdir. Bu deneyde kullanilan Hamiltonyen bir onceki uygulamada
kullanilan Hamiltonyen den biraz daha karmasiktir.

H= 22 oo 1=0,,0 3+ 2 A0, =V;)" + Kp(i. J)

70 o

Bu deneyde t(0;) hiicre tipini belirtir ve J degeri hiicrenin tipine gore
degismektedir. Eger latis iizerindeki noktalarin birisi herhangi bir hiicre tarafindan
isgal edilmiyorsa elemanlar arasindaki etkilesim Jy;cezcn sabiti kullanilarak da
modellenebilir. Bu sabit hiicre ve hiicre ortami veya dis katman arasindaki genisligi

Olgmektedir.

A(vo-V7)’ terimi hiicrenin deformasyonu ve biiyiime enerjisini belirtmektedir.
Vr degeri hiicreye herhangi bir dis etki olmadig1 andaki hacmidir. Sonug olarak p(i,j)

ifadesi ise ij durumunda ne kadar besinin var oldugunu gdstermektedir.

Bu deneyin yapilmasinda ii¢ adim vardir. Ilk adim, gercek¢i bir hiicre
dongiisiiniin gelisimidir. Yazarlar saglikli ve hasta hiicrelerin her ikisi ile olusan tam

olasiliksal latisleri elde etmek i¢in Metropolis algoritmasini kullanmiglardir.
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Ikinci adimda ise hiicre béliinmelerini arastirmislardir. Hiicre boliinmesi kanser
arastirmalarmin ¢ok karmasik bir parcasidir. Yazarlar, hiicrenin enerjisi arttig1 ve
hiicre boliinmeye devam ettigi icin hiicre boliinmesini zamanin bir fonksiyonu olarak
diisiinmiislerdir. Son adim ise ¢evre besininin kontroliidiir. Bu deneyde tek besin
kaynagi tiimoriin sol tarafi lizerindeki toplardamardir. Bu {i¢ adim tanimlandiktan
sonra deney yapilmistir. Monte-Carlo simiilasyonlari ile tiim degerler belirlenebilir

ve ne kadar tiimdr biiytidiigii incelenebilir.

Bu deneyden Sun ve ark. (2004) cok 6nemli iki sonu¢ elde etmislerdir. Bu
simiilasyon asagidaki sekildeki gibidir.

=0 =800 t=1200

t=2000 t=4000 =000

. & &

Sekil 1.18. Tumdr buyime deneyinin sonuclari (Sun ve ark., 2004)

Yazarlar baslangi¢ seviyesinde tiimor biliylimesinin iistel bi¢imde arttigin
bulmuslardir. Fakat hasta hiicreler eklendik¢e daha fazla besine ihtiya¢ duyulmakta
ve bazi hiicreler 6lmekte ve diger hiicrelerde yeterince hizli ¢cogalamamaktadirlar.
Ikinci sonucta ise tiimdr toplardamara dogru hareket etmektedir. Eger doktorlar bu
sonuglar1 kullanirlarsa kanserli hiicrelerle miicadelede daha iyi bir gidisat olacag:

sonucuna varmiglardir.
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Potts modelin sosyolojik uygulamasi ise, insan davraniglarin1 incelemektedir.
Potts modeli direkt olarak kullanilmamasina ragmen deneyde kullanilan model, Potts
modeli ile aym koklere sahiptir. Ekonomi alaninda 2005 Nobel 6diilii kazanan
Schelling tarafindan yazilan “ Ayrimeciligin dinamik modelleri” baslikli makalesinde
Potts modeline ¢ok benzer bir model tanimlamistir. Bu deneyde asagidaki sekildeki

gibi bir latis kullanilmistir.

X y X Y

x y X
X y y
X X X

Sekil 1.19. Schelling’in komsuluklari

x> bir grup insani temsil ederken y farkli bir grup insani temsil etmektedir.
Deneyde kullanilan bu latis her gruptaki birey sayilarini igeren pek ¢ok degerle
beraber Schelling deneylerini meydana getirmektedir. Bir bireyi tanimlama yontemi
ise bireylerin komsulugu ve insanlarin sahip olduklar1 komsuluk etkilesimleri
icindeki tercih oranlarina gore degismektedir. Deney tiim latise bakilarak yapilmakta
ve mutsuz olan tiim insanlar belirlenmektedir. Bu insanlar durumlarini bazi olasilik
tipleriyle degistirmektedirler. Schelling, latis etrafinda hareket eden insanlar1 farkl

yollarla tanimlamustir.

Schelling, ayrimcilik tizerinde ¢ok dikkat ¢eken bazi sonuglar1 ortaya koymak
icin ¢ok farkli deneyler yapmistir. Bu deneyde insanlarin kendilerinden farkli
durumda olan insanlar1 bilingli veya bilingsiz olarak kendilerinden ayirdig1 sonucu

ortaya ¢ikmustir.
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Schelling’ in deneylerindeki ¢ok az degisiklik ile bu model bir Potts modeli
yapisina doniismektedir. (Fouladvand ve ark., 2005) sehirlerin i¢ mahallelerinde ki
Ghetto’lar i¢in Potts modeli gibi bir model kullanmigtir. Bu deney Schelling’ in

deneyinin bir genellestirilmesidir.

Asagidaki yontemle Potts modeli insan davraniglarini  belirlemek igin
diisiiniilmiistiir. Burada insanlarin komsuluklarini, islerini, sehirlerini veya insanlarin
birbirlerini etkiledikleri diger durumlar1 belirlemek icin bir latis kullanilmistir. Bu
kez digerine gore daha fazla grup kullanilmistir. Ornegin, yash insanlar, {iniversiteli
oda arkadaslari, biiyiik ¢ocuklu aileler ve kiiciik cocuklu aileler gibi. ilk adimda, bu
insan gruplarinin her bir iiyesi yepyeni bir gelisim i¢inde beraber yasamaktadirlar.
Burada yaslilar1 1, {iniversiteli oda arkadaslarini 2, biiyiik ¢cocuklu aileleri 3 ve kiigiik

cocuklu aileleri 4 ile gosterilmistir. Baslangig latisi asagidaki gibidir.

1 2 3 4 1
2 2 1 2 3
4 1 3 4 2
3 3 2 4 4
1 3 4 2 1

Sekil 1.20. Dort farkh grup ile olusan komsuluk

Bu gruplarin iiyeleri yakinlarinda yasayacak olan insanlar hakkinda tercihe
sahiptirler. Ornegin yasli insanlar onlar1 rahatsiz eden biiyiik partilerden dolay:

tiniversiteli oda arkadaslarinin yakinlarinda yagamalarini istememektedirler.

Kiigiik ¢cocuklu aileler ise ¢ocuklar1 evlerinden uzaklasmamasi igin birbirlerine
yakin yasamay1 tercih etmektedirler. Bu deneyde tercihleri gerceklige uyacak

bicimde gelistirilmistir.
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Bu deney icin kullanilan Hamiltonyen denklemi, meydana gelecek olan tiim
etkilesimlerin enerjilerini 6l¢mektedir. Bu deneydeki dis kuvvetler ise evlerin
fiyatlar1, evlerin is yerlerine olan yakinligi ve insanlarin ne kadarinin su anki
evlerinden hoslandig1 gibi durumlar olabilir. Metropolis algoritmas1 daha fazla olay
i¢in latis durumlarinin olasiliklarin1 daha yiiksek bir kesinlikte hesaplayabilir. Sonug

olarak, ayrimcilik olusumunda rol oynayan tercihleri gérebilmekteyiz.

Potts modeli; kopiik akisi, tiimor biiylimesi ve insan etkilesimleri gibi olgulari
calismak ic¢in kullanilmistir. Potts modeli gibi modeller ile dogal olaylarin uzun

terimli davraniglarini ve sonuglarini tahmin edebiliriz.
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2. ONCEKI CALISMALAR

Ising, 1925 yilinda danigmani tarafindan 6nerilen ve bugiin Ising modeli olarak
adlandirilan modeli bir-boyutlu olarak ¢6zmiistiir. Orijinalinde ferromanyetik model
olarak goriilen Ising modelin, bir-boyutta hatta herhangi bir boyutta faz ge¢isinin

olmadigini 6nermistir. Ancak pek ¢ok ¢alismada faz gegisinin varligi ispatlanmistir.

Domb tarafindan ilk olarak oOnerilen, Potts modeli (Potts, 1952) Ising
modelinin bir genellestirilmesidir. Ising modelinde spin sayis1 g=2 iken Potts
modelinde spin sayist ikiden biiyiiktiir (qg>2). Vannimenus (1981) , en yakin ve
uzatilmis en yakin etkilesimli Ising modeli i¢in bir modiile edilmis (modulated) faz
diyagramimin varligini ispatlamistir. Bu calismadan itibaren pek ¢ok arastirmaci
(Mariz ve ark, 1985; Da Silca ve ark, 1986), Cayley agaci lizerinde en yakin ve
uzatilmig en yakin etkilesimli Ising ve Potts modellerinin faz diyagramlar1 ve Lifshitz
noktalarinin bulunmasi problemi ile ilgilendiler. Potts modeli ile ilgili ayrintili bilgi

icin Wu (1982) tarafindan yapilan ¢alismaya bakilabilir.

Inawashiro ve ark. (1983) ve Inawashiro ve Thompson (1983),
Vannimenus’ten bagimsiz olarak en yakin komsuluk ve uzatilmis (prolonged)
sonraki en yakin komsuluk etkilesimli Ising modelini, J,=J, durumunda

incelemislerdir, burada J, bir-seviyeli sonraki en yakin komsuluk etkilesimidir.

Mariz ve ark. (1985) bu sonuglar1 bir-seviyeli sonraki en yakin komsuluk
etkilesimine dig manyetik alan1 da ilave ederek genellestirmislerdir. En yakin
komsuluk ve tiglii komsuluk etkilesimli Potts modelinin faz gecislerinin olup
olmadigint arastirmak i¢in (Ganikhodjaev ve ark., 2008) matematiksel analizler

yapmuslardir.

Ganikhodjaev ve ark. (2009), Cayley agaci iizerinde iki mertebeli sonraki en
yakin komsuluk ve en yakin komsuluk etkilesimli ii¢ durumlu Potts modelinin faz
diyagramini incelemislerdir. Bu ¢alismada yazarlar Vannimenus’iin buldugu
paramanyetik, ferromanyetik ve modulated fazlara ilave olarak paramodiile edilmis
faz olarak adlandirilan yeni bir fazin varligini niimerik olarak ¢6zmiislerdir. Potts

modeli i¢in elde edilen bu faz cesidi Ising modelinden farklidir. Vannimenus (1981),
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Mariz ve ark. (1985) ve Ganikhodjaev ve ark. (2008) caligmalarindan hareketle
Hamiltonyen denklemi ile elde edilen Potts modellerinin faz diyagramlarini, Delphi
bilgisayar programlama dili yardimiyla Ganikhodjaev ve ark. (2009) elde etmislerdir.
Bu caligmalardan hareketle, analizi yapilacak olan Cayley agaci iizerinde ikili ve
ticli etkilesimli Potts modelinin bazi spin durumlarindaki yineleme denklemleri
¢Oziimlenerek bu lineer olmayan denklem sistemlerinin matematiksel anlamdaki
yorumlar1 yapilacak ve faz diyagramlarinin grafikleri ¢izdirilecektir. Burada elde

edilen grafiklerin matematiksel ve fiziksel analizleri yapilacaktir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Materyal

Bu calismada uygulanan temel yontem sudur; bu konuda yapilmis olan biitiin
caligmalar internet iizerinden, kiitiiphanelerden veya bizzat calismanin yazarlarindan

istenmek suretiyle temin edilmistir.

3.2. Yontem

Elde edilen kaynaklar incelenerek uygulanan metotlar arastirilmistir. Bu
incelenen kaynaklar degerlendirilerek ilave sonuglar elde edilmistir. Ozellikle Temir
ve ark. (2010) ve Ganikhodjaev ve ark. (2009)’un yaptigi c¢aligmalardan
yararlanilmistir. Temir ve ark. (2010) ikili ve {i¢lii etkilesimli bir Potts modelinin faz
diyagramlarin1  $={1,2,3} spin durumunu diisiinerek incelemislerdir. Ayrica
Ganikhodjaev ve ark. (2009) farkli bir Hamiltonyen denklemini diisliinerek modelin

faz diyagramlarini belirlemislerdir.

Bu tezde, Temir ve ark. (2010)’ nin inceledikleri ikinci mertebeden Cayley
agaci lizerinde ikili ve ticlii etkilesimli g= 3 durumlu Potts modelinin spin degeri olan
g’nun g =5, g= 6 ve g = 15 gibi biiyiik degerler verildiginde faz diyagramlarinda ne
gibi degisiklikler olacag: incelenmistir. Ayrica, en yakin komsuluk, uzatilmis ikinci
komguluk ve ayni seviye ii¢li komsuluk etkilesimlerinden meydana gelen Potts
modelinin, tgilincii mertebeden bir Cayley agaci iizerinde elde edilen faz

diyagramlari analiz edilmistir.

Bu calismada, faz diyagramlarim1i gorebilmek icin iterasyon denklemleri

mantigtyla ¢alisan bilgisayar programlama dili kullanilmistir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

4.1. ikinci mertebeden Potts modelinin temel denklemleri

2., x° baslangig (kok) noktasmnin disindaki her bir kdse noktasidan (x” haric)
tic kenarin dongii olusturmadan ¢iktig1 ikinci mertebeden yar1 sonsuz bir Cayley
agaci olmak iizere bu Cayley agaci lizerindeki (4.1.2) modelinin temel denklemlerini
belirlemek icin ¥, lzerindeki ayrisim fonksiyonlarini kullanacagiz. Burada V;
tizerinde verilen baslangi¢ kosullari, Cayley agacinin lizerindeki temel denklemlerin

tiretilmesine ne kadar etki ettigini belirlemektedir.

zm (i,ipi2) ifadesi V), lizerindeki ayrisim fonksiyonu olarak adlandirilir.
Asagidaki sekilde belirtildigi gibi iy, x” kok noktasina karsilik gelen spin degeridir ve
i; ve i, sirastyla bu kok noktasindan ¢ikan kenarlar lizerindeki kdse noktalarina

karsilik gelen spin degerleridir.

i] i2

io
Sekil 4.1. ip kdk noktasindan gikan i; ve i; spin degerleri

Bu kisimda ilk olarak $={1,2,3,4,5} spin durumunun meydana getirecegi 125
farkli ayristim fonksiyonlar1 hesaplanacaktir. Ayrica buradaki toplam ayrisim

fonksiyonu;

q
0= 3" Z" (i, iy, i) 4.1.1)

i iy iy =1

bi¢iminde tanimlanir.
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$={1,2,3,4,5} spin durumlu Potts modeli i¢in en yakin komsuluk, uzatilmis
(prolonged) ikinci komsuluk ve iki seviye ti¢lii komsuluk etkilesimlerinden meydana

gelen Hamiltonyen denklemi;

H(G) - -JT Z 5‘7(X)U(Y)U(Z) -JP Z 50'(x)o'(y) -J Z 50'(x)o’(y) (412)

<X,y,z> >x,y< <Xx,y>

seklinde bir forma sahiptir. Burada J7, Jp ve JER baglant1 sabitleri ve & Kronecker

sabitidir.

Ayrica ayrisim fonksiyonlarinin hesaplanmasinda kullanilan genellestirilmis

Kronecker sembolii;

(1, o(x) =0(y) =0(2)
Oat) ot {O, aksitakdirde (4.1.3)

bi¢iminde ifade edilir.

Ayrisim fonksiyonlarin1 hesaplamak icin ilk adim, kok noktasindaki spin
degeri ip=1 olan durumdan baslanmaktadir ve bu durum i¢in 25 farkli olasilik

asagidaki sekillerdeki gibidir;

Sekil 4.2. ip=1 icin 25 farkh ayrisim fonksiyonu
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O halde ayrisim fonksiyonlarinin hesabi asagidaki gibidir;
7"(1,1,1) = &’ Z"(1,1) Z"(1,1)
Z"™(1,1,2) = cZ™(1,1) Z™(1,2)
ZM(1,1,3) = cZ™(1,1) Z"(1,3)
Z"™(1,1,4) = cZ™(1,1) Z™(1,4)
ZM(1,1,5) = cZ™(1,1) Z”(1,5)
ZM(2,1,1) = ¢Z™(1,2) Z"(1,1)
ZM(2,1,2) = Z"(1,2) Z"(1,2)
ZM(2,1,3) = Z"(1,2) Z"(1,3)
Z"2,1,4) = Z2"(1,2) Z"(1,4)
7Z"2,1,5) = Z2"(1,2) Z"(1,5)
Z"3,1,1) = cZ"(1,3) Z"(1,1)
Z(3,1,2) = Z(1,3) Z"(1,2)
7"3,1,3) = 2"(1,3) Z"(1,3)
7(3,1,4) = 2"(1,3) Z"(1,4)
Z"3,1,5) = 2"(1,3) Z"(1,5)
Z"(4,1,1) = cZ"(1,4) Z"(1,1)
7"(4,1,2) = Z"(1,4) Z"(1,2)
7"(4,1,3) = Z"(1,4) Z"(1,3)
Z"(4,1,4) = Z"(1,4) Z"(1,4)
7"(4,1,5) = Z"(1,4) Z"(1,5)
Z"5.,1,1) = cZ"(1,5) Z"(1,1)
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7"(5,1,2) = Z"(1,5) Z"(1,2)
7"(5,1,3) = 2"(1,5) Z"(1,3)
Z7(5,1,4) = 2"(1,5) Z"(1,4)
Z",1,5) = Z"(1,5) Z"(1,5)

Simdi kok noktasindaki ip=2 spin degerinin belirledigi 25 farkli ayrisim

fonksiyonlarini hesaplayalim;

1 1 1 2 5 5

Sekil 4.3. ip=2 i¢in 25 farkli ayrisim fonksiyonu
Z"(1.2,1) = Z2"(@2,1) Z"(2.1)

Z(1,2,2) = cZ"(2,1) Z"(2,2)
7Z"1,2,3)=2"2,1) Z2"(2,3)
Z"1,2,4)=2"2,1) Z"(2,4)
Z"(1,2,5)=2"2,1) Z"(2,5)
Z"02.2,1)=cZ"2,2) Z72,1)
Z"(2.2.2) = da’’ Z"(2.,2) Z"(2,2)
7Z"(2.2,3)=c Z"(2,2) Z"(2,3)
7M2,2,4) = cZ"(2,2) Z"(2,4)
7Z"(2.2,5)=cZ"(2,2) Z"(2,5)
Z"3.2,1)=2"(2,3) Z"(2,1)
7Z"(3.2,2)=cZ"(2,3) Z"(2,2)
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7Z"(3.2,3)=2"(2,3) Z"(2,3)
7"(3,2,4) = 2"(2,3) Z2"(2.,4)
7Z"(3.2,5)=7"(2,3) Z"(2,5)
Z"(4.2,1) = Z22,4) Z(2,1)
7"(4,2,2) = cZ"(2,4) Z(2,2)
7"(4,2,3) = Z2"2,4) Z(2,3)
Z"4.2,4)=2"2,4) Z"(2,4)
7Z"4.2,5)=Z2"2,4) Z"(2,5)
Z"(5.2,1) = cZ"(2,5) Z"(2,1)
7(5,2.2) =cZ™(2,5) Z"(2.,2)
7Z"(5,2,3) = Z"(2,5) Z"(2,3)
Z(5,2,4) = 2"(2,5) Z"(2,4)
7Z"(5,2,5)=7"(2,5) Z"(2,5)
ip=3 spin degerinin belirledigi 25 farkli olasilik ise;

1 1 1 1 S 5

3 3 3

Sekil 4.4. i,=3 igin 25 farkh ayrisim fonksiyonu
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Z"1,3,1)= Z"3.1) Z”(3,1)
7"1,3,2)=2"(3,1) 2"(3,2)
Z"(1,3,3) = cZ"(3,1) Z"(3,3)
7Z"(1,3,4)=2"(3,1) Z"(3,4)
7"1,3,5)=2"(3,1) Z"(3,5)
7Z"2.3,1) = cZ"3,2) 2"(3,1)
7Z"(2,32)= Z"3.2) Z"(3,2)
7"(2.,3,3) = cZ"(3,2) 2(3,3)
7"(2,3,4) = 2"(3,2) Z"(3,4)
7"(2.,3,5)=72"(3,2) Z"(3,5)
7"3.3,1) = cZ"(3,3) Z"(3,1)
7"3.3,2) = cZ"(3,3) 2(3,2)
7"3,3,3) = a’’Z"(3,3) Z"(3,3)
7"(3,3,4) = cZ"(3,3) Z"(3.4)
7"3,3,5) = cZ"(3,3) 2"(3,5)
74,3,1) = 2" (3,4) Z"(3,1)
7"(4,3,2) = 7" (3,4) Z"(3,2)
7"(4,3,3) = cZ"(3,4) 2(3,3)
7"(4,3,4) = 7" (3,4) Z"(3,4)
7"(4,3,5) = 2" (3,4) Z"(3,5)
7"(.,3,1) = 2"(3,5) Z"(3,1)
7"(5,3,2)=72"(3,5) Z"(3,2)
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7(5,3,3) = cZ"(3,5) 2"(3,3)
7"(5,3.4)=2"(3,5) Z"(3,4)
7"(5.,3,5) = 2"(3,5) 2" (3,5)

ip=4 kok noktasinin belirledigi 25 farkli durum ise;

Sekil 4.5. ip=4 icin 25 farkh ayrisim fonksiyonu
Z"(1,4,1)= Z"(4,1) Z"(4,1)

7"(1,4,2) = 72"(4,1) Z"(4,2)
7"(1,4,3) = 2"(4,1) Z"(4,3)
Z0(1,4,4) = cZ"(4,1) Z"(4,4)
Z7"(1,4,5) = 2"(4,1) Z"(4,5)
ZM2,4,1) = 2"(4,2) Z"(4,1)
7"02,4,2)= 7"(4,2) 2"(4,2)
7"(2,4,3) = 2"(4,2) Z"(4,3)
7(2,4,4) = cZ"(4,2) Z"(4,4)
7"(2,4,5) = 2"(4,2) 2"(4,5)
7"(3,4,1) = 2"(4,3) Z"(4,1)
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7"(3.,4,2)=7"(4,3) Z"(4,2)
7"(3,4,3) = 2"(4,3) Z"(4,3)
7"(3,4,4) = cZ"(4,3) Z"(4,4)
7"3.,4,5) = Z"(4,3) Z"(4,5)
Z"4,4,1) = cZ"(4,4) Z7(4,1)
7"(4,4,2) = cZ"(4,4) Z"(4,2)
7Z"(4,4,3) = cZ"(4,4) Z(4,3)
7Z"4,4,4) = ’PZ"(4,4) Z7(4,4)
7"(4,4,5) = cZ"(4,4) Z"(4,5)
7"(5.,4,1) = Z"(4,5) Z"(4,1)
7"(5,4,2) = Z"(4,5) Z"(4,2)
7"(5,4,3) = 2"(4,5) Z"(4,3)
Z"(5,4,4) = cZ"(4,5) 2"(4,4)
Z"(5,4,5) = Z"(4,5) Z"(4,5)
Son olarak ip=5 spin degerinin belirledigi 25 farkli durum;

1 1 1 2 5 5

Sekil 4. 6. ip=5 icin 25 farkli ayrisim fonksiyonu
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Z1,5,1) = Z"(5,1) ZV(5,1)
7Z"1,5,2)=Z2"(5,1) Z"(5,2)
7"1,5,3) = 2"(5,1) Z"(5,3)
Z"(1,5,4) = cZ"(5,1) Z"(5,4)
7"(1,5,5) = cZ"(5,1) Z"(5,5)
Z"2,5,1) = Z"(5,2) Z"(5,1)
7Z"(2,52)= Z"(5.2) Z"(5,2)
7"(2,5,3) = 2"(5,2) Z"(5,3)
7"(2,5,4) =c Z"(5,2) Z"(5,4)
7"(2.,5,5) = cZ"(5,2) Z"(5,5)
7Z"3.,5,1) = Z2"(5,3) Z"(5,1)
7"3,5,2) = 2"(5,3) Z"(5,2)
7"3,5,3) = 2"(5,3) Z"(5,3)
7"3,5,4) = 2"(5,3) Z"(5,4)
7"3,5,5) = cZ"(5,3) 2"(5,5)
7"(4,5,1) = Z"(5,4) Z"(5,1)
7"(4,5,2) = 7"(5,4) Z"(5,2)
7"(4,5,3) = Z"(5,4) Z"(5,3)
7"(4,5,4) = 2"(5,4) 2" (5,4)
7"(4,5,5) = cZ"(5,4) Z"(5,5)
7"(5.,5,1) = cZ"(5,5) Z"(5,1)
7"5.,5,2) = cZ"(5,5) Z"(5,2)
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7"5,5,3) = cZ"(5,5) Z"(5,3)
7(5,5,4) =cZ"(5,5) Z"(5,4)
7"(5,5,5) = a’?Z"(5,5) Z"(5,5)

seklinde 125 farkli ayrisim fonksiyonu hesaplanmis oldu. Simdi bu ayrisim
fonksiyonlart iginden digerlerinden bagimsiz olanlar seg¢ilmelidir bunun igin

Hamiltonyen denklemi {izerindeki komsuluk tipleri ve Kronecker deltasi ve sinir sarti

olan 7" (V' /V, )=1 goz Oniine alnarak asagidaki bes farkli ayrigim fonksiyonu

secilebilir bunlar;

Z(1,1,1) TN

Z"(2,1,2)

Z"(1,2,1) >

Z"(2,2.2)

Z"(3,23) (4.1.4)
seklindedir.

Vannimenus (1981)’deki ¢alismasinda bu se¢im yapildiktan sonra bu bagimsiz

fonksiyonlar1 asagidaki gibi bir notasyonla kullanmistir, bunlar;

u"=Z™(1,1,1) u" =JZM™(2,2,2)
u" =/7™(2,1,2) us"=\zM™3B23) > (415)
us™ = /2™ (1,2,1)

J

Bu sonuglar bulunduktan sonra uzatilmis (prolonged) ikinci seviye komsuluk

N\

etkilesimleri hesaplanabilir. Bu uzatilmig komsuluk etkilesimlerini gérmek icin

asagidaki sekiller incelenebilir.
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[k hesaplamada u;," =Z")(1,1,1) bagimsiz ayrisim fonksiyonu iizerine insa

edilecek dallar tizerinden hesaplanacaktir.

Sekil 4.7. Z"(1,1,1) izerine insa edilen dallar

Buradan uzatilmis (prolonged) komsuluk etkilesimlerinin hesabi yapilirsa;

u™ = ac[ B*Z7(1,1,1) + 2bZ(1,1,2) + 2b2"(1,1,3) +2bZ"(1,1,4) +2bZ"(1,1,5)
+7(2,1,2) +22(2,1,3) +227(2,1,4) + 22M(2,1,5) + Z"(3,1,3) + 22")(3,1,4)
+27(3,1,5) +2"(4,1,4) +27"(4,1,5)+ Z2"(5,1,5)]

olarak hesaplanir, burada tim ayrisim fonksiyonlart u,", "™, us™, ™, us™

cinsinden hesaplanmalidir bu hesaplar sirastyla;
Z"(1,1,1) = (")
2,1 =at w™ u)™
2113 =a" w® u)™
20,14 =a u ™ u,™
Z%1,1,5) =a’ u,™ u,™

Z"(2,1,2) = (u,™)?
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Z7(2,1,2) = (u,™)?
ZM(2,1,2) = Z"(1,2) Z(1,2) =(u™)?
Z"(2,1,3) = Z"(1,2) Z"(1,3) =(u,")?
Z"2,1,4) = Z"(1,2) Z"(1,4) =(u,")?
Z"2,1,5) = Z"(1,2) Z"(1,5) =(u,")?
Z"3,1,3) = Z2"(1,3) Z"(1,3) =(u,")?
Z"3,1,4) = Z"(1,3) Z"(1,4) =(u,")?
Z"3,1,5) = Z2"(1,3) Z"(1,5) =(u,")?
Z"(4,1,4) = Z"(1,4) Z”(1,4)= (u,"™)?
Z(5,1,5) = Z"(1,5) Z"(1,5) =(u,")?

seklinde bulunur, son olarak bulunan bu esitlikler denklemde yerine yazilirsa;
u™ = ac| by +8ba u,"uy™ +16(u,")?]

denklemi elde edilir.

(n)s

u; nin hesaplanmasi’ da aynmi sekilde fakat burada 7"(2,1,2) ayrigim

fonksiyonu iizerine insa edilen dal iizerinden hesaplanacaktir.
Buna gore, uzatilmis (prolonged) komsuluk etkilesimlerinin hesab;
™ =[ B*Z7(1,2,1) + 262"(1,2,2) + 2bZ"(1,2,3) +2bZ"(1,2,4) +2bZ"(1,2,5)

+ZM(2,2,2) +2 Z"(2,2,3) +22"(2,2.,4) + 2Z"(2,2,5) + Z"(3,2,3) + 2Z"(3,2,4)
+27(3,2,5) +Z2"(4,2,4) +22"(4,2.,5) |

olur. Hesap igindeki ayrisim fonksiyonlar1 aym sekilde u,", u,™, us"™, u/™, us™

cinsinden hesaplanirsa;
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Z0(1,2,1) = Z"(2,1) Z7(2,1) = (us™?
Z(1,2,2) = cZ”2,1) Z2,2) = a” uz3" us™
Z(1,2,3) = Z"(2,1) Z”(2,3) = us™ us™
Z(1,2,4) = Z"2,1) Z”2,4) = us™ us"
Z"(1,2,5)=2"2,1) Z"(2,5) = us™ us"™
77(2,2,2) = (us™)?

Z(2.2,3) = cZ"(2,2) Z"(2,3) = a”'us™ us"”
7Z"(2,2,4)=cZ"(2,2) Z"(2,4) = a”'us" us"
7Z"(2,2,5) = cZ"(2,2) Z"(2,5) = a" us" us"
Z"(3,2,3) = Z"(2.3) Z”(2.3) =(us")*
Z"(3,2.4) = Z"(2.3) Z(2.4) =(us")*
Z"(3,2,5) = Z"(2.3) Z(2.5) =(us")*
Z(4,2,4) = Z"(2,4) Z7(2,4) =(us")?
7"(4,2,5) = 7Z"(2,4) Z"(2,5) =(us")?
7"(5,2,5) = Z"(2,5) Z(2,5)= (us™)?

(n)s

seklinde bulunan bu esitlikler u,"” de yerine yazilirsa;

uz(n) =[ bz(u3(n))2 +2b a-1u3(n)u4(n) +6 bu3(n)u5(n) +(u4(n))2 +6 a-1u4(n)u5(n) +9(u5("))2]

elde edilir.

us™” hesaplanmas1 Z"(1,2,1) ayrisim fonksiyonu iizerine kurulacaktir;

us =[ Z"(1,1,1) + 2bZ"(1,1,2) + 22(1,1,3) +27(1,1,4) +22"(1,1,5)

+b°7"(2,1,2) +2627(2,1,3) +2bZ"(2,1,4) + 2bZ(2,1,5) + Z"(3,1,3) +22(3,1,4)

+27(3,1,5) +2"(4,1,4) +22"(4,1,5) + Z")(5,1,5)]

41



4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Gékhan GOK

ayni sekilde hesap i¢indeki ayrisim fonksiyonlart;
Z"(1,1,1) = (™)
Z1,1,2) =a ™ u,™
Z1,1,3) =a ™ w,™
Z1,1,48) = a ™ w,™
Z%1,1,5) =a’ u,™ u,™
Z"2,1,2) = Z(1,2) Z7(1,2) =(u™)?
Z"2,1,3) = Z"(1,2) Z7(1,3) =(u™)?
Z"2,1,4) = Z(1,2) Z7(1,4) =(u™)?
Z"2,1,5) = Z(1,2) Z7(1,5) =(u™)?
Z"(3,1,3) = Z(1,3) Z7(1,3) =(u™)?
Z"(3,1,4) = Z(1,3) Z7(1,4) =(u;™)?
Z7(3,1,5) = Z"(1,3) 2(1,5) =(u;")?
Z(4,1,4) = 201 ,4) Z7(1,4)= (us™)
Z"4,1,5) = Z"(1,4) Z(1,5) = (u,")?
Z"(5,1,5) = Z2(1,5) Z(1,5) =(u,™)?
seklinde bulunur, bu esitlikler yerine yazilirsa;

ws™ = [ (") +2ba™ 1, +6a™ 1, V™ + (b+3) ()]

olarak hesaplanir.

u"” 1n hesaplanmasi ise Z(2,2,2) ayrisim fonksiyonunun belirttigi dal
tizerinden hesaplanmaktadir. Bu dal {izerindeki uzatilmis ikinci komsuluk

etkilesimlerinin hesabi yapilirsa u," denklemi;
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us=ac[ Z"(1,2,1)+2b2"(1,2,2)+22"(1,2,3)+22"(1,2,4)+22"(1,2,5) +b°Z"(2,2,2)
+2b2"(2,2,3) +2bZ"(2,2,4) + 2b7(2,2,5) +2™(3,2,3) +Z"(3,2,4) +272(3,2,5)
+7"(4,2,4) +272(4,2,5)+ 7"(5,2,5)]

seklinde hesaplanir. Hesap i¢indeki ayrisim fonksiyonlarinin esitlikleri yazilacak

olursa;
Z7(1,2,1) = 2"2,1) Z”2,1) = (us™)’
Z"(1,2,2) = cZ”2,1) Z2.2) = a us™ u,”
Z(1,2,3) = Z"(2,1) Z”(2,3) = us™ us"
Z(1,2,4) = Z"2,1) Z”2,4) = us™ us"
7"(1,2,5) = 22,1) Z(2,5) = us" us"™
7"(2,2.2) = (u")?
7Z"02.2.3)=c Z"2,2) Z2.,3) = a'u” us™
7Z7(2,2,4) = cZ"(2,2) Z”2.,4) = a” u"” us™
72.,2,5) = cZ"(2,2) Z"(2,5) = a” u " us™”
7"(3,2,3) = 2(2,3) Z"(2,3) =(us")’
7"(3,2,4) = 2(2,3) Z"(2,4) =(us")’
7"(3,2,5) = 2"(2,3) Z"(2,5) =(us")’
7"(4,2,4) = Z(2,4) Z"(2,4) =(us")’
7"(4,2,5) = Z(2,4) Z"(2,5) =(us")’
7(5,2,5) = 72"(2,5) Z"(2,5)= (us")’
elde edilmis olur.

Bulunan bu esitlikler denklemde yerine yazilirsa;
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™ =ac[ 5™ +2ba™ w50, +6usPus® +b2 (1N +6ba s

+9(us")’].

Son olarak us"” in hesaplanmasin da ise 7"(5,2,5) iizerine insa edilen dal
tizerinden hesaplanacak olup bu dal iizerindeki uzatilmig ikinci komsuluk

etkilesimlerinin belirledigi us" denklemi;

us = 2(1,3,1) + 2bZ"(1,3,2) + 22(1,3,3) +27"(1,3,4) +22"(1,3,5)
+b77"(2,3,2) +262"(2,3,3) +2b7"(2,3.,4) + 2b7"(2,3,5) + Z"(3,3,3)
+27"(3,3,4) +22(3,3,5) + Z"(4,3,4) +22"(4,3,5)+ 2"(5,3,5)] ve

Z"1,3,1)= Z"3.1) Z273,1) =(us")*
Z"(1,3,2) = 2"3,1) Z"(3,2) = u;"us"™
Z"(1,3,3) = cZ"(3,1) Z"(3,3) = a”"us"u "
Z"(1,3,4) = Z2"3,1) Z"3,4) = u;"us"™
Z"(1,3,5) = 2"3,1) Z"(3,5) = us"us"
Z"2,3,2) = Z"3,2) Z"(3.2) = (us")
7"2.,3.3) =c Z"(3,2) Z"(3,3) = a” u " us"
Z"2,3,4) = Z"(3,2) Z"3,4) = (us")?
Z"(2,3,5) = Z"(3,2) Z"(3,5) = (us")?
7"3,3,3) = d’’Z"(3,3) 2 (3,3) = (u™)?
Z"(3,3,4) = cZ"(3,3) Z"(3,4) = a "u, " us"
7"(3.3,5) = cZ"(3,3) Z"(3,5) = @’ u"us™
7"(4,3,4) = Z"(3,4) Z"(3,4) = (us")?
7"(4,3,5) = Z"(3,4) Z"(3,5) = (us")*
7(5,3,5) = Z"(3,5) Z"(3,5) = (us")*
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olarak bulunur son durumda bulunan bu esitlikler us"” de yerine yazilirsa;

us™ = [ +2a” 13" +2bus; s + 4usVus™ + b (us™) +2ba ugMus™

+ Ab(us P+, +Aa 1, Pus P+

Burada, a = exp(g—;); b= exp(]?P); c= exp(%) ¢ dir. Ayrica (4.1.1)’ de belirtilen

toplam ayrisim fonksiyonu;

Z(n) — [(ul(n))2+4(u3(n))2 +8a-1u1(n)u2(n) +1 6(u2(n))2 +1 1a-1u3(’1)u4(n) +4(u4(n))2 +24u3(’1)u5(n)

+21a " uPus"+36(us")’]

seklinde hesaplanir.

Paramanyetik fazda(yiiksek simetri fazi) u /=0, 0, =y = 5™ dir. Faz
diyagramlarin1 gorebilmek icin asagidaki kisaltilmis degerlerin kullanilmasi yararli
olacaktir;

_ 2uz+tuztus _ Up—Ug
=272 75 > ;=
u1+u4 ’ u1+u4

_ Uzx—Ug Uz~ Usg

y; = 2= (4.1.6)

U4 +u4’ UqtUy

Y2

b

x’ in degeri y;, y, y; parametrelerinden farkli olup en yakin komsuluk baglarinin

dagiliminin bir 6l¢limiidiir.

(4.1.6)’ deki ifadelerden asagidaki denklemler elde edilir.

' A1(%Y1,Y2Y3) 1' _ A2(%,Y1,Y2Y3)
D(x,y1,y2Y3) ~ D(x,¥1,Y2Y3)

v Az(y1y2y3) 1 Ag(xY1,Y2Y3)
= Y3 = (4.1.7)
D(x,¥1,Y2Y3) D(x,¥1,Y2Y3)

(4.1.7)’ deki denklemler iizerinden hesaplamalara devam edilirse,
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A=2[ B (etys-3ya)*+4ba (xtys-3y2)(1-y 1) +4(1-y) 1207 (1-y ) (x+y2-3ys)
(e Hy3-3y2) +6b(x+y3-3y2)(x+y2-3p3) [ [4(1 4y ) H4ba (14 ) (x+y2+ys)

+12a7 (14 ) x+y2+y3) B3V (x+ya+ys) |+ e+y5-3y2)°

+2b(x+y3-3y2) (x+y2-3y3) +4a (x+y3-3y2)(1-y )+ 4(x+y3-32)( x+y2-3y3)
+b*(x+y2-3p3)° +4ba” (1-y)( x+y2-3y3) +4b( x+y-3y3)° + 4(1-y))’

+8a” (1-y))( x+y2-3y3)” + 4( x+y2-3y3)°] (4.1.8)

Ay = ac[46%(14y))* +16ba” (x+ys+y2)(1+ys) + 16(x+ys+ya) J-ac[ (x+ys-3y:)°
+4ba” (1-y)(x+y3-3y2) + 6(x+y3-3y2) (x+y2-3ys) + 4b*(1-y))*

+12ba™ (1-y))( x+y2-3y3) + 9( x+y2-33)°] (4.1.9)

As = [D*(xc+y3-3y2)” +4ba (x+y5-3y2)(1-y1) + 6b(x+y3-3y2) (x+y2-3y3) +4(1-y;)°
+12a” (1-y))(e+y2-3p3) F9Ge+y2-3p3)° |- [4(1+y ) +4ba™ (14 (x+y3+y2)

+12a7 (1+y)( x+ya+ys) + (B+H3)(x+y2+y3)°] (4.1.10)

Ay = [D*(x+y5-3y2)” +4ba” (x+y3-3y2)(1-y1) + 6b(x+y3-3y2) (x+y2-3y3) +4(1-y1)
+12a" (1-y1)(x+y2-3y3) +9(x+y2-3y3) |- [(+ys-3y2)? +2(b+2) (x+y5-3y2) (x+y2-3y3)

+4a™ (b+2)(1-y1)(e+p2-3y3)+4(1-p)) H(B+2) (x+y2-33) ] (4.1.11)

D= ac[4b*(1+y,)* +16ba™ (x+ys+y2)(1+y)+16( x+ys+y) [ rac (x+ys-3y2)*
+4ba™ (1-y)(x+y5-392)+6(x+y3-3y2) (x+y2-3y3)+4b*(1-y,)*
+12ba™ (1-y 1) (x+y2-3y3)+H9(x+y2-33)° ] (4.1.12)

elde edilir.

Nihayet elde edilen dort denklemli sistem, sirasiyla Ising modeli (Vannimenus,
1981), (Mariz, 1985) ve (Ganikhodjaev, 2006)’ in Potts modelinin temel
denklemlerinden daha karmasiktir.

Yukaridaki yinelemeli denklemler (4.1.8-4.1.12), ayrica ( § _T]P’ JTT ) uzayinda

nlimeriksel olarak tam faz diyagramin1 gérmemizi saglayacaktir.
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Burada ayrica, § = a, _ji =L, JTT =y vea =exp((2a)1y), b =exp((-a)1p)

ve ¢ =exp(a 1)’ dir.

g™ (VL) = 1 sinir sartina karsilik gelen baslangic kosullar1 hesaplanirsa;

MO 2b%+a%c?+1 )
a3c3b2+ac

(ay _ a?c?p?-1
a?c?b2+1

B4l

(1) _ b*-a?c?
a3c3b2+ac

W

(1) a?c%-1

Vs :a3c3b2+ac j (4'1.13)

olarak bulunur. Asagida (4.1.8-4.1.12)’deki yinelemeli denklemlerin yukaridaki
baslangi¢ kosullarina gore belirttigi faz diyagramlari,
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I#d -Z<alpha<2, -Z<heta<2, pamma=0

Alpha

Eeta

COLOURS
PARAMAGNETIC PERIOD 2

EEENNS BEEEISIE PERIOD 11
PARAMODULATEDPERIOD 3 FPERIODE FERIODE EESISSEES
FERRORMAGHETIC PERIOD 14 PERIOD 7 PERIOD 10 EiSIDINISSSREn

Sekil 4.8. g=5 ve y = 0 i¢in modelin faz diyagrami

I# -Z<alpha<2?, -Z<beta<2, pamma-=1

alpha

Beta

COLOURS

PARAMAGNETIC PERIOD 2 [N BRI FERODEN
PARAMODULATEDPERIOD 3 PERIODE FEEIODE EESIDEEE
FERROMAGNETIC PERIOD 4 PERIOD 7 PERIOD 10 HODNESREDN

Sekil 4.9. g=5 ve y=1 i¢cin modelin faz diyagrami
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Id -Z<alpha<2, -2Z<beta<2, gamma-=2

Alpha

BE

COLaOURS

PARAMAGHNETIC PERIOD 2 NS EEENNE FESISODE
PARAMODULATEDPERIOD 3 PERIODE FPERIODE EESISDEE
FERROMAGNETIC PERIOD 4 PERIOD 7 PERIOD 10 MODUIFERED

Id -Z=alpha<2, -Z=<beta<2Z, gpamma—-1

COLOURS

PARAMAGHETIC PERIOD 2 S
PARAMODULATEDPERIOD 3 PERIOD &
FEREEOMEENENE rERIOD 1 FERIODNZ

Sekil 4.11. g=5 ve y= -1 i¢in modelin faz diyagrami

Beta
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@ -Z<alpha=<2, -Z=beta=2, gamma-—-2
Alpha

Beta

COLOURS

PARAMAGNETIC PERIOD 2 [N EEENNE FESODN
PARAMODULATEDPERIOD 3 FPERIODE FERIODE EESINDEE
FERROMAGNETIC PERIOD 4  PERIOD 7 PERIOD 10 HODNIETED

Sekil 4.12. g=5 ve y = -2 i¢in modelin faz diyagrami

Yinelemeli denklemlere (4.1.8-4.1.12) bir¢ok iterasyon yapildiktan sonra faz
diyagramlarinin davranislarini gorebilmekteyiz. Iterasyonlardan sonra en basit sabit
nokta olan (x", y;", y2', y5* )’ a ulasilir. Bu durumda eger y;, = y,'= y5'= 0 ise bu
durum paramanyetik faza karsihik gelir. Eger y; "y, y; # 0 ise bir ferromanyetik faz
belirtir. Ikinci olarak, sistem p periyodu ile periyodik olabilir burada p = 2 durumu
anti- ferromanyetik fazdir ve p = 4 durumu antifaz olarak adlandirilir. Ayrica sistem
periyodik olmayabilir. Cok uzun bir periyot ve periyodik olmayan durum arasindaki
farki niimeriksel olarak diistinmek zordur bunun i¢in p<I2 oldugu durumlari
p- periyotlu fazlar olarak diisiinecegiz. p >12 i¢in tiim periyodik fazlar1 ve periyodik
olmayan fazlar1 modiile edilmis faz olarak diisiinecegiz. Yukaridaki (4.1.8-4.1.12)

sekillerinde baz1 y degerleri i¢in modelin faz diyagramlar1 goriilmektedir.
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Ikinci hesaplamada S ={1,2,3,4,5,6} spin durumlu (¢=6) Potts modelinin
(4.1.2) deki Hamiltonyen denklemindeki komsuluk etkilesimlerine gére meydana

gelecek olan faz diyagramlarini inceleyecegiz.

Fakat burada spin durumumuz olan g= 6 oldugundan dolay1 6°= 216 tane

ayrisim fonksiyonu meydana gelecektir. Bu ayrisim fonksiyonlart;
71, 1,1)=a’c(Z"(1,1))
Z"(1,1,2) = cZ"(1,1) Z"(1,2) Z"(4,1,1) = cZ"(1,4) Z"(1,1)

Z"(1,1,3) = cZ"(1,1) Z"(1,3)
Z(1,1,4) = cZ"(1,1) Z"(1,4)
Z"(1,1,5) = cZ"(1,1) Z"(1,5)
Z"(1,1,6) = cZ"(1,1) Z"(1,6)
Z"2.,1,1) = cZ"(1,2) Z"(1,1)
Z"2,1,2) = Z"(1,2) Z"(1,2)

Z"2,1,3) = Z"(1,2) Z"(1,3)
Z"2,1,4) = 7"(1,2) Z"(1,4)
Z"2,1,5)=Z2"(1,2) Z2"(1,5)
Z"2,1,6) = Z2"(1,2) Z"(1,6)

Z"3.,1,1) = cZ"(1,3) Z"(1,1)

Z"3,1,2) = 2"(1,3) Z"(1,2)
Z3,1,3) = Z"(1,3) Z"(1,3)
7"(3,1,4) = 2"(1,3) Z"(1,4)
Z(3,1,5) = Z"(1,3) Z"(1,5)
Z(3,1,6) = Z"(1,3) Z"(1,6)
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7"(4,1,2) = 2"(1,4) Z"(1,2)
Z"(2.2,1) = cZ"(2,2) Z"(2,1)
Z"(2.2.2)=da’’ Z"(2.2) Z"(2,2)
7"(2.2,3) =c Z"(2,2) Z"(2,3)
7(2,2,4) = cZ"(2,2) Z"(2,4)
7"2,2,5) = cZ"(2,2) Z"(2,5)
77(2,2,6) = ¢Z"(2,2) Z"(2,6)
Z"3.2,1)=2"2,3) Z272,1)
Z"(3.2,2) = cZ"(2,3) Z"(2,2)
7Z"(3,2,3)=Z2"(2,3) Z"(2,3)
7"(3,2,4) = 2"(2,3) Z"(2,4)
Z(3.2,5) = Z"(2,3) Z"(2,5)
Z(3.2,6) = Z"(2,3) Z"(2,6)
Z"(4.2,1) = Z"(2,4) Z"(2,1)
7Z"(4.2.2) = cZ"(2,4) Z7(2,2)
7"(4,2,3) = Z"(2,4) Z"(2,3)
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7"(4,2,4) = 7"(2,4) Z"(2,4)
7"(4,2,5) = 7"(2,4) Z"(2,5)
7"(4,2,6) = 7"(2,4) Z"(2,6)
Z"(5,2,1) = cZ"(2,5) Z"(2,1)
Z"(5,2,2) = cZ"(2,5) Z2"(2,2)
7"(5,2,3) = Z"(2,5) Z"(2,3)
Z"(5,2,4) = Z"(2,5) Z"™(2,4)
7"(5,2,5) = Z"(2,5) Z™(2,5)
7"(5,2,6) = Z"(2,5) Z™(2,6)
Z"(1,3,1)= Z"”3,1) Z"”3,1)
Z"(1,3,2) = Z"(3,1) Z"(3.,2)
7Z"(1,3,3) = cZ"(3,1) 2" (3,3)
7"(1,3,4) = 72"(3,1) Z"(3.,4)
Z(1,3,5) = Z"(3,1) Z"(3,5)
7"(1,3,6) = 2"(3,1) Z"(3,6)
7Z"(2,3,1) = cZ"(3,2) Z"3,1)
7Z"(2,32)= Z"3,2) Z"(3,2)
7"2.,3,3) =c Z"(3,2) Z"(3,3)
7(2,3,4) = 72" (3,2) Z"(3,4)
7"(2,3,5) = 2"(3,2) Z"(3,5)
7"(2.,3,6) = 2"(3,2) Z"(3,6)
7Z"3.3,1) = cZ"(3,3) Z"(3,1)
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7Z"(3.3.2)=cZ"(3,3) 2(3,2)
7"3.,3,3) = a’c’2""(3,3) 2" (3,3)
7(3,3,4) = c2"(3,3) Z"(3.,4)
7"3,3,5) = cZ"(3,3) Z"(3,5)
7"3,3,6) = cZ"(3,3) Z2"(3,6)
7"4,3,1) = 2" (3,4) Z"(3,1)
7"(4,3,2) = 2"(3,4) Z"(3,2)
7"(4,3,3) = cZ"(3,4) 2(3,3)
7"(4,3,4) = 2" (3,4) Z"(3,4)
7"(4,3,5) = Z"(3,4) Z"(3,5)
Z"(4,3.,6) = 2" (3,4) Z"(3,6)
Z(5,3,1) = Z"(3,5) Z"(3,1)
7"(5,3,2) = Z"(3,5) Z"(3.,2)
7(5.,3,3) =cZ"(3,5) Z"(3.,3)
7"(5,3,4) = 7"(3,5) Z"(3,4)
7",3,5) = 2"(3,5) 2" (3,5)
7"(,3,6) = 2"(3,5) 2" (3,6)
76,3,1) = Z"(3,6) Z"(3,1)
76,3,2) = 2" (3,6) Z"(3,2)
76,3,3) =c Z"(3,6) Z2"(3,3)
7(6,3,4) = 2"(3,6) Z"(3,4)
76,3,5) = 2" (3,6) Z™(3,5)
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7"6,3,6) = 2"(3,6) Z"(3,6)
Z(1,4,1) = Z"(4,1) Z(4,1)
7(1,4,2) = 7"(4,1) Z"(4,2)
7"(1,4,3) = Z"(4,1) Z"(4,3)
7Z"(1,4,4) = cZ"(4,1) Z"(4,4)
Z7"(1,4,5) = 7"(4,1) Z"(4,5)
Z"(1,4,6) = Z"(4,1) Z"(4,6)
7Z"(2.,4,1) = Z"(4,2) Z"(4,1)
7"2,4,2) = 7"(4,2) 2"(4,2)
7Z"(2.,4,3) = Z"(4,2) Z"(4,3)
7"(2.,4,4) =c Z"(4,2) Z"(4,4)
7"(2,4,5) = 2"(4,2) Z"(4,5)
7"(2,4,6) = 7"(4,2) Z"(4,6)
7Z"(3,4,1) = Z"(4,3) Z"(4,1)
7"(3,4,2) = 72"(4,3) Z"(4,2)
7"(3,4,3) = 72"(4,3) Z"(4,3)
Z"(3,4,4) = cZ"(4,3) Z"(4,4)
7"(3,4,5) = 2"(4,3) Z"(4,5)
7"(3,4,6) = 2"(4,3) Z"(4,6)
Z"(4,4,1) = cZ"(4,4) Z"(4,1)
7Z"(4,42) = cZ"(4,4) Z"(4,2)
7"(4,4,3) = cZ"(4,4) Z"(4,3)
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74,4, 8=’ Z"(4,4) Z™(3,4)

Z"(4,4,5)=cZ"(4.,4) Z"(4,5)
7"(4.,4,6) = cZ"(4,4) Z"(4,6)

Z(5,4,1) = 2"(4,5) Z"(4,1)
79(5,4,2) = 7"(4,5) Z"(4,2)
7(5,4,3) = 72"(4,5) Z"(4.3)
70(5,4,4) =c Z"(4,5) Z"(4,4)
7(5,4,5) = 7"(4,5) Z"(4,5)
7(5,4,6) = 7"(4,5) Z"(4,6)
77(6,4,1) = 2"(4,6) Z"(4,1)
7(6,4,2) = 2"(4,6) Z"(4,2)
7(6,4,3) = 2"(4,6) Z"(4,3)
7(6,4,4) =c Z"(4,6) Z"(4,4)
7(6,4,5) = 2"(4,6) Z"(4,5)
7"(6,4,6) = 2"(4,6) Z"(4,6)
Z"1.,5,1)= Z"(5,1) Z"(5,1)
Z"(1,5,2) = Z"(5,1) Z"(5,2)
Z"(1,5,3) = Z"(5,1) Z"(5,3)
Z79(1,5,4) = cZ"(5,1) Z"(5,4)
7"1,5,5) = cZ"(5,1) Z"(5,5)
Z"1,5,6) = Z"(5,1) Z"(5,6)
Z2,5,1) = Z"(5,2) Z"(5,1)
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7Z"(2.,52)= Z"(5.2) Z"(5,2)
7"2,5,3) = Z(5,2) Z"(5,3)
7"(2,5,4) =cZ"(5,2) Z"(5,4)
Z"2,5,5) =cZ"(5,2) Z"(5,5)
Z"2,5,6) = Z"(5,2) Z"(5,6)
7"3,5,1) = 2"(5,3) Z"(5,1)
7"3,5,2) = 2"(5,3) Z"(5,2)
73,5,3) = 2"(5,3) Z"(5,3)
7"(3,5,4) = 2"(5,3) Z"(5,4)
7"3.,5,5)= cZ"(5,3) Z"(5,5)
7"3.,5,5)= cZ"(5,3) Z"(5,5)
7"3.,5,6) = 2"(5,3) Z"(5,6)
7"(4,5,1) = Z"(5,4) Z"(5,1)
7"(4,5,2) = 7"(5,4) Z"(5,2)
7"(4,5,3) = 2"(5,4) Z"(5.3)
7"(4,5,4) = 2"(5,4) Z"(5,4)
7"(4,5,5)= cZ"(5,4) Z"(5,5)
7"(4,5,6) = Z"(5,4) Z"(5,6)
Z5,5,1)= cZ"(5,5) Z"(5,1)
7"5,5,2)= cZ"(5,5) Z"(5,2)
7"(5,5,3)= cZ"(5,5) Z"(5,3)
Z(5,5,4)= cZ"(5,5) Z"(5,4)
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Z(5.,5,5)=a’c*Z"(5,5)2"(5,5)
7(5,5,6) =cZ2"(5,5) Z"(5,6)
7"%6,5,1) = Z(5,6) Z"(5,1)
76,5,2) = 2"(5,6) 2"(5,2)
76,5,3) = 2"(5,6) 2"(5,3)
7(6,5,4) = 7"(5,6) Z"(5,4)
7%6.,5,5) = cZ"(5,6) Z"(5,5)
7"%6,5,6) = Z"(5,6) Z"(5,6)
Z"(1,6,1) = Z"(6,1) Z"(6,1)
7(1,6,2) = Z"(6,1) Z™(6,2)
7(1,6,3) = Z"(6,1) Z"(6,3)
Z(1,6,4) = 2"(6,1) Z"(6,4)
Z"(1,6,5) = Z"(6,1) Z"(6,5)
Z(1,6,6) = cZ"(6,1) Z"(6,6)
7"2,6,1) = 2"(6,2) Z"(6,1)
7Z"(2,6,2)= Z"(6,2) Z"(6,2)
7"2,6,3) = 2"(6,2) 2"(6,3)
7"(2,6,4) = 2"(6,2) Z"(6,4)
7(2,6,5) = Z"(6,2) Z"(6,5)
7"(2,6,6) = cZ"(6,2) Z"(6,6)
7(3,6,1) = 2"(6,3) Z"(6,1)
7(3,6,2) = 2"(6,3) Z"(6,2)
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7"3,6,3) = 2"(6,3) 2"(6,3)
7(3,6,4) = 2(6,3) Z"(6,4)
73,6,5) = 2"(5,3) 2"(6,5)
7"(4,6,2) = 7"(6,4) Z"(6,2)
7"(4,6,3) = 2"(6,4) Z"(6,3)
7"(4,6,4) = Z"(6,4) Z"(6,4)
7"(4.,6,5) = Z"(6,4)2"(6,5)
7"(4,6,6) = cZ"(6,4) Z(6,6)
7(5,6,1) = Z"(6,5) Z"(6,1)
7(5,6,2) = 2"(6,5) Z"(6,2)
7"(5,6,3) = Z"(6,5) Z"(6,3)
7(5,6,4) = 7(6,5) Z"(6,4)
75,6,5) = 2"(6,5) 2"(6,5)
Z7"(5,6,6) = cZ"(6,5) Z"(6,6)
76,6,1) = cZ"(6,6) Z"(6,1)
7"%6,6,2) = cZ"(6,6) 2"(6,2)
7"%6,6,3) = cZ"(6,6) 2"(6,3)
7(6,6,4) = cZ"(6,6) 2" (6,4)
7"%6,6,5) = cZ"(6,6) Z"(6,5)
7"6,6,6) = a’c’ Z"(6,6) Z"(6,6)
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olarak hesaplanir.

Bu 216 ayrisim fonksiyonundan birbirinden bagimsiz 5 tane ayrigim

fonksiyonunu (4.1.4)’deki gibi segebiliriz. Bu bagimsiz degiskenler asagidaki gibidir;
Z"(1,1,1)
Z"(2,1,2)
Z"(1,2,1)
Z"(2,2,2)
7"(3,2,3)

(4.1.5)’ de kullanilan notasyonu tekrar kullanacak olursak;

olur. Uzatilmus ikinci komsuluk etkilesimlerinin hesabn igin ilk olarak u;," in hesabi
yapilacaktir, bunun igin etkilesim Z(”)(l,l,l) ayristm fonksiyonun belirttigi dal

{izerine insa edilecektir. O halde u;,"™ denklemi;

"™ = ac[b’Z"(1,1,1)+ 2b2"(1,1,2) +2b2"(1,1,3) + 2bZ"(1,1,4)
+2b7"(1,1,5) + 2bZ(1,1,6) +Z"(2,1,2) + 2Z"(2,1,2) + 2Z"(2,1,3)
+272,1,4) + 22"M(2,1,4) +22"(2,1,5) + 22(2,1,6) +Z"(3,1,3) +2Z"(3,1,4)
+27"(3,1,5) +22"(3,1,5) +22"(3,1,6) +Z"(4,1,4) + 2Z2"(4,1,5) +2Z"(4,1,6)

+ 7"(5,1,5) +22(5,1,6)+ 2(6,1,6) ]

bu denklemde bagimsiz degiskenlerin esitlikleri yerine yazilirsa;
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u, ™ = ac[ bz(u1(”))2 +10ba” u, My, ™ +25(u2(”))2]

bulunur.

Uzatilmis ikinci komsuluk etkilesimlerinin hesabinda ikinci olarak u,™” in

hesabi yapilirsa;

u” = [p*Z"(1,2,1) +2bZ"(1,2,2)+2bZ2"(1,2,3)+2b2"(1,2,4)+2b2"(1,2,5)
+2b7"(1,2,6) + Z"(2,2,2) +27"(2,2,3) +22"(2.,2.,4) + 22"(2,2,5) +2Z2"(2,2,6)
+77(3,2,3) + 22" (3,2,4) +27"(3,2,5) +27"(3,2,6) +Z"(4,2,4) +27"(4,2,5)

+270(4,2,6)+ 2"(5,2,5) + 22°(5,2,6) + 7"(6,2,6) |
olarak bulunur.

Ayrisim fonksiyonlarinin esitlikleri hesaplanirsa;
uZ(n) =[ bz(u 3(11))2 +2b a-1u3(n)u4(n) +8 buj(n)m(n) _|_(u4(n))2 +8 a-1u4(n)u5(n) + 16(U5(n))2]

u3™ denkleminin hesabinda Z"(1,2,1) iizerine insa edilen dal iizerindeki etkilesimler

hesaplanirsa;

us™ =[ Z(1,1,1) + 2bZ2"(1,1,2) + 22(1,1,3) +22(1,1,4) +22"(1,1,5)
+27"(1,1,6) + b°Z"(2,1,2) +2b7"(2,1,3) +2bZ"(2,1,4) + 2627(2,1,5)
+2b7"(2,1,6) + Z(3,1,3) + 2Z"(3,1,4) +22"(3,1,5) +22"(3,1,5) + Z"(4,1,4)

+2 Z"(4,1,5) +22"(4,1,6) + Z(5,1,5) +272(5,1,6) +2(6,1,6) |

us"” tin igindeki ayrisim fonksiyonlarinin esitlikleri hesaplanacak olursa;

u3(”) - [ (ul(n))z +2ba'1 Ml(n)uz(n) +8a'1 Ml(n)uz(n) + (b+4)2(u2(n))2]

olarak bulunur.

u"” iin denkleminde Z"(2,2,2)’ nin olusturdugu dal iizerindeki uzatilms

ikinci komsuluk etkilesimlerinin hesab1 yapilirsa;
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u” =ac| 2"(1,2,1) + 262"(1,2,2) + 22"(1,2,3) +22(1,2,4) +27"(1,2,5)
+27(1,2,6) +b°Z"(2,2,2) +2bZ(2,2,3) +2b Z(2,2,4) + 2bZ"(2,2,5)
+2b7"(2,2,6) + Z"(3,2,3) +22"(3,2,4) +27"(3,2,5) + 22" (3,2,6) + Z"(4,2.,4)

+2 7"(4,2,5) +22"(4,2,6) + Z(5,2,5) + 27(5,2,6) + 7(6,2,6) ]
bulunur. Denklem i¢indeki esitliklerin hesaplar1 yapilacak olursa;
u” =ac[(u 3(”))2 +2ba 13w +8u; My erz(m;(”))2 +8bha 1 Pus” + 16(u 5(”))2]

olarak bulunur.

Son olarak Z"(3,2,3) ‘iin belirttigi dal iizerindeki uzatilmig ikinci komsuluk

etkilesimlerinden meydana gelen 5™ denklemi;

us” = [ Z"(1,3,1) + 2bZ2"(1,3,2) + 22(1,3,3) +22"(1,3,4) +22"(1,3,5)

+27(1,3,6) +b°Z"(2,3,2) +2b2"(2,3,3) +2b2™(2,3.,4) + 262" (2,3.5)
+2b7"(2,3,6) + Z(3,3,3) + 22(3,3,4) +22"(3,3,5) +22(3,3,6) + Z"(4,3,4)

+27"(4,3,5)+ 22"(4,3,6)+ 2"(5,3,5) +22(5,3,6)+ 2"(6,3,6)].
Denklemdeki esitlikler hesaplanacak olursa us™ denklemi;

uj(”) - [(u3(n))2 +2a-1u3(n)u4(n) +2bu3(n)u5(n) + 6u3(”)u5(’1) + bZ(uj(’l))2 +2ba'1u4(")u5(”)

+ 6b(u 5(">)2+(u 4(n))2 647 u4(n)u5(n) 49 (u5(”))2]
olarak bulunur.

Burada, a = exp(2L); b = exp(2); ¢ = exp(2) * dir. Ayrica (4.1.1) de belirtilen

toplam ayrigim fonksiyonu;

Z7 = [, ") +5(us™)* +10a 1, un™ 425 ) +11a 15" +5(u, ™)

+40u;"us"+39a " u,Vus"+80(us ")’

olarak bulunur.
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_ 2u2+u3+u5 _Up—Uy

1
Uq+uy > Uq+uy

Uz—Uz __ Uz~ Us

Y=

Uqtuy > Uqtuy
yukaridaki ifadelerden agagidaki denklemler elde edilir.

' A1(0Y1,Y2Y3) 1' _ A2(xy1,Y2Y3)
D(x,y1,Y2¥3) D(x,y1,Y2¥3)

2’ _ As(%y1,Y2Y3) 3‘ _ As(%y1,Y2Y3)
D(x,y1,Y2¥3)’ D(x,y1,Y2¥3)

yukaridaki denklemlerdeki 4, A», A3, A4 ve D yinelemeli denklemleri hesaplanirsa;

Ay =2[D*(xtys-3y2)° +4ba (x+y5-3y:)(1-y1) + 4(1-y))” + 164 (1-y/)( x+y2-3y3)
+16( x+y3-3y2)” +8b(x+y35-3y:)( x+y:-3ys) | +[4(14y))°

+ 4(bH4)a 1y ) x+y2tys) HOH4Y (x+y2+ys)’] + [(eys-3y2)°
+ 2(b+3)(x+y3-3y2) (x+y2-3y3) +aa (x+y5-3y2)(1-p)) +b°( x+2-3y3)
+4(b+3)a” (1-y))( x+y2-3y3) Hb+3)( x+y2-3y3)°] (4.1.14)

4> = ac[4b*(1+y,)? +20ba” (x+y;+y2)(14y) +25(x+ys+ys) J-acl (e+ys-3y:)*
+4ba (1-y/)(x+y3-32)+8(x +y3-32)(x+y2-3y3)+4b*(1-y,)°
+16ba™ (1-y))(x+y2 -3y3)+16(x+y2-3y3)°] (4.1.15)

A3 = [DP(x+y5-3y2)” +4ba (x+y5-3y2)(1-v1)+8b(x+y35-3y2) (x+2-3y3) +4(1-y;)
+16a™ (19 ) (x+y2-33)+16(c+y2-3y3) |-[4(1+p ) +4(b+4)a” 14y ) (x+y3+y2)

HbH4Y (ctyatys)] (4.1.16)

Ay = [D*(x+y3-3y2)* +4ba (x+y3-3y2)(1-v1) + 8b(x+y3-3y2) (x+y2-3y3) +4(1-y)

+16a” (1-y/)(x+y2-3y3) +16( x+y2-35)°] —[(x+y3-32)°
+2(b+3) (x+ys-3y:) (x+y2-3ys) +4a” (1-y)(x+ys-3y2)+ 4a” (b+3)(1-y1) (x+y2-3ys)
+4(1-y1)* +H(bH3) (x+y2-3y5)°] (4.1.17)
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D = ac[4b%(14y,)* +20ba” (x+ys+y)(1+ys) + 25(x+ystya) [+ac] (rys-3y2)°
+4ba™ (1-y)(c+y3-3y2)+8(x+y5-3y2) (x +32-33)+4b°(1-y,)
+16ba™ (1-y))(x+y2 -3y3)+16(x+y2-3y3)°] (4.1.18)

seklinde bulunur.

g™ (VL) = 1 sinir sartina karsilik gelen baslangi¢ kosullar1 hesaplanirsa g=5

durumundaki baslangi¢ degerleri elde edilir ve

x(]) o 2b%2+a%c?+1
a3c3b2+ac

y (1) _ a*c?b?-1
W=

a%c?b2+1
(1) _ b?—a?c?
Y2 a3c3b2+ac
1) _ a%c?-1
V3 a3c3b2+ac

dir. Asagida (4.1.14-4.1.18)’deki yinelemeli denklemlerin yukaridaki baslangic

kosullarina gore belirttigi faz diyagramlari,
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¥ | _2=alpha=2, -2Z=beta=2, gamma-0 k-6

COLOURS
PARAMAGHNETIC PERIOD Z

EEEIDNS EEESNE PERIOD 11
PARAMODULATEDPERIOD 3 FERIODE EFERIGOHS BRSNS
FERROMEGHETIC PERIOD 4 PERIOD 7 PERIOD 10 FDIENEESRER

Sekil 4.13. g=6 ve y = 0 igin faz diyagrami

4 | _2<alpha<2, -Z<beta=2, pamma-=1 k=6

COLOURS

PARAMAGHNETIC PERIOD 2 NN BRI FESSEN
PARAMODULATEDPERIOD 3 FPERIODS FERIDDE EESISDNE
FERROMAGHRETIC PERIOD 4 PERIOD 7 PERIOD 10 HODNIETTED

Sekil 4.14. g=6 ve y = 1 igin faz diyagrami
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Ia -2=alpha=2, -Z=beta=2, pamma--1,8 k=6
Alpha

Beta

COLOURS

PARAMAGNETIC PERIOD 2 [N EEEDNE FERGDN
PARAMODULATEDPERIOD 3 PERIOD'E FERIODS EERISDNE
FERROMAGNETIC PERIOD 4 PERIOD 7 PERIOD 10 HODUIFTED

Sekil 4.15. g=6 ve y = -1.8 i¢in faz diyagrami

I8 _ZF<alpha=2, -Z=heta<2, gpamma-=-2,5 k=6
Alpha

Eeta

COLOURS

PARAMAGHNETIC PERIOD 2 PERIOD 5|

PAFRAMODULATED PERIOD 3 PERIOD 6
PERIOD 7

PERIOD 11]
PERIOD 12|
FEEEOMEENENE FERIOD 4 MODULATED)

Sekil 4.16. g=6 ve y = -2.5 igin faz diyagrami
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Id  _Z=alpha=2, -Z=beta=2, gamma-—-1 k=86
Alpha

Beta

3
o1

-]

i

COLOURS

PARAMAGNETIC PERIOD 2 [N BN FESODN
PARAMODULATEDPERIOD 3 PERIOD'S FERIODS EESIODNS
FERROMAGNETIC PERIOD 4  PERIOD 7 PERIOD 10 HiDDEIEREN

Sekil 4. 17. =6 ve y = -1 i¢in faz diyagrami

Yukaridaki faz diyagramlarinin ¢izdirilmesinde (4.1.2) Hamiltonyen denklemi
ve g= 5, g= 6 durumlu Potts modelinin yinelemeli denklemleri kullanilmistir. Simdi
ise faz diyagramlarinin ¢’ nun biiyiik degerlerinde nasil bir davranis sergileyecegini
anlamak icin bu kisimda g= 15 durumlu Potts modelinin ayn1 Hamiltonyen denklemi

tarafindan belirlenen faz diyagramlarini ¢ézlimleyecegiz.

Bu hesaplamada ilk olarak, ayrisim fonksiyonlar1 hesaplanilacaktir. Burada
toplam ayrisim fonksiyonu sayist 15° adettir. Bunlari tek tek yazmak zor olacag i¢in

asagidaki sekilde kisaltmamiz miimkiindiir.

Ik olarak kok degeri iy = 1 olan ayrisim fonksiyonlarina bakacagiz. Bu kok

noktasinin belirledigi ayrisim fonksiyonu sayis1 225 tanedir.
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Sekil 4.18. ip = 1 kOk noktasinin belirledigi 225 farkli olasilik

Z"1,1,1) =’ Z"(1,1) Z"(1,1)
Z"(1,1,2) = cZ"(1,1) Z"(1,2)
Z"(1,1,3) = cZ"(1,1) Z"(1,3)

Z"(1,1,15) =cZ"(1,1) Z"(1,15)
Z"2,1,1) = cZ"(1,2) Z"(1,1)
Z"2,1,2) = Z(1,2) Z"(1,2)
Z"2,1,3) = Z2"(1,2) Z"(1,3)
Z"(2,1,4) = Z"(1,2) Z"(1,4)

Z"(2,1,15) = Z"(1,2) Z"(1,15)
Z"3,1,1) = cZ"(1,3) Z"(1,1)
7Z"3,1,2) = 2"(1,3) Z"(1,2)
7"3,1,3) = 2"(1,3) Z"(1,3)
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Z"(3.,1,15) = Z"(1,3) Z"(1,15)

Z"1,5,1) = Z2"(5,1) Z"(5,1)
7"1,5,2) = Z2"(5,1) Z"(5,2)

7"(1,5,15) = Z"(5,1) Z"(5,15)

7(10,10,10) =a’c*Z"(10,10) Z"(10,10)

7(10,10,11) =¢Z™(10,10) Z"(10,11)

Z"(15,10,15) = Z"(10,15) Z"”(10,15)

Z"(15,15,15) =a’c*Z™(15,15) Z"(15,15)
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seklinde 15° tane ayrisim fonksiyonu hesaplanabilir. (4.1.4)’ de oldugu gibi bulunan
bu ayrisim fonksiyonlarindan birbirinden bagimsiz olarak asagidaki 5 ayrisim

fonksiyonunu secebiliriz, bunlar;
Z"(1,1,1)
Z"(2,1,2)
Z"(1,2,1)
7Z"(2.2.2)
7"(3.,2.,3)

dir. Burada da (4.1.5)’de kabul ettigimiz notasyonlari kullanacagiz. Diger adimda bu

ayrisim fonksiyonlarinin belirledigi dal {izerinden u ™, ™, u ™ w, us™

denklemleri bulunacaktir.

flk olarak u," denklemini Z"(1,1,1) ayrisim fonksiyonun olusturdugu dal

tizerindeki uzatilmis ikinci komsuluk etkilesimlerini hesaplayacagiz.

™ = ac| b° Z"(1,1,1) + 2bZ"(1,1,2) + 2bZ"(1,1,3) + ... +2bZ"(1,1,15)
+Z7(2,1,2) +22(2,1,3) +2Z2"(2,1,4) +... + 22"(2,1,15) + Z"(3,1,3)
+27"(3,1,4) +...+22"(3,1,15) +Z2"(4,1,4) +2Z2"(4,1,5)+.. .+ 2Z"(4,1,15)

+..+ Z7(15,1,15)]

seklinde kisaltilmig olarak yazabilirizz Burada denklem igindeki ayrisim

fonksiyonlarinin esitliklerini yazarsak;
™ = ac[ (") +28ba™ u;"uy™ +196(u ")

olarak bulunur.

u,™ denklemi ise Z"(2,1,2) ayrisim fonksiyonunun olusturdugu dal iizerindeki

uzatilmis ikinci komsuluk etkilesimlerinden meydana gelir.
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Sekil 4.19. Z"(2,1,2) lizerine insa edilen dallar

Burada etkilesimler hesaplanirsa;

w” =[ b°Z(1,2,1) + 2bZ"(1,2,2) + 2bZ"(1,2,3) +...42bZ"(1,2,15) +Z"(2,2,2)
+277(2,2,3) +2 Z"(2,2,4) +...+22"(2,2,15) + Z"(3,2,3) + 22" (3,2.,4)
+.. 42 Z(3.2,15) Z"(4,2,4) +22(4,2,5)+ 2Z"(4,2,6)+...+ 2Z2"(4,2,15)

+..+ Z7(15,2,15) |
esitlikler yerlerine yazilirsa;
u™ =[ B (s +2ba” us " ul” +26busus™ +Hu ) +26a " uMus” + 169(us)]

olarak bulunur.

Z"(1,2,1) ayrigim fonksiyonunun olusturdugu dal tizerindeki uzatilmis ikinci

komsuluk etkilesimlerinin belirledigi u3" denklemini hesaplarsak;
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us™ =[ Z"1,1,1) + 2bZ2(1,1,2) + 22(1,1,3) +...4227(1,1,15) +6*Z"(2,1,2
(1,1,1) (1,1,2) (1,1,3) (1,1,15) (2,1,2)

+2b2"(2,1,3) +2bZ"(2,1,4) +...+ 2bZ"(2,1,15) + Z"(3,1,3) + 2Z"(3,1,4)

+7"3,1,5) +...422"(3,1,15) + Z"(4,1,4) +2Z2(4,1,5) +..+Z"(4,1,15)

+...+Z2"(15,1,15)]
buradan esitlikler hesaplanip yerlerine yazilirsa;

us™=[ (u, "y +2a™ (b+13)u, PP+ 13) ()]

olarak bulunur.

7"(2,2,2) ayrisim fonksiyonunun olusturdugu dal iizerindeki uzatilmis ikinci

komsuluk etkilesimlerinin belirledigi u,” denklemi hesaplanirsa;

u” =ac| 2"(1,2,1) + 262"(1,2,2) + 22"(1,2,3) +...+22"(1,2,15) + b°Z"(2,2,2)
+2627(2,2,3) +2b Z7(2,2,4) +...42b Z"(2,2,15) + Z™(3,2,3) 127" (3,2.,4)

+.. 427(3,2,15) +27(4,2,4) +22"(4,2,5) +... +27"(4,2,15) +.. +Z"(15,2,15)]
buradan esitlikler hesaplanip yerlerine yazilirsa;

u™ =ac[(u 3N 42ba s +26u5"us" 04wy +26ba uMus™

+169(us™)*] olarak bulunur.
Son olarak u 5(”) denklemini hesaplarsak;

us = 2"(1,3,1) + 2bZ"(1,3,2) + 22(1,3,3) +...+22"(1,3,15) +b°Z"(2,3,2)
+2b Z(2,3,3) +...42b Z"(2,3,15) + Z"(3,3,3) +2 Z"(3,3,4) +...+2 Z"(3,3,15)
+ Z"(4,3,4) +2 Z7(4.,3,5)+...+ 27"(4,3,15)+ Z"(15,3,15) ] ve esitlikler
yerine yazilirsa,

us™ = [us™) +2a usu” +2(b+12)usus"™ +ug™y 207 (b+12)1,"us"™

HoH12) sy ]

olarak bulunmus olur.
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(4.1.6) ve (4.1.7)’de var olan esitlikler burada da gecerli olacagindan sistemin

yinelemeli denklemleri olan A4;, 45, A3, A4 ve D ‘yi asagidaki sekilde hesaplayabiliriz;
Ay =2[ D (xty5-3y2)* +4ba” (c+ys-3y2)(1-y1) + 4(1-y))* + 5207 (1-y)(x+y2-3y3)

+ 169(x+y5-3y2)+26b(x+y35-3y2) (x+v2-3y5) [+ 414y,

+ 4b(b+13)a” (1+y ) x+y+ys) Hb+13)(x+yo+ys) ] + [(cys-3y2)
+ 2(b+12)(x+y3-3v2) (x+v2-3y3) +a (x+v5-3y2)(1-p)) + b2 (x+v2-3y3)°
+4(b+12)a” (1-y)(x+y2-3ys) +(b+12)"(x+y2-3ys5)°]

Ay = ac[46%(14y))* +56ba” (x+ys+y2)(1+y1) + 196(x+ys+y2)” | -acl(x+ys-3y2)°
+4ba’ (1-y,)(x+ys-3y2) + 26(x+y3-3y,) (x+y-3ys) + 4b°(1-y))°
+52ba” (1-y1)( x+y2-3ys) + 169(x+y2-3ys)’]

As =[ P*(x+y3-3y:)+4ba™ (x+y3-3y2)(1-y ) +H26b(x+y3-3y2) (x+2-3y3)+H4(1-y,)*
+52a” (1-y) (e +y2-3p3)+169(x+y2-3y3)° |-[4(1+y) +4(D+13)a (1+y ) (x+y3+y2)

Hb+H13) (x+yatys)]

Aq = [D2(xtys-3y2)° +4ba’ (x+ys-3y:)(1-y1) + 26b(x+ys-3y:) (x+y2-3ys) +4(1-y,)’
+52a” (1-y1)(x+y2-3y3) +169(x+y:-3y5)°] <[ (x+y3-3y2)°

+2(b+12) (x+ys-3y2) (x+y2-3ys) +4a™ (1-y,)( x+ys-3y2)

+ 4™ (b+12)(1-y1) (x+y2-3y3) +4(1-y1)* +(b+12) (x+y2-3y3)’]

D = ac[4b*(1+y,)* +56ba” (x-+ys+y2)(14y1) + 196(x+ys+y,)” | -ac[(x+ys-3y2)°
+4ba” (1-y)(x+y3-3y2) + 26(x+y3-32) (x+y2-3ys) + 4b*(1-y))*
+52ba™ (1-y)( x+y2-3y3) + 169( x+y,-3y3)*]  olarak bulunur. (4.1.13)’ de

hesaplanan baslangi¢ kosullar1 ve (4.1.2) Hamiltonyen denkleminin belirledigi g=15

durumlu Potts modelinin faz diyagramlari;
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I -Z2=alpha=2, -Z=beta=2, pamma=0 k=15

Alpha

Beta

=]
4]

-
=

-
dq

COLOURS

PARAMAGNETIC PERIOD 2 IS BRI FESSDR
PARAMODULATEDPERIOD 3 PERIODS FERIODES EESIDEE
FERROMAGNETIC PERIOD 4  PERIOD 7 PERIOD 10 HODBIFTED

Sekil 4.20. g= 15 ve y = 0 i¢in modelin faz diyagrami

I# Z<alpha<2, -Z=<beta<=2, gpamma=1 k=15

COLOURS

PARAMAGNETIC PERIOCD 2 NN EEENNE EEESDE
PARAMODULATEDPERIOD 3 FERIODS EEEIODS BRSNS
FERROMAGHETIC PERIOD 14 PERIOD ¥ PERIOD 10 ESIDNISSREm

Sekil 4.21. g= 15 ve y = 1 i¢in modelin faz diyagrami
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I8 | Z-<alpha<2, 2<beta<2,gamma-—-1k-15

o 1 Beta
COLOURS
PARAMAGNETIC PERIOD 2 NN BRI FEEIGEN
PARAMODULATEDPERIOD 3 PERIODE FERIODE EESISDNES
FEREROMAGRETIC PERIOD 4 PERIOD 7 PERIOD 10 HODNINFESRER
Sekil 4.22. g=15 ve y = -1 igin modelin faz diyagrami
Eeta

COLOURS

PARAMAGNETIC PERIOD 2 NS BRI FESSD
PARAMODULATEDPERIOD 3 FPERIOD'E FERIODE EESINDNES
FERROMAGNETIC PERIOD 4 PERIOD 7 PERIOD 10 HODIEHEDN

Sekil 4.23. g= 15 ve y = -1.8 i¢in modelin faz diyagrami
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4.2. Uciincii mertebeden Potts modelinin temel denklemleri

(4.1)’in temel denklemleri i¢in (4.1.2) Hamiltonyen denkleminin belirledigi
g= 5, g= 6 ve g= 15 durumlu Potts modelinin yinelemeli denklemleri ve bunlarin
belirledigi faz diyagramlar1 bilgisayar programlama dili ile c¢oziimlenmesi
incelenmistir. Bu bolimde ise (4.2.1)’ da belirtilen Hamiltonyen denkleminin
belirlemis oldugu farkli bir modelin faz diyagramlarini ¢éziimleyecegiz. Ayrica bu
kisimda Cayley agacinin mertebesi olan &, 3 olarak alinacaktir. Cayley agaci
tizerindeki komsuluk etkilesimleri (4.1)’in temel denklemleri ic¢in alinan
etkilesimlerden farkli olacaktir. Asagida ikinci mertebeden bir Cayley agacinin genel

sekli goriilmektedir.

Sekil 4.24. ikinci mertebeden bir Cayley agacinin genel gériinimii

(Mathematica ile Uretilmigstir)
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Bu kisimda en yakin komsuluk, uzatilmis ikinci komsuluk ve ayni seviye iiglii

komsuluk etkilesimli 3-durumlu Potts modelinin Hamiltonyen denklemi;

H(o)=~J; Z 5a(x)cr(y>a<z> —Jp Z 5o(x>cr(y) -, Z 5o(x>cr(y) (4.2.1)

<X,y,z2> >x,p< <x,y>

seklindedir.

Toplam ayrisim fonksiyonu;

7 = i Z(”)(il b i3) (4.2.2)

oy iy =1 Iy

Kronecker deltasi ;

(1, c(x) =0(y) =0(2)
Ot oot {0, aksitakdirde (4.23)

bi¢giminde tanimlidir.

Bu modeldeki sistem elemanlar1 arasindaki komsuluk etkilesimleri ise

asagidaki sekildeki gibidir:

<x,y,2>

x,y,2eEW,

Sekil 4.25. (4.2.1) Hamiltonyen denkleminde belirtilen komsuluklar
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Bu modelde (4.1) temel denklemlerinde oldugu gibi ilk olarak ayrisim
fonksiyonlar1 hesaplanilacaktir. Fakat burada 4= 3 oldugu i¢in denklem sayis1 k£ ve ¢
degerine bagli olarak degisecektir. (4.2.1) modelinin toplam ayrisim fonksiyonu

sayist 81 adettir, bunlar;
z(* 1 D= aedz7a,n20.1) 271.1)

z<”>(1 2) = 2Z20(1,12(1,1)Z"(1,2)

Z(n)( 113

c7ZM0,1)Z27(1,1)Z2"(1,3)

=

Z(n)( 122

)

)
2(F1h)=e20anz00.2 200,

)=c2"(.1)27(1.2) 2(1.2)

)-

z<">(1 3) = 291, 1)Z7(1.2)27(1 3)

Z(*3 D31 = e2z29a,0200.3) 271.1)

(13 132 = czn(1.,1)2701,3) 27(1,2)
z(* i 3 )= eZ"(1,1)27(1.3) 27(1.3)
72 1 D)= 20,2270, 27 (1,1)
(%] 212) = 21027 (1.,2) 27(1,2)
(%] 213) = ez(1.2)27(1,1) 27(1.3)
2022 221) = eZn(1,1)27(1,2)27(1.2)

72 i )= 271.2)2"(1,2) 2"(1,2)
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2(2% 223) = 291,221,227 (1.3)
72 i D)= ezm1.,1)27(1,2) 27(1.3)
20( %3 232) = 271.2)2"(1,927(1.3)
2(3 233) = 201.2)2"(1,3)27(1.3)
73 1 D)= 20,0270, 27(1.3)

= cZ"(1,1)Z2"(1,2)2"(1,3)
= cZ"(1,1)Z2"(1,3)2"(1,3)

=cZ"(1,1)2"(1,2)2"(1,3)

=7Z"(1,2)2"(1,2) Z™(1,3)

%
VN
w
_ N
N
N— N—— ~ — \_/ N— \_/

73 i 3) = Z0(1,2)27(1 3)Z"(1,3)

73 i Y= cz001,120(1 3271 3)

20(33 332\ _ 701,221 3)2"(1,3)

73 i 3) =@ 2(1.3)27(1,3)27(1.3)

z(* ; D)= a2z,

z(* % 2)= 21272 Z"(2.2)
')

7702, 1)Z"2,1)Z7(2,3)
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71 ; D)= czn@.n27.nz"2.2)

z(* ; )= 2Nz 27 2.)

72 % 2)= 202272 Z72.)

2( 2 ; 3 )= 272" 2.2272.3)
72 ; D)= cz@027222"@.1)
7(? % 2)=ae 222" (2.2 27(2.2)
Z0( 2 3 3)= 22272227 (2.3)

(
72 ; D)= czn@.0)272.3) 272.1)
(

72 i 3) = 22272327 (2.3)
)

73 ; DY_ 20232002, 1) 22,1
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2( 3 ; 2 )= 272327 2.1)2"2.2)

73 ; 3)= 2703272077 2.3)

z(3 g D)= ezn2.3)272.2) 2.1

z(3 g )= 2032720 27 2.)

73 ; 3) = 22272327 (2.3)

73 ; D)= 20232723271
z(3 ; 2)=c2".3)272.3) 272.2)
73 3 )= 2723)2"(2.3) 27(2.3)
z(* é D)= 27610273, 27G.1)

z(* ; )= 2"6,1027G6.)2"(3,2)

z(* ; 3)=eZ"(3.1276,1) 27(3.3)

z(* g D)= 276.10276.)2"G.2)

z(* g 2)=2"6.127(.2) 27(.2)
z(* g 3)=eZ"(3.1)27(.2) 27(3.3)
z(* g D)= ezn3,0)276,1) 273.3)
z(* g 2)=cZ"(3.1)27(.2) 2(3.3)
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20(133)=2"3,1)273,3) 273,3)
=7Z"(3.2)2"(3.,1) 2" (3,1)

)

é i )=2"(3.2)2"(.2) 2”(.1)
)
)

N
S
VS
N
w W
N
Il
(@)
N
=
~
w
\)
p—a
N
=
—~
w
N
p—a
N
=
~
w
(0')
S

= 7Z"3,1)2"(3,3) Z™(3.3)
=cZ"3,1)2"(3,2) Z"(3,3)
=cZ"(3,2)2"(3,2) Z"(3.,3)

= *Z"(3,2)2"(3,3) Z"(3.,3)
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z(3 g D)= c296,127(.3)2"(3.,3)
z(3 g )= 23,276,327 (3.3)

73 g )= dd23.3)27(3,3)273.3)

olarak hesaplanir. Simdi bu 81 ayrisim fonksiyonu iginden bir birinden bagimsiz

ayrisim fonksiyonlarini segmeliyiz.

Bu islemi yapmak icin a‘(")(VL) = 1 smir sartt ve (4.2.1) Hamiltonyen

denklemi {iizerindeki komsuluk tipleri gbz Oniine alinirsa asagidaki 5 bagimsiz

ayrigim fonksiyonuna sadelesmis olur. Bunlar;

seklindedir. Bu fonksiyonlari (4.1.5)” de kullanilan notasyon bi¢iminde kullanirsak;
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sekline doniismiis olur. Bu u " s u " us denklemlerini hesaplamak i¢in
Agac iizerindeki uzatilmis (prolonged) komsuluk etkilesimlerine bakacagiz. Ilk
olarak u,"” denkleminin hesaplanmasi i¢in Z(")( 1 1 1 ) lizerine insa edilen etkilesim

olasiliklarini diistinecegiz.

11 1) Uzerine kurulmus olan dallar

Sekil 4.26. Z”>( 1

Tiim olasiliklar diisiiniilir ise ;" denklemi;

uI(”)Zac[b3Z(”)(111)+3b22(”)(112)+3b22(”)(113)+3b2(”)(122)

1 1 1 1
+6bZ(”)(111)+3bZ<”)(123)+Z<”)(2i2)+32(”)(2i3)+3Z(”)(223)
+Z(n)(3§3)]

olarak elde edilir.

Denklem i¢indeki ayrisim fonksiyonlar1 (4.1)’in temel denklemlerinde oldugu

gibi hesaplanirsa;

u,™ = ac[b3 (u 1("))3 +6b°a” (u 10, +12bau 1(”)(u2("))2 + (6a'3 +2)(u2("))3]
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olarak bulunur.

2272
1

komsuluk etkilesimleriyle hesaplanirsa;

u™  denklemi, Z(”)( ) ayristim fonksiyonu {izerindeki uzatilmis ikinci

u2(n):a[b3z(n)(111) +3bZZ(n)(112)+3b2z(n)(113)+3bz(n)(1§2)

2 2 2
+6bZ(”)( 1 3 3 ) +3bZ(")( 1 2 3 ) +Z(")(2 g 2 ) +3Z(”)(2 g 3 ) +32(”)( 2 ; 3)
+Z(”)(3§3)].

Ayrisim fonksiyonlarinin esitlikleri yerine yazilacak olursa;
u,™ = a[ b (u 3("))3 +6b°a>u " (u 3("))2 +3ba’u 3(”)(144("))2 +6ba 13", Vus"
+3ba>u 3(n)(u5(n))2+3 a-3u5(n)(u4(n))2 +3 a'3u4(n)(u5(n))2 + (u4(n))3+ (u5(n))3 ]

seklinde hesaplanmis olur.

Z(”)( 1 ; 1 ) , Z(”)( 2 ; 2 ) , Z(”)( 3 ; 3 ) lizerlerine insa edilen dallardaki

komsuluk etkilesimleri hesaplanirsa u 5w us™ denklemleri;

uj(”) — a[ (u]("))3 +3ba'3( (Mz(n))3 +2u1(") (uz(n))2 + ug(”) (ul(n))2)+ 3a-3(ul(”) (ng(n))z

+ur™ (™)) + 3% (") ™ @) ) +H o+ 1) )]

us™ = acl (us™)’ +3ba”(us" (") + 1w s+ 307 s (s + us (us)?)

30273 (us™ (™) 15 (1Y) Huis™) +6ba PP

u5(”) = a[ (u3(ﬂ))3 +3ba'3( uj(n) (u}(ﬂ))2 +2u3(”)u4(")u5(”) + uS(n) (u4("))2)+ 3a-3(u4(ﬂ) (uS(n))Z
s (")) + 306%™ (us) ug s ) + B us™) Hug")']
olarak bulunmus olur.

(4.1.6) ve (4.1.7)’de kullanilan esitlikler burada da gegerli olacagindan sistemin

yinelemeli denklemleri olan A;, A,, A3, A4 ve D;
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Ay =2a[ b} (etys-3y:)’ +126%a7 (x+y5-3y2) (1-p1) + 8(1-y1)°

+12ba>(1-y1)*( x+ys-3y2) + 12ba”(1-y)( x+ys-3y2)( x+y2-3ys)

+3ba” (x+y3-3y2)( x+y2-3y3)’+12a7(1-y))(x+y2-3ys) +6a(x+y2-3y3)’(1-y1)
+0r+y2-3y5)’ [+a[ 81ty +12ba” (1+y))*(x+yotys) + 12ba”(1+y ) x+yatys)’
+3ba > (x+y2+ys)’ +12a7 (1491 (x+yatys) + 6 (14y)(x+y2+ys)’

+6b%a > (14y ) (x+yotys)’ +36°a° (etyatys +HB+ 1) (xtyatys)' | + al (x+y5-3y2)°

+3ba”(x+y3-3y2)°(x+y2-33 ) +12ba”>(1-y))( x+y3-3y2)( x+y2-3y3 )
+12ba”(1-y1)( x+y2-3y3 )+6a” (1-y ) x+y3-3p2)"+ 120 (1-p))*(x+y35-32)
+3b%a” (x+y35-3y2)( x+y2-3y3 ) +6b°a” (1-y)( x+y2-3y3 ) +8(1-y,)’

+b(xty2-3y5)° |

A= ac[8b3(1+y1)3 +24b2a'3(1+y1)2( X+y,ty; )+24ba'3(1+y1)( X+y,ty; )2

+6a7(x+yrtys Y +2( x+yatys ) |-ac[(xtys-3y:) +6ba” (1-y))(x+ys-3y,)°
+6ba”(1-y,)( x+y2-33)+3a”(x+y5-3y2)"(x+y2-3y3 )
+ 37 (x+ys-3y2)(xty-3y; Y H1267a> (1-y,) (x+y3-3y2)°

+126°a°(1-y1)? (x+y2-3ys)+ (x+y-3y3)+12ba” (1-y1)( x+y2-3y3)(x+y5-35)]

A3 = a[ b (x+y5-3y2)” 12677 (vky3-3y2)"(1-y1) + 8(1-y))’ + 12ba”(1-y1)*(x+y5-3y2)
+12ba>(1-y)( x+y5-392)( X +y2-3p3 ) +3ba”(x+y5-3p2)( x+y2-3y3)°

+1207 (1)) (x+y2-3y3) +6a~(x+y-3y) (1-y1) +x+y2-3y3)° |-a[8(1+y2)°
+12ba”(1+y)(xtyotys) + 12ba”(1+y ) xtyatys)’ +3ba” (x+yotys)’

+12a73 (1Y) x+yatys) + 6a>(1+y ) x+ya+ys)* +6b*a”>(1+y)( x+yr+ys)

+3b5°a7 (xHyrtys) HBH1) (x+y2+ys)’ ]
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Ay = a[ b (xy5-3y2)” 126707 (vky5-3y2)"(1-p1) + 8(1-y))’ + 12ba”(1-y1)*(x+y5-3y2)
+12ba”(1-y)( x+y3-392)( x+y2-3y3 ) +3ba™ (x+y5-3y2)( x+y2-3y3)°
+1207(1-p))*(x+y2-335) +6a~(x+y2-3ys) (1-y1) +x+y2-3y3)° | -a[ (x+ys-3y2)°
+3ba”(x+y5-3y:) (x+y2-3y3 ) +12ba”(1-y))( x+y5-392)( x+y2-3y3 )

+12ba” (1-y1) (X +y2-393 464~ (1-y ) x+y3-32)"+ 120> (1-y1)*( x+y35-32)
+30%a” (x+y5-3v2)(x+y2-3y3 ) +6b°a” (1-9)( x+y2-3y3 )> +8(1-y;)’

+b*(x+y2-3y5 )’ |

D = ac[8b*(1+y,)® +24b°a>(1+y, ) ( x+y2+ys )+24ba>(1+y,)( x+y2+ys )

+6a”(x+ty2tys Y H2( x+yatys Y ]-acl (xtys-3y:) +6ba” (1-y1)(x+ys-3y2)°
+6ba”(1-y)( x+y2-33)+3a”(x+y3-32)°( x+y2-33)
+ 3@ (xHy3-3y2)( xHy2-3y3 ) H126°a7 (1-y1)” (x+y3-32)°

+126°a°(1-y))? (x+y2-3ys)+ (x+y-3y3)+12ba” (1-y1)( x+y2-3y3)(x+y5-3y5)]

seklinde elde edilir. Bu kisimda Cayley agacinin mertebe sayisi olan &=3 oldugu i¢in,

a= exp(;—;); b= exp(]?P); c= exp(%) ¢ olacaktir.
g™ (VL) = 1 smir sartina karsilik gelen baglangic kosullar ise;
M _ 2b3+ac3+1
ac*b3+ac

1y _ c3p3-1
Y1 c3b3+1

1y _ b3-ac?

ac*b3+ac

V2

M _ b3-1
V3 ac*b3+ac
seklinde hesaplanir.

(4.2.1) Hamiltonyen denklemi iizerindeki komsuluk etkilesimlerinin belirledigi
A;, Ay Az Ay ve D yinelemeli denklemleri ve bu denklemler ile baslangig

kosullarinin belirledigi y=0,1,-1,-2 i¢in faz diyagramlari;
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[ER -2<alpha<2, -Z<beta<2 gamma=0 k=3
Alpha

-q?gr-"-l.-lBem

COLOURS
PARAMAGNETIC PERIOD 2

EEEIDNE PERIODE PERIOD 11
PARAMODULATEDPERIOD 3 PERIODIE FPERIODE EESINDEER
FERROMAGHETIC PERIOD 4 PERIOD 7 PERIOD 10 HOBNIESNEN

Sekil 4.27. k=3, g=3 ve y =0 i¢cin modelin faz diyagrami

[E} -2<alpha<2, -2<beta<2, gamma=1 k=3

Alpha
D mmmE . ey e s
I [
COLOURS
PARAMAGNETIC| PERIOD 2 [EENSENS BESNSNN BESODI
PARAMODULATEDPERIOD 3 PERIODS BERIODS BERIGDIS
FERROMAGNETIC PERIOD 4 PERIOD 7 PERIOD 10 MODIIATED

Sekil 4.28. k=3, q=3 ve y =1 i¢in modelin faz diyagrami
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[ER -2<alpha<2, -2<beta<2, gamma=-1 k=3
Alpha

et =t

COLOURS

PARAMAGHNETIC) PERIOD 2 NN BRI EEESEnm
PARAMODULATED PERIOD 3 FPERIODE EEHIODS EESNENS
FERROMAGHETIC PERIOD 4 PERIOD 7 PERIOD 10 MODNIESRED

Sekil 4.29. k=3, q=3 ve y =-1 i¢in modelin faz diyagrami

d | -Z=<alpha<2, -Z<beta=<2, gamma-2 k=3

COLOURS

PARAMAGNETIC PERIOD 2 [N EEENEE FESSSN
PARAMODULATEDPERIOD 3 PERIODS FERIODE BRSNS
FERROMAGNETIC PERIOD 4 PERIOD 7 PERIOD 10 HGDEESTED

Sekil 4.30. k=3, q=3 ve y =2 i¢cin modelin faz diyagrami
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5. SONUCLAR ve ONERILER

5.1. Sonuglar

4. boliimiin birinci kisminda ikinci mertebeden bir Cayley agaci lizerinde g=5,
g=6 ve g=15 durumlu Potts modellerinin en yakin komsuluk, uzatilmis ikinci
komsuluk ve iki seviye tglii komsuluk etkilesimleriyle meydana gelen faz
diyagramlar1 analiz edilmistir. g= 5 durumlu Potts modelinde y= {0, 1, 2} i¢in
Sekil 4.8-4.10 da 6 tane faz meydana gelmektedir. ferromanyetik, paramanyetik,
antiferromanyetik faza karsilik gelen 2 periyotlu faz, antifaza karsilik gelen 4
periyotlu faz, modiile edilmis faz ve paramodiile edilmis fazlar gézlemlenmistir.
y={-1,-2} i¢cin 4 faz goézlemlenmis olup, ferromanyetik, paramanyetik,
antiferromanyetik faza karsilik gelen 2 periyotlu faz ve modile edilmis faz
goriilmektedir. g=6 durumunda Sekil 4.13-4.14> de birinci bolgede modiile edilmis
fazin kayboldugu ve paramodiile edilmis fazin alaninin genisledigi goriilmektedir.
3. bolgedeki modiile edilmis fazin g= 5 durumuna gore azaldigr gdézlemlenmistir.
vy ={-1.8,-2.5} i¢in birinci bolgedeki paramodiile edilmis fazin goériilmedigi, modiile

edilmis fazin ise 3. bélgeden hemen hemen gézden kayboldugu ortaya ¢ikmaktadir.

g=15 durumunda, Sekil 4.20-4.21° de y={0,1} i¢in 4 tane faz gdzlemlenmistir.
Burada, ferromanyetik, paramanyetik, periyot 2 ve paramodiile edilmis faz
goriilmektedir. y = {-1,-1.8} i¢in birinci bolgedeki paramodiile edilmis fazin kismen

gbzden kayboldugu gézlemlenmistir.

4. bolimiin 2. kisminda ise ii¢iincii mertebeden bir Cayley agaci iizerinde
3-durumlu Potts modellerinin en yakin komsuluk, uzatilmis ikinci komsuluk ve ayni
seviye ti¢lii komsuluk etkilesimleriyle (4.2.1)” da belirtilen Hamiltonyen denkleminin
belirlemis oldugu farkli bir modelin faz diyagramlarini ¢oziimlenmistir. Ayrica bu
kisimda Cayley agacinin mertebesi olan &, 3 olarak alinmistir. Bu kisimda, Cayley
agaci lzerindeki komguluk etkilesimleri, (4.1)’in temel denklemleri i¢in alinan

etkilesimlerden farklidir.
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(4.2) kisminda 3-durumlu Potts modelinde )={0,1,2} degerlerinde
ferromanyetik, modiile edilmis faz, periyot 2, periyot 4 ve periyot 3 seklinde toplam
5 faz gozlemlenmistir. Sekil 4.28-4.29° da 3. bolgede y degeri biiyiidiikce modiile
edilmis faz bolgesi genisledigi ve periyot 3’ iin belirlemis oldugu alanin ise daraldigi

gbzlemlenmektedir.

5.2. Oneriler
Bu tezde yapilan calismalarin 1s18inda, 4.1.1° de belirtilen Hamiltonyen
denkleminin sonlu bir ¢ durumlu ve k mertebeli Potts modeli icin genellemesi

yapilarak faz diyagramlari incelenebilir. 4.2.1° de verilen Hamiltonyen denkleminin

benzer keyfi k& ve sonlu bir g durumlu Potts modelinin faz diyagramlar1 incelenebilir.

87



KAYNAKLAR

BAK, P., BOEHM, 1J., 1980. Ising model with solitions, phasons, and the ‘devil’s
staircase’. Physics Review B, 27; 5297-5308.

BAK, P., 1982. Commensurate phases, incommensurate phases and the ‘devil’s
staircase’. Rep. Prog. Phys, 45; 587-629.

BAXTER, R.J., 1982. Exactly solved models in statistical mechanics. Journal of
statistical physics, London/ NewY ork.

BEAUDIN, L., 2007. A Review of the Potts model: Its connection to the tutte
polynomial and its application to complex experiments. pp.1-25.

DOROGOVTSEV, S.N., GOLTSEV, A.V, MENDES, J.F.F., 2004. Potts model on
complex Networks. Eur. Phys. J. B, 38;1-177.

ELLIOT, R.J., 1981. Phenomenological discussion of magnetic ordering in the heavy
rare-earth metals, Phys. Rev., 124; 346-353.

FISHER, M.E., SELKE, W., 1980. Physics Review Letters, 44; 1502-1505.

FOULADVAND, EBRAHIM, M., AMIR, H., 2005. Potts- like model for Ghetto
formation in multi- cultural societies. International Journal of Modern Physics C:
Computational Physics and Physical computation, 16(3); 351-355.

GANIKHODIJAEV, N.N., 1990. On pure phases of the three state ferromagnetic
Potts model on the second- order Bethe lattice. Theor. Math. Phys., 85; 1125.

GANIKHODJAEV, N.N., TEMIR, S., AKIN, H., 2005. The exact solution of the
Potts models with external magnetic field on the Cayley tree. Cubo. A mathematical
journal, 7(4); 39-48.

GANIKHODJAEV, N.N., AKIN, H., TEMIR, S., 2007. Potts models with two
competing binary interactions. Turkish journal of mathematics, 31(3); 229-238.

GANIKHODJAEV, N.N., MUKHAMEDOV, F.M., PAH., C.H., 2008. Phase
diagram of the three states Potts model with next-nearest-neighbor interactions on the
Bethe lattice, Physics Letters A, 373; 33-38.

GANIKHODJAEV, N.N., TEMIR, S., AKIN, H., 2009. Modulated phase of a Potts
model with competing binary interactions on a Cayley tree. Journal of statistical
Physics, 137(4); 701-715.

GEORGI, H.O., 1988. Gibbs measures and phase transitions. Walter de Gruyter,
Berlin.

HUSE, D.A., 1981. Simple three- state model with infinitely many phases. Phys.
Rev. B, 24; 5180-5194.

88



ISING, E., 1925. Beitrag sur Theorie des Ferromagnetismus. Zeit. Fur Physik,
31;253-258.

JAYNES, E.T., 1957. Information theory and statistical mechanics. Phys. Rev., 106;
620-630.

INAWASHIRO, S., THOMPSON, C.J., 1983. Competing Ising iterations and
chaotic glass-like behaviour on a Cayley tree. Physical Letters, 97(A); 245-248.

JIANG, YI., GLAZIER, JAMES, A., 1996. Extended large-Q model simulation of
foam drainage. Philosophical magazine letters, 74(2); 119-128.

KATSURA, S., TAKIZAWA, W., 1974. Bethe lattice and the Bethe approximation.
Prog. Theorem Physics, 51; 82-98.

KINDERMANN, R., SNEEL, J.L, 1980. Markov Random Fields and their
Applications: Contemporary Mathematics. American Mathematical Society, Vol. 1;
141.

LYONS, R., 2000. Phase transitions on nonamenable graphs. J. Math. Phys., 41;
1099.

MARIZ, A M., TSALLIS, C., ALBUQUERQUE, A.L., 1985. Phase diagram of the
Ising model on a Cayley tree in the presence of competing interactions and magnetic
field. J. Stat. Phys., 40; 577-592.

OSTLUND, S., 1981. Incommensurate and commensurate phases in asymmetric
clock models, Phys. Rev. B., 124; 398-405.

PERUGGI, F., 1984. Probability measures and Hamiltonian models on Bethe
lattices. I. Properties and construction of MRT probability measures. J. Math. Phys.,
25;3303.

PERUGGI, F., 1984. Probability measures and Hamiltonian models on Bethe
lattices. II. The solition of thermal and configiirational problems. J. Math. Phys., 25;
3316.

PERUGGI, F., DI LIBERTO, F., MONROY, G., 1983. Potts model on Bethe
lattices. I. General results. J. Phys. A, 16: 811.

PERUGGI, F., DI LIBERTO, F., MONROY, G., 1987. Phase diagrams of the g-state
Potts model on Bethe lattices. J. Phys. A, 141: 151.

PRESTON, C., 1974. Gibbs states on countable sets. Cambridge University Press,
London.

POTTS, R.B., 1952. Some generalized order-disorder transformations. Proc.
Cambridge Philos. Soc., 48; 106.

SANYAL, S., GLAZIER, J.A., 2006. Viscous instabilities in flowing foams: A
cellular Potts model approach. Journal of statistical mechanics.

89



SCHELLING, T.C., 1971. Dynamic models of segregation. Journal of Sociology,
(1); 143-186.

SINAIL YA G., 1982. Theory of phase transitions. Oxford, Pergamon

SPITZER, F., 1971. Random fields and interacting particle systems. M. A. A.
Summer Seminar notes.

SUN, L., CHANG, F.Y., CAL X., 2004. A discrete simulation of tumor growth
concerning nutrient concentration. International Journal of modern physics B:
condensed matter Physics; Statistical Physics; Applied Physics, 18(17-19); 2651-
2657.

TEMIR, S., GANIKHODJAEV, N.N., AKIN, H., UGUZ, S., 2010. Phase diagrams
of a Potts model with competing binary and ternary interactions. AIP. Conf. Proc.
Vol. 1281; 2069-2073.

TIMONIN, P.N., 2004. Inhomogeneity-induced second order phase transitions in the
Potts models on hierarchical lattices. JETP, 99; 1044.

TUCKER, A., 2002. Applied combinatorics. Hoboken, Forth Edition, N.J.

VANNIMENUS, J., 1981. Modulated phase of a Ising system with competing
interactions on a Cayley tree. Z. Physics B, 43; 141-148.

WEIDLICH, W., 1971. The statistical description of polarization phenomena in
society. Br. J. Math Statist. Psychol., 251-266.

WU, F.Y., 1982. The Potts model. Rev. Mod. Physics, 54; 235-268.

90



OZGECMIS

10.09.1987 yilinda Adana’da dogdu. ilk ve Ortaokulu Seyhan ilgesine bagli Adnan
Menderes ilkogretim okulunda, Lise 6grenimini Turgut Ozal Lisesinde tamamladi.
2005 OSS’ de Afyon Kocatepe Universitesi Matematik Boliimiinii kazandi. Bu
boliimii 2009 yilinda bitirerek ayni yil iginde Harran Universitesi Fen Bilimleri
Enstitlisi Matematik Bolimii’'nde yiiksek lisansa basladi. Bu boliimde ayrica “
Cayley agaci iizerindeki orgli modellerinin dinamik sistemlerinin limit davraniglari

ve faz diyagramlar” adli TUBITAK projesine bursiyer olarak kabul edildi.
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OZET

Birinci boliimde, genel olarak ihtiyag duyulan tanimlar ¢ok fazla detaya
girilmeden verilmistir.

Ikinci boliimde, Potts modeli ve faz diyagramlari i¢in yapilan dnceki ¢alismalar
hakkinda literatiir taramasi verilmistir.

Ucgiincii béliimde bu tezde kullanilan modellerin analizi i¢in uygulanan
metotlar hakkinda bilgi verilmistir.

Dérdiincii boliimde, ikinci mertebeden bir Cayley agaci iizerinde bazi spin
durumlu, ikili ve {¢li etkilesimli Potts modelinin faz diyagramlar1 Temir ve ark.
(2010) da yapilan sonuclara gore genellestirilmistir. Dordiincii boliimde ayrica 3.
mertebeden bir Cayley agaci lizerinde ii¢ durumlu bir Potts modelinin faz
diyagramlar1 analiz edilmistir.

Bu tezde sonug olarak, ikinci ve iiglincii mertebeden bir Cayley agaci iizerinde
bazi spin durumlu Potts modellerinin meydana getirdigi faz diyagramlar1 hakkinda
daha genel sonuglar elde edilmistir.

92



SUMMARY

In the first chapter, basic definitions have been introduced without going into
details.

In the second chapter, literature screening of the previous studies concerning
the phase diagrams of the Potts model have been given.

In the third chapter, information about the methods which are applied for
analyse of the models have been given.

In the fourth chapter, the phase diagrams of some spin states Potts models with
competing binary and ternary interactions on a two order Cayley tree have been
generalized according to some results of Temir et al. (2010). In addition to, the
phase diagrams of the Potts model on a two and three order Cayley tree have been
analysed.

In this thesis consequently, the phase diagrams of some spins states Potts
models with competing interactions on a two and three order Cayley tree have been
obtained more general results.
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