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OZET

Yiksek Lisans Tezi

[-1,1] ARALIGINDA BERNS TEIN-KANTOROVICH OPERATORLERININ YAKLASIM
OZELLIiKLERi

ibrahim KAHVECIBASI

Harran Universitesi
Fen Bilimleri Enstitist
Matematik Anabilim Dal

Damsman: Dog. Dr. Aydin IZGI
Yil: 2014, Sayfa: 54

Bu calismada K, (f; x) operatoriiniin yaklasim &zellikleri incelenmistir. Lineer pozitif operatérler
dizisinin tanimi verilerek, temel 6zellikleri tanitilmistir. Ayrica Korovkin teoremi ispatiyla birlikte
verilmistir. Lineer pozitif operatorleri ile ilgili yapilan 6ncekibaz galis malara deginilmistir. Korovkin
teoremi yardimiyla K, (f; x) operatoriiniin yaklasim 6zellikleri incelenmistir. K, (f; x) operatorinin
stirekli f fonkiyonuna diizgiin yakmsadigi gosterilmistir. K, (f; x) operatorii icin Voronowskaja
teoremi tipinde bir teorem de ispat edilmistir. K,(f;x) operatériinin merkezcil momentleri
bulunmustur. Siireklilik modulii yardimiyla K,(f;x) oOperatoriiniin yaklasim hizi incelenmistir.
Lipschitz kosulunu saglayan fonksiyonlar kullanilarak K, (f;x) operatorii icin bir teorem ispat
edilmistir. K, (f; x) operatoriiniin farkli iki fonksiyona yaklasim grafikte gosterilmistir. Segilen bir
fonksiyon icin K, (f; x) operatérinin bu fonksiyona yaklasimmm, “n” ve “x”in baz degerleri icin
niimerik degerler tablosu hazirlan mistir.

ANAHTAR KELIMELER: Bernstein ve Kantorovich polinomlari, Korovkin teoremi, yaklagim hizi,
lineer pozitif operatdr



ABSTRACT

MSc Thesis

APPROXIMATION PROPERTIES OF THEBERNS TEIN-KANTOROVICH OPERATORS
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Department of Matematich

Supervisor : Assoc. Prof. Dr. Aydin iZGI
Year: 2014, Page: 54

In this study approximation properties of the operator K, (f; x) are investigated. Positive linear
operators are defined and some basic properties of them are introduced. Also the Korovkin theorem is
given with the proof. Related some previous studies about the positive linear operators are mentioned.
Approximation properties of the operator K, (f;x) are investigated with the help of the Korovkin
theorem. Uniform approximation of the operator K, (f; x) to continuous function f is shown. Also for
the operator K, (f ; x), a theorem like Voronowskaja is proved. Centripetal moments of this operator is
estimated. Rate of approximation of the operator K, (f; x) is examined with the help of the modul of
continuity. With the use of the functions which satisfy the Lipschitz condition, a theorem is proved for
the operator K, (f ; x). Approximation of the operator K, (f; x) to two function is demonstrated in a
graphical. For the chosen function, numeric values chart is given about the some values of the “n” and
“x” for the approximation of the operator K, (f; x) to the function.

KEY WORDS: Bernstein and Kantorovich polynomials, Korovkin theorem, rate of appro ximation,
linear positive operators
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1. GiRIS ibrahim KAHVECiIBASI

1. GIRIS

Lineer pozitif operatorlerin yakmsaklig1 incelenirken matematigin birgok
alanindan faydalamhr. Ozellikle yaklasim teorisinde fonksiyonel analizden ¢okca
faydalanilir. Kapali bir aralikta stirekli fonksiyonlara polinomlarla yaklasilabilecegi,

yaklagim teorisinin tizerinde ¢aligilan temel calismalardan biridir.

[k defa 1885 Weierstrass, kapali bir aralikta siirekli fonksiyonlara polinomlarla
yaklasilabilecegini ispatlamistir. Bu teoremin ispat1 birgok kisi tarafindan yapilmastur.
Bu ispatlar icerisinde en énemli olanlardan biri, 1912 yilinda Bernstein tarafindan
yapimistr. 1912 yilinda Rus Matematik¢i Bernstein, Weierstrass’in bu polinomun
nasil olacagi lizerinde cahsmus ve toplamsal bicimde bir polinomlar dizisini

asagidaki gibi tanimlamus.

e [0,1] igin
ok
B,(fi0) = ) )G (-0
k=0

(Lorentz, 1953).

xel01], 0 < a,, <1 oldugunda

Ln(f;X) = Zf( ak,n)Pk,n (X), B(_n (x) =0
k=0

pozitif operatdr dizisinin n - «igin [0,1] araliginda f fonksiyonuna diizgiin yakinsak
olabilmesi igin gerek ve yeter kosullari ii¢ tanedir. Bohman bunlart;

L1031

L,&x) 3 x

L, (&% x) 3 x?
seklinde ifade etmistir. Asikardir ki Bohman’in arastrdigi operatdrlerin degeri f

fonksiyonunun [0, 1] araligmin disindaki degerlerinden bagimsizdir.

1953 yilinda Korovkin, Bohman’in kosullarmmn genel halde de gecerli
oldugunu gdormiis ve genel bir teorem ispatlamistir (Korovkin, 1953; Hacisalihoglu

ve Haciyev, 1995). Daha sonraki yillarda Bernstein polinomlar1 {izerine birgok

1



1. GiRIS ibrahim KAHVECiIBASI

caliyma yapimistr. Bu ¢alismalardan biri de Lorentz’in yazdigi (1953) “Bernstein
Polynomials” adli kitabidr.

Bernstein polinomlar1 {izerine sistematik yaklagimlar, 1990’1 yillardan sonra
hizlanmistr. Bu konuyla ilgili bircok makaleler yayinlanmakta ve her gecen giin yeni
uygulamalar ve genellemeler kesfedilmektedir. Bu konuda en 6nemli ilerlemeyi
Lupas yapmustr. 1987°de Lupas Bernstein polinomlarmin g-anologunu gelistirmistir

ve polinomlarin yaklasim 6 zelliklerini incelemistir (Dikmen, 2009).

Yaklagimlar teorisinde, klasik yakinsaklik kavrami ile ilgili calismalar devam
ederken, giunumizde “istatistiksel yakmsaklik" kavrami da Onemli g¢alisma
alanlarmdan biri olarak karsimiza ¢ikmaktadir. ik olarak 1950 yilinda Fast
tarafindan tanimlanan istatistiksel yakinsaklik kavramimi Gadjiev ve Orhan (2002)
lineer pozitif operator dizileri i¢in Korovkin tipli yaklagim teoremi elde etmek igin
kullanmiglardir. Bu teoremle birlikte birgok operatoriin istatistiksel yaklagim

Ozellikleri ve yaklasim hizlar1 incelenmistir ( Dogru ve Duman 2006).

Biz bu caligmamizda,
x €[-1,1]vef € C[-1,1] Ve

ok 0) == () + 0% - x)"* olmak lizere;

k+1

Lo

1

n+1v
K0 == D ok kf F@Ode

k 2y
seklinde tanimladigimiz operatdriin lineer pozitif oldugunu, Korovkin teoremi
sartlarmi  sagladigmi, [-1,1] simetrik arahigl TUzerinde diizgiin yakmsadigini
gosterilecektir. Sureklilik modiilii yardimiyla yaklasim hizi hesaplanacaktir. Bu
operatdr i¢in bazi teoremler ispat edilecektir. Ayrica bu operatériin merkezcil
momentleri yardimi ile asimptotik yaklasimi hesaplanacaktir. K, (f; x) operatorinin £
fonnksiyonuna yaklasimi grafikler ile gosterilecektir. Son olarak secilen bazi
fonksiyonlara operatoriin yaklagimi bazi n ve x degerleri i¢in niimerik tablosu

hazirlanacaktir.
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TEMEL KAVRAMLAR

Bu bolimde, c¢alismamizda kullanacagimiz bazi tanmmlar ve teoremler
verilecektir. Ayrica burada verecegimiz tanimlar genel tammlar oldugu igin

bazilarinda kaynak belirtilmemistir.

Tamm 1.1.1.
X ve Y ayni F cismi Uzerinde iki lineer uzay olmak Ulzere; L: X - v seklinde

tanimlanan doniisiimlere operator ad1 verilir (Bayraktar, 2006).

Tamm 1.1.2.
X ve Y ayni F cismi Uzerinde iKi lineer uzay olmak lzere L:Xx — Yy operatori
her f,g € X ve her «,8 € F igin;

L(af+ Bg) = aL(f) +BL(9)
esitligi saglaniyorsa o takdirde L operatdriine lineer operator denir.

Tamm 1.1.3.
X ve v reel degerli fonksiyon uzayiolsun ve kabul edelim Ki
Xt={f€X: fx)=0}, Yt ={geY: gkx)=0}olsun.
Eger X'ten v'ye tanimlanmus L operatorii X+ kiimesindeki herhangi bir f fonksiyonu
y*+ kimesindeki bir elemana doniistiriiyor ise o takdirde L operatdriine pozitif
operator denir. Hem lineerlik ve hem de pozitiflik sartlarmi saglayan operatore

lineer pozitif operatdr denir.

Teorem1.1.1.
Lineer pozitif operator monoton artandir. Yani;,

f) s g(x) = Ligix) = L(f;x)
esitsizligi saglanir.

Ispat 1.1.1.
L lineer pozitif operatori icin L(x*)c Y™ saglanir. Yani f(x) > 0 oldugunda
L(f;x) =0 olur. O halde her x i¢in, f(x) < g(x) oldugunda, g(x)— f(x) =0 olur; L

operatorii pozitif oldugundan;
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L((g = f;x) = 00lur. L operatorii lineer oldugundan;

L(g;x) = L(f;x) 2 0 = L(g;x) = L(f; %)

saglanir ve ispat tamamlanmis olur (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995).

Teorem1.1.2.
L bir lineer pozitif operatdr olmak tzere IL(f)| < L(If]) esitsizligi saglanir.

Ispat 1.1.2.
Herhangi bir £ fonksiyonu igin;

—lfl < f < Ifl (1.1)
dir. L operatoru lineer pozitif oldugundan (Teorem 1.1)’den dolayr monoton artandr.
O halde;

L(=Ifh < L(H) <LUfD
yazabiliriz. L lineer oldugundan;
LC=If1) == L(lfD
dir. Elde edilen bu esitlik (1.1)’de yerine yazilirsa;

=LIfl < L(H) < LfHh = lL(Hl < LAfD
olur kibu da ispati tamamlar (Hacsalihoglu ve Haciyev, 1995).

Tamm 1.1.4.
l={L:C[a,b]— C[a,b] : L lineer pozitif operatdr} N ={1,2,3,..} olsun. L:N - [
seklinde tanimh L fonksiyonuna lineer pozitif operatdr dizisi adi verilir ve (L,)

seklinde gosterilir, L(N) = (Ly, Ly, L3, ).

Tamm 1.1.5.

X c R Ve X iizerinde taniml1 biitiin fonksiyonlarm kiimesi F (X) olsun.
d:N - F(X)
seklinde tanimli 4 fonksiyonuna bir fonksiyon dizisi denir ve terimleri £, £, £ ile

gosterilir, dizi ise (f,) ile gosterilir.

Tamm 1.1.6.
Kapalt bir [a,b] arali1 iizerinde tanimli ve siirekli tim gercel degerli

fonksiyonlardan olusan kiimeye C[a, b] fonksiyon uzayi denir.

4
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f € C[a,b] 0lmak Uizere C[a, b] lizerinde tanimli norm;
”fHC[a,b] = ggf;(b |f(x)|

seklinde verilir.

Tamm 1.1.7.
N bir lineer uzay olsun. Il Il: N - R fonksiyonun x ’deki degerini IllxIl ile
gosterelim. Bu fonksiyon icin;
N1) lixl=0ex =0
N2) llaxll = lalllxll (« € F)
N3) llx + yll < llxll + llyll (iggen esitsizligi)
sartlar1 saglaniyorsa [l |l fonksiyonuna n de norm denir (Bayraktar, 2006).

Tamm 1.1.8.

AcR,f: A- R bir fonksiyon ve a € 4 olmak Uzere her £ >0 igin Ix—al <3
oldugunda If(x) — f(a) | < ¢ olacak sekilde 5= 5(¢) sayis1 var ise f fonksiyonu a
noktasinda siireklidir denir, (Balc1, 2012).

Tamm 1.1.9.

X c R, f:X - R bir fonksiyon olsun. Eger, her ¢ > 0 sayis1 ve her x,, x, € X
noktalart i¢in lx; — x,l< § oldugunda If(x,) — f(x,) | < e olacak sekilde yalnizca ¢ na
bagli § = § (¢) sayis1 var ise f fonksiyonu x kiimesi tizerinde diizglin sureklidir denir,

(Musayev ve arkadaslari, 2007).

Tamm 1.1.10.
X bos olmayan bir climle olsun. d: X x X - R fonksiyonu igin;
M1)d(x,y) =0 x=y
M2) d(x,y) = d(y,x) (simetri 6zelligi)
M3) d(x,y) < d(x,2) +d(z,y) (liggen esitsizligi)
sartlar1 saglaniyorsa d ye x de bir metrik ve 4 ile birlikte x’e metrik uzay denir ve
genellikle (x,d) veya x, ile gosterilir (Bayraktar, 2006).
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Tamm 1.1.11.

(,) Cla,b] fonksiyon uzaymda tanimh bir fonksiyonlar dizisi olmak iizere; (f,)
fonksiyonlar dizisinin bir £ fonksiyonuna c[a, b] normunda diizgiin yakinsak olmasi
icin;

}Lglollﬁl — fllepapy =0
ya da baska bir ifade ile;
lim max |£,(x) — f(x)| =0

n—-ow a<x<b

esitliklerinin saglanmasi demektir.

Diizgiin yakmsama f, (x) = f(x) seklinde gosterilir.

Tamm 1.1.12.

(f,) dizisi f fonksiyonuna x Uzerinde noktasal yakmnsaktir< here > 0 igin ve
her bir x € x i¢cin 3n, Oyleki vn >n, oldugunda |fn(x)—f(x)| < ¢ olacak sekilde
n, (¢, x) sayis1 vardir (Balci, 2012).

Tamm 1.1.13.

(f,) dizisi £ fonksiyonuna X iizerinde diizgiin yakinsaktir & ve > 0 i¢in 3n,
Oyleki vn > n, Ve vx e Xx igin If,(x) — f(x)| <& olacak sekilde n,(¢ ) sayist vardir
(Balc1, 2012).

Tamm 1.1.14.
(a,b) € R acgik bir aralik ve f de (a,b) denR ye bir fonksiyon olsun. ¢, x € (a, b)
icin
i L= aco
sonlu limiti varsa, bu A(x) sayisina f fonksiyonunun x noktasindaki tiirevi denir ve

f (x) veya Df(x) yada df% ile gosterilir. Bu durumda, 5 fonksiyonu x noktasinda

X

tarevlenebilirdir (veya tirevlidir) denir (Musayev ve arkadaslari, 2007).

Tamm 1.1.15.

n>1 olmak Uzere P

>, n-inci dereceden bir polinom ve 7 ile g de x=0
noktasinda n’inci mertebeden turevlenebilen fonksiyonlar olsun.

limg() =0

X =0
6
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olmak Uzere;
f&) =R &) +x"glx)
Yazilabiliyorsa, P, , x =0 noktasinda f fonksiyonu tarafindan Uretilen Taylor

polinomudur denir.

Tamm 1.1.16.
f fonksiyonu a noktasmi ilave eden bir aralikta her mertebeden tiirevlenebilir

olsun.

serisine a noktasinda f fonksiyonu tarafindan iretilen Taylor serisi denir.

Tamm 1.1.17.

Lineer L operatori X uzaymdan Y uzayina doniisim yapiyorsa ve Vf € X i¢in
IL(F;0lly <ClIflly esitsizligini gergeklestiriyorsa L operatoriine smirli operator denir.
Bu ¢ sabitlerinin en kiigligiine L operatorinin normu denir ve LIl ile gosterilir

(Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995).

Tamm 1.1.18.
f@) ve g(n) reel sayilarda tanimli iki fonksiyon olmak t{izere her n > n, olacak
sekilde bir n vardir dyleki If(n)l < clgm)| dir ve f() = 0(g(n)) seklinde gosterilir.

Burada ¢ ve n, sabit sayilardir.

Tamm 1.1.19.

f bir [ araliginda tanimlanmig bir fonksiyon olsun. 0 < « < 1 0lmak Uzere, her
x1,%, € 1 IGIN;

[f(x) — flx )l < Mlx, — x,|®
olacak sekilde M > 0 varsa, f’ye Lipschitz sinifindandir, denir ve f € Lipy, («) ile
gosterilir.
Bir 1 araliginda
1. fe€Lipy(a)ise f fonksiyonubu aralikta stireklidir.

2. a>1i¢in f € Lipy (a) ise f sabit fonksiyondur.
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Tamm 1.1.20.

[a, b] aralig1 lizerinde tanimh fonksiyonlar i¢in;

b
J- If )ldx <

sartin1 saglayan fonksiyonlara L, sinifindandir denir. Bu fonksiyon smifi tizerindeki

norm | I, ile gosterilir. f € L, ise

b
Il = f IF o)ldx

a

yazilir.

b) 1< p < w igin

b
f If )P dx < oo
sartin1 saglayan fonksiyonlara L, siifindandir denir. Bu fonksiyon smifi tizerindeki
norm |l |l ile gosterilir. f € L, ise

1

b
Ifll, = ( [ |f(x)|pdx>p

yazilir.
Teorem 1.1.3.
p>1lveq >0 reelsayilari
1 1
—+-=1
p q

sartin1 saglasm. Bu durumda v(a,) € 1, v(by) € [, dizileri igin;

1
© 0 » ©
Zak ka<Z|ak|p> (Zlbqu)
k k=0 k=0

=0

1
q

esitsizligi Holder esitsiz/igi denir. Burada p=q =2 igin bu esitsizlik Cauchy-
Schwartz esitsizligi olarak bilinir.

Teorem 1.1.4. (Korovkin Teoremi):

L,(1;x) =31 1.2)
L,(t;x) 2 x (1.3)
L, (&% x) 3 x2 (1.4)

8



1. GiRIS ibrahim KAHVECiIBASI

Eger L, lineer pozitif operatorler dizisi [a b] araliginda (1.2), (1.3) ve (1.4)
kosullarmi ger¢ekliyorsa o takdirde C[a b] uzayinda olan ve tiim reel eksende sinirh
herhangi bir £ fonksiyonu i¢in n - « oldugunda;

L,(f;0) 3 f(x), a<x<bh
olur. Yada bu ifadeye esdeger olarak asagidaki gosterimi de kullanabiliriz.
L, () = fllcpapy =0 (n - o)

Ispat 1.1.4.
f fonksiyonureel eksende sinirli oldugu i¢in 6yle bir M > 0 sayis1 bulabiliriz ki;
tim x” ler igin
lfeol<m (1.5)
saglanir. Kabul edelim ki, fe€ C[a b] olsun. Siirekli fonksiyonlarm tanim geregi
ve > 0 sayisma karsilik 6yle bir § > 0 bulabilirizki ¢t € (—ew, +x0) Ve x € [a, b] igIN
lt —xl <&
oldugunda;
lf@ —f(0) I <e (1.6)
saglanir.
(1.6) esitsizligi; x,t € [a,b] oldugunda f fonksiyonu [a, b] de siirekli oldugu igin,
x € [a,b], t & [a,b] oldugunda ise f fonksiyonu a ve b noktalarinda, sirasiyla soldan ve
sagdan siirekli bir fonksiyon oldugu i¢in gergeklenir.
vx €[ab]; fOD <M M >0

vardir.

It — x| It — x| |t —x|?
<

lt —xl =8 = 21= 1s——=<—F

It — x| > & oldugunda ise (1.5) ve liggen esitsizliginden;

[t — x|?

lF@ —fI<lfrOl+1f ()l <2M < 2Mm 52

olur. O halde;
lt — x| <dicinlf@®) —f(x) | <e

. [t — x|?
lt— x| =8 igin If(®) — fF(x) | < 2Mm 52

elde edilir. Dolaysiyla vt € R Ve x € [a,b] iGiNn

[t — x|?

lF@®) — f(x) | <e+2M 52 (1.7)




1. GiRIS ibrahim KAHVECiIBASI

dir. Simdi (1.2), (1.3) ve (1.4) kosullarin1 gergekleyen (L,) lineer operatdr dizisinin
limn—»oo”Ln (f) - f”C[a,b] =0

esitligini sagladigmi gostermelidir.

(L,) operatorinun lineerliginden;

IL,F@);x) — fC) | =1L,(f@®);x) — FOI+L, (F(x); x) — L, (F(x); 01
IL, (F@®);x) — L, (FC); 0)+L, (FG); x) — FGO)]

L, (F@®) —f(x);x) + FO) (@, 1;x) — D

dir. Burada ti¢gen esitsizligini kullanilarak;

IL,(F@®);x) — f() | <L, (F@®) — F(x); 01 + [FOCOIIL, (1; ) — 1l (1.8)

elde edilir. (1.1)’den

IL, F@);%) = f(x) | < 1L, (F © — £ (x); 0]
olur, operator pozitif ve

lf@® -Gl =0

oldugundan;

IL, (@) — fO; 01 < L, AfF@® — £G ;)
seklinde yazilir. Budurumda (1.2) yardimiyla (1.8) esitsizligi;

IL,(F@®);x) — f) <L, If@®) — FC ;0 + MIL,(1;x) — 1|

olarak yazilabilir.
(L,) monoton artan oldugundan (1.7)’den;

[t — x|?

|Ln(f(t);x)—f(x)|§Ln<<e+2M 52 >;x>+ MIL,(1;0) — 11

elde edilir.

Ote yandan (L,) lineer pozitif oldugu dikkate almirsa;
(t —x)? (t —x)?
L, <s+2M 52 >;x =Ln(e;x)+Ln<2M 52 ;x>

M
= eL,(1;x) + 2§Ln(t2 — 2xt + x%;x)

M
eL, (1;x) + 2; {L, %0 — x?—x?+2x% —2x L,(t; ) +x2L,(1;0)}

M
eL,(1; x) +2§{Ln(t2;x) —x?+2x*=2xL,(t;0) + x2L,(1; x) — x? }

— el (L) + zgmnw;x)- 2= 2x (L, (6520 = 0 + x2(L, L) — 1))
elde edilir.

Bu ifadenin (1.8)’ de yerine yazilmasiyla;

10



1. GiRIS ibrahim KAHVECiIBASI

IL,(F@®);0) — f(x) | <eL,(1;2)
+ 2% {(L, %50 - x)—2x @, (&0 =) +x*@, (10 — 1 )3+ MIL, 050 — 1 |
elde edilen bu ifade de (1.2), (1.3) ve (1.4) kosullarinin kullanilmasiyla;
M M
IL,(f@®);x) — f(x) | < e+ 82? = e(l + 2?)

elde edilen bu ifadeyi her ¢ igin
IL,(F@®);x) — f(x) | <&
saglanir. Yani
lim (1L, (f) = fll a1 = 0
olur. Boylece ispat tamamlanms olur (Korovkin, 1953; Hacisalihoglu ve Haciyev,
1995).

11
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2. ONCEKIi CALISMALAR

Yaklagim teorisi alanindaki ¢aligmalar; ilk olarak Rus matematikci
Chebyshev’'in mekanizmalarin yapilar1 kapsaminda buhar makineleri ile ilgili
incelemeler yaparken; n > 0 ve bir [a,b] kapali araliginda tanimh ve siirekli bir f
fonksiyonu verilsin. Bu f fonksiyonunu herhangi bir noktasinda maksimum hata

kontrol edilebilecek sekilde n dereceli (n yeterince buyuk) bir

n

P(x) = Z a, x*

k=0

polinomu ile temsil edebilir mi? sorusunun cevabini aramasiyla baglamustir.

1885 yilinda Alman matematik¢i Weierstrass, cebirsel ve trigonometrik
polinomlarla siirekli fonksiyonlara yaklasilabilecegini ifade ve ispat etmistir.
Yaklagim teorisinin temel teoremini olusturan bu ifade asagida belirtilmistir.

C[a, b] smifindan verilen her f fonksiyonu icin keyfi bir ¢ > 0 cebirsel sayis1 ve
her x € [a,b] iGiN;

P,(x) — fo)l < e
olacak sekilde bir

n

P,(x) = Z a, x*

k=0

polinomu vardir (Pinkus, 2005).

1912 yilinda Rus Matematik¢i Bernstein, Weierstrass’m bu polinomun

x €[0,1] icin;
-k
B0 = ) fCG O (1- 0" 21
k=0

biciminde oldugunu gostermistir. Bernstein, tanimladigr ve kendi adiyla anilan bu
polinomlarla [0,1] araliginda tanimli ve siirekli her f fonksiyonuna yaklasilabilecegini
ispatlamistir.  Aymi zamanda Bernstein polinomlar1 [0,1] araliginda smirh f
fonksiyonunun her bir x, siireklilik noktasinda

lim B, (f;x0) = £ (xo)

12



2. ONCEKi CALISMALAR ibrahim KAHVECiBASI

bagintisii sagladigmi, ayrica f fonksiyonu [0,1] araliginda stirekli ise (2.1)’in bu
aralikta diizglin olarak saglandigini gostermistir (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995;
Lorentz, 1953).

Sonraki yillarda da Bernstein polinomlar1 {izerine bir ¢ok caligma yapimaistir.
Bernstein polinomlarinin; sayisal analiz, fonksiyonlar teorisi, geometri, fizik, jeodezi,
mithendislik, tip (goriintiileme sistemleri ve protez) bilimleri gibi bir ¢cok uygulama

alani mevcuttur.

Stancu (1968) 0 < a < g esitsizligini saglayan aVve g reel sayilari i¢in Bernstein
operatorlerinin bir modifikasyonu olan

P, &) = (G )xk (1 —x)"* olmak lizere

k+a)

(aﬁ) —
REPGD =) Bu®f (5

operatoriinii tanimlamis ve bu operatoriin yaklagim 6zelliklerini incelemistir.

K,,: Ly ([0,1]) - c([0,1]), her f € L,([0,1]) ve negatif olmayan herhangi m igin;

kAl
m m+1

K, &) =0m+ 1)2 (H)xk( —x)m* f (s — )™ f(s)ds
le=0 ke
m+1

lineer pozitif operatoriini Kantorovich tanimlamus ve yaklasim 6zelliklerini

incelemistir (Kantorovich, 1930). Bu operator Kantorovich operatori olarak bilinir.

Barbosu (2004), Kantorovich- Stancu tipi operatorleri ¢alismustir. Barbosu,
f € L,([0,1)) n € Nolmak Uzere;
K,“P.1,d0,1]) - clo,1]

P, () = (¢ )xk (1 —x)"* olmak Uzere;

k+a+1
n n+p+1
Kn(a,ﬂ)(f’x) — (n + ‘8 + 1)2 Pn’k(x) f f(S)dS
k=0 k+a
n+p+1

seklinde bir lineer pozitif operatdr tanimlamustir.
Durmeyer, [0,1] araliginda Bernstein polinomlarmin bir modifikasyonunu
asagidaki gibi tanimlamustir.
13



2. ONCEKi CALISMALAR ibrahim KAHVECiBASI

n 1
D,(f;x) =(n+1) Z @@ -xm* f(;; =" *f()de
k=0 0

Bu operatdr Bernstein Durmeyer operatorleri olarak bilinir. Bu operatorlerin diizgin

fonksiyonlara yaklasimi pek ¢ok matematik¢i tarafindan ¢alisilmistir (Durmeyer,
1967).

1932 yilinda Voronowskaja tarafindan f fonksiyonu [0,1] araliginda sinirli ve

bellibir x noktasinda 2. tiireve sahip ise;

—x(1 = x) B
—f )

n—-oo 2

esitliginin saglandig1 (asimptotik yaklagim) gosterilmistir (Lorentz, 1953).

1935 yilinda Popoviciu tarafindan w(f; 5) ile f fonksiyonunun sureklilik

modull gosterilmek Gzere;

76 - B, < ew (=)

oldugu gosterilmistir (Popoviciu, 1935).

1937 yilinda Chlodovsky tarafindan [0,0]'a genigleyen araliklarda Bernstein
polinomlarmi genellestirmis ve yaklasim Ozelliklerini incelemistir (Chlodovsky,

1937).

1938 yilinda Kac tarafindan Lipschitz kosulunu saglayan fonksiyonlara
Bernstein polinomlariyla yaklasilabilecegini ispatlamistir. Bu teoreme gore;

f € Lipa 0lmak lizere her n € N ve her x € [0,1] i¢in

x(1 - x))§

n

|f&)—BnULﬂ|SL(
dir (Kac, 1938).

1946 yilinda Herzog ve Hill tarafindan f fonfsiyonunun sagdan ve soldan

limitleri olmak sartiyla ve x, € (0,1) i¢cin bu fonksiyonun siireksizlik noktas1
1
Tlgg B,(f;x0)] = > (Fleo ) + fxo—))

oldugunu ispatlamstir (Herzog ve Hill, 1946).

14



2. ONCEKi CALISMALAR ibrahim KAHVECiBASI

Hildebrant, Schoenberg ve Butzer tarafindan Bernstein polinomlarmmn k
boyutlu uzaya genisletilebilecegi ifade edilmistir.
Yani; 0<x;,<1, i=12,.....k olmak Uzere k boyutlu kiipte tamimh ve smirh

f(x1,%,,..x,) fOnksiyonuna

ni Nk

B ( . ) _ ni Nk ﬁ & V(] — ni—-vq Vk(] — N —Vk
g eeny, S5 X1, X 0,0 ) = Gy ) o G S o x1"1(1—x) e X (1= x)
v1=0 vE=0

polinomu ile fonksiyonun herhangi bir siireklilik noktasinda n, -« iken

yaklagilabilecegini ispatlamstir (Hildebrandt ve Schoenberg, 1933).

Bernstein operatorlerinin teorileri hakkinda sistemli yaklagimlar 1990°h
yillardan sonra yaymlanmaya baglanmistir. Bu konuyla ilgili diizenli olarak bilimsel
calbgymalar ve makaleler yaymlanmakta ve her gecen gin yeni uygulamalar ve
genellemeler kesfedilmektedir. Bu konudaki ilk ilerlemeyi Lupas yapmustir. 1987°de
Bernstein polinomlarinin g-anologunu gelistirmistir ve polinomlarin yaklagim
Ozelliklerini incelemistir (Dikmen, 2009). Daha sonraki yillarda da Bernstein
operatorleri ve Bernstein polinomlar1 iizerinde bircok matematik¢i arastirma
yapmustr. Bu calismalar genellikle f fonksiyonuna B, (f;x) polinomuyla yaklasim
hizinin bulunmasi iizerinedir. Son yillarda Bernstein polinomlarmin sayilar teorisi ile
olan iligkisine ilgi artmakta ve bu konuda 6nemli ¢alismalar yapilmaktadr. Simsek
ve A¢ikgdz (2010) Bernstein polinomlari icin iireteg fonksiyonu tanimlamislar ve bu
fonksiyon sayesinde Bernstein polinomlarmm Bernoulli polinomlari, Euler
polinomlari, Genocchi polinomlari, Hermit polinomlar1 ve ikinci g¢esit Stirling

sayilart ile iligkilerini bulmuslardir (A¢ikgdz ve Araci, 2010).
1994 yilinda Taberska tarafindan bazi kosullar altinda mutlak siirekli f
fonksiyonuna B, (f;x) Bernstein polinomuyla yaklagim hizi gosterilmistir (Pych-

Taberska, 1997).

2000 yilinda Neammanee tarafindan f: R" - R? Lipschitz kosulunu saglayan

fonksiyona R® nin herhangi bir kompakt alt kimesi U(zerinde Bernstein

15



2. ONCEKi CALISMALAR ibrahim KAHVECiBASI

polinomlariyla yaklasilabilecegini géstermistir. Bu teoreme gore f: R* —» R? Lipschitz
fonksiyonu olsun. Yani, ¢ pozitif sabit ve her x,y € R" i¢in;

Ilf G - fFll < clix—yll
dir. R™ deki her kompakt b kiimesi ve B,:D - R?,n € N polinomu i¢in;

IF =Bl < K /““”; )

her x € D dir. Burada K, f’ye baglh bir sabittir (Neammanee, 2001).

Cao, asagidaki sekilde tanimli Bernstein operatOrlerinin bir genellemesini
yapmustir. Dogal sayilar kiimesi tizerinde s, bir dizi s, > 1 olsun.
n Sp—1
1 k+j
C,(f;x) = E; ; f(n_l_s—n_l)Rn,k(x)
Bu operatorde s, =1 yazarsak ¢, (f;x) =B,(f;x) oldugu agik¢a goriilir. Cao bu
operatoriin yakmsaklik sartlarini incelemis ve yakinsaklik hizin1 stireklilik modui lini

kullanarak hesaplamistir (Cao, 1997).

Aksop, [Zin 1+ Zin] aralig1 lizerinde asagida gosterilen lineer pozitif bir operator

tanimlamustr.

k

n 1 1 f
La(fix) = %Z@ (x - z_n) (1 —x+ )" f ()
k=0

n

(Aksop, 2009).

Duchon, m boyutlu Bernstein operatorlerini ve bu operatorlerin [0,1]™ Uzerinde

m — 1 boyutunun yaklasim 6zelliklerini incelemistir (Duchon, 2011).
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Materyal

Bu ¢alisma olusturulurken, konu ile ilgili kitap ve makalelere kiitliphanelerden

veya internet ortaminda ulagilmistir.

3.2.YOntem

Makaleler gozden gecirilmis ve kullanilan yontemler incelenmistir. Bu
caliymada tanimlanan ve ¢aligmanin orijinal operatrler dizisinin yaklasim 6zellikleri
incelenmistir. Inceledigimiz c¢ahsmalarm sonuglari, bu cahsmada tanimlanan

operatorler dizisine uygulanmustir.

Ayrica calisma, Mapple bilgisayar programi yardimi ile grafik ve niimerik

deger tablosu ile desteklenmistir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

Bu bolumde k,(f;x) operatorii tanitilarak Korovkin teoremi yardimiyla
yaklagim Ozellikleri incelenecektir. k,(f;x) operatorinin merkezi momentleri
hesaplanacaktir. Voronowskaja’nin Bernstein polinomu icgin yaptigi asimptotik
yaklagim hesabi1 K, (f; x) operatorii icin yapilacaktir. K, (f; x) operatori i¢in yaklasim

hiz1 hesaplanacak ve bu operator i¢cin bazi teoremler ispat edilecektir.

Tamm4.1.
Kabuledelim ki x € [-1,1] ve f e c[-1,1] olsun.

k() = @) +0*(1 - )"+ olmak Uizere

k+1
) n Zn_+1_1
n+
K="= 0w [ 0
k=0 k
zn_+1_1

seklinde tanimli lineer pozitif operatore K, (f;x) operatori denir.

Oncelikle K, (f; x) operatdriiniin lineer ve pozitif bir operatér oldugunu
gosterelim.
Lineerlik;

Her f,g € [-1,1] Ve her o, € RGN

n 2]:1%—1
n+1 K
K, (af @ + Bg(0) ) = =) o @) f (f® + pg(e)de
k=0 k
2n_+1_1
k+1 k+1
+1v e + 1% o
n n
V0w [ a@ars =) 00 [ pgcar
k=0 k k=0 Kk
2t 2051
k+1 k+1
+1v e +1v e
n n
==Y 0w [ r0art g ek [ g
k=0 k k=0 k
2! 2t

=a K,(f();2) + B K,(g(t);x)
oldugundan K, (f; x) lineer bir operatdrdr.

18
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Pozitiflik;

k,n e N igcin ve x € [-1,1] i¢in

1
o YA+ 0@ -x0"*k>0
dir.

f=o0ise

k+1
2n+1_1

f f@®dt=0
k

21!

dir. Dolayisiyla K, (f; x) pozitif bir operatordr.

Simdi;
K,(;x) =21 4.2)
K,(t;x) 3 x 4.2)
K, (% x) 3 x2 (4.3)
K, (t3;%) 3 2 (4.4)
K, (t%x) 3 x* (4.5)

oldugunu gosterelim.

K,(1; x) = 1 oldugunu gosterelim;

k+1
n n+1_1 n
K,(1;x) n+1z K(x) f 1d n+1z K(x) (2k+1 1) (2 £ 1)
; = — t=—— _— = — _— =
i X 2 P 2 Pn n+1 n+1
k=0 L—l k=0
n+1
n n
n+1 2 1
= k) ——= k) ==Q+x+1-0" =1
> ;)(pn(x)n 1 ;)(pn(x) o 1+x x)

K,(1;x) =1 (4.6)
Ik, (1;%) — 1llg_y 11 =0
glrg||Kn(l;x) — 1l =0
elde edilir. Yani n - « iken;
K,(1;x) 31
gerceklendigi goriiliir.

K, (t;x) 3 x oldugunu gosterelim;
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n 2 2
n+1 n+1 1 k+1 k
K (%) = E k f tdt = —— Y ok (2——1) - (2——1)
n (620 2 2 9, 00 2 O(Pn(x)z nt1 n+i

Tt z ok (x)

2 v 1 nn— Dk
=n+1kZ:12_"k(k—1)!(n— )(1+x) 1-x k+—Z(Pk(x) _1

n—1
_ 1 n( —1)! . . )
_(n+1)2n_1zk!(n—k—l)!(1+x) +1(1 = x) 1_|_?_1

n(1+x) 1

n(1 + x) _— 1 .
= —  on-1 4
(n+ 1D2n1 n+1
n(1 + x) 1 n n+1 nx x

= + -1= + -1 = =x -
n+1) n+1 n+1 n+1 n+1 n+1

X

n+1
x

Kn(t;x) =x —

(4.7)

X 1
max | |_
—-1xx<t! n4+1 n+

Il K, x) —xllci_y g = max x—n+1—x| =

limll K, (¢;x) — x”C[—l,l] =0

n—-oo

1

K,{t;x) 3 x

oldugu goriilir.

K, (% x) 3 x? oldugunu gosterelim.

k+1
2n+1 1

n 3 3
n+1 n+1 1(/7/ k+1 k

K,(t%x) = — k f tzdt=—z K(x) = (2——1) —(2 —1)
(%0 =— k_(P(X) ] 2 kzo@“(X)3 n+1 nt1

n+1i . 2 ((2k+1 1)2 <2k+1 1)(2 k 1) (2 k 1)
~ 76 kzO(ann+1 o A i nv1 T

1i k()<4k2+8k+4 4k + 4 . 4k + 4k 2k +2 2k
B Pn X mt+D?  n+l ThrD? n+l n+il

4> 4k )
o
m+1D?2 n+1
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12k +12k+4 12k +6 )

n
=1 q)k(x)( -
34 n n+1)2 n+1

4t N N e N
_(n+1)2;@“(X)kz+(n+1)2;("“(")k+3(n+1)2;@"(")

n n n
4 2
P 1Z@ﬁ(x)k—n—+12 ok (x) +2(p‘,§(x)
k=0 k=0 =0
n

4 4 W 4
= m;}@ﬁ(x)(k(k -1D+k +m;(pl§(x)k +m

4 < 2
k
-— k———+1
n+1kZO(p"(x) n+1+

4 < 4 X
= mkzz@ﬁ(x)k(k -1 +mkzzl<p]§(x)k

L S VPR SR 2 o A
+(n+1)2k=1(p“x +3(n+1)2_n+1k=1(p“x Tt

4 1 )
= (n+ 1)2;27 (7«1)(1+x)k(1 — )k k(k=1)

4 4 4\ 1 . n-1 4
+((n+1)2+(n+1)2_n+1)k2212_”(k)(1+x)k(1_x) ket Tt 3D
4 1 nn — 1D - 2)! B
=(n+1)2k§_:22_" kDG — DG L A0 kG =)
4—4n O 1 n(n — 1! ) o, n—1 4
+(n+1)2;2_"(n—k—l)!(k—l)!(1+x) e B [CRE)E

_Anln-1D(1+%)°
B (n + 1)2

n—2

1

Z—nz =2)(1 + 0k — k2
=0

4 —-4)n(1l+x) 1
m+1D2 20

n-—1

n—1 4
E A+ 0@ -0 +
kzoc‘l A n+1 3+ 1)2

dntn— D1 +x)% 1 @G -an(1+x)1 n—1 4
— — 9n-2 _Zn—l + +
(n + 1)2 2n (n +1)2 2n n+1 30+ 1?2
nh—1DA+2x+x?) @-2n)n(1+x) n?-1 4
a (n + 1)2 + (n+ 1)2 +(n+1)2+3(n +1)2
n(n—l)(2 D n?—1 4
=——— (-1 + +
+D? (m+ D2 30 + 12
n?x? — nx? n—1 4

(n +1)2 * (n+ 12 + 3(n +1)?

3x’n+x* n-1 4 ) 3x2n+x2—n—%
- + + =x° -
m+D?2  m+1D2 3m+D2 " n+ 1?2
21
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTIS MA ibrahim KAHVECIBASI

3x’n+x*-n-3
K,(t%x) = x* - (n +1)2 (45)
§ 3x2n+x2—n—%
||K (t?%; )_x2||c [-1,1] = rln<aX<1 x? n+ 12 -
3x2n+x2—n—% |3x2n+x2—n—% n+% sn+ 1
- 8L (n+1)2 - T (n + 1)? T+ D2 3G+

llm” K (tz x)_x ”C -1,1] =0

n—-oo

K, (t%;x) = x% oldugu goralar.

K, (t*;x) = x3 oldugunu gosterelim.

k+1
1n 2n_+11
n+
K50 == k) f Bdt
k=0 K
Zn—+1—1
_n+tl k+1 * k *
k
) )
Z(P 2 << n+1 )
n+ Z k() (( k+1 1>3 <2k+1 1)(2 k 1)2
n n+1_ * n+1l n+1

3

LA ) ) o))
+ n+1_ n+1_ + n+1_

<8k3+8k2 8k%?+8k 2k+2 4k? 4k ) 8k3 + 16k?* + 8k
- + - + -1+
(n+1)3 n+1)? n+1 @®m+1D? n+1 (n+1)3
4k* +8k+4 8k*+8k 4k+4 2k 12 k2 6k
- + + e+ —1
(n+ 1)? m+1? n+1 n+1 n+1)? n+1
1(x 32k3 + 48k2 + 32k +8 - 48Kk?% + 48k + 16 24k +12
k k k
=—Zq)(x S —Z(p (€9) > +Z(p () ——
(n+1) n n+1)

n n
8 12
[ — k k3 + —Z k k2
(n + 1)3;“’“(") (n+ 1) & 9, (0

8 N 2 12 v,
+(n+1)3;(pn(x)k+ CEEy 1)2;)%@);(2

n n
12 4 6 3
——— o*Wk— + E k() +———1
(n+1)2;(p“(x) (n+1? n+ 1k=0(pn(x) n+1

o8 N W - D — PSRRI o
_(n+1)3;<pn(x)(k(k Dk - 2) + 3k2 2k)+(n+1)3kz;)(pn(x)k2
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTIS MA ibrahim KAHVECIBASI

8 ~ 2~ 12
( +1)32q)n(x)k ( +1)2;@§(x)k ( H)zchg;(x)k_
6 ~ ) 2-n 4 2
+n+1](2;(P'1(X)k-l_n+1 (n+1)2+(n+1)3

-0 1)32@ GOk (e - Dk - 2)

( 24 24

CFEVERNCERVE (n+1)z)2¢(x)<k(k—1)+k>

3 16 8 3 12 K -n 4 2
ooty oa ot +1>Z"’ ket Tl D Gr D

n—3
8 1 nn—=1Dn-2)n -3)!
=(n+1)3;2_nk(k—1)(k—2)(k—3)!(n—k—3)!(1+X)k+3(1_’0n_k_3k(k_1)("_2)
24—12n"z_2i nln — D — 2)! Lt 921 — -2 e - D
+(n+1)3k=02" K —Dk =D —k—r ot - -1
24 — 12n "Z_l 1 n(n - 1)! Ut 10— bt
+mk:02_"k(k—1)!(n—k—1)!1+x 1-x k
6n2— 14 1 n(n — 1! . L 2-n 4
+(n+1)3;z_nk(k—l)!(n—k—ﬂ!(l”)H(l_x) 1k+n+1_(n+1)2
2
+(n+1)3
8 1 24—12n 1

— gt~ D= D 4092 4 s 1)Zz—nn(n 1)@ + )22
24 —12n 1 ( ypn-t 6n’ —14 1 ( ypn-t 2—-n 4 2
M O T e e R C ) AN CF ) E
nMn-1D0-220A0+x° 6-3n 12 — 6n
= T D7 + o 1)3n(n — 1D + x)? +—(n = 1)311(1 +x)

3n2—7( ) 2—n 4 2

+(n+1)3n1+x +n+1_(n+1)2+(n+1)3
n(1+x) 2—n 4

———(@* -3+ +6E -3 —DA+x) +12-6n+3n2—7) +

G n+1l (m+1)2
2
+—
(n+1)3
n(1 +x)
=m(n2+2n2x+n2x2—3n—6nx—3nx2—3n2—3n2x+9n+9nx—6—6x+12
6n+3n2 —7) 4 " 4 2
—6n+3n2-7) + - +
nen n+1 (n+ 12 (n+ 1)
n(1+ x) 2—n 4 2
2 .2 2.2 2
= 2 (n? — n?x + n2x? + 3nx — 3nx? — 1 — 62) +—— — +
Gry s v TR S = S D T e
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTIS MA

ibrahim KAHVECIBASI

IA

<

n3x3 —3n%x3 4 3n%x — 2n — Tnx — 6nx® + 2 4 2
- +
(n+1)3 (n+1)2 (n+1)3
3 x3 4+ 6n%x3 4+ 3nx® 3n’x—2n — 7nx —6nx% + 4 4
x3— + -
(n+1)3 n+ 13 (n+1)2
s x3 4 6n%x3 4+ 3nx3 — 3n’x + 6n + 7nx + 6nx?
X3 —
(n+1)3
x3 4 6n°x3 4 3nx3 — 3n%x + 6n + 7nx + 6nx?
K,(t3x) = x3 -
n+ 13
K5 — 2o
; x3 4 6n%x3 + 3nx® —3n’x + 6n + 7nx + 6nx? s
max |x3 — —x
1<kt (n+1)3
x3 4 6n’x3 4 3nx3 — 3n’x + 6n + 7nx + 6nx?
max |—
—1<x<1 (n+ 13
x3 4+ 6n%x3 + 3nx® — 3n’x + 6n + 7nx + 6nx?
max
1<kt (n+1)3
(6n% +3n+ Dx3 + 6nx? + x(7n — 3n?) + 6n|
max
=<t n+1)3 |
(6n2+3n+1)| 5| 6n , |7n—3n2|||
ax + +
G\ hrr Y TG D Tt X
(6n®+3n+1) 6n |7n — 3n?|
+ +
(n+1)3 m+13 (+1)3

(n = 3i¢in 7n < 3n? olacagindan;)

(6n>+3n+1) 6n 3n% —7n In?+2n 9n?+9n 9n
(n+1)3

MICTE RN E

limll K, (¢%;x) —x*ll¢jy =0

n-o

K, (t3;x) = x3 oldugu goralar.

K, (t* x) 3 x* oldugunu gdsterelim.

k+1
1n Zm—l
n+
K, (0 = 5= 0k f tdt
k=0 k
Zm—l

n+1
2

Z)cp‘;(x)%«z%— 1>5 - (an?— 1>5>
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTIS MA ibrahim KAHVECIBASI

12 ko) 2k+1 ) 2k+1 1)( 4k? 4k 1>
+5k=0(pnx n+1/ n+1 * (n+1)2_n+1+
n 4
Z k()(2 k ) 4(2 )3 6(2 k )2 8 K 1
+5k:0q’“x n+1 1) 7 +1 nri1l

12 ) (LK + 64K + 96K + 64k +16 32K +96k? + 96k +32 24Kk + 48k +24
Pn (n+ 1)+ N (n+1)3 T 1y

8k + 8 >
+1
n+1

1% 8k3 + 24k% + 24k +8 12k*+24k+12 6k +6 k
+—Zq>k(x) 3 - —+ - ( - )
5k:0 n n+1) (n+1) n+1 n+1

12 k(x)( 8k3 12k? 6k 1>(2k+1 1)
J’skzo"’n M+ D’ Tne1l n+1

1i k()<4k2+8k+4 4k + 4 1)( 4k? 4k 1)
+= - + - +
5L\ Tt D? ntl n+12 n+1
15: ( )( 16k* 32k3 24 k2 8k 1)
+5k:O‘an m+D' @+ mtD? sl
12 e )<16k4 + 64k3 + 96k% + 64k + 16  32k3 + 96k% + 96k + 32>
T5L n+1)* B (n+1)?
- 24k® + 48k +24 8k +8 . 16k* + 48Kk3 + 48k? + 16k
m+DZ n+1 T (n+1)*

+
ul] =
bS]
5 &
9
-
/-~ /N

24k3 +48k% + 24k  12k% + 12k 2k >
a— + —
(n+1)3 (n+1)? n+1
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTIS MA ibrahim KAHVECIBASI

1 8Kk3 + 24k* + 24k +8 12k? + 24k + 12
+—Zq>k(x) - +

Sk=0 n m+1)3 (n+1)?

12 ‘) 6k + 6 . 16k* + 16k®  24k3 + 24k?
+5k=0"’nx Thrl Mt T arn T Tty

1% 12k2 + 12k 2k +2 8k3 12 k2
) . - 4 a

Sk=0 n (n+1) n+1 @n+1) (n+1)

12 ‘) 6k . 16k* + 32k3 + 16k%  16k3 + 16k?2
+5k=0"’n D\t T (n+ 1)t Tt )3
1% 42 16k + 32k% + 16k  16k? + 16k

+2) 0@ - +
S54n (n + 1)2 n+1)3 (n+ 1)?
1i k()< 4k 4k2+8k+4 4k +4 . 16k* >
+= - + - +1+
5L\ ThrlT T mt D n+l n+ 1)

15: k()( 32k3 24k2 8k 1)
5L\ T a Ty T e 1

12 K( )<80k4 + 160k3 + 160k% + 80k + 16  160k> + 240k? + 160k + 40
Pn X n+ D4 B (n+1)3

120k? + 120k + 40 40k + 20 5)
- +
(n+ 1)2 n+1

16 ~ 32 -
- k 4 - k 3
= G 7 L K e ) Wk
k=0 k=0
32 - 16 ~ 16
k kZ Z k k
+ (n +1)4 ;) Pn Gk + (n+ 1)4k20(p“ )k + 5(n + 1)4
32 i ) , 48 ) , 32 - )
e D WK - = Wk~ = ) k(K
n+1) e n+1 ) n+1 o]
8 ~ 24 - 24 -
N, k - k kZ —Z k k
(n +1)3;}(P“(x)+(n+1)2;)(p“(x) +(n+1)2k:0(P“(x)

8 = 8 - 4 -
k k k
— —— k—— 1
+(n+1)22(pn(x) n+12(pn(x) n+1§(pn(x)+
k=0 k=0 k=0
n

16
_ k _ _ _ _
e 1)4;%&) (k (k — 1) (k — 2)(k — 3) + 6k — 11k? + 6k))

32 O, A 32 O,
+—(n+1)4;)$n(x)k3 —(n+1)3kzzotpn(x)k3+—(n+1)4;<pn(x) K2

48 X 24\ 16 N\
- k 2 - k 2 - k
DR L K+ e ) WK T ) ek
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTIS MA ibrahim KAHVECIBASI

32 - 24 -
— k - k
n+1)3 ;(P“(X)k +(n + 1)2kz;)(p“(X)k

Zk()k+ 16 8 + 8 * +1
AT D Y VI T I E L T PR

ol o 1)42 K (kG - Dk — Dk — 3)
( 96 32

G TN T (n+1>3)Z‘P"(x>(k(k — D0k = 2) +3k% - 21)

176 32 48
(_(n+ D Ty Dt (n+1)3 + (n+ 1)2);(”]5(")("(" — D4k

( 96 16 32 24 8 )i Ok 16 8
+ + - + - + -
M+ D' D' t+17 a1 a+ Ve T s )t (1)
8 n—3
+(n+1)2+n+1
n—4

16 Z 1 nn—1Dnh -2 -3)(n —4)!

T+ D L2 n—k— Dk — Dk - DU -3k - PR

Xx(1—x)"**k(k — 1Dk —2)(k —3)

+%ZZ% (n— kn—nsi Iizlfn—_lilin—_zil!c —ay DA k- D - 2)
+%2: zi" (n — kn—(nzi ;z;in__l?oi I TR A Gt Gl
+%2% o kn_(nli ;Ec D (A 4+ 0k = x)r k1

_%Z% (n — kn—(nli Igllc ) TR A Gk O

24n? — 168"2_2 1 n(n — 1D - 2)!

_ k _ n—k—
Tt Lo k- Dk - DGk 1 TP AT

24n? — 168 % 1 n(n - 1)!
+—z_ 1+ k+1 1— n—k—lk
(m+D* Lo k= DikG—Di TR0
96 — 8n — 8n3 % 1 n(n — D!
- 1 k+1 1— n—k—lk
TTarnt kzozn G k- DG DIt YT Am0

16 8 n—3
5(n+1)4 (n+1)3 +(n+1)2+n+1
nh-1D0-22-3)A +0* A2-4n)nh-1Dn-2)A +x)3
(it DA * (w+ D

27



4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTIS MA ibrahim KAHVECIBASI

(72 = 24n)n(n — DA +x)? (144 — 48n)n(1 + x)

n+ 1) + (n+ D4
(96 —32n)n(1 + x)  (6n? —42)nn — 1A + x)?
- +
(n + D4 (n + D*
(12n? — 84)n(1 +x) (48— 4n —4n®>)n(1 + x) 16 8 8 n—3
(n+ D* * (n + D* TSt A1 (e Tntd
n(l+x)
= ——(12n? — 84 + 48 — 4n — 4n>® — 96 + 32n + 144 — 48n)
(n+ D4

n(n—1)(1 + x)?
(n+1)*

(=2 -=3)A+202+ 12 -4 —2)A +x))

16 8 8 n-3
S+ 1) (1P m+ 12 n+d
nn—1)(1+ x)?

n(l+x
= ﬁ(unz —4n3 —20n +8) + D) (n?-s5n+6)1 +2x +x%)

+72 —4n + 6n% — 42 +

16 8 8 n—3

+(—=4n% +20n — 24)(1 + x) + 6n* — 24n + 30 + - + +
(—4n " Y1 +x) + 6n " S5m+D* m+1)P® (n+1)% n+1

12n3 — 4n* — 20n? + 8n + 12n3x — 4n*x — 20n%x + 8nx
h (n+ D4

(n? —n) @ + 2x + x2)
(n+ 1)*

(n? + 2n%x + n*x? —5n — 10nx — 5nx?+ 6 + 12x + 6x° — 4n?

— 4n%x + 20n + 20nx — 24 — 24x + 6n% — 24n + 30)
16 8 8 n—3
+5(n+1)4_(n+1)3+(n+1)2+n+1
12n® — 4n* — 20n? + 8n + 12n%x — 4n*x — 20n2x + 8nx

(n+ D4
(n? +2n%x + n*x? — n—2nx — nx?) 5 ) . )
+ T (Bn? —2n’x 4+ n?x?> —9n + 10 — 5nx? — 12x + 12
+ 6x2)
16 8 8 n—3

+ - + +
S5n+1D* (n+1)3 (n+1)? n+1

1
= W(Rn3 —4n* —20n?% + 8n + 12n3x — 4n*x — 20n%x + 8nx + 3n* — 2n*x + n*x?
n

—ond +10n3x — 5n3x% — 12nx + 12n° + 6n%x% + 6n*x — 4n*x? + 2n*x3
—18n3x + 20n3x% — 10n3x3 — 24n%x?)

Dt (+24n%x + 12n%x3 + 3n*x? — 2n*x3 + n*x* — In®x? + 10n3x3 — 5nx* — 12n2x3

+ 12n2x% 4+ 6n2x* — 3n3 + 2n3x — n3x? 4+ 9n? — 10n%x + 5n%x? + 12nx
—12n —6nx? — 6n3x + 4n3x? — 2n3x3 + 18n%x — 20n%x? + 10n%x3 + 24nx?
— 24nx — 12nx3 — 3n3x? + 2n3x3 — n3x + In?x? — 10n%x3 + 5n2x* + 12nx3
16 8 8 n—3
TSt 1) 1y (A1 Tntd
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTIS MA ibrahim KAHVECIBASI

B (71':—1)4(_714 +n? —4n — 4nx + 6n3x? —10nx? + n*x* + 11n°x* — 6 nx* + 6 nx?
~endxt) + 6 8 N 8 +n—3
5+ Dt +1DP n+1)?2 n+1
B (n‘:—l)‘*(_n4 +n% —4n — 4nx + 6n°x? — 10n%x? + n*x* + 11n%x* — 6 nx* + 6 nx?
16 8 8
—6n3x* +nt —6n2 — 8n — 3) +5(Tl+1)4_(n+1)3 +(n+1)2
B (n+1—1)‘*("4"4 —6nix* + 6n°x? — 6nx* + 6 nx? + 11n’x* — 10n%x% — 4nx — 5n% — 12n

16 8 8
+ - +
5(n+1)* (n+1) (n+1)?
10n3x* — 5n%x* + 10nx* — x* +6n3x%2 + 6 nx? 10n?x% +4nx + 50>+ 12n + 3

-3)

=Xx"— +
(n+ 1D* (n+ 1)*
16 8 8
+ - +
S5(n+D* (n+13 (n+1)?2
10n3x* — 5n2x* + 10nx* — x* + 6n3x? + 6 nx?  10n*x? + 4nx — 3n® — 4n _%
4
= x* - +
x (n+1)* (n+1)*
10n3x* — 5n%x* + 10nx* — x* + 6m3x?% + 6 nx?
K,(t%x) =x* -
(n+ 1)*
10n%x?% + 4nx — 3n? — 4n — %
+
(n+ 1)*
10n3x* — 5n%x* + 10nx* — x* + 6m3x% + 6 nx?
I K,(t* x) —x*ll = max |[x*-—
—1sx<1 (n + D4
10n%x?% + 4nx — 3n® — 4n — %
+ —x* 4.10
(n+ 14 x (4.10)
2 2.2 2 1
—6nx”+10n°x" +4nx — 3n° —4dn —¢  10n°x* — 5n?x* + 10nx* — x* + 6n°x?
R (n + D* (n + D*
10n3x* — 5n2x* + 10nx* — x* + 6n3x2 6 nx? — 10n’x? — 4nx + 3n’ + 4n +%
= max +
~1<x<1 n + 14 (n + D4
10n3x* + 10nx* + 6n3x% + 6 nx? + 3n? + 4n +%
< max
—1<x<1 (n+ D4
2 1
- 10n° +10n , 6n*+6n , 3n"+dn+g
< ma x* + x“+
A5\ + D (n+ D* (n + D*

1
10n®+10n 6n*+6n 3n°+4n+z  16n3+3n2 +21n  2In(n®+2n + 1)
+ + < <
(n +1D* (n + 1)* (n + 1D* n+ D* (n + D*
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTIS MA ibrahim KAHVECIBASI

< 21n
~ (n+ 1)2
!nlin ” Kn (t4; x) _x4”(:[_1,1] =0
K, (t* x) = x* oldugu goriilir.
Tamm 4.1.

Rom ) =L, (t—0)™x), m={12..}
ile tanimlanan ifadelere L, operator dizisinin m-inci merkezi momentleri denir.

Teorem4.1.
(Tanim 4.1)’de tanmmladigimiz merkezi momentlerin ilk doérdund k,(t;x)

operatdrii icin hesaplayalim.

Ispat 4.1.
K,((t-x0%x) = K,(1;x)
oldugundan ve (4.6)’den dolayr,
R, o) =1 (411)
olur.

K,(t—0%x) = K,(t;0) + K,(—x;x) = K,(t;x) —x K,(1;x)
yazilabilir. (4.6) ve (4.7)’den dolay,

X X

—x=—
n+1 n+1
x

K,(t—2)bx) =x—

R () = — (4.12)

n+1
olur.

K, ((t —0)%x) = K,((t? = 2xt + x2);x) = K,(t%x) —2x K,(t;x) +x? K,(1;x)
yazilabilir (4.6), (4.7) ve (4.8)’den dolayt;

1
3x’n+x*—-n-3

K,((t —x)%x) = x? — 3 4 (=2%) (X—L)+x2

(n+ 12 n+1
, 3x2n+x2—n—% L 22 )
T (n +1)? T

1
3x2n+x2—n—§ 2x%  3x?—-3x’n+3n+1

+ =
(n + 1)2 n+1 3(n+ 12
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTIS MA ibrahim KAHVECIBASI

oldugundan;
3x2 —3x’n+3n+1
R = 4.13
n2 ) 3(n + D2 (4.13)
olur.
K,((t —x)%x) = K,((t3 —3t%x + 3tx? — x3);x)
= Kn(t3;x) —3x Kn(tz;x) + 3x? Kn(t;x) —x3 Kn(l; x)
yazilabilir.
(4.6), (4.7), (4.8) ve (4.9)’dan dolayz;
x3 4 6n%x3 + 3nx® — 3n’x + 6n + 7nx + 6nx?
Kn((t —x)%x) =x3 -
(n+1)3
3x’n+x?—n— %
2 2 I
Y T T e o (x_n+1) g
x3 4 6n%x3 4 3nx® — 3n’x + 6n + 7nx + 6nx?
-3 —3x3
n+1)3
9x3n+3x3 —3xn —x 33 3x3 3
+ +3x3 - -
(n+ 1)2 Y Thrl
x3 4+ 6n%x3+3nx3—3n’x+6n+ 7nx +6nx? 9x3n+3x3-3xn—-x  3x°
= — + -
n+ 13 (n +1)2 n+1
x3 4+ 6n%x3 + 3nx® — 3n’x + 6n + 7nx +6nx>
a n+1)s3
9x3n+3x3 —3xn —x + 9x3n% + 3x3n — 3xn? —xn  —3x3n? — 6x3n — 3x3
+
mn+1)3 n+13
3x3n —x3—6nx?—6n—1lnx — x
a (n+ 13
oldugundan;
3x3n—x3—6nx? —6n—1lnx — x
R, 300 = (4.14)

(n +1)3
olur.

K,((t —0%x) = K, ((t* — 4t3x + 6t2x? — 4tx> + x*);x)

=K, x) —4x K,(t3x) + 6x? K,(t%x) —4x® K,(t; x) + x* K,(1;x)
(4.6), (4.7), (4.8) ve (4.9) ve (4.10)’dan dolayy,
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTIS MA ibrahim KAHVECIBASI

K,((t — 0% x) = x*

1
10n3x* — 5n2x* + 10nx* — x* + 6n3x% + 6 nx? — 10n°x? —4nx + 3n°+ 4n +=

5
(n+ 1*

1
x3 + 6n%x3 + 3nx3 — 3nx + 6n + 7nx + 6nx? 3x2n+x2—n—§
—4x | x3 - +6x%| x
n +1)3 (n +1)2

— 4x3 x—L + x4
n+1

10n3x* — 5n%x* + 10nx* — x* + 6m3x% + 6 nx? — 10nx? —4nx + 3n% + 4n + %
4

=x%— — 4x*
x (n+ Dt x
4x* + 24n%x* + 12nx* — 12n°x? + 24nx + 28nx? + 24nx?®
+ + 6x*
(n+1)3
18x*n + 6x* — 6x%n — 2x? 4t 4x* .
- —4x* +
(n+ 12 SR T
10n3x* — 5n2x* + 10nx* — x* + 6n3x% + 6nx? — 10n%*x? — 4nx +3n? + 4n +%
- (n+1)*
4x% 4+ 24n%x* + 12nx* — 12n2x? + 24nx + 28nx? + 24nx?
n+1)3
18x*n+ 6x* — 6x°n — 2x%  4x*
+
(n + 1)2 n+1
n’x* 4 8nx* + x* + 44nx? + 20n%x?% + 24n’x
B (n+ 1)*
24n2x3 4+ 24nx3 +20nx + 2x% + 3n? +4n +%
+
(n+ 1)*
oldugundan;
G n?x* +8nx* + x* + 44nx? + 20n%x?% + 24n%x + 24n°x3
Ea (n + D
24nx3 4+ 20nx + 2x% 4+ 3n% 4+ 4n +%
+ (4.15)

n+ 14
olur. Boylece k,(f; x) operatdrinin 4 tane merkezcil momentleri hesaplanmis olur.

Simdide K, (f; x) operatoriiniin diizgiin yakmsakligm1 inceleyelim.
Teorem4.2.
K, (f; x) operatdrl [—1,1] araliginda siirekli ve tiim reel eksende sinirh olan f

fonksiyonuna ayni aralikta diizgiin yakmsaktir. Yani,
r{l_)l'g” Kn(f; x) - f(x)”(:[_l'l] =0

32



4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTIS MA ibrahim KAHVECIBASI

Ispat 4.2.

K, (f;x) operatoriiniin diizgiin yakmsakhigin1 gosterelim;

k+1 k+1 |

L& e L& 1t
n+ n+
KG9~ ==Y 0 [ f@at- =) gk [t
k=0 k=0
anﬂ—l znl‘?—l
k+1 k+1
L& w1t L@ 2yt '
n+ n+
=1 Z(PE(X) f f(t)dt—Tz NEY f fGde
In+ 1Y% 2%71 |
R A B GACRION:
k=0 o S
n+1

x € [-1,1] oldugundan

2% YA+ 0@ -x0"k>0

dir.
Uggen esitsizliginden;
. zﬁ—i—l
n+1
|Kn(f;x)—f(x)|ST;(p‘;(x) [ 1r©-rea
B 2#—1
2%—1 2%—1
n+1 n+1
<2 lt_Z;&(pl;(x) | |f(t)—f(x)ldt+T|tZ|:>8(p1;(x) | 1r® - reolae
* ZHLH—l x= anH—l

f fonksiyonureel eksende sinirli oldugu icin dyle bir M pozitif sayisi bulabiliriz
Kitim x € [-1,1] icin
lF)l <M (4.16)
saglanir. f € C[-1,1] oldugunda her ¢ >0 i¢in Oyle bir 5 > 0 bulabiliriz ki ¢t € (—o0, )
Ve x € [a,b] igin It — x| < § oldugunda
lf() —f(xo)l <e (4.17)

saglanir.

x,t € [-1,1] oldugunda (4.17) esitsizligi f fonksiyonu [-1,1] de siirekli oldugu
icin gergeklenir.
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e [-11],t ¢ [-1,1] oldugunda ise (4.17) esitsizligi £ fonksiyonu a ve b
noktalarindan smasiyla soldan ve sagdan siirekli bir fonksiyon oldugu igin

gerceklenir.

(4.16) ve (4.17) esitsizliklerinden dolay1 tiim ¢ € (—w,x) Ve x € [-1,1] igin,
IF@® = Feol <&+ 5 (¢ —x)? (4.18)
esitsizligi  gergeklenir. Ciinkii |t — x| <& oldugunda, (4.18) esitsizligi (4.17)

esitsizliginden dolay1 26—1;' (t —x)? ifadesipozitif oldugu i¢in saglanir.

9" > 1 olacagindan 2 2>2M esitsizligi
;2 = 1 oOlacagmdan 5 (t —x)° = esits1zligl

It —x| > & oldugunda ise
saglanir. Bu durumda ¢ > 0 oldugu i¢in (4.16) esitsizliginden (4.18) esitsizligi elde
edilir.

Boylece;

2
K, (320 = FGOl < K, UF@ - FG150) < K, (& 4+ 55 (¢ 0% )

k+1 k+1
1! St
n+1 (t—x)? 2Mn+1
seram= Y gt [ SoarserSTo Y ok [ -0
[t—x|=8 k [t—x|=8 k
X Zm—l X 2n—+1—1
k+1
2Mn+ 1% e
n+
Set 73— Z(p';(x) f (t—x)2dt
k=0 K
Zn—+1—1

yazabiliriz. Boylece (4.13)’ten

K () 0l < 2M<3x2—3x2n+3n+1>
K,(f;x) — fx _£+? 3+ 1)2

elde edilir.

x € [-1,1] oldugundan;

max Bx?—3x*n+3n+1) =3n+1

—1=<x<1
0 halde;
6Mn + 2M
IK,(f;x) — f) ] <e +m
yazilabilir. Yani;
lim max IK,(f;x) — fG)| =0 (4.19)

n-ow —1<x<1
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olur. Boylece K, (f;x) operatorinun f fonksiyonuna diizgiin yakinsadigi gosterilmis

olur.

1932 yilinda Voronowskaja, Bernstein polinomlar1 i¢in bir teorem ifade ve
ispat etmistir. Bu ifadenin benzerini k, (f; x) operatorl i¢in ifade ve ispat edelim.
Teorem4.3.

f fonksiyonu [-1,1] araliginda smirli ve (—1,1) araliginin bir x noktasinda

ikinci tirevi mevcut olsun. Bu takdirde;
&)

21_210 n( K,(f;x) — f(x)) =—xf (@) + (1 —x?)

esitligi saglanir.

Ispat 4.3.

Bir f fonksiyonunun x noktasmdaki Taylor agilimu,
1 1
@ =70+ Ff' & —-x) + Ef” -2 +R,(t—x) (4.20)
Rt =) =5 f G -0+ - fO G =0+ -

olup buna kalan terim denir.
Ayrica;
R,(t —x) =t —x)?ult —x)
yazilabilir. Burada Rr, kalan terim ve lim,_,u(h) =0 dr. Dolayisiyla smirhdir. O
halde her bir h sayis1i¢in # > 0 vardir ki,
lu(m)l < H
yazilabilir.

Bu durumda (4.20) esitligi

£ =) + %f’ W -2 +%f” 0 =02 + ¢t — 02t — »)

seklinde yazilabilir. Her iki tarafi [(2 L 1) ) (2 k—i - 1)] araligna integrale alip ve

n+1

her iki tarafi

z ; 12% @A +0k@ —x)n*

ile garpar ve her iki tarafi X7_, toplamimi alirsak;
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k+1 k+1
n Zm—l n Zm_l
+1 +1 ,
K0 =" 00 [ featoY k@ [ F@e-var
k=0 kg k=0 2-k—_q
n+1" n+l
n 2%—1 n 2%—1
1 1 1
SN0k [ o W0t 4 =Y 0w [ -0l - v
k=0 sk k=0 k4
n+1 n+1
n 2%—1 n 2%—1
n+1 , n+1
K,(f;x) = f(x) 5 Z(p‘;(x) f dt+ f (x) 5 Z(p‘;(x) f (t —x)dt
k=0 anH_l k=0 anH—l
n Zfﬁ*l n 2%*1
1, +1 +1
b WY 0 [0t + Y 00 [ G- 0l - Da
k=0 2Ky k=0 2Ky
n+l n+1
, )
K,(f;x) = fG) K,(1;%) + f ()R, () +Txn,2(x)
. 2%—1
1
2N 00 [ -0 - v
k=0 2k
n+1
(4.6), (4.12) ve (4.13)’ dendolay,
, x f () (3x? —3x’n+3n+1
K,(f;x) = f(x) —f(x)n+1+ > ( 305 D2 )
., 2%—1
n+1
220w [ -0 - (4.21)
k=0 2k
n+1
Yukaridaki esitligin sag tarafindaki 4. ifadeyi
2&—1
1 n n+1
B = gl ) f (t — 0% — Ddt
k=0 Sk,
n+1
seklinde yazalim. Bu durumda;
2%—1
1
B = Y 0 j (¢ — 0%t — Ddt
lt—x|<d k4
n+1
2:%11—1
n+1
22 @ [ -0l - va (4.22)
lt—x|>5 2%_1
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olur. lt—xl <& iken |u(t—x)l < ¢ olur. Bu ifade ve lu()l <H (4.22)’de yerine

yazilirsa,;
2%—1
n+1
BWIse= > gk [ -
lt—x|<8 k
2m—1
2%—1
n+1
Y g [ ot (4.23)
lt—x[=8 ZnLH_l
k+1
+1 e
n
1B,GOl < €8,,00 + HI— > gk f (t - 0%dt
[t—x]>5 k
Zn—+1—1
X,,() yerine yazilirsa;
k+1
2?—1
3x2-3x*n+3n+1 n+1 . " 5
1B, (00 < ¢ TCFEIE + > Z N €9 f (t —x)%dt
[t—x|=3 k4
n+1
k+1
. Zm—l
n+
M= Y e [ -t
Jt—x[>8 k
Zn—+1—1
diyelim.
(t—x)?
It —x| = & ise 2
)
k+1
1 R
n+ t—x
M < ok (x) (t — x)? dt
2 n 52
|t—x|=58 k
Zn—+1—1
yazabiliriz. Boylece;
Aty
1n+1 1
S5 Y @ [ G-t =50,
lt—x[=>8 k
Zn_-l-l_l
dir. Bulunan bu ifadeyi (4.23)’te kullanirsak;
B (0 < 3x2 - 3x*n+3n+1 H& 0
n@lse 3(n + 1)? + g2

X,4() esitligini yerine yazarsak;
3x2-=3x’n+3n+1
3(n + 1)2

B,(x) | < ¢ <

37



4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTIS MA ibrahim KAHVECIBASI

N H (nzx4 + 8nx?* + x* + 44nx? + 20n%x?% + 24n’x + 24n2x3>
2 (n+ 14

(4]

o [ 24nx3 + 20nx + 2x2 + 3n? + 4n +%
_I__
8 (n+ D*

limnB,(x) < lime

n—-oo n—oo

<n2(3 —3x2%) +3x% + 1)
3(n + 1)2

H [ n3(x* 4+ 20x2% + 24x + 24x3 + 3)
* 52 (n+ 14

n2(8x* + 44x? + 24x3 + 20x + 4) + n(x* + 2% + 1)

5
* o+ D

= lime(1 — x?)

n—-oo
x € [-1,1] oldugundan;

lim, ,,nB,(x) =0 dr.

ey, <3x2 —-3x*n+3n+1

3(n + 1)2 >+B”(X)

Kn(f;x)=f(x)—f'(x)nj_1+ -

seklinde idi. O halde;

n( K,(f;2) — f() =—f &)

o f ) <3nx2 —3x?n2+3n% +n

B
1l 2 3(n + 1)2 >+n"(X)

lim n( K,(f;x) — f(x))

O lim f ) i 3nx? — 3x*n*+3n? +n lim nB. ()
=/ Wlm =gt 3(n + 1)2 g
f )

=—xf () + (1—-x?

2
Boylece ispat tamamlanmis olur.

Simdi de; K,(f;x) operatdriiniin yaklasim hizin1 hesaplayalim. Bunun igin
oncelikle siireklilik modiiliiniin tanim ve 6zelliklerini verelim.
Tamm 4.2. (Siireklilik M odii lii)

[a,b] araliginda tanmmli f fonksiyonu verilsin. [0,b —a] araligmnda taniml
0(@) = w(f;8) = {suplf ;) — fFOeDl: Ixy — x4 1< 8, %1, x,ela, b]}  fOnksiyonuna f ’nin
stireklilik modulti denir (Shevchuk, 1992).

Sireklilik Moduliinin Ozellikleri
L.w(;8)=0
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2.8, <8, 1se w(f;8,)<w(f;5,)

3. m e N i¢in w(f; ms) < mw(f; )

4. 2eRT iCinw(f;28) < (1+ V) w(f;8)
5.limg_, w(f;8) =0

6.1f® —f I <wlf® — D

7 1F@® - F)1 < (2 + 1) wir;8)

(Campiti ve Altomare, 1994).

Simdi siireklilik modiilii yardim ile K, (f; x) operatorinun yaklasim hizini
veren bir teorem ispatlayacagiz.
Teorem4.4.

f € c[-1,1] olsun. Bu takdirde yeterince biyiuk n’ler igin
IK,(f;0) — FOOl < 2w (f;%)

esitsizligi saglanir.

Ispat 4.4.
1
k() = o @A + 0k —x)n*k
olmak tizere
. 21%11—1
+1
KD ==Y gk [ o
k=0 ZL—l

n+1

seklinde 1di.

K, (1;x) = 1 oldugundan ve operatdriin lineerliginden;
IK,(f;0) — FOI| = K, (f;0) — FQOK,(1; 0] = K, (f; x) — K, (F () ;) |
<|k,(f® - f&)); x| < &, If@®) — FO; x) (4.24)
Sureklilik modulinin (7) 6zelligini kullanirsak;

lf @ —f(x)|s<

It —xl

+ 1) W(f;6)

Bu ifadeyi (4.24)’de yerine yazarsak;

w(f;8)
o)

It — x|

K, (f;x) — FOI| < K, (( +1>W(f;8);x>=W(f;5)Kn(1;x)+ K, (It —xl;x)
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bulunur.Yani,
1K, (F; ) — F 0ol < wiF;6) (xn 10 + %Kn(lt - x|;x)) (4.25)
(4.1)’in (4.25)'de kullanilmasiyla
1K, (F; 0 — Fo)l < wiF; ) (1 +2k e = x)> (4.26)

bulunur, bulunan bu ifadede;

A=K, (t—xl;x)
diyelim.
Cauchy-Schwartz Bungakowsky esitsizliginden;

2k+1

n+1

n
n+1
A=K, (=30 == ok f It — xlde
k=0

k+1 2 k+1
n 2n+1_1 2n+1_1 \

k=0 k

-1

2n+1
1

n+1

NEY ( N3] o (t—x)zdt\2
» )\z [ ]

1
2

(n+1>
_k_
n+1 -1

NI

k+1
n+1

(.
(”+1 2|Z(pk(x) (t— 02t |
Lo [ e

n+1

N|=

k+1
2n+171

0" () f (t—02dt | =K (c -0 02
0
2

k= ke
n+1

n+1
2

= |
\ 1

bulunur. Ote taraftan:

3x2 —3xn+3n+1

K,(t-—x?%x) = i D2

oldugunu biliyoruz.
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O halde;

3(n+1)2

<3x2 - 3x’n+3n+ 1>%
A<
elde edilir. Elde edilen bu ifadenin (4.26)’da yerine yazilmasiyla;

| () |< () 1<3x2_3x2n+3n+1>%
R R 3(n + 12

1 1 1

3x2—3x*n+3n +1\2 3n+1\2 /3(n+1)\z2 1
e = Gos ) =< Gaa o)
~1<xs1 3(n +1)? 3(n+ 12

3+ D2 T Vn
olur. Budurumda;

IA

11
Ik, (f; ) = fFOl < w(f; 8)(1 +g_n>
yazabiliriz. 5 = Jl_; olarak secilirse;

IK,(f;0) — FOOl < 2w (f;\/%)

olur. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Simdi de Lipschitz kosulunu saglayan fonksiyonlar kullanilarak K, (f;x)
operatori icin bir teorem ispat edelim.

Teorem4.5.

f fonksiyonu Lipschitz kosulunu saglhiyorsa; bu takdirde

I +1 \2
Ik, (f; x) — f(x) ”c[—l,ﬂ =0 <<3(:Tl)2) )
dir.

Ispat 4.5.

K,(1;x) = 1 oldugundan ve operatoriin lineerliginden,

IK,(f;x) — FQI| = |K,(f;2) — FOQIK,(1; 0] = |IK,(f; x) — K, (F () ;%) |

k+1
21‘L+171

| 1r©-rwa (4.27)

k
it

S IF@ - FELD =" ok )
k=0

yazilabilir.

f fonksiyonu Lipschitz kogulunu sagladigindan;
lF@) — fFG) < Mlt —xl|®
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Bu ifade (4.27)'de yerine yazilirsa;

k+1
Dol

n+1n
K20 — fOI <=0 0k [ Mle - xlae
k+1
+1v !
n
==Y 0k [l xdede = M, (- x50 (4.28)
k=0 P
n+1

Holder esitsizliginden;
K, (1t = X1 2) < K, (=077
Bu ifade ve (4.13) (4.28)'de yerine yazilirsa;

a
3x% —3x%n+3n+ 1)2

max Bx?—3x*n+3n+1) =3n+1

—1=x<1

O halde;
3n+1\2
IK,(f;2) — fGIl <M (ﬁ)z
Boylece;
3n+1 \2
1K, 30 = FO ety < M (o)
olur.Yani;

I +1 \2
K, (f; ) — £(x) ||c[—1,1] =0 ((3(:_'_ 1)2) )

bulunur ve ispat tamamlanir.

Simdi de tiirevlenebilen fonksiyonlar kullanilarak K, (f;x) operatdri igin bir
teorem ispat edelim.
Teorem4.6.

f threvienebilir ve tlrevi [—1,1] araliginda, strekli ve tim reel eksende sinirl
bir fonksiyon olsun. Bu durumda; belirli bir n den sonra

M 1
Valk, (F;0) — fGO | < =t 2w (f :\/—;)

drr.
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Ispat 4.6.
f tirevlenebilir ve tirevi [-1,1] araliginda, siirekli ve tiim reel eksende smirh
bir fonksiyon oldugundan, t,x € [-1,1] i¢cin Ortalama deger teoreminden ¢ ile x

arasinda dyle bir v vardir ki

olur. Esitligin sol tarafina —f (x) + £ (x) eklenirse;

fFO-f=t-0f W+t -0 @ -f &) (4.29)
elde edilir. O halde (4.29)’un K, (f; x) operatorii altindaki goriintiisii alnirsa ve
K,(t;x) =x _ni T

oldugu g6z 6niine alinirsa;
K, (i) = f&) = f @K, -0 + K, (€ =0 (F @ — f @);x)

= £ (x - == %) + K, (€ =0 @) =/ ) )
_ —xf (x)

n+1

K, (¢ = 0(f @ ~ £ 0)); x) (4.30)

elde edilir.u, ¢ ile x arasinda oldugundan;
lu — x| < |t — «l

olacaktir. Stireklilik modiilii 6zelliginden;

lIf W —f l<w( 5 lu—xDh)<w(f; It —xD) < <1 + lt;nx|>w(f’;5n )
elde edilir. Buson ifade (4.30)’ da yerine yazilirsa;
1K, (f; ) - fQ)] < ";;(1")' +K, (e = xllf @) = f Gl )
sl_%,(f)u K, <|t —xl <1 + lt;ﬁ');x) w(f';s,)
< l_:;]:_(f)l+Kn(|t—x| +$(t—x)2;x> w(f';6,)

Cauchy Schwartz esitsizliginden;
|—xf (ol

n+1

IK,(f;x) — FO)| <

1
+ [(Kn((t —-0%x))* + %(Kn((t —0%0)|w(;6,)

Ote taraftan;

3x2 =3x*n+3n+1
3(n + 1)2

K,((t—x?%x) =

oldugunu biliyoruz.
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<3x2—3x2n+3n+1>%_< 3n+1 )% (3(n+1)>
3(n +1)2 “BGa+02 =Gar?

1
2

_
“Vn

max
—1=<x<1

olur. Budurumda;

|—xf ()l 1 1 )

n+1 +(ﬁ+n6n)w(f;6")
1 1

|f'(x)|+(\/—z+5) w(f;68,)

IK,(f;x) — FOI| <

||

IK,(f;0) — fFOII < Tl
f butin reel eksende smirh oldugundan;

lfF )l <m

olacak sekilde M > 0 sayis1 vardir.

M 1 1 , M 1 1 ,
K, (30 = F 1 < g+ () w50 s o+ (o) o i0)

n

5 =

n

=|"‘

olarak segilirse;
M2 1
K30 = f@ 1 <=+ = w(fi =)
bulunur. Esitligin ikitarafi vn ile ¢arpilirsa
M 1
Valk, (f; ) = fG) | < =+ 2w (f ;—=)
n Vn

elde edilir. Boylece ispat tamamlanur.

Simdi de {lizerinde calistigimz K,(f;x) operatorinin; fG) =sin(7‘rx)e_§ ve

g(x) = sin(mx) In(x + 2) fonksiyonlarma ait yaklasimini karsilastran grafikleri gizelim.

K, (f;x) operatorinin f(x) =sin(nx)e‘§ fonksiyonuna yaklasimi Sekil 4.1. ,
Sekil 4.2. , Sekil 4.3. , ve Sekil 4.4. te goriilecedi gibi n degeri yeterince biliyiik
secildiginde operatdriin fonksiyona daha iyi yaklastig1 goriilecektir.

Aymi  sekilde Kk, (f;x) operatorinin g(x) = sin(mx)In(x +2) fonksiyonuna

yaklagim Sekil 4.5. , Sekil 4.6. , Sekil 4.7. , ve Sekil 4.8. te goriilecegi gibi n degeri
yeterince biiylik secildiginde operatoriin fonksiyona daha iyi yaklastigi goriilecektir.
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06 - f(x)

0.4 o

oz o

Sekil 4.2. f(x) = sin(mx)e 2 fonksiyonuna K, (f; x) ile n = 50 igin yaklagim grafigi
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] | | rw
Oa —
i K, (f; x)
.4
oz —_
l:l.lj 1I

Sekil 4.3. f(x) = sin(mx)e 2 fonksiyonuna K, (f ; x) ile n = 100 igin yaklasim grafigi

] 1 oo
o8 - v
. K,(f;x)
0.4
0.2 -
D.Ij 1I
X

Sekil 4.4. f(x) = sin(x)e” 2 fonksiyonuna K, (f; x) ile n = 500 i¢in yaklasim grafigi
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o= 1 &

06 - \

a4 K, (f;x)

0.2 -
] T T 1
- -0.5 a.s 1

T x
o~
0.4 -

Sekil 4.5. g(x) = sin(zx) In(x + 2) fonksiyonuna K, (f; x) ile n = 10 i¢in yaklasim grafigi

Sekil 4.6. g(x) = sin(mx) In(x + 2) fonksiyonuna K, (f; x) ile n = 50 i¢in yaklasim grafigi
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FGx) 1
0.8 -
i K,(f; x)
O.a
0.1
0.z -
I T T 1
-1 -0.5 a.5 1
. x
-0 -

Sekil 4.7. g(x) = sin(mx) In(x + 2) fonksiyonuna K, (f; x) ile n = 100 igin yaklasim grafigi

)
0z
- K,(f;x)
0.6
0.
0.z
I T T 1
-1 -0.5 a5 1
N x
-0 -

Sekil 4.8. g(x) = sin(mx) In(x + 2) fonksiyonuna K, (f;x) ile n = 500 igin yaklasim grafigi

Simdide f(x) = sin(r[x)e_% olmak tizere, n ve x’inbazidegerleri i¢in K, (f; x) ile
f fonksiyonuna yaklagiminin niimerik tablosunu ¢izelge halinde gosterelim.
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Cizelge 4.1. f(x) =sin(mx)e 2 olmak lizere, n ve x’in bazidegerleri icin K, (f;x) ile f

fonksiyonuna yaklasimmnin niimerik tablosu

n n=10 n=50 n=100 n=500
X

-0.9 0.2180887022 0.0576604091 0.0299390318 0.0061743320
-0.8 0.0044432139 | 0.0070836148 0.0041455139 | 0.0009354300
-0.7 0.1750433210 | 0.039948488 0.020254937 0.004093531

-0.6 0.2975500442 | 0.074627197 0.038477685 0.007890249

-0.5 0.3524129071 | 0.091828800 0.047660836 0.009829063

-0.4 0.3403435224 | 0.090284532 0.047007417 0.009720750

-0.3 0.2715255098 | 0.0721696082 | 0.0375942944 | 0.0077777173
-0.2 0.1629210078 | 0.0422515531 | 0.0219235053 | 0.0045206777
-0.1 0.0351615273 | 0.0067756318 | 0.0033165051 | 0.0006489310
0.1 0.1955467178 0.2654574505 | 0.2922326138 | 0.2745386384
0.2 0.0555125000 | 0.0725003904 | 0.0767544268 | 0.0686335956
0.3 0.0291936203 0.0378923375 0.0398574450 0.0353475123
0.4 0.0060871828 | 0.0078597333 | 0.0082219665 | 0.0072404173
0.5 0.2176052369 | 0.0505652160 | 0.0257204513 | 0.0052125782
0.6 0.1322535834 | 0.0265226494 | 0.0131327619 | 0.0025994037
0.7 0.0333160267 | 0.0013011823 | 0.0001335168 | 0.0000637845
0.8 0.0623450903 | 0.0202915321 | 0.0107788606 | 0.0022625027
0.9 0.1379878830 0.0342105506 0.0175687320 0.0035893173

Cizelge 4.1 den gorildugi gibi |k, (f; x) — fG) | farki x in [-1,1] arasindaki
farkli degerleri igin n degeri biiyiidiikge, sifira daha ¢ok yaklastigi goriilmekted ir.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

5.1. Sonuglar

[-1,1] simetrik araligi tizerinde tanimladigimiz K, (f;x) operatdriiniin lineer
pozitif operatdr oldugu, Korovkin teoreminin sartlarini sagladigi ve f fonksiyonuna
diizgiin yakinsadig1 gosterilmistir. Daha sonra k,(f;x) operatdrinin merkezi

momentleri hesaplanmis ve asagidaki esitlikler elde edilmistir.

R, o(x) =1
Nn,l(x) = —nj_ 1
3x2 = 3x*n+3n+1
R (1) = 3(n + 12
3x3n — x3 —6nx? —6n — 11nx —x
X, 50 =
’ (n+1)3
n2x* + 8nx* + x* + 44nx? + 20n%x? + 24n%x + 24n%x3
R, 4 (0) = T D"
24nx3 + 20nx + 2x% + 3n% + 4n +%
+

(n+ 1)4

Hesapladigimiz merkezi momentler kullanilarak kK, (f;x) operatorinin
asimptotik yaklagimi incelenmis ve asagidaki esitligin saglandig1 gosterilmistir.
)

lim n( K,(f;x) — f)) = —xf () + (1 — x?)

Daha sonra siireklilik modiilii yardimiyla K, (f; x) operatoriiniin yaklagim hizi

hesaplanmis ve asagidaki esitsizlik elde edilmistir.

IK,(f; x) — fFO)| < 2w (f,%)

f fonksiyonu Lipschitz kosulunu saghyorsa; K, (f;x) operatorii igin asagidaki
esitlik elde edilmistir.

I +1 \2
K, (f;0) = fFOI iy = 0 <(3(:T1)2) )
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f tirevlenebilir ve tirevi [—1,1] araliginda, siirekli ve tiim reel eksende smirli

bir fonksiyon olsun. Bu durumda; belirli bir » den sonra
VA, (30 = FGO| < =t 2w (F 3=)
n Vn

esitsizligi elde edilmistir.

Son olarak k,(f;x) operatorinin f(x) = sin(nx)e% ve g(x) = sin(mx) In(x + 2)
fonksiyonlarma ait farkli n degerleri icin yaklasimini karsilastran grafikler ¢izilmis
ve flx) = sin(nx)e% fonksiyonu i¢in hesaplanan niimerik degerler tablo halinde

gosterilmistir.

5.2. Oneriler

Slrekli fonksiyonlar incelenirken Bernstein operatdrlerinden yararlanilabilir.
Bernstein polinomlar: ile yapilan ¢alismalar [0,1] kapali araligi tizerindedir. Fakat
kapali aralik iizerinde sonsuz siireksiz noktalar1 olan fonksiyonlar incelenirken
Bernstein polinomlarini kullanmak uygun degildir. Bu tir fonksiyonlar icin
Durmeyer operatorleri veya Kantorovich operatorlerinden yararlanilabilir. Tim reel
eksenin simetrik alt aralig1 lizerinde ¢alisilmak istenildiginde Bernstein polinomlarmni
kullanmak uygun degildir. Bu durumda bizim ele aldigimiz operatoriin kullanilmasi

uygundur.
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