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Bu çalıĢmada 𝐾𝑛

 𝑓; 𝑥  operatörünün yaklaĢım özellikleri incelenmiĢtir. Lineer pozit if operatörler 

dizisinin  tanımı verilerek, temel özellikleri  tanıtılmıĢtır. Ayrıca Korovkin  teoremi ispatıyla birlikte 

verilmiĢtir. Lineer pozitif operatörleri ile  ilgili yapılan önceki bazı çalıĢ malara değinilmiĢtir. Korovkin 

teoremi yardımıyla  𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥  operatörünün yaklaĢım özellikleri incelenmiĢtir.  𝐾𝑛

 𝑓; 𝑥  operatörünün 

sürekli 𝑓  fonkiyonuna düzgün yakınsadığı gösterilmiĢtir. 𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥  operatörü için Voronowskaja 

teoremi tipinde b ir teorem de ispat edilmiĢtir.  𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥  operatörünün merkezcil momentleri 

bulunmuĢtur. Süreklilik modulü yardımıy la 𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥  operatörünün yaklaĢım hızı incelenmiĢtir. 

Lipschitz koĢulunu sağlayan fonksiyonlar kullanılarak 𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥  operatörü için bir teorem ispat 

edilmiĢtir. 𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥  operatörünün farklı iki fonksiyona yaklaĢımı grafikte gösterilmiĢtir. Seçilen b ir 

fonksiyon için  𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥  operatörünün bu fonksiyona yaklaĢımının, “𝑛” ve “𝑥”in bazı değerleri için 

nümerik değerler tablosu hazırlanmıĢtır.  

 

 

 

ANAHTAR KELĠMELER: Bernstein ve Kantorovich polinomları, Korovkin teoremi, yaklaĢım hızı, 
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In this study approximation properties of the operator 𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥  are investigated. Positive linear 

operators are defined and some basic properties of them are introduced. Also  the Korovkin theorem is 

given with the proof. Related some previous studies about  the positive linear operators are mentioned. 

Approximation properties of the operator 𝐾𝑛
 𝑓 ;𝑥  are investigated with the help of the Korovkin 

theorem. Uniform approximat ion of the operator 𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥  to continuous function 𝑓 is shown. Also fo r 

the operator 𝐾𝑛
 𝑓 ;𝑥 , a theorem like Voronowskaja  is proved. Centripetal moments of this operator is 

estimated. Rate of approximation of the operator 𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥  is examined with the help of the modul of 

continuity. With the use of the functions which satisfy the Lipschitz condition, a theorem is proved for 

the operator 𝐾𝑛
 𝑓 ;𝑥 . Approximat ion of the operator 𝐾𝑛

 𝑓; 𝑥  to two function is demonstrated in a 

graphical. For the chosen function, numeric values chart is given about the some values of the “𝑛” and 

“𝑥” for the approximation of the operator 𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥  to the function. 

 

KEY WORDS: Bernstein and Kantorovich polynomials, Korovkin theorem, rate of approximation, 

linear positive operators 
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SĠMGE VE KISALTMALAR DĠZĠNĠ 

 

ℕ                                                   Doğal sayılar kümesi 

ℝ                                                   Reel sayılar kümesi  
𝐶 𝑎, 𝑏                                                  𝑓: 𝑓:  𝑎,𝑏 → ℝ 𝑠ü𝑟𝑒𝑘𝑙𝑖𝑑𝑖𝑟  

𝜔(𝑓; 𝛿)                                         𝑓 fonksiyonunun süreklilik modülü  

 𝑎𝑗                                                    𝑎0 +  𝑎1 + 𝑎2+. . . 𝑎𝑛   

𝑛

𝑗 =0

 

 
𝑛
𝑘
                                                       

𝑛!

 𝑛 − 𝑘 ! 𝑘!
 

𝐵𝑛
 𝑓;𝑥                                         𝑓 fonksiyonunun n-inci Bernstein polinomu  

𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥                                         𝑓 fonksiyonunun n-inci 𝐾𝑛

 𝑓; 𝑥  polinomu  

⇉                                                  Düzgün yakınsama  

ℵ𝑛 ,𝑘
 𝑥                                           k-ıncı merkezi moment  

  
𝐶 𝑎 ,𝑏                                       𝐶[𝑎, 𝑏] uzayındaki   

𝐶 𝑎 ,𝑏 = max𝑎 ≤𝑥≤𝑏
   ile tanımlı o lan norm
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1. GĠRĠġ 

 

 

Lineer pozitif operatörlerin yakınsaklığı incelenirken matematiğin birçok 

alanından faydalanılır. Özellikle yaklaĢım teorisinde fonksiyonel analizden çokça 

faydalanılır. Kapalı bir aralıkta sürekli fonksiyonlara polinomlarla yaklaĢılabileceği, 

yaklaĢım teorisinin üzerinde çalıĢılan temel çalıĢmalardan biridir.  

 

Ġlk defa 1885 Weierstrass, kapalı bir aralıkta sürekli fonksiyonlara polinomlarla 

yaklaĢılabileceğini ispatlamıĢtır. Bu teoremin ispatı birçok kiĢi tarafından yapılmıĢtır.  

Bu ispatlar içerisinde en önemli olanlardan biri, 1912 yılında Bernstein tarafından 

yapılmıĢtır. 1912 yılında Rus Matematikçi Bernstein, Weierstrass’ın bu polinomun 

nasıl olacağı üzerinde çalıĢmıĢ ve toplamsal biçimde bir polinomlar dizisini 

aĢağıdaki gibi tanımlamıĢ.  

 

𝑥 ∈  0,1   için 

 𝐵𝑛
 𝑓;𝑥 =  𝑓(

𝑘

𝑛

𝑛

𝑘=0

 )(𝑘
𝑛  )𝑥𝑘  (1 − 𝑥)𝑛−𝑘    

(Lorentz, 1953). 

𝑥 𝜖 0,1 , 0 ≤ 𝛼𝑘 ,𝑛 ≤ 1    olduğunda 

𝐿𝑛
 𝑓 ;𝑥 =  

  
𝑓  𝛼𝑘 ,𝑛  𝑃𝑘 ,𝑛   𝑥 ,       𝑃𝑘 ,𝑛   𝑥 ≥ 0           

                 

∞

𝑘=0

 

pozitif operatör dizisinin 𝑛 → ∞ için  0,1  aralığında 𝑓 fonksiyonuna düzgün yakınsak 

olabilmesi için gerek ve yeter koĢulları üç tanedir.  Bohman bunları; 

𝐿𝑛
 1; 𝑥 ⇉ 1 

 𝐿𝑛
 𝑡; 𝑥  ⇉ 𝑥  

𝐿𝑛
 𝑡2; 𝑥 ⇉ 𝑥2 

Ģeklinde ifade etmiĢtir. AĢikardır ki Bohman’ın araĢtırdığı operatörlerin değeri 𝑓 

fonksiyonunun [0, 1] aralığının dıĢındaki değerlerinden bağımsızdır.  

 

1953 yılında Korovkin, Bohman’ın koĢullarının genel halde de geçerli 

olduğunu görmüĢ ve genel bir teorem ispatlamıĢtır (Korovkin, 1953; Hacısalihoğlu 

ve Hacıyev, 1995). Daha sonraki yıllarda Bernstein polinomları üzerine birçok 
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çalıĢma yapılmıĢtır.  Bu çalıĢmalardan biri de Lorentz’in yazdığı (1953) “Bernstein 

Polynomials” adlı kitabıdır. 

 

Bernstein polinomları üzerine sistematik yaklaĢımlar, 1990’lı yıllardan sonra 

hızlanmıĢtır. Bu konuyla ilgili birçok makaleler yayınlanmakta ve her geçen gün yeni 

uygulamalar ve genellemeler keĢfedilmektedir. Bu konuda en önemli ilerlemeyi 

LupaĢ yapmıĢtır. 1987’de LupaĢ Bernstein polinomlarının q-anologunu geliĢtirmiĢtir 

ve polinomların yaklaĢım özelliklerini incelemiĢtir (Dikmen, 2009). 

 

YaklaĢımlar teorisinde, klasik yakınsaklık kavramı ile ilgili çalıĢmalar devam 

ederken, günümüzde "istatistiksel yakınsaklık" kavramı da önemli çalıĢma 

alanlarından biri olarak karĢımıza çıkmaktadır. Ġlk olarak 1950 yılında Fast 

tarafından tanımlanan istatistiksel yakınsaklık kavramını Gadjiev ve Orhan (2002) 

lineer pozitif operatör dizileri için Korovkin tipli yaklaĢım teoremi elde etmek için 

kullanmıĢlardır. Bu teoremle birlikte birçok operatörün istatistiksel yaklaĢım 

özellikleri ve yaklaĢım hızları incelenmiĢtir ( Doğru ve Duman 2006).  

 

Biz bu çalıĢmamızda,  

𝑥 ∈ [−1, 1] ve 𝑓 ∈ 𝐶[−1, 1] ve 

φ
n
k  𝑥 =

1

2𝑛  (𝑘
𝑛  ) 1 + 𝑥 𝑘 (1 − 𝑥)𝑛−𝑘  olmak üzere; 

𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥 =

𝑛 + 1

2
 φ

n
k  𝑥  𝑓 𝑡 𝑑𝑡

2
𝑘+1
𝑛 +1

−1

2
𝑘

𝑛 +1
−1

𝑛

𝑘=0

 

Ģeklinde tanımladığımız operatörün lineer pozitif olduğunu, Korovkin teoremi 

Ģartlarını sağladığını,  [−1,1]  simetrik aralığı üzerinde düzgün yakınsadığını 

gösterilecektir. Süreklilik modülü yardımıyla yaklaĢım hızı hesaplanacaktır. Bu 

operatör için bazı teoremler ispat edilecektir. Ayrıca bu operatörün merkezcil 

momentleri yardımı ile asimptotik yaklaĢımı hesaplanacaktır. 𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥  operatörünün 𝑓 

fonnksiyonuna yaklaĢımı grafikler ile gösterilecektir. Son olarak seçilen bazı 

fonksiyonlara operatörün yaklaĢımı bazı 𝑛  ve 𝑥  değerleri için nümerik tablosu 

hazırlanacaktır.  
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1.1. TEMEL KAVRAMLAR 

 

Bu bölümde, çalıĢmamızda kullanacağımız bazı tanımlar ve teoremler 

verilecektir. Ayrıca burada vereceğimiz tanımlar genel tanımlar olduğu için 

bazılarında kaynak belirtilmemiĢtir.  

 

Tanım 1.1.1. 

𝑋 ve 𝑌  aynı 𝑭 cismi üzerinde iki lineer uzay olmak üzere; 𝐿 ∶   𝑋 → 𝑌  Ģeklinde 

tanımlanan dönüĢümlere operatör adı verilir (Bayraktar, 2006). 

 

Tanım 1.1.2. 

𝑋 ve 𝑌 aynı 𝑭 cismi üzerinde iki lineer uzay olmak üzere    𝐿 ∶ 𝑋 →  𝑌  operatörü 

her ƒ, 𝑔 ∈ 𝑋 ve her 𝛼, 𝛽 ∈ 𝑭 için; 

𝐿(𝛼ƒ + 𝛽𝑔) = 𝛼𝐿(ƒ) + 𝛽𝐿(𝑔) 

eĢitliği sağlanıyorsa o takdirde 𝐿 operatörüne lineer operatör denir. 

 

Tanım 1.1.3. 

𝑋 ve 𝑌 reel değerli fonksiyon uzayı olsun ve kabul edelim ki  

𝑋+ = {ƒ ∈ 𝑋 ∶  𝑓(𝑥) ≥ 0}, 𝑌+ = {𝑔 ∈ 𝑌 ∶  𝑔(𝑥) ≥ 0} olsun. 

Eğer 𝑋′ten 𝑌′ye tanımlanmıĢ 𝐿 operatörü 𝑋+  kümesindeki herhangi bir 𝑓 fonksiyonu 

 𝑌+  kümesindeki bir elemana dönüĢtürüyor ise o takdirde 𝐿  operatörüne pozitif 

operatör denir. Hem lineerlik ve hem de pozitiflik Ģartlarını sağlayan operatöre 

lineer pozitif operatör denir. 

 

Teorem 1.1.1. 

Lineer pozitif operatör monoton artandır. Yani; 

ƒ(𝑥) ≤ 𝑔(𝑥)  ⟹  𝐿(𝑔 ;𝑥)  ≥  𝐿(ƒ; 𝑥) 
eĢitsizliği sağlanır.  

Ġspat 1.1.1. 

𝐿  lineer pozitif operatörü için 𝐿(𝑋+ ) ⊂ 𝑌+  sağlanır. Yani 𝑓(𝑥) ≥  0  olduğunda 

𝐿(ƒ;𝑥) ≥ 0  olur. O halde her 𝑥  için, ƒ(𝑥) ≤ 𝑔(𝑥)  olduğunda, 𝑔(𝑥) − ƒ(𝑥)  ≥ 0  olur; 𝐿 

operatörü pozitif olduğundan; 
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𝐿( 𝑔 − ƒ ; 𝑥) ≥ 0 olur. 𝐿 operatörü lineer olduğundan; 

𝐿(𝑔; 𝑥) − 𝐿(𝑓;𝑥)  ≥  0 ⟹  𝐿(𝑔; 𝑥) ≥ 𝐿(𝑓; 𝑥) 

sağlanır ve ispat tamamlanmıĢ olur (Hacısalihoğlu ve Hacıyev, 1995).  

 

Teorem 1.1.2. 

𝐿 bir lineer pozitif operatör olmak üzere  𝐿(𝑓) ≤ 𝐿( 𝑓 ) eĢitsizliği sağlanır.  

 

Ġspat 1.1.2. 

Herhangi bir 𝑓 fonksiyonu için; 

− 𝑓 ≤ 𝑓 ≤  𝑓                                                         (1.1) 

dir. 𝐿 operatörü lineer pozitif olduğundan (Teorem 1.1)’den dolayı monoton artandır. 

O halde; 

𝐿(− 𝑓 ) ≤ 𝐿(𝑓) ≤ 𝐿( 𝑓 ) 

yazabiliriz. 𝐿 lineer olduğundan; 

𝐿 − 𝑓  = − 𝐿( 𝑓 ) 

dir. Elde edilen bu eĢitlik (1.1)’de yerine yazılırsa; 

−𝐿 𝑓 ≤ 𝐿(𝑓) ≤ 𝐿( 𝑓 ) ⟹  𝐿(𝑓) ≤ 𝐿( 𝑓 ) 

olur ki bu da ispatı tamamlar (Hacısalihoğlu ve Hacıyev, 1995). 

 

Tanım 1.1.4. 

𝑙 = { 𝐿 : 𝐶[𝑎,𝑏] → 𝐶[𝑎, 𝑏] : 𝐿  lineer pozitif operatör} ℕ  =  1, 2, 3, …   olsun. 𝐿 :ℕ → 𝑙 

Ģeklinde tanımlı 𝐿  fonksiyonuna lineer pozitif operatör dizisi adı verilir ve  𝐿𝑛
  

Ģeklinde gösterilir, 𝐿(ℕ) =  𝐿1 , 𝐿2 , 𝐿3,   … . 

 

Tanım 1.1.5. 

𝑋 ⊂ ℝ ve 𝑋 üzerinde tanımlı bütün fonksiyonların kümesi 𝐹(𝑋) olsun. 

 𝑑: ℕ →  𝐹(𝑋) 

Ģeklinde tanımlı 𝑑  fonksiyonuna bir fonksiyon dizisi denir ve terimleri 𝑓1 , 𝑓2 , 𝑓3  ile 

gösterilir, dizi ise  𝑓𝑛   ile gösterilir. 

 

Tanım 1.1.6. 

Kapalı bir [𝑎, 𝑏]  aralığı üzerinde tanımlı ve sürekli tüm gerçel değerli 

fonksiyonlardan oluĢan kümeye 𝐶[𝑎, 𝑏] fonksiyon uzayı denir.  
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ƒ ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] olmak üzere 𝐶[𝑎, 𝑏] üzerinde tanımlı norm; 

  𝑓 
𝐶[𝑎 ,𝑏] = max

𝑎≤𝑥≤𝑏
 𝑓(𝑥)  

Ģeklinde verilir.  

 

Tanım 1.1.7. 

𝑁  bir lineer uzay olsun.    ∶ 𝑁 → ℝ  fonksiyonun 𝑥 ’deki değerini  𝑥  ile 

gösterelim. Bu fonksiyon için; 

N1)  𝑥 = 0 ⇔ 𝑥 = 0 

N2)  𝛼𝑥 =  𝛼  𝑥     (𝛼 ∈ 𝑭) 

N3)  𝑥 + 𝑦 ≤  𝑥 +  𝑦  (üçgen eĢitsizliği) 

Ģartları sağlanıyorsa    fonksiyonuna 𝑁 de norm denir (Bayraktar, 2006). 

 

Tanım 1.1.8. 

𝐴 ⊂ ℝ, 𝑓: 𝐴 → ℝ  bir fonksiyon ve 𝑎 ∈ 𝐴  olmak üzere her  𝜀 > 0  için  𝑥 − 𝑎 < δ 

olduğunda   𝑓 𝑥 − 𝑓(𝑎)   < 𝜀  olacak Ģekilde δ =  δ (𝜀 ) sayısı var ise 𝑓  fonksiyonu a 

noktasında süreklidir denir, (Balcı, 2012). 

 

Tanım 1.1.9. 

𝑋 ⊂ ℝ, 𝑓: 𝑋 → ℝ  bir fonksiyon olsun. Eğer, her 𝜀 > 0 sayısı ve her 𝑥1 ,  𝑥2 ∈ 𝑋 

noktaları için  𝑥1 − 𝑥2
 < δ olduğunda  𝑓 𝑥1

 − 𝑓 𝑥2
   < 𝜀  olacak Ģekilde yalnızca 𝜀 na 

bağlı 𝛿 = 𝛿  (𝜀) sayısı var ise 𝑓 fonksiyonu 𝑋 kümesi üzerinde düzgün süreklidir denir, 

(Musayev ve arkadaĢları, 2007). 

 

Tanım 1.1.10. 

𝑋 boĢ olmayan bir cümle olsun. 𝑑: 𝑋 × 𝑋 → ℝ fonksiyonu için; 

M1) 𝑑 𝑥 , 𝑦 = 0 ⇔ 𝑥 = 𝑦 

M2) 𝑑 𝑥 , 𝑦 = 𝑑 𝑦, 𝑥  (simetri özelliği) 

M3) 𝑑 𝑥 , 𝑦 ≤ 𝑑 𝑥 , 𝑧 + 𝑑 𝑧, 𝑦  (üçgen eĢitsizliği)  

Ģartları sağlanıyorsa 𝑑 ye 𝑋 de bir metrik ve 𝑑 ile birlikte 𝑋 ’e metrik uzay denir ve 

genellikle (𝑋, 𝑑) veya 𝑋𝑑  ile gösterilir (Bayraktar, 2006). 
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Tanım 1.1.11. 

(𝑓𝑛 ) 𝐶[𝑎, 𝑏] fonksiyon uzayında tanımlı bir fonksiyonlar dizisi olmak üzere; (𝑓𝑛 ) 

fonksiyonlar dizisinin bir 𝑓 fonksiyonuna 𝐶[𝑎, 𝑏] normunda düzgün yakınsak olması 

için; 

         lim
𝑛→∞

 𝑓𝑛 − 𝑓 
𝐶[𝑎 ,𝑏] = 0 

ya da baĢka bir ifade ile; 

lim
𝑛→∞

max
𝑎≤𝑥≤𝑏

 𝑓𝑛  𝑥 − 𝑓(𝑥) = 0 

eĢitliklerinin sağlanması demektir.  

Düzgün yakınsama 𝑓𝑛  𝑥 ⇉ 𝑓 𝑥  Ģeklinde gösterilir.  

 

Tanım 1.1.12. 

(𝑓𝑛 ) dizisi 𝑓  fonksiyonuna 𝑋  üzerinde noktasal yakınsaktır⇔ her 𝜀 > 0  için ve 

her bir 𝑥 ∈ 𝑋  için ∃𝑛0  öyleki ∀𝑛 > 𝑛0  olduğunda   𝑓
𝑛
 𝑥 − 𝑓(𝑥) < 𝜀  olacak Ģekilde 

𝑛0 (𝜀 , 𝑥) sayısı vardır (Balcı, 2012). 

 

Tanım 1.1.13. 

(𝑓𝑛 )  dizisi 𝑓  fonksiyonuna 𝑋  üzerinde düzgün yakınsaktır ⇔ ∀𝜀 > 0  için ∃𝑛0 

öyleki ∀𝑛 > 𝑛0  ve ∀𝑥 ∈ 𝑋  için  𝑓𝑛  𝑥 − 𝑓(𝑥) < 𝜀  olacak Ģekilde 𝑛0(𝜀 ) sayısı vardır 

(Balcı, 2012). 

 

Tanım 1.1.14. 

(𝑎, 𝑏) ⊂  ℝ açık bir aralık ve 𝑓 de (𝑎, 𝑏) den ℝ ye bir fonksiyon olsun. 𝑡, 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) 

için 

lim
𝑡→𝑥

𝑓 𝑡 − 𝑓(𝑥)

𝑡 − 𝑥
= 𝐴(𝑥) 

sonlu limiti varsa, bu 𝐴(𝑥) sayısına 𝑓 fonksiyonunun 𝑥  noktasındaki türevi denir ve 

𝑓′ (𝑥)  veya 𝐷𝑓(𝑥)  yada 
𝑑𝑓 𝑥 

𝑑𝑥
 ile gösterilir. Bu durumda, 𝑓  fonksiyonu 𝑥  noktasında 

türevlenebilirdir (veya türevlidir) denir (Musayev ve arkadaĢları, 2007). 

 

Tanım 1.1.15. 

𝑛 ≥ 1  olmak üzere 𝑃𝑛 , 𝑛 -inci dereceden bir polinom ve 𝑓  ile 𝑔  de 𝑥 = 0 

noktasında 𝑛’inci mertebeden türevlenebilen fonksiyonlar olsun.  

lim
𝑥→∞

𝑔 𝑥 = 0 
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olmak üzere; 

𝑓 𝑥 = 𝑃𝑛
 𝑥 + 𝑥𝑛𝑔 𝑥  

Yazılabiliyorsa, 𝑃𝑛 , 𝑥 = 0 noktasında 𝑓  fonksiyonu tarafından üretilen Taylor 

polinomudur denir. 

 

Tanım 1.1.16. 

𝑓   fonksiyonu 𝑎 noktasını ilave eden bir aralıkta her mertebeden türevlenebilir 

olsun. 

 
𝑓

 𝑘  𝑎 

𝑘 !

∞

𝑘=0

(𝑥 − 𝑎)𝑘 

serisine 𝑎 noktasında  𝑓 fonksiyonu tarafından üretilen Taylor serisi denir. 

 

Tanım 1.1.17. 

Lineer 𝐿 operatörü 𝑋  uzayından 𝑌 uzayına dönüĢüm yapıyorsa ve  ∀𝑓 ∈ 𝑋  için 

 𝐿(𝑓;𝑥) 𝑌  ≤ 𝐶 𝑓 
𝑋 eĢitsizliğini gerçekleĢtiriyorsa 𝐿 operatörüne sınırlı operatör denir. 

Bu 𝐶  sabitlerinin en küçüğüne 𝐿  operatörünün normu denir ve  𝐿  ile gösterilir 

(Hacısalihoğlu ve Hacıyev, 1995).  

 

Tanım 1.1.18. 

         𝑓 𝑛  ve  𝑔(𝑛) reel sayılarda tanımlı iki fonksiyon olmak üzere her 𝑛 > 𝑛0  olacak 

Ģekilde bir 𝑛  vardır öyleki  𝑓(𝑛) ≤ 𝐶 𝑔(𝑛)  dir ve  𝑓 𝑛 = 𝑂 𝑔(𝑛)  Ģeklinde gösterilir. 

Burada 𝐶  ve  𝑛0  sabit sayılardır. 

 

Tanım 1.1.19. 

𝑓 bir 𝐼 aralığında tanımlanmıĢ bir fonksiyon olsun. 0 < 𝛼 ≤ 1 olmak üzere, her 

𝑥1 ,𝑥2 ∈ 𝐼 için; 

 𝑓 𝑥1
 − 𝑓(𝑥2) ≤ 𝑀 𝑥1 − 𝑥2

 𝛼 

olacak Ģekilde 𝑀 > 0  varsa, 𝑓 ’ye Lipschitz sınıfındandır, denir ve 𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝𝑀 (𝛼)  ile 

gösterilir. 

Bir 𝐼 aralığında 

1. 𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝𝑀 (𝛼) ise 𝑓 fonksiyonu bu aralıkta süreklidir.  

2. 𝛼 > 1 için 𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝𝑀 (𝛼) ise 𝑓 sabit fonksiyondur. 

 



1. GİRİŞ                                                                                                               İbrahim KAHVECİBAŞI 
 

8 
 

Tanım 1.1.20. 

[𝑎, 𝑏] aralığı üzerinde tanımlı fonksiyonlar için; 

a) 

  𝑓(𝑥) 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

< ∞ 

Ģartını sağlayan fonksiyonlara 𝐿1 sınıfındandır denir. Bu fonksiyon sınıfı üzerindeki 

norm   
1 ile gösterilir. 𝑓 ∈ 𝐿1  ise 

 𝑓 
1 =   𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

yazılır. 

b) 1 ≤ 𝑝 < ∞ için 

  𝑓(𝑥) 𝑝 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

< ∞ 

Ģartını sağlayan fonksiyonlara 𝐿𝑝  sınıfındandır denir. Bu fonksiyon sınıfı üzerindeki 

norm   
𝑝  ile gösterilir. 𝑓 ∈ 𝐿𝑝  ise 

 𝑓 
𝑝 =    𝑓(𝑥) 𝑝 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

1
𝑝

 

 

 yazılır.  

 

Teorem 1.1.3. 

𝑝 > 1 𝑣𝑒 𝑞  > 0  reel sayıları 

1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 

Ģartını sağlasın. Bu durumda ∀(𝑎𝑘 ) ∈ 𝑙𝑝   ∀( 𝑏𝑘) ∈ 𝑙𝑞  dizileri için; 

  𝑎𝑘

∞

𝑘=0

 𝑏𝑘 ≤     𝑎𝑘
 𝑝

∞

𝑘=0

 

1
𝑝

      𝑏𝑘
 𝑞

∞

𝑘=0

 

1
𝑞

  

eĢitsizliği Hölder eşitsizliği denir. Burada 𝑝 = 𝑞 = 2 için bu eĢitsizlik Cauchy-

Schwartz eĢitsizliği olarak bilinir.  

 

Teorem 1.1.4. (Korovkin Teoremi): 

𝐿𝑛
 1; 𝑥 ⇉ 1                                                         (1.2) 

𝐿𝑛
 𝑡; 𝑥  ⇉ 𝑥                                                         (1.3) 

   𝐿𝑛
 𝑡2; 𝑥 ⇉ 𝑥2                                                      (1.4) 
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Eğer  𝐿𝑛  lineer pozitif operatörler dizisi [𝑎, 𝑏]  aralığında (1.2), (1.3) ve (1.4) 

koĢullarını gerçekliyorsa o takdirde 𝐶[𝑎, 𝑏] uzayında olan ve tüm reel eksende sınırlı 

herhangi bir 𝑓 fonksiyonu için 𝑛 → ∞ olduğunda; 

    𝐿𝑛
 𝑓; 𝑥 ⇉ 𝑓 𝑥 ,                              𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏 

olur. Ya da bu ifadeye eĢdeğer olarak aĢağıdaki gösterimi de kullanabiliriz. 

     𝐿𝑛
 𝑓 − 𝑓 

C[a,b ]  → 0          ( 𝑛 → ∞)  

 

Ġspat 1.1.4. 

𝑓 fonksiyonu reel eksende sınırlı olduğu için öyle bir 𝑀 > 0 sayısı bulabiliriz ki; 

tüm 𝑥’ ler için 

 𝑓(𝑥) ≤ 𝑀                                                   (1.5) 

sağlanır. Kabul edelim ki,  ƒ ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏]  olsun. Sürekli fonksiyonların tanımı gereği 

∀𝜀 > 0 sayısına karĢılık öyle bir 𝛿  > 0 bulabilirizki 𝑡  ∈  −∞, +∞  ve 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] için 

  𝑡 − 𝑥 < 𝛿 

olduğunda; 

 𝑓 𝑡 − 𝑓(𝑥)  < 𝜀                                                           (1.6) 

sağlanır. 

(1.6) eĢitsizliği;  𝑥 , 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] olduğunda 𝑓 fonksiyonu [𝑎, 𝑏] de sürekli olduğu için, 

𝑥 ∈  𝑎, 𝑏 , 𝑡 ∉ [𝑎, 𝑏] olduğunda ise 𝑓 fonksiyonu 𝑎 ve 𝑏 noktalarında, sırasıyla soldan ve 

sağdan sürekli bir fonksiyon olduğu için gerçeklenir.  

∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏];  𝑓 𝑥 ≤ 𝑀    𝑀 > 0 

vardır. 

 

  𝑡 − 𝑥 ≥ δ  ⟹  
 𝑡 − 𝑥 

δ
≥ 1 ⟹    1 ≤

 𝑡 − 𝑥 

δ
≤

 𝑡 − 𝑥 2

δ
2  

 𝑡 − 𝑥 ≥ δ olduğunda ise (1.5) ve üçgen eĢitsizliğinden; 

 𝑓 𝑡 − 𝑓(𝑥)  ≤  𝑓(𝑡) +  𝑓(𝑥) ≤ 2𝑀 ≤ 2𝑀
 𝑡 − 𝑥 2

δ
2  

olur. O halde; 

  𝑡 − 𝑥 < δ  için  𝑓 𝑡 − 𝑓(𝑥)  < 𝜀   

 𝑡 − 𝑥 ≥ δ  için   𝑓 𝑡 − 𝑓(𝑥)  ≤ 2𝑀
 𝑡 − 𝑥 2

δ
2  

elde edilir. Dolayısıyla ∀𝑡 ∈ ℝ ve 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]   için 

 𝑓 𝑡 − 𝑓(𝑥)  < 𝜀 + 2𝑀
 𝑡 − 𝑥 2

δ
2                                                                                                                 (1.7) 
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dir. ġimdi (1.2), (1.3) ve (1.4) koĢullarını gerçekleyen (𝐿𝑛 ) lineer operatör dizisinin                             

lim𝑛→∞
 𝐿𝑛

 𝑓 − 𝑓 
C  a,b  = 0 

eĢitliğini sağladığını göstermelidir. 

 

(𝐿𝑛 ) operatörünün lineerliğinden; 

 𝐿𝑛
 𝑓 𝑡 ; 𝑥 − 𝑓 𝑥  =   𝐿𝑛

  𝑓 𝑡 ; 𝑥 − 𝑓 𝑥  +𝐿𝑛
 𝑓 𝑥 ; 𝑥 − 𝐿𝑛

 𝑓 𝑥 ; 𝑥   

=   𝐿𝑛
 𝑓 𝑡 ;𝑥 − 𝐿𝑛

 𝑓 𝑥 ; 𝑥 +𝐿𝑛
 𝑓 𝑥 ; 𝑥 − 𝑓 𝑥   

=   𝐿𝑛
 𝑓 𝑡 − 𝑓(𝑥); 𝑥 +  𝑓 𝑥  𝐿𝑛

 1; 𝑥 − 1   

dir. Burada üçgen eĢitsizliğini kullanılarak; 

 𝐿𝑛
 𝑓 𝑡 ; 𝑥 − 𝑓(𝑥)  ≤  𝐿𝑛

 𝑓 𝑡 − 𝑓(𝑥);𝑥  +  𝑓 𝑥   𝐿𝑛
 1; 𝑥 − 1                  (1.8) 

elde edilir. (1.1)’den 

 𝐿𝑛
 𝑓 𝑡 ;𝑥 − 𝑓(𝑥)  ≤  𝐿𝑛

 𝑓  𝑡 − 𝑓(𝑥); 𝑥   

olur, operatör pozitif ve 

 𝑓 𝑡 − 𝑓 𝑥  ≥ 0 

olduğundan; 

  𝐿𝑛    𝑓 𝑡 − 𝑓 𝑥  ; 𝑥   ≤ 𝐿𝑛    𝑓 𝑡 − 𝑓 𝑥  ; 𝑥  

Ģeklinde yazılır. Bu durumda (1.2) yardımıyla (1.8) eĢitsizliği; 

 𝐿𝑛
 𝑓 𝑡 ; 𝑥 − 𝑓(𝑥)  ≤ 𝐿𝑛    𝑓 𝑡 − 𝑓 𝑥  ; 𝑥 + 𝑀 𝐿𝑛

 1; 𝑥 − 1   

olarak yazılabilir.  

(𝐿𝑛 ) monoton artan olduğundan (1.7)’den; 

 𝐿𝑛
 𝑓 𝑡 ; 𝑥 − 𝑓(𝑥)  ≤ 𝐿𝑛   𝜀 + 2𝑀

 𝑡 − 𝑥 2

δ
2

 ; 𝑥 +  𝑀 𝐿𝑛
 1; 𝑥 − 1   

elde edilir.  

Öte yandan (𝐿𝑛 ) lineer pozitif olduğu dikkate alınırsa; 

𝐿𝑛   𝜀 + 2𝑀
 𝑡 − 𝑥 2

δ
2

 ; 𝑥 = 𝐿𝑛
 𝜀 ; 𝑥 + 𝐿𝑛  2𝑀

 𝑡 − 𝑥 2

δ
2 ; 𝑥  

=  𝜀𝐿𝑛
 1; 𝑥 + 2

𝑀

δ
2 𝐿𝑛

 𝑡2 − 2𝑥𝑡 + 𝑥2 ;𝑥    

=  𝜀𝐿𝑛
 1; 𝑥 + 2

𝑀

δ
2   𝐿𝑛

 𝑡2; 𝑥 −  𝑥2 − 𝑥2 + 2 𝑥2 − 2𝑥  𝐿𝑛
 𝑡; 𝑥 + 𝑥2𝐿𝑛

 1; 𝑥   

=   𝜀𝐿𝑛
 1; 𝑥  + 2

𝑀

δ
2   𝐿𝑛

 𝑡2 ; 𝑥 −  𝑥2 + 2 𝑥2 − 2𝑥  𝐿𝑛
 𝑡; 𝑥 + 𝑥2𝐿𝑛

 1; 𝑥 −  𝑥2      

=  𝜀𝐿𝑛
 1; 𝑥 +  2

𝑀

δ
2    𝐿𝑛

 𝑡2;𝑥 −  𝑥2 − 2𝑥   𝐿𝑛
 𝑡;𝑥 − 𝑥 + 𝑥2 𝐿𝑛

 1; 𝑥 −  1           

elde edilir.  

Bu ifadenin (1.8)’ de yerine yazılmasıyla;  
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 𝐿𝑛
 𝑓 𝑡 ; 𝑥 − 𝑓(𝑥)  ≤ 𝜀𝐿𝑛

 1;𝑥  

+ 2
𝑀

δ
2    𝐿𝑛

 𝑡2; 𝑥 −  𝑥2 − 2𝑥   𝐿𝑛
 𝑡; 𝑥 − 𝑥 + 𝑥2 𝐿𝑛

 1;𝑥 −  1     + 𝑀 𝐿𝑛
 1; 𝑥 −  1    

elde edilen bu ifade de (1.2), (1.3) ve (1.4) koĢullarının kullanılmasıyla; 

 𝐿𝑛
 𝑓 𝑡 ; 𝑥 − 𝑓(𝑥)  ≤  𝜀 +  𝜀2

𝑀

δ
2 = 𝜀  1 + 2

𝑀

δ
2
  

elde edilen bu ifadeyi her 𝜀 ′  için 

 𝐿𝑛
 𝑓 𝑡 ; 𝑥 − 𝑓(𝑥)  < 𝜀 ′  

sağlanır. Yani 

 lim
    𝑛→∞

 𝐿𝑛
 𝑓 − 𝑓 

C a,b  = 0  

olur. Böylece ispat tamamlanmıĢ olur (Korovkin, 1953; Hacısalihoğlu ve Hacıyev, 

1995).
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2. ÖNCEKĠ ÇALIġMALAR 

 

 

YaklaĢım teorisi alanındaki çalıĢmalar; ilk olarak Rus matematikçi 

Chebyshev’in mekanizmaların yapıları kapsamında buhar makineleri ile ilgili 

incelemeler yaparken; 𝑛 > 0 ve bir [𝑎, 𝑏]  kapalı aralığında tanımlı ve sürekli bir 𝑓 

fonksiyonu verilsin. Bu 𝑓 fonksiyonunu herhangi bir noktasında maksimum hata  

kontrol edilebilecek Ģekilde 𝑛 dereceli (𝑛 yeterince büyük) bir 

 𝑃𝑛
 𝑥 =  𝑎𝑘 𝑥𝑘

𝑛

𝑘=0

 

polinomu ile temsil edebilir mi?  sorusunun cevabını aramasıyla baĢlamıĢtır.  

 

1885 yılında Alman matematikçi Weierstrass, cebirsel ve trigonometrik 

polinomlarla sürekli fonksiyonlara yaklaĢılabileceğini ifade ve ispat etmiĢtir.  

YaklaĢım teorisinin temel teoremini oluĢturan bu ifade aĢağıda belirtilmiĢtir.  

𝐶[𝑎, 𝑏] sınıfından verilen her 𝑓 fonksiyonu için keyfi bir 𝜀 > 0 cebirsel sayısı ve 

her 𝑥  ∈ [𝑎, 𝑏] için; 

  𝑃𝑛
 𝑥 − 𝑓(𝑥) <  𝜀 

olacak Ģekilde bir 

𝑃𝑛
 𝑥 =  𝑎𝑘 𝑥𝑘

𝑛

𝑘=0

 

 polinomu vardır (Pinkus, 2005). 

 

1912 yılında Rus Matematikçi Bernstein, Weierstrass’ın bu polinomun 

𝑥  ∈ [0,1] için; 

𝐵𝑛
 𝑓; 𝑥 =  𝑓(

𝑘

𝑛

∞

𝑘=0

 )(𝑘
𝑛  )𝑥𝑘  (1 − 𝑥)𝑛−𝑘                                          (2.1) 

biçiminde olduğunu göstermiĢtir. Bernstein, tanımladığı ve kendi adıyla anılan bu 

polinomlarla [0,1] aralığında tanımlı ve sürekli her 𝑓 fonksiyonuna yaklaĢılabileceğini 

ispatlamıĢtır. Aynı zamanda Bernstein polinomları [0,1]  aralığında sınırlı 𝑓 

fonksiyonunun her bir 𝑥0  süreklilik noktasında 

lim
𝑛→∞

𝐵𝑛
 𝑓;𝑥0

 = 𝑓( 𝑥0) 
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bağıntısını sağladığını, ayrıca  𝑓  fonksiyonu [0,1] aralığında sürekli ise (2.1)’in bu 

aralıkta düzgün olarak sağlandığını göstermiĢtir (Hacısalihoğlu ve Hacıyev, 1995; 

Lorentz, 1953).  

 

 Sonraki yıllarda da Bernstein polinomları üzerine bir çok çalıĢma yapılmıĢtır.  

Bernstein polinomlarının; sayısal analiz, fonksiyonlar teorisi, geometri, fizik, jeodezi,  

mühendislik, tıp (görüntüleme sistemleri ve protez) bilimleri gibi bir çok uygulama 

alanı mevcuttur.  

 

Stancu (1968) 0 ≤ 𝛼 ≤ 𝛽 eĢitsizliğini sağlayan 𝛼ve  𝛽 reel sayıları için Bernstein 

operatörlerinin bir modifikasyonu olan  

𝑃𝑛 ,𝑘
 𝑥 = (𝑘

𝑛  )𝑥𝑘  (1 − 𝑥)𝑛−𝑘  olmak üzere 

𝑃𝑛
 𝛼 ,𝛽  𝑓 , 𝑥 =  𝑃𝑛 ,𝑘

 𝑥 𝑓  
𝑘 + 𝛼

𝑛 + 𝛽
 

𝑛

𝑘=0

 

operatörünü tanımlamıĢ ve bu operatörün yaklaĢım özelliklerini incelemiĢtir.  

 

𝐾𝑚 : 𝐿1( 0,1 )  → 𝐶( 0,1 ), her 𝑓 ∈ 𝐿1( 0,1 ) ve negatif olmayan herhangi 𝑚 için;  

 𝐾𝑚 𝑓  𝑥 =  𝑚 + 1   (𝑘
𝑚  )𝑥𝑘(1 − 𝑥)𝑚−𝑘  (𝑘

𝑚  )𝑠𝑘 1 − 𝑠 𝑚−𝑘𝑓(𝑠)𝑑𝑠

𝑘 +1
𝑚 +1

𝑘
𝑚 +1

𝑚

𝑘=0

 

lineer pozitif operatörünü Kantorovich tanımlamıĢ ve yaklaĢım özelliklerini 

incelemiĢtir (Kantorovich, 1930). Bu operatör Kantorovich operatörü olarak bilinir.  

 

 Barbosu (2004), Kantorovich- Stancu tipi operatörleri çalıĢmıĢtır. Barbosu, 

𝑓 ∈ 𝐿1( 0,1 ) 𝑛 ∈ ℕ olmak üzere; 

𝐾𝑛
 𝛼 ,𝛽 

: 𝐿1( 0,1 ) → 𝐶 0,1  

𝑃𝑛 ,𝑘
 𝑥 = (𝑘

𝑛  )𝑥𝑘  (1 − 𝑥)𝑛−𝑘  olmak üzere; 

𝐾𝑛
 𝛼 ,𝛽 

(𝑓, 𝑥) = (𝑛 + 𝛽 + 1) 𝑃𝑛 ,𝑘
 𝑥  𝑓(𝑠)𝑑𝑠

𝑘+𝛼+1
𝑛+𝛽 +1

𝑘+𝛼
𝑛+𝛽 +1

𝑛

𝑘=0

 

Ģeklinde bir lineer pozitif operatör tanımlamıĢtır.  

Durmeyer, [0,1]  aralığında Bernstein polinomlarının bir modifikasyonunu 

aĢağıdaki gibi tanımlamıĢtır.  
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𝐷𝑛
 𝑓; 𝑥 =  𝑛 + 1   (𝑘

𝑛 )𝑥𝑘(1 − 𝑥)𝑚−𝑘  (𝑘
𝑛  )𝑡𝑘 1 − 𝑡 𝑛 −𝑘𝑓(𝑡)𝑑𝑡

1

0

𝑛

𝑘=0

 

Bu operatör Bernstein Durmeyer operatörleri olarak bilinir. Bu operatörlerin düzgün 

fonksiyonlara yaklaĢımı pek çok matematikçi tarafından çalıĢılmıĢtır (Durmeyer, 

1967). 

 

1932 yılında Voronowskaja tarafından 𝑓 fonksiyonu [0,1] aralığında sınırlı ve 

belli bir 𝑥 noktasında 2. türeve sahip ise; 

lim
𝑛→∞

𝑛[𝑓 𝑥 − 𝐵𝑛
 𝑓;𝑥 ] =

−𝑥 1 − 𝑥 

2
𝑓′′ (𝑥) 

eĢitliğinin sağlandığı (asimptotik yaklaĢım) gösterilmiĢtir (Lorentz, 1953). 

 

1935 yılında Popoviciu tarafından 𝑤 𝑓;  δ  ile 𝑓  fonksiyonunun süreklilik 

modülü gösterilmek üzere; 

 𝑓 𝑥 − 𝐵𝑛
 𝑓;𝑥  ≤ 𝑐𝑤  

1

 𝑛
  

olduğu gösterilmiĢtir (Popoviciu, 1935). 

 

1937 yılında Chlodovsky tarafından [0, ∞]'a geniĢleyen aralıklarda Bernstein 

polinomlarını genelleĢtirmiĢ ve yaklaĢım özelliklerini incelemiĢtir (Chlodovsky, 

1937). 

 

1938 yılında Kac tarafından Lipschitz koĢulunu sağlayan fonksiyonlara 

Bernstein polinomlarıyla yaklaĢılabileceğini ispatlamıĢtır. Bu teoreme göre; 

𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝𝛼  olmak üzere her 𝑛 ∈ ℕ ve her 𝑥 ∈ [0,1] için 

 𝑓 𝑥 − 𝐵𝑛
 𝑓; 𝑥  ≤ 𝐿  

𝑥(1 − 𝑥)

𝑛
 

𝛼
2

 

dır (Kac, 1938). 

 

1946 yılında Herzog ve Hill tarafından 𝑓  fonfsiyonunun sağdan ve soldan 

limitleri olmak Ģartıyla ve 𝑥0 ∈ (0,1) için bu fonksiyonun süreksizlik noktası 

lim
𝑛→∞

𝐵𝑛
 𝑓;𝑥0

 ] =
1

2
 𝑓 𝑥0 + + 𝑓(𝑥0−)  

olduğunu ispatlamıĢtır (Herzog ve Hill, 1946). 
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Hildebrant, Schoenberg ve Butzer tarafından Bernstein polinomlarının k 

boyutlu uzaya geniĢletilebileceği ifade edilmiĢtir. 

Yani; 0 ≤ 𝑥 𝑖 ≤ 1,    𝑖 = 1,2,… . . , 𝑘  olmak üzere 𝑘  boyutlu küpte tanımlı ve sınırlı 

𝑓(𝑥1 ,𝑥2 ,…𝑥𝑘) fonksiyonuna  

𝐵𝑛1….𝑛𝑘
 𝑓; 𝑥1 ,𝑥2 ,… 𝑥𝑘

 =  …  (𝑣1

𝑛1 )

𝑛𝑘

𝑣𝑘=0

𝑛1

𝑣1=0

… (𝑣𝑘

𝑛𝑘 )𝑓  
𝑣1

𝑛1

, …
𝑣𝑘

𝑛𝑘

 𝑥1
𝑣1 (1 − 𝑥)𝑛1−𝑣1 … 𝑥𝑘

𝑣𝑘 (1 − 𝑥)𝑛𝑘 −𝑣𝑘  

polinomu ile fonksiyonun herhangi bir süreklilik noktasında 𝑛𝑖 → ∞  iken 

yaklaĢılabileceğini ispatlamıĢtır (Hildebrandt ve Schoenberg, 1933). 

 

Bernstein operatörlerinin teorileri hakkında sistemli yaklaĢımlar 1990’lı 

yıllardan sonra yayınlanmaya baĢlanmıĢtır. Bu konuyla ilgili düzenli olarak bilimsel 

çalıĢmalar ve makaleler yayınlanmakta ve her geçen gün yeni uygulamalar ve 

genellemeler keĢfedilmektedir. Bu konudaki ilk ilerlemeyi Lupas yapmıstır. 1987’de 

Bernstein polinomlarının q-anologunu geliĢtirmistir ve polinomların yaklaĢım 

özelliklerini incelemiĢtir (Dikmen, 2009). Daha sonraki yıllarda da Bernstein 

operatörleri ve Bernstein polinomları üzerinde birçok matematikçi araĢtırma 

yapmıĢtır. Bu çalıĢmalar genellikle 𝑓  fonksiyonuna 𝐵𝑛
 𝑓; 𝑥   polinomuyla yaklaĢım 

hızının bulunması üzerinedir. Son yıllarda Bernstein polinomlarının sayılar teorisi ile 

olan iliĢkisine ilgi artmakta ve bu konuda önemli çalıĢmalar yapılmaktadır. Simsek 

ve Açıkgöz (2010) Bernstein polinomları icin üreteç fonksiyonu tanımlamıĢlar ve bu 

fonksiyon sayesinde Bernstein polinomlarının Bernoulli polinomları, Euler 

polinomları, Genocchi polinomları, Hermit polinomları ve ikinci çesit Stirling 

sayıları ile iliĢkilerini bulmuĢlardır (Açıkgöz ve Aracı, 2010). 

 

1994 yılında Taberska tarafından bazı koĢullar altında mutlak sürekli 𝑓 

fonksiyonuna 𝐵𝑛
 𝑓;𝑥   Bernstein polinomuyla yaklaĢım hızı gösterilmiĢtir (Pych-

Taberska, 1997). 

 

2000 yılında Neammanee tarafından 𝑓: ℝ𝑛 → ℝ𝑝  Lipschitz koĢulunu sağlayan 

fonksiyona ℝ𝑛  nin herhangi bir kompakt alt kümesi üzerinde Bernstein 
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polinomlarıyla yaklaĢılabileceğini göstermiĢtir. Bu teoreme göre 𝑓: ℝ𝑛 → ℝ𝑝 Lipschitz 

fonksiyonu olsun. Yani, 𝐶  pozitif sabit ve her 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ𝑛  için; 

 𝑓 𝑥 − 𝑓(𝑦) ≤ 𝐶 x − y  

dir. 𝑅𝑛  deki her kompakt 𝐷 kümesi  ve 𝐵𝑛 :𝐷 → ℝ𝑝 , 𝑛 ∈ ℕ polinomu için; 

 𝑓 − 𝐵𝑛 (𝑓) ≤ 𝐾 
ln(𝑛 + 1)

𝑛
 

her 𝑥 ∈ 𝐷 dir. Burada 𝐾, 𝑓’ye bağlı bir sabittir (Neammanee, 2001). 

 

Cao, aĢağıdaki Ģekilde tanımlı Bernstein operatörlerinin bir genellemesini 

yapmıĢtır. Doğal sayılar kümesi üzerinde 𝑠𝑛 bir dizi 𝑠𝑛 ≥ 1 olsun. 

𝐶𝑛
 𝑓;𝑥 =

1

𝑠𝑛

  𝑓(
𝑘 + 𝑗

𝑛 + 𝑠𝑛 − 1

𝑠𝑛−1

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

)𝑃𝑛 ,𝑘(𝑥) 

Bu operatörde 𝑠𝑛 = 1  yazarsak 𝐶𝑛
 𝑓; 𝑥 = 𝐵𝑛

 𝑓; 𝑥  olduğu açıkça görülür. Cao bu 

operatörün yakınsaklık Ģartlarını incelemiĢ ve yakınsaklık hızını süreklilik modülünü 

kullanarak hesaplamıĢtır (Cao, 1997). 

 

Aksop,  
1

2𝑛 , 1 +
1

2𝑛
  aralığı üzerinde aĢağıda gösterilen lineer pozitif bir operatör 

tanımlamıĢtır. 

𝐿𝑛
 𝑓 ;𝑥 =

𝑛

𝑛 − 1
 (𝑘

𝑛 ) 𝑥 −
1

2𝑛
 

𝑘

(1 − 𝑥 +
1

2𝑛
)𝑛−𝑘𝑓(

𝑘

𝑛

𝑛

𝑘=0

)  

(Aksop, 2009). 

 

Duchon, 𝑚 boyutlu Bernstein operatörlerini ve bu operatörlerin [0,1]𝑚  üzerinde 

𝑚 − 1 boyutunun yaklaĢım özelliklerini incelemiĢtir (Duchon, 2011).
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3. MATERYAL ve YÖNTEM 

 

 

3.1. Materyal 

 

Bu çalıĢma oluĢturulurken, konu ile ilgili kitap ve makalelere kütüphanelerden 

veya internet ortamında ulaĢılmıĢtır.   

 

3.2.Yöntem 

 

Makaleler gözden geçirilmiĢ ve kullanılan yöntemler incelenmiĢtir. Bu 

çalıĢmada tanımlanan ve çalıĢmanın orijinal operatörler dizisinin yaklaĢım özellikleri 

incelenmiĢtir. Ġncelediğimiz çalıĢmaların sonuçları, bu çalıĢmada tanımlanan 

operatörler dizisine uygulanmıĢtır. 

 

Ayrıca çalıĢma, Mapple bilgisayar programı yardımı ile grafik ve nümerik 

değer tablosu ile desteklenmiĢtir.  
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4. ARAġTIRMA BULGULARI ve TARTIġMA 

 

 

Bu bölümde 𝐾𝑛
 𝑓 ;𝑥  operatörü tanıtılarak Korovkin teoremi yardımıyla 

yaklaĢım özellikleri incelenecektir.  𝐾𝑛
 𝑓 ;𝑥  operatörünün merkezi momentleri 

hesaplanacaktır. Voronowskaja’nın Bernstein polinomu için yap tığı asimptotik 

yaklaĢım hesabı 𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥  operatörü için yapılacaktır. 𝐾𝑛

 𝑓; 𝑥  operatörü için yaklaĢım 

hızı hesaplanacak ve bu operatör için bazı teoremler ispat edilecektir.  

 

Tanım 4.1. 

Kabul edelim ki 𝑥 ∈ [−1,1]   ve 𝑓 ∈ 𝐶[−1,1]    olsun. 

φ
n
k  𝑥 =

1

2𝑛  (𝑘
𝑛  ) 1 + 𝑥 𝑘 (1 − 𝑥)𝑛−𝑘  olmak üzere 

 𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥 =

𝑛 + 1

2
 φ

n
k  𝑥  𝑓 𝑡 𝑑𝑡

2
𝑘+1
𝑛 +1

−1

2
𝑘

𝑛 +1
−1

𝑛

𝑘=0

  

Ģeklinde tanımlı lineer pozitif operatöre  𝐾𝑛
 𝑓 ;𝑥  operatörü denir. 

 

Öncelikle 𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥  operatörünün lineer ve pozitif bir operatör olduğunu 

gösterelim. 

Lineerlik; 

Her 𝑓 , 𝑔 ∈ [−1,1] ve her 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ için 

𝐾𝑛
 𝛼𝑓 𝑡 + 𝛽𝑔(𝑡)); 𝑥 =

𝑛 + 1

2
 φ

n
k  𝑥   𝛼𝑓 𝑡 + 𝛽𝑔(𝑡) 𝑑𝑡

2
𝑘+1
𝑛+1

−1

2
𝑘

𝑛+1
−1

𝑛

𝑘=0

 

                                             =
𝑛 + 1

2
 φ

n
k  𝑥  𝛼𝑓 𝑡 𝑑𝑡

2
𝑘+1
𝑛+1

−1

2
𝑘

𝑛+1
−1

𝑛

𝑘=0

+
𝑛 + 1

2
 φ

n
k  𝑥  𝛽𝑔(𝑡)𝑑𝑡

2
𝑘+1
𝑛+1

−1

2
𝑘

𝑛+1
−1

𝑛

𝑘=0

 

                                             = 𝛼
𝑛 + 1

2
 φ

n
k  𝑥  𝑓 𝑡 𝑑𝑡

2
𝑘+1
𝑛 +1

−1

2
𝑘

𝑛 +1
−1

𝑛

𝑘=0

+ 𝛽
𝑛 + 1

2
 φ

n
k  𝑥  𝑔 𝑡 𝑑𝑡

2
𝑘+1
𝑛 +1

−1

2
𝑘

𝑛 +1
−1

𝑛

𝑘=0

 

                                             = 𝛼  𝐾𝑛
 𝑓(𝑡); 𝑥 + 𝛽  𝐾𝑛

 𝑔(𝑡);𝑥  

olduğundan 𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥  lineer bir operatördür.  
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Pozitiflik; 

𝑘 , 𝑛 ∈ ℕ için ve 𝑥 ∈ [−1,1] için  

1

2𝑛
 (𝑘

𝑛  ) 1 + 𝑥 𝑘(1 − 𝑥)𝑛−𝑘 ≥ 0 

dır.  

𝑓 ≥ 0 ise 

 𝑓 𝑡 𝑑𝑡

2
𝑘+1
𝑛+1

−1

2
𝑘

𝑛+1
−1

≥ 0 

dır. Dolayısıyla 𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥  pozitif bir operatördür. 

 

ġimdi; 

                                                           𝐾𝑛
 1; 𝑥 ⇉ 1                                                              (4.1) 

                                                                       𝐾𝑛
 𝑡;𝑥  ⇉ 𝑥                                             (4.2) 

                                                           𝐾𝑛
 𝑡2; 𝑥 ⇉ 𝑥2                                           (4.3) 

                                                           𝐾𝑛
 𝑡3;𝑥 ⇉ 𝑥3                                            (4.4) 

                                                           𝐾𝑛
 𝑡4;𝑥 ⇉ 𝑥4                                                           (4.5) 

olduğunu gösterelim.  

 

𝐾𝑛
 1; 𝑥 = 1 olduğunu gösterelim; 

𝐾𝑛
 1; 𝑥 =

𝑛 + 1

2
 φ

n
k  𝑥  1𝑑𝑡

2
𝑘+1
𝑛+1

−1

2
𝑘

𝑛+1
−1

𝑛

𝑘=0

=
𝑛 + 1

2
 φ

n
k  𝑥   2

𝑘 + 1

𝑛 + 1
− 1 −  2

𝑘

𝑛 + 1
− 1  

𝑛

𝑘=0

 

=
𝑛 + 1

2
 φ

n
k  𝑥 

2

𝑛 + 1

𝑛

𝑘=0

=  φ
n
k  𝑥 =

1

2𝑛
 1 + 𝑥 + 1 − 𝑥 𝑛 = 1

𝑛

𝑘=0

 

𝐾𝑛
 1;𝑥 = 1                                                                  (4.6) 

   𝐾𝑛
 1; 𝑥 − 1 

C −1,1 = 0 

 lim
 𝑛→∞

 𝐾𝑛
 1;𝑥 − 1 

C −1,1 = 0 

elde edilir. Yani 𝑛 → ∞ iken; 

                     𝐾𝑛
 1; 𝑥 ⇉ 1 

gerçeklendiği görülür.  

 

𝐾𝑛
 𝑡; 𝑥  ⇉ 𝑥 olduğunu gösterelim; 
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𝐾𝑛
 𝑡; 𝑥   =

𝑛 + 1

2
 φ

n
k  𝑥  𝑡𝑑𝑡

2
𝑘+1
𝑛+1

−1

2
𝑘

𝑛+1
−1

𝑛

𝑘=0

=
𝑛 + 1

2
 φ

n
k  𝑥 

1

2

𝑛

𝑘=0

  2
𝑘 + 1

𝑛 + 1
− 1 

2

−   2
𝑘

𝑛 + 1
− 1 

2

  

=  
𝑛 + 1

4
 φ

n
k  𝑥 

2

𝑛 + 1

𝑛

𝑘=0

  
4𝑘 + 2

𝑛 + 1
− 2  =    φ

n
k  𝑥  

2𝑘 + 1

𝑛 + 1
− 1 

𝑛

𝑘=0

 

=  φ
n
k  𝑥 

2𝑘

𝑛 + 1

𝑛

𝑘=0

+   φ
n
k  𝑥 

1

𝑛 + 1

𝑛

𝑘=0

−   φ
n
k  𝑥 

𝑛

𝑘=0

 

=
2

𝑛 + 1
  

1

2𝑛
 

𝑛 𝑛 − 1 ! 𝑘

𝑘 𝑘 − 1 !  𝑛 − 𝑘 !
 1 + 𝑥 𝑘 1 − 𝑥 𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=1

+
1

𝑛 + 1
  φ

n
k  𝑥    − 1

𝑛

𝑘=0

 

=
1

 𝑛 + 1 2𝑛−1  
  

𝑛 𝑛 − 1 !

𝑘!  𝑛 − 𝑘 − 1 !
 1 + 𝑥 𝑘+1 1 − 𝑥 𝑛−𝑘−1 +

1

𝑛 + 1
− 1

𝑛 −1

𝑘=0

 

=   
𝑛 1 + 𝑥 

 𝑛 + 1 2𝑛−1  
  ( )𝑘

𝑛−1

𝑛−1

𝑘=0

  1 + 𝑥 𝑘 1 − 𝑥 𝑛−𝑘−1 +  
1

𝑛 + 1
− 1 

=  
𝑛 1 + 𝑥 

 𝑛 + 1 2𝑛−1  
 2𝑛 −1   +   

1

𝑛 + 1
− 1 

=  
𝑛 1 + 𝑥 

 𝑛 + 1  
 +   

1

𝑛 + 1
− 1 =

𝑛𝑥

𝑛 + 1
+

𝑛 + 1

𝑛 + 1
− 1 =

𝑛𝑥

𝑛 + 1
= 𝑥 −

𝑥

𝑛 + 1
     

  𝐾𝑛
 𝑡; 𝑥    = 𝑥 −

𝑥

𝑛 + 1
                                                                    (4.7) 

   𝐾𝑛
 𝑡; 𝑥 − 𝑥 

C −1,1 = max
−1≤𝑥≤1

 𝑥 −
𝑥

𝑛 + 1
− 𝑥 = max

−1≤𝑥≤1
 −

 𝑥 

𝑛 + 1
 ≤

1

𝑛 + 1
 

 lim
 𝑛→∞

   𝐾𝑛
 𝑡;𝑥 − 𝑥 

C −1,1 = 0 

 𝐾𝑛
 𝑡;𝑥  ⇉ 𝑥  

olduğu görülür. 

 

  𝐾𝑛
 𝑡2; 𝑥 ⇉ 𝑥2 olduğunu gösterelim.  

𝐾𝑛
 𝑡2;𝑥 =

𝑛 + 1

2
 φ

n
k  𝑥  𝑡2𝑑𝑡

2
𝑘+1
𝑛+1

−1

2
𝑘

𝑛+1
−1

𝑛

𝑘=0

=
𝑛 + 1

2
 φn

k  𝑥 
1

3

𝑛

𝑘=0

  2
𝑘 + 1

𝑛 + 1
− 1 

3

−  2
𝑘

𝑛 + 1
− 1 

3

  

=
𝑛 + 1

6
 φ

n
k  𝑥 

2

𝑛 + 1

𝑛

𝑘=0

  2
𝑘 + 1

𝑛 + 1
− 1 

2

+  2
𝑘 + 1

𝑛 + 1
− 1  2

𝑘

𝑛 + 1
− 1 +  2

𝑘

𝑛 + 1
− 1 

2

  

=
1

3
  φ

n
k  𝑥   

4𝑘2 + 8𝑘 + 4

 𝑛 + 1 2
 

𝑛

𝑘=0

−
4𝑘 + 4

𝑛 + 1
+ 1 +

4𝑘2 + 4𝑘

 𝑛 + 1 2
−

2𝑘 + 2

𝑛 + 1
−

2𝑘

𝑛 + 1
+ 1

+  4𝑘2

 𝑛 + 1 2
−

4𝑘

𝑛 + 1
+ 1   
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=
1

3
 φn

k  𝑥 

𝑛

𝑘=0

 
12𝑘2 + 12𝑘 + 4

 𝑛 + 1 2
−

12𝑘 + 6

𝑛 + 1
+ 3  

=
4

 𝑛 + 1 2
 φn

k  𝑥 𝑘2 +
4

 𝑛 + 1 2
 φn

k  𝑥 𝑘 +
4

3 𝑛 + 1 2

𝑛

𝑘=0

𝑛

𝑘=0

 φn
k  𝑥 

𝑛

𝑘=0

 

−
4

𝑛 + 1
 φn

k  𝑥 𝑘 −
2

𝑛 + 1
 φn

k  𝑥 +  φn
k  𝑥 

𝑛

𝑘=0

𝑛

𝑘=0

𝑛

𝑘=0

 

=
4

 𝑛 + 1 2
 φn

k  𝑥  𝑘 𝑘 − 1 + 𝑘 +
4

 𝑛 + 1 2

𝑛

𝑘=0

 φn
k  𝑥 𝑘 +

4

3 𝑛 + 1 2

𝑛

𝑘=0

−
4

𝑛 + 1
 φn

k  𝑥 𝑘 −
2

𝑛 + 1

𝑛

𝑘=0

+ 1 

=
4

 𝑛 + 1 2
 φn

k  𝑥 𝑘(𝑘 − 1) +
4

 𝑛 + 1 2
 φn

k  𝑥 𝑘

𝑛

𝑘=1

𝑛

𝑘=2

 

+
4

 𝑛 + 1 2
 φn

k  𝑥 𝑘 +

𝑛

𝑘=1

4

3 𝑛 + 1 2
−

4

𝑛 + 1
 φn

k  𝑥 𝑘 +
𝑛 − 1

𝑛 + 1

𝑛

𝑘=1

 

=
4

 𝑛 + 1 2
 

1

2𝑛
 (𝑘

𝑛 ) 1 + 𝑥 𝑘  1 − 𝑥 𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=2

𝑘 𝑘 − 1  

+  
4

 𝑛 + 1 2
+

4

 𝑛 + 1 2
−

4

𝑛 + 1
  

1

2𝑛
 (𝑘

𝑛 ) 1 + 𝑥 𝑘  1 − 𝑥 𝑛 −𝑘𝑘 +
𝑛 − 1

𝑛 + 1

𝑛

𝑘=1

+
4

3 𝑛 + 1 2
 

=
4

 𝑛 + 1 2
 

1

2𝑛
 

𝑛 𝑛 − 1  𝑛 − 2 !

 𝑛 − 𝑘 − 2 ! 𝑘 𝑘 − 1  𝑘 − 2 !
 1 + 𝑥 𝑘  1 − 𝑥 𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=2

𝑘 𝑘 − 1  

+
4 − 4𝑛

 𝑛 + 1 2
 

1

2𝑛
 

𝑛 𝑛 − 1 !

 𝑛 − 𝑘 − 1 !  𝑘 − 1 !
 1 + 𝑥 𝑘  1 − 𝑥 𝑛 −𝑘

𝑛

𝑘=1

+
𝑛 − 1

𝑛 + 1
+

4

3 𝑛 + 1 2
 

=
4𝑛 𝑛 − 1 (1 + 𝑥)2

 𝑛 + 1 2

1

2𝑛
 (𝑘

𝑛 −2) 1 + 𝑥 𝑘 1 − 𝑥 𝑛−𝑘−2

𝑛−2

𝑘=0

 

+
 4 − 4𝑛 𝑛(1 + 𝑥)

 𝑛 + 1 2

1

2𝑛
 (𝑘

𝑛−1) 1 + 𝑥 𝑘  1 − 𝑥 𝑛−𝑘−1 +
𝑛 − 1

𝑛 + 1

𝑛−1

𝑘=0

+
4

3 𝑛 + 1 2
 

=
4𝑛 𝑛 − 1 (1 + 𝑥)2

 𝑛 + 1 2

1

2𝑛
2𝑛−2 +

 4 − 4𝑛 𝑛(1 + 𝑥)

 𝑛 + 1 2

1

2𝑛
2𝑛−1 +

𝑛 − 1

𝑛 + 1
+

4

3 𝑛 + 1 2
 

=
𝑛 𝑛 − 1 (1 + 2𝑥 + 𝑥2)

 𝑛 + 1 2
+

 2 − 2𝑛 𝑛(1 + 𝑥)

 𝑛 + 1 2
+

𝑛2 − 1

 𝑛 + 1 2
+

4

3 𝑛 + 1 2
 

=
𝑛 𝑛 − 1 

 𝑛 + 1 2
 𝑥2 − 1 +

𝑛2 − 1

 𝑛 + 1 2
+

4

3 𝑛 + 1 2
 

=
𝑛2𝑥2 − 𝑛𝑥2

 𝑛 + 1 2
+

𝑛 − 1

 𝑛 + 1 2
+

4

3 𝑛 + 1 2
 

= 𝑥2 −
3𝑥2𝑛 + 𝑥2

 𝑛 + 1 2
+

𝑛 − 1

 𝑛 + 1 2
+

4

3 𝑛 + 1 2
= 𝑥2 −

3𝑥2𝑛 + 𝑥2 − 𝑛 −
1
3

 𝑛 + 1 2
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  𝐾𝑛
 𝑡2;𝑥 = 𝑥2 −

3𝑥2𝑛 + 𝑥2 − 𝑛 −
1
3

 𝑛 + 1 2
                                                         (4.8) 

  𝐾𝑛
 𝑡2;𝑥 − 𝑥2 

C  −1,1 = max
−1≤𝑥≤1

 𝑥2 −
3𝑥2𝑛 + 𝑥2 − 𝑛 −

1
3

 𝑛 + 1 2
− 𝑥2  

= max
−1≤𝑥≤1

 −
3𝑥2𝑛 + 𝑥2 − 𝑛 −

1
3

 𝑛 + 1 2
 = max

−1≤𝑥≤1
 
3𝑥2𝑛 + 𝑥2 − 𝑛 −

1
3

 𝑛 + 1 2
 =

n +
1
3

 𝑛 + 1 2
=

3n + 1

3 𝑛 + 1 2
 

    lim
     𝑛→∞

   𝐾𝑛
 𝑡2 ; 𝑥 − 𝑥2 

C −1,1 = 0 

𝐾𝑛
 𝑡2;𝑥 ⇉ 𝑥2 olduğu görülür. 

 

𝐾𝑛
 𝑡3;𝑥 ⇉ 𝑥3 olduğunu gösterelim.  

  𝐾𝑛
 𝑡3; 𝑥 =

𝑛 + 1

2
 φ

n
k  𝑥  𝑡3𝑑𝑡

2
𝑘 +1
𝑛 +1

−1

2
𝑘

𝑛+1
−1

𝑛

𝑘=0

 

=
𝑛 + 1

2
 φ

n
k  𝑥 

1

4

𝑛

𝑘=0

  2
𝑘 + 1

𝑛 + 1
− 1 

4

−   2
𝑘

𝑛 + 1
− 1 

4

  

=
𝑛 + 1

8
 φ

n
k  𝑥 

2

𝑛 + 1

𝑛

𝑘=0

  2
𝑘 + 1

𝑛 + 1
− 1 

3

+  2
𝑘 + 1

𝑛 + 1
− 1  2

𝑘

𝑛 + 1
− 1 

2

+  2
𝑘 + 1

𝑛 + 1
− 1 

2

 2
𝑘

𝑛 + 1
− 1 +  2

𝑘

𝑛 + 1
− 1 

3

 

+  
8𝑘3 + 8𝑘2

(𝑛 + 1)3
−

8𝑘2 + 8𝑘

(𝑛 + 1)2
+

2𝑘 + 2

𝑛 + 1
−

4𝑘2

(𝑛 + 1)2
+

4𝑘

𝑛 + 1
− 1 +

8𝑘3 + 16𝑘2 + 8𝑘

(𝑛 + 1)3

−
4𝑘2 + 8𝑘 + 4

(𝑛 + 1)2
−

8𝑘2 + 8𝑘

(𝑛 + 1)2
+

4𝑘 + 4

𝑛 + 1
+

2𝑘

𝑛 + 1
− 1 −

12𝑘2

(𝑛 + 1)2
+

6𝑘

𝑛 + 1
− 1  

=
1

4
  φ

n
k  𝑥 

32𝑘3 + 48𝑘2 + 32𝑘 + 8

(𝑛 + 1)3
−

𝑛

𝑘=0

 φ
n
k  𝑥 

48𝑘2 + 48𝑘 + 16

(𝑛 + 1)2

𝑛

𝑘=0

+  φ
n
k  𝑥 

24𝑘 + 12

𝑛 + 1

𝑛

𝑘=0

− 4  

=
8

(𝑛 + 1)3
 φ

n
k  𝑥 𝑘3

𝑛

𝑘=0

+
12

(𝑛 + 1)3
 φ

n
k  𝑥 𝑘2

𝑛

𝑘=0

 

+
8

(𝑛 + 1)3
 φ

n
k  𝑥 𝑘 +

2

(𝑛 + 1)3
−

𝑛

𝑘=0

12

(𝑛 + 1)2
 φ

n
k  𝑥 𝑘2

𝑛

𝑘=0

 

−
12

(𝑛 + 1)2
 φ

n
k  𝑥 𝑘 −

𝑛

𝑘=0

4

(𝑛 + 1)2
+

6

𝑛 + 1
 φ

n
k  𝑥 +

𝑛

𝑘=0

3

𝑛 + 1
− 1 

=
8

 𝑛 + 1 3
 φ

n
k  𝑥  𝑘 𝑘 − 1  𝑘 − 2 + 3𝑘2 − 2𝑘 +

12

 𝑛 + 1 3
 φ

n
k  𝑥 𝑘2

𝑛

𝑘=0

𝑛

𝑘=0
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+
8

 𝑛 + 1 3
 φ

n
k  𝑥 𝑘 −

12

 𝑛 + 1 2
 φ

n
k  𝑥 𝑘2

𝑛

𝑘=0

−
12

 𝑛 + 1 2
 φ

n
k  𝑥 𝑘 −

𝑛

𝑘=1

𝑛

𝑘=1

+
6

𝑛 + 1
 φ

n
k  𝑥 𝑘 +

𝑛

𝑘=1

2 − 𝑛

𝑛 + 1
−

4

 𝑛 + 1 2
+

2

 𝑛 + 1 3
 

=
8

 𝑛 + 1 3
 φ

n
k  𝑥 𝑘

𝑛

𝑘=3

 𝑘 − 1  𝑘 − 2  

+  
24

 𝑛 + 1 3
+

24

 𝑛 + 1 3
−

12

 𝑛 + 1 2
  φ

n
k  𝑥 

𝑛

𝑘=0

 𝑘 𝑘 − 1 + 𝑘  

+  −
16

 𝑛 + 1 3
+

8

 𝑛 + 1 3
−

12

 𝑛 + 1 2
+

6

𝑛 + 1
  φ

n
k  𝑥 𝑘 +

2 − 𝑛

𝑛 + 1
−

4

 𝑛 + 1 2
+

2

 𝑛 + 1 3

𝑛

𝑘=1

 

=
8

(𝑛 + 1)3
 

1

2𝑛
 

𝑛 𝑛 − 1  𝑛 − 2  𝑛 − 3 !

𝑘 𝑘 − 1  𝑘 − 2  𝑘 − 3 !  𝑛 − 𝑘 − 3 !
 1 + 𝑥 𝑘+3 1 − 𝑥 𝑛−𝑘−3𝑘

𝑛−3

𝑘=0

 𝑘 − 1  𝑘 − 2  

+
24 − 12𝑛

(𝑛 + 1)3
 

1

2𝑛
 

𝑛 𝑛 − 1  𝑛 − 2 !

𝑘 𝑘 − 1  𝑘 − 2 !  𝑛 − 𝑘 − 2 !
 1 + 𝑥 𝑘+2 1 − 𝑥 𝑛−𝑘−2

𝑛−2

𝑘=0

𝑘 𝑘 − 1  

+
24 − 12𝑛

(𝑛 + 1)3
 

1

2𝑛
 

𝑛 𝑛 − 1 !

𝑘 𝑘 − 1 !  𝑛 − 𝑘 − 1 !
 1 + 𝑥 𝑘+1 1 − 𝑥 𝑛−𝑘−1𝑘

𝑛−1

𝑘=0

 

+
6𝑛2 − 14

(𝑛 + 1)3
 

1

2𝑛
 

𝑛 𝑛 − 1 !

𝑘 𝑘 − 1 !  𝑛 − 𝑘 − 1 !
 1 + 𝑥 𝑘+1 1 − 𝑥 𝑛 −𝑘−1𝑘 +

2 − 𝑛

𝑛 + 1
−

4

(𝑛 + 1)2

𝑛−1

𝑘=0

+
2

(𝑛 + 1)3
 

=
8

 𝑛 + 1 3

1

2𝑛
𝑛 𝑛 − 1  𝑛 − 2  1 + 𝑥 32𝑛−3 +

24 − 12𝑛

 𝑛 + 1 3

1

2𝑛
𝑛 𝑛 − 1  1 + 𝑥 22𝑛−2  

+
24 − 12𝑛

 𝑛 + 1 3

1

2𝑛
𝑛 1 + 𝑥 2𝑛−1 +

6𝑛2 − 14

 𝑛 + 1 3

1

2𝑛
𝑛 1 + 𝑥 2𝑛 −1 +

2 − 𝑛

𝑛 + 1
−

4

 𝑛 + 1 2
+

2

 𝑛 + 1 3
 

=  
𝑛 𝑛 − 1  𝑛 − 2  1 + 𝑥 3

 𝑛 + 1 3
+

6 − 3𝑛

 𝑛 + 1 3
𝑛 𝑛 − 1  1 + 𝑥 2 +

12 − 6𝑛

 𝑛 + 1 3
𝑛 1 + 𝑥 

+
3𝑛2 − 7

 𝑛 + 1 3
𝑛 1 + 𝑥 +

2 − 𝑛

𝑛 + 1
−

4

 𝑛 + 1 2
+

2

 𝑛 + 1 3
 

=
𝑛 1 + 𝑥 

 𝑛 + 1 3
  𝑛2 − 3𝑛 + 2 +  6 − 3𝑛  𝑛 − 1  1 + 𝑥 + 12 − 6𝑛 + 3𝑛2 − 7 +

2 − 𝑛

𝑛 + 1
−

4

 𝑛 + 1 2

+
2

 𝑛 + 1 3
 

=
𝑛 1 + 𝑥 

 𝑛 + 1 3
 𝑛2 + 2𝑛2𝑥 + 𝑛2𝑥2 − 3𝑛 − 6𝑛𝑥 − 3𝑛𝑥2 − 3𝑛2 − 3𝑛2𝑥 + 9𝑛 + 9𝑛𝑥 − 6 − 6𝑥 + 12

− 6𝑛 + 3𝑛2 − 7 +
2 − 𝑛

𝑛 + 1
−

4

(𝑛 + 1)2
+

2

(𝑛 + 1)3
 

=
𝑛 1 + 𝑥 

 𝑛 + 1 3
 𝑛2 − 𝑛2𝑥 + 𝑛2𝑥2 + 3𝑛𝑥 − 3𝑛𝑥2 − 1 − 6𝑥 +

2 − 𝑛

𝑛 + 1
−

4

(𝑛 + 1)2
+

2

(𝑛 + 1)3
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=
𝑛3𝑥3 − 3𝑛2𝑥3 + 3𝑛2𝑥 − 2𝑛 − 7𝑛𝑥 − 6𝑛𝑥2 + 2

 𝑛 + 1 3
−

4

(𝑛 + 1)2
+

2

(𝑛 + 1)3
 

= 𝑥3 −
𝑥3 + 6𝑛2𝑥3 + 3𝑛𝑥3

 𝑛 + 1 3
+

3𝑛2𝑥 − 2𝑛 − 7𝑛𝑥 − 6𝑛𝑥2 + 4

 𝑛 + 1 3
−

4

(𝑛 + 1)2
 

= 𝑥3 −
𝑥3 + 6𝑛2𝑥3 + 3𝑛𝑥3 − 3𝑛2𝑥 + 6𝑛 + 7𝑛𝑥 + 6𝑛𝑥2

 𝑛 + 1 3
 

  𝐾𝑛
 𝑡3 ;𝑥 = 𝑥3 −

𝑥3 + 6𝑛2𝑥3 + 3𝑛𝑥3 − 3𝑛2𝑥 + 6𝑛 + 7𝑛𝑥 + 6𝑛𝑥2

 𝑛 + 1 3
                          (4.9) 

    𝐾𝑛
 𝑡3 ; 𝑥 − 𝑥3 

C −1,1   

= max
−1≤𝑥≤1

 𝑥3 −
𝑥3 + 6𝑛2𝑥3 + 3𝑛𝑥3 − 3𝑛2𝑥 + 6𝑛 + 7𝑛𝑥 + 6𝑛𝑥2

 𝑛 + 1 3
− 𝑥3  

= max
−1≤𝑥≤1

 −
𝑥3 + 6𝑛2𝑥3 + 3𝑛𝑥3 − 3𝑛2𝑥 + 6𝑛 + 7𝑛𝑥 + 6𝑛𝑥2

 𝑛 + 1 3
  

= max
−1≤𝑥≤1

 
𝑥3 + 6𝑛2𝑥3 + 3𝑛𝑥3 − 3𝑛2𝑥 + 6𝑛 + 7𝑛𝑥 + 6𝑛𝑥2

 𝑛 + 1 3
  

= max
−1≤𝑥≤1

 
 6𝑛2 + 3𝑛 + 1 𝑥3 + 6𝑛𝑥2 + 𝑥 7𝑛 − 3𝑛2 + 6𝑛

 𝑛 + 1 3
  

≤ max
−1≤𝑥≤1

 
 6𝑛2 + 3𝑛 + 1 

 𝑛 + 1 3
 𝑥3 +

6n

 𝑛 + 1 3
𝑥2 +

 7𝑛 − 3𝑛2 

 𝑛 + 1 3
 x   

≤  
 6𝑛2 + 3𝑛 + 1 

 𝑛 + 1 3
+

6n

 𝑛 + 1 3
+

 7𝑛 − 3𝑛2 

 𝑛 + 1 3
  

(𝑛 ≥ 3 için 7𝑛 < 3𝑛2  olacağından;) 

≤  
 6𝑛2 + 3𝑛 + 1 

 𝑛 + 1 3
+

6n

 𝑛 + 1 3
+

3𝑛2 − 7𝑛

 𝑛 + 1 3
 ≤

9𝑛2 + 2𝑛

 𝑛 + 1 3
≤

9𝑛2 + 9n

 𝑛 + 1 3
≤

9n

 𝑛 + 1 2
 

 

lim
 𝑛→∞

   𝐾𝑛
 𝑡3;𝑥 − 𝑥3 

C  −1 ,1 = 0 

𝐾𝑛
 𝑡3;𝑥 ⇉ 𝑥3 olduğu görülür. 

 

𝐾𝑛
 𝑡4; 𝑥 ⇉ 𝑥4 olduğunu gösterelim. 

𝐾𝑛
 𝑡4;𝑥 =

𝑛 + 1

2
 φ

n
k  𝑥  𝑡4𝑑𝑡

2
𝑘+1
𝑛+1

−1

2
𝑘

𝑛+1
−1

𝑛

𝑘=0

 

=
𝑛 + 1

2
 φ

n
k  𝑥 

1

5

𝑛

𝑘=0

  2
𝑘 + 1

𝑛 + 1
− 1 

5

−   2
𝑘

𝑛 + 1
− 1 

5
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=
𝑛 + 1

10
 φ

n
k  𝑥 

2

𝑛 + 1

𝑛

𝑘=0

  2
𝑘 + 1

𝑛 + 1
− 1 

4

+  2
𝑘 + 1

𝑛 + 1
− 1 

3

 2
𝑘

𝑛 + 1
− 1 

+  2
𝑘 + 1

𝑛 + 1
− 1  2

𝑘

𝑛 + 1
− 1 

3

+  2
𝑘

𝑛 + 1
− 1 

2

 2
𝑘 + 1

𝑛 + 1
− 1 

2

+  2
𝑘

𝑛 + 1
− 1 

4

  

=
1

5
 φ

n
k  𝑥 

𝑛

𝑘=0

  2
𝑘 + 1

𝑛 + 1
 

4

− 4  2
𝑘 + 1

𝑛 + 1
 

3

+ 6  2
𝑘 + 1

𝑛 + 1
 

2

− 4 2
𝑘 + 1

𝑛 + 1
 

4

+ 1  

+
1

5
 φ

n
k  𝑥   2

𝑘 + 1

𝑛 + 1
 

3

− 3  2
𝑘 + 1

𝑛 + 1
 

2

+ 3 2
𝑘 + 1

𝑛 + 1
 − 1  2

𝑘

𝑛 + 1
− 1 

𝑛

𝑘=0

 

+
1

5
 φ

n
k  𝑥 

𝑛

𝑘=0

  2
𝑘

𝑛 + 1
 

3

− 3  2
𝑘

𝑛 + 1
 

2

+ 6
𝑘

𝑛 + 1
− 1  2

𝑘 + 1

𝑛 + 1
− 1  

+
1

5
 φ

n
k  𝑥 

𝑛

𝑘=0

  2
𝑘 + 1

𝑛 + 1
 

2

− 2  2
𝑘 + 1

𝑛 + 1
 + 1  

4𝑘2

(𝑛 + 1)2
−

4𝑘

𝑛 + 1
+ 1  

 +
1

5
 φ

n
k  𝑥 

𝑛

𝑘=0

 2
𝑘

𝑛 + 1
 

4

− 4 2
𝑘

𝑛 + 1
 

3

+ 6  2
𝑘

𝑛 + 1
 

2

− 8
𝑘

𝑛 + 1
+ 1  

=
1

5
 φ

n
k  𝑥 

𝑛

𝑘=0

 
16𝑘4 + 64𝑘3 + 96𝑘2 + 64𝑘 + 16

(𝑛 + 1)4
−

32𝑘3 + 96𝑘2 + 96𝑘 + 32

(𝑛 + 1)3
+

24𝑘2 + 48𝑘 + 24

(𝑛 + 1)2

−
8𝑘 + 8

𝑛 + 1
+ 1  

+
1

5
 φ

n
k  𝑥 

𝑛

𝑘=0

 
8𝑘3 + 24𝑘2 + 24𝑘 + 8

(𝑛 + 1)3
−

12𝑘2 + 24𝑘 + 12

(𝑛 + 1)2
+

6𝑘 + 6

𝑛 + 1
− 1  2

𝑘

𝑛 + 1
− 1  

+
1

5
 φ

n
k  𝑥 

𝑛

𝑘=0

 
8𝑘3

(𝑛 + 1)3
−

12𝑘2

(𝑛 + 1)2
+

6𝑘

𝑛 + 1
− 1  2

𝑘 + 1

𝑛 + 1
− 1  

+
1

5
 φ

n
k  𝑥 

𝑛

𝑘=0

 
4𝑘2 + 8𝑘 + 4

(𝑛 + 1)2
−

4𝑘 + 4

𝑛 + 1
+ 1  

4𝑘2

(𝑛 + 1)2
−

4𝑘

𝑛 + 1
+ 1  

+
1

5
 φ

n
k  𝑥 

𝑛

𝑘=0

 
16𝑘4

(𝑛 + 1)4
−

32𝑘3

(𝑛 + 1)3
+

24𝑘2

(𝑛 + 1)2
−

8𝑘

𝑛 + 1
+ 1  

=
1

5
 φ

n
k  𝑥 

𝑛

𝑘=0

 
16𝑘4 + 64𝑘3 + 96𝑘2 + 64𝑘 + 16

(𝑛 + 1)4
−

32𝑘3 + 96𝑘2 + 96𝑘 + 32

(𝑛 + 1)3
  

+
1

5
 φ

n
k  𝑥 

𝑛

𝑘=0

 
24𝑘2 + 48𝑘 + 24

(𝑛 + 1)2
−

8𝑘 + 8

𝑛 + 1
+ 1 +

16𝑘4 + 48𝑘3 + 48𝑘2 + 16𝑘

(𝑛 + 1)4
  

+
1

5
 φ

n
k  𝑥 

𝑛

𝑘=0

 −
24𝑘3 + 48𝑘2 + 24𝑘

(𝑛 + 1)3
+

12𝑘2 + 12𝑘

(𝑛 + 1)2
−

2𝑘

𝑛 + 1
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+
1

5
 φ

n
k  𝑥 

𝑛

𝑘=0

 −
8𝑘3 + 24𝑘2 + 24𝑘 + 8

(𝑛 + 1)3
+

12𝑘2 + 24𝑘 + 12

(𝑛 + 1)2
  

+
1

5
 φ

n
k  𝑥 

𝑛

𝑘=0

 −
6𝑘 + 6

𝑛 + 1
+ 1 +

16𝑘4 + 16𝑘3

(𝑛 + 1)4
−

24𝑘3 + 24𝑘2

(𝑛 + 1)3
  

+
1

5
 φ

n
k  𝑥 

𝑛

𝑘=0

 
12𝑘2 + 12𝑘

(𝑛 + 1)2
−

2𝑘 + 2

𝑛 + 1
−

8𝑘3

(𝑛 + 1)3
+

12𝑘2

(𝑛 + 1)2
  

+
1

5
 φ

n
k  𝑥 

𝑛

𝑘=0

 −
6𝑘

𝑛 + 1
+ 1 +

16𝑘4 + 32𝑘3 + 16𝑘2

(𝑛 + 1)4
−

16𝑘3 + 16𝑘2

(𝑛 + 1)3
  

+
1

5
 φ

n
k  𝑥 

𝑛

𝑘=0

 
4𝑘2

(𝑛 + 1)2
−

16𝑘3 + 32𝑘2 + 16𝑘

(𝑛 + 1)3
+

16𝑘2 + 16𝑘

(𝑛 + 1)2
  

+
1

5
 φ

n
k  𝑥 

𝑛

𝑘=0

 −
4𝑘

𝑛 + 1
+

4𝑘2 + 8𝑘 + 4

(𝑛 + 1)2
−

4𝑘 + 4

𝑛 + 1
+ 1 +

16𝑘4

(𝑛 + 1)4
  

+
1

5
 φ

n
k  𝑥 

𝑛

𝑘=0

 −
32𝑘3

(𝑛 + 1)3
+

24𝑘2

(𝑛 + 1)2
−

8𝑘

𝑛 + 1
+ 1  

=
1

5
 φ

n
k  𝑥 

𝑛

𝑘=0

 
80𝑘4 + 160𝑘3 + 160𝑘2 + 80𝑘 + 16

 𝑛 + 1 4
−

160𝑘3 + 240𝑘2 + 160𝑘 + 40

 𝑛 + 1 3

+
120𝑘2 + 120𝑘 + 40

 𝑛 + 1 2
−

40𝑘 + 20

𝑛 + 1
+ 5  

=
16

 𝑛 + 1 4
 φ

n
k  𝑥 

𝑛

𝑘=0

𝑘4 +
32

 𝑛 + 1 4
 φ

n
k  𝑥 

𝑛

𝑘=0

𝑘3  

+
32

 𝑛 + 1 4
 φ

n
k  𝑥 

𝑛

𝑘=0

𝑘2 +
16

 𝑛 + 1 4
 φ

n
k  𝑥 

𝑛

𝑘=0

𝑘 +
16

5 𝑛 + 1 4
 

−
32

 𝑛 + 1 3
 φ

n
k  𝑥 

𝑛

𝑘=0

𝑘3 −
48

 𝑛 + 1 3
 φ

n
k  𝑥 

𝑛

𝑘=0

𝑘2 −
32

 𝑛 + 1 3
 φ

n
k  𝑥 

𝑛

𝑘=0

𝑘 

−
8

 𝑛 + 1 3
 φ

n
k  𝑥 

𝑛

𝑘=0

+
24

 𝑛 + 1 2
 φ

n
k  𝑥 

𝑛

𝑘=0

𝑘2 +
24

 𝑛 + 1 2
 φ

n
k  𝑥 

𝑛

𝑘=0

𝑘 

+
8

 𝑛 + 1 2
 φ

n
k  𝑥 −

8

𝑛 + 1

𝑛

𝑘=0

 φ
n
k  𝑥 𝑘

𝑛

𝑘=0

−
4

𝑛 + 1
 φ

n
k  𝑥 +

𝑛

𝑘=0

1 

=
16

 𝑛 + 1 4
 φ

n
k  𝑥 

𝑛

𝑘=0

 𝑘 (𝑘 − 1)(𝑘 − 2)(𝑘 − 3) + 6𝑘3 − 11𝑘2 + 6𝑘)  

+
32

 𝑛 + 1 4
 φ

n
k  𝑥 

𝑛

𝑘=0

𝑘3 −
32

 𝑛 + 1 3
 φ

n
k  𝑥 

𝑛

𝑘=0

𝑘3 +
32

 𝑛 + 1 4
 φ

n
k  𝑥 

𝑛

𝑘=0

𝑘2  

−
48

 𝑛 + 1 3
 φ

n
k  𝑥 

𝑛

𝑘=0

𝑘2 +
24

 𝑛 + 1 2
 φ

n
k  𝑥 

𝑛

𝑘=0

𝑘2 +
16

 𝑛 + 1 4
 φ

n
k  𝑥 

𝑛

𝑘=0

𝑘 
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−
32

 𝑛 + 1 3
 φ

n
k  𝑥 

𝑛

𝑘=0

𝑘 +
24

 𝑛 + 1 2
 φ

n
k  𝑥 

𝑛

𝑘=0

𝑘 

−
8

𝑛 + 1
 φ

n
k  𝑥 𝑘 +

16

5 𝑛 + 1 4
−

8

 𝑛 + 1 3
+

8

 𝑛 + 1 2
−

4

𝑛 + 1
+ 1

𝑛

𝑘=0

 

=
16

 𝑛 + 1 4
 φ

n
k  𝑥 (

𝑛

𝑘=4

𝑘 𝑘 − 1  𝑘 − 2  𝑘 − 3  

+  
96

 𝑛 + 1 4
+

32

 𝑛 + 1 4
−

32

(𝑛 + 1)3
  φ

n
k  𝑥 (

𝑛

𝑘=3

𝑘 𝑘 − 1  𝑘 − 2 + 3𝑘2 − 2𝑘) 

+  −
176

 𝑛 + 1 4
+

32

 𝑛 + 1 4
−

48

(𝑛 + 1)3
+

24

(𝑛 + 1)2
  φ

n
k  𝑥 (

𝑛

𝑘=2

𝑘 𝑘 − 1 + 𝑘) 

+  
96

 𝑛 + 1 4
+

16

 𝑛 + 1 4
−

32

(𝑛 + 1)3
+

24

(𝑛 + 1)2
−

8

𝑛 + 1
  φ

n
k  𝑥 𝑘

𝑛

𝑘=3

+
16

5(𝑛 + 1)4
−

8

(𝑛 + 1)3

+
8

(𝑛 + 1)2
+

𝑛 − 3

𝑛 + 1
 

=
16

 𝑛 + 1 4
 

1

2𝑛
 

𝑛 𝑛 − 1  𝑛 − 2  𝑛 − 3  𝑛 − 4 !

 𝑛 − 𝑘 − 4 ! 𝑘 𝑘 − 1  𝑘 − 2  𝑘 − 3  𝑘 − 4 !
 1 + 𝑥 𝑘+4

𝑛−4

𝑘=0

 

× (1 − 𝑥)𝑛 −𝑘−4  𝑘 𝑘 − 1  𝑘 − 2  𝑘 − 3  

+
96 − 32𝑛

 𝑛 + 1 4
 

1

2𝑛
 

𝑛 𝑛 − 1  𝑛 − 2  𝑛 − 3 !

 𝑛 − 𝑘 − 3 ! 𝑘 𝑘 − 1  𝑘 − 2  𝑘 − 3 !
 1 + 𝑥 𝑘+3(1 − 𝑥)𝑛−𝑘−3

𝑛−3

𝑘=0

𝑘 𝑘 − 1  𝑘 − 2  

+
288 − 96𝑛

 𝑛 + 1 4
 

1

2𝑛
 

𝑛 𝑛 − 1  𝑛 − 2 !

 𝑛 − 𝑘 − 2 ! 𝑘 𝑘 − 1  𝑘 − 2 !
 1 + 𝑥 𝑘+2(1 − 𝑥)𝑛−𝑘−2

𝑛−2

𝑘=0

𝑘 𝑘 − 1  

+
288 − 96𝑛

 𝑛 + 1 4
 

1

2𝑛
 

𝑛 𝑛 − 1 !

 𝑛 − 𝑘 − 1 ! 𝑘 𝑘 − 1 !
 1 + 𝑥 𝑘+1(1 − 𝑥)𝑛−𝑘−1𝑘

𝑛−1

𝑘=0

 

−
192 − 64𝑛

 𝑛 + 1 4
 

1

2𝑛
 

𝑛 𝑛 − 1 !

 𝑛 − 𝑘 − 1 ! 𝑘 𝑘 − 1 !
 1 + 𝑥 𝑘+1(1 − 𝑥)𝑛−𝑘−1𝑘

𝑛−1

𝑘=0

𝑘 𝑘 − 1  

+ 
24𝑛2 − 168

 𝑛 + 1 4
 

1

2𝑛
 

𝑛 𝑛 − 1  𝑛 − 2 !

 𝑛 − 𝑘 − 2 ! 𝑘 𝑘 − 1  𝑘 − 2 !
 1 + 𝑥 𝑘+2(1 − 𝑥)𝑛−𝑘−2

𝑛−2

𝑘=0

 

+
24𝑛2 − 168

 𝑛 + 1 4
 

1

2𝑛
 

𝑛 𝑛 − 1 !

 𝑛 − 𝑘 − 1 ! 𝑘 𝑘 − 1 !
 1 + 𝑥 𝑘+1(1 − 𝑥)𝑛−𝑘−1𝑘

𝑛−1

𝑘=0

 

+
96 − 8𝑛 − 8𝑛3

 𝑛 + 1 4
 

1

2𝑛
 

𝑛 𝑛 − 1 !

 𝑛 − 𝑘 − 1 ! 𝑘 𝑘 − 1 !
 1 + 𝑥 𝑘+1(1 − 𝑥)𝑛 −𝑘−1𝑘

𝑛 −1

𝑘=0

 

 +
16

5(𝑛 + 1)4
−

8

(𝑛 + 1)3
+

8

(𝑛 + 1)2
+

𝑛 − 3

𝑛 + 1
 

=
𝑛 𝑛 − 1  𝑛 − 2  𝑛 − 3  1 + 𝑥 4

 𝑛 + 1 4
+

(12 − 4𝑛)𝑛 𝑛 − 1  𝑛 − 2  1 + 𝑥 3

 𝑛 + 1 4
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+
(72 − 24𝑛)𝑛 𝑛 − 1  1 + 𝑥 2

 𝑛 + 1 4
+

(144 − 48𝑛)𝑛 1 + 𝑥 

 𝑛 + 1 4
 

−
(96 − 32𝑛)𝑛 1 + 𝑥 

 𝑛 + 1 4
+

(6𝑛2 − 42)𝑛 𝑛 − 1  1 + 𝑥 2

 𝑛 + 1 4
 

+
(12𝑛2 − 84)𝑛 1 + 𝑥 

 𝑛 + 1 4
+

(48 − 4𝑛 − 4𝑛3)𝑛 1 + 𝑥 

 𝑛 + 1 4
+

16

5(𝑛 + 1)4
−

8

(𝑛 + 1)3
+

8

(𝑛 + 1)2
+

𝑛 − 3

𝑛 + 1
 

=
𝑛(1 + 𝑥)

(𝑛 + 1)4
 12𝑛2 − 84 + 48 − 4𝑛 − 4𝑛3 − 96 + 32𝑛 + 144 − 48𝑛  

+
𝑛(𝑛 − 1)(1 + 𝑥)2

(𝑛 + 1)4
  𝑛 − 2  𝑛 − 3  1 + 𝑥 2 +  12 − 4𝑛  𝑛 − 2  1 + 𝑥   

+72 − 4𝑛 + 6𝑛2 − 42 +
16

5(𝑛 + 1)4
−

8

(𝑛 + 1)3
+

8

(𝑛 + 1)2
+

𝑛 − 3

𝑛 + 1
 

=
𝑛(1 + 𝑥)

(𝑛 + 1)4
 12𝑛2 − 4𝑛3 − 20𝑛 + 8 +

𝑛(𝑛 − 1)(1 + 𝑥)2

(𝑛 + 1)4
  𝑛2 − 5𝑛 + 6  1 + 2𝑥 + 𝑥2   

+ −4𝑛2 + 20𝑛 − 24  1 + 𝑥 + 6𝑛2 − 24𝑛 + 30 +
16

5(𝑛 + 1)4
−

8

(𝑛 + 1)3
+

8

(𝑛 + 1)2
+

𝑛 − 3

𝑛 + 1
 

=
12𝑛3 − 4𝑛4 − 20𝑛2 + 8𝑛 + 12𝑛3𝑥 − 4𝑛4𝑥 − 20𝑛2𝑥 + 8𝑛𝑥

(𝑛 + 1)4
 

+
 𝑛2 − 𝑛  1 + 2𝑥 + 𝑥2 

(𝑛 + 1)4
 𝑛2 + 2𝑛2𝑥 + 𝑛2𝑥2 − 5𝑛 − 10𝑛𝑥 − 5𝑛𝑥2 + 6 + 12𝑥 + 6𝑥2 − 4𝑛2

− 4𝑛2𝑥 + 20𝑛 + 20𝑛𝑥 − 24 − 24𝑥 + 6𝑛2 − 24𝑛 + 30  

+
16

5(𝑛 + 1)4
−

8

(𝑛 + 1)3
+

8

(𝑛 + 1)2
+

𝑛 − 3

𝑛 + 1
 

=
12𝑛3 − 4𝑛4 − 20𝑛2 + 8𝑛 + 12𝑛3𝑥 − 4𝑛4𝑥 − 20𝑛2𝑥 + 8𝑛𝑥

(𝑛 + 1)4
 

+
 𝑛2 + 2𝑛2𝑥 + 𝑛2𝑥2 − 𝑛 − 2𝑛𝑥 − 𝑛𝑥2 

(𝑛 + 1)4
 3𝑛2 − 2𝑛2𝑥 + 𝑛2𝑥2 − 9𝑛 + 10 − 5𝑛𝑥2 − 12𝑥 + 12

+ 6𝑥2  

+
16

5(𝑛 + 1)4
−

8

(𝑛 + 1)3
+

8

(𝑛 + 1)2
+

𝑛 − 3

𝑛 + 1
 

=
1

(𝑛 + 1)4
 12𝑛3 − 4𝑛4 − 20𝑛2 + 8𝑛 + 12𝑛3𝑥 − 4𝑛4𝑥 − 20𝑛2𝑥 + 8𝑛𝑥 + 3𝑛4 − 2𝑛4𝑥 + 𝑛4𝑥2

− 9𝑛3 + 10𝑛3𝑥 − 5𝑛3𝑥2 − 12𝑛2𝑥 + 12𝑛2 + 6𝑛2𝑥2 + 6𝑛4𝑥 − 4𝑛4𝑥2 + 2𝑛4𝑥3

− 18𝑛3𝑥 + 20𝑛3𝑥2 − 10𝑛3𝑥3 − 24𝑛2𝑥2  

=
1

(𝑛 + 1)4
 +24𝑛2𝑥 + 12𝑛2𝑥3 + 3𝑛4𝑥2 − 2𝑛4𝑥3 + 𝑛4𝑥4 − 9𝑛3𝑥2 + 10𝑛3𝑥3 − 5𝑛3𝑥4 − 12𝑛2𝑥3

+ 12𝑛2𝑥2 + 6𝑛2𝑥4 − 3𝑛3 + 2𝑛3𝑥 − 𝑛3𝑥2 + 9𝑛2 − 10𝑛2𝑥 + 5𝑛2𝑥2 + 12𝑛𝑥

− 12𝑛 − 6𝑛𝑥2 − 6𝑛3𝑥 + 4𝑛3𝑥2 − 2𝑛3𝑥3 + 18𝑛2𝑥 − 20𝑛2𝑥2 + 10𝑛2𝑥3 + 24𝑛𝑥2

− 24𝑛𝑥 − 12𝑛𝑥3 − 3𝑛3𝑥2 + 2𝑛3𝑥3 − 𝑛3𝑥 + 9𝑛2𝑥2 − 10𝑛2𝑥3 + 5𝑛2𝑥4 + 12𝑛𝑥3

− 12𝑛𝑥2 − 6𝑛𝑥4 +
16

5(𝑛 + 1)4
−

8

(𝑛 + 1)3
+

8

(𝑛 + 1)2
+

𝑛 − 3

𝑛 + 1
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=
1

(𝑛 + 1)4
 −𝑛4 + 𝑛2 − 4𝑛 − 4𝑛𝑥 + 6𝑛3𝑥2 − 10𝑛2𝑥2 + 𝑛4𝑥4 + 11𝑛2𝑥4 − 6 𝑛𝑥4 + 6 𝑛𝑥2

− 6𝑛3𝑥4 +
16

5(𝑛 + 1)4
−

8

(𝑛 + 1)3
+

8

(𝑛 + 1)2
+

𝑛 − 3

𝑛 + 1
 

=
1

(𝑛 + 1)4
 −𝑛4 + 𝑛2 − 4𝑛 − 4𝑛𝑥 + 6𝑛3𝑥2 − 10𝑛2𝑥2 + 𝑛4𝑥4 + 11𝑛2𝑥4 − 6 𝑛𝑥4 + 6 𝑛𝑥2

− 6𝑛3𝑥4 + 𝑛4 − 6𝑛2 − 8𝑛 − 3 +
16

5(𝑛 + 1)4
−

8

(𝑛 + 1)3
+

8

(𝑛 + 1)2
 

=
1

(𝑛 + 1)4
 𝑛4𝑥4 − 6𝑛3𝑥4 + 6𝑛3𝑥2 − 6 𝑛𝑥4 + 6 𝑛𝑥2 + 11𝑛2𝑥4 − 10𝑛2𝑥2 − 4𝑛𝑥 − 5𝑛2 − 12𝑛

− 3 +
16

5(𝑛 + 1)4
−

8

(𝑛 + 1)3
+

8

(𝑛 + 1)2
 

= 𝑥4 −
10𝑛3𝑥4 − 5𝑛2𝑥4 + 10𝑛𝑥4 − 𝑥4 + 6𝑛3𝑥2 + 6 𝑛𝑥2

(𝑛 + 1)4
+

10𝑛2𝑥2 + 4𝑛𝑥 + 5𝑛2 + 12𝑛 + 3

(𝑛 + 1)4
 

+
16

5(𝑛 + 1)4
−

8

(𝑛 + 1)3
+

8

(𝑛 + 1)2
  

 = 𝑥4 −
10𝑛3𝑥4 − 5𝑛2𝑥4 + 10𝑛𝑥4 − 𝑥4 + 6𝑛3𝑥2 + 6 𝑛𝑥2

(𝑛 + 1)4
+

10𝑛2𝑥2 + 4𝑛𝑥 − 3𝑛2 − 4𝑛 −
1
5

(𝑛 + 1)4
     

  𝐾𝑛
 𝑡4; 𝑥 = 𝑥4 −

10𝑛3𝑥4 − 5𝑛2𝑥4 + 10𝑛𝑥4 − 𝑥4 + 6𝑛3𝑥2 + 6 𝑛𝑥2

(𝑛 + 1)4

+
10𝑛2𝑥2 + 4𝑛𝑥 − 3𝑛2 − 4𝑛 −

1
5

(𝑛 + 1)4
 

   𝐾𝑛
 𝑡4; 𝑥 − 𝑥4 = max

−1≤𝑥≤1
 𝑥4 −

10𝑛3𝑥4 − 5𝑛2𝑥4 + 10𝑛𝑥4 − 𝑥4 + 6𝑛3𝑥2 + 6 𝑛𝑥2

 𝑛 + 1 4
   

 +
10𝑛2𝑥2 + 4𝑛𝑥 − 3𝑛2 − 4𝑛 −

1
5

(𝑛 + 1)4
− 𝑥4                                                              (4.10) 

= max
−1≤𝑥≤1

 
−6 𝑛𝑥2 + 10𝑛2𝑥2 + 4𝑛𝑥 − 3𝑛2 − 4𝑛 −

1
5

 𝑛 + 1 4
−

10𝑛3𝑥4 − 5𝑛2𝑥4 + 10𝑛𝑥4 − 𝑥4 + 6𝑛3𝑥2

 𝑛 + 1 4
  

= max
−1≤𝑥≤1

 
10𝑛3𝑥4 − 5𝑛2𝑥4 + 10𝑛𝑥4 − 𝑥4 + 6𝑛3𝑥2

 𝑛 + 1 4
+

6 𝑛𝑥2 − 10𝑛2𝑥2 − 4𝑛𝑥 + 3𝑛2 + 4𝑛 +
1
5

 𝑛 + 1 4
  

≤ max
−1≤𝑥≤1

 
10𝑛3𝑥4 + 10𝑛𝑥4 + 6𝑛3𝑥2 + 6 𝑛𝑥2 + 3𝑛2 + 4𝑛 +

1
5

 𝑛 + 1 4
  

≤ max
−1≤𝑥≤1

 
10𝑛3 + 10𝑛

 𝑛 + 1 4
𝑥4 +

6𝑛3 + 6 𝑛

 𝑛 + 1 4
𝑥2 +

3𝑛2 + 4𝑛 +
1
5

 𝑛 + 1 4
  

≤
10𝑛3 + 10𝑛

 𝑛 + 1 4
+

6𝑛3 + 6 𝑛

 𝑛 + 1 4
+

3𝑛2 + 4𝑛 +
1
5

 𝑛 + 1 4
≤

16𝑛3 + 3𝑛2 + 21𝑛

 𝑛 + 1 4
≤

21𝑛(𝑛2 + 2𝑛 + 1)

 𝑛 + 1 4
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≤
21𝑛

 𝑛 + 1 2
 

lim
  𝑛→∞

   𝐾𝑛
 𝑡4; 𝑥 − 𝑥4 

C −1 ,1 = 0 

  𝐾𝑛
 𝑡4; 𝑥 ⇉ 𝑥4 olduğu görülür. 

 

Tanım 4.1. 

ℵ𝑛 ,𝑚
 𝑥 = 𝐿𝑛

 (𝑡 − 𝑥)𝑚 ; 𝑥 ,    𝑚 =  1,2, …   

ile tanımlanan ifadelere 𝐿𝑛  operatör dizisinin 𝑚-inci merkezi momentleri denir. 

 

Teorem 4.1. 

(Tanım 4.1)’de tanımladığımız merkezi momentlerin ilk dördünü 𝐾𝑛
 𝑡; 𝑥  

operatörü için hesaplayalım. 

 

Ġspat 4.1. 

  𝐾𝑛
  𝑡 − 𝑥 0; 𝑥 =   𝐾𝑛

 1; 𝑥  

olduğundan ve (4.6)’den dolayı; 

ℵ𝑛 ,0
 𝑥 = 1                                                               (4.11) 

olur. 

 

𝐾𝑛
  𝑡 − 𝑥 1 ;𝑥 =   𝐾𝑛

 𝑡; 𝑥 +   𝐾𝑛
 −𝑥; 𝑥 =   𝐾𝑛

 𝑡; 𝑥 − 𝑥  𝐾𝑛
 1; 𝑥  

yazılabilir. (4.6) ve (4.7)’den dolayı; 

  𝐾𝑛
  𝑡 − 𝑥 1;𝑥 = 𝑥 −

𝑥

𝑛 + 1
− 𝑥 = −

𝑥

𝑛 + 1
 

ℵ𝑛 ,1
 𝑥 = −

𝑥

𝑛 + 1
                                                           (4.12) 

olur. 

 

  𝐾𝑛
  𝑡 − 𝑥 2;𝑥 =   𝐾𝑛   𝑡2 − 2𝑥𝑡 + 𝑥2 ; 𝑥 =   𝐾𝑛

 𝑡2; 𝑥 − 2𝑥   𝐾𝑛
 𝑡; 𝑥 + 𝑥2   𝐾𝑛

 1; 𝑥  

yazılabilir  (4.6), (4.7) ve (4.8)’den dolayı; 

 𝐾𝑛
  𝑡 − 𝑥 2;𝑥 = 𝑥2 −

3𝑥2𝑛 + 𝑥2 − 𝑛 −
1
3

 𝑛 + 1 2
+  −2𝑥  𝑥 −

𝑥

𝑛 + 1
 + 𝑥2 

                               = 𝑥2 −
3𝑥2𝑛 + 𝑥2 − 𝑛 −

1
3

 𝑛 + 1 2
− 2𝑥2 +

2𝑥2

𝑛 + 1
+ 𝑥2  

                                = −
3𝑥2𝑛 + 𝑥2 − 𝑛 −

1
3

 𝑛 + 1 2
+

2𝑥2

𝑛 + 1
=

3𝑥2 − 3𝑥2𝑛 + 3𝑛 + 1

3 𝑛 + 1 2
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olduğundan; 

ℵ𝑛 ,2
 𝑥 =

3𝑥2 − 3𝑥2𝑛 + 3𝑛 + 1

3 𝑛 + 1 2
                                       (4.13) 

olur. 

 

𝐾𝑛
  𝑡 − 𝑥 3;𝑥 =   𝐾𝑛   𝑡3 − 3𝑡2𝑥 + 3𝑡𝑥2 − 𝑥3 ;𝑥   

                       = 𝐾𝑛
 𝑡3; 𝑥 − 3𝑥   𝐾𝑛

 𝑡2; 𝑥 + 3𝑥2   𝐾𝑛
 𝑡; 𝑥 − 𝑥3   𝐾𝑛

 1; 𝑥  

yazılabilir.  

(4.6), (4.7), (4.8) ve (4.9)’dan dolayı; 

  𝐾𝑛
  𝑡 − 𝑥 3 ; 𝑥 = 𝑥3 −

𝑥3 + 6𝑛2𝑥3 + 3𝑛𝑥3 − 3𝑛2𝑥 + 6𝑛 + 7𝑛𝑥 + 6𝑛𝑥2

 𝑛 + 1 3
 

−3𝑥  𝑥2 −
3𝑥2𝑛 + 𝑥2 − 𝑛 −

1
3

 𝑛 + 1 2
 + 3𝑥2  𝑥 −

𝑥

𝑛 + 1
 − 𝑥3  

= 𝑥3 −
𝑥3 + 6𝑛2𝑥3 + 3𝑛𝑥3 − 3𝑛2𝑥 + 6𝑛 + 7𝑛𝑥 + 6𝑛𝑥2

 𝑛 + 1 3
− 3𝑥3  

+
9𝑥3𝑛 + 3𝑥3 − 3𝑥𝑛 − 𝑥

 𝑛 + 1 2
+ 3𝑥3 −

3𝑥3

𝑛 + 1
− 𝑥3  

= −
𝑥3 + 6𝑛2𝑥3 + 3𝑛𝑥3 − 3𝑛2𝑥 + 6𝑛 + 7𝑛𝑥 + 6𝑛𝑥2

 𝑛 + 1 3
+

9𝑥3𝑛 + 3𝑥3 − 3𝑥𝑛 − 𝑥

 𝑛 + 1 2
−

3𝑥3

𝑛 + 1
 

= −
𝑥3 + 6𝑛2𝑥3 + 3𝑛𝑥3 − 3𝑛2𝑥 + 6𝑛 + 7𝑛𝑥 + 6𝑛𝑥2

 𝑛 + 1 3
 

+
9𝑥3𝑛 + 3𝑥3 − 3𝑥𝑛 − 𝑥 + 9𝑥3𝑛2 + 3𝑥3𝑛 − 3𝑥𝑛2 − 𝑥𝑛

 𝑛 + 1 3
+

−3𝑥3𝑛2 − 6𝑥3𝑛 − 3𝑥3

 𝑛 + 1 3
 

=
3𝑥3𝑛 − 𝑥3 − 6𝑛𝑥2 − 6𝑛 − 11𝑛𝑥 − 𝑥

 𝑛 + 1 3
 

olduğundan; 

ℵ𝑛 ,3
 𝑥 =

3𝑥3 𝑛 − 𝑥3 − 6𝑛𝑥2 − 6𝑛 − 11𝑛𝑥 − 𝑥

 𝑛 + 1 3
                                           (4.14) 

olur. 

 

𝐾𝑛
  𝑡 − 𝑥 4;𝑥 =   𝐾𝑛   𝑡4 − 4𝑡3𝑥 + 6𝑡2𝑥2 − 4𝑡𝑥3 + 𝑥4 ;𝑥  

= 𝐾𝑛
 𝑡4 ; 𝑥 − 4𝑥   𝐾𝑛

 𝑡3; 𝑥 + 6𝑥2   𝐾𝑛
 𝑡2; 𝑥 − 4𝑥3   𝐾𝑛

 𝑡; 𝑥 + 𝑥4   𝐾𝑛
 1; 𝑥  

(4.6), (4.7), (4.8) ve (4.9) ve (4.10)’dan dolayı, 
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𝐾𝑛
  𝑡 − 𝑥 4 ; 𝑥 = 𝑥4

−
10𝑛3𝑥4 − 5𝑛2𝑥4 + 10𝑛𝑥4 − 𝑥4 + 6𝑛3𝑥2 + 6 𝑛𝑥2 − 10𝑛2𝑥2 − 4𝑛𝑥 + 3𝑛2 + 4𝑛 +

1
5

(𝑛 + 1)4

− 4𝑥  𝑥3 −
𝑥3 + 6𝑛2𝑥3 + 3𝑛𝑥3 − 3𝑛2𝑥 + 6𝑛 + 7𝑛𝑥 + 6𝑛𝑥2

 𝑛 + 1 3
 + 6𝑥2  𝑥2 −

3𝑥2𝑛 + 𝑥2 − 𝑛 −
1
3

 𝑛 + 1 2
 

− 4𝑥3  𝑥 −
𝑥

𝑛 + 1
 + 𝑥4  

= 𝑥4 −
10𝑛3𝑥4 − 5𝑛2𝑥4 + 10𝑛𝑥4 − 𝑥4 + 6𝑛3𝑥2 + 6 𝑛𝑥2 − 10𝑛2𝑥2 − 4𝑛𝑥 + 3𝑛2 + 4𝑛 +

1
5

(𝑛 + 1)4
− 4𝑥4

+
4𝑥4 + 24𝑛2𝑥4 + 12𝑛𝑥4 − 12𝑛2𝑥2 + 24𝑛𝑥 + 28𝑛𝑥2 + 24𝑛𝑥3

 𝑛 + 1 3
+ 6𝑥4

−
18𝑥4𝑛 + 6𝑥4 − 6𝑥2𝑛 − 2𝑥2

 𝑛 + 1 2
− 4𝑥4 +

4𝑥4

𝑛 + 1
+ 𝑥4  

= −
10𝑛3𝑥4 − 5𝑛2𝑥4 + 10𝑛𝑥4 − 𝑥4 + 6𝑛3𝑥2 + 6𝑛𝑥2 − 10𝑛2𝑥2 − 4𝑛𝑥 + 3𝑛2 + 4𝑛 +

1
5

(𝑛 + 1)4

+
4𝑥4 + 24𝑛2𝑥4 + 12𝑛𝑥4 − 12𝑛2𝑥2 + 24𝑛𝑥 + 28𝑛𝑥2 + 24𝑛𝑥3

 𝑛 + 1 3

−
18𝑥4𝑛 + 6𝑥4 − 6𝑥2𝑛 − 2𝑥2

 𝑛 + 1 2
+

4𝑥4

𝑛 + 1
 

=
𝑛2𝑥4 + 8𝑛𝑥4 + 𝑥4 + 44𝑛𝑥2 + 20𝑛2𝑥2 + 24𝑛2𝑥

(𝑛 + 1)4

+
24𝑛2𝑥3 + 24𝑛𝑥3 + 20𝑛𝑥 + 2𝑥2 + 3𝑛2 + 4𝑛 +

1
5

(𝑛 + 1)4
 

olduğundan; 

 

ℵ𝑛 ,4
 𝑥 =

𝑛2𝑥4 + 8𝑛𝑥4 + 𝑥4 + 44𝑛𝑥2 + 20𝑛2𝑥2 + 24𝑛2𝑥 + 24𝑛2𝑥3

 𝑛 + 1 4
      

+
24𝑛𝑥3 + 20𝑛𝑥 + 2𝑥2 + 3𝑛2 + 4𝑛 +

1
5

 𝑛 + 1 4
                                                     (4.15) 

olur. Böylece 𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥   operatörünün 4 tane merkezcil momentleri hesaplanmıĢ olur.  

 

ġimdi de 𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥   operatörünün düzgün yakınsaklığını inceleyelim. 

Teorem 4.2. 

𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥  operatörü [−1,1]  aralığında sürekli ve tüm reel eksende sınırlı olan 𝑓   

fonksiyonuna aynı aralıkta düzgün yakınsaktır. Yani;  

  lim
  𝑛→∞

   𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥 − 𝑓(𝑥) C −1,1 = 0 
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Ġspat 4.2. 

𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥   operatörünün düzgün yakınsaklığını gösterelim; 

 𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥 − 𝑓(𝑥) =   

𝑛 + 1

2
 φ

n
k  𝑥  𝑓 𝑡 𝑑𝑡

2
𝑘+1
𝑛+1

−1

2
𝑘

𝑛+1
−1

𝑛

𝑘=0

− 𝑓 𝑥 
𝑛 + 1

2
 φ

n
k  𝑥  𝑑𝑡

2
𝑘+1
𝑛+1

−1

2
𝑘

𝑛+1
−1

𝑛

𝑘=0

   

                                             =   
𝑛 + 1

2
 φ

n
k  𝑥  𝑓 𝑡 𝑑𝑡

2
𝑘+1
𝑛 +1

−1

2
𝑘

𝑛 +1
−1

𝑛

𝑘=0

−
𝑛 + 1

2
 φ

n
k  𝑥  𝑓 𝑥 𝑑𝑡

2
𝑘+1
𝑛+1

−1

2
𝑘

𝑛+1
−1

𝑛

𝑘=0

   

                                            =   
𝑛 + 1

2
 φ

n
k  𝑥   𝑓 𝑡 − 𝑓 𝑥  𝑑𝑡

2
𝑘+1
𝑛 +1

−1

2
𝑘

𝑛 +1
−1

𝑛

𝑘=0

          

𝑥 ∈ [−1,1] olduğundan 

1

2𝑛
 (𝑘

𝑛  ) 1 + 𝑥 𝑘(1 − 𝑥)𝑛−𝑘 ≥ 0 

dır. 

Üçgen eĢitsizliğinden; 

 𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥 − 𝑓(𝑥) ≤

𝑛 + 1

2
 φ

n
k  𝑥   𝑓 𝑡 − 𝑓(𝑥) 𝑑𝑡

2
𝑘+1
𝑛+1

−1

2
𝑘

𝑛+1
−1

𝑛

𝑘=0

 

≤
𝑛 + 1

2
 φ

n
k  𝑥   𝑓 𝑡 − 𝑓(𝑥) 𝑑𝑡

2
𝑘+1
𝑛+1

−1

2
𝑘

𝑛 +1
−1

 t−x <δ

+
𝑛 + 1

2
 φ

n
k  𝑥   𝑓 𝑡 − 𝑓(𝑥) 𝑑𝑡

2
𝑘+1
𝑛+1

−1

2
𝑘

𝑛+1
−1

 t−x ≥δ

 

𝑓 fonksiyonu reel eksende sınırlı olduğu için öyle bir 𝑀 pozitif sayısı bulabiliriz 

ki tüm 𝑥 ∈ [−1,1] için  

 𝑓(𝑥) ≤ 𝑀                                                 (4.16) 

sağlanır. 𝑓 ∈ 𝐶[−1,1] olduğunda her 𝜀 > 0 için öyle bir 𝛿 > 0 bulabiliriz ki 𝑡 ∈ (−∞, ∞) 

ve 𝑥 ∈  𝑎, 𝑏  için  𝑡 − 𝑥 < 𝛿 olduğunda 

                                 𝑓 𝑡 − 𝑓(𝑥) < 𝜀                                                (4.17)  

sağlanır. 

 

𝑥, 𝑡 ∈  −1,1  olduğunda (4.17) eĢitsizliği 𝑓  fonksiyonu  −1,1  de sürekli olduğu 

için gerçeklenir. 
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𝑥 ∈  −1,1 , 𝑡 ∉ [−1,1]  olduğunda ise (4.17) eĢitsizliği 𝑓  fonksiyonu 𝑎  ve 𝑏 

noktalarından sırasıyla soldan ve sağdan sürekli bir fonksiyon olduğu için 

gerçeklenir. 

 

(4.16) ve (4.17) eĢitsizliklerinden dolayı tüm 𝑡 ∈ (−∞, ∞) ve 𝑥 ∈  −1,1  için, 

  𝑓 𝑡 − 𝑓(𝑥) < 𝜀 +
2𝑀

𝛿2 (𝑡 − 𝑥)2                                                      (4.18) 

eĢitsizliği gerçeklenir. Çünkü  𝑡 − 𝑥 < 𝛿  olduğunda, (4.18) eĢitsizliği (4.17) 

eĢitsizliğinden dolayı 
2𝑀

𝛿2 (𝑡 − 𝑥)2 ifadesi pozitif olduğu için sağlanır.  

 

 𝑡 − 𝑥 ≥ 𝛿  olduğunda ise 
(𝑡−𝑥)2

𝛿2 ≥ 1  olacağından 
2𝑀

𝛿2 (𝑡 − 𝑥)2 ≥ 2𝑀  eĢitsizliği 

sağlanır. Bu durumda 𝜀 > 0 olduğu için (4.16) eĢitsizliğinden (4.18) eĢitsizliği elde 

edilir. 

Böylece; 

 𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥 − 𝑓(𝑥) ≤  𝐾𝑛

  𝑓 𝑡 − 𝑓 𝑥  ;𝑥  ≤  𝐾𝑛  𝜀 +
2𝑀

𝛿2
(𝑡 − 𝑥)2; 𝑥   

≤ 𝜀 + 2𝑀
𝑛 + 1

2
 φ

n
k  𝑥  

 t − x 2

δ
2 𝑑𝑡

2
𝑘+1
𝑛+1

−1

2
𝑘

𝑛+1
−1

 t−x ≥δ

≤ 𝜀 +
2𝑀

δ
2

𝑛 + 1

2
 φ

n
k  𝑥   t − x 2𝑑𝑡

2
𝑘+1
𝑛+1

−1

2
𝑘

𝑛+1
−1

 t−x ≥δ

 

≤ 𝜀 +
2𝑀

δ
2

𝑛 + 1

2
 φ

n
k  𝑥   t − x 2𝑑𝑡

2
𝑘+1
𝑛+1

−1

2
𝑘

𝑛 +1
−1

𝑛

𝑘=0

 

yazabiliriz. Böylece (4.13)’ten 

 𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥 − 𝑓 𝑥  ≤ 𝜀 +

2𝑀

δ
2

 
3𝑥2 − 3𝑥2𝑛 + 3𝑛 + 1

3 𝑛 + 1 2
  

elde edilir. 

 

𝑥 ∈ [−1,1] olduğundan; 

max
−1≤𝑥≤1

 3𝑥2 − 3𝑥2𝑛 + 3𝑛 + 1 = 3𝑛 + 1 

o halde; 

 𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥 − 𝑓 𝑥  ≤ 𝜀 +

6𝑀𝑛 + 2𝑀

3δ
2 𝑛 + 1 2

 

yazılabilir. Yani; 

lim
𝑛→∞

max
−1≤𝑥≤1

 𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥 − 𝑓 𝑥  = 0                                                    (4.19) 
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olur. Böylece 𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥  operatörünün 𝑓  fonksiyonuna düzgün yakınsadığı gösterilmiĢ 

olur. 

 

1932 yılında Voronowskaja, Bernstein polinomları için bir teorem ifade ve 

ispat etmiĢtir. Bu ifadenin benzerini 𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥  operatörü için ifade ve ispat edelim. 

Teorem 4.3. 

𝑓   fonksiyonu [−1,1]  aralığında sınırlı ve (−1,1)  aralığının bir 𝑥  noktasında 

ikinci türevi mevcut olsun. Bu takdirde; 

lim
𝑛→∞

𝑛   𝐾𝑛
 𝑓;𝑥 −  𝑓 𝑥  = −𝑥𝑓 ′  𝑥 + (1 − 𝑥2)

𝑓′′  𝑥 

2
 

eĢitliği sağlanır. 

 

Ġspat 4.3. 

Bir 𝑓 fonksiyonunun 𝑥 noktasındaki Taylor açılımı;  

𝑓 𝑡 = 𝑓 𝑥 +
1

1!
𝑓′  𝑥  𝑡 − 𝑥 +

1

2!
𝑓 ′′  𝑥  𝑡 − 𝑥 2 + 𝑅𝑛

 𝑡 − 𝑥                        (4.20) 

𝑅𝑛
 𝑡 − 𝑥 =

1

3!
𝑓′′′  𝑥  𝑡 − 𝑥 3 +

1

4!
𝑓(4 ) 𝑥  𝑡 − 𝑥 4 + ⋯ 

olup buna kalan terim denir. 

Ayrıca; 

𝑅𝑛
 𝑡 − 𝑥 =  𝑡 − 𝑥 2𝜇 𝑡 − 𝑥  

yazılabilir. Burada 𝑅𝑛  kalan terim ve  lim→0 𝜇  = 0  dır. Dolayısıyla sınırlıdır. O 

halde her bir  sayısı için 𝐻 > 0 vardır ki; 

 𝜇() ≤ 𝐻 

yazılabilir. 

Bu durumda (4.20) eĢitliği 

𝑓 𝑡 = 𝑓 𝑥 +
1

1!
𝑓′  𝑥  𝑡 − 𝑥 +

1

2!
𝑓′′  𝑥  𝑡 − 𝑥 2 +  𝑡 − 𝑥 2𝜇 𝑡 − 𝑥  

Ģeklinde yazılabilir. Her iki tarafı   2
𝑘

𝑛+1
− 1 ,  2

𝑘+1

𝑛+1
− 1   aralığına integrale alıp ve 

her iki tarafı  

 
𝑛 + 1

2

1

2𝑛
 (𝑘

𝑛  ) 1 + 𝑥 𝑘 (1 − 𝑥)𝑛−𝑘 

 ile   çarpar ve her iki tarafı   𝑛
𝑘=0  toplamını alırsak; 
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𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥 =  

𝑛 + 1

2
 φ

n
k  𝑥  𝑓(𝑥)𝑑𝑡

2
𝑘+1
𝑛+1

−1

2
𝑘

𝑛 +1
−1

𝑛

𝑘=0

+
𝑛 + 1

2
 φ

n
k  𝑥  𝑓′  𝑥  𝑡 − 𝑥 𝑑𝑡

2
𝑘+1
𝑛+1

−1

2
𝑘

𝑛+1
−1

𝑛

𝑘=0

 

+
𝑛 + 1

2
 φ

n
k  𝑥  

1

2!
𝑓′′  𝑥  𝑡 − 𝑥 2𝑑𝑡 

2
𝑘+1
𝑛+1

−1

2
𝑘

𝑛+1
−1

𝑛

𝑘=0

+
𝑛 + 1

2
 φ

n
k  𝑥   𝑡 − 𝑥 2𝜇 𝑡 − 𝑥 𝑑𝑡

2
𝑘+1
𝑛 +1

−1

2
𝑘

𝑛 +1
−1

𝑛

𝑘=0

 

𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥 =  𝑓(𝑥)

𝑛 + 1

2
 φ

n
k  𝑥  𝑑𝑡

2
𝑘+1
𝑛+1

−1

2
𝑘

𝑛+1
−1

𝑛

𝑘=0

+ 𝑓′  𝑥 
𝑛 + 1

2
 φ

n
k  𝑥   𝑡 − 𝑥 𝑑𝑡

2
𝑘+1
𝑛+1

−1

2
𝑘

𝑛+1
−1

𝑛

𝑘=0

 

+
1

2
𝑓′′  𝑥 

𝑛 + 1

2
 φ

n
k  𝑥   𝑡 − 𝑥 2𝑑𝑡 

2
𝑘+1
𝑛+1

−1

2
𝑘

𝑛+1
−1

𝑛

𝑘=0

+
𝑛 + 1

2
 φ

n
k  𝑥   𝑡 − 𝑥 2𝜇 𝑡 − 𝑥 𝑑𝑡

2
𝑘+1
𝑛+1

−1

2
𝑘

𝑛+1
−1

𝑛

𝑘=0

 

𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥 = 𝑓 𝑥  𝐾𝑛

 1;𝑥 + 𝑓′  𝑥 ℵ𝑛 ,1
 𝑥 +

𝑓′′  𝑥 

2
ℵ𝑛 ,2

 𝑥  

+
𝑛 + 1

2
 φ

n
k  𝑥   𝑡 − 𝑥 2𝜇 𝑡 − 𝑥 𝑑𝑡

2
𝑘+1
𝑛+1

−1

2
𝑘

𝑛+1
−1

𝑛

𝑘=0

 

(4.6), (4.12) ve (4.13)’ den dolayı,  

  𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥 = 𝑓 𝑥 − 𝑓 ′  𝑥 

𝑥

𝑛 + 1
+

𝑓′′  𝑥 

2
 

3𝑥2 − 3𝑥2𝑛 + 3𝑛 + 1

3 𝑛 + 1 2
  

+
𝑛 + 1

2
 φ

n
k  𝑥   𝑡 − 𝑥 2𝜇 𝑡 − 𝑥 𝑑𝑡

2
𝑘+1
𝑛+1

−1

2
𝑘

𝑛+1
−1

𝑛

𝑘=0

                                      (4.21) 

Yukarıdaki eĢitliğin sağ tarafındaki 4. ifadeyi 

𝐵𝑛 (𝑥) =
𝑛 + 1

2
 φ

n
k  𝑥   𝑡 − 𝑥 2𝜇 𝑡 − 𝑥 𝑑𝑡

2
𝑘+1
𝑛+1

−1

2
𝑘

𝑛+1
−1

𝑛

𝑘=0

 

Ģeklinde yazalım. Bu durumda; 

𝐵𝑛 (𝑥) =
𝑛 + 1

2
 φ

n
k  𝑥   𝑡 − 𝑥 2𝜇 𝑡 − 𝑥 𝑑𝑡

2
𝑘+1
𝑛+1

−1

2
𝑘

𝑛+1
−1

 t−x <δ

 

+
𝑛 + 1

2
 φ

n
k  𝑥   𝑡 − 𝑥 2𝜇 𝑡 − 𝑥 𝑑𝑡

2
𝑘+1
𝑛 +1

−1

2
𝑘

𝑛 +1
−1

 t−x ≥δ

                                                    (4.22) 
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olur.   t − x < δ  iken  𝜇(𝑡 − 𝑥) < 𝜀  olur. Bu ifade ve   𝜇() ≤ 𝐻    4.22 ’de yerine 

yazılırsa; 

 𝐵𝑛
 𝑥  ≤ 𝜀

𝑛 + 1

2
 φ

n
k  𝑥   𝑡 − 𝑥 2𝑑𝑡

2
𝑘+1
𝑛+1

−1

2
𝑘

𝑛+1
−1

 t−x <δ

+ 𝐻
𝑛 + 1

2
 φ

n
k  𝑥   𝑡 − 𝑥 2𝑑𝑡                                              (4.23) 

2
𝑘+1
𝑛 +1

−1

2
𝑘

𝑛 +1
−1

 t−x ≥δ

 

 𝐵𝑛 (𝑥) ≤ 𝜀ℵ𝑛 ,2
 𝑥 + 𝐻

𝑛 + 1

2
 φ

n
k  𝑥   𝑡 − 𝑥 2𝑑𝑡

2
𝑘+1
𝑛 +1

−1

2
𝑘

𝑛 +1
−1

 t−x ≥δ

 

ℵ𝑛 ,2
 𝑥  yerine yazılırsa; 

 𝐵𝑛 (𝑥) ≤ 𝜀  
3𝑥2 − 3𝑥2𝑛 + 3𝑛 + 1

3 𝑛 + 1 2
 + 𝐻

𝑛 + 1

2
 φ

n
k  𝑥   𝑡 − 𝑥 2𝑑𝑡

2
𝑘+1
𝑛+1

−1

2
𝑘

𝑛+1
−1

 t−x ≥δ

 

𝑀 =
𝑛 + 1

2
 φ

n
k  𝑥   𝑡 − 𝑥 2𝑑𝑡

2
𝑘+1
𝑛+1

−1

2
𝑘

𝑛+1
−1

 t−x ≥δ

 

diyelim. 

  t − x ≥ 𝛿 𝑖𝑠𝑒    
 t − x 2

δ
2 ≥ 1 

𝑀 ≤
𝑛 + 1

2
 φ

n
k  𝑥   𝑡 − 𝑥 2

 t − x 2

δ
2 𝑑𝑡

2
𝑘+1
𝑛+1

−1

2
𝑘

𝑛+1
−1

 t−x ≥δ

 

yazabiliriz. Böylece; 

𝑀 ≤
1

δ
2

𝑛 + 1

2
 φ

n
k  𝑥   𝑡 − 𝑥 4𝑑𝑡

2
𝑘+1
𝑛 +1

−1

2
𝑘

𝑛 +1
−1

 t−x ≥δ

=
1

δ
2 𝜑𝑛 ,4

 𝑥  

dir. Bulunan bu ifadeyi (4.23)’te kullanırsak; 

 𝐵𝑛 (𝑥) ≤ 𝜀   
3𝑥2 − 3𝑥2𝑛 + 3𝑛 + 1

3 𝑛 + 1 2
 +

𝐻

δ
2 ℵ𝑛 ,4

 𝑥  

ℵ𝑛 ,4
 𝑥  eĢitliğini yerine yazarsak; 

 𝐵𝑛 (𝑥)   ≤ 𝜀  
3𝑥2 − 3𝑥2𝑛 + 3𝑛 + 1

3 𝑛 + 1 2
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+
𝐻

δ
2
 
𝑛2𝑥4 + 8𝑛𝑥4 + 𝑥4 + 44𝑛𝑥2 + 20𝑛2𝑥2 + 24𝑛2𝑥 + 24𝑛2𝑥3

 𝑛 + 1 4
    

+
𝐻

δ
2
 

24𝑛𝑥3 + 20𝑛𝑥 + 2𝑥2 + 3𝑛2 + 4𝑛 +
1
5

 𝑛 + 1 4
  

lim
𝑛→∞

𝑛 𝐵𝑛
 𝑥 ≤ lim

𝑛 →∞
𝜀  

𝑛2 3 − 3𝑥2 + 3𝑥2 + 1

3 𝑛 + 1 2
 

+
𝐻

δ
2
 

𝑛3 𝑥4 + 20𝑥2 + 24𝑥 + 24𝑥3 + 3 

 𝑛 + 1 4

+
𝑛2 8𝑥4 + 44𝑥2 + 24𝑥3 + 20𝑥 + 4 + 𝑛(𝑥4 + 2𝑥2 +

1
5

 𝑛 + 1 4
 

 

= lim
𝑛→∞

𝜀 1 − 𝑥2  

𝑥 ∈ [−1,1] olduğundan; 

lim𝑛→∞ 𝑛 𝐵𝑛
 𝑥 = 0  dır. 

  𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥 = 𝑓 𝑥 − 𝑓′  𝑥 

𝑥

𝑛 + 1
+

𝑓 ′′  𝑥 

2
 

3𝑥2 − 3𝑥2𝑛 + 3𝑛 + 1

3 𝑛 + 1 2
 + 𝐵𝑛

 𝑥       

Ģeklinde idi. O halde; 

𝑛   𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥 −  𝑓 𝑥  = −𝑓′  𝑥 

𝑛𝑥

𝑛 + 1
+

𝑓′′  𝑥 

2
 

3𝑛𝑥2 − 3𝑥2𝑛2 + 3𝑛2 + 𝑛

3 𝑛 + 1 2
 + 𝑛𝐵𝑛

 𝑥  

lim
𝑛→∞

𝑛   𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥 −  𝑓 𝑥   

= −𝑓′  𝑥 lim
𝑛→∞

𝑛𝑥

𝑛 + 1
+

𝑓′′  𝑥 

2
lim
𝑛 →∞

 
3𝑛𝑥2 − 3𝑥2𝑛2 + 3𝑛2 + 𝑛

3 𝑛 + 1 2
 + lim

𝑛→∞
𝑛𝐵𝑛

 𝑥  

= −𝑥𝑓′  𝑥 + (1 − 𝑥2)
𝑓′′  𝑥 

2
 

Böylece ispat tamamlanmıĢ olur.  

 

ġimdi de; 𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥  operatörünün yaklaĢım hızını hesaplayalım. Bunun için 

öncelikle süreklilik modülünün tanım ve özelliklerini verelim.  

Tanım 4.2. (Süreklilik Modülü) 

[𝑎, 𝑏]  aralığında tanımlı 𝑓  fonksiyonu verilsin. [0, 𝑏 − 𝑎]  aralığında tanımlı          

𝜔 𝛿 ≔ 𝜔 𝑓; 𝛿 = {𝑠𝑢𝑝  𝑓 𝑥2
 − 𝑓 𝑥1

  :  𝑥2 − 𝑥1
 ≤ 𝛿 , 𝑥1 ,  𝑥2𝜖 𝑎, 𝑏 }  fonksiyonuna 𝑓 ’nin 

süreklilik modülü denir (Shevchuk, 1992).  

 

Süreklilik Modülünün Özellikleri 

1. 𝑤 𝑓; δ ≥ 0 
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2. δ1 ≤ δ2 ise 𝑤 𝑓; δ1
  ≤ 𝑤 𝑓 ; δ2

   

3. 𝑚 ∈ ℕ için 𝑤 𝑓; 𝑚δ ≤ m𝑤 𝑓; δ  

4. λ ∈ ℝ+  için 𝑤 𝑓; λδ ≤ (1 +  λ) 𝑤 𝑓 ; δ  

5. limδ→∞ 𝑤 𝑓; δ = 0 

6.  𝑓 𝑡 − 𝑓 𝑥  ≤ 𝑤  𝑓 𝑡 − 𝑓 𝑥    

7.   𝑓 𝑡 − 𝑓 𝑥  ≤  
 t−x 

δ
+ 1 𝑤 𝑓; δ  

(Campiti ve Altomare, 1994). 

 

ġimdi süreklilik modülü yardımı ile 𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥  operatörünün yaklaĢım hızını 

veren bir teorem ispatlayacağız.  

Teorem 4.4. 

𝑓 ∈ 𝐶 −1, 1  olsun. Bu takdirde yeterince büyük 𝑛’ler için   

 𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥 − 𝑓(𝑥) ≤ 2𝑤  𝑓;

1

 𝑛
  

eĢitsizliği sağlanır. 

 

Ġspat 4.4. 

φ
n
k  𝑥 =

1

2𝑛
 (𝑘

𝑛 ) 1 + 𝑥 𝑘(1 − 𝑥)𝑛−𝑘  

olmak üzere 

𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥 =

𝑛 + 1

2
 φ

n
k  𝑥  𝑓 𝑡 𝑑𝑡

2
𝑘+1
𝑛 +1

−1

2
𝑘

𝑛 +1
−1

𝑛

𝑘=0

 

Ģeklinde idi. 

𝐾𝑛
 1; 𝑥 = 1 olduğundan ve operatörün lineerliğinden; 

 𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥 − 𝑓 𝑥  =  𝐾𝑛

 𝑓 ;𝑥 − 𝑓 𝑥 𝐾𝑛
 1; 𝑥  =  𝐾𝑛

 𝑓; 𝑥 − 𝐾𝑛
 𝑓 𝑥 ;𝑥   

 ≤  𝐾𝑛  𝑓 𝑡 − 𝑓 𝑥  ; 𝑥 ≤  𝐾𝑛
 𝑓 𝑡 − 𝑓 𝑥  ; 𝑥                       (4.24) 

Süreklilik modülünün (7) özelliğini kullanırsak; 

 𝑓 𝑡 − 𝑓 𝑥  ≤  
 t − x 

δ
+ 1  𝑤 𝑓 ; δ  

Bu ifadeyi (4.24)’de yerine yazarsak; 

 𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥 − 𝑓 𝑥  ≤ 𝐾𝑛   

 t − x 

δ
+ 1 𝑤 𝑓 ; δ ; x = 𝑤 𝑓; δ 𝐾𝑛

 1; 𝑥 +
𝑤 𝑓; δ 

δ
𝐾𝑛

  t − x ;𝑥    
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bulunur.Yani; 

 𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥 − 𝑓(𝑥) ≤ 𝑤 𝑓; δ  𝐾𝑛

 1;𝑥 +
1

δ
𝐾𝑛

  t − x ;𝑥         (4.25) 

(4.1)’in (4.25)'de kullanılmasıyla 

 𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥 − 𝑓(𝑥) ≤ 𝑤 𝑓; δ  1 +

1

δ
𝐾𝑛

  t − x ; 𝑥                                                                        (4.26) 

bulunur, bulunan bu ifadede; 

𝐴 = 𝐾𝑛
  t − x ;𝑥  

diyelim. 

Cauchy-Schwartz Bungakowsky eĢitsizliğinden; 

𝐴 = 𝐾𝑛
  t − x ; 𝑥 =

𝑛 + 1

2
 φ

n
k  𝑥   t − x 𝑑𝑡

2
𝑘+1
𝑛+1

−1

2
𝑘

𝑛+1
−1

𝑛

𝑘=0

 

≤
𝑛 + 1

2
 φ

n
k  𝑥 

 

 
 

  t − x 2𝑑𝑡

2
𝑘+1
𝑛+1

−1

2
𝑘

𝑛+1
−1

 

 
 

1
2

𝑛

𝑘=0

 

 
 

 1𝑑𝑡

2
𝑘+1
𝑛+1

−1

2
𝑘

𝑛 +1
−1

 

 
 

1
2

 

=
𝑛 + 1

2
  φ

n
k  𝑥  

1
2

𝑛

𝑘=0

 

 
 

φ
n
k  𝑥   t − x 2𝑑𝑡

2
𝑘+1
𝑛+1

−1

2
𝑘

𝑛+1
−1

 

 
 

1
2

 
2

𝑛 + 1
 

1
2

 

≤  
𝑛 + 1

2
 

1
2
  φ

n
k  𝑥 

𝑛

𝑘=0

 

1
2

 

 
 

  φ
n
k  𝑥   t − x 2𝑑𝑡

2
𝑘+1
𝑛 +1

−1

2
𝑘

𝑛 +1
−1

 
𝑛

𝑘=0

 

 
 

1
2

 

=  
𝑛 + 1

2
 

1
2

 

 
 

 φ
n
k  𝑥    t − x 2𝑑𝑡

2
𝑘+1
𝑛+1

−1

2
𝑘

𝑛+1
−1

 
𝑛

𝑘=0

 

 
 

1
2

 

=

 

 
 𝑛 + 1

2
 φ

n
k  𝑥    t − x 2𝑑𝑡

2
𝑘+1
𝑛+1

−1

2
𝑘

𝑛+1
−1

 
𝑛

𝑘=0

 

 
 

1
2

= 𝐾𝑛
  t − x 2 ; 𝑥 

1
2 

bulunur. Öte taraftan; 

𝐾𝑛
  t − x 2; 𝑥 =

3𝑥2 − 3𝑥2𝑛 + 3𝑛 + 1

3 𝑛 + 1 2
 

olduğunu biliyoruz. 
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O halde; 

𝐴 ≤  
3𝑥2 − 3𝑥2𝑛 + 3𝑛 + 1

3 𝑛 + 1 2
 

1
2

 

elde edilir. Elde edilen bu ifadenin (4.26)’da yerine yazılmasıyla; 

 𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥 − 𝑓(𝑥) ≤ 𝑤 𝑓; δ  1 +

1

δ
 

3𝑥2 − 3𝑥2𝑛 + 3𝑛 + 1

3 𝑛 + 1 2
 

1
2

  

max
−1≤𝑥≤1

 
3𝑥2 − 3𝑥2𝑛 + 3𝑛 + 1

3 𝑛 + 1 2
 

1
2

=  
3𝑛 + 1

3 𝑛 + 1 2
 

1
2

≤  
3(𝑛 + 1)

3 𝑛 + 1 2
 

1
2

≤
1

 𝑛
 

olur. Bu durumda; 

 𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥 − 𝑓(𝑥) ≤ 𝑤 𝑓; δ  1 +

1

δ

1

 𝑛
  

yazabiliriz.  δ =
1

 𝑛
  olarak seçilirse; 

 𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥 − 𝑓(𝑥) ≤ 2𝑤  𝑓;

1

 𝑛
  

olur. Böylece ispat tamamlanmıĢ olur.  

 

ġimdi de Lipschitz koĢulunu sağlayan fonksiyonlar kullanılarak 𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥  

operatörü için bir teorem ispat edelim. 

Teorem 4.5. 

𝑓 fonksiyonu Lipschitz koĢulunu sağlıyorsa; bu takdirde 

 𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥 − 𝑓 𝑥  

C −1,1 = 𝑂   
3𝑛 + 1

3 𝑛 + 1 2
 

𝛼
2
  

dır. 

 

Ġspat 4.5. 

𝐾𝑛
 1;𝑥 = 1 olduğundan ve operatörün lineerliğinden; 

 𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥 − 𝑓 𝑥  =  𝐾𝑛

 𝑓 ;𝑥 − 𝑓 𝑥 𝐾𝑛
 1; 𝑥  =  𝐾𝑛

 𝑓; 𝑥 − 𝐾𝑛
 𝑓 𝑥 ;𝑥   

≤  𝐾𝑛
 𝑓 𝑡 − 𝑓 𝑥  ; 𝑥 =

𝑛 + 1

2
 φ

n
k  𝑥   𝑓 𝑡 − 𝑓 𝑥  𝑑𝑡

2
𝑘+1
𝑛+1

−1

2
𝑘

𝑛+1
−1

𝑛

𝑘=0

                                    (4.27) 

yazılabilir.  

𝑓 fonksiyonu Lipschitz koĢulunu sağladığından; 

 𝑓 𝑡 − 𝑓 𝑥  ≤ 𝑀 𝑡 − 𝑥 𝛼  
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Bu ifade (4.27)′ de yerine yazılırsa; 

 𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥 − 𝑓 𝑥  ≤

𝑛 + 1

2
 φ

n
k  𝑥  𝑀 𝑡 − 𝑥 𝛼𝑑𝑡

2
𝑘+1
𝑛+1

−1

2
𝑘

𝑛+1
−1

𝑛

𝑘=0

 

= 𝑀
𝑛 + 1

2
 φ

n
k  𝑥   𝑡 − 𝑥 𝛼𝑑𝑡 =  𝑀𝐾𝑛

  t − x α ; 𝑥                                (4.28)

2
𝑘+1
𝑛+1

−1

2
𝑘

𝑛 +1
−1

𝑛

𝑘=0

 

Hölder eĢitsizliğinden; 

𝐾𝑛
  t − x α ; 𝑥 ≤ 𝐾𝑛

  t − x 2;𝑥 
𝛼
2  

Bu ifade ve  4.13  (4.28)′ de yerine yazılırsa; 

 𝐾𝑛
 𝑓 ;𝑥 − 𝑓 𝑥  ≤ 𝑀  

3𝑥2 − 3𝑥2𝑛 + 3𝑛 + 1

3 𝑛 + 1 2
 

𝛼
2

 

max
−1≤𝑥≤1

 3𝑥2 − 3𝑥2𝑛 + 3𝑛 + 1 = 3𝑛 + 1 

O halde; 

 𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥 − 𝑓 𝑥  ≤ 𝑀  

3𝑛 + 1

3 𝑛 + 1 2
 

𝛼
2

 

Böylece; 

 𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥 − 𝑓 𝑥  

C −1,1 ≤ 𝑀  
3𝑛 + 1

3 𝑛 + 1 2
 

𝛼
2

 

olur.Yani; 

 𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥 − 𝑓 𝑥  

C −1,1 = 𝑂   
3𝑛 + 1

3 𝑛 + 1 2
 

𝛼
2
  

bulunur ve ispat tamamlanır. 

 

ġimdi de türevlenebilen fonksiyonlar kullanılarak 𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥  operatörü için bir 

teorem ispat edelim. 

Teorem 4.6.  

𝑓 türevlenebilir ve türevi [−1,1] aralığında, sürekli ve tüm reel eksende sınırlı 

bir fonksiyon olsun. Bu durumda; belirli bir 𝑛 den sonra 

 𝑛 𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥 − 𝑓 𝑥  ≤

𝑀

 𝑛
+ 2𝑤(𝑓′ ;

1

 𝑛
 ) 

dır. 
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Ġspat 4.6. 

𝑓 türevlenebilir ve türevi [−1,1] aralığında, sürekli ve tüm reel eksende sınırlı 

bir fonksiyon olduğundan, 𝑡 , 𝑥 ∈ [−1,1]  için ortalama değer teoreminden 𝑡  ile 𝑥 

arasında öyle bir 𝑢 vardır ki  

𝑓′  𝑢 =
𝑓 𝑡 − 𝑓(𝑥)

𝑡 − 𝑥
 

olur. EĢitliğin sol tarafına −𝑓′  𝑥 + 𝑓′ (𝑥) eklenirse; 

𝑓 𝑡 − 𝑓 𝑥 =  𝑡 − 𝑥 𝑓′  𝑥 +  𝑡 − 𝑥  𝑓 ′  𝑢 − 𝑓 ′  𝑥                                       (4.29) 

elde edilir. O halde (4.29)’un 𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥  operatörü altındaki görüntüsü alınırsa ve  

  𝐾𝑛
 𝑡; 𝑥    = 𝑥 −

𝑥

𝑛 + 1
 

olduğu göz önüne alınırsa; 

𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥 − 𝑓 𝑥 = 𝑓′  𝑥 𝐾𝑛

 𝑡 − 𝑥; 𝑥 + 𝐾𝑛   𝑡 − 𝑥  𝑓′  𝑢 − 𝑓′  𝑥  ; 𝑥 

= 𝑓 ′  𝑥  𝑥 −
𝑥

𝑛 + 1
− 𝑥 + 𝐾𝑛   𝑡 − 𝑥  𝑓′  𝑢 − 𝑓′  𝑥  ; 𝑥  

 =
−𝑥𝑓′  𝑥 

𝑛 + 1
+ 𝐾𝑛   𝑡 − 𝑥  𝑓′  𝑢 − 𝑓′  𝑥  ; 𝑥                                 (4.30) 

elde edilir. 𝑢, 𝑡 ile 𝑥 arasında olduğundan; 

 𝑢 − 𝑥 ≤  𝑡 − 𝑥  

olacaktır. Süreklilik modülü özelliğinden; 

 𝑓′  𝑢 − 𝑓′  𝑥  ≤ 𝑤(𝑓′ ;  𝑢 − 𝑥 ) ≤ 𝑤(𝑓′ ;  𝑡 − 𝑥 ) ≤  1 +
 𝑡 − 𝑥 

𝛿𝑛

 𝑤(𝑓′ ; 𝛿𝑛  ) 

elde edilir. Bu son ifade (4.30)’ da yerine yazılırsa; 

 𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥 − 𝑓 𝑥  ≤

 −𝑥𝑓′  𝑥  

𝑛 + 1
+ 𝐾𝑛

  𝑡 − 𝑥   𝑓′  𝑢 − 𝑓′  𝑥   ; 𝑥  

                                  ≤
 −𝑥𝑓′  𝑥  

𝑛 + 1
+ 𝐾𝑛   𝑡 − 𝑥  1 +

 𝑡 − 𝑥 

𝛿𝑛

 ;𝑥  𝑤 𝑓 ′ ; 𝛿𝑛    

                                  ≤  
 −𝑥𝑓′  𝑥  

𝑛 + 1
+ 𝐾𝑛   𝑡 − 𝑥 +

1

𝛿𝑛

 𝑡 − 𝑥 2;𝑥  𝑤(𝑓 ′ ;𝛿𝑛  ) 

Cauchy Schwartz eĢitsizliğinden; 

 𝐾𝑛
 𝑓 ;𝑥 − 𝑓 𝑥  ≤

 −𝑥𝑓′  𝑥  

𝑛 + 1
+   𝐾𝑛

  𝑡 − 𝑥 2; 𝑥  
1
2 +

1

𝛿𝑛

 𝐾𝑛
  𝑡 − 𝑥 2; 𝑥   𝑤(𝑓′ ; 𝛿𝑛  ) 

Öte taraftan; 

𝐾𝑛
  t − x 2; 𝑥 =

3𝑥2 − 3𝑥2𝑛 + 3𝑛 + 1

3 𝑛 + 1 2
 

olduğunu biliyoruz.  
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max
−1≤𝑥≤1

 
3𝑥2 − 3𝑥2𝑛 + 3𝑛 + 1

3 𝑛 + 1 2
 

1
2

=  
3𝑛 + 1

3 𝑛 + 1 2
 

1
2

≤  
3(𝑛 + 1)

3 𝑛 + 1 2
 

1
2

≤
1

 𝑛
 

olur. Bu durumda; 

 𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥 − 𝑓 𝑥  ≤

 −𝑥𝑓′  𝑥  

𝑛 + 1
+  

1

 𝑛
+

1

𝑛𝛿𝑛

  𝑤(𝑓′ ; 𝛿𝑛  ) 

 𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥 − 𝑓 𝑥  ≤

 𝑥 

𝑛 + 1
 𝑓′  𝑥  +  

1

 𝑛
+

1

𝑛𝛿𝑛

  𝑤(𝑓′ ; 𝛿𝑛  ) 

𝑓′  bütün reel eksende sınırlı olduğundan; 

 𝑓′  𝑥  ≤ 𝑀 

olacak Ģekilde 𝑀 > 0 sayısı vardır. 

 𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥 − 𝑓 𝑥  ≤

𝑀

𝑛 + 1
+  

1

 𝑛
+

1

𝑛𝛿𝑛

  𝑤(𝑓′ ; 𝛿𝑛  ) ≤
𝑀

𝑛
+  

1

 𝑛
+

1

𝑛𝛿𝑛

  𝑤(𝑓 ′ ;𝛿𝑛  ) 

𝛿𝑛 =
1

 𝑛
  

olarak seçilirse; 

 𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥 − 𝑓 𝑥  ≤  𝑀

𝑛
+  2

 𝑛
   𝑤  𝑓′ ;

1

 𝑛
   

bulunur. EĢitliğin iki tarafı  𝑛 ile  çarpılırsa 

 𝑛 𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥 − 𝑓 𝑥  ≤

𝑀

 𝑛
+ 2𝑤(𝑓′ ;

1

 𝑛
 ) 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 

 

ġimdi de üzerinde çalıĢtığımız 𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥   operatörünün;  𝑓 𝑥 = sin(𝜋𝑥)𝑒

−
𝑥

2 ve 

𝑔 𝑥 = sin(𝜋𝑥) ln (𝑥 + 2  fonksiyonlarına ait yaklaĢımını karĢılaĢtıran grafikleri çizelim. 

 

𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥   operatörünün 𝑓 𝑥 = sin(𝜋𝑥)𝑒

−
𝑥

2  fonksiyonuna yaklaĢımı ġekil 4.1. , 

ġekil 4.2. , ġekil 4.3. , ve  ġekil 4.4. te  görüleceği gibi n değeri yeterince büyük 

seçildiğinde operatörün fonksiyona daha iyi yaklaĢtığı görülecektir.  

 

Aynı Ģekilde 𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥   operatörünün 𝑔 𝑥 = sin(𝜋𝑥) ln (𝑥 + 2  fonksiyonuna 

yaklaĢımı ġekil 4.5. , ġekil 4.6. , ġekil 4.7. , ve  ġekil 4.8. te  görüleceği gibi n değeri 

yeterince büyük seçildiğinde operatörün fonksiyona daha iyi yaklaĢtığı görülecektir.  
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                ġekil 4.1.   𝑓 𝑥 = sin(𝜋𝑥)𝑒
−

𝑥

2  fonksiyonuna 𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥  ile 𝑛 = 10 için yaklaĢım grafiği 

 

 

 

                ġekil 4.2.  𝑓 𝑥 = sin(𝜋𝑥)𝑒
−

𝑥

2  fonksiyonuna 𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥  ile 𝑛 = 50 için yaklaĢım grafiğ i                   

 

 

 

𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥  

𝑓 𝑥  

𝐾𝑛
 𝑓 ;𝑥  

 

𝑓 𝑥  
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               ġekil 4.3.  𝑓 𝑥 = sin(𝜋𝑥)𝑒
−

𝑥

2 fonksiyonuna 𝐾𝑛
 𝑓 ;𝑥  ile  𝑛 = 100 için yaklaĢım grafiği 

 

 

 

              ġekil 4.4.  𝑓 𝑥 = sin(𝜋𝑥)𝑒
−

𝑥

2  fonksiyonuna 𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥  ile 𝑛 = 500 için yaklaĢım grafiği 

 

 

 

𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥  

 

𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥  

 

𝑓 𝑥  

 

𝑓 𝑥  
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       ġekil 4.5.  𝑔 𝑥 = sin(𝜋𝑥) ln (𝑥 + 2  fonksiyonuna 𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥  ile 𝑛 = 10 için yaklaĢım grafiğ i 

 

 

 

        ġekil 4.6.  𝑔 𝑥 = sin(𝜋𝑥) ln (𝑥 + 2  fonksiyonuna 𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥  ile 𝑛 = 50 için yaklaĢım grafiği 

 

 

 

𝐾𝑛
 𝑓 ;𝑥  

 

𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥  

 

𝑓 𝑥  

 

𝑓 𝑥  
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        ġekil 4.7.  𝑔 𝑥 = sin(𝜋𝑥) ln (𝑥 + 2  fonksiyonuna 𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥  ile 𝑛 = 100 için yaklaĢım grafiği 

 

 

       ġekil 4.8.  𝑔 𝑥 = sin(𝜋𝑥) ln (𝑥 + 2  fonksiyonuna 𝐾𝑛
 𝑓 ;𝑥  ile  𝑛 = 500 için yaklaĢım grafiği 

        

ġimdi de 𝑓 𝑥 = sin(𝜋𝑥)𝑒
−

𝑥

2  olmak üzere, 𝑛 ve 𝑥’in bazı değerleri için 𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥  ile 

𝑓 fonksiyonuna yaklaĢımının nümerik tablosunu çizelge halinde gösterelim. 

 

 

𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥  

 

𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥  

 

𝑓 𝑥  

 

𝑓 𝑥  
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Çizelge 4.1.  𝑓 𝑥 = sin(𝜋𝑥)𝑒
−

𝑥

2  olmak üzere, 𝑛 ve 𝑥’in bazı değerleri için 𝐾𝑛
 𝑓 ;𝑥  ile 𝑓 

                                fonksiyonuna yaklaĢımının nümerik tablosu 

 

      n    

       x   

              

n=10 

 

 

n=50 

 

n=100 

 

n=500 

 

-0.9 0.2180887022 0.0576604091 0.0299390318 0.0061743320 

-0.8 0.0044432139 0.0070836148 0.0041455139 0.0009354300 

-0.7 0.1750433210 0.039948488 0.020254937 0.004093531 

-0.6 0.2975500442 0.074627197 0.038477685 0.007890249 

-0.5 0.3524129071 0.091828800 0.047660836 0.009829063 

-0.4 0.3403435224 0.090284532 0.047007417 0.009720750 

-0.3 0.2715255098 0.0721696082 0.0375942944 0.0077777173 

-0.2 0.1629210078 0.0422515531 0.0219235053 0.0045206777 

-0.1 0.0351615273 0.0067756318 0.0033165051 0.0006489310 

0.1 0.1955467178 0.2654574505 0.2922326138 0.2745386384 

0.2 0.0555125000 0.0725003904 0.0767544268 0.0686335956 

0.3 0.0291936203 0.0378923375 0.0398574450 0.0353475123 

0.4 0.0060871828 0.0078597333 0.0082219665 0.0072404173 

0.5 0.2176052369 0.0505652160 0.0257204513 

 

0.0052125782 

0.6 0.1322535834 0.0265226494 0.0131327619 

 

0.0025994037 

0.7 0.0333160267 0.0013011823 0.0001335168 

 

0.0000637845 

0.8 0.0623450903 0.0202915321 0.0107788606 

 

0.0022625027 

0.9 0.1379878830 0.0342105506 0.0175687320 0.0035893173 

 

 

Çizelge 4.1 den görüldüğü gibi  𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥 − 𝑓 𝑥   farkı 𝑥 in [−1,1] arasındaki 

farklı değerleri için 𝑛 değeri büyüdükçe, sıfıra daha çok yaklaĢtığı görülmekted ir.
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5. SONUÇLAR VE ÖNERĠLER 

 

 

5.1. Sonuçlar 

 

[−1,1 ] simetrik aralığı üzerinde tanımladığımız 𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥  operatörünün lineer 

pozitif operatör olduğu, Korovkin teoreminin Ģartlarını sağladığı ve 𝑓 fonksiyonuna 

düzgün yakınsadığı gösterilmiĢtir. Daha sonra  𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥  operatörünün merkezi 

momentleri hesaplanmıĢ ve aĢağıdaki eĢitlikler elde edilmiĢtir.  

ℵ𝑛 ,0
 𝑥 = 1 

ℵ𝑛 ,1
 𝑥 = −

𝑥

𝑛 + 1
 

ℵ𝑛 ,2
 𝑥 =

3𝑥2 − 3𝑥2𝑛 + 3𝑛 + 1

3 𝑛 + 1 2
 

ℵ𝑛 ,3
 𝑥 =

3𝑥3𝑛 − 𝑥3 − 6𝑛𝑥2 − 6𝑛 − 11𝑛𝑥 − 𝑥

 𝑛 + 1 3
 

ℵ𝑛 ,4
 𝑥 =

𝑛2𝑥4 + 8𝑛𝑥4 + 𝑥4 + 44𝑛𝑥2 + 20𝑛2𝑥2 + 24𝑛2𝑥 + 24𝑛2𝑥3

 𝑛 + 1 4

+
24𝑛𝑥3 + 20𝑛𝑥 + 2𝑥2 + 3𝑛2 + 4𝑛 +

1
5

 𝑛 + 1 4
 

 

Hesapladığımız merkezi momentler kullanılarak 𝐾𝑛
 𝑓 ;𝑥  operatörünün 

asimptotik yaklaĢımı incelenmiĢ ve aĢağıdaki eĢitliğin sağlandığı gösterilmiĢtir.  

lim
𝑛→∞

𝑛   𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥 −  𝑓 𝑥  = −𝑥𝑓′  𝑥 + (1 − 𝑥2)

𝑓′′  𝑥 

2
 

 

Daha sonra süreklilik modülü yardımıyla 𝐾𝑛 𝑓; 𝑥  operatörünün yaklaĢım hızı 

hesaplanmıĢ ve aĢağıdaki eĢitsizlik elde edilmiĢtir.  

 𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥 − 𝑓(𝑥) ≤ 2𝑤  𝑓;

1

 𝑛
  

 

𝑓 fonksiyonu Lipschitz koĢulunu sağlıyorsa;  𝐾𝑛 𝑓;𝑥  operatörü için aĢağıdaki 

eĢitlik elde edilmiĢtir.  

 𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥 − 𝑓 𝑥  

C −1,1 = 𝑂   
3𝑛 + 1

3 𝑛 + 1 2
 

𝛼
2
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𝑓 türevlenebilir ve türevi [−1,1] aralığında, sürekli ve tüm reel eksende sınırlı 

bir fonksiyon olsun. Bu durumda; belirli bir 𝑛 den sonra 

 𝑛 𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥 − 𝑓 𝑥  ≤

𝑀

 𝑛
+ 2𝑤(𝑓′ ;

1

 𝑛
 ) 

eĢitsizliği elde edilmiĢtir.  

 

Son olarak 𝐾𝑛
 𝑓; 𝑥  operatörünün 𝑓 𝑥 = sin(𝜋𝑥)𝑒

−
𝑥

2  ve 𝑔 𝑥 = sin(𝜋𝑥) ln (𝑥 + 2  

fonksiyonlarına ait farklı n değerleri için yaklaĢımını karĢılaĢtıran grafikler çizilmiĢ 

ve 𝑓 𝑥 = sin(𝜋𝑥)𝑒
−

𝑥

2  fonksiyonu için hesaplanan nümerik değerler tablo halinde 

gösterilmiĢtir. 

 

5.2. Öneriler 

 

Sürekli fonksiyonlar incelenirken Bernstein operatörlerinden yararlanılabilir.  

Bernstein polinomları ile yapılan çalıĢmalar [0,1]  kapalı aralığı üzerindedir. Fakat 

kapalı aralık üzerinde sonsuz süreksiz noktaları olan fonksiyonlar incelenirken 

Bernstein polinomlarını kullanmak uygun değildir.  Bu tür fonksiyonlar için 

Durmeyer operatörleri veya Kantorovich operatörlerinden yararlanılabilir. Tüm reel 

eksenin simetrik alt aralığı üzerinde çalıĢılmak istenildiğinde Bernstein polinomlarını 

kullanmak uygun değildir. Bu durumda bizim ele aldığımız operatörün kullanılması 

uygundur.
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