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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

AGIRLIKLI UZAYLARDA KANTOROViCH-CHLODOWSKY-SZASZ
TiPi OPERATORLERIN YAKLASIMI VE YAKLASIM HIZI

Resat ASLAN

Harran Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damisman: Doc. Dr. Aydin i1ZGi
Yil: 2014, Sayfa: 29

Bu calismada; polinomlar yardimiyla siirekli fonksiyonlara yaklasilabilecegi diisiincesinden yola
cikarak gelistirilen c¢alismalardan bahsedilmis olup bu tiir bir polinom olan ve S.N.Bernstein
tarafindan tanimlanan Bernstein polinomlarinin 6zellikleri verilmistir. Bernstein’a benzer sekilde
0.Sz4sz pozitif yar1 eksende tanimli fonksiyonlar i¢in bir polinom dizisini siirekli fonksiyonlar i¢in bir
modifikasyonunu ve Chlodowsky yine Bernstein polinomlar dizisini [0,0) yar1 eksenine genisleyen
araliklar iizerine bir genellemesini tamimlamig ve yaklagim o6zelliklerini incelemistir. O.Szasz
operatorlerininde benzer sekilde Kantorovich ve Chlodowsky modifikasyonlar1 farkli arastirmacilar
tarafindan tanimlanmis ve incelenmistir. x € [0, b,,] olmak {izere

(k+1)nby
, o (nx)k (n+1)2
n+1 —nx D,
Ra(fiz) = S TN f(ydt
nb, k!
k=0 knby
(n+1)2

seklinde tanmimladigimiz lineer pozitif operatoriinin yaklagim oOzellikleri ve yaklasim hizi
incelenmistir. Ayrica tanimladigimiz R,(f;x) ve S,(f;x) Szasz operatorlerinin aym f
fonksiyonuna yaklagimlar1 grafikler ve niimerik deger tablolar1 ile kargilagtirilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Lineer pozitif operatorler, Szasz ve Kantorovich operatérleri, Siireklilik
modiilii, Agirlikli uzaylar, Korovkin teoremi.



ABSTRACT

Master Thesis

APPROXIMATION AND RATE OF APPROXIMATION OF KANTOROVIiCH-
CHLODOWSKY-SZASZ TYPE OPERATORS iN WEIGHTED SPACES

Resat ASLAN

Harran University
Institute of Science and Technology
Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Aydin iZGi
Year: 2014, Page: 29

In this thesis, studies based on the idea that continuous functions can be approximated with the help of
polynomials are discussed. These polynomials are defined by S.N. Bernstein and the approximation
properties of his polynomials are given here. Similar to Bernstein O. Szasz studied on polynom
sequences for functions defined on a positive semi-axis and on a modification for the continous
functions. Chlodowsky also studied Bernstein polynom sequences and defined a generalization of this
sequences semi-axis expanding ranges on [0,0). The modifications of the Szasz operators as
Kantorovich and Chlodowsky type has been defined and studied by different researchers. We
investigate the convergence properties and convergence rate of the operatos where x € [0, b, ] .

(k+1)nby
, - (nx)k (n+1)2
n+1)° —nx b
Rl = S TEN L [ e
nb, k!
k=0 knbp
(n+1)2

In addition the convergence properties of our R, (f; x) and S, (f; x) operators to same function f are
compared in numerical tables and figures.

KEY WORDS: Linear positive operators, Szasz and Kantorovich operators, Modulus of
continuity, Weighted spaces, Korovkin theorem.
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SIMGELER DiZiNi

L operatdriiniin / fonksiyonuna uygulanmasi.

n€ Nve x € [0, b,,] olmak iizere bir operator dizisi.

Bernstein polinom dizisi.

Norm fonksiyonu.

Szasz polinom dizisi.

Kantorovi¢ polinom dizisi.

Chlodowsky polinom dizisi.

Bir [a, b] araliginda taniml: ve siirekli tiim reel degerli fonksiyonlarin uzayz.
n€ N olmak iizere bir fonksiyon dizisi.

{f.} fonksiyon dizisinin f fonksiyonuna diizgiin yakinsamasi.

x € Rigin p(x) = 1 + x? agirlik fonksiyonu.

[0,0) da taniml1 ve V x € [0, 00) i¢in |f (x )| < My(x) sartim saglayan
fonksiyonlar uzay:.

Bp [0, 00) ‘ da tamiml1 siirekli fonksiyonlar uzayz.

If ()
p(x)
f fonksiyonunun siireklilik modiilii.

Cl? [0, 00) uzayindaki agirlikl: siireklilik modiilii.

Cp [0,0) daolan ve lim,_,q < oo sartini saglayan fonksiyonlar uzay1.

Vi
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1-GIRIS

Yaklasimlar teorisi esasinda fonksiyonel analizle ilgili bir konu olmakla birlikte bu
teorinin amact nitelikleri az bilinen bir fonksiyona ozelliklerini iyi bildigimiz bagska
fonksiyonlarla yaklasarak daha basit ve kolay sekilde hesaplanabilmesine yardimct olur. 19.
yiizylldan giinlimiize bircok matematikci, ¢alisilmasi zor olan bir fonksiyona, nitelikleri daha
iyi bilinen yani calisilmasi daha kolay olan, drnegin polinomlar gibi , daha basit yapida olan
fonksiyonlarla yaklasabilir miyiz ve bu yaklasimi en iyi nasil saglariz sorularmma cevap
aramiglardir. Bu diisiinceden yola ¢ikarak 1885 yilinda Alman Matematik¢i Karl Theodor
Wilhelm Weierstrass, sonlu bir aralikta siirekli her fonksiyona ayni aralikta yakinsayan bir

polinomun varligini iddia ve ispat etmistir (Pinkus, 2000).

1912 yilinda Rus Matematik¢i S.N.Bernstein, Weierstrass’in bu polinomunun nasil
olacag1 iizerinde calismis ve toplamsal bigimde bir polinomlar dizisini asagidaki gibi
tanimlamistir:

x € [0,1] i¢in;

Bu(fin) = ) f(%) (EACERL
k=0

bi¢cimindedir. Bernstein kendi adiyla anilan bu polinomlarla [0,1] araliginda tanimli ve siirekli
f fonsiyonuna yaklasilabilecegini ispatlamistir.(Bernstein,1912). H.Bohman 1951 yilinda
toplam seklindeki lineer pozitif operatorler dizisinin [0,1] araliginda siirekli f fonksiyonuna
yaklagmasi problemini incelemistir. Korovkin (1953), genel bir teorem ispatlamis ve gostermis
ki Bohman’in kosullar1 genel halde de gerceklenir. (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995). Bu
bulustan sonra bir¢ok matematik¢i, Korovkin Teoremi’ni genisletmeye baslamistir. Bernstein
polinomlarini integrallenebilen fonksiyonlar i¢in 1930 yilinda Kantorovich modife etmis ve
yaklagimlarini incelemistir.

K,:L;1([0,1]) = C([0,1]), herf € L;([0,1]) ve negatif olmayan her hangi n € N i¢in

k+1
n n+1
(ka0 = D) Y ()4 =0 [ f@)ds
k=0 k
n+1

lineer pozitif operatdriinii tanimlamis ve yaklasim Ozelliklerini incelemistir. Bu operator

Kantorovich operatdrii olarak bilinir. Bernstein polinomlarinin [0, o0) araligina genisletilmis

1
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bir modifikasyonu 1932 yilinda Chlodowsky tarafindan asagidaki sekilde tanimlanmaistir.

f €10,1] , b, pozitif artan bir dizi, limb, = ve lim I=0 olmak tizere

Calfs) = Z e (Q)(E) (1-2)" . osxsn,
k=0

bu sekilde tanimlamis olan operatorler literatiirde Bernstein-Chlodowsky veya Chlodowsky

operatdrleri olarak bilinir.

Otto Szasz 1950’ de Bernstein polinomlarindan esinlenerek [0,00) araliginda, kendi adiyla
anilan asagidaki polinomlar dizisini tanimlamis ve [0, A] araliginda yaklasim ozelliklerini
incelemistir.

S,: C[0,0) — C[0, )

s = ey @ (£)

k' ' \n

k=0
Bu operator literatiirde Szdsz operatorleri olarak bilinir. Gadjieva ve Dogru 1998 yilinda
agirhk uzaylarda szasz tipinde operatorler dizisinin stlirekli fonksiyonlara yaklasimini
incelemislerdir. Lesniewicz ve Rempulska 1997 yilinda Szasz tipi operatdrlerin yaklagim
ozellikleri tstel agirlikli uzaylarda arastirilmis ve yaklagim teoremi uzayin normunda degil

supremum normunda verilmis ve yaklasim hizi noktasal olarak bulunmustur.

Walzack 2000 yilinda genellestirilmis Szasz operatorleri ile [0, 00) X [0,00)” da siirekli
fonksiyonlara agirlikli yaklagim teoremlerini Lesniewicz ve Rempulska (1997) ‘ya benzer

olarak elde etmistir.

Carmen ve Violeta Muraru 2006 yilinda iki degiskenli Kantorovich-Szasz tipli

operatorlerin yaklasim 6zelliklerini yakinsaklik hizin1 hesaplamiglardir.
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1. TEMEL KAVRAMLAR

1. 1. Giris

Bu boliimde tezimde kullanilacak olan tanimlar ve toeremler ve ayrica lineer pozitif operator

dizilerinin yakinsakligi ve Korovkin Teoreminin ifadesi ve ispati verilecektir.

Tamm 1.1.1.
Bos olmayan Xc R kiimesi, f: X — R fonksiyonu ve a € X olmak iizere. Ve > 0 ve Vx € X
icin |[x —a| < § = |f(x) — f(a)] < € olacak sekilde € sayisina bagh bir § = §(g) > 0 sayisi

varsa, f fonksiyonu a noktasinda siireklidir denir. (Balc1,1999).

Tanim 1.1.2.

Xc R, f:X - R bir fonksiyon olsun. Ve > 0sayist |x; — x,| <8 = |f(x1) — f(x)| <¢
olacak sekilde Vx;,x, € X noktalari i¢in yalnizca € na bagh bir § = §(&) > 0 sayisi varsa, f

fonksiyonu X kiimesi tizerinde diizgiin siireklidir denir. (Balc1,1999).

Tanim 1.1.3.

X c R, f:X = R bir fonksiyon olsun. Eger Vx € X i¢in |f(x)| < M,M > 0 olacak sekilde
M € R sayist varsa, f fonksiyonu X {izerinde sinirlidir denir. (Musayev, Alp, Mustafayev ve

Ekincioglu, 2007).

Tanim 1.1.4.
(a,b) c R acik bir aralik ve f de (a, b) den R ye bir fonksiyon olsun. t, xe(a, b) olmak {izere

lim;_,, @ = A(x) sonlu limiti varsa, bu A(x) sayisina f fonksiyonunun x noktasindaki

arx)

tirevi denir ve f'(x) (veya Df(x) yada ™

ile gosterilir. Bu durumda, f fonksiyonu x
noktasinda tiirevienebilirdir ( veya tiirevlidir) denir (Musayev, Alp, Mustafayev ve Ekincioglu,
2007).

Tanim 1.1.5.

L bos olmayan bir kiime ve [, reel veya kompleks sayilar cismi olsun. Asagidaki sartlar

saglaniyorsa L ye FF iizerinde lineer uzay veya vektor uzayr denir .

L, + islemine gore degismeli bir gruptur. Yani,
3
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Gl) Her x,y € L icin x + y € Ldir (kapalilik 6zelligi).
G2)Her x,y,z € Liginx + (y + z) = (x + y) + z dir (birlesme 6zelligi).
G3) Her x € Ligin x + 0 = 0 + x = x olacak sekilde O € L vardir (6zdes elemanin varlig1).

G4) Her x € L igin x + (—x) = (—x) + x = 0 olacak sekilde —x € L vardir (ters eleman

varlig).

GS5)Her x,y € Licin x +y = y + x dir (degisme 6zelligi)

x,y € Lve a,Be F olmak iizere agagidaki sartlar saglanir:

L1) a.xe L dir (skalerle carpmaya gore kapalilik).

L2)a.(x+y) =a.x+ a.ydir.

L3) (a +B).x = a.x + B.x dir.

L4) (a.B8).x = a.(B.x) dir.

L5S) 1. x = x dir. (Burada 1, F ‘nin birim elemanidir.) (Bayraktar, 2006).

Tanim 1.1.6.

N, F cismi ile bir lineer uzay olsun. || |l: N - R fonksiyonunun x deki degerini [|x]|| ile

gosterelim. Bu fonksiyonu i¢in

N |x]|=0=x=0

N2) |lax|l = lalllx]| (acF)

N3) llx + yll < llxll + llyll tegen esitsizligi)

sartlar1 saglaniyorsall || fonksiyonuna N de norm denir. Normlu uzaylar genellikle (N, 1) ile

gosterilir (Bayraktar, 2006).

Tanim 1.1.7.

X ve Y iki fonksiyon uzayr olsun. X den alinan f fonksiyonuna Y de bir g fonksiyonunu

karsilik getiren kurala “operator” denir. (Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).



1.GiRiS RESAT ASLAN

Tanim 1.1.8.

X,Y iki lineer uzay olsun. T:X — Yoperatorii,Vx,y € X ve a, fe F igin

T(ax + By) = aTx + BTy sartin1 sagliyorsa T ye lineer operator denir. (Bayraktar, 2006)
Tanim 1.1.9.

Eger X uzayinda tanimlanmis L lineer operatdrii bu uzayda tanimli herhangi bir pozitif

f fonksiyonunu pozitif fonksiyona doniistiiriiyorsa L operatoriine

“ lineer pozitif operator ” denir. Yani,
f(x)= 0 oldugunda L(f; x) >0 olur.

Benzer sekilde,

vx € R i¢in f(x) < 0 oldugunda — f (x) > 0 olur.
L lineer pozitif operatdr oldugunda,

f(x) <0 igin 0 < L(- f; x) = —L(f; x) saglanr.

Dolaysiyla f (x) < Oigin L( f; x) < 0 elde edilir. (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995).

Onerme 1.1.1

Lineer pozitif operatorler monoton artandir. Yani;

f = giginL( f; x) = L(g;x) esitsizligi saglanir.

Ispat: Kabul edelim ki f > g olsun. Bu durumda f — g > 0 olur.

L operatoriiniin pozitifliginden; L(f — g;x) > 0 yazilabilir. Diger taraftan L operatdriiniin
lineerliginden; L(f;x) — L(g;x) = O olur. Yani f > gicin L(f;x)> L(g;x)

oldugu goriiliir ki bu da L operatdriiniin monoton artan olmasi demektir. (Hacisalihoglu ve

Haciyev,1995).
Onerme 1.1.2. L lineer pozitif operatdr olmak iizere

IL(f; )| < L(If |; x) esitsizligi saglanir.
Ispat: Herhangi bir f fonksiyonu igin
—IfI<f<Ifl (L.1)
dir. Onerme 1.1.1. den dolay1 L operatdriiniin monotonlugundan ve (1.1) den

yararlanarak
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LEIf B < U(fx) < LAf )

esitsizligi yazilabilir. L operatorii lineer oldugundan;

LAf o) < L(fi0) < Lf L)
elde edilir ki bu da ispati tamamlar. (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995).
Tanim1.1.10.

X ve Y iki fonksiyon uzayi olmak iizere L: X — Y ile tamimlanmuis L operatoriinii goz Oniine

alalm. Eger vV f € X i¢in

ILFIl < MIIf Il

esitsizligini saglayan M > 0 sabitleri varsa L operatoriine *’sinurli operatér’’ denir.

(Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).
Tanmml.1.11.

{ fn} fonksiyonlar dizisi normlu bir X uzayinda f fonksiyonuna yakinsasin.

Yani (n - o) icin||fy = fllx =0

Yada lim,_||fy, — fll =0 olsun. Bu sart1 saglayan tiim f,, fonksiyonlari (n — o) i¢in
ILfn = Lflly =0

oluyorsa L operatoriine “ siirekli operator ” denir. (Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).

Tanmm1.1.12.
Cla, b]; [a,b] sonlu aralig: izerinde taniml biitiin stirekli f : [a, b] = R fonksiyonlarinin
uzayini gostermek iizere, bu uzaydaki norm
171l = max IF (o)
seklinde gosterilir. (Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).
Tanim1.1.13.

fnila, b] = R siirekli fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Her bir x € [a, b] ve Ve > 0 i¢in dyle bir
ny vardir ki Vn >ny igin |f,(x) — f(x)| < & olacak sekilde n, varsa (f,,) dizisi f
fonksiyonuna noktasal yakinsaktir denir. (Shevchuk, 1992).

Tanim 1.1.14.

VY x € [a, b] ve Ve > 0 igin dyle bir ny vardir ki Vn > ng oldugunda |f,(x) — f(x)| < ¢
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olacak sekilde n, varsa (f,,) dizisi f fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir denir ve f, 3 f ile
gosterilir. (Shevchuk, 1992).
Tamm 1.1.15.

[a, b] araliginda taniml1 f fonksiyonu verilsin. [0,b-a] araliginda tanimli
w(8) = w(8) = sup {|f(xy) — f(x)]: 1x; — x1] < 8, x4, x2€[a, b]} fonksiyonuna f’nin
stireklilik modiilii denir. (Shevchuk, 1992).

Teorem 1.1.1.

f fonksiyonu [a, b] araliginda siirekli olsun. Bu durumda f fonksiyonunun siireklilik modiili,
i.  limgL,w(d) =0
ii. 0<68;<68,ise w(d;) < w(F,)
. w(d;+6,) < w(d) + w(d,)
iv. wmd) <nw(b),nez*

v. If@®)-f@®l<o(f;lt —x|

[t—x|

o(f;lt—x) < (1+557) o (f; 8)

ozelliklerini saglar. (Altomare ve Campiti, 1994).

—_

V1.

Teorem 1.1.2 (Korovkin Teoremi) :
f € Cla, b] ve tiim reel eksende

|f ()] < Mg (1.2)
sartin1 saglayan bir fonksiyon olsun. Eger L,, lineer pozitif operatdr dizisi [a,b] lizerinde;
L,(1;,x)31 n - oo
L,(t; x)3 x n - o
L,(t% x)3x* n-oow
ozelliklerini sagliyorsa bu durumda L,, operator dizisi [a, b] Uizerinde L,(f; x )3 f(x) dir.
Bagka bir bicimde ifade edilecek olunursa;

L. () = fllciap) = 0 (n = )

ya da buna esdeger olan

lim,_,, "% |L,(f;x) — f(x)| =0 du.

asx<b
Ispat. Kabul edelim ki, f € C[a, b] olsun. Siirekli fonksiyonlarin tanim1 geregi her pozitif
sayisina kargilik oyle bir § bulunabilir ki, |t — x| < § iken
lf@®-fl<e (1.3)
saglanir. (1.2) den

If@®) = fEOI <If O+ If ()] < 2Mf
7
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yazilabilir. Ote yandan

|t — x| = 6 iken |t;x| >1
olacagindan
(t (—Szx)2 -
saglanir. Boylece
F(©) - fGOI < 2M; < 2m, 2 (1.4)
elde edilir. Dolayisiyla Vt € R ve V x € [a, b] i¢in (1.3) ve (1.4) ‘ten
lf () — fQ)| < &+ 2Mf (£’ (1.5)

52
dir. Simdi (i), (ii), (iii) kosullarini gergekleyen (L,,) lineer operator dizisinin
1im 1 () = Flap) = 0

esitligini sagladiginin gosterilmesi gerekmektedir.
Lineerlikten

|Ln(f (£); %) = £ OO = [Ln (f (8); ) = () + L (f (x); %) = Ly (f (x); )|
= La(f (8); %) = L (f (x); %) + L (f (x); ) = f ()]
= Ln(f () = f(x); %) + fF()(Ln(1; ) — 1)

dir. Burada tiggen esitsizliginin kullanilmasiyla

ILn(f (0); 2) = fFO| < |Lp(f (6) = £ 0| + If (O (Ln (L5 2) = 1) (1.6)

elde edilir. Lineer pozitif operatorlerin 6zelliklerinden ve her a€R i¢in a< | a | oldugundan

ILn(f () = fF(x); )| < L (IF (8) = F ()5 %)

yazilabilir. (1.1) gbz Oniine alinarak (1.6) esitsizligi
|Ln(f (£);2) — FOO| < Lp(1F (O — £ x1) + M| (Ln(1;x) — 1)

sekline doniisecektir. (L,,) monoton artan oldugundan (1.5) den

L (032) = FGOI S L (£ + 2585 (6 = 0% %) + Myl (L (152) ~ DI (1.7)
elde edilir. Diger yandan L,, nin lineer pozitif oldugu dikkate alinirsa;
L, (e + 2%(1‘ - x)z;x) =L,(&x) + Ln(Z%(t —-x)%x)

=¢eL,(1;x) + Z%Ln(t2 — 2xt + x2;x)

=eL,(1;x) + 2%{Ln(t2;x) —x?% — x% + 2x?

—2xL,(t; x) + x%L,,(1;x)}
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=¢eL,(1;x) + Zg{Ln(tz;x) —x2 + 2x% — 2xL,(t; x)
+ x2L,(1;x) — x?}

M
=eL,(1;x) + 26—5{(Ln(t2; x) — x2) + 2x(x — L,,(t; x)

+x?(Ln(1;%) — 1)}

yazilabilir. Bu son ifadenin (1.7) da yerine yazilmasiyla

Ly (f(£); %) = O] < eLn(1;%) + 2%{(%@2;@ —x?) + 2x(x = Ln (£ X))

+x?(Ln(1;%) — D}Mr|L, (1 %) — 1] (1.8)
elde edilir. (i), (ii), (iii) kosullar1 (1.8) de kullanilirsa; Ve’ > 0 igin
Lo (f(©); %) — fF()| < &
saglanir. O halde
My o0llLn (f) = fllcla,p) = O dir.
Boylece ispat tamamlanmis olur. (Korovkin,1953).
Teorem1.1.3 (Baskakov,1961)
f € Cla,b] ve timreel eksende |f(x)| < Mp(1+ x2) olsun (L,,) lineer pozitif operatdr
dizisi olmak lizere V x € [a,b] ve n — oo igin
L,(1;,x)31
L,(t; x)3 x
L,(t?% x) 3 x?
kosullarinin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart [a,b] 'da ven — oo iken

L,(f; x)3f(x) olmasidir.
Tamm 1.1.16.

Tiim reel eksende tanimli ve  |f(x)| < Mgp(x) kosulunu saglayan fonksiyonlarin uzayina
B,(R) fonksiyon uzayt denir. yani

By(R) = {f: |f (x)| < M¢p(x)}
dir. Burada Mg, f fonksiyonuna bagli sabir bir sayidir.
B,(R) uzayndaki siirekli fonksiyonlarin uzayma da C,(R) fonksiyon uzayt denir.yani
C,(R) = {f:f € B,(R) ve f sirekli} dir. C,(R),B,(R) uzaylarina agirlikli uzaylar denir.
C,(R) € B,(R)  oldugu agiktir ve bu uzaylardaki norm

_ |f ()] .
I, = supxeRm seklinde tanimlanir.

Burada p(x) monoton artan, siirekli, p(x) = 1 ve lim,_, p(x) = o0 sartin1 saglayan bir

9
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fonksiyondur ve bu fonksiyona ‘ ‘agirlik fonksiyonu’’ denir. (Gadjiev,1974).

Onerme 1.1.3.

vne Nve A4, lineer pozitif operatorleri i¢in
A, Cp [0,00) — By [0,00) olmasi i¢in gerek ve yeter Sart
" Ay ( pix ) " p< Mp olmasidir.

Burada p( X ) —1+x° ve My, bir pozitif sabittir _ (Gadjiev,1974).

Teorem 1.1.4.

vn € N igin 4, : Cp [0,00) — B, [0,00) lineer pozitif operatdrleri verilsin. Eger
p(x)=1+x? olmak tizere (A,) lineer pozitif operator dizisi i¢in
limy L elld, (875 x) = x")]l,=0 v=0,1,2

sart1 saglanirsa bu durumda herhangi bir f €C g [0, ) igin

limy,oollAn (f5 x) = f(x)ll,=0 olur. (Gadjiev,1976).

Tamm 1.1.17.

f € CJ[0,) olsun. Herhangi bir & > 0 igin

“u If(x+h) = f(x)l
|h|58,xep[o,bn) (1+h2)(1 + x2)

seklinde tamimli Q(f; §) ifadesine /' fonksiyonunun f &€ Cg [0,0) uzayinda

Q(f;6) =

agwrhikly stireklilik modiilii denir. (Ispir,2001).

Lemma 1.1.1.
f € C;,) [0, ) icin agirlikl siireklilik modiilii asagidaki 6zelliklere sahiptir.
i 00820
ii. 8,58, ise2 (f;6,)<0 (f:6,)
iii.  limg_y+ 2(f;6) =0
iv. mENi(;in.Q(f;m(S)Szm(l+52).(2(f;5)
v.  HerhangiA>0icin 2(f;A5)<2(1+A) (1 +5° )Q(f;6)
vi If(E) = f OIS+ )1+ (e=x)) 2 (/5 1t —x])

Vi, If (£) = £ (0] £ 201+ 8D +x2) (1 + D (1 + (£ — 1)) 2(F; 6) (Ispir,2001).

10
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2. ONCEKIi CALISMALAR

Bernstein tarafindan 1912 yilinda ilk defa [0,1] aralign lizerinde stirekli olan bir
fonksiyona Bernstein Polinomlari ile yaklasilabilecegini gostermistir.
Daha sonra bir¢cok bilim adami Bernstein operatorlerinin modifikasyonlar1 ve genellemeleri
iizerinde ¢aligmalar yapmistir. Simdi bu ¢alismalarin bazilarini verelim:
L.V Kantorovich (1930) K,:L;([0,1]) = C([0,1]), her f € L,([0,1]) ve negatif olmayan her
hangi n € N igin

k+1
(K@ =41 Y (1) -0 | f)ds @1)
k=0 _k

lineer pozitif operatdriinii tanimlamis ve yaklasim o&zelliklerini incelemistir. (Kantrovich,
1930). Bu operator Kantrovich operatorii olarak bilinir.

Bernstein polinomlarinin [0, o) araligina genisletilmis bir modifikasyonu 1932 yilinda
Chlodowsky tanimlamis ve bu operatorler literatiirde Chlodowsky operatorleri olarak
bilinmektedir. Otto Szasz 1950’ de Bernstein polinomlarindan esinlenerek [0, ) araliginda,
kendi adiyla anilacak olan polinomlar dizisini tanimlamistir.

Sp:C[0,0) — C[0,0),

Sa(fi2) = e oy 2 () 2.2)

n

seklinde taniml1 olan lineer pozitif operatorleri Szasz operatorleri olarak bilinmektedir.

Gadjieva ve Dogru 1998 yilinda agirlik uzaylarda szédsz tipinde operatorler dizisinin
stirekli fonksiyonlara yaklagimini incelemislerdir.

Lesniewicz ve Rempulska 1997 yilinda Szasz tipi operatorlerin yaklasim o6zellikleri
istel agirlikli uzaylarda arastirllmis ve yaklasim teoremi uzayin normunda degil sup
normunda verilmis ve yaklasim hizi noktasal olarak bulunmustur.

Walzack 2000 yilinda genellestirilmis Szasz operatérleri ile [0, 00) X [0, )’ da siirekli
fonksiyonlara agirlikli yaklasim teoremlerini Lesniewicz ve Rempulska (1997) ‘ya benzer
olarak elde etmistir.

Carmen ve Violeta Muraru 2006 yilinda iki degiskenli Kantorovich-Szasz tipli

operatorlerin yaklasim 6zelliklerini yakinsaklik hizin1 hesaplamigslardir.

11
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3.MATERYAL ve YONTEM

3.1. Materyal

Bu calismada inceledigimiz kaynaklar; konumuzla ilgili kitap ve dergiler YOK
dokiimantasyon merkezi ve ODTU kiitiiphanesi taranmis, internet iizerinden makale
taramalar1 yapilarak benzer konularda yiiksek lisans ve doktora tezleri incelenerek konuyla

ilgili caligmalar indirilmistir.

3.2.Yontem

Kaynaklar kisminda verilen ¢alismalar detayli olarak incelenmis ve bu sonuglar [0,0)
araliginda agirlikli uzaylarda ve [0,0) un kapali ve smirl alt araliklarinda ¢alisilmistir. Bu
tezde tanimlamis oldugumuz yeni operatorlerin yaklasimlart Mapple bilgisayar yazilim
programi destegiyle siirekli bazi fonksiyonlara yaklasim grafikleri g¢izdirilerek ve bu

yaklagimlarin niimerik farklar1 hesaplanmistir.

12
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

Bu calismamizda Szasz-Kantorovich ve Chlodowsky operatorlerinin terkibi olarak
asagida tanimladigimiz operator dizilerini inceleyecegiz. Once operatdriimiiziin lineer ve
pozitif oldugu gosterilmistir. Keyfi bir A > 0 i¢in [0,A] kapal1 araliginda siirekli ve tiim reel
eksende sinirli olan fonksiyonlar icin diizgiin yaklagimlari incelenmistir. [0,00)’a genisleyen
araliklar iizerinde, agirlikli uzaylarda yaklasimlart ve yaklasim hizlart hesaplanmigtir.
[0,00)’da tiirevlenebilen ve tiirevi C,?[O, o) da olan fonksiyonlar i¢in tiirevinin agirlikli
stireklilik modiilii yardimiyla yaklasim hizi hesaplanmistir. Ayrica ¢alismamizda Mapple

bilgisayar yazilim programi destegiyle niimerik degerler tablolari hazirlanip ve grafikler

cizdirilecektir.
( +1) (nx)k (k+1)nbn
n Tme1)2
Rn(fix) = e B, [y f(B)dL (4.1)
(n+1)2
2
x€[0,b,], limb,=c , limZ=0 (4.2)
n—-oo n-oo N

Simdi R,,(f; x) operatériiniin pozitif ve lineer oldugunu gérelim.
Pozitiflik;

Her x € [0, b, ] igin. Eger

(Zz)k (k+1)nbp

R [ O f(E)dt 20 = R(fix) 20

(n+1)2

(n+1)

fz0= Ruy(fix) =——

Lineerlik;

(nx)" Ut Dby
et TP, e [ 0D (af + Bg)(t)dt

m+12

(n+ 1)2

Rn(af +Bg;x) =

nx\K (k+1)nbp
_(+1)? == (b_) (n+1)2
e ra R, - [ f(Odt

(n+1)2

(y)" NCova

2 —-nx @
P Dy | gwa
k=0

nb
n knby,

(n+1)2

= aR,(f;x) + BRy(g; x)

13
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RESAT ASLAN

Buradan da (4.1) ‘de tanimladigimiz operatdriin lineer ve pozitif oldugu gortiliir.

Lemma 4.1.1

(4.1) ‘de tanimlamis oldugumuz operatér; V x € [0, b,,] i¢in asagidaki esitlikleri saglar.
a) R,(L;x)=1

b) R,(t;x) = (1 -

) 1 nby
(n+1) x 2 (n+1)2

2.0) — (1 — L 4.2 niby | 1 n?by”
©) Ra(t%2) =(1 D) X t2x (n+1)* ' 3 (n+1)*

6 5 4 2 3 3
3. 1 9 annl7 n-bn lln.bn
d) Ry(t*x) = (1 +1) x4+ 2% (m+1)6 ' 27 (n+1)6 ' 4 (n+1)6
4, _ 1 2n n + ns'bns_l_( nbn )4
e) R,(t%x) = (1 +1) x*+8x° ( +1)8 F15x (n +1)8 6x Y orn® \mrn?
ispat:
(n+1) (b_)k (k(:i)lrsgn
a)R,(1;x) = Zk 0 n. knby,  1.dt
bn (n+1)2
_ (n+1)? % Y (_)k nbn _
T Tab, &7 A0 Tz

nx.r (k+D)nbp

b) Rn(t ) (n+b1) eﬁ 00 b (n+1)?

0 k! knbn t.dt
(n+1)2
— (Tl+1)2 _b—nx . %)k l (nbn)z
= Tnbn © O ki 2 (m+1)* [2k + 1]
-nx k —nx nx. g
L T e lat gkl e T ye b
n? X 1 nb, 1 2 1 nbp
T2 Wby 2 (neD? (1 B (n+1)) X+ 2 (n+1)2 (4.3)
( )2 (k+1)nbn
nti - oo (anx) n+1)2 n
C)R (tz X) — v Anx Z fk,fib:,l) tzdt (an _ b_)
(n+1)2 n
— (n+1) o~ anX y® (anx)* nby 1, nbn \ 5
- nba 20 k! (n+1)2°3 (n+1)2) [3k" + 3k +1]

nby
(n+1)2

— _( Y2g=anx yooldn®) (anx) 3

2
anz.:—nz-i-3an§+ 1]

é((:ff)z) 3a,2(x? + ) ( nby _n_32 34 x +( nb, )2

(n+1)2 (n+1)2
_ n2by? n_z( 2 4 bnx) n2by? L n2by?
(n+1)* " b,? n (n+1)* " b, (n+1)4
b n3b n?by?
_(_)4 2_|_( )4_n "x+ n
n+1 n+1’ n (n+1)* (n+1)*

14
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n3b 1 n%by?
e x4- n

(n+1)* 3 (n+1)%

= (1——Lytx242, Sobn e 10000
n+1 )

4 52
( ) +2. (n+1)* 3 (n+1)%

(4.4)

( 1) ( ) (k+1)nbp

n+ _ anx 2 n

d) Ry (7 x) = = —=e™n* 37— [y, 3L (an=7)
(n+1)2

(Tl+1) —a X oo (anx) nby l nby |3 3 2
n.bn 20 a1 G 4R+ 6k% + 4k + 1]

_( mbn V¥ g v (@n0)F k(k=1).(k=2)+3.k.(k=1)+3k-2k
_((n+1)2) (Zk_ Kkl an3 )

1 ( nby, \3> _ (anx) (anx) o (@nx)k
ty ((n+1)2) (6 Xk=o k244 B ket 20 =)

3 k k
=( nby, ) .e_a”x(zgo (anx)® k.(k— 1) (k 2)3 Zo (anx) k.(k—1)

(n+1)2 Kl ay3

o (anx) k nby \3 _ X
+Z ?)-I__ ((TH-I)Z) € anx(6_ anZ(xz + ;) + 4‘ an.x + 1)

—_ nbn 3 nbn 3 2 2 i
= (—(n+1)2) (3. a3 +3.x% a,% + ay. x)+ = (—(n+1)2) 6. a,“(x +an)
+4.a,.x + 1)
6 5 4p 2 3, 3
.3 (" 2 2 N’by |7 n*bp” 1 n°.by
=x .(n+1) + 2% "(n+1)s ' 2 X (M+1)6 ' 4" (n+1)° (4.5)
(k+1)nbp
4. (n+1)? @~ anX oo(anx) (:1-11-1)2 4
e) R,(t* x) = —— b X Jinn, thdt
(n+1)2

(n+1) o—anX o (@nx)¥ nby, 1, nbn \arcpa 3 5
n.bp 2o k! (n+1)?2°5 (n+1)2) [5k" + 10k” + 10k” + 5k + 1]

_1( nby 4 woo (@nX)¥ k.(k—1).(k—2).(k—3)+6k3—11k?+6k
_E((n+1)2) (5.4, 20— e

oo (an0)k k.(k-1)+k
10a,* X5 =

(anx)® k.(k—=1).(k—2)+3k?-2k
k! a3 '

+10a,3 Y

an3

k' a, <0

0 (@n)* k Qoo (anx)")

+5a, 2.0

4
= %((:ff)z) 5. (x*a,” + 6.x3an3’+18x2an2 - 12xan—11x2an2

—11xa, + 6xa,)+ 2. ( ) (x3ay, %432 an + 3xa, — 2xa,)

(n+1)?

2 (ﬂ)‘}(xzan2 + xa,) + ( "bn )4 (xa,) + ( "bn )4

(n+1)2 (n+1)2 (n+1)2

4
= (%) (xta,” + 6x3a, +7x%a,” — 17xay)

c2 () wa, v () ta,

15
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2 ((:ff)2)4 Xan)t2 ((nfl)z)4 xan+((nnf:)2)4 Xl + ((nn-:’;l)z)4

= x* (£)8+8x3 R . 'b"3+( non )4 (4.6)

(n+1)8 (n+1)8 (n+1)8 \(n+1)2

Teorem 4.1.1. f € C[0,A] olsun ve biitiin reel eksende sinirli olsun.

Bu durumda

lim,,_, o0 |1Rnf = fllcro,a1 =0

dir.
Ispat 4.1.1
Teorem 1.1.2 den yararlanarak n — o igin

> R,(x)z31

> R,(t;x) 3 x

> R,(t%x) =3 x?
oldugunu gosterirsek ispat1 tamamlamis oluruz.
IR,1 — 1ll¢[o,47 = O oldugu agiktir. (4.3) ve (4.4) de elde ettigimiz ifadelerini yerlerine

yazarsak;

IRnt — xllc[o,a] = MaXgsx<alRn(t; x) — x| =
4in+2 nbn

- |(2(n+1)2)A + 2(n+1)2

|( 4n + 2 >A+ nb,
. -
lim \2n +1)? 2(n + 1)2

”Rnt2 - x2||C[0,A] = max |Rn(t2;x) - le
0<x<A

(1) x2 g g Ty T

2n+1 nb
X (—) X+ —
0<x<A (n+1)2 2(n+1)2

buradan

= ey n+1 (n+ 1)4 (Tl + 1)*

“max ()~ D) + DI + @+ o ]
— 3 2
% T+ (2 (nil)3A+ (nn+b;)3)nb+n1

lim | 2?1:)12)‘42 +(25 +1)3A + (Zi?)ls %

olur. Korovkin teoreminden dolay1

limn_)oo”Rnf — fllcro,.a) =0
elde edilir.

Teorem 4.1.2. f € CJ[0, ) olsun, bu durumda
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lim, oo IRnf = Fllpf0.5,1= 0

Ispat 4.1.2
|Rx(f; %) = f(x)

x€[0,bp] 1+x2

IRn(f) = fllp 0, =

olmak iizere; Teorem 1.1.4 den yararlanarak

lim||R,1 — 1]| = lim su w =
nooo p:[0.bn] nemxe[ollgn] 1+ x2
(4.3)’teki ifadeyi yerine yazarsak
|( 2 1 )x + nb,
IR € — x| ~ sup n+1 (n+1)2 2(n+ 1)
n p'[o;bn] xE[O,bn] 1 _I_ x2
2n+1 nb,

< +
2(n+1)2  2(n+1)?

-0

. . 2n+1 nby
M oo 1Rt = %l 0.0 < i 2 T 27

(4.4)’deki ifadeyi de kullanirsak

n \* , n3b,, n2b,? )
) ) (n+1)x +2(n+1)4x+(n+1)4_x
IRt — x“ll 0,61 = x:[lgllzn] 1T 2
x? o
{0 < —— < 1} oldugundan
_ A+ 12 +6(n+1)%2+4(n+1)+1 . n3b, s n?b,”
- (n+1)* ‘(n+1D* (n+1)*

Liinoo “Rntz — x? ”Pr[o'bn]

4+ 1D+ 6(n+1)2+4(n+1) +1 n3b, n2b,”
= lm + 2. + -0
n-co (n+1)* (n+1D* (n+1)*
dolayisiyla
Teorem 1.1.4'den lim,, o IRnS = fll,=0
elde edilir.

Teorem 4.1.3. f € CJ[0, ) olsun. Bu taktirde

asagidaki esitlik saglanir.

b,*
n+1

”Rnf_f”p,[o,bn] sMa|f;

burada M = 1064 diir.
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Ispat 4.1.3

Lineerlik ve monotonluk 6zelliginden;
IRn(f52) = fOOI < Ry (1I(F () — F(X)1; %) olur.

Lemma 1.1.1 de (vii) deki 6zellikleri kullanarak;

|t — x|
5

n

f (8) = F OOl < 2(1+68,")(1+x*)(1 + (L + (=% (f; 8,)

IF(O) — £ < 2(1+ 8,°) (1 + xD)Q(f; 8,)-Sn(t, %)

t—x
S,(t,x) = (1 + | ; l) (1 + (t — x)?) dersek;
n
buradan ;
2(1+52) It — x| < &,
S, (t,x) < —x)*
n(t:) 2(1+62) ) . Jt—x|= 6,
8"
ve boylece
t—x)*
Sa(t,x) < 2(1+ 6,7) l1 4 4) l
On
elde edilir.

IR, (f; %) — F(O)] < R (I(F (1) — f)]; %)
< 2(1+8,%)(A + x)Qf; 81)- Rp(Sn(t, x); %)

< 4(1+8,)0(f;8) (1 +x) |1+ =2 R (¢ — )% 1)].
(4.3), (4.4), (4.5) ve (4.6)’ da ki ifadelerini dikkate alirsak;

R,((t —x)*%x) = R, (t*; x) — 4xR, (t3; x) + 6x*R (tz;x) — 4x3R, (t; x) + x*R,(1; x)

= x4.(ﬁ)8+8x3 el )8 + 15 x%.—= = 4x[x®. (n+1)6

9 22 nS.by | 7 X n*.b,? 1 n3by>
277 Tm+D6 277 (n+1)6 | 4'(n+1)6

+

2 _ 14,2
] +6x[(1——)%x

n3b, 1 n%by? nby

1
+2'(n+1)4x 3(n+1)4] - 4x’ [(1_( +1)) X T )2

] +x*

18



4.ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA RESAT ASLAN

(16n* + 32n3 + 24n% + 8n + 1))
x

< (n+1)8
N (24n°by, + 8n*b, — 18n°b, — 12n°b, — 2nb,)\
(n+1)8 x
N (3n°b,* — 20n°b,* — 2n*b,” + 8n3b,* + 2n2b 2)
(n+1)8
N (5n°b,°> — 2n*b,* — n®b,°) n*b,*
(n+1)8 x (n+1)8
- (16n* +32n% 4+ 24n” + 8n + 1)\ , N (24n°b,, + 8n*b,))
= (n+1)° X (n+1)°
2 2 2 3 4
N (3n°b,* + 8n3b,” + 2n?b,,") 2y (5n5b,,°) -, n*b,
(n+1)8 (n+1)8 (n+1)8

olur. Her iki tarafin [0, b, ] lizerinde supremumu alinirsa

81n%b,* + 32n°b,* + 13n5b,* + 5n°b,* + n*p,*
sup R,((t—x)%x) < z z T z z
xe[OBn] " )% %) (n+1)8
b,* (81n*+ 32n5 4+ 13n° 4 5n° + n*
(n +1)2 (n+ 1)6

I (22) < 132 (4.7)

— (n+1)2 \(n+1)¢ (n+1)2

bulunur. Buradan

IR (f0) — G0
celop] L+ x2)

< 4(1 + 6,2)2(f; 8,) [1+132 bn’ ]

4 (n+1)2

2
elde edilir., 6, = /% alinirsa, §,, = 0 oldugundan belirli bir n den sonra §, <1

olur. Boylece M=1064 olmak iizere

2
n

n+1

IR f = fllpfop,) < M2Y f;

bulunur ve ispat tamamlanmais olur.

Teorem 4.1.4. f, [0, o) ‘da tiirevlenebilir ve f' € C,?[O, o) olsun.

Bu taktirde

bn? i | ba®
IRn f — fllpon, < K mﬂ(f, m)

Ispat 4.1.4
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4.ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA RESAT ASLAN

f, [0, )" da tiirevlenebilir ve f' € C ;,) [0, ) oldugundan t ile x arasinda ortalama deger

teoreminden
o @) = f(x)
fe ==
olacak sekilde bir u vardir. Esitligin sol tarafina — f'(x) + f'(x) eklersek
fFO-f=C-0f@+Et-0]f @~ f @] (48)

elde edilir. |u — x| < |t — x| oldugunda 2(f; lu—x|) < Q(f; |t — x]|) olur.
Lemma 1.1.1 den;

lu—
Oy

<2(1+8HA+ )1+ 't;xl)u +(t -0 Q(f;6,)

| fa- folz20+850 + )+ ha+ w-nna(fss,)

- 2(1+5n2)(1+x2)[1+lt_x|+(t—x)2+#}Q(f}6n)

O
elde edilir.(4.8)’den goriinen agagidaki carpimi hesaplayalim.
[t —x|| f'(w) — f'(0)l

<2(1+68,2)(1+x2) (t—x0°

8y

(t—x)*
On

+ [t —x|(t —x)* +

|t — x| +

2(f38,) (49
(4.8) esitligine operator uygulanirsa

Rn(f;x) = f(x) = Rn((t = x)5 %) £ () + Ru((t — [ f'(w) = £/ ()]s x)
buradan

IR (f5 %) = FOO| < R (It —x|;20] £/ GO + R (It — x| 1f'(w) = (05 %)
Ry(lt = xl;01 f'() = I ve Ry (It — x| |[f'(W) — f'(x)];x) = I, dersek
IRu(f;2) = f <L+ 1,
Cauchy-Schwarz esitsizligini kullanarak
Iy = Ry(It = x;0)| /(0| < VR (6 = 0% %) | £/ ()] < A () Mpr (1 + %)

burada M/, f'-ne bagl bir sabit ve

2n+1 nb, (nZ—Zn—l)
x

) ==t e T 2

dir. (4.9)’ dan;
I; = Ry (It — x| If'(W) = f'(0)];x)
< 2(1+6,))(1 + 2[R ((t — 0% )5 Ry ((t — %)% x)

R, ((t — x)2; )V R, ((t — x)% %) + %Rn((t — )5 0)02(f';6,)

20



4.ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA RESAT ASLAN

R, ((t — x)*; x) = B,,(x) dersek;

(16n* +32n° + 24n® + 8n + 1)\ ,
B,(x) = X
(n+1)8
(24n5b,, + 8n*b,, — 18n3b,, — 12n°b,, —ann)
+
(n+1)8
N (3n°b,* — 20n°b,* — 2n*b,” + 8n3b,* + 2n2b 2)
(n+1)8
. (5n°b,° — 2n*b,* — n®b,%) it n*b,*
(n+1)8 (n+1)®
1
Lily S VARG Mp(1+x%) +2(1 4 8,2) (1 + x?)[YAp (x) + 6—An(x)
n

+ VAn () B (x) + < Bn(X)]Q(f 6n)
boylece

IR, (f5x) — f(x)]
1+ x?

1 1
< VAn(x) Mf’ + 2(1 + 5n2)[VAn(x) + 6_An(x) + VAn(x) Bn(x) + S_Bn(x)]ﬂ(f’; 5n)

elde edilir.

her iki tarafin [0, b,,] lizerinde supremumu alinirsa

1
2
Rulf;) = FOOI _ VAR () M +2(1 + 8,°) An () + 5 An ()

up = p
1+ x? 1 )
Lo OB\ A VB () + 5 Ba()I(f5 8,)
n
40 < ( 2n+1b2+ nby, <n2—2n—1>b
su x) < sup (—
welobd " xeloby) DT A DI\ (kD2 )"
B 2n+1+ n n?—2n—-1\ b,’ n3 b,> b,>
B n+1 (n+1)2? n+1 n+1" ((n+1)3)n+1 n+1

daha 6nceden elde ettigimiz (4.7)’deki ifadeyi yerine uygularsak,

sup B,(x) < 132

bulunur. Simdi bu ifadeleri yerlerine yazarsak
X€[0,by] 1)2

IR (f5x) — f(xX)]
x€[0,bn] 1+x2

2 1 bn
s( - Mg +2(1+ 6, )[/ et J \/132( O —132( +1)Zl{z(f 5n)>
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4.ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA RESAT ASLAN

b,* / , 1 | b,* b,> 132 b,’ \
= Mo +2(146,2)|1+— 2v/33 a(f;6
\/n+1\f+ (1+8,7) Toant1 n+1+5n(n+1)§ f ")/

0<a, ve lim,_4 a, = 0 oldugunda belirli bir n’den sonra a,, < 1 olur.

2
Boylece a,* <a, (k> 1)olur ve §, = /ZLH secilirse

|Rn(f; %) — f ()]

x€e[0,bn] 14 x2

bn? i | ba?
< /E(Mf,+4[1+1+12+132])9<f, E)

by” . [ ba®
<K |Z0|f,; |2
n+1 n+1

elde edilir. Burada K = M ot 584 dir.

Simdide (2.2) ve (4.1)’de tanimlamis oldugumuz operatdrlerinin farkli n degerleri igin
flx)=(x+ 2)Sin(§ nx) seklinde verilen siirekli bir f fonksiyonuna yaklasimini grafik

iizerinde gorelim. Ayrica bu yaklasimlart niimerik hesaplamalarla tablo iizerinde
karsilastiralim.

Oncelikle n = 10 icin (2.2) ve (4.1) “ii inceleyelim.
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4.ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA RESAT ASLAN

f(x)

R, (£%)

Sa(f;x) et

Sekil 4.1. (2.2) ve (4.1)inn =10i¢in f(x) = (x+2) sin(%nx) seklinde verilen
stirekli bir f fonksiyonuna yaklagimini karsilagtiritlmast
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4.ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA RESAT ASLAN

4
| f(x)
3 -
Ll R, (Fx)
2 -1 Sn(f; X) e
1 -
1] T T T T T T T T T i
1 2 3 4 \E
X

Sekil 4.2. (2.2) ve (4.1)inn = 20 i¢in f(x) = (x+2) sin(%nx) seklinde verilen
stirekli bir f fonksiyonuna yaklagimini karsilastiriimasi
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4.ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA RESAT ASLAN

4 f(x)
] Rn(f;x)
2
Sh(£x)
2 -
1 —
I:I ' 1 ! 1 ! 1 ! 1 ' 1
1 2 3 4 k

Sekil 4.3. (2.2) ve (4.1)inn =35i¢in f(x) = (x+2) sin(%nx) seklinde verilen
stirekli bir f fonksiyonuna yaklagimini karsilagtiritlmasi

Grafik yardimiyla goriilecegi iizere n sayist biiylidiikce tanimlamis oldugumuz operatoér f

fonksiyona daha iyi yaklasmaktadir.

Bunu bir de niimerik hesaplamalarla tablo tizerinde gorelim.

Fi(x) = Ry (f;0) = f(O| . Fa(x) = [Sp(f5 %) — f ()

Ru(f52) = fOOI
S0 (f52) — f ()

Isun.

F3(x) =

Cizelge 4.1. (4.1) nin f fonksiyonuna yaklagsiminin n=10, 20, 35 igin karsilastiriimasi

F,(x) 1 2 3 4 5
n=10 0.13025395 | 0.59680140 | 0.63657794 | 027465187 | 2.09286202
=20 0.03289516 | 033450766 | 0.42942117 | 0.10853642 | 1.11561868
n=35 0.00078058 | 0.20497074 | 0.30597492 | 0.04520140 | 0.62401076
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4.ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA

RESAT ASLAN

Cizelge 4.2. (2.2) nin f fonksiyonuna yaklagsiminin n=10, 20, 35 i¢in karsilastiriimasi

Fo(x) 1 2 3 4 5

n=10 0.02282404 | 0.28230939 | 0.76515716 | 0.99085894 | 0.52745302
n=20 0.01801037 | 0.17623009 | 0.49769429 | 0.66553826 | 0.38218593
n=35 0.01349529 | 0.11719948 | 0.33919463 | 0.46217788 | 0.27686157

Cizelge 4.3. (2.2) ile (4.1) in f fonksiyonuna yaklasiminin n=10, 20, 35 igin karsilastiriimasi

Fs(x) 1 2 3 4 5

n=10 5.70668748 | 2.11399767 | 0.83195711 | 027718564 | 3.96786430
n=20 1.82645667 | 1.89813018 | 0.86282115 | 0.16308066 | 2.91904697
n=35 0.05784134 | 1.74890476 | 0.69020629 | 0.09780088 | 2.25387279
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5.SONUCLAR ve ONERILER RESAT ASLAN

5.SONUCLAR ve ONERILER

5.1. Sonuclar

Bu ¢alismada sonuglar 4. Boliimde verilmistir. (4.1)’de tanimlanmis olan R,,(f; x)
operatdrlerinin - pozitifligi ve lineerligi gosterilmistir. 1,¢,t2%,t3,t* ... gibi test
fonksiyonlariin operator altindaki gortintiileri hesaplanmigtir. Sinirli ve kapali bir aralikta
stirekli ve tim reel eksende smirli olan f  fonksiyonlarimin  yaklagimlari
incelenmistir. C ;,) [0, ) agirlikli uzayinda olan fonksiyonlarin agirlikli normda yaklagimlari
ve yaklagim hizlar1 hesaplanmistir. Son olarak tiirevlenebilen ve tlirevi C,?[O, ) dan olan
fonksiyonlar igin, tlirevinin agirlikli uzaylarda tanimli stireklilik modiili kullanilarak

yakinsaklik hiz1 hesaplanmastir.

Onceki ¢aligmalarda inceledigimiz Szdsz operatdrleri ile agirlikli  uzaylarda
tanimladigimiz (4.1) deki operatorimiiziin herhangi siirekli bir f fonksiyonuna yaklagimi
Mapple bilgisayar yazilim programi destegiyle n = 10, 20,35 i¢in yaklasimlar1 arasindaki
fark grafik {izerinde gosterilmistir. Ayrica n = 10, 20, 35 i¢in yaklasimlar1 niimerik degerler

hesaplanarak bir tablo halinde verilmistir.

5.2. Oneriler

Kendisi ve tiirevi C, g [0, ) da olan fonksiyonlar ele alindiginda daha giizel bir yaklagim

elde etmek i¢in (4.1)’ de tanimlanmis olan operatoriin kullanilmas1 uygun olacaktir.
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