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1. GIRIS

Biyolojik sistemleri modellemede bayag ve kismi diferansiyel denklemlerin
kullanm olduk¢a uzun bir geg¢mise sahipt. Bu alanda en {inlilerden bazlar::
Malthus, Verhulst, Lotka ve Volterra’dir.

Tim bu modeller daha komplike olaylarm (fenomenalarm) anlagilabilirligi icin
yazilmistr. Basit modeller dogal sistemler dinamiginin zengin yapisim tam olarak
acikklayamamaktadr. Sistemlerin bu kompleks yapism irdelemek icin ¢ok daha
degisik yaklagimlar mevcuttur. Bayag diferansiyel denklemlere zaman gecikmesi
eklenerek Onemli baska bir yaklasm elde edibilir. Gecikmeler veya gecikmeleri
temsil eden zamanlar kulucka siiresi veya ulasim gecikmelerini temsil edebilir. Baz

biyolojik sistemlerin ayrmtili isleyisleri tam olarak bu gecmis zamanda gizlidir.

Biyolojik modellerin birgok alannda gecikmeli diferansiyel denklemler yaygm
olarak kullamimaktadr. Ornegin, Bulasici hastalk dinamiginde: Hastalk kapma,
bulasma, mikrop, ila¢ tedavisi bagsiklk tepkisi ve benzerleri Bunun yaninda,
Gecikmeli diferansiyel denklemler aym zamanda, Kemostat modellerin ¢ahsmasmda
kullanilir.

Giinlik ritimlerde (veya yirmi dort saatlk ritimlerde), salgm hastaliklar
biliminde  (Epidemiyolojide),  solunum  sistemi  hastaliklarmda, tiimdr  hiicre
biiyiimesinde, noral aglar (veya sinir aglari), ekolojik verilerin istatiksel analizinde
ve bir ¢ok tiirlin popilasyon dmnamiginde gecikme parametresi Onemli yer
tutmaktadir.

Diferansiyel denklemler teorisi dogada gercek hayat problemlerini formiile
eden en temel enstriimanlardan biridir. Aym zamanda, mekanik, fizik ve diger sosyal
bilimlerde de yaygm bir kullanima sahiptir. Uygulamalarm ¢ogunda ele alman bir
sistemin nedensellik ilkesi tarafindan yonetildigi kabul edilir veya dustinilir. Yani,
sistemin gecmise bagh konumuyla degil de sadece su anki konumu tarafindan idare
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edildigi distiniilir. Aym zamanda, sistem konumun degisim oram ve konumu igeren
bir denklem tarafindan idare ediliyorsa sistemin modellemesi genellkle ya bayag
diferansiyel denklemler (BDD) ya da kismi diferansiyel denklemler (KDD) ile ifade
edilir. Buna ragmen, detayh bir irdeleme yapildiginda nedensellik ilkesinin sadece
mevcut konum i¢in dogru bir yaklasim oldugu ve genelde uygulamalarm cogunda
dogru olmadiy diisiiniiiir. Bunun yerine daha realist olan ve sistemin gegmisteki
konumunu  iceren  modellemeler  yapilr.  Sistemin  gecmisteki  konumunu

gormemezlikten gelmek sistemin modellemesini anlamsiz kilabilir.

Bu modellemeleri analitik ve Kkalitatif olarak irdeleyen ve diferansiyel
denklemlerin alt dallar1 olan gecikmeli diferansiyel denklemler (GDD), notr
gecikmeli diferansiyel denklemler (NGDD) ve fark diferansiyel denklemleridir
(FDD).
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2. ONCEKIi CALISMALAR

GDD, FDD ve NGDD ik olarak, 18. yiizylda bu alann Onciileri arasmda yer
alan Volterra, Bernoulli, Laplace ve Condorcet tarafindan ele alnd. Gegmisten
gliniimiize sistematik olarak arastrmacilarm konuya olan ilgisi giderek artmakta ve
hali hazrda bu konu hzh birr gelisim gostermektedir. Konuya ilgi gittikce
artmaktadr. Bu konuda, yaymlanmis birgok  bilimsel kitap ve makale
bulunmaktadr. Bu tip denklemlerin yaygn kullamm alanlart  kontrol teorisi,

matematiksel biyoloji, matematiksel ekonomi, sistemler teorisi ve Klasik analizdir.

[lk olarak, Volterra Predator-Prey modellerinde ve  viskoelastisite
problemlerinde gecikme parametresini  kullanan ik arastrmaciardandr. Iletisim
zamanmi ignore etmeyen (gdz ardi etmeksizin) basit geri doniisiimli  kontrol
sistemlerinde modern zamanlarm ik arastrmacis1 Minorsky

X'(t) = F(t, x(t), x(t—r))
denklemini ¢ahgmustr. Bunun yaninda, Minorsky geminin stabilite ve karisim
problemlerinde geri doniisiim mekanizmasmda gecikme parametresinin - onemine
acikca vurgu yapmustr. Kontrol teorisime olan ilgiyle beraber gecikme
parametresinin FDD lere olan katkismi ifade etmek gerekir.

Mishkis gecikmeli lineer diferansiyel denklemler ilgili genel teoriyi takdim
eden iklerdendir. Ayrica, Bellman ve Danskin ¢esit denklemlerin uygulamalarnda,
Ornegin, biyoloji ve ekonomi de gecmis hafizanm (sistemin gegmisteki konumu)
Onemine vurgu yaptlar. Aym zamanda, c¢ok 1iyi organize edilmis sabit katsayil
diferansiyel denklemler teorisi ve stabilite teorisinin baslangiclarmi takdim ettiler.
Stabilite teorisine katkilar1 olan diger aragtrmacilar Cooke ve Liapunov’drr.
Kaympsiz transmisyon (iletim) hatlarmda ( Kaypsiz iletim sistemlerinde) o, f Ve u
sabit olmak {lizere

V't)=av'(t—r)— pu(t) —afw(t —r) + F(v(t),v(t —r)).
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3. MATERYAL ve YONTEM

"1"3.1 Temel Kavramlar

3.1.1 Baslangic deger problemi

¢ sapmah (argiimanly) n. mertebeden skaler diferansiyel denklemine bakalm.
£t X(t),or X 0), X(t = 73 Oy X ™ (= 2, 1)) X(t =7, () Xt -, () =0 (3.1.1.2)

7;(t) > 0 egrilikleri (sapmalar) ve maxm;, =n olsun.

0<i<v¢

E" ={t Utz :t—7 ) <t, t2t,} (3.1.1.2)

Burada, 7,(t) egriligi (3.1.1.2) fle ifade edilen E " baslang kiimesi iizerinde
/ X
tanmbdr. E, =_k:)1Eto(l) Ve u=maxm, , k=0,12,.., u iin ,(t) fonksiyonkar t,

lzerinde stirekli oldugu kabul edilir. Uygulamalarda, E, genellikle

2. 0) =0, (t) k=012, u (3.1.1.3)
olarak g6z oniine alnrr fakat bu genelde gerekli degildir.

n.mertebeden bir diferansiyel denklemi xo(k), k=0,1..,n—1 baslangc

kosullart ile bellidir. k=0,1..,x igin X" =g.(t,) olsun. Eger #<n—1 ise ek

n-1

olarak XO(” = xo( ) verilir. Eger t, noktast E, m izole edilmis bir noktasi ise aym

0,0

zamanda X, ', X, ,...,XO(M) verilir. (3.1.1.1) denklemi irdelendiginde (3.1.1.1)
denklemi t>t;, icin (n—l) defa siirekli olarak tiirevlenebilen temel bir baslangic

deger problemidir ve

1 Dog. Dr. Tanfer TANRIVERDI danismanliginda ¢ahsan lisans iistii grencileri Neriman A VCI,
Mikail KARACA, Abbas TUTAR ‘i tezlerinde bu kisimda ifade edilen tiim sonuglarmn tiirkgesi
ortaktir.



3. MATERYAL ve YONTEM Neriman AVCI

X(k)(to+0):x0(k), k=012,...,n-1 (3.1.1.4)

t-7i(t) <ty i=012...0k=012..4u ise x(k)(t ~7,(t))= 0, (t- 7 (1))
sartlarma sahiptir. Genellikle X(k)(t) tirevi t, + (k —1)‘[ noktasmda siireksizdir fakat

daha alt mertebeden tiirevleri stireklidir.

Burada, A=my—x olsun. Eger A>0 ise (3.1.1.1) denklemine gecikmeli

diferansiyel denklem, A=0 ise (3.1.1.1) denklemine No&tr (Neutral) diferansiyel
denklem, A <0 ise (3.1.1.1) denklemine ileri (Advanced) diferansiyel denklem

denir.

Omek 3.1.1.1. (Erbe ve ark., 1995)

>0, a ve b sabit olmak iizere asagidaki (3.1.1.5)—(3.1.1.7) denklemlerini
inceleyelim.

X' (t)+ax(t—z)=0 (3.1.1.5)
denklemi gecikmeli bir diferansiyel denklemdir. Ciinkii, M, =1 £ =0 oldugundan

A=my, —u geregince A >0 dr.

X'(t)+ax(t+7)=0 (3.1.1.6)
denklemi ileri (Advanced) bir denklemdir ve
X(t)+ax(t)+bx({t—-7)=0 (3.1.1.7)

denklemi ise Notr bir diferansiyel denklemdir. Kisaca, denklem nétr ve gecikmeli
degilse  denkleme ileri diferansiyel denklem denili.  Ayrica, yukaridaki
smiflandirmanin yeterli olmadigini sdylemekte fayda vardr. Ornegin;

X' (t)+axt—z)+bx(t+o)=0 (3.1.1.8)
denklemi yukaridaki tiirlerin  hicbiri degildir. Bu tip denklemlere karigik tip

diferansiyel denklemler denir.

Osilasyon (Salnm) teorisinde [t;,0) arah@ iizerinde tanmh ¢ozimler ele
alnr. Bundan dolay, baslangic deger problemi i¢in gerekli varhk ve teklik
teoremleri cahsilacaktir.
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d

S 0)+ ot xt - 7 (). 1t~ 7, 0] 6119
+ f(t x(t=0,(t)).. x(t- 0, (1)) = 0

g, feC([tO,oo)x R™xR™x...xR™, Rm) (3.1.1.10)

7,0, € C([t;, ), (0,0)) (3.1.1.11)

Notr  diferansiyel denklemleri calgilacaktr. Burada, t, e R ve m pozitif
tamsayr olmak iizere,.
iel,, jel, igin lim(t—z,(t)=oolimt—o,(t)=0w ve I, =[1,2...,n].

) t—>0 t—>o0 ’

Bir t, >, icin

t, = tnlitrol inf(t—r,(t)) (3.1.1.12)

(3.1.1.9) denkleminin baslangic kosulu t, <t <t; icin
x(t) = o(t). (3.1.1.13)

Burada, ¢:[t,,t,] > R™.

Not 3.1.1.1. (Erbe ve ark., 1995)

[t,,©) arah@ iizerinde (3.1.1.9) denkleminin ¢6ziimii olan X asag@idaki
sartlara haizdir.
(1) telty,®) igin x:[t,, ) = R™ sirekli ve X(t)+g(t, t—7z,(t)...t—7,(t)) sirekli
tiirevlenebilirdir.

(2) Her t e (ty,0) icin X, (3.1.1.9) denklemini saglar.

[t;,©) arali@ iizerinde x, (3.1.1.9) denkleminin ¢ozimii ve (3.1.1.13)

denklemini saglarsa [t,,c0) aral@ iizerinde X fonksiyonuna (3.1.1.9)-(3.1.1.13)

baslangic deger probleminin bir ¢éziimiidiir denir.

Simdi de (3.1.1.9) sisteminin varhgr ve teklk c¢ozimii i¢in gerekli teoremi

verelim.
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Teorem 3.1.1.1. (Erbe ve ark., 1995)
(3.1.1.10) ve (3.1.1.11) ile beraber t, >t, ve goeC[(t,l,to], R”‘] verilsin. Bu

halde, (3.1.1.9)—(3.1.1.13) baslangic deger problemi [t;,0) yar agk aralgnda tam

olarak bir ¢oziime sahiptir.

[T,.0) ve her T>T, icin sup{|y(t)|:t>T}>0 sarthnm saglayan (3.1.1.9)

denkleminin y ¢oziimleri tartisilacaktir.

3.1.2 Osilasyon ve osilasyon yapmayan denklemler

t>t, igin (x(t)+ pt)x(t-7)) +Qt)x(t—o)=0 (3.1.2.1)

skaler diferansiyel denklemi icin ¢Oziimlermin osilasyon (salmm) tanmum

verelim.

Tamm 3.1.2.1. (Erbe ve ark., 1995)
(3.1.2.1) denkleminin triviyal olmayan ¢oOziimleri keyfi biiylikk sayda koklere

(stfirlara) sahipse bu X ¢oziimiine salnimlidir veya osilasyon yapar denir.

Teknik olarak, {t,} dizisi vardr dyle ki f({t,})=0 wve I!Lm{tn}—>w. Aksi
halde, X ¢ozimii salmmh degildir denir. Denklem salmmh degilse diger bir deyisle
t>t, icin bir t; >, vardr &yle ki x(t);t 0. Daha basit bir ifade ile salmm yapmayan

¢oziim eninde sonunda Yya pozitiftir ya da negatiftir.

(3.1.2.1) denkleminin de her ¢ozimii salmmhdr dedigimizde her t >t
baglangc noktasi i¢cn E, Dbaslangic kiimesi izerinde her ¢eC  baslangg

fonksiyonu {izerindeki (3.1.2.1) baslangic deger problemmnin X birick ¢ozimii
salmm yapar. Dolaysiyla, (3.1.2.1) denkleminin her ¢oziimiiniin salmmbh oldugunu

ispat edebilmek i¢cin baslangic kosullarin1 6nemsemeyiz.
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Eger (3.1.2.1) denkleminin her ¢0ziimii salmmh ise (3.1.2.1) denklemi

salnimlidir denr.

(3.1.2.1) denkleminin salmmh olmayan ¢Oziimiinii ispat edebimek i¢cin
t, >t >t;, noktasi vardr Oyle ki [t,,c0) lizerinde X ¢Oziimdir ve tim t>t, igin

x(t)> 0 veya x(t)<O0.

Eger bilesenlerinden en az biri (her biri) salmmh ise (3.1.1.9) denkleminin

X(t) = (Xl (), x, (t),.., X, (t))T ¢ozimii salmmhdr (Cok kuvvetli salmimlidir).

Omnek 3.1.2.1. (Erbe ve ark., 1995)
T
y'(t)+ y(t—zj =0 (3.1.2.2)

gecikmeli diferansiyel denklemi y(t)=sint salmmli ¢dziimiine sahiptir.

Ornek 3.1.2.2. (Erbe ve ark., 1995)
X’(t) = ZX(t)_ y(t) (3123)

y'(t)=x(t)+ y(t)
denkleminin her ¢6zimii salmmbdr fakat (3.1.2.3) denklemine gecikme eklersek
(3.1.2.3) denkleminin salmmli olmadig1 goriilebilir. Gergekten,

x'(t) = 2x(t) - y[t —%In 4}
y'(t)= 2x(t —%In4j +y(t)

sistemi icin X(t)=exp((3/2)t) , y(t)=exp((3/2)t) saswtict ¢ozimleri elde edilir.

(3.1.2.4)

Bundan dolayi, gecikmelerin osilasyon sistem iizerindeki etkileri incelenecektir.

Ornek 3.1.2.3. (Erbe ve ark., 1995)
X' (t)+ px(t-1)=0, t>t,, p>0 (3.1.2.5)

denkleminin salnmmli olmayan ¢oziimlere sahip olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart
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pe<l (3.1.2.6)
denkleminin saglanmasidir. Ayrica, p >0 sabittir.

X'(t)+ px(t—1)=0 denkleminin analizini yapalm. Aday ¢ozim x=e* olsun.
Bu halde, e* # 0oldugundan

" +pere” =0, e (A +p e“)z 0,1+ pe” =0. (3.1.2.7)

f(l1)=1+pe” (3.1.2.8)

denkleminin koklerini bulmak temel amacmmizdir.

Lemma 3.1.2.1. (Smith, 2010)
Asagidaki ifadeler dogrudur.
(1) p<0ise f tam olarak bir reel koke sahiptir ve bu kok pozitiftir.
(2) 0<p<e™ ise f, A <A, olacak sekilde tam olarak iki tane reel kok vardir ve bu

kokler negatiftir. p — 0 igm A4, —>—0 Ve 4, — 0.
(3) p=e'ise f nin tam olarak iki kath bir kokii vardrr ve bu kok A =—1 dir.

(4) p>e ise reel kok yoktur (kokler komplekstir).

Ispat: (Smith, 2010)

Q) f(O): p<0 ve uygun p degeri ve A>0 igin f(/l)>0. Ara deger teoremi
geregince f bir poztif reel koke sahiptir. Ayrica, bu kok grafiksel olarak tam yeri
bilinmemekle birlikte asagidaki gibidir.



3. MATERYAL ve YONTEM Neriman AVCI

Sekil 3.1.2.1. f fonksiyonunun p <O durumundaki grafigi

@) f(1)=i+pe?, f(1)=1-pe”* ve f"(4)=pe” >0 oldugundan f(1) ii

tane reel koke sahiptir.

Sekil 3.1.2.2. f fonksiyonun 0 < p <€ durumundaki grafigi

() f’(/l)zl— pe* =0 iken p=e’bulunur bu deger fonksiyonda yerine yazhrsa

A =-1 bulunur. Yani p=e" iken bir kik vardr.

10



3. MATERYAL ve YONTEM Neriman AVCI

(4) p>e™ olmast halinde reel kok yoktur. f(1)=A1+ pe™” denkleminde A= x+iy
yazirsa  f(x+iy)=x+iy+pe ™ =0, x+iy+pe~e™ =0. iki kompleks say
esitse karsiikli reel ve sanal kisimlar1 esittir. Bu halde,

X=—pe*cosy, y=pesiny (3.1.2.9)
p nin poztif olmas: halinde asagidaki onerme gegerlidir.

Onerme 3.1.2.1. (Smith, 2010)
(3.1.2.8) i¢cin asagidaki ifadeler dogrudur.

(1) 0<p< % ise tim kokler igin Re(4)<—& olacak sekilde &> 0 vardrr.

2 p :% olmasi halinde katlliklar1 bir olacak sekilde (kokler basittir) A = i%i.

3) p >% olmas halinde, x>0 ve y e[g,ﬁj olmak iizere, kokler A=xFiy
bigimindedir.

Ispat: (Smith, 2010)
p >0 oldugunda (3.1.2.9) denkleminin x >0,y >0 olacak sekide A =x+1iy

bigimnde bir kok varsa cosy<0<siny oluyorsa yeS= U{ [%7[} + 2n7z}.

n=0
Hatta, mmy_=
y p
siny e* .
F(x,y)=>—_—=— olsun. Burada, x>0 sabit tutakm bu halde y e S olmak
y P

siny

sin 2
: y:_, yeS icin —SE.Aynca, S
T y Vd

. T o
izere F, <0. y= Y oldugunda

kiimesi baglantisizdrr. lé >INy :e—SE ise lge_gg ifadesinden p >
p y p P P 7z

NN

Eger p <% ise her A kokiiigin Re(4)< 0 dir. Bdylece dnermenin 1. sikki

ispatlanmis olur.

11
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Simdi 6nermenin 3. skkmi ispat edelim. A =re"olmasi hali A+ pe” =0

denkleminde yerine yazlirsa r[cos(@—z)+isin(@—x)]= pe[cos(~y)+isin(-y)]
veya buna denk olarak r = pe™ ve 68—z =-y+2kz elde edilir. 9 e [O%) olmak

tizere birinci ¢eyrekte orjinden gegen ism boyunca kokii bulmaya c¢alisalm. k =0
ise y(0)=7—6>0 ve bdylece x(6)> 0 olur.

(@)= (7 —8)coto
y()=r-6,0<0 <% (3.1.2.10)

_ 72'-—9 ex(g)
sing

p(6)
denklemleri x>0 e %< y <z olmak tiizere (3.1.2.8) denklemini saglayan tek

parametreli egri ailesidi. Agk¢a x(0), y(0), p(9) fonksiyonlar1 & E(O,%j ya

stirekli olarak baghdr.
0 —0 igcin x(0) > +o0, y(8) > 7, p(@) — +0 Ve

0 —>% iken x(6)— 0, y(6) - % p(6) - % Buradan & e (o,%) iken p(6) kesin

olarak azalandir.

Not 3.1.2.1. (Smith, 2010)

0= p(@) fonksiyonunun tersi vardr. p e[%,oo} igin tersi & =k(p) dir ve
kesin  olarak  azalandr.  (3.1.2.10)  denklemlerinde 0= k(p) yazilirsa
x(p) >0, y(p)e(%,ﬂj igin A =A(p)=x(p)+iy(p) kokine sahiptir ve bu durum

p >% ifadesine karsiik gelmektedir ve p —>% igin Z(p)—) %‘

12
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Not 3.1.2.2. (Smith, 2010)
N=012.. ve p:§+2n72 icin (3.1.2.9) sisteminde kdkiin i(%+27zn)

oldugunu goérmek kolaydrr.

3.1.3 Coziimlerin osilasyonu

U'(t)=—pU(t-r) (3.1.3.1)
denklemini ele alahm.

Teorem 3.1.3.1. (Smith, 2010; Gyori ve Ladas, 1991; Gopalsamy, 1992)
Tim reel # ve r>0 icin p =rp olsun. Bu halde, asagidaki ifadeler denktir.

(@) (3.1.3.1) nin her ¢oziimii salmimdir. Yani, (3.1.3.1) nin her ¢6zimii

osilasyonludur.

(b) p= rﬂ>% dir.

Not 3.1.3.1. (Smith, 2010)
Lemma 3.1.2.1 den (a) nm (b) yi gerektirdigi aciktr.
() Diger durumda agiktir.

(i) p=e" olmas: halinde p nin biiyik degerleri igin ¢oziimler sabmmbdr. p nin

bu degeri i¢in kathligi iki olan A =-1 degerine tekabiil eder.
(iii) p<<e™ den p= % ye degisirken en biiyik reel kokiin varhgini gerektirir.

(iv) Bu son durum kathhg iki olan A =-1 kokinden A =x+iy kompleks kokle

dallanr. Bu durum ise osilasyonu gerektirir.

v) p >% olmasi halini asagidaki lemma ile biraz daha agalm.

13
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Lemma 3.1.3.1. (Smith, 2010)

Tiim pe(el,%j icin f(1)=A+ pe” denkleminin, —1<x <0, O<y<%

olmak iizere A =x7Fiy biciminde ki tane kok vardr. Ayrica, p = p(x), y=h(x)
olmak iizere bu kokler (4 =x+iy, p(x)) parametrize edilebilir. Burada,

(i) x>-1"igh A—>-1ve p>e’ve
(i) x>0 igin ve /”t—>%i ve p—>% olmak iizere p(x) Ve h(x) fonksiyonlar

diizglin, pozitif ve monotonik olarak artan fonksiyanlardir..

Ispat: (Smith, 2010)
A=—1-z ve p=e™* almrsa A+e*p=0 denklemi z+1=e** olur. Eger

Z = X+1y ise reel ve imajiner kisimlar sirasiyla

X+1l=e"*cosy
. (3.1.3.2)
y=e""siny

Boylece (4, p)z(—l,e_l) noktasm  (z, 22)=(0,0) noktasma dteledik. (3.1.2.10)

denklemine denk asagidaki denklemler yazilir.
tany 1

y x+1 (3.1.3.3)

e = (x+1)° +y°

—%< y<% icin g(y):taﬂ fonksiyonu  ¢ifttir.  Global =~ minimumunun
y
g(y:O):l, y—>%, g(y) kesin olarak monotonk artandr. Buradan, tim
.. tany 1 . _ 1 .
x e (~10) icin T=X—1 denklemi y =Fh(x) ¢ozimlerine sahiptir. Burada, h
+

pozitif, artan ve h(—1+):% ve h(0-)=0. y=h(x) olmak iizere, = 1(X)

e =\/(x+1f +y*>  denklemlerinden elde edilir. u(—1+)=—1—|”(%j ve

,u(O —)= 0 oldugu gdzlemlenir. y(x) mn kesin olarak artan oldugunu gosterirsek ispat

14
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biter. Alternatif olarak  4(x), eﬂ(x):ex%nh)(x)
X

SINY kesin olarak azalan ve h(x) kesin olarak azalan oldugundan bileskeleri kesin
y

denklemini saglar. (O, %) icin

olarak artandr ve bdylece e“® kesin olarak artandr.

Sonug¢ 3.1.3.1. (Smith, 2010)
Lemma 3.1.3.1 ve Onerme 3.1.2.1 ifadelerinden p=r g>e™* ise

(x+iy)t

x(t)=e - (3.1.3.4)

olacak sekilde salmimli (osilasyonlu) bir ¢oziim vardrr.

Not 3.1.3.2. (Smith, 2010)
(1) x(t)=—Bx(t-r), p reel r>0
(2) r=nt, n >0 olmak iizere U(z)= x(t)

du _ ,dx

5 g ANt ==pn U -1

Eger n :% Ve p=rp ise ?j_u =—pU(r -1) elde edil.
T
3.1.4 Adimlar metodu

En temel fonksiyonel diferansiyel denklem t>0 i¢in
X'(t)=a,(t)x(t)+a,(t)x(t —7) (3.1.4.1)
denklemi lineer birinci mertebeden gecikmeli diferansiyel denklemdir.

(3.1.3.3) denklemine t=0 zamanndan Once eslk eden bir baslangg

fonksiyonu (veya t=0 anndan Once bir gegmisi) vardr. Bu gegmisteki davramsa
bazen “tarih fonksiyonu” denir.

(3.1.3.3) denkleminde 7 >0, [0,z] iizerinde & Ve a, €C', [-7,0] iizerinde

#(t)C ise

15
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X'(t)=a,(t)x(t)+a,(t)ylt—7), te[0,7] (3.1.4.2)
y(t)=¢(t), t e[-7,0] (3.1.4.3)

denklem sistemini saglayan tek ¢oziim vardir.

Iddia:

(3.1.4.2) — (3.1.4.3) Sistemi tek ¢oziime sahiptir.
ispat:

u(t) ve v(t) fonksiyonlar1 (3.1.4.2) — (3.1.4.3) sistemini saglayan iki ¢ozim
olsun. w=u —v, (3.1.4.2) denklemini saglar. Yani, [0, 7] iizerinde
wW(t)=a, w(t)+a, w(t — 7). Fakat, [-z,0] icin u(t)=g(t) ve v(t)=¢(t)
olduklarindan (3.1.4.3) denklemi [— z',O] icmw=0. Diger bir deyisle, —7<t<0
icin w(t)=0. Bdylece, [0,7z] icinw(t—z)=0. Buradan, (3.1.4.2) — (3.1.4.3) sistemi
W'(t)z al(t)w(t), W(O)= 0 seklinde yazlir. Bu sistemi saglayan ¢oziimiin sifir
oldugunu goérmek kolaydir.

Adimlar Metodu:

Bu metotla verilen aralk iizerinde ge¢mis hafiza (tarth fonksiyonu) yardmiyla
gecikmeli diferansiyel denklem bayag diferansiyel denkleme doniistiiriiii.  Elde
edilen denklem ¢ozilir. Bu muhakeme yeni olusturulan aralk tizerinde tekrar edilir.

(3.1.4.2) — (3.1.4.3) sistemine aralk metodunun nasil uygulandigimni gorelim.

1. Adm:[-7,0] kapal arabg iizerinde x(t)=¢(t) olarak biliniyor. Bu aralk
tizerindeki ¢Oziime X, (t) diyelim. (X, (t) fonksiyonu tarih fonksiyonu, gegmisteki
hafiza veya baglangig fonksiyonu olarak da bilinir.)

Not 3.1.4.1.
t e[-7,0] oldugunda t—7e[-7,0] olur. Boylece, [0,7] kapal aralig iizerinde

X(t—7)=x%,(t—7) olur.
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2. Adm: [0,7] kapah aralig1 iginde (3.1.4.2) — (3.1.4.3) sistemi

X'(t) = al(t) X(t)+ a, (t)XO(t - T)’ (3144)
x(0)=¢(0)
olur. Dikkat edilirse (3.1.4.4) denklemi bayag diferansiyel denklemdir. Artk bir
geckmeli diferansiyel denklem degildir. Ciinkii X,(t—7) bilinen bir fonksiyondur.
Basitce Xo(t—r)=¢(t—r). Boylece, [0, z‘] tizerinde (3.1.4.4) bayag diferansiyel
denklemi  x(0)= ¢(0) almarak ¢oziliir. Bu yeni ¢dzim x,(t) olsun,

Not 3.1.4.2.
(3.1.4.4) bayag diferansiyel denklemi

X'(t) -2, (t) x(t) = &, (t) ¢t - 7),t €[0,2]x(0) = 4(0)
homojen olmayan diferansiyel denklem gibi diisiiniilerek c¢oziliir.

3. Adim: [7,27] aralig lizerinde yeni bayag diferansiyel denklem

X(t)=a,(t)x(t)+a,(t) y:(t— 7). y(r)=v:(7)

seklinde bulunur. Bu denklem yl(z-) baslangic kosulu kullanilarak ¢oziiliir.

Bu admlar veya muhakeme takip edilerek yeni aralklar igin devam ettirilir.

x'(t)+ f(t, x(t), x(t = z,(t)),..., x(t =7, (t))) = 0 (3.1.4.5)
gecikmeli diferansiyel denklem sistemini ele alahm. Burada, f, €R ve m poxitif
tam say1 olmak iizere i=1,2,..,n iin

7, eC|[§, ) R*|ve f eC[[f,,0)xR™ xR" x...xR",R" | (3.1.4.6)
Ayrica,

i=12,..,n igin !Lr!;l[t—fi (t)=c0 (3.1.4.7)
verilir. Her t, > T, baglangic kosulu igin t, =t ,(t;)

t, =min{inf{t— 7, (1)} (3.1.4.8)

I<i<n \t2t,
Ayrica, son olarak baslangic fonksiyonu (gegmisteki hafiza fonksiyonu)
t, <t<t,icin x(t)=¢(t) (3.1.4.9)

ile verilir. Burada, ¢:[t,t,]— R™ gegmisteki hafiza fonksiyonudur.
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X = (X, Xy Xy )' €R™ , [X| , X in normu olsun. A, mxm tipinde reel matris

ve buna eslik eden matrisin normu ||A|| = anHaDl( ||AX ||
X

Lemma 3.1.4.1. (Gronwall Esitsizligi)
I=[t, T)cR obun ce[0,0) ve uveCl,R"| pozf ve sirekli ii

fonksiyon olsun. Bu halde,

u(t)§c+j'u(s)v(s)ds, tel igin u(t)scexp[j'v(s)ds]

) )

Teorem 3.1.4.1. (Global Lipschitz Sarti)

peC|[§,)R*] olsun. Her t >, ve biitiin x;, y; € R™, i =0,1,2,...,n igin

1t X, X X0 )= F (6 Yoo Yarens Yo ) | < PO |X = Wi (3.1.4.10)
i=0

kosulu saglamyorsa f ye Global olarak Lipschitz denir.

Teorem 3.1.4.2. (Gyéri ve Ladas, 1991)
(3.1.4.5) ve (3.1.4.9) problemleri bir tek ¢coziime sahiptir.

Ispat: (Gyori ve Ladas, 1991)
y: [tfl,oo)—> R™ siirekli fonksiyonlari iizerinde T operatorii tanimlayalim.
(1), t, <t<t,

(Ty)(t)= ¢(t0)+j £(5, y(s) Y(5 = 7,(8))s (s =7, (s))ds, t>t,

to

Acikea, (Ty)(t), [t,, o) iizerinde siireklidir. X,(t) dizi olmak iizere

(1), t, <t<t,
()= {qﬁ(to ) e,

ve (¢=0,1,2.. igin X, =TX, olsun. Ardigk yaklagklar veya Picard metodu
yardmiyla (3.1.4.10) kullanilarak
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1
t>t,ve ¢=012.. ign |x.,(t)-x({t)]<M (t-t) ) . Burada,
M = max p(s). Buradan x(t) = limx, (t) > [x,.,( (t)]+ x, (t).

0=9= —>0 /:O

Simdi ¢éziimiin tek oldugunu gosterelim. (3.1.4.5) ve (3.1.4.9) denklemlerinin

[to,oo) aralg1 lizerinde x,y gibi ki ¢Oziimii olsun. Bu halde, t, <t<t, i¢cn
x(t)=y(t). u(t)=max| x(s)—y(s)| olsun. Agikea, t=>t, igin

to<s<t

t
u(t) < (n +l).[ p(s)u(s)ds ve Gronwall esitsizliginden (c=0 i¢in) u(t)=0.
)

Buradan, t>1, icin x(t)= y(t) ve ispat biter.

Sonug 3.1.4.1. (Gyori ve Ladas, 1991)

K(0)+ R+ 2RO (0)

0 (3.1.4.11)

Otonom olamayan gecikmeli lineer sistem icin baz t~0 € R ve baz poztif m

tamsayr i=0,12,...,n ign ieC[[tO Rmxm],fi eC[[fo,oo),R+] ve i=12,..,n

~

igin limt—7,(0)] =, t,>% e $eClt,t,],R"| verisin. Bu halde, baslangi

deger problemi (3.1.4.11) wve (3.1.4.9),['[0,00) aralign {izerinde tam bir ¢oziime

sahiptir.

Sonug 3.1.4.2. (Gyori ve Ladas, 1991)

t)+ P, x(t ZP x(t (3.1.4.12)

Otonom gecikmeli lineer sistemdir. i =0,1,...,n igin P, ler reel degerli mxm

tipinde matrisler ve 7; gecikmeleri negatif olmayan sayilar olsun. Bu halde,
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t,eR, t, =t0—max{rl,rz,...,rn} olmak ftizere ¢eC[[t_1,t0],Rm] tanmh  stirekh

fonksiyon i¢in (3.1.4.12) ve (3.1.4.9) , [tO,OO) araliginda tam bir ¢6ziime sahiptir.

3.1.5 Coziimlerin eksponansiyel simrlihg1

(Coziimlerin eksponansiyel fonksiyon tarafindan kontrol edilebilirligi)

n

d {x(t)+zlll3i X(t —fi)}rQo xt)+>'Q, xt-o,)=0 (3.1.5.1)

a5

j=1

lincer otonom sisteminin eksponansiyel olarak smrh oldugunu gostermek

istiyoruz. Yani, x(t), [0,00) aralig1 iizerinde (3.1.5.1) denkleminin bir ¢oziimii ise

t>0 igin | x(t)|<M e (3.15.2)
olacak sekide M ve «a poztf reel saylar1 vardwr. Kisaca, X(t) , (8.15.2)

denkleminin ¢oziimii ise x(t) nin laplace transformasyonu Res>a olmak sartiyla

Teorem 3.1.5.1. (Gyori ve Ladas, 1991)
P v Q; katsaylari (3.1.5.1) denkleminin reel katsaylh mxm tipinde

matrisler, 7, ve o, gecikmeleri pozitif olsun. x(t), [0,00) aralig iizerinde (3.1.5.1)

denklemmin ¢éziimii ise M Ve «a poztif saylart vardr Oyle ki (3.1.5.2) denklemi
saglanir.

Ispat: (Gyori ve Ladas, 1991)
r=max{z,,z, .., 7,,0,,0,,..,0,} V& 7=min{r,,7,,.,7,} olsun,

(3.1.5.1) denkleminin O dant ye integrali alnwrsa t>0 igin

)= - S t-a)- [l 61 20, o s
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elde edilir. Burada, x, = x(O)+ZI:F>i x(—z;) il verilir.
i=1

t>—r igin u(t)=max | x(s) |, c =|x,||+u(0),

—r<s<t

| n
A=§||Pi|| ve B:1+JZ_(;HQJ.H

olsun. Bu halde, u(t) azalamayan siirekli bir fonksiyon ve

1301l IRl =)l X9+ S| -, )] e

<[]+ Ault - )+ BJ.u(s)ds, t>0

0

saglar. Buradan

ut)<c+Au(t-7)+ Bju(s)ds, t>0 (3.1.5.3)

0

elde edilir. (3.1.5.3) ndtr diferansiyel esitsizliginde A=0 alnrsa ndtr olmayan
diferansiyel denklemi elde edilerek bilinen Gronwall esitsizligi

u(t)<c+ Bj'u(s)ds

elde edilir. Buradan u(t)<ce® elde edilir. Bu ise ¢ozimiin gergekten eksponansiyel

smirlligm kantlar. A#0 halinde ise (3.1.5.3) ifadesine genellestiriimis Gronwall

esitsizligi denir.

Ispatm geri kalan kismmda (3.1.5.3) ifadesinde u(t) nin eksponansiyel olarak
smrh oldugunu vurgular. F(1)=AAe™ +B—Aokun. F(0)F(x)<0 oldugundan

ara deger teoremi geregince F(a)=0 olacak sekilde bir « e(0,0) vardr.

c, = max{(g +c)t-Ae )", maxe[u(s)+ ] } olsun.

—r<s<0
t>-rigin u(t)<c, e (3.1.5.4)
oldugunu gorelim. Agkga, —r<t<0 icin (3.1.5.4) dogrudur. t, >0 icin geliski
olusturalim.

ut)<c,e”,—r<t<t ve u(t,)=c, e™ (3.1.5.5)
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olsun. Bu halde, (3.1.5.3) denkleminden

b
u(t,)<c+Ac, e 4+ Bjcg e” ds
0

:[C—Ec5j+cg[Ae“” +Eje“ti =(C—EC£)+CEGO’H
(04 (24 (24

elde edilirr. o kok oldugundan Ae™** +E =1 dir. Ayrica, 1-Ae™™ _B >0
a a

(3.1.5.6)

oldugundan
B ¢+c B C
c——cC,<Cc—— - -— —
o al-Ae™ al-Ae™
= ¢ - (B—a+aAe‘"):0
all- Ae ™

elde edilir. Bu halde, u(t,)<c, e”. Bu ise (3.1.5.5) denklemine geliskidir. Boylece
(3.1.5.4) denkleminin dogrulugu ispatlanmus olur. & keyfi oldugundan t>0 igin

u(t)<M e“.Burada M :max{c(l—Ae“’)‘l,m%e‘“su(s)}. t>0 icin u(t) nin

tanimindan || X(t)” < u(t)dir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

3.1.6 z —transformasyonu

n=0,1,2,. ign {a,} reel saylarda tanml bir dizi olsun. Bu dizinin

z —transformasyonu  Z(a, ) ile belirtilir ve

Z(a,)= 2 (3.1.6.1)

= Z
ille tanmlanir. Z(an) donilistimii yakmsak olacak sekilde tim kompleks z degerleri
icin tanimbidir. Agikga, b ve C pozitif sayilar1 varsa
n=012.. icn |a,/<bc" (3.1.6.2)
yaziir. O zaman, tim [z/>C igin (3.1.6.1) serisi yakmsak ve z degiskeninin

kompleks analitik bir fonksiyonudur.
a‘n+k + Pl a‘n+k—l +o..t I:)k a‘n :O’ n= 01 1| 21 (3163)
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lineer fark denklemini géz Onine alahm. Burada, k pozitif tamsay1 ve B, P,,..., P,
katsayllar1 reel saylardir. Bazz b ve ¢ pozitif sabitleri icin (3.1.6.3) denkleminin her
{a,} ¢ozimii (3.1.6.2) denklemini saglar. (3.1.6.3) denkleminin ¢oziimleri

A +P A+ +P =0 (3.1.6.4)
karakteristik denkleminin kokleriyle agiklanabilir. ( Finizio ve Ladas, 1982).
Agikga, 7 —trasformasyonu lineer bir fonksiyondur. Eger ¢ ve p sabit ve {an} ve
{bn} kompleks say1 dizileri ise o zaman

Z(aa, +pBb,)=aZ(a,)+AZb,)
yazlir.

Lemma 3.1.6.1.
k e{l,2,3,..} olsun. O halde

k-1
Z(a,, )= a, 2 (3.1.6.5)

n=0

yazilir.

Ispat:

z —transformasyonunun tanmindan

R et LR LT
n= n n=
1

N

n:OZ nOZ

n=0
yazilir. (3.1.6.3) denkleminin iki tarafina z — transformasyonu uygulanarak ve

z —transformasyonunun lineerliginden ve (3.1.6.5) denkleminden

veya

(2 +R 2z +..+R)z(a =Zk:P, ajz (3.1.6.6)

bulunur. Burada, P, =1 dir.
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Benzer olarak (3.1.6.3) denkleminde P, P,,..,P, Kkatsaylart rxr tipinde

matrisler olsun. Bu halde, {a,}eR", (3.1.6.3) denkleminin ¢dziimiidir. Eger
b ve ¢ pozitif saylar olmak iizere,
n=0,12,.. igin |a,|<bc" (3.1.6.7)

ise tim |Z| > C bolgesinde {an} nin z —transformasyonu yakmsaktr.

Asagidaki lemma katsayilari sabit matrislerden ibaret olan, (3.1.6.7)
denklemini saglayan linecer fark denkleminin ¢oziimii hakkinda basit bir ispattr.

Lemma 3.1.6.2. (Mickens, 1987)
P,P,,.,P, tim elemanlari reel olan rxr tipinde matrisler ve {a,}, (3.1.6.3)
denkleminin ¢oziimii olsun. Ayrica, b= max{||a0||,..., ||ak || } Ve ¢ e L, ) olmak iizere

[Pl +..+[Rfc™ <1 (3.1.6.8)
denklemini saglasin. Bu halde, (3.1.6.7) gerceklesir.

Ispat: (Mickens, 1987)

Agikca, n=0,1 2,...,k i¢in

|la, | <b <bc" (3.1.6.9)
denklemi saglanir. (3.1.6.7) denklemi dogru olmasin. Bu halde,

n=012..,n, icinn, 2k +1 olacak sekilde [a,|<bc" (3.1.6.10)
ve

a_ .|l>bc™*. (3.1.6.11)

no+1
n= (n0 - k)+1 ign (3.1.6.3) denkleminden a, ., = —(PlanO +..+ Pkano+1_k) elde

edilir.

(3.1.6.8) ve (3.1.6.10) ifadeleri

k
<[Rlbe™ +..+[R[be™* ~be( Spfe | sben
i=1

a‘n0+1

gerektirir. Bu durum (3.1.6.11) ile gelisir. Ispat biter.
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232 Osilasyon icin Gerekli ve Yeterli Sartlar

3.2.1 Lineer otonom gecikmeli diferansiyel denklemlerin osilasyonu icin gerekli

ve yeterli sartlar

X(0)+ 3 p, xlt—7,)=0 (32.1.1)

Lineer otonom gecikmeli diferansiyel denklemmni ele alalm. Burada, p, ve r,

ler negatif olmayan reel sayilar.
A+) p e’ =0 (3.2.1.2)
i=1

denklemi (3.2.1.1) denklemine karsiik gelen karakteristik denklemdir.

Lemma 3.2.1.1. (Gyori ve Ladas, 1991)

p ve rpoztif sabitler olsun. x(t) eninde sonunda (veya nihayetinde)

x(t)+ px(t-7)<0 (3.2.1.3)
gecikmeli diferansiyel esitsizliginin bir pozitif bir ¢ozimii ve y(t) eninde sonunda

y'(t)-pyt+7)=0 (3.2.1.4)
ileri diferansiyel esitsizliginin bir pozitif ¢oziimii olsun. Bu halde, yeterince biiyik t
ler i¢in

x(t—7)< Bx(t) (3.2.1.5)
ve

y(t+7)<By(t) (3.2.1.6)

Burada, B =4/(pz)’.

2 Dog. Dr. Tanfer TANRIVERDI danismanhgmda gahsan lisans iistii dgrencileri Neriman AVCI,
Mikail KARACA, Abbas TUTAR ‘i tezlerinde bu kisimda ifade edilen tiim sonug¢larin tiirkgesi
ortaktir.
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Lemma 3.2.1.2. (Gyori ve Ladas, 1991)

t,,0) aralg iizerinde v(t) sirekli pozitif ve diferansiyellenebilic bir
fonksiyon olsun. Yeterince biiylk t ler i¢in

V({t)<0 v v(t—a)< Av(t) (3.2.1.7)
veya

V({t)>0 ve vit+a)< Avt) (3.2.1.8)
saglayacak sekilde A ve «a poztif saylar1 olsun. Eger (3.2.1.7) gecerli ise
A ={A>0: yeterincebilyik t lericinv'(t)+Av(t)<0} veya (3.2.1.8) gecerli ise
A = {1 >0:yeterincebilyik t ler igin—v'(t)+ A v(t)<0}. Bu halde,

Asived, =g A
o

Lemma 3.2.1.3. (Widder, 1971)

@ xeC[[-7,)R] ve o, <wolsun. x(t) nin Laplace transformasyonu X(s)
yakmsaktr. Bu halde, X(t —z') nun da Laplace transformasyonuda yakmsaktr ve tiim

S ler icin Re s > o, olmak tizere

L[x(t-7)]= Te“ x(t—z)dt=e"X(s)+e™ Te“x(t)dt (3.2.1.9)

0

(Burada, X (s) < o olacak sekilde bir o, reel sayis1 vardr.)

(o) xeC'[[0,0)R] ve o, <wolkun. x(t) nin Laplace transformasyonu X(s)
yakmsaktr. Bu halde, Xx'(t) nin Laplace transformasyonuda yakmsaktr ve tim S

icin Re s > o, olmak fizere

L[x'(t)]= [e x'(t)dt='s X (s)-x(0) (3.2.1.10)

0
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Teorem 3.2.1.1. (Widder, 1971)
xeC|[[0,0),R*| ve x(t) nin Laplace transformasyonu X(s), o, <o olsun.
Bu halde, X(s), s=o, noktasmda singilerdir. Daha kesin bir ifade ile n>1 pozitif

lim X(s)|=o olacak sekilde

n—o0

tamsayis1 icin @ «, = &, I!Lrgan =0y, .!I_Toﬁ” =0 w

S, =a, +1p, ,dizisi vardr.

Teorem 3.2.1.2. (Gyori ve Ladas, 1991)
i=12,..,n igcin p, reelsayr e z, pozitif reelsayr (3.2.1.11)
olsun. Bu halde, asagidaki ifadeler denktir.
(@) (3.2.1.1) denkleminin her ¢dziimii salnmmhdir.
(b) (3.2.1.2) karakteristik denkleminin reel kokii yoktur.

Ispat: (Gyori ve Ladas, 1991)

(@ = (b): Elementerdir. Ciinkii (3.2.1.1) denkleminin her ¢oziimii salmmh ise
(3.2.1.2) karakteristik denklemi reel koke sahip degidir. Diger bir deyisle (3.2.1.2)
denklemi A, reel kokiine sahipse €' salmm yapmayan bir ¢oziimdiir.

(b) =(a): Bunun dogrulugu i¢cin Laplace transformasyonunu kullanalm. (3.2.1.1)
denkleminin eninde sonunda  x(t) gibi pozitif bir ¢dzime sahip oldugunu kabul

edelim. (3.2.1.1) denklemi otonom oldugundan t>—z,7=maxz; igin X(t) > 0 olsun.

I<i<n

Acikga, 7 poztiftir aksi halde (3.2.1.2) denklemi bir reel koke sahip olacaktir.
Teorem 3.1.5.1 den dolayi t>—z, M >0 ve u reel sayis1 vardr Oyle ki

| X(t)| <M e“'. Boylece, Res> u i¢in Laplace transformasyonundan

X(s)=[e x(t)dt (3.2.1.12)

0
yazilir.
o, =inf{oceR:X(o) mevcut } olmak iizere bu halde, i=12,.,n in

x(t—17;) lerin Laplace tranformasyonu mevcut ve Lemma 3.2.1.3. ten Re's > o, icin

[e x(t)dt = s X(s)-X(0)
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yazilir. Ayrica, i=1,2,..,n i¢in

0 0
Ie’“ X(t—z;)dt=e"" X(s)+e™*" Ie’“ x(t)dt, Res > o,

0 =
yazilr. Buradan hareketle, (3.2.1.1) denklemine Laplace transformasyonu
uygulanirsa

Res > o, igin F(s)X(s)=d(s) (3.2.1.13)

denklemi elde edilir. Burada,

F(s)=s +§n: p, e”" (3.2.1.14)
i=1

d(s)= x(O)—i p, e _Te“ x(t)dt (3.2.1.15)

ille verilir. Acikca, F(s) e CD(S) fonksiyonlar1 tamdr. Yani analitiktir. Tim reel S

icin F(s)# 0 oldugundan (3.2.1.13) ten
X(s)= %, Res> o, (3.2.1.16)

elde edilir.

iddia:
o, =—0 olsun. Aksi halde, o, >—colur ve Teorem 3.2.1.1 den dolayr

@(s)

CD(S) nin bir singiiler noktasi olur fakat m reel eksen iizerinde higbir
S

F(s)
singiiler noktaya sahip degildir (pay ve payda tam fonksiyon olduklarmdan
hipotezden dolay1 payda reel koklere sahip degildir.). Sonug¢ olarak,
o, =—o Ve tim reel s icin X(s)= %. (3.2.1.17)
S

S — —oo gonderilirse (3.2.1.17) ifadesi bir ¢eliski olusturur. Ciinkii, eninde sonunda
®(s) negatifken X(s) ve F(s) daima poztifti. Tim t>0 igin  x(t)>0 ve

s=0,,

(3.2.1.12) denkleminden X(s) pozitiftir. F(c0)=co ve (3.2.1.14) denkleminde F(s)
de pozitiftir. Bununla beraber karakteristik denklemin higbir reel kokii yoktur.
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Genelligi bozmaksizin (3.2.1.1) denkleminde gecikmelerin birbirinden farkh ve
p; katsaylar sifirdan farkh olsun. 7, , (3.2.1.1) denklemindeki gecikmelerin

maksimumu  olsun. Bu halde, buna karsik gelen p; katsaysi poztif aksi

halde lim F(s)=—o olur ve (3.2.1.15) deki baskm terim s — —o0 igin p,e”"™ olur.

S——0

Agikga, lim @(s)=—oo olur. Bu durumda ispat biter.

Teorem 3.2.1.3. (Gyori ve Ladas, 1991)
p, 7 reel say1 olmak fiizere (3.2.1.18)
X(t)+ px(t—7)=0 (3.2.1.19)
denklemi verilsin. Bu halde, asagidaki ifadeler denktir.
(@) (3.2.1.19) denkleminin her ¢6ziimii salmimhdr.
(b) A+pe”™ =0 (3.2.1.20)
karakteristikk denkleminin hicbir reel kokii yoktur.

Ispat: (Gyori ve Ladas, 1991)
(@) = (b): Aciktr.
(b) =(@): F(1)=21+pe™ obun. F(1) hicbir koke sahip olmadigndan 7=0

olamaz. 7#0 dr.

1. Durum: 7<0 ise F(~)=—-ow, buradan F(0)= p <0dr. Bu halde, F(o0)=—o0
ve (3.2.1.20) denklemi higbir reel koke sahip olmadigindan A reel saysi i¢in
A+pe ™ <—m (3.2.1.21)

olacak sekilde bir m poztif sayis1 vardwr. (3.2.1.19) denklemi pozitif bir ¢oziime
sahip  olsun. (Celiski yoluyla  ¢6zelim.) Bu  halde, eninde sonunda

X(t)=-px(t-7)>0.
A ={1>0:yeterinceblyik t lerigin—x'(t)+Ax(t)<0} kiimesini ele alalm.

Agikca, O Ave A poztf reel saylarm bir alt araligidr. A birbiriyle geliskili
asagidaki Ozelliklere sahiptir.
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(P1) 4, e Ave A, ¢ A olacak sekilde A, ve A, pozitif sayilar1 vardur.
(P2) AeAise A+meA,burada, m, (3.2.1.21) teki gibidir.
x(t) artan ve x'(t)+ px(t)>0.Buise —peA .

Lemma 3.2.1.2 ve (3.2.1.19) denkleminden A, = In[4/(r p) J/—r ¢ A elde edilir.

(P2) nin dogrulugunu ispat edelim. 1A ve ¢(t)=e* x(t) olsun. Bu halde,
¢'(t)=—-2e™ x(t)+e™ x'(t)>0. Bu ise ¢(t) nin artan oldugunu gerektirir. Simdi
—xX'(t)+(2+m)x(t)= px(t—7)+ (4 +m)x(t)
= ppt—7)e ™) + (1 +m)g(t)e”
<g(t)e(pe? +1+m)
<g(t)e” (~m+m)
=0.
(P2) ispatlanmis olur. O halde, teoremin 7 <O hali ispatlanmis oldu.

2. Durum : 7>0 olsun. Teorem 3.2.1.2 kullanilarak bu durum ispat edilebilir.
F(oo)z oo buradan F(O): p > 0. Bu halde, F(— oo)= o ve (b) varsayimindan

A reel sayst A+pe* >m (3.2.1.21)
olacak sekide m poztif tam sayisi vardr. (3.2.1.19) denklemine ¢eliski olugturmak

icin (3.2.1.19) denklemi eninde sonunda pozitif bir X(t) ¢cOziimiine sahip olsun.

A ={1>0:yeterincebilyik t leriginx'(t)+ A x(t)<0}. 1. Durumdaki gibi A
pozitif reel saylarm bostan farkh bir alt kimesidir. (P;) ve (P2) durumlarma celiski
teskil edilirse teorem ispatlanmig olur.

X'(t)+ px(t)<0 oldugu agktr. Bu ise 4, = peA oldugunu gosterir. Lemma
3211, Lemma 3.2.1.2 wve (3.2.1.19) denkleminden A, = In[4/(r p) J/reA

bulunur. 4 e A ve g(t)=e™ x(t) olsun. Bu halde, ¢'(t)<0 dr. Bu ise ¢#(t) nin artan

olmadigin1 gerektirir.
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Buradan,
X'(t)+(2+m)x(t)=—p x(t—7)+ (2 +m)x(t)
——pe I gt—7)+(A+m)e” ¢(t)
e g(t)[- pe’ +A+m]
e g(t)[-m+m]=0

IN

IA

elde edilir. A +me A bulunur.

3.2.2 Osilasyon(lar) icin tam sartlar

i=12..,nicn p;, reelsaylt ve 7, poztif reel sayr olmak iizere

n

X(t)+> p x(t-7,)=0 (3.2.2.1)

i1
gecikmeli diferansiyel denklemini ele alahm. (3.2.2.1) denklemine karsiik gelen

karakteristik denklem

A+ pe’=0. (3.2.2.2)
i=1

Teorem 3.2.2.1. (Gyori ve Ladas, 1991)

i=12,..,niin p;, 7; =0 olsun. Bu halde,

@ Y- >% (32.2.3)

n ]/n n
(b) (H pij (ZTJ >% (3.2.2.4)

esitsizliklerinin her biri (3.2.2.1) denklemmnin tim ¢Oziimlerinin salmm yapmasi i¢in
yeterli sartlardir.

Ispat: (Gyori ve Ladas, 1991)
(@ Tim X >0 i¢in
e’ >ex (3.2.2.5)

esitsizligi kullanilirsa A <0 i¢in
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A+Zp, “'>l+2p. — A1) e——ie[—g+2p,rj>0

=1
elde edilir. Bu ise (3.2.2.2) nin higbir negatif kdke sahip olmadigm gosterir. Hatta
hicbir pozitif koke de sahip degildir. Boylece, sonuca Teorem 3.2.1.1 den ulagilir.

n

Yn )
(b) A <0 igin ¢ok bilinen (H piJ Slz p, esitsizligi ve (3.2.2.5) kullanilirsa
i= )

n n 1/n n n
A+) pe*t=2+n (H p, e’ j =A+n (H pﬂ”]exp[—%Zrij
i=1 i=1 i=1 i=1

n 1/n ﬁ' n
21+n(HpiJ (—e—zuj
i1 N

(i) 8

elde edilir. Bu ise (3.2.2.2) denklemmnin hicbir poztif ve negatif koke sahip
olmadigin1 gosterir. Teorem 3.2.1.1 kullanilirsa ispat tamamlanir.

Teorem 3.2.2.2. (Gyori ve Ladas, 1991)

i=12,.,nicinp,,7; >0 olsun. Bu halde,

(Z P; j(TaX 7i ) i (3.2.2.6)

i=1
ifadesi (3.2.2.1) denkleminin ¢Oziiminiin salmm yapmamasi i¢in yeterli bir sarttr.
Diger yandan

(Z P j(lmln o)> 2 (3.2.2.7)

denklemi (3.2.2.1) denklemmnin tiim ¢0ziimlerinin salmm yapmasi i¢in bir yeterl
sarttir.
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Ispat: (Gyori ve Ladas, 1991)
(3.2.2.6) dogru olsun. (3.2.2.2) denkleminin bir reel koke sahip oldugunu

gostermemiz  yeterlidir. 7 =max z; ve F(1)=1+> p,e™" olsun. Agkea, 7=0

<i<
1<i<n i—1

ise (3.2.2.2) denklemi A = —Z p;, gbi bir reel koke sahiptir. Diger taraftan
i1

7>0 ise

or 48] -$ae {5015

(e [4{En) e

yazilr. Bu durum, (3.2.2.2) denkleminin {—1,0} araligmda bir reel koke sahip
T

oldugunu gosterir. (3.2.2.7) ifadesi (3.2.2.1) denklemmnin tiim ¢dziimlerinin sahnmu
icin yeterli bir sart oldugundan Teorem 3.2.2.1 in (a) sikk1 ispati tamamlar.

Teorem 3.2.2.3. (Gyori ve Ladas, 1991)

p,7 reel sayllar olmak lizere

x(t)+ px(t-7)=0 (3.2.2.8)
denklemini ele alahm. Asagidaki ifadeler denktir.
(@) (3.2.2.8) denkleminin her ¢dziimii salmmmhdir.

(b) pr>%dk (3.2.2.9)

Ispat: (Gyori ve Ladas, 1991)

Teorem 3.2.1.2 den (b) ifadesi ile ayni olan
© F(A)=A+pe™ =0 (3.2.2.10)
denklemmin pozitif bir kdke sahip olmadigmi gosterirsek ispat biter. Yani, (3.2.2.10)
denkleminin higbir reel koke sahip olmadigm gdstermemiz gerekir. Ya (b) ifadesi ya

da (c) ifadesi saglanwrsa ya p>0wve r>0 ya da p<O0we <0 durumu

gergeklesir.
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Simdi F(ﬂ,) nn kritik noktalar1 kolaylikla bulunabilir. (b) nin (c) yi
gerektirdigi durum: Eger p>0 ve 7 >0 ise F(~o0)=F(ox)=00 ve
min F(2)=In(pze)/z > 0. Diger taraftan, p<0 ve 7 <0 ise F(~o0)=F(o0)=—0
Ve max F(1)=In(pre)/r <0 ispat biter.

Sonug 3.2.2.1. (Gyori ve Ladas, 1991)

P, q, z reel olmak fizere

X(t)+ px()+gx(t-z)=0 (3.2.2.11)
denklemini ele alalm. Bu halde, (3.2.2.11) denkleminin tim ¢dziimlerinin salnm

yapmasi i¢in gerek ve yeter sart
1
qref  >=
e

olmasidrr.

Ispat: (Gyori ve Ladas, 1991)

x(t)=e ™ y(t) doniisimi ile (3.2.2.11) denkleminin salnmilig degismez.
Bu halde, (3.2.2.11) ifadesinden

y'(t)+qe” ylt-7)=0
elde edilir. Bu ise ispati yukarida verilen Teorem 3.2.2.3 tiir.

X(t)+ px(t-7)-gx(t-o)=0, (3.2.2.12)
burada,

P, q, 7, o pozitif reel saylardrr. (3.2.2.13)

Teorem 3.2.2.4. (Gyori ve Ladas, 1991)

(3.2.2.13) olmak fizere (3.2.2.12) denklemini ele alalm. Bu halde, (3.2.2.12)
denkleminin tiim ¢oziimlerinin salnimmi i¢in gerekli sart

p>qw >0 (3.2.2.14)

lle wverilir. Diger taraftan, (3.2.2.12) denkleminin tiim ¢O6ziimlerinin salnmu icin
yeterli sart
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p>qr20,q(c—0c)<lwe (IO—Q)T>%[1—Q(T—G)]

ile verilir.

Ispat: (Gyori ve Ladas, 1991)
(3.2.2.12) denkleminin karakteristik denklemi

F(1)=A+pe™ —qe™ =0

ile verilir.

(3.2.2.15)

(3.2.2.16)

(3.2.2.12) denkleminin her ¢oziimii salmmli olsun. Bu halde, (3.2.2.16)

denkleminin higbir reel kokii yoktur. F(co)=oo oldugundan F(0)=p-q>0, p >q.

Ayn zamanda, 7> o, aksi halde, 7 <o (ve q>0)ise F(-o)=—o0 olur.

(3.2.2.15) saglansm. Celiski olusturmak icin (3.2.2.16) denklemi A, reel

kokiine sahip olsun. Bu halde karakteristik denklemden
ﬂ{l— q je‘%s ds] =2 +qle™ —e ™ )=—(p-qg)e
elde edilir. >0 i¢in
1—qj[e“dszl—qj[ds =1-q(c-0)>0
elde edilir ve (3.2.2.17)den A,<0 oldugu goriilir. Bu halde,
0 <1—qj[e%Sds<1—qj'ds:1—q(r—a)

ve (3.2.2.17) den
All-a(z-o)]+(p-g)e™ <0

elde edilir. Yani,

1-q(r—0)>0 ve 4, +%e‘%’ <0

elde edilir. Boylece,

l_,r_ (p_q) e—/lr =0
1-q(r-o)
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(4,,0) arahginda bir reel koke sahip olur. Teorem 3.2.2.3 ten

(p-a)r 3%[1—(1(7—0)]

elde edilir. Bu ise (3.2.1.15) ifadesinin son esitsizligine ¢eliski teskil eder. Bu ise

teoremin ispatmi1 tamamlar.

3.2.3 Salimmh ve sahmmh olmayan coziimler icin yeterli sartlar (Otonom

olmayan durumlar icin)

t > t, icin otonom olmayan
x(t)+Pt)x(t-7)=0 (3.2.3.1)

gecikmeli diferansiyel denklemini ele alahm.

Teorem 3.2.3.1. (Gyori ve Ladas, 1991)

7> 0 olmak lizere

PeCl[t,, )R] (3.2.3.2)
ve
t 1
lim inf P(s)ds > S (3.2.3.3)

t-7

olsun. Bu halde, (3.2.3.1) denkleminin her ¢6ziimii salnimhidir.

Teorem 3.2.3.2. (Gyori ve Ladas, 1991)

7 >0 olmak tizere

PeCl[t, —7,0) R] (3.2.3.2))
ve

; 1

[P(s)ds < AR (3.2.3.4)

t—r

olsun. Bu halde, (3.2.3.1) denklemi pozitif bir ¢dziime sahiptir.
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Dikkat edilmelidir ki yukaridaki sonuglar net olup diger bir ifadeyle alt smir
1/e gelistirilemez. Ustelik, P(t) sabit p ye esit oldugunda (3.2.3.3), pre>1 ye
indirgenir. Bu ise Teorem 3.2.2.3 de gosterdigimiz gibi

X(t)+px(t-7)=0 (3.2.3.5)
denklemmin biitlin  ¢éziimlerinin  salmmu i¢cin  gerekli ve yeterlidi. Benzer bir
sekilde, (3.2.3.4) pre<1 ye indirgenir ki bu (3.2.3.5) in varolan pozitif ¢éziimii i¢in

gerekli ve yeterlidir.

Teorem 3.2.3.1 in Ispati: (Gyori ve Ladas, 1991)

Celiski olusturmak igin (3.2.3.1) denklemi nihayetinde bir x(t) pozitif
¢Oziimiine sahip olsun. Bu halde, t* >t, +7 vardr oyle ki t>t" i¢in

x(t)>0, x(t—7)>0, x(t)<0 v x(t—7)>x(t)
saglanir. Ayni zamanda, (3.2.3.3) ifadesinden

t
I p(s)ds>c>1/e, t>t (3.2.3.6)

t

saglanacak sekilde bir t; >t" ve ¢>0 vardr. Bu halde, t>t, icin

X(t)

x'(t)+ p(t)x(t)<0 veya x(t)+ p(t)<0 elde edilir. t—7 den t ye integre edilir

ve (3.2.3.6) kullanilirsa t >t, +7 igin In U +c<0 veya e°x(t)< x(t—7) elde

X(t - Z')

edilir. Tiim C reel sayilar1 igin e° >ec oldugu goriilebilir ve boylece t>t, +7 icin
(ec)x(t)< x(t —7) elde edilir. Bu muhakemeye devam edilirse herhangi bir pozitif k
sayist i¢cin tiimevarimdan
t>t, +k7 icin

(ec) x(t)< x(t—7) (3.2.3.7)
elde edilir. (3.2.3.6) ifadesinden ve ec >1 oldugundan

(2/c)’ < (ec)* (3.2.3.8)
olacak sekilde bir Kk secilebili. Simdi t >t +kz olsun. Bu halde (3.2.3.6)

ifadesinden
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e La——

c t+r c
p(s)ds > S e ;[ p(s)ds > > (3.2.3.9)

olacak sekilde bir & e (,T +7) vardr. (3.2.3.1) ifadesi [T, &] ve [£T +7] araliklan

lizerinde integre edilirse

x(§)- x(f)+j p(s)x(s—7)ds=0 (32.3.10)
) t

(E o) x€)+ | pls)x(s - e)ds=0 (3.2311)
elde edilir. §

(3.2.3.10) ve (3.2.3.11) ifadelerinin ik terimleri atirsa x(t) nin azalanhgmdan
ve (3.2.3.9) dan

—x(F)+x(& - z’)% <0 ve —x(&)+ x(f)% <0

veya
2
C (= c

1e)> Sx(0)> (£ e -
elde edilir. Bu ve (3.2.3.7) ifadesinden

(ec) < xe—r) (ET

x(g) \c

elde edilir. Bu ise (3.2.3.8) ifadesine celigkidir. Bu ise teoremi ispatlar.

Teorem (Schauder’s Fixed Nokta Teoremi): (Schauder, 1930)

X bir Banach uzayr olsun. M bostan farkh X in kapah konveks bir alt kiimesi
olsun ve TM , X in rolatif (relatively) kompakt (compact) bir alt kiimesi olacak
sekilde T:M — M siirekli bir fonksiyon ise T, M kiimesi icinde en az bir fixed
(sabit) noktaya sahiptir. Yani, X € M olmak tizere TX = X.

(Rolatif Kompakt: T (M) kompakttr. Yani, kapal ve smrhdr.)
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Teorem 3.2.3.2 nin Ispati: (Gyori ve Ladas, 1991)
Ispat igin Schauder Teoremi kullamiacak. ||f||= sup |f(x)| olmak izere X,
T <Xx<w

[to -7, oo) arah@ tzerinde reel degerli, siirekli, smrh fonksiyonlarm bir Banach

uzayl olsun. X(t)e M < X olmak iizere asagidaki sartlar saglansin.

(1) t>t, icinx(t) artmayan ve t, —z <t <t, icin x(t)=1.

) t>t, |g|nexp(—ej' dsJ<x(t)<l

(3) t>t, iginx(t—7)<ex(t).
t>t, —7 icin x(t):l , (1)-(@3) sartlarmu saglayan bir fonksiyondur. M
lizerinde
1, t, -7 <t<t,

(M)(t)= exp(_j'P(S)X((S)—T) ds} st (3.2.3.12)

doniliglimiinii  tanmmlayalm. ~ Gergekten, (TX)(t) artan olmayan siirekli bir
fonksiyondur. t>t; icin (3) den dolayr

t
exp[ I dsJ > exp[—e I P ] elde edilir. Aym

ty

zamanda, t>t; icin (3.2.3.4) ve (3) ifadesi kullanilirsa

(Tx)(t-7)= exp{—tf%(;)_f)ds] = (Tx)(t)exp[ j Wd%

elde edilir.

Yani, sonug olarak T:M — M dir. Ag¢ik¢a, M kapal, X in konveks bir alt
kiimesi ve. T:M — M siirekli bir fonksiyondur. Aym zamanda, TM nin kapanist
kompakttr. Ciinkii, TM es siirekli (stirekli fonksiyonlar dizisi) ve diizgiin olarak
smrhdir.  Dolaysiyla, Schauder Fixed Nokta teoreminin tiim sartlart saglannustir.
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Boylece T bir x fixed noktasma sahipt. Br xeM vardr dyle ki TX=X.
(3.2.3.12) den

t, —7<t<t, igin x(t)=1ve t>t, icin x(t):exp[— Pls

Py S—
—
~—
—~~

|
N
~
o
w
N—

yazilir.

Dolayssiyla, x(t) pozitif ve

()2 POXt=z) [ tP)X(s-7)
(t) 0 F{J © dJ
__POXt=7) 0y (i
S (t)=-P(t)x(t-7)

yazlir. Yani, X(t), (3.2.3.1) denkleminin pozitif bir ¢oziimiidiir. Ispat

tamamlanmistir.

Teorem 3.2.3.1 in ispati t>t, igin
x'(t)+P(t)x(t-7)<0 (3.2.3.13)
x'(t)+P(t)x(t-7)>0 (3.2.3.14)

esitsizliklerine aynen uygulanirsa asagidaki sonug elde edilr.

Teorem 3.2.3.3. (Gyori ve Ladas, 1991)

(3.2.3.2) ve (3.2.3.3) sartlar1 saglansm t>t, i¢in (3.2.3.13) nihayetinde pozitif
bir ¢ozime sahip ve (3.2.3.14) ifadesi de nihayetinde negatif bir ¢Oziime sahip
degildir.

y'(t)-Pt)y(t+7)=0 (3.2.3.15)
y'(t)-Pt)y(t+7)>0 (3.2.3.16)
y'(t)-Pt)y(t+7)<0 (3.2.3.17)

lleri gecikmeli diferansiyel denklemleri ve esitsizlerini ele alahm.
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Ispat: (Gyori ve Ladas, 1991)
Teorem 3.2.3.1 in ispatindaki benzer iglemler (3.2.3.15)—(3.2.3.17) ifadelerine
uygulanrrsa asagidaki sonuca ulagilir.

Teorem 3.2.3.4. (Gyori ve Ladas, 1991)
(3.2.3.2) ve (3.2.3.3) sartlar1 saglansin. Bu halde asagidaki ifadeler dogrudur.
(1) (3.2.3.16) esitsizligi nihayetinde pozitif bir ¢oziime sahip degildir.
(2) (3.2.3.17) ifadesi nihayetinde negatif bir ¢oziime sahip degildir.
(3) (3.2.3.15) ifadesinin her ¢oziimii nihayetinde salnimlidir.

3.2.4 Sabit katsayih lineer gecikmeli diferansiyel denklemlerin asimtotik
salimmlan

n

t>t,, j=12..,n igin x(t)+>Q,M)xt-7,)=0 (3.2.4.1)
j=1
Q eCllth )R], 7,20 ve limQ,(t)=q, (3.2.4.2)
olsun.

Teorem 3.2.4.1. (Gyori ve Ladas, 1991)
(@) (3.2.4.2) dogru ve

2'(t)+ Zn:qj 2t-7,)=0 (3.2.4.3)

limit denkleminin her ¢Oziimii salmmh olsun. Bu halde, (3.2.4.1) denkleminin her
¢Ozimii aym zamanda salmimlidir.
(b) (3.2.4.2) ye ek olarak yeterince biiyik t ler ve j=1,2,...,n igin

Q;(t)<q, (3.2.4.4)
olsun. Bu halde, (3.2.4.1) denkleminin her ¢oziimiinin salmmu icin gerek ve yeter
sart (3.2.4.3) ifadesinin her ¢oziimiiniin salmmml1 olmasidir.
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Ispat: (Gyori ve Ladas, 1991)
(@ Teorem 3.2.1.1 den hicbir reel koke sahip olmayan (3.2.4.3) ifadesinin
karakteristik denklemi

F(z)zmiqj e’ =0 (3.2.4.5)
j=1
ile verilir. F(oo) =0 oldugundan AeR iin F(/l) >0. Ozl olarak,

F(O)zZq ; >0 olur. Bundan dolayr q; katsaylarmdan en az biri pozitiftr. Aym
j=1

zamanda, bazi q; poztif katsaysma karsihk gelen 7; gecikmesi de pozitif

olacaktr (Aksi halde A :—Zq ; ifadesi (3.2.4.5) denkleminin bir kokii olacaktir.).

=

Bu halde, F(—oo):oo ve m:r?iRnF(l) mevcut ve poztiftir. Boylece, 4 €R i¢in

A+>.4, e”" >m yazlr veya buna denk olarak
1

g, =A+m (3.2.4.6)
j=1
yazilr. Celigki olusturmak icin nihayetinde (3.2.4.1) denkleminin poztif bir ¢oziimii
olsun. Bu halde, q; >0wer; >0 olacak sekilde j, indeksli

X(t)+Q, (t)x{t—7, )<0 (3.2.4.7)

denklemi yazlwr. Acgikca yeterince biiyik t ler icin
x'(t)+%q -7, )<0 (3.2.4.8)

yazilir.
A={1>0:X(t)+ A x(t)<0 ve nihayetinde yeterincebilylk t lerigin} olsun.

Ag¢k¢a, A, R" nm bostan farkh bir alt arahgidr. (3.2.4.1) ifadesinin her
¢Oziimiiniin salmmh oldugunu sdyleyebilmemiz i¢in A nin asagidaki ters oOzelliklere
sahip oldugunu gostermemiz yeterlidir.

(P1) A yukardan smirlidir.
(P) AeA ise (A+m/2)e A dr. Burada, m, (3.2.4.6) y1 saglayan pozitif bir
sabittir.
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(P1) in ispat1 (3.2.4.8) ve Lemma 3.2.1.2 den elde edilir. (P;) yi ispat etmek
icin e Ave w(t)=e*x(t)Buradan, u'(t)=e"'[x'(t)+ Ax(t)]<0. Burada, wl(t)

azalandir.

Simdi de &> OQvardr 6yle ki tim j ler icin q; >0 ve yeterince biiyik t ler

icin Qj(t)qu —-&>0we gZe“‘ <m/2 ve tim j=0,12,..,n igin
j=1

n

X(0)+ (2+m/2)x(t) == Q; (O)xlt - 7; )+ (2 + my2) x(t)
e -3 el s (i)

< e“y/(t)_— Zn:Qj (t)e’ " + 1+ m/z}

=t

<eMy(t) —Zn:(qj —5)e“" +/1+m/2}
=

<e My (t)(~A-m+m/2+A1+m/2)=0
elde edilir. Bu durumda, (P;) ispatlanir. (a) nn ispati tamamlanir.
(b) (a) ifadesinden eger (3.2.4.3) in her ¢ozimii salmmh ise (3.2.4.1) in de her
¢Ozimii salmmlidr. Bunun tersinin de dogru oldugunu ispat edebilmek icin eger
(3.2.4.3) denklemi g (negatif) reel kokiine sahipse (3.2.4.1) denkleminin de salnm

yapmayan bir x(t) cOziimiine sahip oldugunu gostermemiz yeterlidir. Keyfi bir

pozitif X, igin 7=maxz; olmak izere (3.2.4.1) denklemi pozitif X(t) ¢6ziimiine

I<j<n
sahip ise
t>t, icin X, e <x(t)<x, ve t, —7 <t <ty icin x(t)=x, e“‘™

yazilir.

X, [t,—7,0) aral@ tizerinde smurh, sirekli, | f]|= sup |f(x)| normuna gore,
T<X<0

reel degerli bir Banach uzayr olsun. X(t)e M olmak tlizere M asagidaki sartlart

saglayan X in bir alt kiimesi olsun.
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(1) t>t, icin x(t) artmayan ve t, —z <t <t, icin x(t)=x, e**™
2) t>1, icin x, ) < x(t)< x,

@) t2t,ve j=12,.nigin x(t—7,)<e ™ x(t)

T:-M—->M
X, et t,—r<t<t,

ﬁn®=xﬁmﬁnjqﬁkﬁqﬂ

—h

ds|, tx>t,
ile tanimlansin.
Simdi de Schauder Teoreminin sartlarmi saglamaya galisahm. Agikga, (Tx)(t)

artmayan siirekli bir fonksiyon ve t>t, icin ve (Tx)(t)<X,. Aym zamanda, t>t,
icin ve (3.2.4.4) denkleminden

o],

yazilir. Burada, son adimda u, (3.2.4.5) karakteristikk denkleminin bir kokiidiir

ds} > X, exp[ qu e jds} = x, e

O

gercegi kullanildi Tekrar (3.2.4.4) kullanilr ve , (3.2.4.5) denkleminin bir kokii

oldugundan hareketle her k =1,2,...,n ve t >t; icin

(Tx)(t—7, ) =X, exp( itf—)dsj

=1 ¢

)0 3 | Mds}

< (Tx)(t)exp Zn:qj j-e‘”" ds]

=Wmhma2me“JﬁmmMn

Yan, T:M —>M bir fonksiyondur. (T,M yi Mnin igine gotiren bir
dontigiimd ir.)
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Ackca, M bostan farkh (ciinkii, e“‘™) e M.), kapal, siirekli ve konvekstir.
Son olarak, TM nin X icerisinde rolatifli kompakt oldugunu gosterebimek i¢in

%[(TX)(t)] diizgiin olarak smrh oldugunu gostermemiz yeterlidir.

sl 3200

j=1

ve boylece
%[(Tx)(t)]‘ _ {é%&‘fj)}ﬁx)@)s LG:;qj X(txzt;j )} X

n
ur
<X .08 =—ux,.

j=1
Boylece Schauder fixed nokta teoreminin tiim kosullar1 gerceklesmisti. X € M
olmak tizere T bir fixed noktaya sahiptir. Ag¢ikca, X(t), (3.2.4.1) denkleminin pozitif

bir ¢oziimiidiir.

Not 3.2.4.1. (Gyori ve Ladas, 1991)

X(t)+ Zn:Qj(t)X(t—z'j)S 0, t>t, (3.2.4.9)

Diferansiyel  esitsizligini ele alahm. Burada, katsayilar ve 7; gecikmeleri

(3.2.4.2) denklemini saglar. Teorem 3.2.4.1 i ispatndaki (a) ifadesi aynen
uygulanrsa e@er (3.2.4.3) in her ¢Oziimii salmmh ise (3.2.4.9) esitsizliginin de
nihayetinde pozitif bir ¢dziime sahip olmadigmi gordikk. Yani, buna denk olarak eger
(3.2.4.9) nihayetinde pozitif bir ¢oéziime sahip ise (3.2.4.3) ifadesi de nihayetinde

pozitif bir ¢oziime sahiptir.

Sonu¢ 3.2.4.1. (Gyori ve Ladas, 1991)
i=12..,n iin q; €(0,%) e 7, €[0,x) (3.2.4.10)

ve

x'(t)+ Zn:qj Xt-7,)<0
i1
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diferansiyel esitsizligi nihayetinde pozitif bir ¢6ziime sahip olsun. Bu halde,
y'(t)+2a, y(t—rj)=0
j=1
denklemi de nihayetinde pozitif bir ¢oziime sahiptir.

Sonu¢ 3.2.4.2. (Gyori ve Ladas, 1991)
(3.2.4.10) dogru ve

x’(t)—zn"qj x(t+z'j)2 0
j=1
diferansiyel esitsizligi nihayetinde poztif bir ¢coziime sahip olsun. Bu halde,
y'(t)-> q, y(t+rj): 0
j=L

denklemi de nihayetinde pozitif bir ¢oziime sahiptir.

3.2.5 Nicholson modeli

Nicholson’ m modelledigi sineklerin dinamigi ile ilgili
N'(t)=—-6 N(t)+PN(t—7)e ") t>0 (3.2.5.1)
gecikkmeli diferansiyel denklemmni ele alahm. P sinek basma diisen giinkik

. 1 . . . .
maxsimum yumurta orani, — ise bu poplilasyonun maxsimum orannda yeniden
a

treme biyikligidir, o ise ginlik yetiskin sinek basma diisen Olim orany, 7

olusum (iiretim) siiresi ve N(t), t zamaninda popiilasyon biiyiikliigiidiir.

(3.2.5.1) denklemine eslik eden kosullar

—r<t<0, ¢eC|[-7,0)R*| ve 4(0)>0 ile N(t)=gt) (3.2.5.2)
Agikea, (3.2.5.2) sartmi saglayan (3.2.5.1) denklemi tim t>0 i¢in bir tek ¢oziime
sahipti. P > ¢ icin (3.2.5.1) denkleminin pozitif N~ denge noktas

N = éln(P/é) (3.25.3)

ile verilir. N(t)=N" +£x(t) alnirsa  X(t),
(24
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X(t)+ 8 x(t)+a s N l—e |- 5 x(t—r)e ™) =0 (3.25.4)
gecikmeli diferansiyel denklemini saglar. N (t) nin bu kritk N~ civarmda salmm

yapmasi i¢in gerek ve yeter kosul x(t) nin sifir civarmda salmm yapmasidir.

Teorem 3.2.5.1. (Gyory ve Ladas, 1980; Gurney ve ark., 1980)
@ o,Pr,a, P>05e (3.2.5.5)
ve

sze’[In(P/5)-1] >% (3.2.5.6)

denklemlerini saglayacak sekilde poztif reeller olsun. Bu halde, (3.2.5.1) ve (3.2.5.2)
denklemlerinin N(t) ¢oziimii N kritkk noktasi civarmda salmim yapar.

(b) P>se’ (3.25.5)
saglayacak sekilde o&,P,z,« pozitif reel sayilar olsun. Bu halde, (3.2.5.1) ve (3.2.5.2)

denkleminin N(t) ¢oziimiinin N~ civarmda salmm yapmasi icin gerek ve yeter sart

(3.2.5.6) denkleminin saglanmasidir.

Ispat: (Gyory ve Ladas, 1980; Gurney ve ark., 1980)

(@ (3.255) ve (3.25.6) saglnsm. Celiski olusturabilmek igin N(t) nin N~
civarmda salnm yapmadigmi kabul edelim. Bu halde, (3.2.5.4) denklemi salmm
yapmayan (osilasyon yapmayan) bir x(t) ¢ozimine sahiptir. Nihayetinde Xx(t)
pozitif olsun. X(t) nin nihayetinde negatif olmasi durumu benzer oldugundan ispati

yapimayacaktr. (3.2.5.4) denklemi otonom oldugundan t>-7 icin X(t)> 0
oldugunu kabul edelim.

Iddia:
limx(t)=0 (3.2.5.7)

t—o

Ispat edebilmek icin

u(t) = x(t)+ 5j x(s)ds+a SN .t[[l— e ]ds, t>0 (3.2.5.8)

T
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olsun. t>0 icin u(t)>0 ve

u'(t) =-0 X(t — r) [1— e*X(H)] <0 yazlr. Dolaysiyla,

u(t) azalan ve (3.2.5.8)
denklemi g6z Oniine alnirsa x(t) smirlt ve

T[l—e‘x(s‘f)]ds <o
0

(3.25.9)
denklemini saglar.

t>0ign 0< x(t) <M saglanacak sekilde M >0. Ag¢gkk¢a, 0<X<M i¢in
x<eM({l—e™) elde edili. (3.2.5.9) ifadesinden

[x(s)ds<e” [[L-e™]ds <o (3.2.5.10)

0 0

elde edilir. Aym zamanda,

[x(s=7)e™ds < [x(s—7)ds < oo (3.2.5.11)

0 0

yazilr. (3.2.5.4) ifadesi gdz Oniine alnwsa (3.2.5.9), (3.2.5.10) ve (3.2.5.11)

ifadelerinden  x’ € L'[0,00) ve boylece !imx(t) meveuttur. Aym zamanda, X in

kendiside Ll[O,oo) dr. Burada, (3.2.5.7) yazilir. Simdi (3.2.5.4) denklemini

X'(t)+ o x(t)+Qt)x(t—7)=0, t>0 (3.2.5.12)

formatinda yazalm. Burada,

a SN -] o L
t)= _ser
Q() X(t—r) °

(3.2.5.7) denkleminden

limQ(t)=a s N" -5 =6[In(P/5)-1]>0.

t—oo
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(3.2.5.12) denkleminin limit denklemi
2'(t)+ 6 z(t)+ 5 [In(P/5)-1z(t—7)=0 (3.2.5.13)

ile verilir. (3.2.5.6) ve Sonu¢ 3.2.2.1 den (3.2.5.3) in her ¢dzimii salmmbhdir.
Teorem 3.2.4.1 (a) ifadesinden (3.2.5.12) denklemmin her ¢6ziimii veya buna denk

olan (3.2.5.4) denkleminin her ¢ozimii salmmbhdr. Bu ise x(t)>0 durumuna

celiskidir. Boylece (a) ispatlanmig olur.

(b) Agikea, (3.2.5.5’) ve (3.2.5.6) ifadelerinden N(t), N” civarmda sahnm yapar.
Tersine (3.2.5.5') dogru olsun ve N(t), N” civarmda salmm yapsm. (3.2.5.6)
denkleminin dogru oldugunu ispat etmemiz veya buna denk olan (3.2.5.13) iin her
¢Ozimiiniin  salmm yaptigm gostermemiz gerekir. Boylece, Teorem 3.2.4.1 (b)
ifadesinden yeterince biiyiik t ler igin

Q(t)< &[In(P/5)-1] (3.2.5.14)
yazilr. Bunu sonlandrmak i¢in yeterince biyik t ler icin u= X(t—z') yeterince
kiiciiktiir. Fakat yeterince kiiciik U lar i¢in

a5N1-e")
u

—se™ <5[In(P/5)-1]

oldugunu goérmek kolaydir.

3.2.6 Katsayilara gore otonom olmayan denklemlerde salmmlar

y'(t)+P(t) y(t—7)-Q(t) yt—o)=0 (3.2.6.1)
P.Qe C[[to,oo), R*] ve 7,0¢€[0,) (3.2.6.2)

denklemlerini ele alalm.

Lemma 3.2.6.1. (Gyori ve Ladas, 1991)
(3.2.6.2) denklemi dogru olsun.
T>0 (3.2.6.3)
t>t,+7-0 igin P{t)>Q(t+o—7)ve P(t)£Qt+o-7) (3.2.6.4)
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ve

t-o
t>ty+7 igin [Q(s)ds<1 (3.2.6.5)

t-7

dogru olsun.
Ayrica, y(t), (3.2.6.1) denkleminin nihayetinde pozitif bir ¢oziimii ve

t2t, 47— icin 2)=yt)- [Q(s-+0)y(s)ds (3.26.6)

olsun. Bu halde, nihayetinde z(t) artmayan ve pozitif bir fonksiyondur.

Ispat: (Gyori ve Ladas, 1991)
t, 2t +7 oldugunda t>t, —7 i¢cin y(t) > 0 olacak sekilde segelim. Bu halde,
t>t +7 icin 2'(t)=-P{t)-Q(t+o—7)y(t—7)<0 (3.2.6.7)
yazitr. Ustelik, t>t,+7—o igin P(t)#Q(t+c—7) ve y(t) nihayetinde pozitif
oldugundan (3.2.6.7) denkleminden n-—>o, s, —oo tim n>1 ign z'(s,)<0

olacak sekilde {s, |, dizisi vardir.

Simdi de z(t) ninayetinde pozitiftir. Aksi halde bir t, >t vardr Gyle ki
2(t,)<0. Ciinkii tim t>t, +7 igin z'(t)<0 ve [t, +7,00) aralig iizerinde z'(t)# 0
olugundan t, >t, vardr Oyle ki Z(t3)<0 ve tim t>t, icin Z(t)S Z(t3). Boylece

t>1t, icin (3.2.6.6) denkleminden

t-r<s<t-o

y(t) = z(t)+ ]Q(s+a) y(s)ds < z(t, )+ J'Q(s+a)ds( max y(s))
elde edilir. (3.2.6.5) kullanirsa y(t) < z(t2)+t[n<@sa>it y(s) tim t>t, icin yazlr.

Burada, Z(t2)< 0. Sonu¢ olarak, Lemma 3.2.6.2 ten y(t), [ts,OO) aralig1 ilizerinde

negatif olmayan bir fonksiyondur. Bu ¢eliski Lemmanin ispatmi1 tamamlar.
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Lemma 3.2.6.2. (Gyori ve Ladas, 1991)
ae(-,0),7e(0,0)t, e Rve xeC[[t, —7,0)R]
olmak {izere

t>t, igin x(t)<a+ max x(s)

t—r<s<t

olsun. Bu halde, x negatif olmayan bir fonksiyondur.

Teorem 3.2.6.1. (Gyori ve Ladas, 1991)
(3.2.6.2)-(3.2.6.5) dogru ve

liminf t [P(s)-Q(s+ o —7)]ds >%

t—ow
t-r

olsun. (3.2.6.1) denkleminin her ¢éziimii sahmmhidir.

Ispat: (Gyori ve Ladas, 1991)

(3.2.6.8)

Celiski olusturabilmek icin (3.2.6.1) denklemi nihayetinde pozitif bir ¢6ziime

sahip olsun. Lemma 3.2.6.1 den (3.2.6.6) denklemiyle tanmh z(t) fonksiyonu da

nihayetinde pozitif bir fonksiyondur. Aym zamanda (3.2.6.7) ve nihayetinde

0 < z(t)< y(t) gercegi kullanilirsa nihayetinde
2'(t)+[P(t)-Q(t +o —7)]z(t—7)<0

(3.2.6.9)

oldugu goriiliir ve yazlir. Fakat (3.2.6.8) ve Teorem 3.2.3.3 g6z Oniine alnirsa

(3.2.6.9) esitligi nihayetinde pozitif bir ¢oziime sahip olmaz. Bu durum nihayetinde

Z(t) > 0 olduguna celiski olusturur.
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"3"3.3 Karakteristik Denklem ve Pozitif Coziimleri

A+ pe’i=0 (3.3.0.1)
i=1
denklemi
X(t)+> p x(t—t)=0, t, <t<T (3.3.0.2)
i=1

otonom  gecikmeli diferansiyel denkleminin  karakteristk  denklemi  oldugu
bilinmektedir.

3.3.1 Genellestirilmis karakteristik denklem

X'(t) +i p(®) x(t—7,t)=0, t,<t<T (3.3.1.1)

otonom olmayan lineer gecikmeli diferansiyel denklemini ele alalm.

Burada, t, <T <oo ve 1=1,2,3,...,n icin

p, eC[[t,, T).R] ve 7, eC|[t,, T).R*] (3.3.1.2)
t, = min{ inf_{t-7,(t)} (3.3.1.3)

olsun. (3.3.1.1) denkleminin baslangic deger sarti

x(t)=¢(t), t,<t<t, ile peC[[t,.t] R] (3.3.1.4)
ile verilir. (3.3.1.1) ve (3.3.1.4) baslangic deger probleminin tek ¢ozimii t, <t <T
araligi boyunca meveut ve X(¢)(t) ile gosterili. Her t € [t,,T) ve

i=12,..,n icin h(t)=minft,,t—7, ()} ve H,(t)=max{t,,t—7(t)} (3.3.1.5)
olsun. (3.3.1.1) denkleminin genellestirilmis karakteristik denklemine karsiik gelen

integral denklemi

3 "Dog. Dr. Tanfer TANRIVERDI danismanligmda ¢ahsan lisans iistii 6grencileri Neriman AVCI,

Mikail KARACA, Abbas TUTAR ‘i tezlerinde bu kisimda ifade edilen tiim sonuglarmn tiirkgesi
ortaktir.
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n t
i=1 ¢(to) i(t)
ile verilir. Burada (3.3.1.1) denkleminin varhgi arastwilacaktr. (3.3.1.1) denkleminin

a(t)+z p, (t)¢( n (t))exp [— a(s)dsJ =0 ,t, <t<T (3.3.1.6)

katsayilar1 ve gecikmeleri sabit ise (3.3.1.1) denklemi lineer otonom gecikmeli

denklem olan
x'(t)+i p, x(t—7,)=0 (3.3.1.7)
i=1
denklemine indirgeniyor. Bu denkleme karsiik gelen karakteristik denklem
/1+Zn:pi e’% =0 (3.3.1.8)
i=1

ile verilir. (3.3.1.7) denkleminde t yeterince biiyikk oldugunda (3.3.1.6) denklemi
n t
alt)+>.p, exp( - .[a(s)ds J =0 (3.3.1.9)
i=1 t-7;
denklemine indirgenir. Eger a(t)=A bicimindeki ¢oziimleri arastilacak ise
(3.3.1.9) denklemi tam olarak (3.3.1.8) denklemini verir.

Teorem 3.3.1.1. (Gyéri ve Ladas, 1991)
(3.3.1.2) dogru ve #(t,)>0 olmak iizere ¢<C[[t,t;] R] olsun. Bu halde,
asagidaki ifadeler denktir.
(@ t,<t<T arahy tiizerinde (3.3.1.1) ve (3.3.1.4) baslangic deger probleminin
¢Ozimil pozitiftir.
(b) t, <t<T arahg iizerinde (3.3.1.6) genellestiriimis karakteristik denklem siirekli
bir ¢oziime sahiptir.
© Bl)<r), t, <t<T, (3.3.1.10)
saglanacak sekide S,y eC [ [tO,T), R ] yine
Bt)<st)< (), t, <t<T, (3.3.1.11)
saglanacak sekilde S ve y arasmda bir 8 € C[[t,,T),R ] olsun. Bu halde,
AH<(SS)E) <), t, <t<T, (3.3.1.12)

esitsizligi gecerlidir. Burada,
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t)

s9)0)=-3p )20 pL ta<s>ds].
. !

Ispat: (Gyori ve Ladas, 1991)
@ =) x(t)=x(g){t), (3.3.1.1) ve (3.3.1.4) baslangic deger probleminin bir

¢ozimii olsun. Hipotezden t, <t <T i¢in x(t)> 0. Simdi de

a'(t)=L(t), t, <t<T (3.3.1.13)

x(t)
tarafindan tammlanan a(t) nin t, <t<T aralig iizerinde (3.3.1.6) nn bir ¢oziimii

oldugunu ispatlayalim. Gergekten, (3.3.1.13) ifadesinden

x(t) = ¢(t0)exp[j'a(s)dsj, t,<t<T (3.3.1.14)
ve boylece
X(H‘(t)):exp - toz(s)ds Lty <t<T vei=12,...,n (3.3.1.15)
X(t) H; (t)

elde edilir. (3.3.1.1) denkleminin her ii tarafi x(t) ile bolinir ve (3.3.1.13) ve
(3.3.1.15) kullanilrsa

a(t)+ .an: D, (t)w exp (— Hj(sc(s)ds} =0,t, <t<T

elde edilir. «(t) nin (3.3.1.6) ifadesinin bir ¢ozimii oldugunu gdstermek icin

X(t-7,(t) _ 4 (1)

i=12..,nvet, <t<T in =

X(Hit)  4(t)

oldugunu gostermek yeterlidir. Bunu yapabiimek i¢in eger t—r; (t)zt0 ise h; (t):to

ve H,(t)=t—z,(t) oldugu goriilebilir. Bdylece

Xt-7 ) _ x(Hi(t) _, _ olt,) _ #(hi (1)

X(Ht)  x(H ) ~ o) 4l

elde edilir. Diger taraftan, eger t—7,(t)<t, ise h/(t)=t—7z,(t) ve H,(t)=t, ve yine

X(t d (t)) _ ¢(hi (t)) _ ¢(hi (t)

X(Hit)  xt)  glto)
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elde edilir. Bu ise (a) nn (b) yi gerektirdiginin ispatidir.

(b)=(c): Eger af(t), (3.3.1.6) nn bir ¢ozimii ise t, <t<T icin S(t)=y(t)=«alt)
drr ve ispat agiktr. Ciinkii, (3.3.1.6) dan a(t)=(S @)(t).

(c) =(a) : Ik olarak (c) hipotezi altmda (3.3.1.6) denkleminin t, <t <T iizerinde
stirekli bir a(t) ¢oziimii oldugunu ve kinci olarak

(1), t, <t<t,

x(t)= ¢(t0)exp[j[a(s)ds} t, <t<T

t

(3.3.1.16)

nn (3.3.1.1) ve (3.3.1.4) baslangic deger probleminin pozitif bir ¢dzimii oldugunu

gostermek  gerekir.

(3.3.1.6) denkleminin siirekli bir ¢ozimii ardisk yaklagiklar yontemiyle inga
edilecektir. Burada, o, € C[[t,,T), R] olmak iizere

BO)<a, <ylt), t, <t<T (3.3.1.17)
ve

o, t)=Sa)t), t,<t<T ve k=0,1,. (3.3.1.18)
saglansm. (3.3.1.12) hipotezi ve tiimevarim kullanilirsa tim k =1,2,... igin

BO)<e, (t)<y(t), t, <t<T (3.3.1.19)
elde edilir ve acik¢a @, €C[[t,,T),R].

Simdi de {e,(t)} fonksiyon dizisinin [t,,T) arahgmm kompakt bir alt aralg
olan [tO,Tl] tizerinde diizgiin yakmsak oldugunu gorelim.
L= max {max{| A(t).| r(t)| }}

~ n ¢(hi (t))
M= ma S P05

N =M e"™™%) olun. Bu halde, (3.3.1.19) dan max | e, (t)|<L olur. Tim

th<t<T,

i=012,..,n, k=012,.. ve t, <t<T, icin ara deger teoremi kullanilirsa
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exp[— j()ak(s)dsJ—exp[ _[ak_l dsJ_e i “ak_l (s)]ds

i(t) H ()

t t
elde edilr. Burada, 4 (t), [a,(s)ds ve [e,(s)ds arasmdadr. Boylece

Hi(t) H; (t)

H,(t)>t, oldugundan ‘/uk,l(t)‘ <L(T,-t,) ve

exp{ Iak dsJ—exp[ j'akl(s)dsJ
i(t) Hit)

elde edilir.

t
<e " | g (s) -y ()| ds

f

Sonug olarak, tim k =0,1,2,... ve t, <t <T, i¢in

[ s0)-a, O] <N [ | 8)-, ,(5) ds. (3:3.1.20)

)
Timevarimdan
k
k=012, ve ty <t<T, iein | e, (t)- e, (t)] <2 LW
dr. (Finizio ve Ladas, 1982)

o0

Weierstrass M —testinden > "[ey,,(t)—, (t)] serisi t, <t<T, aral@ iizerinde
k=0

diizgiin yakmsaktwr. Bu sebeple,

=~
LN

ty<t<T, ak(t)=a0(t)+ [am(t)_aj(t)]

i

I
o

dizisi diizgiin yakmsak ve bdylece
a(t)= lime, (t) (3.3.1.21)

limit fonksiyonu stireklidir. Diizgin yakmsakliktan dolay, t, <t <T, icin

a(t)=lima,,(t)= Iim{i pi(t) 40 (t) exp(— j(ak(s)dsﬂ

S ¢(t0) i(t)
IR RPN ((1110) R B S
2P0 50 p[ 1) J
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[t,,T,] arabgmda a(t), (3.3.1.6) nn bir ¢ézimidir. T,, [t,,T) arah@nda sabit bir
nokta oldugunda (3.3.1.21) tarafindan tanimlanan a(t), t, <t <T lizerinde (3.3.1.6)
nn bir ¢oziimiidir. Sonug olarak, (3.3.1.16) tarafindan tanmlanan x(t) nin (3.3.1.1)
ve (3.3.1.4) baslangic deger probleminin bir ¢oziimii oldugunu gostermek yeterlidir.
Agikga, X(t), t, <t<T izerinde pozitifiir. (a) = (b) ifadesine benzer bir argiiman
kullanilirsa t, <t<T,

X'(t) = a(t) x(t)

olup teorem ispatlanmig oldu.

Sonu¢ 3.3.1.1. (Gyori ve Ladas, 1991)
#(t,)>0 olmak iizere (3.3.1.2) saglansm. Bu halde, t,<t<T iizerinde

(3.3.1.1) ve (3.3.1.4) baglngg deger probleminin bir X(#)(t) ¢ozimii pozitif olmasi

icin gerek ve yeter sart t, <t<T icin

X()(t) = olt, )exp (ja(s)dsj (33.1.22)

olmasidir. Burada, a(t), (3.3.1.6) nn sirekli bir ¢ozimidir. Ustelk, (3.3.1.10)
saglanacak sekilde bir S, ¥ € C[[t,,T), R] ve herhangi bir §<C[[t,,T),R] varsa
(3.3.1.11), (3.3.1.12) gerektirir. Bu halde, (3.3.1.6) nn af(t) ve x(¢)(t) ¢ozimleri
srasiyla asafdaki esitsizlikleri saglar. t, <t <T igin

St)<alt)<r(t) (3.3.1.23)

ve

t

#(t, )exp (J' B(s) ds} <x(p)(t)<¢(t,) exp U 7(s) ds} (3.3.1.24)

)
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Not 3.3.1.1. (Gyori ve Ladas, 1991)

#(t,)>0 olmak iizere her ¢eC[[t,,T)R] icin (3.3.1.6) denklemi
t, <t <Tarahg lizerinde en fazla bir ¢oziime sahiptir. Bu dogrudur ¢iinkii (3.3.1.6)
nn farkl ki ¢ozimii (3.3.1.1) ve (3.3.1.4) baslangic deger probleminin pozitif ki
¢cOzimiinin varhgma tekabil eder bu ise mimkiin degidir. Eger (3.3.1.1) ve
(3.3.1.4) baslangic deger problemi t, <t<T arahd lizerinde X(¢)(t) pozitif
¢Ozimiine sahipse (3.3.1.6) aym aralk iizerinde tam olarak siirekli bir ¢dziime

sahiptir.

Not 3.3.1.2. (Gyori ve Ladas, 1991)
i=12..n icihn T=oc ve lim(t—z,(t))=co olsun. Bu halde, yeterince biiyikk

t—oo

tlrvei=12..nin h(t)=t,ve H,(t)=t—z(t) ise (3.3.1.6) denklemi

ja(s)ds} =0

a(t)+

n
i=1 t-7(t)

Pi (t)EXp(

denklemine indirgenir.

Sonug 3.3.1.2. (Gyori ve Ladas, 1991)
i=12,..,n, p,eC|[ty,®)R], 7, eC|[t,,00) R ], t> 1, ve

lim(t—7,(t)) = o icin x'(t)+i2;: 0,0 x(t—7,) =0

t—o

gecikmeli diferansiyel denklemi nihayetinde poztif bir ¢6ziime sahip olsun. Bu

halde, t, >t, ve ae€C [[f_l oo), R] vardrr ve burada
t, = min {inf{t—7,(t)} olmak izere t>1, icin

1<i<n \t>fy

a(t)+an: p,(t)exp [— ja(s)ds} =0 (3.3.1.25)

t=7;(t)
denklemi saglanir.
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3.3.2 Diferansiyel esitsizlikler ve sonu¢larin mukayesesi

t, <t<T igin y'(t)+ n q(t)y(t—z(t)=0, (3.3.2.1)

i=1

gecikmeli diferansiyel denkleminin ve

X(t)+ > py(t)x(t - 7,(t) <O (3322)
i1
ve
z'(t)+zn:ri(t)z(t—ri (t)=0 (3.3.2.3)
i=1
esitsizliklerinin poztif ¢oziimleri i¢cin ilgili sonuglar karsilastirrilacaktir. Burada,
i=12...niin p,q,r, 7 eClt,T)R], (3.3.2.4)
yukaridaki denklem ve esitsizlikler i¢in baglangictaki arahk
t, = Lrgiiggitoigg{t ~7, (b))} (3.3.2.5)

olmak tizere t , <t<t,.

Teorem 3.3.2.1. (Gyori ve Ladas, 1991)

(3.3.2.4) dogru ve t, <t<T,i=12,..,n i

p,(t)>q,(t)>r(t) (3.3.2.6)
olsun. Ayrica, X(t), y(t), z(t) srasiyla (3.3.2.2), (3.3.2.1) ve (3.3.2.3)

denklemlerinin siirekli ¢dziimleri olsun. Oyle ki

x(t)>0 (3.3.2.7)

2(t,) > y(t, )= x(t,) (3.3.2.8)

xt) .y . z(t)

X(to)zy(to)zz(to)zo, t, <t<t,. (3.3.2.9)
Bu halde,

to <t<T igin  2z(t)>y(t)>x(t) (3.3.2.10)
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Ispat: (Gyori ve Ladas, 1991)
(3.3.2.7) ve (3.3.2.8) denklemlerinden y(t) ve Z(t), [tO,Tl) araligmmn t,m sag

komsulugunda poztif ¢oziimleri olsun.

iddia:

T, =T dir. Burada, aksi halde, y(t) ve z(t) poxitif iki fonksiyon olmak iizere
[t,,T.), [t,,T) nn maksimum alt aralig1 olsun. Bu halde, T, <T ve

y(T,)2(T,)=0 (3.3.2.11)
elde edilir. Tim t, <t <T, i¢cn

w®)- 21, p,0-2Y e 5, - 20

x(t) y(t) z(t)
olsun. Bu halde, Teorem 3.3.1.1 in ispatmdaki gibi (3.3.1.5) notasyonlar1 kullanilirsa
<t<T, i¢in
ao(t)+zn: p,(t) (0 (t) exp| — jao(s)ds <0 (3.3.2.12)
= X(t, ) H (1)
ot)+ > a,(t) yg("t(t))) exp{ - j 5,(s)ds } -0 (3.3.2.13)
i=1 0 Hi(t)
7o (t)+ Zn: r(t) Z(ZT;(J[))) exp( - jyo (s)ds ] >0 (3.3.2.14)
i=1 0 Hi (t)
elde edilir. Simdi tim t, <t<T, i¢in
2, (t)< By ()< 7, (t) (3.3.2.15)

in dogrulugu gbsterilebilir. ¢, (t)S ,Bo(t) oldugu gosterilecektir. /3, (t)S 7/0(t) ispati
benzer oldugundan ispati ele almmayacaktr. t, <t <T, i¢in o, (t)<5(t)<0 olmak
izere 8 eC[[t,,T,),R] keyfi bir fonksiyon olsun. (3.3.2.12), (3.3.2.6) ve (3.3.2.13)
denklemlerinden t, <t <T, icin

%(t)s—ilp.(( Voo - o |

Hi (1)

= y(to) ex'o[ - Hif(f(S)ds J <0
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elde edilir.

Teorem 3.3.1.1 deki (c) ifadesi dogrudur. Diger bir deyisle A(t)=a,(t) ve

}/(t)z 0. Boylece, aynt teoremden ( Sonug 3.3.1.1 ve Not 3.3.1.1)

alt)+ Zn:qi (t) y(hi(t) exp(— ja(s)ds] =0 (3.3.2.16)

y(t,) Hi(1)
denklemi t, <t <T, arali@ iizerinde tam olarak bir ¢dziime sahiptir. Hatta, (3.3.2.16)
nn ¢ozimu ao(t) ve 0 arasmdadr. Fakat, (3.3.2.13) ifadesinden f,, (3.3.2.16) nn
bir ¢ozimiidir. Bu sebeple t, <t<T, icin a,(t)<al(t)=p,(t)<0 ve (3.3.2.15)
dogrulugu goriilir. Acikca, t, <t <T, lizerinde «,, S, Ve y, tammlar1 kullanilarak

x(t) = x(to)exp[jo:0 (s)dsJ :

to

4()- y<t0>exp[jﬂo <s>dsJ

ve

)it o] [ |

ty
elde edilir. (3.3.2.8) ve (3.3.2.15) ifadeleri t, <t <T, i¢cin
2(t)> y(t)> x(t) (3.3.2.17)
yi gerektirir. x(T,)>0 iken ve x(t),y(t) ve z(t) fonksiyonlarmm sireklilkleri ile
birlikte (3.3.2.17) den z(T,)>y(T,)>0. Bu durum (3.3.2.11) denklemine geliski

teskil eder. Yani, T, =T oldugunu ispatlar. T, yerine T yazlrsa (3.3.2.17) dogru

olur. Ispat tamamlanr.
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Sonu¢ 3.3.2.1. (Gyori ve Ladas, 1991)
t, <t<T arah®y icinde (3.3.2.1) denklemnin katsaylar1 ve gecikmeleri

negatif olmayan siirekli fonksiyonlar ve ¢, w eC|[[t,,t,],R] olmak iizere

t, <t<t, icin

—_

ot . vlt) .,
¢(to) - ‘//(to) -

ve t, <t<T igin y(4)(t)>0 olsun. Buhalde, t, <t<T icin y(w)(t)> y(¢)(t)

wto) = ¢(t;)> 0,

Sonug 3.3.2.2. (Gyori ve Ladas, 1991)
i=1,2,.,n icin p,, 7, eC|[t,, ) R*] olsun. Bu halde, t>t, i¢in

diferansiyel esitsizliginin nihayetinde pozitif bir ¢Oziimiiniin olmas1 i¢in gerek Ve

yeter sart t >t i¢in

y'(©)+ > pi(t)y(t-7(t)=0
i=1
denkleminin nihayetinde pozitif ¢oziime sahip olmasidir.

Otonom diferansiyel denklemler ve esitsizlkler icin asagidaki giicli teorem

verilir.

Teorem 3.3.2.2. (Gyori ve Ladas, 1991)

i=12..,n ign p,€(0,00) ve 7, €[0,0) olsun. Bu halde asagidaki ifadeler
denktir.
(@ t=0 i¢in

X(t)+> p x(t-7,)=0 (3.3.2.18)
i=1
gecikmeli diferansiyel denklemi pozitif bir ¢oziime sahiptir.
() A+> pe’ =0 (3.3.2.19)
i=1

karakteristikk denklemi bir reel koke sahiptir.
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(c) t>0 i¢in

y'(t)+ Z p, y(t—z,)<0 (3.3.2.20)
i=1
gecikmeli diferansiyel esitsizligi pozitif bir ¢oziime sahiptir.
(d) Bir ¢, € (O,l) acik araligi vardr Oyle ki her ¢ e [O,go] kapah araligi i¢cin
z'(t)+i(1—g) p, z(t-7,)=0,t>0 (3.3.2.21)
i1

gecikmeli diferansiyel denklemi pozitif bir ¢oziime sahiptir.

Ispat: (Gyori ve Ladas, 1991)

(@) = (b) : Ispat1 Teorem 3.2.1.1 ve (3.3.2.18) otonom denkleminden elde edilir.

(@ = (c¢) : Oldugu agktr. Diger taraftan (¢) = (a) durumu (3.3.2.18) denkleminin
¢Oziimiinde baglangic kosulu y(t) ye esit almarak Teorem 3.3.2.1 den elde edilir.

(b) < (d) oldugunu gosterirsek ispat biter. Teorem 3.2.1.1 den (d) ifadesi (3.3.2.21)
ifadesinin karakteristik denklemi olan

y+§n: l-&)pe“" =0 (3.3.2.22)
i=1

denklemi reel bir koke sahiptir. Buradan asagidaki ifadelerin birbirme denk oldugunu
gostermek yeterlidir.
(b’) (3.3.2.19) denklemi reel bir koke sahip degildir.

(d') Bir &, €(0,1) 8yle ki her £ €0, &,] igin (3.3.2.22) karakteristk denklemi reel
bir koke sahip degildir.

(d)= (b’) oldugu agiktr.

(b’) = (d’) oldugunu ispat edelim.

F(A):/lJan:pi et F(oo):oo, F(ﬂ,)=0 reel bir koke sahip olmasm.
i=1

Buradan AeR icin F(1)>0. Aym zamanda, F(~o0)=oo aksi takdirde tiim
gecikmeler sifira esit ve (3.3.2.19) poztif reel koke sahip degidir. Dolayisiyla

min F(4) var ve bu minimum pozitif m saysi olsun. Bu sebeple AR igin

F(4)>m (3.3.2.23)

olur. 1 eR igin
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G(,u)=,u+%zn: p, e " ve G(oo)zG(—oo):oo.

i=1

Boylece « >0 vardr dyle ki |,u| >a igin G(,u)> 0.

506(0,%j segelim dyle ki £, p, e sg olsun. Her sel0,,] iin

i=1
(3.3.2.22) denkleminin reel kdklere sahip olmadigm iddia edelim. Gergekten |u| >«

icin xR ise
“Zn:(l_g)pi e " Zu%ipi e >0
= i=1

olur. Diger taraftan —a < u<a ise

n

p+y (l-g)pe”” =(ﬂ+Z P e*”']—sZ p e >F(u)-g, ) p e’
i=1 i=1 i=1

i=1

>m-M_-Mop
2 2

elde edilir. Asagidaki sonu¢ Sonug 3.3.2.2 nin dualidir (diger yonidir ).
Sonug 3.3.2.3. (Gyori ve Ladas, 1991)
i=12..,n iin p,z eCl[t,,0)R| olsun. Bu halde, t>t, igin

X'(t)— Zn: p,(t) x(t+7,(t))>0 ifadesinin nihayetinde pozitif ¢dziime sahip olmasi

i=1
icin gerek ve yeter sart y'(t)-> p,(t) y(t+z;(t))=0 denkleminin nihayetinde
i=1

pozitif ¢oziime sahip olmasidir.
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3.3.3 Pozitif ¢oziimlerin varhgi

Katsayilar1 degisken ve gecikmeleri t ye bagh olan (degisken) lineer otonom

olmayan t, <t<T icin

X(0)+ 3 p )Xt -7, () =0 (3331)
t,<T <o Vvei=12..,n i¢cn

p, eCllt,, T)R] ve 7, eC|[t,. T) R"] (3.3.3.2)
gecikkmeli diferansiyel denklemini ele alahm. t , = mini inf {t—r, (t)}} olmak fiizere

i=12,..nvet, <t<T igin p,(t)=max{0, p,(t)}
to <t<T icin g(t)=min{max{t,,t -7 (t)f} ve
o ={t,<t<t,icingeC|[t,t,} R |:4(t,)> 0w gt)<gt,)}  (3333)

olsun.

Teorem 3.3.3.1. (Gyori ve Ladas, 1991)
(3.3.2.2) dogru ve t, <t <T icin

not
> [p(s)ds< z (3.3.3.4)
i1 (1) €

olsun. Bu halde, her ge® icin (3.3.3.1) denkleminin x(¢)(t) ¢ozimii (t,,¢)

boyunca t, <t <T flizerinde pozitiftir.

Ispat: (Gyori ve Ladas, 1991)

t, <t<T icin

y'<t>+§pt(t)y(t—ri(t»zo (3.335)

denklemmi ele alalm. Bu denkleme karsilk gelen genellestiriimis karakteristik

denklem t, <t<T i¢in

o)+ 3 py (1) 200 exp(— t a(s)dsJ ~o (333.6)
, J

t)
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ile verilir. Burada, h(t) ve H,(t), (3.3.1.5) ile verilir. Simdi de t, <t<T iin
:—ez pI ve 7/( =0 olmak iizere Teorem 3.3.1.1 in (c) ifadesinin dogru

oldugunu iddia edelim. Gergekten S ve y arasmda keyfi ve herhangi bir

0eC [[tO,T), R] fonksiyonu i¢in

- jé(s) I Zp, ds<ej2p, s)ds <1

Hi(t) Hi(t) 1=

elde edilir. Dolayssiyla, t; <t<T i¢in (3.3.1.12) dogrudur ciinkii

—0>-— ZpI exp[ _[5 J —izn:‘pﬁ(t)e:

Sonu¢ olarak Teorem 3.3.1.1 den t, <t<T iizerinde (3.3.3.5) denkleminin

y(¢)(t) ¢ozimii pozitifii. Teorem 3.3.2.1 in basit bir uygulamasi olarak x(¢)(t) ve
y(¢)(t) srastyla (3.3.3.1) ve (3.3.3.5) denklemlerinin ¢oziimii olup sonug¢ olarak

t,<t<T icin X($))> y(#)()>0.

Sonug¢ 3.3.3.1. (Gyori ve Ladas, 1991)
t>0 i¢in

z(t) < % (3.3.3.7)

olacak sckilde e C[R",R" | olsun. Bu halde, t>0 icin
X'(t)+x(t-7(t))=0 (3.3.3.8)
gecikmeli diferansiyel denklemi [tfl,oo) araligt lizerinde bir pozitif ¢oziime sahiptir.

Burada, t, =min{t—z(t)}.
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Ispat: (Gyori ve Ladas, 1991)
Burada, t, =0, T =0 Ve g(t)=max{0,t—z(t)}. Dolaysyla tim t>0 icin
t
J'ds =t-g (t) < 1 . Ispatm geri kalan kismu Teorem 3.3.3.1 in bir sonucudur.
g(t) €
Gecikmelerin sabit olmasi halinde (3.3.3.7) sart1 (3.3.3.8) denkleminin pozitif

bir ¢0ziimiinin varh@ icin gerek ve yeter sarttr. Buna ragmen gecikmelerin

degisken olmasi1 halinde (3.3.3.7) sartmmn yeterince kuvveth olmadigmi asagidaki
ormekle aciklayalim.

Ornek 3.3.3.1. (Gyéri ve Ladas, 1991)
(3.3.3.8) denkleminde z(t) asagidaki gibi verilsin.

0, OStS1

2

t—l, l<t£1

T(t): . 2 2 .
——t, I<t<—

2 2

, —<t<ow

1 1
Acikga, z'(l) ==> o ve boylece (3.3.3.7) saglanmaz. Buna ragmen t <0 i¢in

N

x(t)=e™ (3.3.3.9)
baglangic kosulu ile beraber t>0 i¢in (3.3.3.8) denkleminin bir ¢ézimiinin pozitif
oldugu gosterilir. Gergekten basit bir hesaplama ile

1
x(t)= (§—tje2, %<t£1
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elde edilir. 1£t£g icin X(t)>0 oldugunu gosterirsek ispat tamamlanr. Celigki
olusturmak icin {1, g} de x(t) pozitif olmasm. Bu halde, 0<t<t, icin x(t)>0 ve

X(tl)=0 olacak sekilde bir t, e(l, g} vardrr. (3.3.3.8) denklemi 1 den t;, e integre

edilirse

x(tl)_x(l)ﬁjx[zs_gjds:o

1

elde edilir. Dolaysiyla,

1 % %
e 2 =x( .[x( s——j ss!x(Zs—gjdx!xG)ds:%e_%

yazilr. Bu ise ¢eliskidir. Dolaysiyla, tim t ler icin (3.3.3.8) ve (3.3.3.9) un tiim

|\>||—\

coziimleri poziiftir.
Teorem 3.3.3.2. (Gyori ve Ladas, 1991)
(3.3.3.2) dogru olsun ve t >t icin

ZI pi(t)[e" ") < (33.3.10)

saglanacak sekilde bir g sayist vardr. Bu halde, her ¢e® icin (3.3.3.1)

denkleminin x(¢)(t) ¢ozimii (t,, ) boyunca t, <t <T iizerinde pozitiftir.

Ispat: (Gyori ve Ladas, 1991)
Baslangig fonksiyonu ¢ e ® olsun ve t e [tO,T) icin

Zp exp[ j5 J (3.3.3.11)

olacak sekilde 5GC[[IO,T), R] icin (S&)(t) tanmlansm. Burada, h;(t) ve H,(t)

(3.3.1.5) ile belutimistir. t, <t<T icin At)=-u ve p(t)=u olmak iizere
Teorem 3.3.1.1 in (c) ifadesinin dogru oldugunu iddia edelim. Gergekten, S ve y
arasmda keyfi bir 0 € C[ [tO,T), R] ve
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<t<T igin — pt—H,(t))

IA
A'—.e—r
%
—~
w
—
o
w
IA
=
—
I
—_
=

yazilir. Acikea, (3.3.1.5) den

—ur,(t) < jé‘(s)dsﬁ

H;(t)

elde edilir.

Simdi de (3.3.1.12) dogrulugunu kabul edelim. Gergekten, (3.3.3.10)
ifadesinden t e[t,,T) icin

B)=-u<-Y|p)]e"" < le )e" Y < p=yt)

i=1

elde edilir. Dolaysiyla, Teorem 3.3.1.1 den [t,,T) iizerinde (3.3.3.1) denkleminin

X(¢)(t) ¢ozimii pozitiftir. Ispat tamamlanmustr.

Teorem 3.3.3.3. (Gyori ve Ladas, 1991)

(3.3.3.2) dogru,

0<7,(t)<r,t)<.. <7, (1) (3.3.3.12)
ve

telt, T) ve m=12,..,n igin i p(t)<0 (3.3.3.13)

i=1
olsun. Bu halde, [t,,T) arahy iizerinde (3.3.3.1) denklemi poztif ve artan bir

¢cOzlime sahiptir.

Ispat: (Gyori ve Ladas, 1991)
t,<t<t, igin @t)=1 ve 5eC[[t,,T)R]olmak iizere (SS)(t) operatorii
(3.3.3.11) ile verilsin.
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iddia:
:i| pi(t)| ve B(t)=0 olmak izere Teorem 3.3.1.1 in (c) ifadesi
i=1

dogrudur. Gergekten,

le Iexp[ j J _n (t)] =(t)

i(t)
yazlir. Ciinkii,
H,(t)>H,(t)>..>H,(t) dir. (3.3.3.13) ifadesinden t e[t,,T) igin

(S8)(t)=—[p,(t)+ p exp[ I5 dSJ—Zp exp( j'(;i(s)dsJ

{— }exp( j 5 }
>0=4(t)
yazilir. Dolayisiyla, Teorem 3.3.1.1 ifadesinde [tO,T) iizerinde (3.3.3.1) denkleminin

v

X(t)z X(¢)(t) ¢coziimii pozitiftir. Hatta, Sonu¢ 3.3.1.1 den t, <t <T i¢in

x(t)= exp[ia(s)ds} yazilir. Burada, tim t € [t,, T) igin alt), Bt)=0 ve 4(t)

to
arasmda olup (3.3.1.6) denkleminin siirekli bir ¢ozimiidir. Dolaysiyla, x(t),
(3.3.1.1) in siirekli bir ¢dziimiidiir.
Sonuc 3.3.3.2. (Gyéri ve Ladas, 1991)
X(t)-aO)x(t—)+ D p, Ot -7,) =0 (333.14)
gecikmeli diferansiyel denkiemini ele alahm. Burada, i=1,2,...,n
icing, p, e C[[t,, ), R], 7,7, € Z| p(t ) ve z <min{z,, 7,,.., 7, }. Bu

halde, her t, >t, icin [t,,0) arah@: iizerinde (3.3.3.14) denklemi pozitif bir ¢oziime

sahiptir.
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3.3.4 Otonom olamayan denklemlerin osilasyonu icin yeterli sartlar

Bu kisimda, t >0 i¢in

X(t)+ 3 p, (O)x(t 7, (1) =0 (33.4.1)
ve i=12,..,n i¢cin

p.,7; C[[0,%), R*] (3.3.4.2)

otonom olmayan lineer gecikmeli diferansiyel denkleminin tiim ¢Oziimlerinin
salmmi i¢in yeterli sartlar saglanmaya calsilacaktir.

Lemma 3.3.4.1. (Gyori ve Ladas, 1991)
p eC[[T,oo), (O, oo)], reC [[T,oo), [0,00)],
liminf (t — z(t)) = oo (3.3.4.3)

t—o

ve

liminf jp(s)ds >0. (3.3.4.4)

o t—z(t)
olsun. T, = !Di {t - z'(t)} olmak tizere « e C[ [Tfl, oo), (- o0, 0] ]

t>T icin alt)+ P(t)exp{— j.a(s)ds}so (3.3.4.5)
t—z(t)

esitsizligini saglasm. Bu halde,

Iiminf{— ja(s)ds}oo. (3.3.4.6)

t—o0 z'(t)

Teorem 3.3.4.1. (Gyori ve Ladas, 1991)
(3.3.4.2) olmak tiizere t>0 i¢in
z(t) = max{z, (t)} (3.3.4.7)

I<i<n

ve

lim(t — z(t)) = oo (3.3.4.8)

t—o0

olsun. Bu halde,
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liminf j Zp ds>— (3.3.4.9)

t—>o r(t)

ifadesi (3.3.4.1) denkleminin tiim ¢6ziimlerinin salmimi1 i¢in yeterli bir sarttir.

Ispat: (Gyori ve Ladas, 1991)

Celiski olusturabilmek i¢in (3.3.4.1) denklemi nihayetinde bir x(t) pozitif
¢Oziime sahip olsun. Bu halde, t>T, icin x(t)>0 olacak sekide T >0 vardr.
Burada, T, =min ilnf {t—z,(t )}} Dolayssiyla, Teorem 3.3.1.1 ve Not 3.3.1.2 den

I<i<n “t>T

t>T icin a(t)+an: pi(t)exp(— ja(s)ds]zo

t-;(t)
olacak sekilde br « eC[[T_l,oo), R] stirekli fonksiyonu vardwr. Dolaysiyla, t>T

i¢in

+ {le P, (t)} exp(— ja(S)dS] <0 (3.3.4.10)

—z(t)
ve Lemma 3.3.4.1 den

m= Iiminf{— ja(s)ds} <o (3.3.4.11)

t—oo r(t)

yazilir. (3.3.4.10) daki terimler diizenlenir ve t —z(t) den t ye integre edilirse

jfa(s)ds > tjﬁ){g p, (u)} exp{— Ta(s)ds} du

t—(t) u-z(u)
elde edilir. (3.3.4.11) ve (3.3.4.9) ifadelerinden

m>||m|nf(J.Zp du}e >lemem
e

celiskisi elde edilir.

Asagidaki teorem,

+Zl b, x(t—7,)=0 (3.3.4.11)
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ifadesi ile ilgli sonuclarm genellestiriimis halidir. Poztif katsaylh ve negatif
gecikmelere sahip olmayan (3.3.4.11') ifadesinin her ¢dziiminin salmml olabilmesi

igin l+z p, e’ =0 karakteristk denkleminin negatif koklere sahip olmamasidir.
i=1

Yani, buna denk olarak tim A >0 i¢in

%.an" p, e’ >1.

Teorem 3.3.4.2. (Gyéri ve Ladas, 1991)

(3.3.4.2) dogry, i=1,2,...,n igin
lim(t — 7, (t)) = o0 (3.3.4.12)

t—o0

ve 1=1,2,....m olmak iizere i, € {1 2,...,n} vardr oyle ki

t—oo

liminf |z, (t)|>0 ve | irginf{i P, (s)} >0 (3.3.4.13)

olsun. Bu halde, (3.3.4.1) denkleminin tiim ¢oziimlerinin salnimli olmasi i¢in

I I 5 . )
nmmf{uﬂg{z; p,(t)e* .mH >1 (3.3.4.14)

t—owo

yeterli bir sarttrr.

Ispat: (Gyori ve Ladas, 1991)
Celiski olusturabilmek i¢in (3.3.4.1) denklemi nihayetinde bir X(t) pozitif
¢Oziimiine sahip olsun. Bu halde, t>T, i¢in X(t)>0 olacak sekilde T >0 wvardr.

Burada, T, = min { inf {t— 7 (t)}. Sonug 3.3.1.1den t =T icin

1sizn Ut>T
alt)+ Zn: p, (t)exp{— Jt‘a(s)ds} =0 (3.3.4.15)
B ta ()
olacak sekilde sirekli bir @ eC[[T;, 0} R] fonksiyonu vardr. r(t)=max 7 (t)
olsun. Bu halde, t>T icin
alt)+ [i P, (t)} exp[— ja(s)ds} <0 (3.3.4.16)
E vl
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ve Lemma 3.3.4.1 den M = liminf[— a(t)] < . Acikca, M >0, aksi taktirde M =0

t—o0

ve (3.3.4.13) denklemine celigki teskil edecek

o—!Lrgun{zp exp[—ja()d memf{Zp. }

; (t) t—oowo

vardrr.

Her £ (0,M)icin T, 2T vardr &yle ki tZi icin —a(t)>M — ¢, burada

T, = mini inf{t -z, (t )}} (3.3.4.15) den t > T, igin

1<i<n t>T,
+> p(t)e™ "W <o (3.3.4.17)

i=1
elde edilir. Diger taraftan (3.3.4.14) ifadesinden T, >0 ve gq>1 vardr Oyle ki tim

A>0ve t=T, icin > pilt)e #5t) > q 1. Buradan ve (3.3.4.17) ifadesinden tiim

i=1
t>max{T,,T,} icih —aft Zp eM=2)5il) > g (M —¢)

yazilir. Dolaysiyla, M = !iminf[— at)]2q(M —¢) ve £ >0,

M >qM > M yazlir. Ispat biter.

Sonug 3.3.4.1. (Gyori ve Ladas, 1991)
(3.3.4.2), (3.3.4.12) ve (3.3.4.13) saglansm. Bu halde, (3.3.4.1) denkleminin
tim ¢Oziimlerinin salnmu i¢in asagidaki sartlardan her biri yeterlidir.

t—o0

(a) Immf{Zp } 2 (3.3.4.18)

(b) liminf {Hp } [_Zn:ri t)} >%. (3.3.4.19)

t—oowo

Ispat: (Gyori ve Ladas, 1991)
Her ki durumda (3.3.4.14) ifadesinin gegerli oldugunu gostermek yeterlidir.

(@) e* 2 ex kullanilrsa ve herhangi bir 4 >0 igin
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%IZ:: pi(t)emi(t) = IZ:: P (t)e/1 T (t): eiz:: pi(t)ri (t)

ve (3.3.4.18), (3.3.4.14) unu gerektirir.

N

1

(b) e >exvei=12..nve g; 20 igin %Zn:qi Z(ﬁqijn Kullanilirsa
T
2{ftn {20
e/ [Tn 0] |30

ve (3.3.4.19), (3.3.4.14) unu gerektirir.

Asagidaki teorem, Teorem 3.3.4.1 in kuvveth bir versiyonu olmamakla beraber
(3.3.4.1) denkleminin tiim c¢oziimlerinin salmmu i¢in yeni bir sarti ifade ettiginden

ayr1 bir 6nem arz eder.

Teorem 3.3.4.3. (Gyori ve Ladas, 1991)
(3.3.4.2) gecerli olmak iizere t>0 icin r(t)=lrp_i<n{ri(t)} ve !im(t—z-(t))=oo

olsun. Bu halde, (3.3.4.1) denkleminin tiim ¢0ziimlerinin salnmmi i¢in
t—z(t

t n
limsup j > pi(s)ds>1 (3.3.4.20)
RO

yeterli bir sarttir.
Ispat: (Gyori ve Ladas, 1991)
Celiski olusturabilmek i¢in, (3.3.4.1) denklemi nihayetinde bir X(t) pozitif

¢Oziimiine sahip olsun. (3.3.4.1) denklemi yeterince biiyiik t ler i¢in t—r(t) dan t

ye integre edilirse
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bu ¢eligkiden ispat biter.

Sonug 3.3.4.2. (Gyori ve Ladas, 1991)
Acikkca (3.3.49) ve (3.3.4.20) sartlar1 bagmsizdr. Buna ragmen tim p, (t)

lerin sabit olmasi halinde (3.3.4.20) ifadesi (3.3.4.9) ifadesini gerektir.

“4"3.4 Matematiksel Biyolojide Linerize Olmus Salimm ve Teorileri

i=12,..,n icin p;,7€[0,»), f,eC[R,R], u=0 in uf(u)>0,

.t
IImﬂ =1 olmak iizere matematiksel biyolojide ¢esitli denklemler

u—=0

x'(t)+zn: p, f,(x(t-7,))=0 (3.4.0.1)
i=1
formunda yazlabilir. Bazi pozitif o sayist igin yaUG[O, 5] icin fi(u)su ya da
ue[-6,0] igin f(u)>u dir. (3.4.0.1) denklemine eslk eden linerize olmus
denklem
y'(t)+> p yt-7)=0 (34.0.2)
i=1

ile verilir. Bu kisida, (3.4.0.1) denkleminin her ¢Oziimiiniin salnmh olmasi i¢in
gerekli ve yeterli sart (3.4.0.2) denkleminin her ¢6ziimiiniin salnimli olmasidir.

“ Dog. Dr. Tanfer TANRIVERDI danismanhgmda ¢ahsan lisans iistii 6grencileri Neriman AVCI,
Mikail KARACA, Abbas TUTAR ‘i tezlerinde bu kisimda ifade edilen tiim sonug¢larin tiirkgesi
ortaktir.
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3.4.1 Linerize olmus osilasyon teorisi

Lineer olmayan

x(t)+> p fi(x(t-7))=0 (3.4.1.1)
i=1
gecikmeli diferansiyel denklemini ele alahm. Burada, i=1,2,...,n i¢cin
p, €(0,»), 7, €[0,0) ve f, eC[R,R] (3.4.1.2)
ve
u=0icin u f,(u)>0. (3.4.1.3)
f asagidaki sartlar1 saglar.
(Hy) i=12,..,n i Iirginf # >1 (3.4.1.4)
.t
(H2) i=12,..,n in Iln;)lﬂ =1 (3.4.1.5)
u— u

(H3) Bir & pozitif sabiti vardr 6yle ki i=1,2,..,n igin
ya

0<u<s iin f(u)<uyada-5<u<0 icin f;(u)>u (3.4.1.6)
(3.4.1.4) veya (3.4.1.5) sagladiginda (3.4.1.1) denkleminin linerize olmus sekli

y'(t)+i p, y(t-7,)=0 (3.4.1.7)

ile verilir.

Teorem 3.4.1.1. (Gyori ve Ladas, 1991)
(3.4.1.2), (3.4.1.3), (3.4.1.4) dogru ve linerize olmus (3.4.1.7) denkleminin her
¢Oozimii salmmh olsun. Bu halde, (3.4.1.1) denkleminin de her ¢ozimii aym

zamanda salnmmlidir.

Teorem 3.4.1.2. (Gyori ve Ladas, 1991)
(3.4.1.2), (3.4.1.3), (3.4.1.6) dogru ve (3.4.1.1) denkleminin her ¢ozimii
salmmh olsun. Bu halde, lnerize olmus (3.4.1.7) denklemmin her c¢ozimii aym

zamanda salmimhidir.
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Sonu¢ 3.4.1.1. (Gyori ve Ladas, 1991)
(3.4.1.2), (3.4.1.3), (3.4.1.5) ve (3.4.1.6) dogru olsun. Bu halde, (3.4.1.1)
denkleminin her ¢6ziimiiniin salmmh olmast icin gerek ve yeter sart, (3.4.1.7)

denkleminin her ¢Oziimiiniin salmimli olmasidir.

Lemma 3.4.1.1. (Gyori ve Ladas, 1991)
n>1 ve (3.4.1.2) ve (3.4.1.3) sartlarn dogru olsun. Bu halde, (3.4.1.1)

denkleminin salinim yapmayan her ¢ozimii t — oo i¢in sifira gider.

Ispat: (Gyori ve Ladas, 1991)
X(t), (3.4.1.1) denkleminin salmm yapmayan bir ¢Oziimii ve ayrica X(t)

nihayetinde pozitif olsun. x(t)  nin nihayetinde negatif olma durumu benzer
oldugundan ele almmayacaktr. Bu halde, X’(t):—z p f(x(t—7,))<0 ve
i=1

L = limx(t) mevcut negatif olmayan bir sayidir.

t—ow

Simdi de L=0 oldugunu gorelim.  Aksi halde, L>0 we

lim[ x'(t)]=-2_p f(L)<0. Bu ise limx(t)=—-o oldugunu gerektirir. Bu bir
—®© o1 —>00
celiskidir. Ispat biter.
Teorem 3.4.1.1 in Ispati: (Gyori ve Ladas, 1991)

Celigki olusturmak icin (3.4.1.1) denkleminin salnm yapmayan bir X(t)
¢cOzimii var ve X(t) nihayetinde pozitif bir ¢éziim olsun. X(t) nin nihayetinde negatif

olma hali benzer oldugundan ispat edilmeyecektir.

Lemma 3.4.1.1 den !imx(t)=0. Bu halde, (3.4.1.4) ten i=1,2...n i

jiming C=7)

it =) >1 yazlir. £€(0,1) olsun. Her i=12,.,n ve

t>T, i¢in X( —z'i)>0 ve fi(X(t—ri))Z(l—g)X(t—ri)
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olacak sekilde bir T, vardr. Bu halde, (3.4.1.1) denkleminden

n

t>T, igin X(t)+> (1-¢)p x(t—7,)<0

i=1
yaziir. Teorem 3.3.2.2 den (3.4.1.7) denklemi pozitif bir ¢oziime sahiptir. Bu ise
(3.4.1.7) denkleminin her ¢éziimiiniin salnimli olduguna celiski teskil eder.

Teorem 3.4.1.2 nin Ispati: (Gyori ve Ladas, 1991)

i=12..n ve 0Su<s igin f,(u)<u olmak iizere (3.4.1.6) dogru olsun.
~5<u<0 ve i=12..,n icin f(u)>u durumunun ispati benzer oldugundan ele
almmayacaktr. Celiski olusturabilmek igin (3.4.1.7) denklemi nihayetinde y(t)

pozitif ¢6ziimiine sahip olsun. Agikea, !im y(t):O ve 7=maxrz, olmak diizere

1<i<n
t,—r<t<t, icin 0<y(t)<S olacak sekide bir t, vardr. t,—z<t<t, icin
baslangic fonksiyonu, y(t) ye esit alnmak tizere (3.4.1.1) denklemi t;, m sag
komsulugunda bir x(t) ¢6zimiine sahiptir. Simdi de

y(t)<x(t)<o (3.4.1.8)
saglanacak sekilde bir X(t) nin varhgm gostermek yeterlidir. Tim t>t, i¢in X(t)
meveut ve poztiftr. Bu durum (3.4.1.1) denklemmnin her ¢Oziimiinin salmmh

olusuna tersltk teskil eder. 0 < x(t)< & olacak sekilde x(t) oldugu siirece

K== p, ft-)2 =X plt )

vardr ve bdylece Teorem 3.3.2.1 den y(t)<x(t) dir. (3.4.1.1) denkleminde x(t)
mevecut ve poztif ise kesin olarak azalandir. Boylece tim t>t;, icin (3.4.1.8) dogru

olur ve ispat biter.
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3.4.2 Kaynaklarin simirh olmasi halinde gecikmeli popilasyon modeli

dN@) _ N(t){l_w} (3.4.2.1)

Otonom diferansiyel denklemini ele alahm. Burada r, K e(O,oo). Bu denklem
matematikte “Lojistk Denklem” olarak bilinir (Smith, 1963). Burada r gelisim

orani, K ise tasima kapasitesidir. Yiyecegin smirli olmasi halinde lojistik denklem

dg_t(t) . N(t)KK%rNIEItzt) (3.4.2.2)

ile verilir. Burada r,K,c pozitif sabit sayilardr. (3.4.2.2) denkleminin ¢ikarmu igin
(Pielou,1969). (3.4.2.1) ¢oOzimii kolaylkla elde edilir. N(O)>0 olmasi halinde

t—>ow i¢in ¢oziim bir K saysma yakmsar. (3.4.2.1) denkleminin gecikmeli
diferansiyel denklemi (Hutchionson, 1948) tarafindan

dN(t) _ N(t){l_M} (34.2.3)

dt K
fle verimisti. Burada, r,7,K e(0,00). (3.4.2.3) yaygn olarak gecikmeli lojistik
denklem olarak bilinmekle birlikte bircok arastrmaci tarafindan ¢ahsilacaktr. Buna
benzer olarak yiyeceklerin smirli olmasi halinde gecikmeli diferansiyel denklem

N'(t)=r N(t) K': :\'S (; j)r) (3.4.2.4)

verilir. Burada,
r,z,K €(0,0) ve cel0,) (3.4.2.5)
Bu denklemde 6zel olarak ¢ =0 alnrsa (3.4.2.3) elde edilir.

Bu kisimda,
$eC([-7,0,R") ve #(0)>0 olmak izere —z <t<0 icin

N(t) = ¢(t) (3.4.2.6)
denklemmi saglayacak sekilde (3.4.2.4) denkleminin ¢Oziimleri irdelenecektir.

(3.4.2.6) olmasi halinde agikca (3.4.2.4) denklemi tim t>0 icin bir tek pozitif
¢ozlime sahiptir. K denge noktasi cevresinde (3.4.2.4) denkleminin her pozitif
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¢Oziimiiniin salmmu i¢in gerekli ve yeterli sartlar tesis edilecektir. N(t): K ex
olsun. Bu halde, (3.4.2.4) denklemi

ex(t—r) -1

KO e

(3.4.2.7)

formunda yazlr. (3.4.2.4) ve (3.4.2.6) ifadelerinin N(t) ¢Ozimiinin K civarinda

salmmh olmasi i¢in gerek ve yeter sart X(t) nin sifir civarmda salmmhb olmasidir.

Sonu¢ 3.4.1.1, (3.4.2.4) denklemine uygulanwrsa (3.4.2.4) denkleminin tim pozitif
¢Ozlimlerinin salnimli olmasi i¢cin gerek ve yeter sart asagidaki teoremle verilir.

Teorem 3.4.2.1. (Gyéri ve Ladas, 1991)
(3.4.25) dogru olsun. Bu halde, (3.4.2.4) denkleminin her ¢oziminin K
civarmda salmm yapmasi i¢in gerek ve yeter sart

r ..t (3.4.2.8)
l+cr e

olmasidrr.

Ispat: (Gyori ve Ladas, 1991)

u

e’ -1
flu)=(1
(u) (+Cr)1+cre

olsun. (3.4.2.7) denklemi

! r _
X'(t)+ Toor f(x(t-7))=0 (3.4.2.9)

formatnda yazlr. Burada, f, f EC[R, R], u=0 icin u f(u)>0 ve Iimwzl.

u=0 y
Bu durumda bir 6 pozitif sayis1 vardr dyle ki
uel0,6] icin cr>1 = f(u)<u
iken

uel[-6,0]icn cr<l = f(u)>u.

Nihayetinde Teorem 3.2.2.3 ve (3.4.2.8) den

y(t)+——y(t-7)=0

l1+cr

denkleminin tiim ¢dziimleri salmmmlidir.
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3.4.3 Birden fazla gecikme olmasi halinde gecikmeli lojistik diferansiyel

denklemlerin osilasyonu

n tane gecikmeye sahip t>0 igin

N'(t) = N(t){a—izl“ﬁi N(t-z, )} (3.4.3.1)

gecikmeli lojistik denklemini ele alahm. Burada,
o, Py Porn B,€(0,0) Ve 0<7,<7,<..<7,=7. (3.4.3.2)

Bu denklem t >0 i¢in
N'(t)=r N(t){l—%_r)} (3.4.3.3)
denkleminin  genellestiriimis  halidir.  Burada, N(t), t zamandaki popiilasyon

yogunlugu, r gelisim oram, K tasima kapasitesidir. %(t—r) gecmisteki

popiilasyonun geri doniisiim mekanizmasm gosterir. (3.4.3.1) denklemine eslk eden
baglangic fonksiyon —7 <t <0 i¢in

N(t)=¢(t), burada ¢<C[[-7,0] R*] ve ¢(0)>0 (3.4.3.4)
ile verilsin. (3.4.3.1) ve (3.4.3.4) baslangic deger problemi t>0 i¢in bir tek pozitif
N(t) cOziimiine sahiptir. (3.4.3.1) denklemi bir denge noktasma sahiptir.

Bu kisimdaki amacimiz (3.4.3.1) denkleminin

*_ (24
>4

civarmdaki salmmu i¢in gerek ve yeter sart elde etmektir. (3.4.3.3) denkleminin her

N

(3.4.3.5)

poztif ¢oziimiiniin K civarinda salnim yapmasi i¢in gerek ve yeter sart

rr >% (3.4.3.6)

olmasdr. (3.4.3.1) ve (3.4.3.4) baslangic deger probleminin bir tek poztif ¢oziimii
N(t) olsun. t>0 igin

x(t)=1In '\,'\I(f) (3.4.3.7)
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ile birlikte t>7 icin
x'(t)+zn: p, f(x(t-7,))=0 (3.4.3.8)
i=1

elde edilir. Burada, i=1,2,..,n igin p,=N"g ve f(u)=e"-1. Agkca, x(t) nin
sifir civarmda salmm yapmasi i¢cin gerek ve yeter sart N(t) nin N” civarmda

salmim yapmasidr. Aym zamanda,

f eC[R,R], u=0igin uf(u)>0,

im W 1 e u<Oicin f(u)>u.
u—=0

(3.4.3.1) denklemine eslik eden linerize denklem
y'(t)+> p; y(t—7,)=0 (3.4.3.9)
i=1

ile verilir.

Teorem 3.4.3.1. (Gyori ve Ladas, 1991)
(3.4.3.2) dogru olsun. Bu halde, (3.4.3.1) denklemmin her poztif ¢oziimiiniin

N" poztif denge noktasi civarmda salmmh olmasi igin gerek ve yeter sart (3.4.3.9)
denkleminn  her  ¢Oziminin  sifir  civarmda ~ salmmh  olmasidwr.  Yani,

/I+Z p,e " =0 karakteristk denkleminin higbir reel koke sahip olmamasidr.
i=1

(3.4.3.3) denklemine (3.4.3.7) doniisimii yapihrsa f(u)=e" —1 olmak iizere

X(t)+r f(x(t-7))=0 (3.4.3.10)
elde edilir. (3.4.3.10) denkleminin linerize olmus formu y'(t)+ry(t—7)=0 il
verilir. Bu denklemin salmmh olmasi i¢gin gerek ve yeter sart (3.4.3.6) ifadesmin
dogru olmasdir. Bunun i¢in asagidaki sonu¢ dogrudur.

Sonug 3.4.3.1. (Gyo6ri ve Ladas, 1991)
r,z ve K pozitif sabitler olsun. Bu halde, (3.4.3.3) lojistik denkleminin her y

¢cozimiiniin K civarinda salmmm yapmasit i¢in gerek ve yeter sart I z€>1 olmasidrr.
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Not 3.4.3.1. (Gyori ve Ladas, 1991)
Teorem 3.2.2.1 i tim kosullart kullanihrsa lneer denklemin tiim
¢Ozlimlernin  salnmh olmas1 i¢n  asagidaki her iki sarttan birinin (3.4.3.1)

denkleminin her y ¢oziimiiniin N~ civarinda salmmli olmasidrr.

o [egae)5n)

o ) ) o)

3.4.4 Alyuvarlann (kirmuzz kan hiicrelerinin) varhgm siirdiirmesi icin Lasota-

Wazewska modeli

Bir hayvandaki alyuvarlarin varhgmni siirdiirmesi icin gerekli model t >0 i¢in

N'(t)=—u N(t)+ pe N (3.4.4.1)
gecikmeli diferansiyel denklem Wazewska-Czyzewska ve Lasota (1988) tarafindan
kullanihistr.  Burada N(t), t zamandaki alyuvarlarm saysmi, g ise bir alyuvarm
Olimiiniin olasi, p ve y ise her birim zamandaki alyuvarlarm tretimi ile ilgih
pozitif sabitler, 7 ise bir alyuvarm tretimi i¢in gerekli zamandr. (3.4.4.1) denklemi
peC([-7,0)R") ve ¢(0)>0 olmak iizere

—7<t<0 icin N(t)=g(t) (3.4.4.2)
kosullar1 ile birlikte irdelenecektir. Agikga, (3.4.4.1) ve (3.4.4.2) tim t>0 igin bir
tek poztif c¢oziime sahiptir. (3.4.4.1) denkleminin N~ denge noktasi pozitif ve

*

N =Per"dir. N*(t)= N*+1x(t) doniisiimii ile (3.4.4.1) denklemi
y

Y7
X(t)+ ux(t)+ uy N"l—e)]=0 (3.4.4.3)

gecikmeli diferansiyel denklemine indirgenir.

n=2, p,=x, flu)=u, p,=uyN" ve f,(u)=1-e" ahnrsa (3.4.1.1)

denklemi elde edilir. Acikca N(t) nin N* civarmda salmm yapmasi icin gerek ve
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yeter sart X(t) nin sifir civarmda salmmh olmasidr. (3.4.4.3) denklemi i¢cin Sonug

3.4.1.1 m tiim varsayimlar1 saglanmistir. Dolaysiyla asagidaki sonu¢ dogrudur.

Teorem 3.4.4.1. (Gyori ve Ladas, 1991)

(3.4.4.1) ve (3.4.4.2) denklemlerinin ¢dziimiinin N* civarmda salmmh olmasi
igin gerek ve yeter sart A+ u+ uy N'e* =0 denkleminin higbir reel kdke sahip
olmamasidr. Diger bir deyisle (3.4.4.1) ve (3.4.4.2) denklemlerinin ¢oziimiinin N

civarmda salmmh olmast igin gerek ve yeter sart 7y N'e*” >1/e olmasidir,

3.5 Gecikmeli Diferansiyel Denklem Sistemlerinde Salimm

Diferansiyel denklem sistemleri ile ilgili olarak ¢oziimlerin salnm kavram ile
ilgili (¢Oziimlerin salmmi ile ilgili olan kavram) degisik yollar mevcuttur.

Tamm 3.5.0.1. (Gyori ve Ladas, 1991)

X(t) =[x, (). x, ()] olsun. Eger ¢ozimin her x(t) bileseni keyfi sayida
biiyik  koklere sahipse X(t) ¢ozimine salmmhdr denir. Aksi halde ¢oziime
salmml degildir deriz. Diger bir deyisle x(t) nin her bileseni salmmh ise Xx(t)
salmmlidrr denir ve eger X(t) nin en az bir bileseni nihayetinde pozitif veya negatif

ise X(t) goziimine sahmml degildir deriz.

Tamm 3.5.0.2. (Gyori ve Ladas, 1991)

Eger X(t)= [Xl(t),..., X, (t)]T nihayetinde triviyal veya en az bir bileseni
nihayetinde sabit bir isarete sahip degilse X(t) ¢Ozlimii salmmbhdr, aksi halde
salmml1 degildir.

o Dog. Dr. Tanfer TANRIVERDI danismanhgmda ¢ahsan lisans iistii 6grencileri Neriman AVCI,
Mikail KARACA, Abbas TUTAR ‘i tezlerinde bu kisimda ifade edilen tiim sonug¢larin tiirkgesi
ortaktir.
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x(t):[l,sint] Tanm 3.5.0.2 ye gore salmmldr fakat Tamm 3.5.0.1 e gore
salmmh degildir. Eger Tanim 3.5.0.1 varsa Tanm 3.5.0.2 kesmnlikle dogrudur. Eger
Tanm 3.5.0.2 ye gore X(t) salmmh degilse Tanim 3.5.0.1 e gore de X(t) salnmh

degildir. Yukaridaki 6rnek tersinin dogru olmadigm gosterir. Yani Tanim 3.5.0.2 ye
gore salmiml ise Tanim 3.5.0.1 e gore salmmli olmak zorunda degildir.

3.5.1 Lineer otonom sistemlerin salimmm icin gerekli ve yeterli sartlar

x’(t)+Zn:Pi x(t-7,)=0 (35.1.1)

Lineer otonom gecikmeli diferansiyel denklem sistemmni ele alahm. Burada, P,

katsayllart mxm tipinde matrisler ve 7, gecikmeleri negatif olmayan reel sayilardir.

Bu denkleme eslik eden karakteristik denklem

det(ﬂ, | +> Pe”n ] =0 (3.5.1.2)
i=1

fle verilir. Burada, |, mxm tipinde birim matristi. Asagidaki teorem Teorem

3.2.1.1 m lineer otonom sistemindeki karsihgidir.

Teorem 3.5.1.1. (Gyéri ve Ladas, 1991)
i=12,..,n igin
PeR™ ve 7, eR” (3.5.1.3)

olmak tizere asagidaki ifadeler denktir.
(@) (3.5.1.1) denkleminin her ¢dziimii bilesensel olarak salmmlidir.
(b) (3.5.1.2) karakteristik denkleminin reel kokii yoktur.

Ispat: (Gyori ve Ladas, 1991)
(@)= (b): Kolaydr. Gergekten A,, (3.5.1.2) denkleminin bir kokii ise

(ﬂo I +ZP, g o ] & =0 denklemini saglayacak sekilde reel & # 0 vardr. Bu halde,

i=1
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acikca en az bir bileseni salmmli olmamak {izere X(t)= e’ £, (3.5.1.1) denkleminin
bir ¢Oziimiidiir.
(b) = (a): Laplace transformasyonu kullanilarak yapilacaktur.

Celiski olusturmak igin (b) dogru ve (3.5.1.1) denklemi xX(t)= [, (t)...., x, (t)]
seklinde salmm yapmayan bir ¢oziime sahip olsun. Yani, x(t) nin bilesenlerinden en
az bir tanesi salmmh degildir. Genelligi bozmaksizin xl(t) bileseni nihayetinde

pozitif olsun. (3.5.1.1) otonom oldugundan burada 7z =maxz;, olmak lizere t> -7

1<i<n

icin x,(t)>0 oldugu kabul edilir.
Teorem 3.1.5.1 den x(t) eksponansiyel mertebeli oldugundan (| X(t)| <M e",
Burada M >0, u reel)
Res >y igin X(s)=[e™ x(t)dt
0

yazilir. (3.5.1.1) denklemine Laplace transformasyonu uygulanirsa

Res>u igin F(s)X(s)=d(s) (3.5.1.4)
elde edilir. Burada,

F(s)=sl +ipi I (3.5.1.5)
ve )

®(5)=x0)-3 7 e [e x(t)ot. (35.16)

-7

Hipotezden tim s € R igin det[F(s)]# 0. Ustelik,

lim( det[F(s)] )= (3.5.1.7)
seR

ve boylece
tim seR igin det[F(s)]>0 (3.5.1.8)

yazlr. X(t) ¢Oziminin birinci bileseni X, (t) nin Laplace transformasyonu X,(s)

olsun. Buradan Cramer kuralndan
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S
Burada,
0,8) Fuld) )]
D(s)-
0,6 Fuld) . . Fuls)

®,(s), @(s) vektorinin i. bileseni ve F J.(s) ise F(s) matrisinin i. satm j.
stitunudur. Agikga, tim i, j=1,2,...,m i¢in CDi(s) ve Fij(s) tamdr. Dolayisiyla

det[D(s)] ve det[F(s)] tamdur.

oy, X,(s) nin yakmsaklk apsisi olsun. Yani o, =inf{oc e R: X,(c) mevcut}.
Teorem 3.2.1.1 ve Teorem 3.2.1.2 nin ispatmdaki argiimanlara benzer muhakeme ile

o, =—0 olur ve (3.5.1.9) denkleminden tiim

_ det[D(s)]
det[F(s)]

elde edilir. x,(t)>0 oldugundan tim seR igin X,(s)>0 ve (3.5.1.8) ve (35.1.10)

seRigin X,(s) (3.5.1.10)

denklemlerinden  det[D(s)]>0.D(s) nin tammmndan ve (3.5.1.5) ve (3.5.1.6)
denklemlerinden

s<-s, icin det[D(s)|<M e (3.5.1.11)
saglanacak sekide M, ea,s, poztif sabitleri vardr. det[F(s)], s,e™", e™%,.,e""
degiskenlerine bagh bir polinom oldugundan

seR igin det[F(s)]>m (3.5.1.12)
olacak sekide bir m poztif sayst vardr. (3.5.1.10), (3.5.1.11) ve (3.5.1.12)

denklemlerinden

X,(s)= J'e’St x,(t)dt > je’“ x, (t)dt > e’STle(t)dt >0
T T

0

ve boylece
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s — —o0 igin 0< [x(t)dt < %esﬁ-‘*) -0
T

elde edilir. Buise t > T igin x,(t)=0 oldugunu gerektirir. Bu bir celiskidir.
Teorem 3.5.1.2. (Gyori ve Ladas, 1991)

(3.5.1.3) dogru olsun. Bu halde asagidaki ifadeler denktir.
(@ (3.5.1.1) denkleminin her ¢oziimii Tanm 3.5.0.1 anlammnda (bilesensel olarak)
salmimldir.
(b) (3.5.1.1) denkleminin her ¢oziimi Tamm 3.5.0.2 anlammnda salmmhdr. (Yani,

nihayetinde tiriviyal veya en az bir bileseni nihayetinde sabit bir isarete sahip
degildir.)

Ispat: (Gyori ve Ladas, 1991)

(@) = (b): Agiktrr.

(b) = (a) : Ispat edelim. Bunun icin celiski olusturmak igin (b) dogru fakat x(t)
(3.5.1.1) denkleminin Tanim 3.5.0.1 e gbre salmm yapmayan bir ¢dziimii olsun. Bu
halde, Teorem 3.5.1.1 den (3.5.1.2) karakteristik denklemi bir A, reel kokiine

sahiptir. Dolaysiyla, (3.5.1.1) denkleminin bir ¢6ziimii x(t):eﬂOt & olacak sekilde
sifirdan farkh & e R" vardr. Fakat bu ¢6ziim Tanm 3.5.0.2 ye gore salnmh
degildir. Bu bir ¢eliskidir. Ispat tamamlanmistr.

3.5.2 Lineer otonom sistemlerin i¢in osilasyon ve osilasyon yapmamasi halinde
kesin sartlar

x'(t)+_zn:Pi x(t—7,)=0 (3.5.2.1)

Gecikmeli diferansiyel denklemini ele alalm. Burada, P,, mxm tipinde matris

ve 7, ler negatif olmayan reel saylardr. (3.5.2.1) denkleminin tim ¢oziimleri
salmmh ve  salmmh olmamasi halinde tam sartlitn elde etmek i¢in
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u#(P)=max(Pu,u) logaritmk normu kullanlacaktr. (3.5.2.1) denkleminin her

R VY
¢Oziimiiniin salmmli olmasi i¢in gerek ve yeter sart
det[l I+ Pe " j =0 (3.5.2.2)
i1
denklemmin hicbir reel koke sahip olmamasidir. Asagidaki teorem, Teorem 3.2.2.1
in matris analogudur (karsihigidir).

Teorem 3.5.2.1. (Gyori ve Ladas, 1991)
Her i=12,.,n i¢cin

PeR™, 7,20 ve u(-P)<0 (3.5.2.3)

olsun. Bu halde, asagidaki iki sartm her biri (3.5.2.1) in tiim ¢oziimlerinin sahnmu
icin yeterlidir.

(@) u(-P)z, >% (3.5.2.4)

n
i=1
n

) m [H(— AP ))Tn ICEST (35.25)

Teoremin ispati i¢in asagidaki lemmaya ihtiyag vardir.

Lemma 3.5.2.1. (Gyori ve Ladas, 1991)

y € R" i¢in
i u(-P)e”" <0 (3.5.2.6)
i=1
ve
1 o
inf b;ﬂ(— P)e” }1 (3.5.2.7)

olmak tizere i=12,..,n igcn P eR™™ ve 7,20 olun. Bu halde, (3.5.2.1)

denkleminin her ¢oziimii salmimlidir.
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Ispat: (Gyori ve Ladas, 1991)

Celiski olusturmak i¢cin (3.5.2.1) denklemi salmm yapmayan bir ¢oziime sahip
olsun. Teorem 3.5.1.1 den (3.5.2.2) karakteristik denklemi A, reel kokiine sahiptir.
Fakat

(;LO 1+>° P e%fijuzo
i=1

olacak sekilde |u]=1 olmak iizere U e R" vardr.

Dolaysiyla,

o =(—iae‘%’i u,uj =Y (R u e <3 u(-R)e b
i=1 i=1 i=1
ve (3.5.2.6) ifadesinden
Aoy <0 ve 1> izn:y(— P)e %,
0 i=l

Bu (3.5.2.7) ye ¢celiski teskil eder. Bu ise ispati tamamlar.

Teorem 3.5.2.1 in ispati: (Gyori ve Ladas, 1991)
,u(— Pi)SO icn - Lemma 3.5.2.1 kullanilrsa (3.5.2.6) saglanr. Boylece

(3.5.2.7) nin dogru oldugunu gostermek yeterlidir. ik olarak (3.5.2.4) dogru olsun.

Bu halde e > e x esitsizligi kullanilirsa

i 7 <0 igin S u(-R)e”" 2> ul-R)e(-rr)=ed - ul-R)r,

Bu ifade ile birlkte (3.5.2.4) kullanlrsa (3.5.2.7) dogu olur. Simdi de (3.5.2.5)
dogru olsun. Buradan da tiim y <0 i¢cin aritmetik ve geometrik ortalama arasmndaki

ilisgki kullanilirsa
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Bu ifade ile birlkte (3.5.2.5) kullamlrsa (3.5.2.7) dogru olur. Ispat biter.
X(t)+Px(t-7)=0 (3.5.2.8)
Gecikmeli diferansiyel sistemini ele alalm. Burada, PeR™" wve 72>0.

(3.5.2.4) ve (3.5.2.5) sartlar1 ayni olup her biri
—u(-P)r>1e (3.5.2.9)

ifadesine indirgenir. Burada 1/e alt smm olabilecek en iyi alt smrdr. Ustelk, P

skaler ise (3.5.2.8) in tim c¢Ozimlerinin salmmh olmast icin gerek ve yeter sart

(3.5.2.9) olmasdrr.

Teorem 3.5.2.2. (Gyori ve Ladas, 1991)

PeR™™ ve 7>0. Bu halde asagidaki ifadeler denktir.
(@) (3.5.2.8) denkleminin her ¢oziimii salmmmhdir.
(b) (— oo,]/er] arah@ icinde P reel 6z degerlere sahip degildir.

(7 =0 oldugunda (— 0©,1/e r] arahig1 (— 00, oo) acik arah@ina genisletilebilir.)

Ispat: (Gyori ve Ladas, 1991)

7=0 i¢in ispat Teorem 3.5.1.1 elde edilr. 7>0 olsun. (a) nn ters yoniinin
dogru olmadig durumunun (b) nin ters yOniinin dogru olmadi®y durumunu
gerektirdigini  gdstermek  yeterlidir. Bunu yapabimek i¢in (3.5.2.8) denkleminin
salmm yapmayan bir ¢Oziime sahip olmamasi i¢in gerek ve yeter sart
det(21+Pe*")=0 Karakteristik denkleminin bir A, reel kdkine sahip oldugunu
gostermektir. A, m reel kok ve det(/l0 el + P): 0 olmasi i¢cin gerek ve yeter sart

P nin
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Ly =— Ay €7°° (3.5.2.10)
daki u, eigen (0z) degerine sahip olmasdir. Fakat (3.5.2.10) nun dogru olmasi i¢in
gerek ve yeter sart A+, e " =0 olmasdr. Yani, bu durumun olmasi igin gerek

ve yeter sart A+p,e " =0 denkleminin reel koke sahip olmasidr. Bu durum

Teorem 3.2.2.3 te g, si denktir. Yani, P nin u, eigen degerinin (—oo, i}
er er

arahg1 icinde olmasidrr.

Tamm 3.5.2.1. (Gyori ve Ladas, 1991)
Eger i=12,..,n ve 7; >0 icin (3.5.2.1) denkleminin her ¢6ziimii salnmml ise
(3.5.2.1) denklem:i salmmmldir. Gecikmelere gore global olarak salmmmlidir.

Sonug 3.5.2.1. (Gyori ve Ladas, 1991)

(3.5.2.8) denklemi 7 gecikmesine gore global olarak salmmh olmasi igin
gerek ve yeter sart P nin reel eigen degerlere sahip olmamasidr. Diger taraftan
(m=1) icin,

X(t)+> p x(t-7,)=0

i=1
burada i=1,2,...,n i¢cin p,eR wve 7, >0 skaler gecikmeli diferansiyel denklem
sistemi gecikmelere gore global olarak salmmh olmaz. Daha genel olarak asagidaki
sonu¢ dogrudur.

Teorem 3.5.2.3. (Gyori ve Ladas, 1991)
m tek bir dogal say1 ve i=1,2,...,n i¢cin P eR™™ ve 7,20 dogru olsun. Bu
halde, (3.5.2.1) denklemi gecikmelere gore global olarak salmmli degildir.
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Ispat: (Gyori ve Ladas, 1991)
Gecikmelerin olmamas1 halinde (3.5.2.1) denklem sistemi

x'(t)+[ZPijx(t)=o (3.5.2.11)
i=1
sistemine indirgenir. Hipotezin aksine tim c¢Oziimler salmmh olur. Fakat m tek

oldugundan det(ﬁ I +ZPJ=O karakteristik denklemin derecesi de m olup tek reel

i=1

koke sahip olur. Bu bir ¢eliskidir. Ispat tamamlanr.

Teorem 3.5.2.4. (Gyori ve Ladas, 1991)
~u(=P)>1Q)>0,7 >0, 4Q)(r-0)<1

ve

[~ (- P)- @) > 1 - Q) (r-0) ]

e
olmak tizere P,Q eR™™ ve 7,0 € R" olsun. Bu halde,
X(t)+Px(t-7)-Qx(t—0c)=0
denkleminin her ¢oziimii salmmlidir.
Ispat: (Gyori ve Ladas, 1991)
Lemma 3.5.2.1 den (3.5.2.6) sarti acik¢a saglanmaktadr. (3.5.2.7) ifadesinin
dogrulugunu ispat edersek ispat biter. Yani,

inf {%[y(— Ple’* +,u(Q)e“’]}>1, p=—u(-p) ve q=u(Q)

<0

olsun. Teorem 3.2.2.4 {n (3.2.2.13) sarti saglandigndan ve bdylece (3.2.2.14)
yazilir.

Yani, F(y)=y-u(-P)e7" —u(Q)e”™ =0 ifadesi y reel kokine sahip

degildir. F(~o0)=c0 oldugundan tim yeR icin > u(-P)e”" +u(Q)e "
yazlr, Tim 7<0 igin ~[u(-P)e”* +u(Q)e"°]>1 dir ve boylece ispat
4

tamamlanir.

94



3. MATERYAL ve YONTEM Neriman AVCI

3.5.3 Lineer otonom olmayan sistemlerin salimmu icin yeterli sartlar

t>0ve i=12,..,m iin x;(t)+§m: p;(t)x;(t—2(t)=0 (3.5.3.1)
j=1
denklemini ele alahm. Burada,
i,j=12..mign p, eC|R",R|,reC|R",R] (35.3.2)
ve
lim(t —z(t)) = co. (3.5.3.3)

t—>ow

p; j(’[) katsayilar1 asagidaki sarti saglasm.

Hipotez 3.5.3.1. (Gyori ve Ladas, 1991)
Bilesensel olarak pozitif u = [ul,...,um]T vektori ve peC [R*, R*] vardr Oyle

kitim j=1,2,..m ve t>0 igin

u; py;(t) Zu\p., )| <= p(t)y, (35.3.4)

|¢ ]
yazihr. Bu kisimdaki temel sonu¢ (3.5.3.1) sisteminin salmm yapan tim
¢Oziimlerinin

y'(t)+ p(t) y(t —z(t))=0 (3.5.3.5)
skaler denkleminin salmim yapan tiim ¢oziimlerinin karsilastirilmasi hakkmdadir.

Burada, elde edilen sonu¢ ve Teorem 3.5.1.1 kullandarak t>0 ve i=12,...,.m

icin
Zp” (t-7)= (3.5.3.6)

lineer otonom sisteminin tiim ¢oziimlerinin salmmu i¢in oldukga ilging olan gerek ve
yeterli sart elde edilecektir. Burada,
re(0,0)i,j=12..,miginp; eR,
P :( pij) matrisi indirgenemez, (3.5.3.7)
1=12,..,miginp; >0 ve 1<iz j<miginp;<0
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Teorem 3.5.3.1. (Gyori ve Ladas, 1991)
(3.5.3.2), (3.5.3.3) ve Hipotez 3.5.3.1 saglansm ve ayrica (3.5.3.5) skaler
denklemmin her ¢Oziimii salmmh olsun. Bu halde, (3.5.3.1) denkleminin her

¢Oziimii Tanim 3.5.0.2 anlaminda salmimlidir.

Ispat: (Gyori ve Ladas, 1991)
Celiski  olusturabilmek  i¢cin  (3.5.3.1) denkleminin salmm yapmayan
x(t) = [Xl(t),..., X (t)]T ¢ozimii olsun. Bu halde, T, >0 vardr dyle ki

i=12,.,mve t>T, icin & =sgnx (T,)=sgn x(t), & xt)=|x ()]

ve

t>T, igin i| x;(t)|>0
olsun. Ayrica,

€T, 2(t)= Dy, & %(t)

olsun. Bu halde, Z(t)> 0 ve yeterince biiyik t ler i¢in

7(1)= 5 5= 20, 5 D0y (0%t <lt)

IN
.MB

I
N

-4, B 0= csomx, -0+ 320, [, 0 ¢ 0)

plt)u, [ ¢ (0) | = plt) et (1)

yazilr. Yani, Z’(t)+ p(t)Z(t—T(t))SO diferansiyel esitsizligi nihayetinde pozitif

]

IN
.MB

I
LN

¢cozime sahiptir. Dolaysiyla, Sonu¢ 3.3.2.2 den (3.5.3.5) denklemi nihayetinde
poztif ¢oziime sahiptir.

Teorem 3.5.1.1 ve Teorem 3.5.3.1 uygulanwsa asagidaki teorem, Teorem

3.5.2.2 nin genellestirilmis versiyonudur.

96



3. MATERYAL ve YONTEM Neriman AVCI

Teorem 3.5.3.2. (Gyori ve Ladas, 1991)
(3.5.3.7) saglansin. Bu halde, asagidaki ifadeler denktir.
(@) (3.5.3.6) denkleminin her ¢oziimii (bilesensel olarak) salmmmlidir.

(b) (— 0, éj arahginda P :(pi j) matrisi reel eigen degerlere sahip degildir.
(c) Bir pozitif u=[u,,u,,..,u,|" vektorii vardr oyle ki j=1,2,...m icin

m u.
U; Py + .U Py >—. (3.5.3.8)
i=L €7t
i#]
Ispat: (Gyori ve Ladas, 1991)
(@ = (b) ifadesi Teorem 3.5.2.2 ile verildi.
(€) = (a) oldupunu gorelim. pe(1/er, ) olsun. (3.5.3.8) ifadesinden p;(t) ve
p(t) ifadelerinin yerine p,; ve p sabitleri srasiyla (3.5.3.4) denklemini saglar.

p(t) yerine p sabiti yazlrsa (3.5.3.5) her ¢ozimii Teorem 3.2.2.3 ten salmmhdir

1
Ve p7>—.
e

Teorem 3.5.3.1 den (3.5.3.1) denkleminin her ¢ozimi Tanm 3.5.0.2
anlamnda salmmdr. Fakat Teorem 3.5.1.2 de ispat edildigi gbi efer otonom
sisteminin  her ¢ozimi Tamm 3.5.0.2 anlamnda salmmh ise aym zamanda

bilesensel olarak da salnmmlidir. Bu da () = (a) du.

Nihayetinde (b) = (c) oldugunu gorelim. Burada, P matrisinin ve PT nun
ayni eigen degerlere sahip oldugu gerg¢egi kullamlacaktwr. Boylece A nmn P nin bir

T

eigen degeri olmasi i¢in gerek ve yeter sart —A, —P' eigen degerinin olmasidrr.

(3.5.3.7) ifadesinden —P" pozitiftir ve bdylece A, —P' nin 6z degeri ise buna
karsihk gelen bilesenleri poztif olan eigen vektorii U :(ul,uz,...,um)T dir. Boylece,

—P" u= 4, U yazlir veya buna denk olarak

j=12...m igih p;u;+> p;U=—4U, (3.5.3.9)
i=1

i#]
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elde edilir. Fakat —A1,, P nin 6z degeri ve (b) kabulinden — A, >i. Dolayisiyla,
€T

(3.5.3.9) denklemi (3.5.3.8) denklemini verir.

3.5.4 Gecikmeli lojistik denklemler sisteminde salimm

N/(t) = Ni(t)[ai 5y Nj(t—z')] i—12...m (35.4.1)
i=1
denklemini ele alahm. Burada, i, j =1, 2,...,m i¢in

r<(0, oo) ve a,b. eR (3.5.4.2)

it ™Mij

Bu sistemin tiim pozitif ¢Oziimlerinin salmmm i¢in yeterli sartlar verilecektir.
Bu denklem sisteminin kararllk konumu N*:[Nl*, NZ*,...,Nm*]T ile verilir. Yani,

sistemin ¢oziimii hakkmnda

i=12..mign Y b,N =a
i=1

(3.5.4.3)
yaziir. Bunun yannda (3.5.4.1) in salmm yapmayan ¢oziimleri i¢in yeterl sartlar
verilecektir. (3.5.4.1) sistemiyle birlikte i=1,2,...m ve —7<t<0 i¢in

N,(t)= 4 (t) burada ¢ eC|[-7,0R*]ve 4(0)>0 (3.5.4.4)

verilsin. (Gyori ve Ladas, 1991, Teorem 1.1.5) ispatindaki argiimana benzer bir
argiman  kullandrsa tim t>0 ¢n (3.54.1) wve (3.54.4) problemi

N(t)=[Ny(t), N,(t)..... N, (t)]" tek ¢dzimime sahiptir. Oyle ki t>0 ve i=12,..,m
icih N;(t)>0. Bu kism boyunca (3.5.4.3) ifadesinin bilesenleri poxzitif olan N
¢ozimii oldugunu kabul edelim. t>0 ve i=12..m igin N;(t)=N,"e*" olsun.
x,(t) fonksiyonlar1 i=12,..,m icin

X0+ p, ) -1]=0 (35.4.5)
=l

denklemini saglar. Burada, i, j=1,2,...,m i¢in P;; =bij Nj*. Eger bazr i=12,..,m

icin Ni(t)— Ni* keyfi sayda biiylikk koklere (sifirlara) sahipse (3.5.4.1)
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denklemininN(t) ¢ozimii N* civarmda salmmbdr. Eger diger taraftan N, (t)— N,
her biri nihayetinde stfirdan farkh ise N(t) ¢oziimiine N* civarmda salnmh
degildir denir. (3.5.4.1) ve (3.5.4.4), N~ civarmda salmmh olmasi i¢in gerek ve

yeter sart (3.5.4.5) ¢Ooziimiiniin [O, o,..., O]T civarinda salmim yapmasidir.
Teorem 3.5.4.1. (Gyori ve Ladas, 1991)

(3.5.4.2) saglanacak sekilde (3.5.4.1) denklem sistemini ele alalm. (3.5.4.3)

bilesenleri pozitif olan N™ = [Nl*, N, ..., Nm*]T ¢Oziimiine sahip olsun.

p=min | N; | by ‘le\bu\ (3.5.4.6)
:;j
Ve
pre>1 (3.5.4.7)

olmak iizere (3.5.4.4) ie bilkte (3.5.4.1)-(3.5.4.4) ¢ozimi N~ civarmda
salmmmlidur.
Ispat: (Gyori ve Ladas, 1991)

Celiski olusturmak igin (3.5.4.1) ile birlikte (3.5.4.4) denkleminin N(t)
¢Ozimil N™  civarmda sabmmh olmasm. Bu halde, (3.5.4.5) ifadesindeki
X(t) = [%,(t), %, (t).-.., x,@)]"  ¢Ozimii [0,0,...,0]" civarmda sahnmb degidir. ik

olarak;

fddia: i=12,.., m igin

limx,(t)=0 (3.5.4.8)

t—o>w©

yazilir. Bunu sonlandrmak i¢in yeterince biyik t ler ve i=1,2,..., m icin

& =sgnx (1), 2,t) =6, %(0). ()= Y 20

i=1

olsun. Bu halde,
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: . n 5y el g
i=12,..m i¢cin z( t)>0 wve Z Zp” 6—:0. (3.5.4.9)
j

Dolayssiyla, i=1,2,..., m icin

8 2i(t—e 52 7)_
2(t)+ p, e——Z\p,J\ e o (3.5.4.10)
J¢I

J

yazilr. i=12,.., m icin (3.5.4.10) yeniden toplanr ve (3.5.4.6) kullanilirsa

V(t)+ u <0 (3.5.4.11)
i=1 5|
elde edilir.
él Zl(t_T) _1
u>0vei=12..miin ——=>0

ifadesinden V/(t)<0 ve boylece

L = limv(t) (3.5.4.12)

t—o0
mevceut ve negatif degildir. (3.5.4.12) ifadesinden her i=1,2,..m icin Zi(t) nin
smrh oldugu goriilir. Dolaysiyla, (3.5.4.9) ifadesinden her i=1,2,...m icin z(t)
ve z/(t) smrhdr. Sonug olarak, V/(t), [T,) (T €(0,0)) aral@ iizerinde diizgiin
streklidir. Yani, bir M >0 sabit says1 vardr oyle ki
tim t,t,>T icin |V'(t,)-V(t)|<M[t,—t].
Diger taraftan (3.5.4.11), (3.5.4.12) ifadelerinden kolayhkla V’(t) nin [T,oo) araligt
tizerinde integrallenebilir oldugu goriiliir. Herhangi bir

t+0 t+0
t>T ve 5>0 igin v'(t)=% jv'(s)ds_% [v(s)=v/(t)] ds
t t
yazilir ve agikca
t+o t+o M
tIﬁ|r+rlosup| V()| <—tllrpwsup _[| |ds+—tllrpwsup .[(s—t)ds:?é

yazir. §>0 ve keyfi oldugundan bu durumda limV/(t)=0 bulunur. (3.5.4.11)

t— 40

ifadesinden her i =1,2,..., m i¢in tlimzi(t):O.Bu iddiay1 ispatlar.
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m ]( T)
Ikinci olarak (3.5.4.5) denklemi x'(t +Z:{pIJ e(t—):l Xj(t—r)z 0 tipinde
j=1 v

yazilir. Yani, i=1,2,..,m i¢cin
1)+ 2R x(t-1)= (3.5.4.13)
j=1
yazilir. Burada,

xj(t=r)
i, j=12..,micn P,(t)=p;, PR ve limP,(t)=p,, (3.5.4.14)
i

t>w

yazilir. (3.5.4.13) ifadesinden i=1, 2,..., m olmak {iizere

2'(t)+ P, (t) Z\ (t)]z,(t-7)<0 (3.5.4.15)

j¢l
yazilir. Burada, i=1,2,..,m icin & =sgn x(t) ve z(t)=3, x(t).
(u—g)re>1 (3.5.4.16)

saglanacak sekide &>0 secilsin. (3.5.4.7) ifadesinden bu mimkiindiir. (3.5.4.15)
dikey olarak toplanirsa

V(L) + Z‘ s ‘ (t-7)<0

J—l
I¢J

elde edilir. (3.5.4.14), (3.5.4.6) ve (3.5.4.7) ifadeleri

V(t)+(u—e)vt-7)<0 (3.5.4.17)
yi gerektirir. Sonu¢ 3.2.4.1 ve Teorem 3.2.2.3 ifadesinde (3.5.4.16) esitsizliginden
(3.5.4.17) nihayetinde poztif ¢dziime sahip olmasm. Bu bir celiskidir. Ispat
tamamlanmistir.

Teorem 3.5.4.2. (Gyéri ve Ladas, 1991)
(3.5.4.1) sistemi ve i, j=12..,n icin >0 ve b;>0 olsun. (3.5.4.3) tiim

bilesenleri pozitif olan N” =|N;,NJ,.., N’ | cozimiine sahip olsun.
pre<l (3.5.4.18)

saglasm. Burada, p, b Nj* nin spectral yarigapidr. Bu halde, (3.5.4.1) ifadesi N”

civarmda salmm yapmayan bir ¢éziime sahiptir.

101



3. MATERYAL ve YONTEM Neriman AVCI

t>t, icin X'(t)+P(t) f(x(t—7))=0 (3.5.4.19)

y(t)+Qyt-7)=0 (3.5.4.20)
sistemini ve

Z'(t)+P(t) f(z(t—7))<0 (3.5.4.21)

esitsizligini ele alalm. Burada, 7>0, P(t) bilesenleri pozitif ve siirekli mxm

tipinde bir matris, Q ise bilesenleri poztif ve sabit mxm tipinde bir matris ve

f =[f, f,,..., f,]" azalmayan bir dizi 6yle ki

230y Iy

.:1, 2,..., iCi i fi ) 1 M O’
[ micinu; f;(Uy, Uz, Uy ) > ]} (3.5.4.22)

u, =0 herhangiu =[u,,u,,...u,]" ve f eC[R™,R"

Lemma 3.5.4.1. (Gyori ve Ladas, 1991)
(3.5.4.22) gecerli >0, P(t)>0 ve sirekli (3.5.4.21) esitsizligi nihayetinde

poztif ¢éziime sahip olsun. Bu halde, buna karsiik gelen (3.5.4.19) nihayetinde bir
poztif ¢oziime sahiptir.

Ispat: (Gyori ve Ladas, 1991)
Z(t) nihayetinde (3.5.4.21) esitsizlignin pozitif bir ¢cozimii ve T >t, Oyle ki

t2T—7 icin z(t)>0. Bu halde, t>T i¢in 2'(t)<0 ve limz(t)=L var, sonlu ve

negatif olmayan bir vektordir. Sonug olarak, (3.5.4.21) T den oo a integre edilirse
t>T igin L+jP(s) f(z(s—7))ds < z(t) (3.5.4.23)
t

elde edilir. W, t>T icin L<w(t)<z(t) saglanacak sekilde [T,o0) aralig iizerinde
artmayan ve negatif olmayan W fonksiyonlarinin bir kiimesi olsun. Her weW i¢in

i) = {w(t), t>T

wWT)+z(t)-2z(T), T-r<t<T

olsun. W tizerinde S doniisimii tanmlayalim. t>T i¢in

o0

(5W)(t) = L+ [ P(5) T (s - ) ds.

t
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(3.5.4.23) ifadesinden S:W —W ve Knaster — Tarski Fixed Nokta Teoreminin tiim
sartlar1 saglanmustr. Dolaysiyla, XxeW vardr Oyle ki Sx=Xx. Ayrica (3.5.4.19)
denklemini saglar ve nihayetinde X(t)> 0 oldugunu gosterirsek ispat biter.

T-r<t<T iin x(t)=x(T)+z(t)-z(T)>0 yazlr. Celiski olusturmak icin
t>T icin oyle ki x(t)=0 e T-r<t<t in x(t)>0 yazir. Bu halde,
(35.4.19) ve (3.5.4.22) den x'(t")=—P(t")f(x(t"—7))<0. Bu bir xe$ gergegine

geliskidir. Sonug olarak, t>T icin x(t)> 0. Ispat tamamlanr.

Lemma 3.5.4.2. (Gyori ve Ladas, 1991)
qre<l olmak iizere @,7e(0,0) olsun. Bu halde, x+qe** =0 negatif bir
koke sahiptir.

Ispat: (Gyori ve Ladas, 1991)
F(u)=p+qe* olsun ve

F(O)F(—l}:q(—l+qe):q are-1_,
T T

r

ifadesinden F negatif koke sahip oldugu goriiliir.

Lemma 3.5.4.3. (Gyori ve Ladas, 1991)
A, mxm tipinde bir matris ve 7, 4,, 4, € R ve £eR" dyle ki
AE=1E Ve py+ e =0 olsun Bu halde, z(t)=e*"'¢&, z(t)+Az(t—7)=0

denkleminin bir ¢éziimiidiir.
Ispat: (Gyori ve Ladas, 1991)

Z’(t)-i- AZ(t—’Z'): Mo e'”Ot §+ Ae/"O([_T) § — e#o(t—f) (A+1u0 gho? I)§
:eﬂo(tff) (A_ﬂ'o |)§ -0 '
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Lemma 3.5.4.4. (Gyori ve Ladas, 1991)

(3.5.4.19) sistemini ele alahm ve P(t), mxm tipinde siirekli bir matris dyle ki

limP(t)=Q
burada, Q bilesenleri pozitif sabit olan bir matris ve dyle ki

p(Q)re<1 (3.5.4.24)
saglar. Burada, 7>0 ve p(Q), Q nun spectral yargapidr. Ayrica, f, (3.5.4.22) yi
saglasin ve bir 6 >0 vardr Oyle ki ya

0<u<d igin f(u)<u (3.5.4.25)
ya da

~6<u<0igin f(u)>u (3.5.4.26)
saglansin. Bu halde, (3.5.4.19) sistemi salmim yapmayan bir ¢oziime sahiptir.

Ispat: (Gyori ve Ladas, 1991)

(3.5.4.25) gecerli olsun ve (3.5.4.19) nihayetinde poztif bir ¢oziime sahip
oldugu gosterilecektir. Burada (3.5.4.26) olsun. V(t):—x(t) alarak benzer bir
argiimanla (3.5.4.19) nihayetinde negatif ¢oziime sahiptir.

Bunu yapabilmek igin £>0 ve T >t, oyle ki p(Q(e))ze<l ve t>T iin
0<P({t)<Q(¢) obun. Burada Q(¢), mxm tipinde ij bilesenleri g +& Ve
p(Q(g)) ise Q(s) nun spectral yaricapm gosterir. p(Q(e)) eigen degerine kargilk
gelen Q(g) mun poztif bir 6z vektori Q(g) olsun. Q(g) pozitif bir matris ve
pQ() en biyik 6z vektor oldugundan spectral yarigaptr.  u(g),
u+p(Q(e))e” =0 denkleminin negatif bir kokii oldugu Lemma 3.5.4.2 den
garanti edilir. z(t)=e“"”)' £, Lemma 3.5.4.3 ten Z'(t)+Q(¢)z(t—7)=0 denkleminin

pozitif bir ¢oziimiidiir. Bu halde,

0=2'(t)+Q(e)z(t—7)> z'(t)+ P(t) z(t — ) > 2'(t)+ P(t) f (z(t — 7).
Dolaysstyla Lemma 3.5.4.1 den (3.5.4.19) sistemi nihayetinde pozitif bir ¢dziime
sahiptir.
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Teorem 3.5.4.2 nin Ispati: (Gyori ve Ladas, 1991)
i=1,2...m ve t>0 in N,(t)=N"e" transformasyonu (3.5.4.1)
denklemmni (3.5.4.5) denklemine indirger.  Diger taraftan, N(t), N" civarmda

salmmh olmamasi i¢cin gerek ve yeter sart X(t) nin [O, O,...,O]T civarmda salnmh
olmamasidr. Boylece, (3.5.4.5) sisteminin salmm yapmayan bir c¢Oziime sahip
olmadigin1 gostermek yeterlidir.

Her u = [uy, Uy,..,u, |Tigin f(u)=[e* ~1,e* —1...e% -1 olsun.
f azalmayan bir dizidir ve u, #0 icin (e”i —1)ui >0 ve u<0 igin e'-1>u
ifadelerinden f, (3.5.4.22) ve (3.5.4.26) sartlarmu saglar. Lemma 3.5.4.4, (3.5.4.5)

denklemme uygulanwrsa (3.5.4.5) denklemi salmm yapmayan bir ¢oziime sahip olur.
Ispat biter.

3.6 Gecikmeli Diferansiyel Denklemlerin I¢inde Tek Tiir Dinamigi

Gecikmeler (zaman gecikmeleri) biyolojik modellerde yeniden dogma zamani,
olgunlasma periyotlar,, beslenme zamani, reaksiyon zamanlari vb. gibi parametreleri
temsil ettigi birgok arastrmaci tarafindan ¢ahsimustr. Bu konuda, daha genel olarak
gecikmeli biyolojik sistemlerin tartismas1 i¢in  (Cushing, 1977; Gopalsamy, 1992;
Kuang, 1993; MacDonald, 1978). Genel olarak gecikmeli diferansiyel denklemler
bayag diferansiyel denklemlerden komplike dinamikleri sergler. Cilinkii zaman
gecikmesi kararh denge noktalarmmn karasiz olmasma ve niifusun dalgalanmasma
(diizensiz hareket etmesine) sebebiyet verir. Bu bolimde tek tirlii canhlarm
cahymasmnda olusan ¢esith gecikmeli diferansiyel denklemler ele almacaktr. X(t), t

zamandaki popilasyon biiyiklig, b ve d srasiyla dogum ve Olim oranlar, At >0
olmak iizere [t,t+ At] arabig: iizerinde popilasyon modeli
x(t+ At)—x(t)=b x(t) At —d x(t) At
veya esitligin her iki tarafi At ye boliiniirse

%:bx—dx:rx. (3.6.0.1)

Burada, r=b—d popilasyonun esas gelisim oramdr. X(0)= X, ise
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x(t)=x,e". (3.6.0.2)
Bu popilasyonun (3.6.0.2) exponansiyel oldugu bilgilerimizin dahilindedir (Maltus,
1798). Eger kaynaklar smirh ise (Verhulst, 1836)

dx_ X(l_i} (3.6.0.3)

denklemini ele aldi. Burada, r>OQesas gelisim oram ve K >0 popilasyon tagima
kapasitesidir. (3.6.0.3) denkleminde x kiigiik ise popilasyon (3.6.0.1) Malthus
(1798) modelindeki biiylir. Smirh kaynaklarm olmasi halinde birbirleriyle miicadele

eden canblarm fazla olmasi halinde (X biiyik) x(0)=x,ise (3.6.0.3) denkleminin

GOz

X, K
X(t) = oo K)o (3.6.0.4)

lle verilir. Eger X, <K ise niifus biylr ve t—>o0 icin K ya yaklaslasr. Eger
X, > K ise niifus azalarak t — ooigin tekrar K ya yaklasr. Eger x, =K ise sonlu

zamanda x =K. Gergekten x=K (3.6.0.3) denkleminin denge noktasidir. (3.6.0.3)
lojistik denklemi x =K pozitif denge noktasi global olarak stabildir. Yani, X(O): Xo

olmak iizere (3.6.0.3) denkleminin goziimii lim x(t)=K.

3.6.1 Hutchinson denklemi

Kulugkaya  yatmilan biiyiik sayida  yumurtalar  muhtemelen  hayvanlar
yumurtadan  ¢iktiginda  tiiketilmemis  yiyeceklerin  yogunlugu tarafindan belirlenemez.
Fakat bazi zamanlarda onlar genis bir torbann i¢ine gegmeden Once yumurtalar
sekillendiginden yiyecek miktarmm olmasi halinde mevcut yiyecegin olmasiyla
belirlenir. Bu zaman belirlemesi ve kulugkadan yeni ¢ikmis hayvanlarm arasmda
kiiltirdeki  diger dafinann ¢ikan yavrular digerlerinden bagmsizdir. Gergekten
radikal bir durumda tiim K —X bos depolama sahalart yeni tiretim durmadan o6nce
doldurulabilir.  (Hutchinson, 1948) kulugkaya yatrilan yumurtalar ¢ikmadan Once
yumurtalarm  sekli ¢ikmadan oOnceki 7 birimin olustugunu kabul ederek daha
gercekei olan
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dx x(t-7)
) 1- 27 (36.1.1)

lojistik denklemini elde aldi Burada, r ve K yukarida verilen r ve K dr. 7 pozitif
bir sabittir. (Biiyliyen tiirler Ornegin, Dafina kuluckaya yatrdi@ bir yumurtann
olgunlagabilmesi i¢in bir 7 zamanma ihtiyag duyulur. (Hutchinson, 1948))

3.6.1.1. Stabilite ve dallanma

(3.6.1.1) denkleminin baslangic degeri x(9)=¢(0)>0, 6 e[-7,0]. Burada, ¢
[— T, O] aralig iizerinde siireklidir. (3.6.1.1) denkleminin X = X~ denge noktasmmn
kararlligndan kastt herhangi br £>0 icin brr 6 >0 var Oyle ki [— T, O] araligl
tizerinde ‘¢(t)—x*‘£5 ifadesi [— T, O] arah@ lizerinde ¢ baslangic degeri ile birlikte
(3.6.1.1)denkleminin tiim ¢dziimleri tim t>0 i¢in |x(t)-x"|<&. Eger ek olarak
6,>0 vardr dyle ki [-7,0] aral izerinde |p(t)—x"| <5, iadesi limx(t)=x’

olmasmi gerektiriyorsa X asimtotik olarak kararhdr.

(3.6.1.1) denklemi x=0 ve x=K denge noktalarma sahip oldugu
bilinmektedir. x=0 civarnda %=rx dolayistyla ¢oziim exponansiyel olup X=0

kararh degildir. Bunun i¢cin X =K denge noktasmi ele alahm. X =x—K olsun. Bu
halde

dXx r

—=—r X({t—-7)—-— X(t) X({t—-7).

S (R SLSGPY
Bu denklemin linerize olmus formu

S ——rx(t-7) (3.6.1.1.1)

ile verilir. Cézimler C sabit olmak iizere X (t)=ce”' bicimindedir. Burada, A eigen
degerleri

A+re* =0 (3.6.1.1.2)
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karakteristik ~ denkleminin ~ kokleridir. ~ Linerazisyon  teorisinden  (3.6.1.1.2)

denkleminin tim eigen degerlerinin reel kisnmu negatif ise X=K noktasinda
asimtotlkk olarak kararhdr. Asagdaki teoremin ispatt Onerme 3.1.2.1 ifadesine
bakilabilir.

Teorem 3.6.1.1.1: (Arino ve ark., 2002)
i) 0< rr<% ise (3.6.1.1) denkleminin x =K pozitif denge noktasi asimtotik

denge noktasma sahiptir.

(i) rr >% ise x =K kararl degildir.
(ili) Eger rr :% ise x=K Hopf bifurkasyonu (dallanmasi) olusur. Yani,

periyodik c¢ozimler X =K noktasmda bifurkasyon (dallanma) olusturur. rz >%

icin periyodik ¢oziim mevcut ve kararhdir (stabil).

3.6.1.2 Wright hipotezi

x(t)

t)=-1+—=

y(t) %

olmak {tizere (3.6.1.1) Hutchinson denklemi

%:_r y(t—7)[L+ y(t)]

formatinda yazlir. t=7t, )_/(f)z y(z f) doniistimii altmda

d y(E)=—rz vy -1) L+ y(0)]

dt
denklemi elde edilir. rz =a denir ve ¢izgiler ignore edilirse
% =—a yt-1)1+y(t)]. (3.6.1.2.1)

T
Teorem 3.6.1.1.1 geregince 0!<E ise (3.6.1.2.1) denkleminin sifir ¢Ozimii

asimtotik olarak kararh ve « >% ise kararsizdr. (Wright, 1955) te « <g ise
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(3.6.1.2.1) denklemmnin sifir ¢oziiminin global olarak kararh oldugunu ifade
etmigti. Wright o <% olmasi halinde (3.6.1.2.1) denkleminin sifir civarmda
salmmh oldugu hipotezini ortaya atmustr. Bu hipotez hala ¢ozilememistir.

(3.6.1.2.1) denkleminin tiim ¢6ziimleri oc>1 ise salmmlh ve 05<1 ise salmmmh
e e

degildir. (Kakutani ve Markus, 1958). « >% icn global olarak periyodik

¢oziimlerin varhg cahsimustr (Jones, 1962a; Jones, 1962b). Sabit olmayan ve
periyodik ¢oziimlerin varhg icin (Hadeler ve Tomiuk, 1977; Hale ve Verduyn Lunel,
1993; Kaplan ve York, 1975; Naussbaum, 1974; Walter, 1975; Kuang, 1993... vb).

(3.6.1.2.1) denkleminin o = a(t) pozitif ve siirekli olmasi hali arastwinustr ve

tim t >0 igin
a(t)<a, < g (3.6.1.2.2)

saglanacak sekilde (3.6.1.2.1) denkleminin sifir ¢Oziimiinin diizgiin olarak karark
oldugu ifade edimistir. (Sugie, 1992). Bu kosulun gelistirilmis hali t>1

t
j a(s)ds < a, < g (3.6.1.2.3)

t-1
(Chen ve arkadaslari, 1995). (3.6.1.2.2) ve (3.6.1.2.3) kararhlik sartlar1 literatiirde %

stabilite kriteri olarak bilinir. Daha fazla bilgi i¢in (Kuan, 1993; Yu, 1996).
3.6.1.3. Dominas ( Baskinhk)
dx

i
ayrik gecikmeli diferansiyel denklemini ele alalm. Burada, a, ve a, pozitif

rx(t)[i—a, x(t)-a, x(t—7)] (3.6.1.3.1)

sabitlerdir. Poztif  denge noktasi X' = ! . Gecikmenin olmasi halinde X
a+a,

noktas1 stabil degildir.
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Teorem 3.6.1.3.1: (Arino ve ark., 2002)

() Egera >a, ise x = ! denge noktasi tiim 7>0 icin asimtotk olarak
a, +4a,

kararhdir.

2 2
(i) Eger a <a, ise TO=&arcsin(ﬂJ ile ifade edilen bir 7,
2

r /aZZ_af a

kritlk degeri vardr oyle ki 7 €[0,7,] aralgnda x" = 1 asimtotik olarak kararh
a, +8,

T >1, igin kararsiz, 7 =17, oldugundan X noktasmda Hopf bifirkasyonu olusur.

Teorem 3.6.1.3.2: (Arino ve ark., 2002)

a, > a, ise (3.6.1.3.1) denklemi X = ! denge noktasi global olarak kararhdir.
& +a,

Ispat: (Arino ve ark., 2002)
X :[~7,r)—>R siirekli bir fonksiyon ve @ e[-7,0] icin x,(6)=x(t +6).

V(x(t), x (0) = x=x"=x" In%+ gf[xt(e)]2 do (3.6.1.3.2)

Lyapunov fonksiyonunu ele alahm. Burada, & >0 tanmlanmasi gererken sabittir.
(3.6.1.3.1) denklemini

O 0 a, ()5 ) ()] (6139

formatinda yazahm. Bu halde,

I SR
——|(ra,—o)-x T +ra, [O-x [t —0)-x [+ e fxtt—r)-x T

elde edilir. Eger a >a, ise & = % I a, olarak segilirse v <0.

(36.1.3.3)
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3.6.2 Diizeltilmis (Gelistirilmis) modeller
Hutchinson denkleminin degistirilmis versiyonu i¢in (Gurney, 1980).

3.6.2.1. Nicholson sinek modeli

X _p x(t —7)exp _xt-o) ~ 5 x(t) (3.6.2.1.1)
dt Xo

Nichlson’nn sinekler (Blowflies) modeli olarak bilinir (Nisbet ve Gurney, 1982;
Kulenovic ve ark., 1992; So ve Yu, 1994; Smith, 1995; Gyori ve Trofimchuk, 2002,
.. vb).

3.6.2.2. Houseflies (Ev Sinekleri) modeli

% =—d x(t)+bx(t-7)[k-bzx(t-7)] (3.6.2.2.1)

denklemi (Taylor ve Sokal, 1976) tarafindan ele alnmustr. Burada, x(t) yetiskinlerin
(veya erigkinlerin) sayismi, d >0 saysi erigkinlerin 6lim oram 7 >0 gecikmesi ise
yetiskinlerin - yumurtalamadan ¢ikis ve yumurtalama arasmdaki gelisim periyodunun
uzunlugu, mevcut yumurtalarm sayist (kulugkaya yatrilmis yumurta sayisi) boylece
par yetiskinler icin b>0 mevcut yumurta sayisi olmak tizere t—7 zamannda yeni
yumurtalarm  sayist b X(t —z'). k>0 saysi ise hayatta kalan maksimum yetigkin
(yumurta yetiskin ) oram ve eklenen her yeni yumurta vasitasiyla hayatta
kalanlardaki azalma z ise k—bzx(t—7z) yumurta — yetiskin hayatta kalma oranm
temsil eder. 7=0 ise bildik lojistik denklemi elde edilir. Nicholson modelinin

tersine periyodik olmayan salmmmlar gozlemlenemedigi sdylenmektedir.
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3.6.2.3. Recruitment (Diizeltilmis, Gelistirilmis) modeli

% _ R(x(t-7)-D x(t)) (36.3.3.1)
denklemi zaman gecikmeli genel olarak tek tirlii popilasyon denklemin modelini
modelize eder. (Blythe, 1982). R iyilestrme oran, D ise niifuisu X olan yetiskin
popilasyonun Oliim orany, 7 >0 olgunlasma periyodudur. Bu modelin lineer analizi
icin (Brauer ve Castillo — Chavez, 2001). (3.6.3.3.1) denklemi baz 6zel R
fonksiyonlar1 i¢cin kompleks dinamik davranglar sergileyebilir. Bu durum i¢in
(Beddington ve May, 1975; Rodriguez, 1998; Freedman ve Gopalsamy, 1986; Cao
ve Gard,1995; Karakostas ve ark., 1992) calismalarina bakilabilir.

3.6.3. Allee effect (Ale etkisi)

dx
dt
denklemi tek tiirlii popilasyon denklemini modelize eden Allee etkisidir (Allee, 1931;
Ladas, 1990). Burada, a>0,c>0,7>0 ve b reel saylardr. (3.6.4.1) denklemi
o = b++b*+4ac
2¢C
pozitif denge noktasi global olarak c¢ekicidir (atraktifdir) (Gopalsamy ve Ladas,
1990). Eger gecikme yeterince biiylikse bu Alle denkleminin ¢oziimleri bu pozitif

x(t)[a+bx(t—r)-cx(t—z)] (3.6.3.1)

pozitif denge noktasma sahiptir. Belli smirlamalar altmda bu

denge noktasi civarinda salmimlidir (Cao ve Gard, 1995).

Teorem 3.6.3.1: (Liz ve ark., 2003)
Eger

rx" (2cx —b)<

N | W

ise (3.6.4.1) denkleminin tiim pozitif ¢Oziimleri X civarmda atraktiftir. (3.6.4.1)
denkleminin genellestirilmis versiyonu p, q pozitif olmak {izere

Y x0la+bxt-r)-cxt(t-7)] (3.6.3.2)
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(Ladas ve Qian, 1994) tarafindan verilmistir.
3.6.4. Smurh yiyecek modeli

Bu modeller i¢in (Hallam ve Deluna, 1984; Gopalsamy ve ark. ,1988)
calismalarina bakilabilir.

dx K-x(t-1)
dy ' X(t){K +rex(t —r)} (3649

denklemi ve genellestirimis versiyonlari i¢in (Gopalsamy ve ark., 1990; Grove ve
ark., 1993; So ve Yu, 1995; Qian, 1996) calismalarina bakilabilir
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

Ulkemizde bu ydnde cabsmak isteyenler icin Tirkce kaynak bulunmadigmdan
bu tezde gecikmeli diferansiyel denklemlerde salmm teorisi ile ilgili literatiirde
bilnen kaynaklar irdelenerek Tiirk¢e’ ye ¢evrilmistir.

Dolaystyla  bu tez gecikmeli diferansiyel denklemlerde salmmla ilgili
caligmak isteyenler i¢in iyi bir katalog olusturacagi kanaatine varilmustir.
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5. SONUCLAR ve ONERILER

Cesitli gecikmeli diferansiyel denklem tiplernin salmmu i¢in gerekli ve yeterli
sartlar verildi. Ayrica, biyolojik sistemlerde modellemesi yapimis olan gecikmeli
diferansiyel denklemlerde salmmla ilgili problemler ele almmustir.

Ulkemizde bu konuyu ¢alsmak isteyenler icin temel olusturucak bu tezde
calsilmis veya gahsiimamis biyolojik modellemeler irdelenerek igerik gelistirilebilir.
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