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Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı 

 

DanıĢman: Doç. Dr. Tanfer TANRIVERDĠ 

YIL: 2015, Sayfa:119 

 

Bu tezin amacı, gecikmeye sahip denklemlerin salınımı ile ilgili gerekli analizi yapmak ve 

matematiksel biyolojideki gecikmeli diferansiyel denklem modellerini irdelemektir. 
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In this thesis, the oscillation and nonoscilation theory of delay differantial equations are studied and 

examine the equation models in mathematical biology. 
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1. GĠRĠġ 

 

 

Biyolojik sistemleri modellemede bayağı ve kısmi diferansiyel denklemlerin 

kullanımı oldukça uzun bir geçmişe sahiptir. Bu alanda en ünlülerden bazıları: 

Malthus, Verhulst, Lotka ve Volterra‟dır. 

 

Tüm bu modeller daha komplike olayların (fenomenaların) anlaşılabilirliği için 

yazılmıştır. Basit modeller doğal sistemler dinamiğinin zengin yapısını tam olarak 

açıklayamamaktadır. Sistemlerin bu kompleks yapısını irdelemek için çok daha 

değişik yaklaşımlar mevcuttur. Bayağı diferansiyel denklemlere zaman gecikmesi 

eklenerek önemli başka bir yaklaşım elde edibilir. Gecikmeler veya gecikmeleri 

temsil eden zamanlar kuluçka süresi veya ulaşım gecikmelerini temsil edebilir. Bazı 

biyolojik sistemlerin ayrıntılı işleyişleri tam olarak bu geçmiş zamanda gizlidir. 

 

Biyolojik modellerin birçok alanında gecikmeli diferansiyel denklemler yaygın 

olarak kullanılmaktadır. Örneğin, Bulaşıcı hastalık dinamiğinde: Hastalık kapma, 

bulaşma, mikrop, ilaç tedavisi, bağışıklık tepkisi ve benzerleri. Bunun yanında, 

Gecikmeli diferansiyel denklemler aynı zamanda, Kemostat modellerin çalışmasında 

kullanılır. 

 

Günlük ritimlerde (veya yirmi dört saatlik ritimlerde), salgın hastalıklar 

biliminde (Epidemiyolojide), solunum sistemi hastalıklarında, tümör hücre 

büyümesinde, nöral ağlar (veya sinir ağları), ekolojik verilerin istatiksel analizinde 

ve bir çok türün popülasyon dinamiğinde gecikme parametresi önemli yer 

tutmaktadır. 

 

Diferansiyel denklemler teorisi doğada gerçek hayat problemlerini formüle 

eden en temel enstrümanlardan biridir. Aynı zamanda, mekanik, fizik ve diğer sosyal 

bilimlerde de yaygın bir kullanıma sahiptir. Uygulamaların çoğunda ele alınan bir 

sistemin nedensellik ilkesi tarafından yönetildiği kabul edilir veya düşünülür. Yani, 

sistemin geçmişe bağlı konumuyla değil de sadece şu anki konumu tarafından idare 
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edildiği düşünülür. Aynı zamanda, sistem konumun değişim oranı ve konumu içeren 

bir denklem tarafından idare ediliyorsa sistemin modellemesi genellikle ya bayağı 

diferansiyel denklemler (BDD) ya da kısmi diferansiyel denklemler (KDD) ile ifade 

edilir. Buna rağmen, detaylı bir irdeleme yapıldığında nedensellik ilkesinin sadece 

mevcut konum için doğru bir yaklaşım olduğu ve genelde uygulamaların çoğunda 

doğru olmadığı düşünülür. Bunun yerine daha realist olan ve sistemin geçmişteki 

konumunu içeren modellemeler yapılır. Sistemin geçmişteki konumunu 

görmemezlikten gelmek sistemin modellemesini anlamsız kılabilir.  

 

Bu modellemeleri analitik ve kalitatif olarak irdeleyen ve diferansiyel 

denklemlerin alt dalları olan gecikmeli diferansiyel denklemler (GDD), nötr 

gecikmeli diferansiyel denklemler (NGDD) ve fark diferansiyel denklemleridir 

(FDD). 
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2. ÖNCEKĠ ÇALIġMALAR 

 

 

GDD, FDD ve NGDD ilk olarak, 18. yüzyılda bu alanın öncüleri arasında yer 

alan Volterra, Bernoulli, Laplace ve Condorcet tarafından ele alındı. Geçmişten 

günümüze sistematik olarak araştırmacıların konuya olan ilgisi giderek artmakta ve 

hali hazırda bu konu hızlı bir gelişim göstermektedir. Konuya ilgi gittikçe 

artmaktadır. Bu konuda, yayımlanmış birçok bilimsel kitap ve makale 

bulunmaktadır. Bu tip denklemlerin yaygın kullanım alanları kontrol teorisi, 

matematiksel biyoloji, matematiksel ekonomi, sistemler teorisi ve klasik analizdir.  

 

İlk olarak, Volterra Predator-Prey modellerinde ve viskoelastisite 

problemlerinde gecikme parametresini kullanan ilk araştırmacılardandır. İletişim 

zamanını ignore etmeyen (göz ardı etmeksizin) basit geri dönüşümlü kontrol 

sistemlerinde modern zamanların ilk araştırmacısı Minorsky  

))(),(,()( rtxtxtFtx   

denklemini çalışmıştır. Bunun yanında, Minorsky geminin stabilite ve karışım 

problemlerinde geri dönüşüm mekanizmasında gecikme parametresinin önemine 

açıkça vurgu yapmıştır. Kontrol teorisine olan ilgiyle beraber gecikme 

parametresinin FDD lere olan katkısını ifade etmek gerekir.  

 

Mishkis gecikmeli lineer diferansiyel denklemler ilgili genel teoriyi takdim 

eden ilklerdendir. Ayrıca, Bellman ve Danskin çeşitli denklemlerin uygulamalarında, 

örneğin, biyoloji ve ekonomi de geçmiş hafızanın (sistemin geçmişteki konumu) 

önemine vurgu yaptılar. Aynı zamanda, çok iyi organize edilmiş sabit katsayılı 

diferansiyel denklemler teorisi ve stabilite teorisinin başlangıçlarını takdim ettiler. 

Stabilite teorisine katkıları olan diğer araştırmacılar Cooke ve Liapunov‟dır. 

Kayıpsız transmisyon (iletim) hatlarında ( Kayıpsız iletim sistemlerinde)   ,  ve   

sabit olmak üzere  

)).(),(()()()()( rtvtvFrtvtvrtvtv    
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3. MATERYAL ve YÖNTEM 

 

 

"1"3.1 Temel Kavramlar 

 

3.1.1 BaĢlangıç değer problemi 

  sapmalı (argümanlı) .n  mertebeden skaler diferansiyel denklemine bakalım. 

                       0 ,..., ,...,  ,..., , ,...,  , 11
10  ttxttxttxttxtxtxtf

mmm


   (3.1.1.1) 

0)( ti  eğrilikleri (sapmaları) ve nmi
i


     0

max  olsun. 

     00   ,)(:)(
0

ttttttttE ii

i

t                                               (3.1.1.2) 

Burada,  ti  eğriliği (3.1.1.2) ile ifade edilen 
 i

tE
0

 başlangıç kümesi üzerinde 

tanımlıdır. 
 i

t
i

t EE
00 1 




  ve i

i
m

    1
max


  ,  ,...,2 ,1 ,0k  için  tk  fonksiyonları 0t  

üzerinde sürekli olduğu kabul edilir. Uygulamalarda, 
0t

E  genellikle 

      ,...,2 ,1 ,0 ,0  ktt
k

k                                                                  (3.1.1.3) 

olarak göz önüne alınır fakat bu genelde gerekli değildir.  

 

.n mertebeden bir diferansiyel denklemi 
 k

x0 , 1,...,1 , 0  nk  başlangıç 

koşulları ile bellidir. ,...,1 ,0k  için 
   00 tx k

k
  olsun. Eğer 1 n  ise ek 

olarak 
   1

0

1

0 ,...,
 n

xx


 verilir. Eğer 0t  noktası 
0t

E  ın izole edilmiş bir noktası ise aynı 

zamanda 
     1

0

1

0

0

0 ,..., ,
n

xxx  verilir. (3.1.1.1) denklemi irdelendiğinde (3.1.1.1) 

denklemi 0tt   için  1n  defa sürekli olarak türevlenebilen temel bir başlangıç 

değer problemidir ve 

 

                                                 
"1"

 Doç. Dr. Tanfer TANRIVERDİ danışmanlığında çalışan lisans üstü öğrencileri Neriman AVCI, 

Mikail KARACA, Abbas TUTAR „ın tezlerinde bu kısımda ifade edilen tüm sonuçların türkçesi 

ortaktır. 
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    

         










.  ise  ,...,2 ,1 ,0 ,,...,2 ,1 ,0 ,0

1,...,2 ,1 ,0  ,0 00

tit
k

tit
k

xkittit

nk
k

xt
k

x

 

              

(3.1.1.4) 

şartlarına sahiptir. Genellikle    tx k  türevi   10  kt  noktasında süreksizdir fakat 

daha alt mertebeden türevleri süreklidir. 

 

Burada,   0m  olsun. Eğer 0  ise (3.1.1.1) denklemine gecikmeli 

diferansiyel denklem, 0  ise (3.1.1.1) denklemine Nötr (Neutral) diferansiyel 

denklem, 0  ise (3.1.1.1) denklemine ileri (Advanced) diferansiyel denklem 

denir. 

 

Örnek 3.1.1.1.  (Erbe ve ark., 1995) 

0 , a  ve b  sabit olmak üzere aşağıdaki (3.1.1.5) (3.1.1.7) denklemlerini 

inceleyelim. 

    0   txatx                                                                                 (3.1.1.5) 

denklemi gecikmeli bir diferansiyel denklemdir. Çünkü, 0 ,10  m  olduğundan 

  0m  gereğince 0  dır. 

    0  txatx                                                                                  (3.1.1.6) 

denklemi ileri (Advanced) bir denklemdir ve 

      0   txbtxatx                                                                    (3.1.1.7) 

denklemi ise Nötr bir diferansiyel denklemdir. Kısaca, denklem nötr ve gecikmeli 

değilse denkleme ileri diferansiyel denklem denilir. Ayrıca, yukarıdaki 

sınıflandırmanın yeterli olmadığını söylemekte fayda vardır. Örneğin; 

      0     txbtxatx                                                               (3.1.1.8) 

denklemi yukarıdaki türlerin hiçbiri değildir. Bu tip denklemlere karışık tip 

diferansiyel denklemler denir. 

 

Osilasyon (Salınım) teorisinde ),[ 0 t  aralığı üzerinde tanımlı çözümler ele 

alınır. Bundan dolayı, başlangıç değer problemi için gerekli varlık ve teklik 

teoremleri çalışılacaktır. 
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         

       0,..., ,             

,..., ,

1 



ttxttxtf

ttxttxtgtx
dt

d

n

i



                                             (3.1.1.9) 

  mmmm RRRRtCfg  ,.... ,  , 0                                              (3.1.1.10) 

  ) ,0( , ,   , 0  tCji                                                                        (3.1.1.11) 

 

Nötr diferansiyel denklemleri çalışılacaktır. Burada, Rt 0  ve m  pozitif 

tamsayı olmak üzere,. 

i  , nj   için       


tttt j
t

i
t

 lim ,lim  ve  n,....,2 ,1  . 

 

Bir 00 tt 
 
 için 

 )(infmin
0    

1 ttt i
tt




                                                                            (3.1.1.12) 

(3.1.1.9) denkleminin başlangıç koşulu 01 ttt   için 

   .ttx                                                                                               (3.1.1.13) 

Burada,   . ,: 01

mRtt   

 

Not  3.1.1.1. (Erbe ve ark., 1995) 

),[ 0 t  aralığı üzerinde (3.1.1.9) denkleminin çözümü olan x  aşağıdaki 

şartlara haizdir. 

(1) ),[ 0  tt  için 
mRtx  ),[: 1  sürekli ve       tttttgtx   ,..., , 1  sürekli 

türevlenebilirdir. 

(2) Her   ,0tt  için x , (3.1.1.9) denklemini sağlar. 

 

),[ 0 t  aralığı üzerinde x , (3.1.1.9) denkleminin çözümü ve (3.1.1.13) 

denklemini sağlarsa ),[ 0 t  aralığı üzerinde x  fonksiyonuna (3.1.1.9) (3.1.1.13) 

başlangıç değer probleminin bir çözümüdür denir. 

 

Şimdi de (3.1.1.9) sisteminin varlığı ve teklik çözümü için gerekli teoremi 

verelim. 
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Teorem 3.1.1.1. (Erbe ve ark., 1995) 

(3.1.1.10) ve (3.1.1.11) ile beraber 00 tt   ve  mRttC  ],,(  01  verilsin. Bu 

halde, (3.1.1.9)–(3.1.1.13) başlangıç değer problemi ),[ 0 t  yarı açık aralığında tam 

olarak bir çözüme sahiptir. 

 

),[ yT  ve her yTT   için    0:   sup  Ttty  şartlarını sağlayan (3.1.1.9) 

denkleminin y  çözümleri tartışılacaktır.  

 

3.1.2 Osilasyon ve osilasyon yapmayan denklemler 

 

0tt   için            0  


  txtQtxtptx                                   (3.1.2.1) 

 

skaler diferansiyel denklemi için çözümlerinin osilasyon (salınım) tanımını 

verelim. 

 

Tanım 3.1.2.1. (Erbe ve ark., 1995) 

(3.1.2.1) denkleminin triviyal olmayan çözümleri keyfi büyük sayıda köklere 

(sıfırlara) sahipse bu x  çözümüne salınımlıdır veya osilasyon yapar denir. 

 

Teknik olarak,  nt  dizisi vardır öyle ki    0 ntf  ve   .  lim 


n
n

t  Aksi 

halde, x  çözümü salınımlı değildir denir. Denklem salınımlı değilse diğer bir deyişle 

1tt   için bir 01 tt  vardır öyle ki   .0tx  Daha basit bir ifade ile salınım yapmayan 

çözüm eninde sonunda ya pozitiftir ya da negatiftir. 

 

(3.1.2.1) denkleminin de her çözümü salınımlıdır dediğimizde her 01 tt   

başlangıç noktası için 
1t

E  başlangıç kümesi üzerinde her C  başlangıç 

fonksiyonu üzerindeki (3.1.2.1) başlangıç değer probleminin x  biricik çözümü 

salınım yapar. Dolayısıyla, (3.1.2.1) denkleminin her çözümünün salınımlı olduğunu 

ispat edebilmek için başlangıç koşullarını önemsemeyiz. 
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Eğer (3.1.2.1) denkleminin her çözümü salınımlı ise (3.1.2.1) denklemi 

salınımlıdır denir. 

 

(3.1.2.1) denkleminin salınımlı olmayan çözümünü ispat edebilmek için 

012 ttt   noktası vardır öyle ki ),[ 2 t  üzerinde x  çözümdür ve tüm 
2tt   için 

  0tx  veya   .0tx  

 

Eğer bileşenlerinden en az biri (her biri) salınımlı ise (3.1.1.9) denkleminin 

   Tm txtxtxtx )(),..,( ),( 21  çözümü salınımlıdır (Çok kuvvetli salınımlıdır). 

 

Örnek 3.1.2.1. (Erbe ve ark., 1995) 

  0
2

 










tyty                                                                                 (3.1.2.2) 

gecikmeli diferansiyel denklemi   tty sin  salınımlı çözümüne sahiptir. 

 

Örnek 3.1.2.2. (Erbe ve ark., 1995)  

     
     tytxty

tytxtx



 2
                                                                                    (3.1.2.3) 

denkleminin her çözümü salınımlıdır fakat (3.1.2.3) denklemine gecikme eklersek 

(3.1.2.3) denkleminin salınımlı olmadığı görülebilir. Gerçekten, 

   

   tytxty

tytxtx





















4ln
3

1
2

4ln
3

1
2

                                                                      (3.1.2.4) 

sistemi için    ttx  )23(exp  ,    tty  )23(exp  şaşırtıcı çözümleri elde edilir. 

Bundan dolayı, gecikmelerin osilasyon sistem üzerindeki etkileri incelenecektir. 

 

Örnek 3.1.2.3. (Erbe ve ark., 1995) 

    0 ,  ,01  0  ptttxptx                                                            (3.1.2.5) 

denkleminin salınımlı olmayan çözümlere sahip olabilmesi için gerek ve yeter şart 
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1pe                                                                                                        (3.1.2.6) 

denkleminin sağlanmasıdır. Ayrıca, 0p  sabittir. 

 

    01  txptx  denkleminin analizini yapalım. Aday çözüm tex   olsun. 

Bu halde, 0te olduğundan 

0   eepe tt ,   ,0    epe t .0   ep                            (3.1.2.7) 

    epf                                                                                        (3.1.2.8) 

denkleminin köklerini bulmak temel amacımızdır. 

 

Lemma 3.1.2.1. (Smith, 2010) 

Aşağıdaki ifadeler doğrudur.  

(1) 0p  ise f  tam olarak bir reel köke sahiptir ve bu kök pozitiftir. 

(2) 
10  ep  ise ,f 21    olacak şekilde tam olarak  iki tane reel kök vardır ve bu 

kökler negatiftir. 0p  için 1  ve .02   

(3) 
1 ep  ise f  nin tam olarak iki katlı bir kökü vardır ve bu kök 1  dir. 

(4) 
1 ep  ise reel kök yoktur (kökler komplekstir). 

 

Ġspat: (Smith, 2010) 

(1)   00  pf  ve uygun p  değeri ve 0  için   .0f  Ara değer teoremi 

gereğince f  bir pozitif reel köke sahiptir. Ayrıca, bu kök grafiksel olarak tam yeri 

bilinmemekle birlikte aşağıdaki gibidir. 
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00

~
tt 

 

ġekil 3.1.2.1. f  fonksiyonunun 0p  durumundaki grafiği 

 

(2)     epf  ,     epf  1  ve   0   epf  olduğundan  f  iki 

tane reel köke sahiptir. 

 

 

ġekil 3.1.2.2. f  fonksiyonun 
10  ep  durumundaki grafiği 

 

(3)   0 1   epf
 iken 

ep  bulunur bu değer fonksiyonda yerine yazılırsa 

1  bulunur. Yani 
1 ep  iken bir kök vardır. 
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(4) 1 ep  olması halinde reel kök yoktur.     epf   denkleminde iyx   

yazılırsa      0   iyxepiyxiyxf , 0   iyxeepiyx . İki kompleks sayı 

eşitse karşılıklı reel ve sanal kısımları eşittir. Bu halde, 

yepx x  cos   , yepy x  sin                                                             (3.1.2.9) 

p  nin pozitif olması halinde aşağıdaki önerme geçerlidir. 

 

Önerme 3.1.2.1. (Smith, 2010) 

(3.1.2.8) için aşağıdaki ifadeler doğrudur. 

(1) 
2

0


 p  ise tüm kökler için    Re  olacak şekilde 0  vardır. 

(2) 
2


p  olması halinde katlılıkları bir olacak şekilde (kökler basittir) .

2
i


   

(3) 
2


p  olması halinde, 








 


,

2
    ve0 yx  olmak üzere, kökler iyx   

biçimindedir. 

 

Ġspat: (Smith, 2010) 

0p  olduğunda (3.1.2.9) denkleminin 0 ,0  yx  olacak şekilde iyx   

biçiminde bir kök varsa yy sin0cos   oluyorsa 


 

















0 

2,
2

 
n

nSy 


. 

 

Hatta, .
sin

p

e

y

y x

  

 

 
p

e

y

y
yxF

x


sin

,  olsun. Burada, 0x  sabit tutalım bu halde Sy  olmak 

üzere .0yF  
2


y  olduğunda .

2sin




y

y

 

Sy  için  


2sin


y

y
. Ayrıca, S  

kümesi bağlantısızdır. 


2sin1


p

e

y

y

p

x

  ise 


21


p

e

p

x

 ifadesinden 
2


p . 

Eğer 
2


p  ise her   kökü için   0Re   dır. Böylece önermenin .1  şıkkı 

ispatlanmış olur. 
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Şimdi önermenin .3  şıkkını ispat edelim.  ire olması hali 0  pe  

denkleminde yerine yazılırsa          yiyepir x   sin cos sin cos   

veya buna denk olarak xper   ve  ky 2  elde edilir. 









2
,0


  olmak 

üzere birinci çeyrekte orjinden geçen ışın boyunca kökü bulmaya çalışalım. 0k  

ise   0 y  ve böylece   0x  olur. 

   

 

   

































xep

y

x

 
sin

2
0 ,

cot

                                                                       (3.1.2.10) 

denklemleri 0x  ve 


 y
2

 olmak üzere (3.1.2.8) denklemini sağlayan tek 

parametreli eğri ailesidir. Açıkça       pyx  , ,  fonksiyonları 









2
,0


  ya 

sürekli olarak bağlıdır. 

0  için         pyx  , ,  ve 

2


   iken      

2
 ,

2
 ,0





  pyx . Buradan 










2
,0


  iken  p  kesin 

olarak azalandır. 

 

Not 3.1.2.1. (Smith, 2010) 

  p  fonksiyonunun tersi vardır. 







 ,

2


p  için tersi  pk  dir ve 

kesin olarak azalandır. (3.1.2.10) denklemlerinde  pk  yazılırsa 

  







 


,

2
 ,0)( pypx  için      pyipxp     köküne sahiptir ve bu durum 

2


p  ifadesine karşılık gelmektedir ve  




2


p   için   .

2

 i
p


   
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Not 3.1.2.2. (Smith, 2010) 

,...2 ,1 ,0n  ve 


np 2
2
  için (3.1.2.9) sisteminde kökün ) 2

2
( ni 

  

olduğunu görmek kolaydır. 

 

3.1.3 Çözümlerin osilasyonu 

 

  )( rtUptU                                                                                   (3.1.3.1) 

 

denklemini ele alalım. 

 

Teorem 3.1.3.1. (Smith, 2010; Györi ve Ladas, 1991; Gopalsamy, 1992) 

Tüm reel   ve 0r  için rp   olsun. Bu halde, aşağıdaki ifadeler denktir. 

(a) (3.1.3.1) nin her çözümü salınımdır. Yani, (3.1.3.1) nin her çözümü 

osilasyonludur. 

(b) 
e

rp
1

   dir. 

 

Not 3.1.3.1. (Smith, 2010) 

Lemma 3.1.2.1 den (a) nın (b) yi gerektirdiği açıktır. 

(i) Diğer durumda açıktır. 

(ii) 
1 ep  olması halinde p  nin büyük değerleri için çözümler salınımlıdır. p  nin 

bu değeri için katlılığı iki olan 1  değerine tekabül eder. 

(iii) 1 ep  den 
2


p  ye değişirken en büyük reel kökün varlığını gerektirir. 

(iv) Bu son durum katlılığı iki olan 1  kökünden yix    kompleks kökle 

dallanır. Bu durum ise osilasyonu gerektirir. 

(v) 
e

p
1

  olması halini aşağıdaki lemma ile biraz daha açalım. 
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Lemma 3.1.3.1. (Smith, 2010) 

Tüm 







 

2
,1 

ep  için     epf   denkleminin, 01  x , 
2

0


 y  

olmak üzere yix    biçiminde iki tane kök vardır. Ayrıca,  xpp  ,  xhy   

olmak üzere bu kökler   xpyix ,   parametrize edilebilir. Burada, 

(i) 
 1x  için 1  ve 1 ep  ve 

(ii) 
 0x  için ve i

2


   ve 

2


p  olmak üzere  xp  ve  xh  fonksiyonları 

düzgün, pozitif ve monotonik olarak artan fonksiyanlardır.. 

 

Ġspat: (Smith, 2010) 

z 1  ve 
 1ep  alınırsa 0  pe   denklemi  zez 1  olur. Eğer 

iyxz   ise reel ve imajiner kısımlar sırasıyla 

yey

yex

x

x

sin

cos1












                                                                                     (3.1.3.2) 

Böylece    1 ,1 ,  ep  noktasını    0,0 , z  noktasına öteledik. (3.1.2.10) 

denklemine denk aşağıdaki denklemler yazılır. 

  22
1

1

1tan

yxe

xy

y

x 






                                                                             (3.1.3.3) 

22


 y  için  

y

y
yg

tan
  fonksiyonu çifttir. Global minimumunun 

  ,10 yg ,
2


y

 
 yg  kesin olarak monotonik artandır. Buradan, tüm 

 0,1x  için 
1

1tan




xy

y
 denklemi  xhy   çözümlerine sahiptir. Burada, h  

pozitif, artan ve  
2

1


h  ve   00 h .  xhy   olmak üzere,  x   

  22
1 yxe x 

 denklemlerinden elde edilir.   









2
ln11


  ve 

  00   olduğu gözlemlenir.  x  in kesin olarak artan olduğunu gösterirsek ispat 
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biter. Alternatif olarak  x ,    
 xh

xe
e

x
x sinh
  denklemini sağlar. 









2
 ,0


 için 

y

ysin
 kesin olarak azalan ve  xh  kesin olarak azalan olduğundan bileşkeleri kesin 

olarak artandır ve böylece  xe  kesin olarak artandır. 

 

Sonuç 3.1.3.1. (Smith, 2010) 

Lemma 3.1.3.1 ve Önerme 3.1.2.1 ifadelerinden 1  erp   ise 

 
 

r

tiyx

etx

 

                                                                                             (3.1.3.4) 

olacak şekilde salınımlı (osilasyonlu) bir çözüm vardır. 

 

Not 3.1.3.2. (Smith, 2010) 

(1)    rtxtx     , 0  reel  r  

(2) t   , 0  olmak üzere    txU   

   


rUrtx
dt

dx

d

dU
  111    

Eğer  rp
r

    ve
1

 ise  1  


Up
d

dU
 elde edilir. 

 

3.1.4 Adımlar metodu 

 

En temel fonksiyonel diferansiyel denklem 0t  için 

          txtatxatx   t 21
                                                                (3.1.4.1) 

denklemi lineer birinci mertebeden gecikmeli diferansiyel denklemdir. 

 

(3.1.3.3) denklemine 0t  zamanından önce eşlik eden bir başlangıç 

fonksiyonu (veya 0t  anından önce bir geçmişi) vardır. Bu geçmişteki davranışa 

bazen “tarih fonksiyonu” denir. 

 

(3.1.3.3) denkleminde   ,0  ,0  üzerinde 
1

21 C    ve aa ,  0,  üzerinde 

  1 Ct   ise 
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            0,  ,  21  ttytatxtatx                                                  (3.1.4.2) 

     0,  ,   ttty                                                                               (3.1.4.3) 

denklem sistemini sağlayan tek çözüm vardır. 

 

Ġddia: 

(3.1.4.2)   (3.1.4.3) Sistemi tek çözüme sahiptir. 

Ġspat: 

   tvtu    ve  fonksiyonları (3.1.4.2)   (3.1.4.3) sistemini sağlayan iki çözüm 

olsun. ,vuw   (3.1.4.2) denklemini sağlar. Yani,  ,0  üzerinde 

     .  21  twatwatw  Fakat,  0,  için    ttu   ve    ttv   

olduklarından (3.1.4.3) denklemi  0,  için .0w  Diğer bir deyişle, 0 t  

için   .0tw  Böylece,     .0için    ,0  tw  Buradan, (3.1.4.2)   (3.1.4.3) sistemi 

        00 , 1  wtwtatw  şeklinde yazılır. Bu sistemi sağlayan çözümün sıfır 

olduğunu görmek kolaydır. 

 

Adımlar Metodu: 

Bu metotla verilen aralık üzerinde geçmiş hafıza (tarih fonksiyonu) yardımıyla 

gecikmeli diferansiyel denklem bayağı diferansiyel denkleme dönüştürülür. Elde 

edilen denklem çözülür. Bu muhakeme yeni oluşturulan aralık üzerinde tekrar edilir. 

(3.1.4.2)   (3.1.4.3) sistemine aralık metodunun nasıl uygulandığını görelim. 

 

1. Adım:  0,  kapalı aralığı üzerinde    ttx   olarak biliniyor. Bu aralık 

üzerindeki çözüme  tx0  diyelim. (  tx0  fonksiyonu tarih fonksiyonu, geçmişteki 

hafıza veya başlangıç fonksiyonu olarak da bilinir.) 

 

Not 3.1.4.1.  

 0,t  olduğunda  0, t  olur. Böylece,  ,0  kapalı aralığı üzerinde 

     txtx 0  olur. 
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2. Adım:  ,0  kapalı aralığı içinde  (3.1.4.2)   (3.1.4.3) sistemi 

         

   00

 , x 021









x

ttatxtatx
                                                            (3.1.4.4) 

olur. Dikkat edilirse (3.1.4.4) denklemi bayağı diferansiyel denklemdir. Artık bir 

gecikmeli diferansiyel denklem değildir. Çünkü  tx0  bilinen bir fonksiyondur. 

Basitçe    .0   ttx  Böylece,  ,0  üzerinde (3.1.4.4) bayağı diferansiyel 

denklemi    00 x  alınarak çözülür. Bu yeni çözüm  tx1
 olsun. 

 

Not 3.1.4.2.  

(3.1.4.4) bayağı diferansiyel denklemi 

  )0()0( ,0 ),( )()( )()( 21   xtttatxtatx  

homojen olmayan diferansiyel denklem gibi düşünülerek çözülür. 

 

3. Adım:   2,  aralığı üzerinde yeni bayağı diferansiyel denklem 

              11211   ,  yytytatxtatx    

şeklinde bulunur. Bu denklem  1y  başlangıç koşulu kullanılarak çözülür.  

 

Bu adımlar veya muhakeme takip edilerek yeni aralıklar için devam ettirilir. 

           0,..., , , 1  ttxttxtxtftx n                                          (3.1.4.5) 

gecikmeli diferansiyel denklem sistemini ele alalım. Burada, mRt     ve
~

0   pozitif 

tam sayı olmak üzere    ,...,2 ,1 ni  için  

   RtCi  ,,
~

 0  ve      ,...,
~

 0

mmmm RRRRtCf 
               

(3.1.4.6) 

Ayrıca, 

   


ttni i
t

limiçin     ,...,2 ,1                                                           (3.1.4.7) 

verilir. Her 00

~
tt   başlangıç koşulu için  011 ttt    

   ttt i
ttni





0

inf min
1

1                                                                            (3.1.4.8) 

Ayrıca, son olarak başlangıç fonksiyonu (geçmişteki hafıza fonksiyonu) 

   ttxttt  için   01                                                                         (3.1.4.9) 

ile verilir. Burada,   mRtt  01,:  geçmişteki hafıza fonksiyonudur. 
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  mT

m Rxxxx  ,..., , 21
 ,  x , x  in normu olsun. A, mm  tipinde reel matris 

ve buna eşlik eden matrisin normu .  max
1

AxA
x 

  

 

Lemma 3.1.4.1. (Gronwall EĢitsizliği) 

  RTt  ,0  olsun.   ,0c  ve   RCvu  , ,  pozitif ve sürekli iki 

fonksiyon olsun. Bu halde,  

         













 

t

t

t

t

dssvctutdssvsuctu

00

 exp için      ,   

 

Teorem 3.1.4.1. (Global Lipschitz ġartı)   

   RtCp ,,
~

 0
 olsun. Her m

ii Ryxtt   ,bütün   ve
~
0

, ni ,...,2,1,0  için 

      



n

i

iinn yxtpyyytfxxxtf
0

1010  ,..., , ,,..., , ,                      (3.1.4.10) 

koşulu sağlanıyorsa f  ye Global olarak Lipschitz denir. 

 

Teorem 3.1.4.2. (Györi ve Ladas, 1991) 

 (3.1.4.5) ve (3.1.4.9)  problemleri bir tek çözüme sahiptir. 

 

Ġspat: (Györi ve Ladas, 1991)  

  mRty  ,: 1  sürekli fonksiyonları üzerinde T  operatörü tanımlayalım. 

  

 

          
















t

n ttdsssyssysysft

ttt

tTy

0t

010

01

     , ,..., , ,

     t                                                                      ,

 




 

Açıkça,     ,t  ,  1-tTy  üzerinde süreklidir.  tx0  dizi olmak üzere 

 
 

 










00

01

0
          ,

          ,

ttt

tttt
tx




 

ve  ...,2 ,1 ,0  için  Txx 1  olsun. Ardışık yaklaşıklar veya Picard metodu 

yardımıyla (3.1.4.10) kullanılarak 
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 ,...2 ,1 ,0    ve1   tt  için       
 

.
! 

   0

1






tt
Mtxtx




 Burada, 

 .max
0

spM
tst 

  Buradan           .lim
0

01 txtxtxtxtx 













  

 

Şimdi çözümün tek olduğunu gösterelim. (3.1.4.5) ve (3.1.4.9) denklemlerinin 

 ,0t  aralığı üzerinde yx  ,  gibi iki çözümü olsun. Bu halde,  01 ttt   için 

   tytx  .        max
0

sysxtu
tst




 olsun.  Açıkça,  0tt   için 

            1

0



t

t

dssuspntu  ve Gronwall  eşitsizliğinden ( 0c  için)   .0tu  

Buradan, 0tt   için    tytx   ve ispat biter. 

 

Sonuç 3.1.4.1. (Györi ve Ladas, 1991) 

           0   
1

0  


n

i

ii ttxtPtxtPtx                                                 (3.1.4.11) 

 

Otonom olamayan gecikmeli lineer sistem için bazı Rt 0

~
 ve bazı pozitif m  

tamsayı ni ,...,2 ,1 ,0  için        RtCRtCP i

mm

i , ,
~

  , , ,
~

 00   ve ni ,...,2 ,1  

için    


tt i
t

lim , 00

~
tt   ve   mRttC , , 01  verilsin. Bu halde, başlangıç 

değer problemi (3.1.4.11) ve (3.1.4.9),  ,0t  aralığı üzerinde tam bir çözüme 

sahiptir. 

 

Sonuç 3.1.4.2. (Györi ve Ladas, 1991) 

      0  
1

0  


n

i

ii txPtxPtx                                                            (3.1.4.12) 

 

Otonom gecikmeli lineer sistemdir. ni ,...,1 ,0  için iP  ler reel değerli mm  

tipinde matrisler ve i  gecikmeleri negatif olmayan sayılar olsun. Bu halde, 
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 nttRt  ,..., ,max  , 21010    olmak üzere   mRttC , , 01  tanımlı sürekli 

fonksiyon için (3.1.4.12) ve (3.1.4.9) ,  ,ot  aralığında tam bir çözüme sahiptir. 

 

3.1.5 Çözümlerin eksponansiyel sınırlılığı 

(Çözümlerin eksponansiyel fonksiyon tarafından kontrol edilebilirliği) 

 

        0    
1

0

1









 



n

j

jj

l

i

ii txQtxQtxPtx
dt

d
                         (3.1.5.1) 

 

lineer otonom sisteminin eksponansiyel olarak sınırlı olduğunu göstermek 

istiyoruz. Yani,    ,0  , tx  aralığı üzerinde (3.1.5.1) denkleminin bir çözümü ise 

 

0t     için      teMtx                                                                         (3.1.5.2) 

olacak şekilde M  ve   pozitif reel sayıları vardır. Kısaca,  tx  , (3.1.5.2) 

denkleminin çözümü ise  tx  nin laplace transformasyonu    Re s  olmak şartıyla 

   



0

  dttxesX st
. 

 

Teorem 3.1.5.1. (Györi ve Ladas, 1991) 

ji QP     ve  katsayıları (3.1.5.1) denkleminin reel katsayılı mm  tipinde 

matrisler, ji      ve  gecikmeleri pozitif olsun.    ,0   , tx  aralığı üzerinde (3.1.5.1) 

denkleminin çözümü ise M  ve   pozitif  sayıları vardır öyle ki (3.1.5.2) denklemi 

sağlanır. 

 

Ġspat: (Györi ve Ladas, 1991) 

   lnlr  ,...,,min      ve,...,,,,...,,max 212121   olsun. 

(3.1.5.1)  denkleminin  dan   0 t ye  integrali alınırsa 0t  için 

        dssxQsxQtxPxtx

t n

j

jj

l

i

ii     
0 1

0

1

0   











  
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elde edilir. Burada,    



l

i

ii xPxx
1

0  0     ile verilir. 

     0 ,    maxiçin    0 uxcsxturt
tsr




, 

 
 


l

i

n

j

ji QBPA
1 0

1     ve          

olsun. Bu halde,  tu  azalamayan sürekli bir fonksiyon ve 

       

    0        ,          

            

0

0

1 0 1

00















  
 

tdssuBtAux

dssxQsxQtxPxtx

t

l

i

t n

j

jjii





 

sağlar. Buradan 

     

t

dssuBtAuctu
0

  , 0 t                                                     (3.1.5.3) 

elde edilir. (3.1.5.3) nötr diferansiyel eşitsizliğinde 0A  alınırsa nötr olmayan 

diferansiyel denklemi elde edilerek bilinen Gronwall eşitsizliği 

   

t

dssuBctu
0

  

elde edilir. Buradan   Btectu    elde edilir. Bu ise çözümün gerçekten eksponansiyel 

sınırlılığını kanıtlar. 0A  halinde ise (3.1.5.3) ifadesine genelleştirilmiş Gronwall 

eşitsizliği denir.  

 

İspatın geri kalan kısmında (3.1.5.3) ifadesinde  tu  nin eksponansiyel olarak 

sınırlı olduğunu vurgular.       BeAF  olsun.     00 FF   olduğundan 

ara değer teoremi gereğince   0F  olacak şekilde bir   ,0  vardır. 

        max , 1  max
0

1
 

  



 sueeAcc s

sr
 olsun.  

rt   için   tectu 
                                                                              (3.1.5.4) 

olduğunu görelim. Açıkça, 0 tr  için (3.1.5.4) doğrudur. 01 t  için çelişki 

oluşturalım. 

    1    ve , 11

tt ectuttrectu





                                                 (3.1.5.5) 
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olsun. Bu halde, (3.1.5.3) denkleminden 

   

















































11

1

1

            

    
0

1

tt

t

st

ecc
B

ce
B

eAcc
B

c

dsecBecActu

















             (3.1.5.6) 

elde edilir.   kök olduğundan 1 



 B
eA  dir. Ayrıca, 0 1  



 B
eA  

olduğundan 

 
  0 

 1
                                            

 1
 

 1
 



































eAB
eA

c

eA

cB
c

eA

cB
cc

B
c

 

 elde edilir. Bu halde,   . 1

1

t
ectu


  Bu ise (3.1.5.5) denklemine çelişkidir. Böylece 

(3.1.5.4) denkleminin doğruluğu ispatlanmış olur.   keyfi olduğundan 0t  için 

  . teMtu  Burada     .  max , 1 max
0

1 sueeAcM s

sr

 



  0t  için  tu  nin 

tanımından    tutx   dir. Böylece ispat tamamlanmış olur. 

 

3.1.6 z transformasyonu 

 

2,... ,1 ,0n  için  na  reel sayılarda tanımlı bir dizi olsun. Bu dizinin  

z transformasyonu  naZ   ile belirtilir ve 

  





0n

n

n
n

z

a
aZ                                                                                          (3.1.6.1) 

ile tanımlanır.  naZ  dönüşümü yakınsak olacak şekilde tüm kompleks z  değerleri 

için tanımlıdır. Açıkça, b  ve c  pozitif sayıları varsa 

,...2 ,1 ,0n     için       
n

n bca                                                                (3.1.6.2) 

 yazılır. O zaman, tüm cz   için (3.1.6.1) serisi yakınsak ve z  değişkeninin 

kompleks analitik bir fonksiyonudur. 

,...2 ,1 ,0     ,0  ... 11   naPaPa nkknkn                                        (3.1.6.3) 
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lineer fark denklemini göz önüne alalım. Burada, k  pozitif tamsayı ve kPPP  ,..., , 21  

katsayıları reel sayılardır. Bazı b  ve c  pozitif sabitleri için (3.1.6.3) denkleminin her 

 na  çözümü (3.1.6.2) denklemini sağlar. (3.1.6.3) denkleminin çözümleri  

0... 1

1  

k

kk PP                                                                           (3.1.6.4) 

karakteristik denkleminin kökleriyle açıklanabilir. ( Finizio ve Ladas, 1982). 

Açıkça, z trasformasyonu lineer bir fonksiyondur. Eğer    ve   sabit ve  na  ve 

 nb  kompleks sayı dizileri ise o zaman 

     nnnn bZaZbaZ           

yazılır. 

 

Lemma 3.1.6.1. 

 ,...3 ,2 ,1k  olsun. O halde 

    






 
1

0

  
k

n

nk

nn

k

kn zaaZzaZ                                                                  (3.1.6.5) 

 yazılır. 

 

Ġspat: 

z transformasyonunun tanımından 

 

  















































1

0

1

000 0 

                                                                           

        

k

n

nk

nn

k

k

n
n

n

n
n

nk

kn
n

nk

n
kn

knk

n
n

kn

kn

zaaZz

z

a

z

a
z

z

a
z

z

a
z

z

a
aZ

 

 yazılır. (3.1.6.3) denkleminin iki tarafına z transformasyonu uygulanarak ve  

z transformasyonunun lineerliğinden ve (3.1.6.5) denkleminden 

  0     
0

1

0









 








k

i

ik

j

jik

jn

ik

i zaaZzP  

 veya 

     






 
k

i

ik

j

jik

jink

kk zaPaZPzPz
0

1

0

1

1    ...                                       (3.1.6.6) 

bulunur. Burada, 10 P  dir.  
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Benzer olarak (3.1.6.3) denkleminde 
kPPP ,..., , 21
 katsayıları rr   tipinde 

matrisler olsun. Bu halde,   r

n Ra  , (3.1.6.3) denkleminin çözümüdür. Eğer 

cveb      pozitif sayılar olmak üzere, 

,...2 ,1 ,0n  için   n

n bca                                                                     (3.1.6.7) 

ise tüm cz   bölgesinde  na  nin z transformasyonu yakınsaktır. 

 

Aşağıdaki lemma katsayıları sabit matrislerden ibaret olan, (3.1.6.7) 

denklemini sağlayan lineer fark denkleminin çözümü hakkında basit bir ispattır. 

 

Lemma 3.1.6.2. (Mickens, 1987) 

kPPP ,..., , 21  tüm elemanları reel olan rr   tipinde matrisler ve  na , (3.1.6.3) 

denkleminin çözümü olsun. Ayrıca,   ,..., max 0 kaab   ve    ,1c  olmak üzere 

1 ...1

1   k

k cPcP                                                                           (3.1.6.8) 

denklemini sağlasın. Bu halde, (3.1.6.7) gerçekleşir. 

 

Ġspat: (Mickens, 1987) 

Açıkça, kn ,...,2 ,1 ,0  için 

n

n bcba                                                                                            (3.1.6.9) 

 denklemi sağlanır. (3.1.6.7) denklemi doğru olmasın. Bu halde,  

1için   ,...,2,1,0 00  knnn    olacak    şekilde    
n

n cba                (3.1.6.10) 

ve 

1

1
0

0
 



 
n

n cba .                                                                                      (3.1.6.11) 

  10  knn  için (3.1.6.3) denkleminden  knknn aPaPa   111 000
...  elde 

edilir. 

 

(3.1.6.8)  ve  (3.1.6.10)  ifadeleri 

1

1

11

11
0000

0
     ...  







 







 

n
k

i

i

i

nkn

k

n

n cbcPcbcbPcbPa      

 gerektirir. Bu durum (3.1.6.11) ile çelişir. İspat biter. 
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"2"3.2 Osilasyon için Gerekli ve Yeterli ġartlar 

 

3.2.1 Lineer otonom gecikmeli diferansiyel denklemlerin osilasyonu için gerekli  

ve yeterli Ģartlar 

 

    0 
1

 


n

i

ii txptx                                                                           (3.2.1.1) 

Lineer otonom gecikmeli diferansiyel denklemini ele alalım. Burada, iip    ve  

ler negatif olmayan reel sayılar. 

0 
1





n

i

i
iep

                                                                                    (3.2.1.2) 

denklemi (3.2.1.1) denklemine karşılık gelen karakteristik denklemdir. 

 

Lemma 3.2.1.1. (Györi ve Ladas, 1991) 

    vep pozitif sabitler olsun.  tx  eninde sonunda (veya nihayetinde) 

    0  txptx                                                                                  (3.2.1.3) 

gecikmeli diferansiyel eşitsizliğinin bir pozitif bir çözümü ve  ty  eninde sonunda 

    0  typty                                                                                 (3.2.1.4) 

ileri diferansiyel eşitsizliğinin bir pozitif çözümü olsun. Bu halde, yeterince büyük t  

ler için 

   txBtx                                                                                          (3.2.1.5) 

ve 

   tyBty                                                                                          (3.2.1.6) 

Burada,  24 pB  . 

 

 

 

 

                                                 
"2"

 Doç. Dr. Tanfer TANRIVERDİ danışmanlığında çalışan lisans  üstü öğrencileri Neriman AVCI, 

Mikail KARACA, Abbas TUTAR „ın tezlerinde bu kısımda ifade edilen tüm sonuçların türkçesi 

ortaktır. 
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Lemma 3.2.1.2. (Györi ve Ladas, 1991)  

 ,0t  aralığı üzerinde  tv  sürekli pozitif ve diferansiyellenebilir bir 

fonksiyon olsun. Yeterince büyük t  ler için 

     tAvtvtv       ve0                                                                    (3.2.1.7) 

veya 

     tAvtvtv       ve0                                                                    (3.2.1.8) 

 sağlayacak şekilde      veA  pozitif sayıları olsun. Eğer  (3.2.1.7) geçerli ise 

    0 için ler   büyük   yeterince  : 0  tvtvt   veya  (3.2.1.8) geçerli ise 

    0 için ler    büyük   yeterince : 0  tvtvt  . Bu halde, 





A

A
ln

  ve1 0 . 

 

Lemma 3.2.1.3. (Widder, 1971) 

(a)   RCx  , ,    ve 0 olsun.  tx  nin Laplace transformasyonu  sX  

yakınsaktır. Bu halde,  tx  nun da Laplace transformasyonuda yakınsaktır ve tüm 

s  ler için 0 Re s  olmak üzere 

        






 

0

0

   


 dttxeesXedttxetxL stssst
                     (3.2.1.9) 

(Burada, )(sX  olacak şekilde bir 0  reel sayısı vardır.) 

 

(b)   RCx ,,0 1   ve 0 olsun.  tx  nin Laplace transformasyonu  sX  

yakınsaktır. Bu halde,  tx  nin Laplace transformasyonuda yakınsaktır ve tüm s  

için 0 Re s  olmak üzere 

        0   
0

xsXsdttxetxL st  



                                                   (3.2.1.10) 
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Teorem 3.2.1.1. (Widder, 1971) 

   RCx  ,,0  ve  tx  nin Laplace transformasyonu  sX , 0  olsun. 

Bu halde,  sX , 0s  noktasında singülerdir. Daha kesin bir ifade ile 1n  pozitif 

tamsayısı için   


  lim   ve0 lim  ,lim  ,
n

n
n

0
n

0 sXnn   olacak şekilde 

 nnn is   , dizisi vardır. 

 

Teorem 3.2.1.2. (Györi ve Ladas, 1991) 

ni ,...,2 ,1   için  sayı reel pozitif   vesayı reel iip                                (3.2.1.11) 

olsun. Bu halde, aşağıdaki ifadeler denktir. 

(a) (3.2.1.1) denkleminin her çözümü salınımlıdır. 

(b) (3.2.1.2) karakteristik denkleminin reel kökü yoktur. 

 

Ġspat:  (Györi ve Ladas, 1991) 

(a)   (b): Elementerdir. Çünkü (3.2.1.1) denkleminin her çözümü salınımlı ise 

(3.2.1.2) karakteristik denklemi reel köke sahip değildir. Diğer bir deyişle (3.2.1.2) 

denklemi 0  reel köküne sahipse 
t

e
 0  salınım yapmayan bir çözümdür. 

(b) (a): Bunun doğruluğu için Laplace transformasyonunu kullanalım. (3.2.1.1) 

denkleminin eninde sonunda  tx  gibi pozitif bir çözüme sahip olduğunu kabul 

edelim. (3.2.1.1) denklemi otonom olduğundan   0için   max ,
1




txt i
ni
 olsun. 

Açıkça,   pozitiftir aksi halde (3.2.1.2) denklemi bir reel köke sahip olacaktır. 

Teorem 3.1.5.1 den dolayı t ,  reel      ve0 M sayısı vardır öyle ki 

  .    teMtx   Böylece, s Re  için Laplace transformasyonundan 

   



0

  dttxesX st
                                                                                (3.2.1.12) 

yazılır. 

  mevcut   : inf0  XR  olmak üzere bu halde, ni  ,...,2 ,1  için 

 itx 
 
lerin Laplace tranformasyonu mevcut ve Lemma 3.2.1.3. ten 0 Re s  için 

     0   
0

xsXsdttxe st 



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yazılır. Ayrıca, ni  ,...,2 ,1  için 

      0

0

0

 Re  ,     



 







 sdttxeesXedttxe

i

ii stss

i

st   

yazılır. Buradan hareketle, (3.2.1.1) denklemine Laplace transformasyonu 

uygulanırsa  

0 Re s  için      ssF sX                                                             (3.2.1.13) 

denklemi elde edilir. Burada, 

  





n

i

s

i
iepssF

1

 
                                                                              (3.2.1.14) 

     









0

1

   0

i

i dttxeepxs st
n

i

s

i



                                                     (3.2.1.15) 

 ile verilir. Açıkça,    ssF     ve  fonksiyonları tamdır. Yani analitiktir. Tüm reel s  

için   0sF  olduğundan (3.2.1.13) ten 

 
 
  0  Re  , 


 s

sF

s
sX                                                                         (3.2.1.16) 

elde edilir.  

 

Ġddia:  

0  olsun. Aksi halde, 0 olur ve Teorem 3.2.1.1 den dolayı 

0s , 
 
 sF

s
 nin bir singüler noktası olur fakat 

 
 sF

s
 reel eksen üzerinde hiçbir 

singüler noktaya sahip değildir (pay ve payda tam fonksiyon olduklarından 

hipotezden dolayı payda reel köklere sahip değildir.). Sonuç olarak, 

0  ve tüm reel s  için  
 
 sF

s
sX


 .                                           (3.2.1.17) 

s  gönderilirse (3.2.1.17) ifadesi bir çelişki oluşturur. Çünkü, eninde sonunda 

 s  negatifken    sFsX     ve  daima pozitiftir. Tüm 0t   için   0 tx  ve 

(3.2.1.12) denkleminden  sX  pozitiftir.   F  ve (3.2.1.14) denkleminde  sF  

de pozitiftir. Bununla beraber karakteristik denklemin hiçbir reel kökü yoktur.  
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Genelliği bozmaksızın (3.2.1.1) denkleminde gecikmelerin birbirinden farklı ve 

ip  katsayıları sıfırdan farklı olsun. 
0i

 , (3.2.1.1) denklemindeki gecikmelerin 

maksimumu olsun. Bu halde, buna karşılık gelen 
0i

p  katsayısı pozitif aksi 

halde   


sF
s
lim  olur ve (3.2.1.15) deki baskın terim s  için 0

0

is

i ep


 olur. 

Açıkça,   


s
s
lim  olur. Bu durumda ispat biter. 

 

Teorem 3.2.1.3. (Györi ve Ladas, 1991) 

 ,p  reel sayı  olmak üzere                                                                    (3.2.1.18) 

    0 tpxtx                                                                                 (3.2.1.19) 

denklemi verilsin. Bu halde, aşağıdaki ifadeler denktir. 

(a) (3.2.1.19) denkleminin her çözümü salınımlıdır. 

(b) 0   ep                                                                                            (3.2.1.20) 

 karakteristik denkleminin hiçbir reel kökü yoktur. 

 

Ġspat: (Györi ve Ladas, 1991) 

(a)   (b): Açıktır. 

(b) (a):     epF   olsun.  F  hiçbir köke sahip olmadığından 0  

olamaz. 0  dır.  

 

1. Durum: 0  ise   F , buradan   00  pF dır. Bu halde,   F  

ve (3.2.1.20) denklemi hiçbir reel köke sahip olmadığından   reel sayısı için 

mep                                                                                        (3.2.1.21) 

 olacak şekilde bir m  pozitif sayısı vardır. (3.2.1.19) denklemi pozitif bir çözüme 

sahip olsun. (Çelişki yoluyla çözelim.) Bu halde, eninde sonunda 

    .0  txptx  

  

    0 için ler    büyük   yeterince :0  txtxt   kümesini ele alalım. 

Açıkça, 0 ve   pozitif reel sayıların bir alt aralığıdır.   birbiriyle çelişkili 

aşağıdaki özelliklere sahiptir. 



 
3. MATERYAL ve YÖNTEM                                                                                   Neriman AVCI 

30 
 

(P1)  21   ve   olacak şekilde 
21   ve   pozitif sayıları vardır.  

(P2)   ise m , burada, m , (3.2.1.21) teki gibidir. 

 tx  artan ve     0  txptx . Bu ise  p  . 

Lemma 3.2.1.2  ve  (3.2.1.19) denkleminden         4 ln
2

2 p  elde edilir.  

 

(P2)  nin doğruluğunu ispat edelim.   ve     txet t      olsun. Bu halde, 

      0     txetxet tt  . Bu ise  t  nin artan olduğunu gerektirir. Şimdi 

           

       

   
   

.0

 

  

    

   















mmet

mepet

etmetp

txmtxptxmtx

t

t

tt















 

(P2)  ispatlanmış olur. O halde,  teoremin 0  hali ispatlanmış oldu. 

 

2. Durum : 0  olsun. Teorem 3.2.1.2 kullanılarak bu durum ispat edilebilir. 

  F  buradan   .00  pF  Bu halde,   F  ve  (b) varsayımından 

 reel   sayısı mep                                                                     12.1.2.3    

olacak şekilde m  pozitif tam sayısı vardır. (3.2.1.19) denklemine çelişki oluşturmak 

için (3.2.1.19) denklemi eninde sonunda pozitif bir  tx  çözümüne sahip olsun. 

 

    0 için ler büyük t  yeterince : 0  txtx  . 1. Durumdaki gibi   

pozitif reel sayıların boştan farklı bir alt kümesidir. (P1) ve (P2)  durumlarına çelişki 

teşkil edilirse teorem ispatlanmış olur. 

 

    0  txptx  olduğu açıktır. Bu ise  p1  olduğunu gösterir. Lemma 

3.2.1.1, Lemma 3.2.1.2 ve (3.2.1.19) denkleminden         4 ln
2

2 p  

bulunur.    txet t    ve    olsun. Bu halde,   0 t  dır. Bu ise  t  nin artan 

olmadığını gerektirir. 
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Buradan, 

           
       

  
   0  

   

t    

   















mmte

mepte

emtep

txmtxptxmtx

t

t

tt















 

elde edilir. m  bulunur. 

 

3.2.2  Osilasyon(lar) için tam Ģartlar 

 

ni ,...,2,1  için  ip  reel sayı ve i  pozitif reel sayı olmak üzere 

    0 
1

 


n

i

ii txptx                                                                           (3.2.2.1) 

gecikmeli diferansiyel denklemini ele alalım. (3.2.2.1) denklemine karşılık gelen 

karakteristik denklem 

0 
1





n

i

i
iep

 .                                                                                  (3.2.2.2) 

 

Teorem 3.2.2.1. (Györi ve Ladas, 1991) 

ni ,...,2,1  için ip , 0i  olsun. Bu halde, 

(a)    
e

p
n

i

ii

1
 

1




                                                                                               (3.2.2.3) 

(b)    
e

p
n

i

n
n

i

i

1
 

1

i

1

1




















                                                                              (3.2.2.4)  

eşitsizliklerinin her biri (3.2.2.1) denkleminin tüm çözümlerinin salınım yapması için 

yeterli şartlardır. 

 

Ġspat: (Györi ve Ladas, 1991)   

(a) Tüm 0x  için 

xee x                                                                                                       (3.2.2.5)  

eşitsizliği kullanılırsa 0  için 
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   0 
1

      
11 1i









  

 


n

i

ii

n

i

n

iii p
e

eepep i     

elde edilir. Bu ise (3.2.2.2) nin hiçbir negatif köke sahip olmadığını gösterir. Hatta 

hiçbir pozitif köke de sahip değildir. Böylece, sonuca Teorem 3.2.1.1  den ulaşılır. 

(b) 0  için çok bilinen 









 n

i

i

n
n

i

i p
n

p
1

1

1

1
 eşitsizliği ve  (3.2.2.5)  kullanılırsa 

0
1

  

 

exp    

1

1

1

1

1

1

11

1

1

11


































































































n

i

i

n
n

i

i

n

i

i

n
n

i

i

n

i

i

n

i

n

i

n
n

i

i

n

i

i

p
e

e

n
epn

n
pnepnep ii











 

 

elde edilir. Bu ise (3.2.2.2) denkleminin hiçbir pozitif ve negatif köke sahip 

olmadığını gösterir. Teorem 3.2.1.1 kullanılırsa ispat tamamlanır. 

 

Teorem 3.2.2.2. (Györi ve Ladas, 1991) 

0 , için   ,...,2,1  iipni   olsun. Bu halde, 

 

 
e

p i
ni

n

i

i

1
 max  

1
1













                                                                                 (3.2.2.6) 

ifadesi (3.2.2.1) denkleminin çözümünün salınım yapmaması için yeterli bir şarttır. 

Diğer yandan 

 
e

p
ni

n

i

i

1
 min  i

   1
1













                                                                                 (3.2.2.7) 

denklemi (3.2.2.1) denkleminin tüm çözümlerinin salınım yapması için bir yeterli 

şarttır. 
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Ġspat: (Györi ve Ladas, 1991) 

(3.2.2.6) doğru olsun. (3.2.2.2) denkleminin bir reel köke sahip olduğunu 

göstermemiz yeterlidir.   







n

i

ii
ni

iepF
1

   1
   ve max

  olsun. Açıkça, 0  

ise (3.2.2.2) denklemi 



n

i

ip
1

  gibi bir reel köke sahiptir. Diğer taraftan 

 

0  ise 

 

0 
1

 
1

  
1

 
1

 0

11

1111

























































































n

i

i

n

i

i

n

i

i

n

i

i

n

i

i

n

i

i

p
e

p
e

eppeppFF i

 

yazılır. Bu durum, (3.2.2.2) denkleminin 







 0,

1


aralığında bir reel köke sahip 

olduğunu gösterir. (3.2.2.7) ifadesi (3.2.2.1) denkleminin tüm çözümlerinin salınımı 

için yeterli bir şart olduğundan Teorem 3.2.2.1 in (a) şıkkı ispatı tamamlar. 

 

Teorem 3.2.2.3. (Györi ve Ladas, 1991) 

,p  reel sayılar olmak üzere 

    0  txptx                                                                                  (3.2.2.8) 

denklemini ele alalım. Aşağıdaki ifadeler denktir. 

(a) (3.2.2.8) denkleminin her çözümü salınımlıdır. 

(b)    
e

p
1

   dir.                                                                                              (3.2.2.9) 

 

Ġspat: (Györi ve Ladas, 1991)   

Teorem 3.2.1.2 den (b) ifadesi ile aynı olan  

(c)      0   epF                                                                             (3.2.2.10) 

denkleminin pozitif bir köke sahip olmadığını gösterirsek ispat biter. Yani, (3.2.2.10) 

denkleminin hiçbir reel köke sahip olmadığını göstermemiz gerekir. Ya (b) ifadesi ya 

da (c) ifadesi sağlanırsa ya 0    ve0  p  ya da 0    ve0  p  durumu 

gerçekleşir. 
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Şimdi  F  nın kritik noktaları kolaylıkla bulunabilir. (b) nin (c) yi  

gerektirdiği durum: Eğer 0    ve0  p  ise      FF  ve  

    0  ln min 





epF
R

. Diğer taraftan, 0    ve0  p  ise      FF  

ve     0  ln max 





epF
R

  ispat biter. 

 

Sonuç 3.2.2.1. (Györi ve Ladas, 1991)   

 , , qp  reel olmak üzere 

      0   txqtxptx                                                                   (3.2.2.11) 

denklemini ele alalım. Bu halde, (3.2.2.11) denkleminin tüm çözümlerinin salınım 

yapması için gerek ve yeter şart 

e
eq p 1
    

olmasıdır. 

 

Ġspat: (Györi ve Ladas, 1991) 

   tyetx pt    dönüşümü ile (3.2.2.11) denkleminin salınımlılığı değişmez. 

Bu halde, (3.2.2.11) ifadesinden 

    0    tyeqty p  

elde edilir. Bu ise ispatı yukarıda verilen Teorem 3.2.2.3 tür.    

      ,0    txqtxptx                                                            (3.2.2.12) 

burada, 

  , , , qp  pozitif reel sayılardır.                                                            (3.2.2.13) 

 

Teorem 3.2.2.4. (Györi ve Ladas, 1991) 

(3.2.2.13) olmak üzere (3.2.2.12) denklemini ele alalım. Bu halde, (3.2.2.12) 

denkleminin tüm çözümlerinin salınımı için gerekli şart 

      veqp                                                                                      (3.2.2.14) 

ile verilir. Diğer taraftan, (3.2.2.12) denkleminin tüm çözümlerinin salınımı için 

yeterli şart 
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        q
e

qpqqp 1
1

     ve1 , ,                        (3.2.2.15) 

ile verilir. 

 

Ġspat: (Györi ve Ladas, 1991) 

(3.2.2.12) denkleminin karakteristik denklemi 

  0     eqepF                                                               (3.2.2.16) 

ile verilir. 

 

(3.2.2.12) denkleminin her çözümü salınımlı olsun. Bu halde, (3.2.2.16) 

denkleminin hiçbir reel kökü yoktur.   F  olduğundan   . ,00 qpqpF   

Aynı zamanda, ,   aksi halde,    ( ve 0q ) ise   F  olur. 

 

(3.2.2.15) sağlansın. Çelişki oluşturmak için (3.2.2.16) denklemi 0  reel 

köküne sahip olsun. Bu halde karakteristik denklemden 

    




  0000    1 00
















  eqpeeqdseq

s                     (3.2.2.17) 

elde edilir. 0   için  

  0111  
 









 qdsqdseq s
  

elde edilir ve  (3.2.2.17) den  00  olduğu görülür. Bu halde, 

   










 qdsqdseq
s

1110 0   

ve  (3.2.2.17) den 

     0 1 0

0 
  eqpq   

elde edilir. Yani, 

  01  q  ve 
 
 

0
1

0

0 





 


 e

q

qp
 

 elde edilir. Böylece, 

 
 

0
1





 


 e

q

qp
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 0,0  aralığında bir reel köke sahip olur. Teorem 3.2.2.3 ten 

      q
e

qp 1
1

   

elde edilir. Bu ise (3.2.1.15) ifadesinin son eşitsizliğine çelişki teşkil eder. Bu ise 

teoremin ispatını tamamlar. 

 

3.2.3  Salınımlı ve salınımlı olmayan çözümler için yeterli Ģartlar (Otonom  

olmayan durumlar için) 

 

0tt   için otonom olmayan 

      0  txtPtx                                                                              (3.2.3.1) 

 gecikmeli diferansiyel denklemini ele alalım. 

 

Teorem 3.2.3.1. (Györi ve Ladas, 1991) 

0  olmak üzere 

   RtCP  , , 0
                                                                                    (3.2.3.2) 

ve 

 
e

dssP

t

t
t

1
inf lim

 







                                                                               (3.2.3.3) 

olsun. Bu halde, (3.2.3.1) denkleminin her çözümü salınımlıdır. 

 

Teorem 3.2.3.2. (Györi ve Ladas, 1991) 

0  olmak üzere 

   RtCP  , , 0                                                                              )2.3.2.3(   

ve 

  0  ,
1

tt
e

dssP

t

t




                                                                                 (3.2.3.4) 

olsun. Bu halde, (3.2.3.1) denklemi pozitif bir çözüme sahiptir. 
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Dikkat edilmelidir ki yukarıdaki sonuçlar net olup  diğer bir ifadeyle alt sınır 

e1  geliştirilemez. Üstelik,  tP  sabit p  ye eşit olduğunda (3.2.3.3), 1 ep  ye 

indirgenir. Bu ise Teorem 3.2.2.3 de gösterdiğimiz gibi  

    0  txptx                                                                                  (3.2.3.5) 

denkleminin bütün çözümlerinin salınımı için gerekli ve yeterlidir. Benzer bir 

şekilde, (3.2.3.4) 1 ep  ye indirgenir ki bu (3.2.3.5) in varolan pozitif çözümü için 

gerekli ve yeterlidir. 

 

Teorem 3.2.3.1 in Ġspatı: (Györi ve Ladas, 1991) 

Çelişki oluşturmak için (3.2.3.1) denklemi nihayetinde bir  tx  pozitif 

çözümüne sahip olsun. Bu halde, 

0tt  vardır öyle ki  tt  için 

         txtxtxtxtx         ve0  ,0  ,0   

sağlanır. Aynı zamanda, (3.2.3.3) ifadesinden 

  1 , 1 ttecdssp

t

t




                                                                         (3.2.3.6) 

sağlanacak şekilde bir  tt1   ve 0 c  vardır. Bu halde, 
1tt   için 

      0  txtptx   veya 
 
 

  0


tp
tx

tx
 elde edilir.  t   den  t  

 

ye  integre edilir 

ve (3.2.3.6) kullanılırsa  1tt  için 
 

 
0ln 


c

tx

tx


 veya     txtxec  elde 

edilir. Tüm c  reel sayıları için ceec    olduğu görülebilir ve böylece  1tt  için 

      txtxec   elde edilir. Bu muhakemeye devam edilirse herhangi bir pozitif k  

sayısı için tümevarımdan  

 1 ktt   için 

      txtxec
k
                                                                                   (3.2.3.7) 

 elde edilir. (3.2.3.6) ifadesinden ve 1 ce  olduğundan 

   kecc 
2

2                                                                                            (3.2.3.8) 

olacak şekilde bir k  seçilebilir. Şimdi ktt  1

~
 olsun. Bu halde (3.2.3.6) 

ifadesinden 
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 
2~

c
dssp

t




  ve   
2

~

c
dssp

t






                                                               (3.2.3.9) 

olacak şekilde bir    tt
~
 ,

~
 vardır. (3.2.3.1) ifadesi   ,~

t  ve   t
~
 ,  aralıkları 

üzerinde integre edilirse 

        0 
~

~

 



t

dssxsptxx                                                            (3.2.3.10) 

ve 

        0 
~

~

 





t

dssxspxtx                                                    (3.2.3.11) 

elde edilir. 

(3.2.3.10) ve (3.2.3.11) ifadelerinin ilk terimleri atılırsa  tx  nin azalanlığından 

ve (3.2.3.9) dan 

    0
2

~


c
xtx   ve     0

2

~


c
txx   

veya 

      







 x

c
tx

c
x

2

2

~

2
  

elde edilir. Bu ve (3.2.3.7) ifadesinden 

 
 
 

2
2













cx

x
ec

k




  

elde edilir. Bu ise (3.2.3.8) ifadesine çelişkidir. Bu ise teoremi ispatlar. 

 

Teorem (Schauder’s Fixed Nokta Teoremi): (Schauder, 1930) 

X  bir Banach uzayı olsun. M boştan farklı X  in kapalı konveks bir alt kümesi 

olsun ve TM , X  in rölatif (relatively) kompakt (compact) bir alt kümesi olacak 

şekilde MMT : sürekli bir fonksiyon ise T , M  kümesi içinde en az bir fixed 

(sabit) noktaya sahiptir. Yani, Mx  olmak üzere xTx  . 

(Rölatif Kompakt: )(MT kompakttır. Yani, kapalı ve sınırlıdır.) 
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Teorem 3.2.3.2 nin Ġspatı: (Györi ve Ladas, 1991) 

İspat için Schauder Teoremi kullanılacak.   sup
    

xff
xT 

  olmak üzere X , 

   ,0 t  aralığı üzerinde reel değerli, sürekli, sınırlı fonksiyonların bir Banach 

uzayı olsun.   XMtx   olmak üzere aşağıdaki şartlar sağlansın. 

 

(1)  txtt için  0  artmayan ve   .1için  00  txttt   

(2)     .1 expiçin  

0

0 













  txdssPett

t

t

 

(3)    .  için  0 txetxtt     

  1için    0  txtt   , (1) (3) şartlarını sağlayan bir fonksiyondur. M  

üzerinde 

      
 





















 





 0

00

  ,     
 

exp

                                           , 1  

 

0

ttds
sx

sxsP

ttt

tTx t

t





                        (3.2.3.12) 

dönüşümünü tanımlayalım. Gerçekten,   tTx   artan olmayan sürekli bir 

fonksiyondur. 0tt   için (3) den dolayı 

  
   

 
 




























 
 

t

t

t

t

dssPeds
sx

sxsP
tTx

00

 exp
 

exp 


 elde edilir. Aynı 

zamanda, 0tt   için (3.2.3.4) ve (3) ifadesi kullanılırsa 

  
   

 
  

   
 

     tTxeetTx

ds
sx

sxsP
tTxds

sx

sxsP
tTx

e
e

t

t

t

t

                                                                 

 
exp  

 
exp 

1

0















 














 























 

elde edilir. 

 

Yani, sonuç olarak MMT :  dir. Açıkça, M kapalı, X  in konveks bir alt 

kümesi ve MMT :  sürekli bir fonksiyondur. Aynı zamanda, TM  nin kapanışı 

kompakttır. Çünkü, TM  eş sürekli (sürekli fonksiyonlar dizisi) ve düzgün olarak 

sınırlıdır. Dolayısıyla, Schauder Fixed Nokta teoreminin tüm şartları sağlanmıştır. 
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Böylece T  bir x  fixed noktasına sahiptir. Bir Mx  vardır öyle ki .xTx   

(3.2.3.12) den 

00    ttt   için   1tx  ve 0tt   için  
   

  











 
 

t

t

ds
sx

sxsP
tx

0

 
exp


 

yazılır. 

 

Dolayısıyla,  tx  pozitif ve 

 
   

 
   

 

   
 

     . 
 

 
exp 

 

0























 



 

txtPtx
tx

txtP

ds
sx

sxsP

tx

txtP
tx

t

t  

yazılır. Yani,  tx , (3.2.3.1) denkleminin pozitif bir çözümüdür. İspat 

tamamlanmıştır. 

 

Teorem 3.2.3.1 in ispatı 0 tt   için 

      0  txtPtx                                                                            (3.2.3.13) 

      0  txtPtx                                                                            (3.2.3.14) 

eşitsizliklerine aynen uygulanırsa aşağıdaki sonuç elde edilir. 

 

Teorem 3.2.3.3. (Györi ve Ladas, 1991) 

(3.2.3.2) ve (3.2.3.3) şartları sağlansın 0 tt   için (3.2.3.13) nihayetinde pozitif 

bir çözüme sahip ve (3.2.3.14) ifadesi de nihayetinde negatif bir çözüme sahip 

değildir. 

      0  tytPty                                                                           (3.2.3.15) 

      0ty  tPty                                                                           (3.2.3.16) 

      0ty  tPty                                                                           (3.2.3.17)  

ileri gecikmeli diferansiyel denklemleri ve eşitsizlerini ele alalım. 
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Ġspat: (Györi ve Ladas, 1991) 

Teorem 3.2.3.1 in ispatındaki benzer işlemler (3.2.3.15) (3.2.3.17) ifadelerine 

uygulanırsa aşağıdaki sonuca ulaşılır. 

 

Teorem 3.2.3.4. (Györi ve Ladas, 1991) 

(3.2.3.2) ve (3.2.3.3) şartları sağlansın. Bu halde aşağıdaki ifadeler doğrudur. 

(1) (3.2.3.16) eşitsizliği nihayetinde pozitif bir çözüme sahip değildir. 

(2) (3.2.3.17) ifadesi nihayetinde negatif bir çözüme sahip değildir. 

(3) (3.2.3.15) ifadesinin her çözümü nihayetinde salınımlıdır. 

 

3.2.4 Sabit katsayılı lineer gecikmeli diferansiyel denklemlerin asimtotik 

salınımları 

 

   ,...,2 ,1 ,0 njtt  için        0 
1

 


n

j

jj txtQtx                              (3.2.4.1) 

   RtCQ j  , , 0  ,  0j   ve      jj
t

qtQ 


lim                                   (3.2.4.2) 

olsun. 

 

Teorem 3.2.4.1. (Györi ve Ladas, 1991) 

(a) (3.2.4.2) doğru ve 

   



n

j

jj tzqtz
1

0                                                                           (3.2.4.3) 

limit denkleminin her çözümü salınımlı olsun. Bu halde, (3.2.4.1) denkleminin her 

çözümü aynı zamanda salınımlıdır. 

(b) (3.2.4.2) ye ek olarak yeterince büyük t  ler ve nj ,...,2 ,1  için 

  jj qtQ                                                                                                  (3.2.4.4) 

olsun. Bu halde, (3.2.4.1) denkleminin her çözümünün salınımı  için gerek ve yeter 

şart (3.2.4.3) ifadesinin her çözümünün salınımlı olmasıdır. 
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Ġspat: (Györi ve Ladas, 1991) 

(a) Teorem 3.2.1.1 den hiçbir reel köke sahip olmayan (3.2.4.3) ifadesinin 

karakteristik denklemi 

  0 
1

 
 




n

j

j
jeqF


                                                                       (3.2.4.5) 

ile verilir.   F  olduğundan R  için   .0F  Özel olarak, 

  00
1




n

j

jqF  olur. Bundan dolayı jq  katsayılarından en az biri pozitiftir. Aynı 

zamanda, bazı 
0j

q  pozitif katsayısına karşılık gelen 
0j

  gecikmesi de pozitif 

olacaktır (Aksi halde 



n

j

jq
1

  ifadesi (3.2.4.5) denkleminin bir kökü olacaktır.). 

Bu halde,   F  ve  


Fm
R

 min  mevcut ve pozitiftir. Böylece, R  için 

meq
n

j

j
j 





1

 
 


  yazılır veya buna denk olarak 

meq
n

j

j
j 






1

 
                                                                                    (3.2.4.6) 

yazılır. Çelişki oluşturmak için nihayetinde (3.2.4.1) denkleminin pozitif bir çözümü 

olsun. Bu halde, 0  ve0
00
 jjq   olacak şekilde 0j  indeksli 

      0 
00


jj txtQtx                                                                          (3.2.4.7) 

 denklemi yazılır. Açıkça yeterince büyük t  ler için 

    0
2

1
00


jj txqtx                                                                            (3.2.4.8) 

yazılır. 

    içinler  büyük  yeterince  enihayetind    ve0 : 0 ttxtx    olsun. 

 

Açıkça,  , R  nın boştan farklı bir alt aralığıdır. (3.2.4.1) ifadesinin her 

çözümünün salınımlı olduğunu söyleyebilmemiz için   nin aşağıdaki ters özelliklere 

sahip olduğunu göstermemiz yeterlidir. 

(P1)   yukardan sınırlıdır. 

(P2)   ise    2m  dır. Burada, m , (3.2.4.6) yı sağlayan pozitif bir 

sabittir. 
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(P1) in ispatı (3.2.4.8) ve Lemma 3.2.1.2  den elde edilir. (P2) yi  ispat etmek 

için    .   ve  txet t  Buradan,        .0  txtxet t    Burada,  t  

azalandır.  

 

Şimdi de 0 vardır öyle ki tüm j  ler için 0jq  ve yeterince büyük t  ler 

için   0 jj qtQ  ve 2 
1

 
me

n

j

j 



  ve tüm nj ,...,2 ,1 ,0  için 

             

       

   

   

  0)22( 

2  

2  

 2 

 2  2

 

1

  

1

  

1

  

1



























































mmmte

meqte

metQte

tmtetQe

txmtxtQtxmtx

t

n

j

j

t

n

j

j

t

n

j

jj

t

n

j

jj

j

j

j



















 

elde edilir. Bu durumda, (P2) ispatlanır. (a) nın ispatı tamamlanır. 

(b) (a) ifadesinden eğer (3.2.4.3) ün her çözümü salınımlı ise (3.2.4.1) in de her 

çözümü salınımlıdır. Bunun tersinin de doğru olduğunu ispat edebilmek için eğer 

(3.2.4.3) denklemi   (negatif) reel köküne sahipse (3.2.4.1) denkleminin de salınım 

yapmayan bir  tx  çözümüne sahip olduğunu göstermemiz yeterlidir. Keyfi bir 

pozitif 0x   için 
n

j

  j 1

max


   olmak üzere (3.2.4.1) denklemi pozitif  tx  çözümüne 

sahip ise 

0tt   için 
    00

0 xtxex
tt




 ve 00 ttt   için    0 0

tt
extx





 

 yazılır. 

 

,X    ,0 t  aralığı üzerinde sınırlı, sürekli,   sup
  

xff
xT 

  normuna göre, 

reel değerli bir Banach uzayı olsun.   Mtx   olmak üzere M  aşağıdaki şartları 

sağlayan X  in bir alt kümesi olsun. 
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(1) 
0tt   için  tx  artmayan ve 00 ttt   için    0 0

tt
extx




  

(2) 0tt   için     00
0 xtxex

tt


  

(3) 0tt   ve nj ,...,2 ,1  için    . 
txetx j

j





   

 

MMT :  

  

 

   
 






















 










0

1

0

000

    , 
 

exp 

 tt                                          , 

 

0

0

ttds
sx

sxsQ
x

tex

tTx n

j

t

t

jj

tt





 

ile tanımlansın.  

 

Şimdi de Schauder Teoreminin şartlarını sağlamaya çalışalım. Açıkça,   tTx   

artmayan sürekli bir fonksiyon ve 0tt   için ve    . 0xtTx   Aynı zamanda, 0tt   

için ve (3.2.4.4) denkleminden 

  
 
 

 0

00

  exp exp  0

1

0

1

0

tt

t

t

n

j

j

n

j

t

t

j

j exdseqxds
sx

sx
qxtTx j 



































 
  


 

yazılır. Burada, son adımda  , (3.2.4.5) karakteristik denkleminin bir köküdür 

gerçeği kullanıldı. Tekrar (3.2.4.4) kullanılır ve  , (3.2.4.5) denkleminin bir kökü 

olduğundan hareketle her nk ,...,2 ,1  ve 0tt   için 

  
   

 

  
   

 

  

      .  exp  

exp  

 
exp  

 
exp  

1

1

1

1

0

0

kj

k

j

k

k

etTxeqtTx

dseqtTx

ds
sx

sxsQ
tTx

ds
sx

sxsQ
xtTx

n

j

jk

n

j

t

t

j

n

j

t

t

jj

n

j

t

t

jj

k
























 



 















































 














 




 

 

 

 

Yani, MMT :  bir fonksiyondur. ( ,T M  yi M nin içine götüren bir 

dönüşümdür.) 
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Açıkça, M  boştan farklı (çünkü,  
.0 Me

tt


 ), kapalı, sürekli ve konvekstir. 

Son olarak, TM  nin X  içerisinde rölatifli kompakt olduğunu gösterebilmek için 

    tTx
dt

d
  düzgün olarak sınırlı olduğunu göstermemiz yeterlidir. 

    
   

 
   tTx

tx

txtQ
tTx

dt

d n

j

jj
 

 
 

1








 
 




 

 ve böylece 

   
   

 
  

 
 

.                                                                  

  
 

  

0

1

0

0

11

xeqx

x
tx

tx
qtTx

tx

txtQ
tTx

dt

d

n

j

j

n

j

j

j

n

j

jj

j 













 








 











  

Böylece Schauder fixed nokta teoreminin tüm koşulları gerçekleşmiştir. Mx  

olmak üzere T  bir fixed noktaya sahiptir. Açıkça,  tx , (3.2.4.1) denkleminin pozitif 

bir çözümüdür. 

 

Not 3.2.4.1. (Györi ve Ladas, 1991) 

     



n

j

jj tttxtQtx
1

0   ,0                                                           (3.2.4.9)  

 

Diferansiyel eşitsizliğini ele alalım. Burada, katsayılar ve j  gecikmeleri 

(3.2.4.2) denklemini sağlar. Teorem 3.2.4.1 in ispatındaki (a) ifadesi aynen 

uygulanırsa eğer (3.2.4.3) ün her çözümü salınımlı ise (3.2.4.9) eşitsizliğinin de 

nihayetinde pozitif bir çözüme sahip olmadığını gördük. Yani, buna denk olarak eğer 

(3.2.4.9) nihayetinde pozitif bir çözüme sahip ise (3.2.4.3) ifadesi de nihayetinde 

pozitif bir çözüme sahiptir. 

 

Sonuç 3.2.4.1. (Györi ve Ladas, 1991) 

nj ,...,2 ,1    için         ,0    ve,0 jjq                                      (3.2.4.10) 

 ve 

    0 
1

 


n

j

jj txqtx    
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diferansiyel eşitsizliği nihayetinde pozitif bir çözüme sahip olsun. Bu halde, 

   



n

j

jj tyqty
1

0    

denklemi de nihayetinde pozitif bir çözüme sahiptir. 

 

Sonuç 3.2.4.2. (Györi ve Ladas, 1991) 

(3.2.4.10) doğru ve 

    0 
1

 


n

j

jj txqtx   

diferansiyel eşitsizliği nihayetinde pozitif bir çözüme sahip olsun. Bu halde, 

   



n

j

jj tyqty
1

0   

denklemi de nihayetinde pozitif bir çözüme sahiptir. 

 

3.2.5 Nicholson modeli 

 

Nicholson‟ ın  modellediği sineklerin dinamiği ile ilgili 

        0 ,     tetPNtNtN tN                                                (3.2.5.1)  

gecikmeli diferansiyel denklemini ele alalım. P  sinek başına düşen günlük 

maxsimum yumurta oranı, 


1
 ise bu popülasyonun maxsimum oranında yeniden 

üreme büyüklüğüdür,   ise günlük yetişkin sinek başına düşen ölüm oranı,   

oluşum (üretim) süresi ve  tN , t  zamanında popülasyon büyüklüğüdür.  

 

(3.2.5.1) denklemine eşlik eden koşullar  

   ,0,   ,0  RCt   ve 0)0(    ile    .ttN                    (3.2.5.2) 

Açıkça, (3.2.5.2) şartını sağlayan (3.2.5.1) denklemi tüm 0t  için bir tek çözüme 

sahiptir. P  için (3.2.5.1) denkleminin pozitif 
*N  denge noktası 

 


PN ln
1*                                                                                         (3.2.5.3) 

 ile verilir.    txNtN


1*   alınırsa  ,tx  
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           0  1   *     txtx etxeNtxtx                         (3.2.5.4) 

gecikmeli diferansiyel denklemini sağlar.  tN  nin bu kritik *N  civarında salınım 

yapması için gerek ve yeter koşul  tx  nin sıfır civarında salınım yapmasıdır. 

 

Teorem 3.2.5.1. (Györy ve Ladas, 1980; Gurney ve ark., 1980) 

(a)     ,,, P  ,   eP                                                                                    (3.2.5.5) 

ve 

  
e

Pe
1

1ln    
                                                                           (3.2.5.6) 

denklemlerini sağlayacak şekilde pozitif reeller olsun. Bu halde, (3.2.5.1) ve (3.2.5.2) 

denklemlerinin  tN  çözümü *N  kritik noktası civarında salınım yapar. 

(b)    2 eP                                                                                                     5.5.2.3   

sağlayacak şekilde  ,,, P  pozitif reel sayılar olsun. Bu halde, (3.2.5.1) ve (3.2.5.2) 

denkleminin  tN  çözümünün *N  civarında salınm yapması için gerek ve yeter şart 

(3.2.5.6) denkleminin sağlanmasıdır. 

 

Ġspat: (Györy ve Ladas, 1980; Gurney ve ark., 1980) 

(a) (3.2.5.5) ve (3.2.5.6) sağlansın. Çelişki oluşturabilmek için  tN  nin *N  

civarında salınım yapmadığını kabul edelim. Bu halde, (3.2.5.4) denklemi salınım 

yapmayan (osilasyon yapmayan) bir  tx  çözümüne sahiptir. Nihayetinde  tx  

pozitif olsun.  tx  nin nihayetinde negatif olması durumu benzer olduğundan ispatı 

yapılmayacaktır. (3.2.5.4) denklemi otonom olduğundan t  için   0tx  

olduğunu kabul edelim.  

 

Ġddia: 

  0lim 


tx
t

                                                                                              (3.2.5.7) 

 İspat edebilmek için 

         0   , 1   
0

*   


 tdseNdssxtxtu

t

t

t

sx



                          (3.2.5.8) 
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 olsun. 0t  için   0tu  ve 

       01     txetxtu  yazılır. Dolayısıyla,  tu  azalan ve (3.2.5.8) 

denklemi göz önüne alınırsa  tx  sınırlı ve 

   




0

 1 dse sx 
                                                                                 (3.2.5.9) 

denklemini sağlar. 

0t  için   Mtx 0  sağlanacak şekilde 0M . Açıkça, Mx 0  için 

 xM eex  1   elde edilir. (3.2.5.9) ifadesinden 

      
 



0 0

 1 dseedssx sxM 
                                                         (3.2.5.10) 

elde edilir. Aynı zamanda, 

       




00

  dssxdsesx sx  
                                                   (3.2.5.11) 

yazılır. (3.2.5.4) ifadesi göz önüne alınırsa (3.2.5.9), (3.2.5.10) ve (3.2.5.11) 

ifadelerinden   ,01Lx  ve böylece  tx
t 
lim  mevcuttur. Aynı zamanda, x  in 

kendiside  ,01L  dır. Burada, (3.2.5.7) yazılır. Şimdi (3.2.5.4) denklemini 

        0   ,0   ttxtQtxtx                                                     (3.2.5.12) 

 formatında yazalım. Burada, 

 
  

 
 






 






 tx

tx

e
tx

eN
tQ  

1  *

 

(3.2.5.7) denkleminden 

     01ln   lim * 


 PNtQ
t

. 
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(3.2.5.12) denkleminin limit denklemi 

         01ln    tzPtztz                                                (3.2.5.13) 

ile verilir. (3.2.5.6) ve Sonuç 3.2.2.1 den (3.2.5.3) ün her çözümü salınımlıdır. 

Teorem 3.2.4.1 (a) ifadesinden (3.2.5.12) denkleminin her çözümü veya buna denk 

olan (3.2.5.4) denkleminin her çözümü salınımlıdır. Bu ise   0tx  durumuna 

çelişkidir. Böylece (a) ispatlanmış olur. 

 (b) Açıkça,  5.5.2.3   ve (3.2.5.6) ifadelerinden  tN , *N  civarında salınım yapar. 

Tersine  5.5.2.3   doğru olsun ve   tN , *N  civarında salınım yapsın. (3.2.5.6) 

denkleminin doğru olduğunu ispat etmemiz veya buna denk olan (3.2.5.13) ün her 

çözümünün salınım yaptığını göstermemiz gerekir. Böylece, Teorem 3.2.4.1 (b) 

ifadesinden yeterince büyük t  ler için 

    1ln   PtQ                                                                              (3.2.5.14)  

yazılır. Bunu sonlandırmak için yeterince büyük t  ler için   txu  yeterince 

küçüktür. Fakat yeterince küçük u  lar için 

 
  1ln  

1  *


 






Pe
u

eN u
u

  

olduğunu görmek kolaydır. 

 

3.2.6 Katsayılara göre otonom olmayan denklemlerde salınımlar 

 

          0    tytQtytPty                                                      (3.2.6.1) 

ve 

   RtCQP ,, , 0    ve     ,0,                                                   (3.2.6.2) 

denklemlerini ele alalım. 

 

Lemma 3.2.6.1. (Györi ve Ladas, 1991) 

 (3.2.6.2) denklemi doğru olsun. 

                                                                                                         (3.2.6.3) 

  0tt  için      tQtP  ve      tQtP                 (3.2.6.4) 
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ve 

 0tt  için   1 








t

t

dssQ                                                                     (3.2.6.5) 

doğru olsun. 

Ayrıca,  ty , (3.2.6.1) denkleminin nihayetinde pozitif bir çözümü ve  

  0tt  için        











t

t

dssysQtytz                                     (3.2.6.6) 

olsun. Bu halde, nihayetinde  tz  artmayan ve pozitif bir fonksiyondur. 

 

Ġspat: (Györi ve Ladas, 1991) 

 01 tt  olduğunda  1tt  için   0ty  olacak şekilde seçelim. Bu halde, 

 1tt  için          0   tytQtPtz                            (3.2.6.7) 

yazılır. Üstelik,   0tt  için      tQtP  ve  ty  nihayetinde pozitif 

olduğundan (3.2.6.7) denkleminden n , ns  tüm 1n  için   0
nsz  

olacak şekilde 
1nns  dizisi vardır.  

 

Şimdi de  tz  nihayetinde pozitiftir. Aksi halde bir 
12 tt   vardır öyle ki 

  02 tz . Çünkü tüm  1tt  için   0 tz  ve   ,1 t  aralığı üzerinde   0 tz  

oluğundan 23 tt   vardır öyle ki   03 tz  ve tüm 3tt   için    3tztz  . Böylece 

3tt   için (3.2.6.6) denkleminden 

              sydssQtzdssysQtzty
tst

t

t

t

t





















 
  

3 max      

elde edilir. (3.2.6.5) kullanılırsa      sytzty
tst 


  

2 max


 tüm 3tt   için yazılır. 

Burada,   02 tz . Sonuç olarak, Lemma 3.2.6.2 ten  ty ,  ,3t  aralığı üzerinde 

negatif olmayan bir fonksiyondur. Bu çelişki Lemmanın ispatını tamamlar. 
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Lemma  3.2.6.2. (Györi ve Ladas, 1991) 

      RtCxRta ,,   ve ,,0 ,0, 00    

olmak üzere 

0tt   için    sxatx
tst 


  

max


 

olsun. Bu halde, x  negatif olmayan bir fonksiyondur. 

 

Teorem 3.2.6.1. (Györi ve Ladas, 1991) 

(3.2.6.2) (3.2.6.5) doğru ve 

    
e

dssQsP

t

t
t

1
 inflim 






                                                       (3.2.6.8) 

olsun. (3.2.6.1) denkleminin her çözümü salınımlıdır. 

 

Ġspat: (Györi ve Ladas, 1991) 

Çelişki oluşturabilmek için (3.2.6.1) denklemi nihayetinde pozitif bir çözüme 

sahip olsun. Lemma 3.2.6.1 den (3.2.6.6) denklemiyle tanımlı  tz  fonksiyonu da 

nihayetinde pozitif bir fonksiyondur. Aynı zamanda (3.2.6.7) ve nihayetinde 

   tytz 0  gerçeği kullanılırsa nihayetinde 

         0   tztQtPtz                                                      (3.2.6.9) 

olduğu görülür ve yazılır. Fakat (3.2.6.8) ve Teorem 3.2.3.3 göz önüne alınırsa 

(3.2.6.9) eşitliği nihayetinde pozitif bir çözüme sahip olmaz. Bu durum nihayetinde 

  0tz  olduğuna çelişki oluşturur. 
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"3"3.3 Karakteristik Denklem ve Pozitif Çözümleri 

 

0 
1

  





n

i

i
iep
                                                                                   (3.3.0.1) 

denklemi 

0)( )(
1

 


n

i

ii ttxptx ,  Ttt 0                                                       (3.3.0.2) 

otonom gecikmeli diferansiyel denkleminin karakteristik denklemi olduğu 

bilinmektedir. 

 

3.3.1 GenelleĢtirilmiĢ karakteristik denklem 

 

   0 )()(
1

 


n

i

ii ttxtptx  ,  Ttt 0                                                (3.3.1.1) 

 

otonom olmayan lineer gecikmeli diferansiyel denklemini ele alalım. 

Burada,  ve  için 

  RTtCpi  ,,  0  ve   . ,, 0

 RTtCi                                                 (3.3.1.2) 

 

      inf  min
             1

1
0

ttt j
Tttni




                                                                  (3.3.1.3) 

olsun. (3.3.1.1) denkleminin başlangıç değer şartı 

   ttx  ,  01 ttt    ile    RttC , , 01                                         (3.3.1.4) 

ile verilir. (3.3.1.1) ve (3.3.1.4) başlangıç değer probleminin tek çözümü Ttt 0  

aralığı boyunca mevcut ve   tx    ile gösterilir. Her  Ttt ,0  ve 

ni ,...,2,1  için     tttth ii  ,min 0  ve     ttttH ii  ,max 0     (3.3.1.5) 

olsun. (3.3.1.1) denkleminin genelleştirilmiş karakteristik denklemine karşılık gelen 

integral denklemi 

                                                 
"3"

 
" 
Doç. Dr. Tanfer TANRIVERDİ danışmanlığında çalışan lisans  üstü öğrencileri Neriman AVCI, 

Mikail KARACA, Abbas TUTAR „ın tezlerinde bu kısımda ifade edilen tüm sonuçların türkçesi 

ortaktır. 

 

 Tt0
ni ,...,3 ,2 ,1
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   
  

 
 

 

0  exp 
  

 t
1 0















 



n

i

t

tH

i

i

i

dss
t

th
pt 




  , Ttt 0                      (3.3.1.6) 

ile verilir. Burada (3.3.1.1) denkleminin varlığı araştırılacaktır. (3.3.1.1) denkleminin 

katsayıları ve gecikmeleri sabit ise (3.3.1.1) denklemi lineer otonom gecikmeli 

denklem olan 

    0  
1

 


n

i

ii txptx                                                                           (3.3.1.7) 

 denklemine indirgeniyor. Bu denkleme karşılık gelen karakteristik denklem 

0 
1

   





n

i

i
iep
                                                                                   (3.3.1.8) 

 ile verilir. (3.3.1.7) denkleminde t  yeterince büyük olduğunda (3.3.1.6) denklemi 

    0   exp 
1















 

 

n

i

t

t

i

i

dsspt


                                                           (3.3.1.9) 

denklemine indirgenir. Eğer    t  biçimindeki çözümleri araştırılacak ise 

(3.3.1.9) denklemi tam olarak (3.3.1.8) denklemini verir. 

 

Teorem 3.3.1.1. (Györi ve Ladas, 1991) 

(3.3.1.2) doğru ve   00 t  olmak üzere     ,,  01 RttC   olsun. Bu halde, 

aşağıdaki ifadeler denktir. 

(a) Ttt 0  aralığı üzerinde (3.3.1.1) ve (3.3.1.4) başlangıç değer probleminin 

çözümü pozitiftir. 

(b) Ttt 0  aralığı üzerinde (3.3.1.6) genelleştirilmiş karakteristik denklem sürekli 

bir çözüme sahiptir. 

(c)       tt   , ,0 Ttt                                                                             (3.3.1.10) 

 sağlanacak şekilde     ,,   , 0 RTtC  yine 

     ttt   , ,0 Ttt                                                                  (3.3.1.11) 

 sağlanacak şekilde   ve   arasında bir     ,,  0 RTtC  olsun. Bu halde, 

      ttSt        , ,0 Ttt                                                            (3.3.1.12) 

 eşitsizliği geçerlidir. Burada, 
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    
  

 
 

 
 

















n

i

t

tH

i

i

i

dss
t

th
tptS

1 0

  exp     



 . 

 

Ġspat: (Györi ve Ladas, 1991) 

(a) (b):     txtx   , (3.3.1.1) ve (3.3.1.4) başlangıç değer probleminin bir 

çözümü olsun. Hipotezden Ttt 0  için   0tx . Şimdi de 

 
 
 tx

tx
t


 , Ttt 0                                                                          (3.3.1.13) 

tarafından tanımlanan  t  nin Ttt 0  aralığı üzerinde (3.3.1.6) nın bir çözümü 

olduğunu ispatlayalım. Gerçekten, (3.3.1.13) ifadesinden 

     













 

t

t

dssttx

0

 exp0  , Ttt 0                                                    (3.3.1.14) 

ve böylece 

  
 

 
 














 

t

tH

i

i

dss
tx

tHx
   exp  , Ttt 0  ve ni ,...,2 ,1                      (3.3.1.15) 

 elde edilir. (3.3.1.1) denkleminin her iki tarafı  tx  ile bölünür ve (3.3.1.13) ve 

(3.3.1.15) kullanılırsa 

   
  
  

 
 

0  exp  
1


















 



n

i

t

tHi

i
i

i

dss
tHx

ttx
tpt 


 , Ttt 0  

 elde edilir.  t  nin (3.3.1.6) ifadesinin bir çözümü olduğunu göstermek için 

ni ,...,2 ,1  ve Ttt 0  için 
  
  

  
 0t

th

tHx

ttx i

i

i







  

olduğunu göstermek yeterlidir. Bunu yapabilmek için eğer   0ttt i   ise   0tthi   

ve    tttH ii   olduğu görülebilir. Böylece 

  
  

  
  

 
 

  
 00

01
t

th

t

t

tHx

tHx

tHx

ttx i

i

i

i

i











  

elde edilir. Diğer taraftan, eğer   0ttt i   ise    ttth ii   ve   0ttH i   ve yine 

  
  

  
 

  
 00 t

th

tx

th

tHx

ttx ii

i

i







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elde edilir. Bu ise (a) nın (b) yi gerektirdiğinin ispatıdır. 

(b)(c): Eğer  ,t  (3.3.1.6) nın bir çözümü ise Ttt 0  için      ttt    

dır ve ispat açıktır. Çünkü, (3.3.1.6) dan     tSt     . 

(c) (a) : İlk olarak (c) hipotezi altında (3.3.1.6) denkleminin Ttt 0  üzerinde 

sürekli bir  t  çözümü olduğunu ve ikinci olarak 

 

 

   





























Tttdsst

tttt

tx t

t

        , exp 

                                 ,

00

01

0





                                                (3.3.1.16) 

nın (3.3.1.1) ve (3.3.1.4) başlangıç değer probleminin pozitif bir çözümü olduğunu 

göstermek gerekir. 

 

(3.3.1.6) denkleminin sürekli bir çözümü ardışık yaklaşıklar yöntemiyle inşa 

edilecektir. Burada,   RTtC  ,,  00   olmak üzere 

   tt   0 , Ttt 0                                                                    (3.3.1.17) 

ve 

    tSt kk   1   , Ttt 0  ve ,...1 ,0k                                          (3.3.1.18) 

 sağlansın. (3.3.1.12) hipotezi ve tümevarım kullanılırsa tüm ,...2 ,1k  için 

     ttt k   , Ttt 0                                                                (3.3.1.19) 

 elde edilir ve  açıkça     , ,   0 RTtCk  . 

 

Şimdi de     tk  fonksiyon dizisinin  Tt ,0  aralığının kompakt bir alt aralığı 

olan  10 ,Tt  üzerinde düzgün yakınsak olduğunu görelim. 

          ,   max  max
10       

ttL
Ttt




  

 
  

 





n

i

i

i
Ttt t

th
tpM

1 0
      

     max
10 


 

 

 01 
tTL

eMN


  olsun. Bu halde, (3.3.1.19) dan   Ltk
Ttt

     max
10       




  olur. Tüm 

ni ,...,2 ,1 ,0 , ,...2,1,0k  ve 10 Ttt   için ara değer teoremi kullanılırsa 
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elde edilir. Burada,  tik  , ,  
 

t

t

k s

iH

ds   ve  
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 
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k

i

dss  1  arasındadır. Böylece 

  0ttH i   olduğundan    011,    tTLtk   ve 
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1    

elde edilir. 

Sonuç olarak, tüm ,...2 ,1 ,0k  ve 10 Ttt   için 

        .         

0

11   

t

t

kkkk dsssNtt                                            (3.3.1.20) 

Tümevarımdan  

,...2 ,1 ,0k  ve 10 Ttt   için    
  

! 

   
  2  0

1
k

ttN
Ltt

k

kk


   

dır. (Finizio ve Ladas, 1982)  

 

Weierstrass M testinden     




 
0

1

k

kk tt   serisi 10 Ttt   aralığı üzerinde 

düzgün yakınsaktır. Bu sebeple, 

10 Ttt  ,         




 
1

0

10    
k

j

jjk tttt    

dizisi düzgün yakınsak ve böylece 

   tt k
k




 lim                                                                                      (3.3.1.21) 

limit fonksiyonu süreklidir. Düzgün yakınsaklıktan dolayı, 10 Ttt   için 
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 10 ,Tt  aralığında )(t , (3.3.1.6) nın bir çözümüdür. 
1T ,   Tt ,0

 aralığında sabit bir 

nokta olduğunda (3.3.1.21) tarafından tanımlanan  t , Ttt 0  üzerinde (3.3.1.6) 

nın bir çözümüdür. Sonuç olarak, (3.3.1.16) tarafından tanımlanan  tx  nin (3.3.1.1) 

ve (3.3.1.4) başlangıç değer probleminin bir çözümü olduğunu göstermek yeterlidir. 

Açıkça,  tx , Ttt 0  üzerinde pozitiftir. (a)  (b) ifadesine benzer bir argüman 

kullanılırsa Ttt 0 , 

     

   
  

 
 

 

   
  
  

  
 

    



 





























n

i

ii

n
i

i

i
i

n

i

t

tH

i
i

ttxtp

tx

tHx

tHx

ttx
tptx

dss
t

th
tptx

txttx

i

1

1i

1 0

  

     

   exp    

 












  

olup teorem ispatlanmış oldu. 

 

Sonuç 3.3.1.1. (Györi ve Ladas, 1991) 

  00 t  olmak üzere (3.3.1.2) sağlansın. Bu halde, Ttt     0   üzerinde 

(3.3.1.1) ve (3.3.1.4) başlangıç değer probleminin bir   tx    çözümü pozitif olması 

için gerek ve yeter şart Ttt     0   için 

      













 

t

t

dssttx

0

  exp  0                                                                 (3.3.1.22) 

 olmasıdır. Burada,  t , (3.3.1.6) nın sürekli bir çözümüdür. Üstelik, (3.3.1.10) 

sağlanacak şekilde bir   RTtC  , ,    , 0  ve herhangi bir   RTtC  , ,  0  varsa 

(3.3.1.11), (3.3.1.12) gerektirir. Bu halde, (3.3.1.6) nın  t  ve   tx    çözümleri 

sırasıyla aşağıdaki eşitsizlikleri sağlar. Ttt 0  için  

     ttt                                                                                           (3.3.1.23) 

ve 

           .  exp         exp 

00

00 





























t

t

t

t

dssttxdsst                              (3.3.1.24) 


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Not 3.3.1.1. (Györi ve Ladas, 1991) 

  00 t  olmak üzere her   RTtC  , ,  0  için (3.3.1.6) denklemi 

Ttt 0 aralığı üzerinde en fazla bir çözüme sahiptir. Bu doğrudur çünkü (3.3.1.6) 

nın farklı iki çözümü (3.3.1.1) ve (3.3.1.4) başlangıç değer probleminin pozitif iki 

çözümünün varlığına tekabül eder bu ise mümkün değildir. Eğer (3.3.1.1) ve 

(3.3.1.4) başlangıç değer problemi Ttt 0  aralığı üzerinde   tx    pozitif 

çözümüne sahipse (3.3.1.6) aynı aralık üzerinde tam olarak sürekli bir çözüme 

sahiptir. 

 

Not 3.3.1.2. (Györi ve Ladas, 1991) 

ni ,...,2 ,1  için T  ve    


tt i
t

lim  olsun. Bu halde, yeterince büyük 

t  ler ve ni ,...,2 ,1  için   0tthi   ve    tttH ii   ise (3.3.1.6) denklemi 

     
 

0   exp 
1















 

 

n

i

t

tt

i

i

dsstpt


   

denklemine indirgenir. 

 

Sonuç 3.3.1.2. (Györi ve Ladas, 1991) 

ni ,...,2,1 ,   RtCpi  , ,  0  ,    RtCi  , ,  0 , 0tt   ve  

   


tt i
t

lim  için       



n

i

ii ttxtptx
1

0    

gecikmeli diferansiyel denklemi nihayetinde pozitif bir çözüme sahip olsun. Bu 

halde, 00

~
tt   ve   RtC  , ,

~
  1    vardır ve burada 

   ttt i
ttni





0

~
        1

1 inf  min
~

  olmak üzere 0

~
tt   için  

     
 

0  exp 
1


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







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 

 
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i

i

dsstpt


                                                     (3.3.1.25)  

denklemi sağlanır. 
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3.3.2 Diferansiyel eĢitsizlikler ve sonuçların mukayesesi 

 

Ttt 0    
için          0  

1

 


n

i

ii ttytqty  ,                                    (3.3.2.1) 

gecikmeli diferansiyel denkleminin ve 

       0 
1

 


n

i

ii ttxtptx                                                                    (3.3.2.2) 

ve 

       0 
1

 


n

i

ii ttztrtz                                                                      (3.3.2.3) 

eşitsizliklerinin pozitif çözümleri için ilgili sonuçlar karşılaştırılacaktır. Burada, 

ni ,...,2 ,1  için   ,  , ,   , , , 0

 RTtCrqp iiii                                          (3.3.2.4) 

 yukarıdaki denklem ve eşitsizlikler için başlangıçtaki aralık 

   ttt i
Ttni





0t1

1 inf min                                                                          (3.3.2.5) 

olmak üzere 01     ttt  . 

 

Teorem 3.3.2.1. (Györi ve Ladas, 1991) 

 (3.3.2.4)  doğru ve Ttt     0  , ni ,...,2 ,1  için 

     trtqtp iii                                                                                     (3.3.2.6) 

olsun. Ayrıca,  tx ,  ty ,  tz  sırasıyla (3.3.2.2), (3.3.2.1) ve (3.3.2.3) 

denklemlerinin sürekli çözümleri olsun. Öyle ki 

  0tx                                                                                                     (3.3.2.7) 

     000 txtytz                                                                                   (3.3.2.8) 

 
 

 
 

 
 

0
000


tz

tz

ty

ty

tx

tx
, .01 ttt                                                       (3.3.2.9)  

Bu halde, 

Ttt 0  için    
     .    txtytz                                                           (3.3.2.10) 
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Ġspat: (Györi ve Ladas, 1991) 

 (3.3.2.7) ve (3.3.2.8) denklemlerinden  ty  ve  tz ,  10  ,Tt  aralığının 0t ın sağ 

komşuluğunda pozitif çözümleri olsun. 

 

Ġddia:  

TT 1
 dir. Burada, aksi halde,  ty  ve  tz  pozitif iki fonksiyon olmak üzere 

 10 ,Tt ,   Tt ,0  nın maksimum alt aralığı olsun. Bu halde, TT 1
  ve 

    0 11 TzTy                                                                                         (3.3.2.11) 

elde edilir. Tüm 10      Ttt    için 

 
 
 tx

tx
t


0 ,  

 
 ty
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t


0  ve  

 
 tz

tz
t


0  

olsun. Bu halde, Teorem 3.3.1.1 in ispatındaki gibi (3.3.1.5) notasyonları kullanılırsa 

10 Ttt   için 
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trt                                        (3.3.2.14) 

elde edilir. Şimdi tüm 10     Ttt 
 
 için  

     ttt 000                                                                                      (3.3.2.15) 

in doğruluğu gösterilebilir.    tt 00      olduğu gösterilecektir.    tt 00    ispatı 

benzer olduğundan ispatı ele alınmayacaktır. 10 Ttt   için     00  tt   olmak 

üzere   RTtC  , ,  10  keyfi bir fonksiyon olsun. (3.3.2.12), (3.3.2.6) ve (3.3.2.13) 

denklemlerinden 10 Ttt   için 
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elde edilir. 

 

Teorem 3.3.1.1 deki (c) ifadesi doğrudur. Diğer bir deyişle    tt 0   ve 

  0t . Böylece, aynı teoremden ( Sonuç 3.3.1.1 ve Not 3.3.1.1 ) 

   
  

 
 

 

0exp
1 0
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dss
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thy
tqt                                           (3.3.2.16) 

denklemi 10 Ttt   aralığı üzerinde tam olarak bir çözüme sahiptir. Hatta, (3.3.2.16) 

nın çözümü  t0  ve 0  arasındadır. Fakat, (3.3.2.13) ifadesinden 0 , (3.3.2.16) nın 

bir çözümüdür. Bu sebeple 10 Ttt   için       000  ttt   ve (3.3.2.15) 

doğruluğu görülür. Açıkça, 10 Ttt   üzerinde 0 , 0  ve 0  tanımları kullanılarak 

     
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0

00

t

t

dsstztz    

elde edilir. (3.3.2.8) ve (3.3.2.15) ifadeleri 10 Ttt   için  

     txtytz                                                                                      (3.3.2.17) 

yi gerektirir.   01 Tx  iken ve  tx ,  ty  ve  tz  fonksiyonlarının süreklilikleri ile 

birlikte (3.3.2.17) den     011  TyTz . Bu durum (3.3.2.11) denklemine çelişki 

teşkil eder. Yani, TT 1  olduğunu ispatlar. 1T  yerine T  yazılırsa (3.3.2.17) doğru 

olur. İspat tamamlanır. 
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Sonuç 3.3.2.1. (Györi ve Ladas, 1991) 

Ttt 0  aralığı içinde (3.3.2.1) denkleminin katsayıları ve gecikmeleri 

negatif olmayan sürekli fonksiyonlar ve   RttC  ,  ,    , 01  olmak üzere 

01 ttt   için 

    000  tt  , 
 
 

 
 

0
00


t

t

t

t








  

ve Ttt 0  için    0 ty   olsun. Bu halde, Ttt 0  için      .  tyty    

 

Sonuç 3.3.2.2. (Györi ve Ladas, 1991) 

ni ,...,2 ,1  için    RtCp ii  , ,   , 0  olsun. Bu halde, 0tt   için 

       0 
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 


n

i

ii ttxtptx    

diferansiyel eşitsizliğinin nihayetinde pozitif bir çözümünün olması için gerek ve 

yeter şart 0tt   için 

       0 
1

 


n

i

ii ttytpty    

denkleminin nihayetinde pozitif çözüme sahip olmasıdır. 

 

Otonom diferansiyel denklemler ve eşitsizlikler için aşağıdaki güçlü teorem 

verilir. 

 

Teorem 3.3.2.2. (Györi ve Ladas, 1991) 

ni ,...,2 ,1  için   ,0ip  ve   ,0i  olsun. Bu halde aşağıdaki ifadeler 

denktir. 

(a) 0t  için 

    0 
n

1i

 


ii txptx                                                                         (3.3.2.18) 

gecikmeli diferansiyel denklemi pozitif bir çözüme sahiptir. 

(b)    0 
1

 





n

i

i
iep
                                                                                  (3.3.2.19) 

karakteristik denklemi bir reel köke sahiptir. 
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(c) 0t  için  

    0 
1

 


n

i

ii typty                                                                         (3.3.2.20) 

gecikmeli diferansiyel eşitsizliği pozitif bir çözüme sahiptir. 

(d) Bir  1,00   açık aralığı vardır öyle ki her  0,0    kapalı aralığı için 

      0  1
1

 


n

i

ii tzptz  , 0t                                                     (3.3.2.21) 

gecikmeli diferansiyel denklemi pozitif bir çözüme sahiptir. 

 

Ġspat: (Györi ve Ladas, 1991) 

(a)   (b) : İspatı Teorem 3.2.1.1 ve (3.3.2.18) otonom denkleminden elde edilir. 

(a)   (c) : Olduğu açıktır. Diğer taraftan (c)   (a) durumu (3.3.2.18) denkleminin 

çözümünde başlangıç koşulu  ty  ye eşit alınarak Teorem 3.3.2.1 den elde edilir. 

(b)  (d) olduğunu gösterirsek ispat biter. Teorem 3.2.1.1 den (d) ifadesi (3.3.2.21) 

ifadesinin karakteristik denklemi olan 

  0  1 
1

   





n

i

i
iep
                                                                     (3.3.2.22) 

denklemi reel bir köke sahiptir. Buradan aşağıdaki ifadelerin birbirine denk olduğunu 

göstermek yeterlidir. 

 b  (3.3.2.19) denklemi reel bir köke sahip değildir. 

 d   Bir  1 ,00   öyle ki her  0 ,0    için (3.3.2.22) karakteristik denklemi reel 

bir köke sahip değildir. 

 d     b  olduğu açıktır. 

 b    d   olduğunu ispat edelim.  

  





n

i

i
iepF

1

 
 

 ,   F ,   0F  reel bir köke sahip olmasın. 

Buradan R  için   0F . Aynı zamanda,   F  aksi takdirde tüm 

gecikmeler sıfıra eşit ve (3.3.2.19) pozitif reel köke sahip değildir. Dolayısıyla 

 


F
R

 min


 var ve bu minimum pozitif m  sayısı olsun. Bu sebeple R  için 

  mF                                                                                                 (3.3.2.23) 

 olur. R  için 
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  





n

i

i
iepG

1

 
 

2

1   ve      GG . 

Böylece 0  vardır öyle ki    için   0G . 

 











2

1
 ,00  seçelim öyle ki 

2
  

1

 

0

m
ep

n

i

i
i 



  olsun. Her  0 ,0    için 

(3.3.2.22) denkleminin reel köklere sahip olmadığını iddia edelim. Gerçekten    

için R  ise  

  0  
2

1
  1

1

   

1

   
 








n

i

i

n

i

i
ii epep
    

olur. Diğer taraftan     ise  

   

0
22

                                    

         1
1

 

0

1

  

1

  

1

   











 













mm
m

epFepepep
n

i

i

n

i

i

n

i

i

n

i

i
iiii  

 

 elde edilir. Aşağıdaki sonuç Sonuç 3.3.2.2 nin dualidir (diğer yönüdür ). 

 

Sonuç 3.3.2.3. (Györi ve Ladas, 1991) 

ni ,...,2 ,1  için    RtCp ii  , ,   , 0  olsun. Bu halde, 0tt   için 

    0)( )(
1

 


n

i

ii ttxtptx   ifadesinin nihayetinde pozitif çözüme sahip olması 

için gerek ve yeter şart     0)( )(
1

 


n

i

ii ttytpty   denkleminin nihayetinde 

pozitif çözüme sahip olmasıdır. 
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3.3.3 Pozitif çözümlerin varlığı 

 

Katsayıları değişken ve gecikmeleri t  ye bağlı olan (değişken) lineer otonom 

olmayan  Ttt 0  için 

       0 
1

 


n

i

ii ttxtptx                                                                    (3.3.3.1) 

 Tt0  ve ni ,...,2 ,1  için 

  RTtCpi  , ,  0  ve    RTtCi  , ,  0                                                  (3.3.3.2) 

gecikmeli diferansiyel denklemini ele alalım.    ttt i
Ttni





0t1

1 inf min  olmak üzere 

ni ,...,2,1  ve Ttt 0  için     , ,0max tptp ii 


 

Ttt 0  için      tttt i
ni




,maxming 0
  1

 ve  

         000101   ve0 :,, için   tttRttCttt   


          (3.3.3.3) 

olsun. 

 

Teorem 3.3.3.1. (Györi ve Ladas, 1991) 

(3.3.2.2) doğru ve Ttt 0  için 

 
  e

dssp
n

i

i

1
 

1

t

tg

 



                                                                                   (3.3.3.4) 

olsun. Bu halde, her   için (3.3.3.1) denkleminin   tx    çözümü   ,0t  

boyunca Ttt 0  üzerinde pozitiftir. 

 

Ġspat: (Györi ve Ladas, 1991) 

Ttt 0  için 

       0 
1

 



n

i

ii ttytpty                                                                  (3.3.3.5) 

denklemini ele alalım. Bu denkleme karşılık gelen genelleştirilmiş karakteristik 

denklem Ttt 0  için 

   
  

 
 

 

0 exp  
1 0















 




n

i

t

tH

i
i

i

dss
t

th
tpt 




                                           (3.3.3.6) 
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 ile verilir. Burada,  thi
 ve  tH i , (3.3.1.5) ile verilir. Şimdi de Ttt 0

 için 

   





n

i

i tpet
1

   ve   0t  olmak üzere Teorem 3.3.1.1 in (c) ifadesinin doğru 

olduğunu iddia edelim. Gerçekten      ve  arasında keyfi ve herhangi bir 

  RTtC  , ,  0  fonksiyonu için 

 
 

 
 

 
 

1   
11

   







t

tg

n

i

i

t

tH

n

i

i

t

tH

dsspedsspedss

ii

   

elde edilir. Dolayısıyla, Ttt 0  için (3.3.1.12)  doğrudur çünkü 

   
  

 
 

 

   tetpdss
t

th
tpt

n

i

n

i

i

t

tH

i

i

i





 














  

 



1 10

    exp   0 . 

 

Sonuç olarak Teorem 3.3.1.1 den Ttt 0  üzerinde (3.3.3.5) denkleminin 

  ty    çözümü pozitiftir. Teorem 3.3.2.1 in basit bir uygulaması olarak   tx    ve 

  ty    sırasıyla (3.3.3.1) ve (3.3.3.5) denklemlerinin çözümü olup sonuç olarak 

Ttt 0  için       0   tytx  .  

 

Sonuç 3.3.3.1. (Györi ve Ladas, 1991) 

0t  için 

 
e

t
1

                                                                                                     (3.3.3.7) 

 olacak şekilde   RRC  ,  olsun. Bu halde, 0t  için 

     0 ttxtx                                                                                  (3.3.3.8) 

gecikmeli diferansiyel denklemi    ,1t  aralığı üzerinde bir pozitif çözüme sahiptir. 

Burada,   ttt
t




 min
0

1- . 
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Ġspat: (Györi ve Ladas, 1991) 

Burada, 00 t , T  ve     ttt   ,0maxg . Dolayısıyla tüm 0t  için 

 

 
e

tgtds

t

tg

1
 . İspatın geri kalan kısmı Teorem 3.3.3.1 in bir sonucudur. 

Gecikmelerin sabit olması halinde (3.3.3.7) şartı (3.3.3.8) denkleminin pozitif 

bir çözümünün varlığı için gerek ve yeter şarttır. Buna rağmen gecikmelerin 

değişken olması halinde (3.3.3.7) şartının yeterince kuvvetli olmadığını aşağıdaki 

örnekle açıklayalım. 

 

Örnek 3.3.3.1. (Györi ve Ladas, 1991) 

(3.3.3.8) denkleminde  aşağıdaki gibi verilsin. 

  .

2

3
                 ,0

2

3
1            ,

2

3

1
2

1
           ,

2

1

2

1
0                 ,0



























t

tt

tt

t

t  

Açıkça,  
e

1

2

1
1   ve böylece (3.3.3.7) sağlanmaz. Buna rağmen 0t  için 

  tetx                                                                                                    (3.3.3.9) 

başlangıç koşulu ile beraber 0t  için (3.3.3.8) denkleminin bir çözümünün pozitif 

olduğu gösterilir. Gerçekten basit bir hesaplama ile 

 





















































2

3
      , 

2

3

1
2

1
         ,

2

3

2

1
0                    ,

2

3
 

2

1

tex

tet

te

tx

t

t

 

 t
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elde edilir. 
2

3
1  t  için   0tx  olduğunu gösterirsek ispat tamamlanır. Çelişki 

oluşturmak için 









2

3
 ,1  de  tx  pozitif olmasın. Bu halde, 

10 tt   için   0tx  ve 

  01 tx  olacak şekilde bir 










2

3
 ,11t  vardır. (3.3.3.8) denklemi 1  den 

1t  e integre 

edilirse 

   

elde edilir. Dolayısıyla, 

  2
1

2
3

1

2
3

11

2

1

 
2

1
 

2

1
 

2

3
2 

2

3
21 

2

1 1




























  edsxdssxdssxxe

t

  

yazılır. Bu ise çelişkidir. Dolayısıyla, tüm t  ler için (3.3.3.8) ve (3.3.3.9) un tüm 

çözümleri pozitiftir. 

 

Teorem 3.3.3.2. (Györi ve Ladas, 1991) 

(3.3.3.2) doğru olsun ve 0tt   için 

    




n

i

t

i
ietp

1

 
                                                                                 (3.3.3.10) 

 sağlanacak şekilde bir   sayısı vardır. Bu halde, her   için (3.3.3.1) 

denkleminin   tx    çözümü   ,0t  boyunca Ttt 0  üzerinde pozitiftir. 

 

Ġspat: (Györi ve Ladas, 1991) 

Başlangıç fonksiyonu   olsun ve  Ttt  ,0  için 

    
  

 
 

 
 

















n

i

t

tH

i

i

i

dss
t

th
tptS

1 0

exp   



                                          (3.3.3.11) 

olacak şekilde   RTtC  , , 0  için   tS    tanımlansın. Burada,  thi  ve  tH i  

(3.3.1.5) ile belirtilmiştir.  Ttt 0  
için    t  ve    t  olmak üzere 

Teorem 3.3.1.1 in (c) ifadesinin doğru olduğunu iddia edelim. Gerçekten,   ve   

arasında keyfi bir   RTtC ,, 0  ve  

    0 
2

3
 21

1

1

1 







 

t

dssxxtx
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Ttt 0
 için     

 

  tHtdsstHt i

t

tH

i

i

  

 

yazılır. Açıkça, (3.3.1.5) den  

   
 

 tdsst i

t

tH

i

i

     

elde edilir.

 Şimdi de (3.3.1.12) doğruluğunu kabul edelim. Gerçekten, (3.3.3.10) 

ifadesinden  Ttt ,0
 
için 

             tetpSetpt
n

i

t

i

n

i

t

i
ii  

 
 1

 

1

 
     

elde edilir. Dolayısıyla, Teorem 3.3.1.1 den  Tt ,0  
 üzerinde (3.3.3.1) denkleminin 

  tx     çözümü pozitiftir. İspat tamamlanmıştır. 

 

Teorem 3.3.3.3. (Györi ve Ladas, 1991) 

(3.3.3.2) doğru, 

     ttt n  ...0 21                                                                    (3.3.3.12) 

 ve  

 Ttt ,0  ve nm ,...,2 ,1  için   0
1




m

i

i tp                                          (3.3.3.13) 

olsun. Bu halde,  Tt  ,0  aralığı üzerinde (3.3.3.1) denklemi pozitif ve artan bir 

çözüme sahiptir. 

 

Ġspat: (Györi ve Ladas, 1991) 

01 ttt   için   1t  ve   RTtC , , 0 olmak üzere   tS    operatörü 

(3.3.3.11) ile verilsin. 
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Ġddia:  

   



n

i

i tpt
1

    ve   0t  olmak üzere Teorem 3.3.1.1 in (c) ifadesi 

doğrudur. Gerçekten, 

      
 

   ttpdsstptS
n

i

i

n

i

t

tH

i

i

 













  

 11

   exp       

yazılır. Çünkü, 

     tHtHtH n ...21  dir. (3.3.3.13) ifadesinden  Ttt  ,0  için 

         
 

   
 

   
 

 t

dsstp

dsstpdsstptptS

t

t

n

i

i

n

i

t

t

i

t

tH

































































 





0

 exp 

 exp  exp   

n

i2

H1

3 H

21

 

yazılır. Dolayısıyla, Teorem 3.3.1.1 ifadesinde  Tt  ,0  üzerinde (3.3.3.1) denkleminin 

    txtx    çözümü pozitiftir. Hatta, Sonuç 3.3.1.1 den Ttt 0  için 

   













 

t

t

dsstx

0

 exp   yazılır. Burada, tüm  Ttt  ,0  için  t ,   0t  ve  t  

arasında olup (3.3.1.6) denkleminin sürekli  bir çözümüdür. Dolayısıyla,  tx , 

(3.3.1.1)  in sürekli bir çözümüdür. 

 

Sonuç 3.3.3.2. (Györi ve Ladas, 1991) 

          0  
1

 


n

i

ii txtptxtqtx                                                (3.3.3.14) 

gecikmeli diferansiyel denklemini ele alalım. Burada, ni ,...,2 ,1  

için   RtCpq i  , ,  , 0  ,    ,0, i ,    tqtp
n

i

i 
1

   ve  .,..., ,min 21 n   Bu 

halde, her 01 tt   için   ,1t  aralığı üzerinde (3.3.3.14) denklemi pozitif bir çözüme 

sahiptir. 
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3.3.4 Otonom olamayan denklemlerin osilasyonu için yeterli Ģartlar 

 

Bu kısımda, 0t  için 

       0 
1

 


n

i

ii ttxtptx                                                                    (3.3.4.1) 

ve ni ,...,2 ,1  için 

   RCp ii  , ,0  ,                                                                                (3.3.4.2) 

otonom olmayan lineer gecikmeli diferansiyel denkleminin tüm çözümlerinin 

salınımı için yeterli şartlar sağlanmaya çalışılacaktır. 

 

Lemma 3.3.4.1. (Györi ve Ladas, 1991) 

      ,0 , , TCp ,       0, , ,  TC , 

   


tt
t

inflim                                                                                  (3.3.4.3) 

ve 

 
 

0 inflim 




t

tt
t

dssP


.                                                                              (3.3.4.4) 

olsun.   ttT
Tt





  

1 inf  olmak üzere      0 ,- , , 1  TC . 

 Tt   için      
 

0 exp 











 



t

tt

dsstPt


                                           (3.3.4.5) 

eşitsizliğini sağlasın. Bu halde, 

 
 

. inflim 











 




t

tt
t

dss


                                                                        (3.3.4.6) 

 

Teorem 3.3.4.1. (Györi ve Ladas, 1991)  

(3.3.4.2) olmak üzere 0t  için 

    tt i
ni





  1
max                                                                                       (3.3.4.7) 

ve 

   


tt
t

lim                                                                                        (3.3.4.8) 

olsun. Bu halde, 



 
3. MATERYAL ve YÖNTEM                                                                                   Neriman AVCI 

72 
 

 
  e

dssp

t

tt

n

i

i
t

1
  inflim

1

 
 




                                                                      (3.3.4.9) 

ifadesi (3.3.4.1) denkleminin tüm çözümlerinin salınımı için yeterli bir şarttır. 

 

Ġspat: (Györi ve Ladas, 1991) 

Çelişki oluşturabilmek için (3.3.4.1) denklemi nihayetinde bir  tx  pozitif 

çözüme sahip olsun. Bu halde, 
1 Tt  için   0tx  olacak şekilde 0T  vardır. 

Burada,    ttT i
Ttni





     1

1 inf  min . Dolayısıyla, Teorem 3.3.1.1 ve Not 3.3.1.2 den  

Tt   için      
 

0 exp 
1















 

 

n

i

t

tt

i

i

dsstpt


   

olacak şekilde bir   RTC  , , 1    sürekli fonksiyonu vardır. Dolayısıyla, Tt   

için 

     
 

0 exp 
1
























 



t

tt

n

i

i dsstpt


                                                  (3.3.4.10) 

ve  Lemma 3.3.4.1 den 

 
 













 




t

tt
t

dssm


  inflim                                                                (3.3.4.11) 

yazılır. (3.3.4.10) daki terimler düzenlenir ve  tt   den t  ye integre edilirse 

 
 

   
  

 
 

























t

tt

u

uu

n

i

i

t

tt

dudssupdss
 

   exp  
1

  

elde edilir.  (3.3.4.11) ve (3.3.4.9) ifadelerinden 

 
 

mme
e

eduupm m

t

tt

n

i

i
t















  

 


  
1

  inflim
1

   

çelişkisi elde edilir.  

 

Aşağıdaki teorem, 

    0 
1

 


n

i

ii txptx                                                                         11.4.3.3   
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ifadesi ile ilgili sonuçların genelleştirilmiş halidir. Pozitif katsayılı ve negatif 

gecikmelere sahip olmayan  11.4.3.3   ifadesinin her çözümünün salınımlı olabilmesi 

için 0 
1

 





n

i

i
iep
  karakteristik denkleminin negatif köklere sahip olmamasıdır. 

Yani, buna denk olarak tüm 0  için  

1  
1

1

 




n

i

i
iep



. 

 

Teorem 3.3.4.2. (Györi ve Ladas, 1991) 

(3.3.4.2) doğru, ni ,...,2 ,1  için 

   


tt i
t

lim                                                                                    (3.3.4.12) 

ve ml ,...,2 ,1  olmak üzere  nil ,...,2 ,1   vardır öyle ki 

   0inflim
1




ti
t

  ve   0inflim
1














m

i

i
t

sp
l

                                           (3.3.4.13) 

 olsun. Bu halde, (3.3.4.1) denkleminin tüm çözümlerinin salınımlı olması için 

   
1  

1
infinflim

1
0






















n

i

t

i
t

ietp


 
                                                        (3.3.4.14) 

yeterli bir şarttır. 

 

Ġspat: (Györi ve Ladas, 1991) 

Çelişki oluşturabilmek için (3.3.4.1) denklemi nihayetinde bir  tx  pozitif 

çözümüne sahip olsun. Bu halde, 1 Tt  için   0tx  olacak şekilde 0T  vardır. 

Burada,    ttT i
Ttni





        1

1 inf   min . Sonuç 3.3.1.1 den Tt   için 

     
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dsstpt
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                                                     (3.3.4.15) 

olacak şekilde sürekli bir   RTC  , , 1    fonksiyonu vardır.    ttr
liml


    1

max


  

olsun. Bu halde, Tt   için 

     
 
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i dsstpt
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                                                 (3.3.4.16) 
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ve Lemma 3.3.4.1 den    


tM
t

inflim . Açıkça, 0M , aksi taktirde 0M  

ve (3.3.4.13) denklemine çelişki teşkil edecek 
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
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n

l

i
t

n

i

t
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i
t

tpdsstp
l

i
11

inflim exp inflim0


   

vardır.  

 

Her  M ,0  için TT   vardır öyle ki  Tt
~

  için     Mt , burada  

   ttT i
Ttni




 
      1

inf  min
~

. (3.3.4.15) den Tt   için 

       
0 

1

 





n

i

tM

i
ietpt
                                                                    (3.3.4.17) 

elde edilir. Diğer taraftan (3.3.4.14) ifadesinden 01 T  ve 1q  vardır öyle ki tüm 

0  ve 
1Tt   için     

  
1

 
qetp

n

i

t

i
i 



. Buradan ve (3.3.4.17) ifadesinden tüm 

 1 , max TTt   için           
 




Mqetpt

n

i

tM

i
i   

1

   

yazılır. Dolayısıyla,      


MqtM
t

 inflim  ve 0 , 

MMqM   yazılır. İspat biter. 

 

Sonuç 3.3.4.1. (Györi ve Ladas, 1991) 

(3.3.4.2), (3.3.4.12) ve (3.3.4.13) sağlansın. Bu halde, (3.3.4.1) denkleminin 

tüm çözümlerinin salınımı için aşağıdaki şartlardan her biri yeterlidir. 

(a)       
e

ttp
n
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t

1
 inflim
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
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
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 .                                                      (3.3.4.19) 

 

Ġspat: (Györi ve Ladas, 1991) 

Her iki durumda (3.3.4.14) ifadesinin geçerli olduğunu göstermek yeterlidir. 

(a) xee x    kullanılırsa ve herhangi bir 0  için 
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           
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1
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

   

ve (3.3.4.18), (3.3.4.14) unu gerektirir. 

(b)  xee x    ve ni ,...,2 ,1  ve 0iq  için  
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 exp  

    
1












  

ve (3.3.4.19), (3.3.4.14) unu gerektirir. 

 

Aşağıdaki teorem, Teorem 3.3.4.1 in kuvvetli bir versiyonu olmamakla beraber 

(3.3.4.1) denkleminin tüm çözümlerinin salınımı için yeni bir şartı ifade ettiğinden 

ayrı bir önem arz eder. 

 

Teorem 3.3.4.3. (Györi ve Ladas, 1991) 

(3.3.4.2) geçerli olmak üzere 0t  için     tt i
ni


    1
min


  ve    


tt

t
lim  

olsun. Bu halde, (3.3.4.1) denkleminin tüm çözümlerinin salınımı için 

 
 

1 suplim
1

 
 



t

tt

n

i

i
t

dssp


                                                                     (3.3.4.20) 

yeterli bir şarttır. 

 

Ġspat: (Györi ve Ladas, 1991) 

Çelişki oluşturabilmek için, (3.3.4.1) denklemi nihayetinde bir  tx  pozitif 

çözümüne sahip olsun. (3.3.4.1) denklemi yeterince büyük t  ler için  tt   dan t  

ye integre edilirse 
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         
 

         
 

      
 

01      

      

  0

1

1

1



















 

 

 

 

 

 

t

tt

n

i

i

t

tt

n

i

ii

t

tt

n

i

ii

dsspttxtx

dsspttxttxtx

dsssxspttxtx













  

bu çelişkiden ispat biter. 

 

Sonuç 3.3.4.2. (Györi ve Ladas, 1991) 

Açıkça (3.3.4.9) ve (3.3.4.20) şartları bağımsızdır. Buna rağmen tüm  tpi  

lerin sabit olması halinde (3.3.4.20) ifadesi (3.3.4.9) ifadesini gerektir. 

 

"4"3.4 Matematiksel Biyolojide Linerize OlmuĢ Salınım ve Teorileri 

 

ni ,...,2,1  için    ,0, iip  ,  RRCf i  , , 0u  için   0 1 ufu , 

 
1lim

0


 u

uf i

u
 olmak üzere matematiksel biyolojide çeşitli denklemler 

     0 
1

 


n

i

iii txfptx                                                                     (3.4.0.1) 

formunda yazılabilir. Bazı pozitif   sayısı için ya   ,0u  için   uuf i   ya da 

 0 ,u  için   uuf i   dür. (3.4.0.1) denklemine eşlik eden linerize olmuş 

denklem 

    0 
1

 


n

i

ii typty                                                                           (3.4.0.2) 

ile verilir. Bu kısımda, (3.4.0.1) denkleminin her çözümünün salınımlı olması için 

gerekli ve yeterli şart (3.4.0.2) denkleminin her çözümünün salınımlı olmasıdır.  

 

 

                                                 
"4"

 Doç. Dr. Tanfer TANRIVERDİ danışmanlığında çalışan lisans  üstü öğrencileri Neriman AVCI, 

Mikail KARACA, Abbas TUTAR „ın tezlerinde bu kısımda ifade edilen tüm sonuçların türkçesi 

ortaktır. 
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3.4.1 Linerize olmuĢ osilasyon teorisi 

 

Lineer olmayan 

     0 
1

 


n

i

iii txfptx                                                                     (3.4.1.1) 

gecikmeli diferansiyel denklemini ele alalım. Burada, ni ,...,2 ,1  için 

   ,0ip ,    ,0i  ve  RRCf i  ,                                                   (3.4.1.2) 

ve  

0u  için   .0 ufu i                                                                              (3.4.1.3) 

f   aşağıdaki şartları sağlar. 

(H1) ni ,...,2 ,1   için 
 

1 inflim
0


 u

ufi

u
                                                            (3.4.1.4) 

(H2) ni ,...,2 ,1   için  
 

1lim
0


 u

uf i

u
                                                                 (3.4.1.5) 

(H3) Bir    pozitif sabiti vardır öyle ki  ni ,...,2 ,1   için 

ya  

 u0   için   uuf i   ya da 0 u   için   uuf i                     (3.4.1.6) 

(3.4.1.4) veya (3.4.1.5) sağladığında (3.4.1.1) denkleminin linerize olmuş şekli 

    0 
1

 


n

i

ii typty                                                                           (3.4.1.7) 

ile verilir. 

 

Teorem 3.4.1.1. (Györi ve Ladas, 1991) 

(3.4.1.2), (3.4.1.3), (3.4.1.4) doğru ve linerize olmuş (3.4.1.7) denkleminin her 

çözümü salınımlı olsun. Bu halde, (3.4.1.1) denkleminin de her çözümü aynı 

zamanda salınımlıdır. 

 

Teorem 3.4.1.2. (Györi ve Ladas, 1991) 

(3.4.1.2), (3.4.1.3), (3.4.1.6) doğru ve (3.4.1.1) denkleminin her çözümü 

salınımlı olsun. Bu halde, linerize olmuş (3.4.1.7) denkleminin her çözümü aynı 

zamanda salınımlıdır. 
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Sonuç 3.4.1.1. (Györi ve Ladas, 1991) 

(3.4.1.2), (3.4.1.3), (3.4.1.5) ve (3.4.1.6) doğru olsun. Bu halde, (3.4.1.1) 

denkleminin her çözümünün salınımlı olması için gerek ve yeter şart, (3.4.1.7) 

denkleminin her çözümünün salınımlı olmasıdır. 

 

Lemma 3.4.1.1. (Györi ve Ladas, 1991) 

1n  ve (3.4.1.2) ve (3.4.1.3) şartları doğru olsun. Bu halde, (3.4.1.1) 

denkleminin salınım yapmayan her çözümü t   için sıfıra gider. 

 

Ġspat: (Györi ve Ladas, 1991) 

 tx , (3.4.1.1) denkleminin salınım yapmayan bir çözümü ve ayrıca  tx  

nihayetinde pozitif olsun.  tx   nin nihayetinde negatif olma durumu benzer 

olduğundan ele alınmayacaktır. Bu halde,      0 
1

 


n

i

iii txfptx   ve 

 txL
t 

 lim  mevcut negatif olmayan bir sayıdır.  

 

Şimdi de 0L  olduğunu görelim. Aksi halde, 0L  ve 

     0     lim
1

 




n

i

i
t

Lfptx . Bu ise   


 lim tx
t

 olduğunu gerektirir. Bu bir 

çelişkidir. İspat biter. 

 

Teorem 3.4.1.1 in Ġspatı: (Györi ve Ladas, 1991) 

Çelişki oluşturmak için (3.4.1.1) denkleminin salınım yapmayan bir  tx  

çözümü var ve  tx  nihayetinde pozitif bir çözüm olsun.  tx  nin nihayetinde negatif 

olma hali benzer olduğundan ispat edilmeyecektir.  

  

Lemma 3.4.1.1 den   0lim 


tx
t

. Bu halde, (3.4.1.4) ten ni ,...,2 ,1   için 

  
 

1inflim 





i

i

t tx

txf




  yazılır.  1 ,0   olsun. Her ni ,...,2 ,1  ve  

Tt   için   0 itx 
 
 ve       iii txtxf    1
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olacak şekilde bir T
 
 vardır. Bu halde,  (3.4.1.1) denkleminden  

Tt 
 
için       0  1

1

 


n

i

ii txptx   

 yazılır. Teorem 3.3.2.2 den (3.4.1.7) denklemi pozitif bir çözüme sahiptir. Bu ise 

(3.4.1.7) denkleminin her çözümünün salınımlı olduğuna çelişki teşkil eder. 

 

Teorem 3.4.1.2 nin Ġspatı: (Györi ve Ladas, 1991) 

ni ,...,2 ,1  ve  u0  için   uuf i 
 

olmak üzere (3.4.1.6) doğru olsun. 

0 u  ve ni ,...,2 ,1  için   uuf i   durumunun ispatı benzer olduğundan ele 

alınmayacaktır. Çelişki oluşturabilmek için (3.4.1.7) denklemi nihayetinde  ty   

pozitif çözümüne sahip olsun. Açıkça,   0lim 


ty
t

 ve i
n





 i  1
max   olmak üzere 

00 ttt   için    ty0  olacak şekilde bir 0t  vardır. 00 ttt   için 

başlangıç fonksiyonu,  ty   ye eşit alınmak üzere (3.4.1.1) denklemi  0t  
ın sağ 

komşuluğunda bir  tx   çözümüne sahiptir. Şimdi de 

     txty                                                                                           (3.4.1.8) 

sağlanacak şekilde bir  tx  nin varlığını göstermek yeterlidir. Tüm 0tt   için  tx  

mevcut ve pozitiftir. Bu durum (3.4.1.1) denkleminin her çözümünün salınımlı 

oluşuna terslik teşkil eder.    tx0  olacak şekilde  tx  olduğu sürece  

      



n

i

ii

n

i

iii txptxfptx
11

       

vardır ve böylece Teorem 3.3.2.1 den    txty   dir. (3.4.1.1) denkleminde  tx  

mevcut ve pozitif ise kesin olarak azalandır. Böylece tüm 0tt    için (3.4.1.8) doğru 

olur ve ispat biter. 
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3.4.2 Kaynakların sınırlı olması halinde gecikmeli popilasyon modeli 

 

 
 

 










K

tN
tNr

dt

tdN
1                                                                          (3.4.2.1) 

 

Otonom diferansiyel denklemini ele alalım. Burada    0, , Kr . Bu denklem 

matematikte “Lojistik Denklem” olarak bilinir (Smith, 1963). Burada r  gelişim 

oranı, K   ise taşıma kapasitesidir. Yiyeceğin sınırlı olması halinde lojistik denklem 

 
 

 
 tNrcK

tNK
tNr

dt

tdN

  
 




                                                                      (3.4.2.2) 

ile verilir. Burada cKr  , ,  pozitif sabit sayılardır. (3.4.2.2) denkleminin çıkarımı için 

(Pielou,1969). (3.4.2.1) çözümü kolaylıkla elde edilir.   00 N  olması halinde 

t  için çözüm bir K  sayısına yakınsar. (3.4.2.1) denkleminin gecikmeli 

diferansiyel denklemi  (Hutchionson, 1948) tarafından 

 
 

 







 


K

tN
tNr

dt

tdN 
1                                                                    (3.4.2.3) 

ile verilmiştir. Burada,    ,0 , , Kr  . (3.4.2.3) yaygın olarak gecikmeli lojistik 

denklem olarak bilinmekle birlikte birçok araştırmacı tarafından çalışılacaktır. Buna 

benzer olarak yiyeceklerin sınırlı olması halinde gecikmeli diferansiyel denklem 

   
 
 







tNrcK

tNK
tNrtN

  
                                                                  (3.4.2.4) 

verilir. Burada, 

   ,0 , , Kr   ve  . ,0 c                                                                    (3.4.2.5) 

Bu denklemde özel olarak 0c  alınırsa (3.4.2.3) elde edilir. 

 

Bu kısımda, 

   RC  , 0 ,    ve    00   olmak üzere 0 t  için   

   ttN                                                                                                 (3.4.2.6) 

denklemini sağlayacak şekilde (3.4.2.4) denkleminin çözümleri irdelenecektir. 

(3.4.2.6) olması halinde açıkça (3.4.2.4) denklemi tüm 0t  için bir tek pozitif 

çözüme sahiptir. K  denge noktası çevresinde (3.4.2.4) denkleminin her pozitif 
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çözümünün salınımı için gerekli ve yeterli şartlar tesis edilecektir.    txeKtN    

olsun. Bu halde, (3.4.2.4) denklemi 

 
 

  0
  1

1
 













tx

tx

erc

e
rtx                                                                           (3.4.2.7) 

formunda yazılır. (3.4.2.4) ve (3.4.2.6) ifadelerinin  tN  çözümünün K  civarında 

salınımlı olması için gerek ve yeter şart  tx  nin sıfır civarında salınımlı olmasıdır. 

Sonuç 3.4.1.1, (3.4.2.4) denklemine uygulanırsa (3.4.2.4) denkleminin tüm pozitif 

çözümlerinin salınımlı olması için gerek ve yeter şart aşağıdaki teoremle verilir. 

 

Teorem 3.4.2.1. (Györi ve Ladas, 1991) 

(3.4.2.5) doğru olsun. Bu halde, (3.4.2.4) denkleminin her çözümünün K  

civarında salınım yapması için gerek ve yeter şart 

erc

r 1
 

 1



                                                                                              (3.4.2.8) 

olmasıdır. 

 

Ġspat: (Györi ve Ladas, 1991) 

   
u

u

erc

e
rcuf

  1

1
  1



   olsun. (3.4.2.7) denklemi 

     0 
 1




 txf
rc

r
tx                                                                     (3.4.2.9) 

formatında yazılır. Burada, f ,  RRCf  ,  , 0u  için   0 ufu  ve 
 

1lim
0


 u

uf

u
. 

Bu durumda bir   pozitif sayısı vardır öyle ki 

  ,0u   için 1 rc      uuf   

iken 

 0 ,u  için 1 rc      uuf  .  

 

Nihayetinde Teorem 3.2.2.3 ve (3.4.2.8) den 

    0 
 1




 ty
rc

r
ty   

denkleminin tüm çözümleri salınımlıdır. 
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3.4.3 Birden fazla gecikme olması halinde gecikmeli lojistik diferansiyel  

denklemlerin osilasyonu 

 

n  tane gecikmeye sahip 0t  için 

     







 



n

i

ii tNtNtN
1

                                                               (3.4.3.1) 

gecikmeli lojistik denklemini ele alalım. Burada, 

   ,0,..., , , 21 n
 
 ve    n...0 21 .                            (3.4.3.2) 

Bu denklem 0t  için 

   
 








 


K

tN
tNrtN


1                                                                       (3.4.3.3) 

denkleminin genelleştirilmiş halidir. Burada,  tN , t  zamandaki popülasyon 

yoğunluğu, r  gelişim oranı, K  taşıma kapasitesidir. 
 
K

tN 1
 geçmişteki 

popülasyonun geri dönüşüm mekanizmasını gösterir. (3.4.3.1) denklemine eşlik eden 

başlangıç fonksiyon 0 t  için  

   ttN  , burada    RC  ,0 ,    ve   00                                 (3.4.3.4) 

ile verilsin. (3.4.3.1) ve (3.4.3.4)  başlangıç değer problemi 0t  için bir tek pozitif 

 tN  çözümüne sahiptir. (3.4.3.1) denklemi bir denge noktasına sahiptir.  

 

Bu kısımdaki amacımız (3.4.3.1) denkleminin 





n

i

i

N

1

*




                                                                                             (3.4.3.5) 

civarındaki salınımı için gerek ve yeter şart elde etmektir. (3.4.3.3) denkleminin her 

pozitif çözümünün K  civarında salınım yapması için gerek ve yeter şart 

e
r

1
                                                                                                       (3.4.3.6) 

olmasıdır. (3.4.3.1) ve (3.4.3.4) başlangıç değer probleminin bir tek pozitif çözümü 

 tN  olsun. 0t  için 

 
 
*

ln
N

tN
tx                                                                                             (3.4.3.7) 
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ile birlikte t  için 

     0 
1

 


n

i

ii txfptx                                                                      (3.4.3.8) 

elde edilir. Burada, ni ,...,2 ,1   için 
ii Np *
 
 ve   1 ueuf . Açıkça,  tx  nin 

sıfır civarında salınım yapması için gerek ve yeter şart  tN  nin *N  civarında 

salınım yapmasıdır. Aynı zamanda,  

 RRCf  ,  , 0u  için   0 ufu ,  

 
1lim

0


 u

uf

u
 ve 0u  için   uuf  . 

 (3.4.3.1) denklemine eşlik eden linerize denklem 

  0)( 
1

 


n

i

ii typty                                                                          (3.4.3.9) 

ile verilir. 

 

Teorem 3.4.3.1. (Györi ve Ladas, 1991) 

(3.4.3.2) doğru olsun. Bu halde, (3.4.3.1) denkleminin her pozitif çözümünün 

*N  pozitif denge noktası civarında salınımlı olması için gerek ve yeter şart (3.4.3.9) 

denkleminin her çözümünün sıfır civarında salınımlı olmasıdır. Yani, 

0 
1

 





n

i

i
iep

  karakteristik denkleminin hiçbir reel köke sahip olmamasıdır. 

(3.4.3.3) denklemine (3.4.3.7) dönüşümü yapılırsa   1 ueuf  olmak üzere 

     0  txfrtx                                                                           (3.4.3.10) 

elde edilir. (3.4.3.10) denkleminin linerize olmuş formu     0  tyrty  ile 

verilir. Bu denklemin salınımlı olması için gerek ve yeter şart (3.4.3.6) ifadesinin 

doğru olmasıdır. Bunun için aşağıdaki sonuç doğrudur. 

 

Sonuç 3.4.3.1. (Györi ve Ladas, 1991) 

Kr   ve,  pozitif sabitler olsun. Bu halde, (3.4.3.3) lojistik denkleminin her y  

çözümünün K  civarında salınım yapması için gerek ve yeter şart 1  er  olmasıdır. 

 

 



 
3. MATERYAL ve YÖNTEM                                                                                   Neriman AVCI 

84 
 

Not 3.4.3.1. (Györi ve Ladas, 1991) 

 Teorem 3.2.2.1 in tüm koşulları kullanılırsa lineer denklemin tüm 

çözümlerinin salınımlı olması için aşağıdaki her iki şarttan birinin (3.4.3.1) 

denkleminin her y  çözümünün *N  civarında salınımlı olmasıdır. 

(a)    e
n

i

n

i

ii 1  
1

i

1




















  

(b)    .1
1

1

11

e
n

i

i

nn

i

i

n

i

i 


























  

 

3.4.4 Alyuvarların (kırmızı kan hücrelerinin) varlığını sürdürmesi için Lasota- 

Wazewska modeli 

 

Bir hayvandaki alyuvarların varlığını sürdürmesi için gerekli model 0t  için 

       tNeptNtN                                                                        (3.4.4.1) 

gecikmeli diferansiyel denklem Wazewska-Czyzewska ve Lasota (1988)  tarafından 

kullanılmıştır. Burada  tN , t   zamandaki alyuvarların sayısını,   ise bir alyuvarın 

ölümünün olasılığı, p  ve   ise her birim zamandaki alyuvarların üretimi ile ilgili 

pozitif sabitler,   ise bir alyuvarın üretimi için gerekli zamandır. (3.4.4.1) denklemi 

   RC  ,0 ,    ve    00   olmak üzere  

0 t   için    ttN                                                                      (3.4.4.2) 

koşulları ile birlikte irdelenecektir. Açıkça, (3.4.4.1) ve (3.4.4.2) tüm 0t  için bir 

tek pozitif çözüme sahiptir. (3.4.4.1) denkleminin 
*N  denge noktası pozitif ve 

* *  Ne
p

N 



 dir.    txNtN  
1**


   dönüşümü ile (3.4.4.1) denklemi 

        01   t *    txeNtxx                                                     (3.4.4.3) 

gecikmeli diferansiyel denklemine indirgenir. 

 

2n , 1p ,   uuf 1 , 
*

2   Np   ve   ueuf 12   alınırsa (3.4.1.1) 

denklemi elde edilir. Açıkça  tN  nin 
*N  civarında salınım yapması için gerek ve 
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yeter şart  tx  nin sıfır civarında salınımlı olmasıdır. (3.4.4.3) denklemi için Sonuç 

3.4.1.1 in tüm varsayımları sağlanmıştır. Dolayısıyla aşağıdaki sonuç doğrudur. 

 

Teorem 3.4.4.1. (Györi ve Ladas, 1991) 

(3.4.4.1) ve (3.4.4.2) denklemlerinin çözümünün *N  civarında salınımlı olması 

için gerek ve yeter şart 0  *   eN  denkleminin hiçbir reel köke sahip 

olmamasıdır. Diğer bir deyişle (3.4.4.1) ve (3.4.4.2) denklemlerinin çözümünün *N  

civarında salınımlı olması için gerek ve yeter şart eeN 1   *   olmasıdır. 

 

"5"3.5 Gecikmeli Diferansiyel Denklem Sistemlerinde Salınım 

 

Diferansiyel denklem sistemleri ile ilgili olarak çözümlerin salınım kavramı ile 

ilgili (çözümlerin salınımı ile ilgili olan kavram) değişik yollar mevcuttur. 

 

Tanım 3.5.0.1. (Györi ve Ladas, 1991) 

      Tn txtxtx ,...,1  olsun. Eğer çözümün her  txi  bileşeni keyfi sayıda 

büyük  köklere sahipse  tx  çözümüne salınımlıdır denir. Aksi halde çözüme 

salınımlı değildir deriz. Diğer bir deyişle  tx  nin her bileşeni salınımlı ise  tx  

salınımlıdır denir ve eğer  tx  nin en az bir bileşeni nihayetinde pozitif veya negatif 

ise  tx  çözümüne salınımlı değildir deriz. 

 

Tanım 3.5.0.2. (Györi ve Ladas, 1991) 

Eğer       Tn txtxtx ,...,1  nihayetinde triviyal veya en az bir bileşeni 

nihayetinde sabit bir işarete sahip değilse  tx  çözümü salınımlıdır, aksi halde 

salınımlı değildir. 

 

                                                 
"5"

 Doç. Dr. Tanfer TANRIVERDİ danışmanlığında çalışan lisans  üstü öğrencileri Neriman AVCI, 

Mikail KARACA, Abbas TUTAR „ın tezlerinde bu kısımda ifade edilen tüm sonuçların türkçesi 

ortaktır. 
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   ttx sin,1  Tanım 3.5.0.2 ye göre salınımlıdır fakat Tanım 3.5.0.1 e göre 

salınımlı değildir. Eğer Tanım 3.5.0.1 varsa Tanım 3.5.0.2 kesinlikle doğrudur. Eğer 

Tanım 3.5.0.2 ye göre  tx  salınımlı değilse Tanım 3.5.0.1 e göre de  tx  salınımlı 

değildir. Yukarıdaki örnek tersinin doğru olmadığını gösterir. Yani Tanım 3.5.0.2 ye 

göre salınımlı ise Tanım 3.5.0.1 e göre salınımlı olmak zorunda değildir. 

 

3.5.1 Lineer otonom sistemlerin salınımı için gerekli ve yeterli Ģartlar 

 

    0 
1

 


n

i

ii txPtx                                                                            (3.5.1.1) 

Lineer otonom gecikmeli diferansiyel denklem sistemini ele alalım. Burada, iP  

katsayıları mm   tipinde matrisler ve i  gecikmeleri negatif olmayan reel sayılardır. 

Bu denkleme eşlik eden karakteristik denklem 

0  det
1

   














n

i

i
iePI
                                                                       (3.5.1.2) 

ile verilir. Burada, I , mm  tipinde birim matristir. Aşağıdaki teorem Teorem 

3.2.1.1 in lineer otonom sistemindeki karşılığıdır. 

 

Teorem 3.5.1.1. (Györi ve Ladas, 1991) 

ni ,...,2 ,1   için 

mm

i RP    ve  Ri                                                                             (3.5.1.3) 

olmak üzere aşağıdaki ifadeler denktir.  

(a) (3.5.1.1) denkleminin her çözümü bileşensel olarak salınımlıdır. 

(b) (3.5.1.2) karakteristik denkleminin reel kökü yoktur. 

 

Ġspat: (Györi ve Ladas, 1991) 

(a)(b): Kolaydır. Gerçekten 0 , (3.5.1.2) denkleminin bir kökü ise 

0   
1

  

0
0 











  
n

i

i
iePI  denklemini sağlayacak şekilde reel 0  vardır. Bu halde, 
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açıkça en az bir bileşeni salınımlı olmamak üzere   
 

 0 t
etx  , (3.5.1.1) denkleminin 

bir çözümüdür. 

(b)   (a): Laplace transformasyonu kullanılarak yapılacaktır.  

 

Çelişki oluşturmak için (b) doğru ve (3.5.1.1) denklemi       Tm txtxtx ,...,1  

şeklinde salınım yapmayan bir çözüme sahip olsun. Yani,  tx  nin bileşenlerinden en 

az bir tanesi salınımlı değildir. Genelliği bozmaksızın  tx1
 bileşeni nihayetinde 

pozitif olsun. (3.5.1.1) otonom olduğundan burada i
ni


    1
max


  olmak üzere  t  

için   01 tx  olduğu kabul edilir.  

 

Teorem 3.1.5.1 den  tx  eksponansiyel mertebeli olduğundan (   .    teMtx   

Burada 0M ,   reel )  

s Re  için    



0

  dttxesX st
  

yazılır. (3.5.1.1) denklemine Laplace transformasyonu uygulanırsa  

s Re   için      ssXsF                                                               (3.5.1.4) 

elde edilir. Burada, 

  





n

i

s

i
iePIssF

1

 
  

                                                                             (3.5.1.5) 

ve 

      
 




n

i

sts

i

i

i dttxeePxs
1

0

 

 
.   0



                                                       (3.5.1.6) 

Hipotezden tüm Rs  için    0det sF . Üstelik, 

    




 det lim

  

sF

Rs
s

                                                                                 (3.5.1.7) 

ve böylece  

tüm Rs  için    0det sF                                                                    (3.5.1.8) 

yazılır.  tx  çözümünün birinci bileşeni  tx1  nin Laplace transformasyonu  sX1  

olsun. Buradan Cramer kuralından  
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s Re  için  
  
  sF

sD
sX

det

det
1  .                                                            (3.5.1.9) 

 

Burada, 

 

     

     



























sFsFs

sFsFs

sD

mmmm

m

 2 

1121

...

...

...

...

...

 

 si ,  s  vektörünün .i  bileşeni ve  sF ji  ise  sF  matrisinin .i  satırı .j  

sütunudur. Açıkça, tüm mji ,...,2 ,1,   için   si  ve  sF ji  
tamdır. Dolayısıyla 

  sDdet  ve   sFdet  tamdır.  

 

0 ,  sX1
 nin yakınsaklık apsisi olsun. Yani   mevcut  :inf 10  XR . 

Teorem 3.2.1.1 ve Teorem 3.2.1.2 nin ispatındaki argümanlara benzer muhakeme ile 

  0  olur ve (3.5.1.9) denkleminden tüm  

Rs  için  
  
  sF

sD
sX

det

det
1                                                                  (3.5.1.10) 

elde edilir.   01 tx  olduğundan tüm Rs  için   01 sX  ve (3.5.1.8) ve (35.1.10) 

denklemlerinden    .0det sD  sD  nin tanımından ve (3.5.1.5) ve (3.5.1.6) 

denklemlerinden  

0ss    için    seMsD   det                                                             (3.5.1.11) 

sağlanacak şekilde 0 , , sM   pozitif sabitleri vardır.   sFdet , nsss
eees

    
,..., , , 21 

 

değişkenlerine bağlı bir polinom olduğundan  

Rs  için    msF det                                                                        (3.5.1.12) 

olacak şekilde bir m  pozitif sayısı vardır. (3.5.1.10), (3.5.1.11) ve (3.5.1.12) 

denklemlerinden 

        0     11

 

0

1

 

1  












T

sT

T

tsts dttxedttxedttxesX    

ve böylece  



 
3. MATERYAL ve YÖNTEM                                                                                   Neriman AVCI 

89 
 

  s  için     0 0 1  




Ts

T

e
m

M
dttx    

elde edilir. Bu ise Tt   için   01 tx  olduğunu gerektirir. Bu bir çelişkidir. 

Teorem 3.5.1.2. (Györi ve Ladas, 1991) 

(3.5.1.3) doğru olsun. Bu halde aşağıdaki ifadeler denktir. 

(a) (3.5.1.1) denkleminin her çözümü Tanım 3.5.0.1 anlamında (bileşensel olarak) 

salınımlıdır. 

(b) (3.5.1.1) denkleminin her çözümü Tanım 3.5.0.2 anlamında salınımlıdır. (Yani, 

nihayetinde tiriviyal veya en az bir bileşeni nihayetinde sabit bir işarete sahip 

değildir.)  

 

Ġspat: (Györi ve Ladas, 1991) 

(a)   (b) : Açıktır. 

(b)   (a) : İspat edelim. Bunun için çelişki oluşturmak için (b) doğru fakat  tx  

(3.5.1.1) denkleminin Tanım 3.5.0.1 e göre salınım yapmayan bir çözümü olsun. Bu 

halde, Teorem 3.5.1.1 den (3.5.1.2) karakteristik denklemi bir 0  reel köküne 

sahiptir. Dolayısıyla, (3.5.1.1) denkleminin bir çözümü   
 

 0 t
etx   olacak şekilde 

sıfırdan farklı nR  vardır. Fakat bu çözüm Tanım 3.5.0.2 ye göre salınımlı 

değildir. Bu bir çelişkidir. İspat tamamlanmıştır. 

 

3.5.2 Lineer otonom sistemlerin için osilasyon ve osilasyon yapmaması halinde 

kesin Ģartlar 

 

    0 
1

 


n

i

ii txPtx                                                                            (3.5.2.1) 

 

Gecikmeli diferansiyel denklemini ele alalım. Burada, iP , mm  tipinde matris 

ve i  ler negatif olmayan reel sayılardır. (3.5.2.1) denkleminin tüm çözümleri 

salınımlı ve salınımlı olmaması halinde tam şartları elde etmek için 
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   uuPP ii  ,max
1




  logaritmik normu kullanılacaktır. (3.5.2.1) denkleminin her 

çözümünün salınımlı olması için gerek ve yeter şart 

0 det
1

  














n

i

i
iePI
                                                                         (3.5.2.2) 

denkleminin hiçbir reel köke sahip olmamasıdır. Aşağıdaki teorem, Teorem 3.2.2.1 

in matris analoğudur (karşılığıdır). 

 

Teorem 3.5.2.1. (Györi ve Ladas, 1991) 

Her ni ,...,2 ,1   için 

mm

i RP  , 0i  ve   0 iP                                                             (3.5.2.3) 

olsun. Bu halde, aşağıdaki iki şartın her biri (3.5.2.1) in tüm çözümlerinin salınımı 

için yeterlidir. 

(a)     
e

P
n

i

ii

1
 

1




                                                                                    (3.5.2.4) 

(b)       .1  
1

1

1

ePm
n

i

i

n
n

i

i 







 



                                                              (3.5.2.5) 

Teoremin ispatı için aşağıdaki lemmaya ihtiyaç vardır. 

 

Lemma 3.5.2.1. (Györi ve Ladas, 1991) 

R  için 

  0 
1

 





n

i

i
ieP

                                                                                  (3.5.2.6) 

ve 

  1  
1

 inf
1

 

0 

















n

i

i
ieP






                                                                     (3.5.2.7) 

olmak üzere ni ,...,2 ,1  için mm

i RP   ve  0i  olsun. Bu halde, (3.5.2.1) 

denkleminin her çözümü salınımlıdır. 
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Ġspat: (Györi ve Ladas, 1991) 

Çelişki oluşturmak için (3.5.2.1) denklemi salınım yapmayan bir çözüme sahip 

olsun. Teorem 3.5.1.1 den (3.5.2.2) karakteristik denklemi 0  reel köküne sahiptir. 

Fakat 

0   
1

  

0
0 












uePI

n

i

i
i   

olacak şekilde 1u  olmak üzere 
nRu  vardır.  

Dolayısıyla, 

   






















n

i

i

n

i

i

n

i

i
iii ePeuuPuueP

1

  

1

  

1

  

0
000    ,  , 
   

 ve (3.5.2.6) ifadesinden  

00   ve  





n

i

i
ieP

1

  

0

0 
1

1



.  

Bu (3.5.2.7) ye çelişki teşkil eder. Bu ise ispatı tamamlar.  

 

Teorem 3.5.2.1 in Ġspatı: (Györi ve Ladas, 1991) 

  0 iP  için Lemma 3.5.2.1 kullanılırsa (3.5.2.6) sağlanır. Böylece 

(3.5.2.7) nin doğru olduğunu göstermek yeterlidir. İlk olarak (3.5.2.4) doğru olsun. 

Bu halde xee x    eşitsizliği kullanılırsa  

tüm 0  için        





n

i

ii

n

i

ii

n

i

i PeePeP i

111

  
       

1
  

1







 . 

Bu ifade ile birlikte (3.5.2.4)  kullanılırsa (3.5.2.7) doğu olur. Şimdi de (3.5.2.5) 

doğru olsun. Buradan da tüm 0  için aritmetik ve geometrik ortalama arasındaki 

ilişki kullanılırsa 
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       

  

  

   .                               

  
1

    
1

                               

  
1

 exp  
1

                               

   
1

     
1

  
1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

   

1

    

1

   





















































































n

i

i

n
n

i

i

n

i

i

n
n

i

i

n

i

i

n
n

i

i

n
n

i

i

n

i

i

n

i

i

Pe

n
ePn

n
Pn

ePnePeP iii




















 

Bu ifade ile birlikte (3.5.2.5) kullanılırsa (3.5.2.7) doğru olur. İspat biter. 

    0  txPtx                                                                                  (3.5.2.8) 

Gecikmeli diferansiyel sistemini ele alalım. Burada, mmRP   ve 0 . 

(3.5.2.4) ve (3.5.2.5) şartları aynı olup her biri 

  eP 1                                                                                           (3.5.2.9) 

ifadesine indirgenir. Burada e1  alt sınırı olabilecek en iyi alt sınırdır. Üstelik, P  

skaler ise (3.5.2.8) in tüm çözümlerinin salınımlı olması için gerek ve yeter şart 

(3.5.2.9) olmasıdır. 

 

Teorem 3.5.2.2. (Györi ve Ladas, 1991) 

mmRP   ve 0 . Bu halde aşağıdaki ifadeler denktir. 

(a) (3.5.2.8) denkleminin her çözümü salınımlıdır. 

(b)  e1,  aralığı içinde P   reel öz değerlere sahip değildir. 

( 0  olduğunda  e1,  aralığı    ,  açık aralığına genişletilebilir.) 

 

Ġspat: (Györi ve Ladas, 1991) 

0  için ispat Teorem 3.5.1.1 elde edilir. 0  olsun. (a) nın ters yönünün 

doğru olmadığı durumunun (b) nin ters yönünün doğru olmadığı durumunu 

gerektirdiğini göstermek yeterlidir. Bunu yapabilmek için (3.5.2.8) denkleminin 

salınım yapmayan bir çözüme sahip olmaması için gerek ve yeter şart 

  0  det     ePI  karakteristik denkleminin bir 0  reel köküne sahip olduğunu 

göstermektir. 0  ın reel kök ve    0 det
 

0
0  PIe
  olması için gerek ve yeter şart 

P  nin 



 
3. MATERYAL ve YÖNTEM                                                                                   Neriman AVCI 

93 
 

  

00
0  e                                                                                         (3.5.2.10) 

daki 0  eigen (öz) değerine sahip olmasıdır. Fakat (3.5.2.10) nun doğru olması için 

gerek ve yeter şart 0 
  

00
0 

  e  olmasıdır. Yani, bu durumun olması için gerek 

ve yeter şart 0   

0    e  denkleminin reel köke sahip olmasıdır. Bu durum 

Teorem 3.2.2.3 te 



e

1
0   denktir. Yani, P  nin 0  eigen değerinin 










e

1
 ,  

aralığı içinde olmasıdır. 

 

Tanım 3.5.2.1. (Györi ve Ladas, 1991) 

Eğer ni ,...,2 ,1  ve 0i  için (3.5.2.1) denkleminin her çözümü salınımlı ise 

(3.5.2.1) denklemi salınımlıdır. Gecikmelere göre global olarak salınımlıdır. 

 

Sonuç 3.5.2.1. (Györi ve Ladas, 1991) 

(3.5.2.8) denklemi   gecikmesine göre global olarak salınımlı olması için 

gerek ve yeter şart P  nin reel eigen değerlere sahip olmamasıdır. Diğer taraftan 

 1m  için, 

    0 
1

 


n

i

ii txptx   

burada ni ,...,2 ,1  için Rpi   ve 0i  skaler gecikmeli diferansiyel denklem 

sistemi gecikmelere göre global olarak salınımlı olmaz. Daha genel olarak aşağıdaki 

sonuç doğrudur. 

 

Teorem 3.5.2.3. (Györi ve Ladas, 1991) 

 m  tek bir doğal sayı ve ni ,...,2 ,1  için mm

i RP   ve 0i  doğru olsun. Bu 

halde, (3.5.2.1) denklemi gecikmelere göre global olarak salınımlı değildir. 
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Ġspat: (Györi ve Ladas, 1991) 

Gecikmelerin olmaması halinde (3.5.2.1) denklem sistemi 

    0 
1









 



txPtx
n

i

i
                                                                            (3.5.2.11) 

sistemine indirgenir. Hipotezin aksine tüm çözümler salınımlı olur. Fakat m  tek 

olduğundan 0 det
1













n

i

iPI  karakteristik denklemin derecesi de m  olup tek reel 

köke sahip olur. Bu bir çelişkidir. İspat tamamlanır. 

 

Teorem 3.5.2.4. (Györi ve Ladas, 1991) 

       1  , ,0   QQP  

ve 

          - 1 
1

   Q
e

QP   

olmak üzere mmRQP     ,   ve R  ,  olsun. Bu halde, 

      0    txQtxPtx  

denkleminin her çözümü salınmlıdır. 

Ġspat: (Györi ve Ladas, 1991) 

Lemma 3.5.2.1 den (3.5.2.6) şartı açıkça sağlanmaktadır. (3.5.2.7) ifadesinin 

doğruluğunu ispat edersek ispat biter. Yani,  

     1     
1

 inf     

0  










 









eQeP ,  pp    ve  Qq    

olsun. Teorem 3.2.2.4  ün  (3.2.2.13) şartı sağlandığından ve böylece (3.2.2.14) 

yazılır. 

 

Yani,        0    -    eQePF   ifadesi   reel köküne sahip 

değildir.    F  olduğundan tüm R  için               eQeP  

yazılır. Tüm 0  için      1    
1        


eQeP  dir ve böylece ispat 

tamamlanır. 
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3.5.3 Lineer otonom olmayan sistemlerin salınımı için yeterli Ģartlar 

 

0t  ve mi ,...,2 ,1  için        0 
1

  


m

j

jjii ttxtptx                         (3.5.3.1) 

denklemini ele alalım. Burada, 

mji ,...,2 ,1 ,   için    R ,  ,  ,  

  RCRRCp ji                                    (3.5.3.2) 

ve 

   . lim
 




tt
t

                                                                                      (3.5.3.3) 

 tp ji   katsayıları aşağıdaki şartı sağlasın. 

 

Hipotez 3.5.3.1. (Györi ve Ladas, 1991) 

Bileşensel olarak pozitif  T

muuu
 

1 ,...,  vektörü ve   RRCp  ,  vardır öyle 

ki tüm mj ,...,2 ,1   ve 0t  için 

      j

m

ji
i

jiijjj utptputpu        

  
1  

  



                                                         (3.5.3.4) 

yazılır. Bu kısımdaki temel sonuç (3.5.3.1) sisteminin salınım yapan tüm 

çözümlerinin  

       0  ttytpty                                                                           (3.5.3.5) 

skaler denkleminin salınım yapan tüm çözümlerinin karşılaştırılması hakkındadır. 

 

Burada, elde edilen sonuç ve Teorem 3.5.1.1 kullanılarak 0t  ve mi 2,..., ,1  

için  

    0 
1

  


m

j

jjii txptx                                                                          (3.5.3.6) 

lineer otonom sisteminin tüm çözümlerinin salınımı için oldukça ilginç olan gerek ve 

yeterli şart elde edilecektir. Burada, 

 

 














 0için   1      ve0için   ,...,2 ,1

 ez,indirgenem   matrisi    

  ,için   ,...,2 ,1 , , ,0

j  

 

 

iji

ji

ji

pmjipmj

pP

Rpmji

                    (3.5.3.7) 
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Teorem 3.5.3.1. (Györi ve Ladas, 1991) 

(3.5.3.2), (3.5.3.3) ve Hipotez 3.5.3.1 sağlansın ve ayrıca (3.5.3.5) skaler 

denkleminin her çözümü salınımlı olsun. Bu halde, (3.5.3.1) denkleminin her 

çözümü Tanım 3.5.0.2 anlamında salınımlıdır. 

 

Ġspat: (Györi ve Ladas, 1991) 

Çelişki oluşturabilmek için (3.5.3.1) denkleminin salınım yapmayan 

      T

m txtxtx
 

1 ,...,  çözümü olsun. Bu halde, 00 T  vardır öyle ki  

mi 2,..., ,1  ve 0Tt    için    txTx iii  sgn  sgn 0  ,       txtx iii    

ve  

0Tt   için   0  
1




m

i

i tx  

 olsun. Ayrıca,  

0Tt  ,    



m

i

iii txutz
1

     

olsun. Bu halde,   0tz  ve yeterince büyük t  ler için 

        

            

         ttztpttxutp

ttxtputtxttxtpu

ttxtputxutz

m

j

jj

m

j

m

ji
i

jjiijjjjj

m

j

jji

m

i

m

i

iiiii































 

 







 

            

     sgn           

     

1

1 1

 

1

 

1 1

 

yazılır. Yani,        0  ttztptz   diferansiyel eşitsizliği nihayetinde pozitif 

çözüme sahiptir. Dolayısıyla, Sonuç 3.3.2.2 den (3.5.3.5) denklemi nihayetinde 

pozitif çözüme sahiptir. 

 

Teorem 3.5.1.1 ve Teorem 3.5.3.1 uygulanırsa aşağıdaki teorem, Teorem 

3.5.2.2  nin genelleştirilmiş versiyonudur. 
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Teorem 3.5.3.2. (Györi ve Ladas, 1991) 

(3.5.3.7) sağlansın. Bu halde, aşağıdaki ifadeler denktir. 

(a) (3.5.3.6) denkleminin her çözümü (bileşensel olarak) salınımlıdır. 

(b) 









 

1
 , 
e

 aralığında  jipP    matrisi reel eigen değerlere sahip değildir. 

(c) Bir pozitif  T

nuuuu
 

21 ,..., ,  vektörü vardır öyle ki mj ,...,2 ,1  için  

.
 

  
1

 
e

u
pupu

j
m

ji
i

jiijjj 



                                                                          (3.5.3.8) 

 

Ġspat: (Györi ve Ladas, 1991) 

(a)   (b)  ifadesi Teorem 3.5.2.2 ile verildi. 

(c)   (a) olduğunu görelim.    , 1 ep  olsun. (3.5.3.8) ifadesinden  tp ji  ve 

 tp  ifadelerinin yerine jip   ve p  sabitleri sırasıyla (3.5.3.4) denklemini sağlar. 

 tp  yerine p  sabiti yazılırsa (3.5.3.5) her çözümü Teorem 3.2.2.3 ten salınımlıdır 

ve 
e

p
1

  .  

 
Teorem 3.5.3.1 den (3.5.3.1) denkleminin her çözümü Tanım 3.5.0.2 

anlamında salınımdır. Fakat Teorem 3.5.1.2 de ispat edildiği gibi eğer otonom 

sisteminin her çözümü Tanım 3.5.0.2 anlamında salınımlı ise aynı zamanda 

bileşensel olarak da salınımlıdır. Bu da (c)   (a) dır.  

 

Nihayetinde (b)   (c) olduğunu görelim. Burada, P  matrisinin ve TP  nun 

aynı eigen değerlere sahip olduğu gerçeği kullanılacaktır. Böylece   nın P  nin bir 

eigen değeri olması için gerek ve yeter şart   , TP  eigen değerinin olmasıdır. 

(3.5.3.7) ifadesinden TP  pozitiftir ve böylece 0  TP  nin öz değeri ise buna 

karşılık gelen bileşenleri pozitif olan eigen vektörü  Tmuuuu ,..., , 21  dır. Böylece, 

uuPT    0  yazılır veya buna denk olarak  

mj ,...,2 ,1   için 




m

ji
i

jijijjj uupup
1

0                                               (3.5.3.9) 
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 elde edilir. Fakat 0 , P  nin öz değeri ve (b) kabulünden 



 

1
0

e
 . Dolayısıyla, 

(3.5.3.9) denklemi (3.5.3.8) denklemini verir. 

 

3.5.4 Gecikmeli lojistik denklemler sisteminde salınım 

 

     







 



m

i

jjiiii tNbatNtN
1

    , mi ,...,2 ,1                                     (3.5.4.1) 

denklemini ele alalım. Burada, mji ,...,2 ,1 ,   için 

   ,0  ve . ,  Rba jii                                                                           (3.5.4.2) 

 

Bu sistemin tüm pozitif çözümlerinin salınımı için yeterli şartlar verilecektir. 

Bu denklem sisteminin kararlılık konumu  TmNNNN
 **

2

*

1

* ,..., ,  ile verilir. Yani, 

sistemin çözümü hakkında  

mi ,...,2 ,1  için 
i

m

i

jji aNb 
1

*

                                                               (3.5.4.3) 

yazılır. Bunun yanında (3.5.4.1) in salınım yapmayan çözümleri için yeterli şartlar 

verilecektir. (3.5.4.1) sistemiyle birlikte mi ,...,2 ,1  ve  0    t  için 

   ttN ii   burada    R ,0 ,    Ci  ve   00 i                              (3.5.4.4) 

verilsin. (Györi ve Ladas, 1991, Teorem 1.1.5) ispatındaki argümana benzer bir 

argüman kullanılırsa tüm 0t  çin (3.5.4.1) ve (3.5.4.4) problemi 

        T

m tNtNtNtN
 

21  ,..., ,  tek çözümüne sahiptir. Öyle ki 0t  ve mi ,...,2,1  

için   0tNi . Bu kısım boyunca (3.5.4.3) ifadesinin bileşenleri pozitif olan 
*N  

çözümü olduğunu kabul edelim. 0t  ve mi ,...,2,1  için    tx

ii
ieNtN  

*
  olsun. 

 txi  fonksiyonları mi ,...,2,1  için 

     01   
1

  



m

j

tx

jii
jeptx


                                                                     (3.5.4.5) 

denklemini sağlar. Burada, mji  ,...,2 ,1 ,   için 
*

   jjiji Nbp  . Eğer bazı mi ,...,2,1  

için   *

ii NtN   keyfi sayıda büyük köklere (sıfırlara) sahipse (3.5.4.1) 
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denkleminin  tN  çözümü *N  civarında salınımlıdır. Eğer diğer taraftan   *

ii NtN   

her biri nihayetinde sıfırdan farklı ise  tN  çözümüne *N  civarında salınımlı 

değildir denir. (3.5.4.1) ve (3.5.4.4), *N  civarında salınımlı olması için gerek ve 

yeter şart (3.5.4.5) çözümünün  T 
0 ,...,0 ,0  civarında salınım yapmasıdır. 

 

Teorem 3.5.4.1. (Györi ve Ladas, 1991) 

 

(3.5.4.2) sağlanacak şekilde (3.5.4.1) denklem sistemini ele alalım. (3.5.4.3) 

bileşenleri pozitif olan  TmNNNN
 **

2

*

1

*  ,..., ,  çözümüne sahip olsun. 

































 





m

ji
i

jijjj
mj

bbN
1

 

*

    1
  min                                                                 (3.5.4.6) 

ve 

1  e                                                                                                    (3.5.4.7) 

olmak üzere (3.5.4.4) ile birlikte (3.5.4.1)-(3.5.4.4) çözümü *N  civarında 

salınımlıdır. 

Ġspat: (Györi ve Ladas, 1991) 

Çelişki oluşturmak için (3.5.4.1) ile birlikte (3.5.4.4) denkleminin  tN  

çözümü  civarında salınımlı olmasın. Bu halde, (3.5.4.5) ifadesindeki 

        T

m txtxtxtx
 

21  ,..., ,  çözümü  T 
0 ,...,0 ,0  civarında salınımlı değildir. İlk 

olarak; 

 

Ġddia: mi  ,...,2 ,1  için 

  0lim
  




txi
t

                                                                                             (3.5.4.8) 

yazılır. Bunu sonlandırmak için yeterince büyük t  ler ve mi  ,...,2 ,1  için  

 txii  sgn ,    txtz iii   ,    



m

i

i tztv
1

  

olsun. Bu halde,  

*N
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mi  ,...,2 ,1   için   0tzi   ve  
 

.0
1

  
1

 

 


 


m

j j

tz

i

j

jii

jje
ptz



 

          (3.5.4.9) 

Dolayısıyla, mi  ,...,2 ,1  için 

 
   

0
1

   
1

 
1

 

 

 







 



 m

ij
j j

tz

ji

i

tz

iii

jjii e
p

e
ptz





                                      (3.5.4.10) 

yazılır. mi  ,...,2 ,1  için (3.5.4.10) yeniden toplanır ve (3.5.4.6) kullanılırsa 

 
 

0   
1 i

 

 


m

i

tziie
tv






                                                                         (3.5.4.11) 

elde edilir.  

0  ve mi  ,...,2 ,1  için 
 

0
1

 






i

tziie





  

ifadesinden   0 tv  ve böylece 

 tvL
t

 lim
  

                                                                                             (3.5.4.12) 

mevcut ve negatif değildir. (3.5.4.12) ifadesinden her mi  ,...,2 ,1  için  tzi   nin 

sınırlı olduğu görülür. Dolayısıyla, (3.5.4.9) ifadesinden her mi  ,...,2 ,1  için  tzi
  

ve  tzi
  sınırlıdır. Sonuç olarak,  tv ,   ,T      ,0T  aralığı üzerinde düzgün 

süreklidir. Yani, bir 0M  sabit sayısı vardır öyle ki  

tüm Ttt 21  ,  için     1212      ttMtvtv  .  

Diğer taraftan (3.5.4.11), (3.5.4.12) ifadelerinden kolaylıkla  tv  nin   ,T  aralığı 

üzerinde integrallenebilir olduğu görülür. Herhangi bir  

Tt   ve 0  için         







t

t

t

t

dstvsvdssvtv    
1

   
1

  

yazılır ve açıkça  

      




2
 suplim     suplim 

1
   suplim

      

M
dsts

M
dssvtv

t

t
t

t

t
tt

 







  

yazılır. 0  ve keyfi olduğundan bu durumda   0lim
  




tv
t

 bulunur. (3.5.4.11) 

ifadesinden her mi  ,...,2 ,1  için   0lim
  




tzi
t

. Bu iddiayı ispatlar. 
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İkinci olarak (3.5.4.5) denklemi  
 

 
  0 

1
 

1

 















 



m

j

j

j

tx

ji tx
tx

e
ptx

j






 tipinde 

yazılır. Yani, mi  ,...,2 ,1  için 

    0 
1

  


m

j

jjii txPtx                                                                         (3.5.4.13) 

yazılır. Burada, 

mji  ,...,2 ,1 ,   için  
 

 










tx

e
ptP

j

tx

jiji

j 1
    ve   jiji

t
ptP   

  
lim 


              (3.5.4.14) 

yazılır. (3.5.4.13)  ifadesinden mi  ,...,2 ,1  olmak üzere 

          0    
1

  



m

ij
j

jjiiiii tztPtztPtz                                        (3.5.4.15) 

yazılır. Burada, mi  ,...,2 ,1  için  txii  sgn  ve    txtz iii   . 

  1   e                                                                                          (3.5.4.16) 

sağlanacak şekilde 0  seçilsin. (3.5.4.7) ifadesinden bu mümkündür. (3.5.4.15) 

dikey olarak toplanırsa  

        0   
1j

m

 
1

  

















  





m

j

ji
i

jijj tztPtPtv    

elde edilir. (3.5.4.14), (3.5.4.6) ve (3.5.4.7)  ifadeleri 

      0    tvtv                                                                         (3.5.4.17) 

yi gerektirir. Sonuç 3.2.4.1 ve Teorem 3.2.2.3 ifadesinde (3.5.4.16) eşitsizliğinden 

(3.5.4.17) nihayetinde pozitif çözüme sahip olmasın. Bu bir çelişkidir. İspat 

tamamlanmıştır. 

 

Teorem 3.5.4.2. (Györi ve Ladas, 1991) 

(3.5.4.1) sistemi ve nji  ,...,2 ,1 ,   için 0  ve 0 jib  olsun. (3.5.4.3) tüm 

bileşenleri pozitif olan   **

2

*

1

* ,...,, mNNNN    çözümüne sahip olsun. 

1    e                                                                                                  (3.5.4.18) 

sağlasın. Burada,  , 
*

  jji Nb  nin spectral yarıçapıdır. Bu halde, (3.5.4.1) ifadesi 
*N  

civarında salınım yapmayan bir çözüme sahiptir.  
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0tt    için        0  txftPtx                                                      (3.5.4.19) 

    0  tyQty                                                                               (3.5.4.20) 

sistemini ve 

       0  tzftPtz                                                                        (3.5.4.21) 

eşitsizliğini ele alalım. Burada, 0 ,  tP  bileşenleri pozitif ve sürekli mm  

tipinde bir matris, Q  ise bileşenleri pozitif ve sabit mm  tipinde bir matris ve 

 T

mffff
 

21 ,..., ,  azalmayan bir dizi öyle ki  

 

   
.

  ,  ve ,..., , herhangi   0

 ,0 ,..., , için  ,...,2 ,1

 

21

21











mmT

mi

mii

RRCfuuuuu

uuufumi
                    (3.5.4.22) 

 

Lemma 3.5.4.1. (Györi ve Ladas, 1991) 

(3.5.4.22) geçerli 0 ,   0tP  ve sürekli, (3.5.4.21) eşitsizliği nihayetinde 

pozitif çözüme sahip olsun. Bu halde, buna karşılık gelen  (3.5.4.19) nihayetinde bir 

pozitif çözüme sahiptir. 

 

Ġspat: (Györi ve Ladas, 1991) 

 tz  nihayetinde (3.5.4.21) eşitsizliğinin pozitif bir çözümü ve 0tT   öyle ki 

Tt  için   0tz . Bu halde, Tt   için   0 tz  ve    Ltz
t


  

lim  var, sonlu ve 

negatif olmayan bir vektördür. Sonuç olarak, (3.5.4.21)  T  den   a integre edilirse  

Tt   için       tzdsszfsPL
t

 


                                                 (3.5.4.23) 

elde edilir. W , Tt   için    tztwL   sağlanacak şekilde   ,T  aralığı üzerinde 

artmayan ve negatif olmayan w  fonksiyonlarının bir kümesi olsun. Her Ww  için  

 
 
     









TtTTztzTw

tw
tw

      ,

T        t                    ,~  

 

olsun. W  üzerinde S  dönüşümü tanımlayalım.  Tt   için  

        



t

dsswfsPLtSw  ~   .  
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(3.5.4.23) ifadesinden WWS :  ve Knaster – Tarski Fixed Nokta Teoreminin tüm 

şartları sağlanmıştır. Dolayısıyla, Wx  vardır öyle ki xSx  . Ayrıca (3.5.4.19) 

denklemini sağlar ve nihayetinde   0tx  olduğunu gösterirsek ispat biter. 

 

TtT   için         0 TztzTxtx  yazılır. Çelişki oluşturmak için 

Tt *  için öyle ki   0* tx  ise *ttT   için   0tx  yazılır. Bu halde, 

(3.5.4.19) ve (3.5.4.22) den        0 ***  txftPtx . Bu bir Sx  gerçeğine 

çelişkidir. Sonuç olarak, Tt   için   0tx . İspat tamamlanır.  

 

Lemma 3.5.4.2. (Györi ve Ladas, 1991) 

1  eq  olmak üzere    ,0 ,q  olsun. Bu halde, 0       eq  negatif bir 

köke sahiptir. 

 

Ġspat: (Györi ve Ladas, 1991) 

         eqF  olsun ve  

  0
1  

   
1

 
1

 0 



























eq
qeqqFF  

ifadesinden  F  negatif köke sahip olduğu görülür. 

 

Lemma 3.5.4.3. (Györi ve Ladas, 1991) 

A , mm  tipinde bir matris ve R00  , ,    ve nR  öyle ki 

   0A  ve 0 
  

00
0 

  e  olsun. Bu halde,   
 

 0 t
etz  ,     0  tzAtz  

denkleminin bir çözümüdür. 

 

Ġspat: (Györi ve Ladas, 1991) 

         
    0                                                                     

          

0

 

0

 

0

0

0000
















IAe

IeAeeAetzAtz

t

ttt

. 
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Lemma 3.5.4.4. (Györi ve Ladas, 1991) 

(3.5.4.19) sistemini ele alalım  ve  tP , mm  tipinde sürekli bir matris öyle ki 

  QtP
t


  

lim  

burada, Q  bileşenleri pozitif sabit olan bir matris ve öyle ki  

  1  eQ                                                                                              (3.5.4.24) 

sağlar. Burada, 0  ve  Q , Q  nun spectral yarıçapıdır. Ayrıca, f , (3.5.4.22) yi 

sağlasın ve bir 0  vardır öyle ki ya 

 u0   için   uuf                                                                          (3.5.4.25) 

ya da  

0  u  için   uuf                                                                        (3.5.4.26) 

sağlansın. Bu halde, (3.5.4.19) sistemi salınım yapmayan bir çözüme sahiptir. 

 

Ġspat: (Györi ve Ladas, 1991) 

(3.5.4.25) geçerli olsun ve (3.5.4.19) nihayetinde pozitif bir çözüme sahip 

olduğu gösterilecektir. Burada (3.5.4.26) olsun.    txtv    alarak benzer bir 

argümanla (3.5.4.19) nihayetinde negatif çözüme sahiptir.  

 

Bunu yapabilmek için 0  ve 0tT   öyle ki    1    eQ   ve Tt   için 

   QtP 0  olsun. Burada  Q , mm  tipinde  ij  bileşenleri jiq   ve 

   Q  ise  Q  nun spectral yarıçapını gösterir.    Q  eigen değerine karşılık 

gelen  Q  nun pozitif bir öz vektörü  Q  olsun.  Q  pozitif bir matris ve 

   Q  en büyük öz vektör olduğundan spectral yarıçaptır.  0 , 

   0      eQ  denkleminin negatif bir kökü olduğu Lemma 3.5.4.2 den 

garanti edilir.     
 

 0 t
etz  , Lemma 3.5.4.3 ten       0   tzQtz  denkleminin 

pozitif bir çözümüdür. Bu halde,  

                    tzftPtztztPtztzQtz    0 . 

Dolayısıyla Lemma 3.5.4.1 den (3.5.4.19) sistemi nihayetinde pozitif bir çözüme 

sahiptir. 
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Teorem 3.5.4.2 nin Ġspatı: (Györi ve Ladas, 1991) 

mi ,...,2 ,1  ve 0t  için    tx

ii
ieNtN  

*
  transformasyonu (3.5.4.1) 

denklemini (3.5.4.5) denklemine indirger.  Diğer taraftan,  tN , *N  civarında 

salınımlı olmaması için gerek ve yeter şart  tx  nin  T 
0,...,0 ,0     civarında salınımlı 

olmamasıdır. Böylece, (3.5.4.5) sisteminin salınım yapmayan bir çözüme sahip 

olmadığını göstermek yeterlidir.  

Her  T

muuuu
 

21 ,..., , için    Tuuu meeeuf
 

1,...,1 ,1 21   olsun.  

f  azalmayan bir dizidir ve 0iu  için   0 1  i

u
ue i  ve 0u  için ueu 1  

ifadelerinden f , (3.5.4.22) ve (3.5.4.26) şartlarını sağlar. Lemma 3.5.4.4, (3.5.4.5) 

denklemine uygulanırsa (3.5.4.5) denklemi salınım yapmayan bir çözüme sahip olur. 

İspat biter. 

 

3.6 Gecikmeli Diferansiyel Denklemlerin Ġçinde Tek Tür Dinamiği 

 

Gecikmeler (zaman gecikmeleri) biyolojik modellerde yeniden doğma zamanı, 

olgunlaşma periyotları, beslenme zamanı, reaksiyon zamanları vb. gibi parametreleri 

temsil ettiği birçok araştırmacı tarafından çalışılmıştır. Bu konuda, daha genel olarak 

gecikmeli biyolojik sistemlerin tartışması için (Cushing, 1977; Gopalsamy, 1992; 

Kuang, 1993; MacDonald, 1978). Genel olarak gecikmeli diferansiyel denklemler 

bayağı diferansiyel denklemlerden komplike dinamikleri sergiler. Çünkü zaman 

gecikmesi kararlı denge noktalarının karasız olmasına ve nüfusun dalgalanmasına 

(düzensiz hareket etmesine) sebebiyet verir. Bu bölümde tek türlü canlıların 

çalışmasında oluşan çeşitli gecikmeli diferansiyel denklemler ele alınacaktır.  tx , t  

zamandaki popilasyon büyüklüğü, b  ve d  sırasıyla doğum ve ölüm oranları, 0t  

olmak üzere  ttt  ,  aralığı üzerinde popilasyon modeli 

        ttxdttxbtxttx          

veya eşitliğin her iki tarafı t  ye bölünürse 

xrxdxb
dt

dx
     .                                                                                (3.6.0.1) 

Burada, dbr   popilasyonun esas gelişim oranıdır.   00 xx   ise 
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  trextx  

0  .                                                                                             (3.6.0.2) 

Bu popilasyonun (3.6.0.2) exponansiyel olduğu bilgilerimizin dahilindedir (Maltus, 

1798). Eğer kaynaklar sınırlı ise (Verhulst, 1836) 











K

x
xr

dt

dx
1                                                                                       (3.6.0.3) 

denklemini ele aldı. Burada, 0r esas gelişim oranı ve 0K  popilasyon taşıma 

kapasitesidir. (3.6.0.3) denkleminde x  küçük ise popilasyon (3.6.0.1) Malthus 

(1798) modelindeki büyür. Sınırlı kaynakların olması halinde birbirleriyle mücadele 

eden canlıların fazla olması halinde ( x  büyük)   00 xx  ise (3.6.0.3) denkleminin 

çözümü 

 
  treKxx

Kx
tx

  

00

0

   

 


                                                                          (3.6.0.4) 

ile verilir. Eğer Kx 0  ise nüfus büyür ve t  için K  ya yaklaşlaşır. Eğer 

Kx 0  ise nüfus azalarak t için tekrar K  ya yaklaşır. Eğer Kx 0  ise sonlu 

zamanda Kx  . Gerçekten Kx   (3.6.0.3) denkleminin denge noktasıdır. (3.6.0.3) 

lojistik denklemi Kx   pozitif denge noktası global olarak stabildir. Yani,   00 xx   

olmak üzere (3.6.0.3) denkleminin çözümü   Ktx
t


  

lim . 

 

3.6.1 Hutchinson denklemi 

 

 Kuluçkaya yatırılan büyük sayıda yumurtalar muhtemelen hayvanlar 

yumurtadan çıktığında tüketilmemiş yiyeceklerin yoğunluğu tarafından belirlenemez. 

Fakat bazı zamanlarda onlar geniş bir torbanın içine geçmeden önce yumurtalar 

şekillendiğinden yiyecek miktarının olması halinde mevcut yiyeceğin olmasıyla 

belirlenir. Bu zaman belirlemesi ve kuluçkadan yeni çıkmış hayvanların arasında 

kültürdeki diğer dafinanın çıkan yavrular diğerlerinden bağımsızdır. Gerçekten 

radikal bir durumda tüm xK   boş depolama sahaları yeni üretim durmadan önce 

doldurulabilir. (Hutchinson, 1948) kuluçkaya yatırılan yumurtalar çıkmadan önce 

yumurtaların şekli çıkmadan önceki   birimin oluştuğunu kabul ederek daha 

gerçekçi olan 
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 
 








 


K

tx
txr

dt

dx 
 1                                                                            (3.6.1.1) 

lojistik denklemini elde aldı. Burada, r  ve K  yukarıda verilen r  ve K  dır.   pozitif 

bir sabittir. (Büyüyen türler örneğin, Dafina kuluçkaya yatırdığı bir yumurtanın 

olgunlaşabilmesi için bir   zamanına ihtiyaç duyulur. (Hutchinson, 1948)) 

 

3.6.1.1. Stabilite ve dallanma 

 

(3.6.1.1) denkleminin başlangıç değeri     0 x ,  0 ,   . Burada,   

 0 ,  aralığı üzerinde süreklidir. (3.6.1.1) denkleminin *xx   denge noktasının 

kararlılığından kasıt herhangi bir 0  için bir 0  var öyle ki  0 ,  aralığı 

üzerinde     *xt  ifadesi  0 ,   aralığı üzerinde   başlangıç değeri ile birlikte 

(3.6.1.1)denkleminin tüm çözümleri tüm 0t  için    *xtx . Eğer ek olarak 

00   vardır öyle ki  0 ,  aralığı üzerinde   0

*   xt  ifadesi   *

 
lim xtx
t




 

olmasını gerektiriyorsa *x  asimtotik olarak kararlıdır. 

 

(3.6.1.1) denklemi 0x  ve Kx   denge noktalarına sahip olduğu 

bilinmektedir. 0x  civarında xr
dt

dx
   dolayısıyla çözüm exponansiyel olup 0x  

kararlı değildir. Bunun için Kx   denge noktasını ele alalım. KxX   olsun. Bu 

halde 

       tXtX
K

r
tXr

dt

dX
    . 

Bu denklemin linerize olmuş formu  

  tXr
dt

dX
                                                                                   (3.6.1.1.1) 

ile verilir. Çözümler c  sabit olmak üzere   tectX     biçimindedir. Burada,   eigen 

 değerleri 

0       er                                                                                        (3.6.1.1.2) 
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karakteristik denkleminin kökleridir. Linerazisyon teorisinden (3.6.1.1.2) 

denkleminin tüm eigen değerlerinin reel kısmı negatif ise Kx   noktasında 

asimtotik olarak kararlıdır. Aşağıdaki teoremin ispatı Önerme 3.1.2.1 ifadesine 

bakılabilir. 

 

Teorem 3.6.1.1.1: (Arino ve ark., 2002) 

(i) 
2

 0


  r  ise (3.6.1.1) denkleminin Kx   pozitif denge noktası asimtotik 

denge noktasına sahiptir. 

(ii) 
2

 


 r  ise Kx   kararlı değildir. 

(iii) Eğer 
2

 


 r  ise Kx   Hopf bifurkasyonu (dallanması) oluşur. Yani, 

periyodik çözümler Kx   noktasında bifurkasyon (dallanma) oluşturur. 
2

 


 r  

için periyodik çözüm mevcut ve kararlıdır (stabil). 

 

3.6.1.2 Wright hipotezi 

 

 
 

K

tx
ty

 
1  

olmak üzere (3.6.1.1) Hutchinson denklemi 

    tytyr
dt

dy
 1     

formatında yazılır. tt   ,    tyty    dönüşümü altında 

      tytyrty
dt

d
 1 1      

denklemi elde edilir.   r denir ve çizgiler ignore edilirse  

    tyty
dt

dy
 1 1   .                                                                    (3.6.1.2.1) 

Teorem 3.6.1.1.1 gereğince 
2


   ise (3.6.1.2.1) denkleminin sıfır çözümü 

asimtotik olarak kararlı ve 
2


   ise kararsızıdır. (Wright, 1955)  te 

2

3
  ise 
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(3.6.1.2.1) denkleminin sıfır çözümünün global olarak kararlı olduğunu ifade 

etmiştir. Wright 
2


   olması halinde (3.6.1.2.1) denkleminin sıfır civarında 

salınımlı olduğu hipotezini ortaya atmıştır. Bu hipotez hala çözülememiştir. 

(3.6.1.2.1) denkleminin tüm çözümleri 
e

1
  ise salınımllı ve 

e

1
  ise salınımlı 

değildir. (Kakutani ve Markus, 1958). 
2


   için global olarak periyodik 

çözümlerin varlığı çalışılmıştır (Jones, 1962a; Jones, 1962b). Sabit olmayan ve 

periyodik çözümlerin varlığı için (Hadeler ve Tomiuk, 1977; Hale ve Verduyn Lunel, 

1993; Kaplan ve York, 1975; Naussbaum, 1974; Walter, 1975; Kuang, 1993… vb). 

 

(3.6.1.2.1) denkleminin  t   pozitif ve sürekli olması hali araştırılmıştır ve 

tüm 0t  için 

 
2

3
0   t                                                                                         (3.6.1.2.2) 

sağlanacak şekilde (3.6.1.2.1) denkleminin sıfır çözümünün düzgün olarak kararlı 

olduğu ifade edilmiştir. (Sugie, 1992). Bu koşulun geliştirilmiş hali 1t  

2

3
 )( 0

1





t

t

dss                                                                                (3.6.1.2.3) 

(Chen ve arkadaşları, 1995). (3.6.1.2.2) ve (3.6.1.2.3) kararlılık şartları literatürde 
2

3
 

stabilite kriteri olarak bilinir. Daha fazla bilgi için (Kuan, 1993; Yu, 1996). 

 

3.6.1.3. Dominas ( Baskınlık) 

 

       txatxatxr
dt

dx
  1  21                                                        (3.6.1.3.1) 

ayrık gecikmeli diferansiyel denklemini ele alalım. Burada, 1a  ve 2a  pozitif 

sabitlerdir. Pozitif  denge noktası 
21

1

aa
x


 . Gecikmenin olması halinde 

x  

noktası stabil değildir. 
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Teorem 3.6.1.3.1: (Arino ve ark., 2002) 

(i) Eğer
21 aa   ise 

21

* 1

aa
x


  denge noktası tüm 0  için asimtotik olarak 

kararlıdır. 

(ii) Eğer 
21 aa   ise 













 






2

2

1

2

2

2

1

2

2

21
0 arcsin 

  a

aa

aar

aa
  ile ifade edilen bir 

0  

kritik değeri vardır öyle ki  0 ,0    aralığında 
21

* 1

aa
x


  asimtotik olarak kararlı 

0   için kararsız, 0   olduğundan *x  noktasında Hopf bifurkasyonu oluşur. 

 

Teorem 3.6.1.3.2: (Arino ve ark., 2002) 

21 aa   ise (3.6.1.3.1) denklemi 
21

* 1

aa
x


  denge noktası global olarak kararlıdır. 

 

Ġspat: (Arino ve ark., 2002) 

  RrX   ,:   sürekli bir fonksiyon ve  0 ,   için      txxt . 

       









 

2

*

**    ln  , dx
x

x
xxxxtxV tt                                  (3.6.1.3.2) 

Lyapunov fonksiyonunu ele alalım. Burada, 0  tanımlanması gererken sabittir. 

(3.6.1.3.1) denklemini 

        *

2

*

1       xtxaxtxatxr
dt

dx
                                          (3.6.1.3.3) 

formatında yazalım. Bu halde, 

 

      

              2***

2

2*

1

2*2*
*

3.3.1.6.3

           

     

xtxxtxxtxarxtxar

xtxxtx
x

xx

dt

dx

dt

dV











 

elde edilir. Eğer 21 aa   ise 1  
2

1
ar olarak seçilirse 

 

0
3.3.1.6.3


dt

dV
. 
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3.6.2 DüzeltilmiĢ (GeliĢtirilmiĢ) modeller 

 

Hutchinson denkleminin değiştirilmiş versiyonu için (Gurney, 1980). 

 

3.6.2.1. Nicholson sinek modeli 

 

 
 

 tx
x

tx
txP

dt

dx
  exp  

0




 






 
                                                 (3.6.2.1.1) 

Nichlson‟nın sinekler (Blowflies) modeli olarak bilinir (Nisbet ve Gurney, 1982; 

Kulenovic ve ark., 1992; So ve Yu, 1994; Smith, 1995; Györi ve Trofimchuk, 2002, 

… vb). 

 

3.6.2.2. Houseflies (Ev Sinekleri) modeli 

 

        txzbktxbtxd
dt

dx
                                                   (3.6.2.2.1) 

denklemi (Taylor ve Sokal, 1976) tarafından ele alınmıştır. Burada,  tx  yetişkinlerin 

(veya erişkinlerin) sayısını, 0d  sayısı erişkinlerin ölüm oranı 0  gecikmesi ise 

yetişkinlerin yumurtalamadan çıkış ve yumurtalama arasındaki gelişim periyodunun 

uzunluğu, mevcut yumurtaların sayısı (kuluçkaya yatırılmış yumurta sayısı) böylece 

par yetişkinler için 0b  mevcut yumurta sayısı olmak üzere t  zamanında yeni 

yumurtaların sayısı    txb . 0k  sayısı ise hayatta kalan maksimum yetişkin 

(yumurta yetişkin ) oranı ve eklenen her yeni yumurta vasıtasıyla hayatta 

kalanlardaki azalma z  ise   txzbk    yumurta – yetişkin hayatta kalma oranını 

temsil eder. 0  ise bildik lojistik denklemi elde edilir. Nicholson modelinin 

tersine periyodik olmayan salınımlar gözlemlenemediği söylenmektedir. 
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3.6.2.3. Recruitment (DüzeltilmiĢ, GeliĢtirilmiĢ) modeli 

 

    txDtxR
dt

dx
                                                                          (3.6.3.3.1) 

denklemi zaman gecikmeli genel olarak tek türlü popilasyon denklemin modelini 

modelize eder. (Blythe, 1982). R  iyileştirme oranı, D  ise nüfusu x  olan yetişkin 

popilasyonun ölüm oranı, 0  olgunlaşma periyodudur. Bu modelin lineer analizi 

için (Brauer ve Castillo – Chavez, 2001). (3.6.3.3.1) denklemi bazı özel R  

fonksiyonları için kompleks dinamik davranışlar sergileyebilir. Bu durum için 

(Beddington ve May, 1975; Rodriguez, 1998; Freedman ve Gopalsamy, 1986; Cao 

ve Gard,1995; Karakostas ve ark., 1992) çalışmalarına bakılabilir.  

 

3.6.3. Allee effect (Ale etkisi) 

 

        txctxbatx
dt

dx 2                                                          (3.6.3.1) 

denklemi tek türlü popilasyon denklemini modelize eden Allee etkisidir (Allee, 1931; 

Ladas, 1990). Burada, 0 ,0 ,0  ca  ve b  reel sayılardır. (3.6.4.1) denklemi 

c

cabb
x

 2

  42
* 
  pozitif denge noktasına sahiptir. Belli sınırlamalar altında bu 

pozitif denge noktası global olarak çekicidir (atraktifdir) (Gopalsamy ve Ladas, 

1990). Eğer gecikme yeterince büyükse bu Alle denkleminin çözümleri bu pozitif 

denge noktası civarında salınımlıdır (Cao ve Gard, 1995). 

 

Teorem 3.6.3.1: (Liz ve ark., 2003) 

Eğer  

 
2

3
  2  **  bxcx   

ise (3.6.4.1) denkleminin tüm pozitif çözümleri 
*x  civarında atraktiftir. (3.6.4.1) 

denkleminin genelleştirilmiş versiyonu qp  ,  pozitif olmak üzere 

        txctxbatx
dt

dx qp                                                         (3.6.3.2) 
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(Ladas ve Qian, 1994) tarafından verilmiştir.
 

 

3.6.4. Sınırlı yiyecek modeli  

 

Bu modeller için (Hallam ve DeLuna, 1984; Gopalsamy ve ark. ,1988) 

çalışmalarına bakılabilir. 

  













)(  

)(
  





txcrK

txK
txr

dy

dx
                                                                            (3.6.4.1) 

denklemi ve genelleştirilmiş versiyonları için (Gopalsamy ve ark., 1990; Grove ve 

ark., 1993; So ve Yu, 1995; Qian, 1996) çalışmalarına bakılabilir 
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4. ARAġTIRMA BULGULARI ve TARTIġMA 

 

 

Ülkemizde bu yönde çalışmak isteyenler için Türkçe kaynak bulunmadığından 

bu tezde gecikmeli diferansiyel denklemlerde salınım teorisi ile ilgili literatürde 

bilinen kaynaklar irdelenerek Türkçe‟ ye çevrilmiştir.  

Dolayısıyla bu tez gecikmeli diferansiyel denklemlerde salınımla ilgili 

çalışmak isteyenler için iyi bir katalog oluşturacağı kanaatine varılmıştır. 
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5. SONUÇLAR ve ÖNERĠLER 

 

 

Çeşitli gecikmeli diferansiyel denklem tiplerinin salınımı için gerekli ve yeterli 

şartlar verildi. Ayrıca, biyolojik sistemlerde modellemesi yapılmış olan gecikmeli 

diferansiyel denklemlerde salınımla ilgili problemler ele alınmıştır. 

Ülkemizde bu konuyu çalışmak isteyenler için temel oluşturucak bu tezde 

çalışılmış veya çalışılmamış biyolojik modellemeler irdelenerek içerik geliştirilebilir. 
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