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OZET

Yiiksek Lisans Tezi
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Insaat Miihendisligi Anabilim Dal

Damisman: Prof. Dr. Arif GUREL
Yil: 2016, Sayfa:52

Bu ¢aligmada Transfer Matrisi Yontemiyle narin kolonlarin stabilite problemleri ele alinmistir. Tezin
ilk kisminda kolonlar igin stabilite kavramindan bahsedilmis, ardindan 6nceki ¢alismalar verilmistir.
Daha sonra Transfer Matrisi Yontemi anlatilmistir. Klasik ve klasik olmayan tarzda mesnetli
kolonlarin burkulma yiikleri bu yontemin uygulanmasiyla elde edilmistir. Hesaplar neticesinde elde
edilen sonuglar Transfer Matrisi Y6nteminin narin kolon burkulma problemleri gibi tek boyutlu
mekanik problemlerin ¢6ziimii i¢in oldukg¢a elverisli bir yontem oldugunu ortaya koymustur. Boylece
yontemin genis bir uygulama potansiyelinin oldugu gorilmiistiir. Tez ¢aligmasindan elde edilen
sonuglar ¢aligmanin son boliimiinde sunulmustur.

ANAHTAR KELIMELER: narin kolon, stabilite, burkulma, Euler burkulma yiikii, transfer matrisi
yontemi
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APPLICATION OF THE TRANSFER MATRIX METHOD TO THE STABILITY
PROBLEMS OF SLENDER COLUMNS

Beyhan IPEKYUZ
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Supervisor: Prof. Dr. M. Arif GUREL
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In this study, the stability problem of slender columns is investigated by using Transfer Matrix
Method. In first section of the thesis, the concept of stability for the columns is mentioned and then
previous studies has been given. Then, the Transfer Matrix Method has been explained. The buckling
loads of classically and non-classically supported columns have been determined by the application of
the method. Obtained results from calculations have shown that the Transfer Matrix Method is a very
suitable method for solution of one dimentional mechanical problems, such as slender column
buckling problems. Thus, it has been seen that the method has a wide application potential. Obtained
results have been presented in the section of Conclusions.

KEY WORDS: slender column, stability, buckling, Euler buckling load, transfer matrix method
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1. GIRIS

Kolonlar bir¢ok ingaat miihendisligi yapisinda diisey ve yatay yiiklerin
tasitilmasinda kullanilan ana tasiyict elemanlardir. Bu elemanlar malzeme, yiikseklik
(boy), kesit sekli, kesitin yiikseklik boyunca degisimi ve u¢ (mesnet) sartlar1 gibi
bakimlardan ¢ok farkli sekillerde olabilirler. Betonarme binalarda ¢ogu zaman kisa
kolonlar s6z konusu olmakla birlikte, kolonlarin narin kolon olarak hesaplanmasi
gereken durumlar da olmaktadir. Betonarme ve 6n gerilmeli beton kopriilerde narin
ve kesiti yilikseklik boyunca degisen kolonlarin ingas1 bazi durumlarda zorunlu bir hal
almaktadir. Celik yapilara gelince, bu yapilarda malzemenin yiiksek mukavemeti
dolayisiyla kesitler cogu zaman kiiciik ¢ikmakta ve bu nedenle oldukg¢a narin

kolonlar s6z konusu olabilmektedir.

Yapilarin kolonlarina tasitilan diisey yilikler hemen her zaman basing kuvveti
ozelligindedir. Kolon gibi tasiyici elemanlarin baslica gorevi sistemlerine gelen bu
basing kuvvetlerini ve olusturduklar1 basing gerilmelerini temele aktarmaktir. Bu tiir
bir kuvvet etkisindeki kisa kolonlarda artan yilik sonucu ezilme ortaya ¢ikmaktadir.
Ancak narin bir kolon eleman: basing yiikiine maruz kaldiginda, kolonun formunda
degisiklikler meydana gelmekte ve tasiyabilecegi ylik kapasitesinde ani bir diisiis
gozlenmektedir. Kiigiik yiiklerde dikkate deger bir deformasyon goriilmemekle
birlikte yiik kritik bir degere ulasinca elemanda ani bir sekilde biiyiik deformasyonlar
(6zellikle yatay deformasyonlar) olusmaktadir. Yani narin kolonlarda artan basing
yiiklerinin etkisiyle malzeme tasima giicline ulasmadan biiyliyen ikinci mertebe
etkiler (yanal yer degistirmeler) sonucunda ¢ubuk eksenine dik dogrultuda ani ve
biiyiik sapmalar meydana gelmektedir. Kolon stabilitesini (kararliligini) kaybederek,
gogmektedir. Sonugta eleman yiik tasiyamaz duruma gelmektedir. Yanal yer
degistirmelerin kolon formunda olusturdugu degisim kolonun burkulmasi olarak
adlandirilmaktadir. Bu olaya da burkulma adi verilmektedir. Eksenel denge
durumunu yitirerek egriye yakin bir hal alan kolon burkulmus olarak

tanimlanmaktadir.
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Asagida Sekil 1.1°de biri digerine gore daha narin iki kolon yer almaktadir.
Ust ve alt uglar1 ankastre mesnetlenmis, eksenel basing yiiklii bu kolonlardan sagdaki
daha bodur kolonda soldaki narin kolona gére daha az yanal deformasyon meydana
geldigi gozlenmektedir. Buna gore kritik burkulma yiikii uygulanan bir kolonun
narinligi arttikga kolon ekseninin elastik egrisinde, eleman en kesitinin en kii¢iik
atalet momentini veren eksene dik dogrultudaki yer degistirmesi de artmaktadir. Bu

yiizden narin kolonlarin tasariminda stabilite en 6nemli husustur.

Sekil 1.1. Burkulma deneyine ait bir 6rnek

Bu tez ¢alismasinda, farkli mesnet sartlarina sahip basing kuvvetiyle yiiklenmis
narin kolon elemanlarin ezilme meydana gelerek gd¢mesi yerine stabilite problemi
ile eleman kararliligini yitirirken buna sebep olan kritik burkulma degerini bulmak
amactyla olduk¢a kullanigh ve pratik bir yontem olan Transfer Matrisi Yontemi
kullanilmistir ve ¢esitli kolon drneklerine yontem uygulanmistir. Bu ¢alismayla Euler
burkulma yiikii elde edilirken farkli mesnet kosullarina sahip kolonlara genel bir
bakis atilmistir. Euler burkulma yiikii ve boyunun hesab1 i¢in gelistirilmis olan ¢esitli

yontem ve formiilasyonlar mevcuttur. Transfer Matrisi Yontemi (TMY) de faydal
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yontemlerden biridir ve bu ¢aligmada Transfer Matrisi Yontemiyle teorik sonuglar

elde edilmistir.

1.1. Elastik Stabilite

Yapt elemanlarinin tasarimi genellikle dayanim ve rijitlik esaslhi olarak
yapilmaktadir. Dayanim, elemanin uygulanan yiike direnebilme kapasitesi olarak
tanimlanirken; rijitlik ise elemanin Otelenme ve yer degistirme tesirlerine karsi
koyma derecesini ifade etmektedir. Rijitlik arttikga sekil degistirme i¢in gereken yiik
de artmaktadir. Eleman uzun ve narin bir yapiya sahipse ve basing yikiyle
yiiklenirse dayanim ve rijitlik yetenegi ayni uzunluktaki kesiti daha fazla olan bir
elemana kiyasla ciddi oranda azalmaktadir. Boylelikle ilgili eleman igin kritik
burkulma yiikii degeri bu iki kavramdan daha 6nemli bir hal almaktadir. Bu durumda

kritik burkulma yiikiiniin belirlenmesi olduk¢a 6nem arz etmektedir.

Sisteme etkiyen dis etkiler altinda dengede olan bir sistem igin gerilme ve
stabilite problemleri sekil degistiren cisimler mekaniginde Onemli bir yer
tutmaktadir. Iki problem tiirii de yapmin emniyeti i¢in olduk¢a 6nem arz etmektedir.
Gerilme probleminde yapiya etkiyen dis kuvvetlerden meydana gelen gerilmelerin
yapimnin giivenligini tehdit eden boyutlara ulagsmadan, emniyet gerilmelerinden daha
diisiik degerlerde kalmasi gerekmektedir. Stabilite probleminde yiikiin fazla
olmasmin diginda sistemin eksenel konumu ¢ok kiigiik ve denge bozucu bir etkiyle
denge konumundan sapmakta ve sistem gé¢cmektedir. “Gerilme probleminde denge
durumu arastirilirken, stabilite probleminde belli olan denge durumunun kararlilig
arastirtlmaktadir” (Omurtag, 2012). Kararli denge durumunda olan sistem kendini
toparlayarak eski haline donebilirken, kararsiz denge durumunda ise sistem onceki

haline donemez. Sistem bu sekilde tasiyiciligini kaybetmektedir.

Sistemin kararli ve kararsiz denge durumu ile ilgili olarak en basit haliyle
kiire 6rnegi verilebilir. Asagidaki Sekil 1.2°de goriildiigii tizere (a) sikkinda goriilen
i¢ biikey bir yiizeyde serbest halde dengede olan bir kiire goriilmektedir. Kiirenin
konumunun degistirilmesiyle ekseni denge konumundan uzaklasir ve denge

konumunda olmadigindan dolay1 kiireye distan yiikler etkimektedir. Bu dis yiikler
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kiireyi eski denge konumuna getirmektedir. Buna kararli denge adi verilmektedir. (b)
sikkinda kiirenin bulundugu diiz satih iizerindeki tiim konumlarda kiire yine bir
denge durumunda bulunmaktadir. Bu sebeple denge konumu fark etmemektedir ve
cisim stabil haline devam etmektedir. Bu durumdaki stabilite durumuna ise farksiz
denge durumu denilmektedir. Farksiz denge durumunda kiire kararli ve kararsiz
denge durumu arasinda bir yerde yer almaktadir. Sekildeki (c) sikkinda goriilen
digbiikey bir yiizey iizerinde dengede bulunan kiire denge konumundan saptirilinca
kiireye etkiyen kuvvetler ona hareket saglamaktadir. Ancak kiirenin bulundugu
yiizeyin seklinden dolayr eski haline donmesi beklenemez. Bu sekildeki denge

durumu da kararsiz denge durumu olarak adlandirilmaktadir.

(b)

Sekil 1.2. (a) Kararli Denge, (b) Farksiz Denge ve (c¢) Kararsiz Denge (Vable, 2012)

Burkulma probleminde dogrusal eksenli denge konumuna sahip bir kolonun
eksenel basing yiikii altinda, egri eksenli bagka bir denge konumu olup olmadigini
belirlemek ve/veya varsa kolonu bu denge konumuna gegiren P yiikiinii hesaplamak
temel amagtir. Asagida Sekil 1.3’de sadece P eksenel yiikii altindaki narin bir
kolonun dogrusal dengesinin yanal yer degistirmelerle kaybettigi goriilmektedir.
Sekilde kolonun baslangigta sadece eksenel normal kuvvet etkisinde iken kolon
ekseninin denge konumundan sapmasiyla ikinci mertebe momente de maruz kaldig

gorilmektedir.
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J4— 0

(N + M)

P =

Sekil 1.3. Eksenel yiiklii basing cubugu ve burkulmus hali (Erol, Sengel ve Ozcelikérs, 2012)

1.2. Stabilitede Yontemler

Stabilitede elemanin denge konumuna ait kararlilig1 belirlemek i¢in ti¢ farkli
yontem kullanilabilir. Bunlar dinamik yontem, statik yontem ve enerji yontemidir.
Bunlar disinda kullanilan baska yontemler de mevcuttur. Diger yontemler bu i
genel yontemden tiiretilerek olusturulmaktadir. Bu ydntemlerden Inan (1988)’den

yararlanarak asagida kisaca deginilmektedir.
1.2.1. Dinamik yontem

Bu yontem diger iki yonteme kiyasla tiim sistemlere uygulanabilmektedir.
Dinamigin temelinde olan zaman kavrami ile bozulmus denge konumunun degisimi
zaman kavramiyla incelenmektedir. Dinamik yontem tek genel yontemdir ve kesin

sonuclar vermektedir.
1.2.2. Statik yontem

Kararliligi incelenen denge konumunun yakininda statik halde olan bagka
konumlarin olup olmadiginin arastirilmasi esasina dayanmaktadir. Denge

konumunun civarinda olan farksiz denge konumlarmin gerektirdigi kosullar
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incelenerek var olan bu konumlarin belirlenmesi kurami kullanilmaktadir. Bu

yontem genel bir yontem olmamasina karsilik en ¢ok kullanilan yontemdir.
1.2.3. Enerji yontemi

Bu yontem sadece konservatif sistemlere uygulanabilmektedir. Sistemdeki
toplam potansiyel enerjinin minimum oldugu durumda denge konumunun kararli
hale geldigi esasina dayanmaktadir. Bu yonteme gore toplam potansiyel arttikca

kararsizlik dogru orantili olarak artmaktadir.
1.3. Elastik Cubuklarin Burkulmasi

Burkulma problemi genellikle kolon ve diger basing elemanlarda goriillmektedir.
Bu problem ilk kez Leonard Euler tarafindan 1757 yilinda denge yontemi ile
incelenmistir. Bu teori ilk defa Euler tarafindan ortaya atilmig ve kendi ismiyle
anilmaktadir (Vable, 2012). Asagida Sekil 1.4’te P eksenel yiikiine maruz, L
boyunda iki ucu mafsalli narin bir kolon goriilmektedir. Kolon moment ve
gerilmelerden dolay1 burkulmaktadir. Asagidaki sekilde kolonun burkulmus haline

ait serbest cisim diyagrami da verilmektedir.

P
N=-PCos6 y—>
0
M =-Py Q=PSino

¥

-

- —————
Y U
|
I
|

[ <

< A

Sekil 1.4. iki ucu mafsalli sabit mesnetlenmis kolonun burkulmus hali ve alt parcasinda i¢ tesirlerinin
serbest cisim diyagrami (Erol, Sengel ve Ozgelikors, 2012)
Burkulmaya neden olan kritik yiik degeri basit bir Ornekle sOyle

aciklanabilmektedir: Sekil 1.5°te iist kism1 serbest alt kismi sabitlenmis, P yiikii ile
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basing uygulanan T cetveli goriilmektedir. Sifirdan baslanarak tedrici olarak arttirilan
P yiikiiniin belli bir degeri asmasindan sonra cetvel (1) konumundan (2) konumuna
ge¢mektedir. Bu asamada kuvvetin kaldirilmasi durumunda cetvel tekrar (1)
konumuna geri donmektedir. Ancak P yiikii kaldirilmadan arttirllmaya devam
edilirse, (2) konumunun devaminda cetvel deformasyona ugramaya devam
etmektedir. P kuvvetinin belli bir degeri agsmasi sonucunda cetvel kirilmaktadir. T
cetvelinin kirilmasina neden olan P yiikiiniin esik degerine kritik yiik (Pkr)
denilmektedir (Omutag, 2012). Kisaca burkulmaya yol acan en kiiciik yiik, kritik
yiiktiir.

Sekil 1.5. Kritik burkulma yiikiine maruz T cetveli ile deformasyonu ve SCD (Omurtag, 2012)

Asirt derecede narin olan ve ekseni dogrultusunda basinca calisan ¢ubuk
eleman ise burkulma olayr meydana gelmeden Once g¢ubukta olusan gerilmeler
orantililik sinirinin  altinda kalmaktadir. Boylelikle gerilmeler elastik bolgede
kalmaktadir. Bu halde olusan burkulma olayr elastik burkulma olarak
adlandirilmaktadir. Bu sekilde formu degisen ve yiik tasima kapasitesini yitiren
eleman burkulmus ve elastik olarak kalmaktadir. Gerilmeler de orantili sinir altinda

kalmas1 nedeniyle eleman Hooke kanununa uymaktadir (Hendekgi, YTU Ders notu).
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Malzemenin lineer elastik davramig gosterdigi bolgede burkulma yiiki
bulunurken Euler’in (1.1) denkleminde verilen Py, kritik yik formili
kullanilabilmektedir. Ancak formiil uygulanmadan 6nce Euler kritik yiik formiiliiniin
kullanilma alaninin tespit edilmesi gerekmektedir. Ciinkii elastik olmayan bolgede

Euler formiilii, kritik yiik icin dogru sonuglar vermemektedir (Hendekgi, YTU Ders

notu).
2
7°El
I:)kr = Lbz (11)
Burada; P,,, Euler kritik burkulma yiikii degerini; E, kolon malzemesine ait elastisite

modiiliind; | kolon Kesitinin zayif ekseni etrafindaki atalet momentini ve L,, kolona

ait Euler burkulma boyunu géstermektedir.



2. ONCEKI CALISMALAR Bevhan iPEKYUZ

2. ONCEKI CALISMALAR

Literatiirde burkulma probleminin incelenmesi hususunda pek c¢ok arastirma
yapilmistir. Cesitli yiikleme, mesnet ve smir kosullari altinda kolonlarin elastik
burkulma analizi i¢in ¢oziimler literatiirde belgelenmistir (Gurel, 2007). Kat1 cisimler
mekaniginde stabilite analizi Euler’in 1744’te elastik bir kolonun burkulmasi i¢in
yayinladig1r ¢oziimiiyle baslamistir. Kritik yiik kavrami ilk olarak Euler (1744)
tarafindan ortaya atilmis, farkli u¢ (mesnet) kosullarina sahip kolonlarin kritik yiik
degerleri verilmistir. Engesser (1889) orijinal “teget modili” teorisini gelistirmistir.
Engesser ve Timoshenko bu konuya onciiliikk etmislerdir. Friederich Engesser’in teget
modiilii teorisi, burkulmadan hemen 6nce olusan gerilmelerin orantili elastik sinir1 astigi
yani burkulmanin elastik 6tesi oldugu ¢ubuklar i¢in gelistirilmistir. Teori Euler’in kritik
burkulma yiikii hesabina benzer, ancak elastiklik modiiliiniin yerini degisken teget
elastiklik modiilii almistir (Ozhendekgei, YTU Ders notu). Von Mises ve Ratzersdorfer
(1926); Chwalla (1928) elastisite matrisinin eksenel yiikten bagimsizligini, James
(1935) ve Chandler (1956) bu konuda rijitlik matrisi tizerine ¢alismislardir (Bazant,
1991). Giinimiizde bu tiir stabilite problemleri sonlu elemanlar metoduna benzeyen
rijitik matrisi yontemi gibi yontemler ve bilgisayar araciligiyla rahatlikla

¢Oziilebilmektedir.

Kolonlar ve diger basing elemanlarinin eksenlerinin baglangicta tam diiz olmamasi,
eksenel basing yiikiiniin eksantrik olarak etkimesi ve gatlak olmasi durumu gibi kusurlar
da igerebilmektedir Gurel (2007). Dimarogonas ve Papadopoulos (1983) dairesel kesitli
catlakli elemanlarin titresimi ile ilgili caligmalar yapmustir. Takahashi (1998, 1999) tek
catlakli ve eksenel basing kuvvetine maruz kalan diizgiin olmayan bir Timoshenko
saftinin titresim ve stabilitesini incelemistir. Zheng ve Fan (2003) ¢atlakli dikdortgen ve
dairesel kesitli bosluklu kirislerin titresim ve stabilitesi ile ilgilenmistir. Fan ve Zheng
(2003) dikdortgen ve dairesel kesitlere sahip ¢atlakli Timoshenko kirig-kolon
elemanlarinin burkulma analizi i¢in uyarlanan Fourier serilerine dayali yeni bir yontem
onermiglerdir. Dairesel kesitli kolonlarin burkulmasi ile ilgili 6rnek bir kolon ele

almiglardir Gurel (2007).Transfer matrisi metodu, diizgiin olmayan mekanik 6zelliklere
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sahip tek-boyutlu yapilarda 6zdeger probleminin ¢6ziimii igin elverisli bir yontemdir.
Bu yontem tek boyutlu tasiyici elemanlar i¢in pratik bir sekilde kullanilabildigini
gosteren pek ¢ok calisma vardir. Inan (1961), Takahashi (1998, 1999) ve Gurel (2007)

gibi bazi aragtirmacilar bu yontemi ¢alismalarinda kullanmistir.

Bu tez ¢alismasinda, Transfer Matrisi Yontemi ile klasik mesnetli, elastik 6telenme
ve déonme yayli mesnete sahip, degisken kesitli, ara elastik mesnetli ve ilerlemeyen tek
catlakli narin kolonlarin burkulma yiikiinlin belirlenmesini saglayacak transfer matrisi

ifadeleri elde edilmistir.

10
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3. MATERYAL ve YONTEM

Yapilan c¢alismada yontem olarak Transfer Matrisi Yontemi (TMY)
kullanilmistir. Yéntem bir cesit 6zdeger problemi esasma dayanmaktadir. Ozdeger
problemleri, denklemin ¢oziilmesi ve problemin bulunmasidir. Stabilite ve titresim
problemleri esasen birer 6zdeger problemidir ve Transfer Matrisi Yontemi bu tiir

problemlerin ¢6ziimii i¢in oldukga etkili bir yontemdir.

Eksenel yiiklii narin bir kolonun, tizerindeki ytikiin kritik bir degerinde, herhangi
bir bozucu etki ile (¢cok kiigiik yanal yiik gibi) aniden dogrusal konumdan ayrilip, ona
yakin egrisel bir hal almasi olayma “burkulma” adi verilmektedir. Burkulma olay1
sadece kolonlarda degil, kemer, levha, kabuk ve kiris tiirii elemanlarda da meydana
gelebilmektedir.

Kolonlarin burkulma olayi i¢in dnceki boliimde verilmis olan Euler’in kritik yiik
formiilii, klasik ve cesitli mesnet sartlarina sahip narin kolonlarin burkulma boylar1 ve
kritik burkulma yiikii degerlerini elde ederken kullanilmaktadir. Bu ifade sadece narin
kolonlar i¢in gegerli olmaktadir. Denklem asagida (3.1)’de tekrar verilmektedir.

2
_ 7Bl

2
Ib

P, =P (3.1)

Asagida Sekil 3.1°de narin kolonlarin farkli mesnet kosullarina bagli olarak elde
edilen burkulma boylari, burkulma davraniglari, teorik burkulma boyu ¢arpanlar1 ve

kolon uglarinda yer alan mesnet ¢esitleri goriilmektedir.

11
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©
N=—

Basin¢ cubugunun ‘
burkulma sekli

i
A
i
i
3
3
s.

Teorik burkulma boyu carpani {K) 0.7 1.0 10 20 20

o
Lh

~g¢)

Donme ve dtelenme tutulu
Donme serbest ve dtelenme tutulu
Mesnet tamimlan _ .

Donme tutulu ve dtelenme serbest

Donme ve dtelenme serbest

Sekil 3.1. Euler basing ¢ubuklariin burkulma davraniglari, burkulma boy carpanlari ve kolon uglarindaki
mesnet ¢esitleri (TS648,1980)

Sekilde yer alan burkulma boy carpani, Euler burkulma boyunun kolonun kendi
boyuna orani olarak tanimlanmaktadir. Sekilde kolonlarin burkulma davranislar1 kesikli
cizgilerle gosterilmektedir. Eksenel basing altinda kolon formu bu hali almaktadir. Bu
calismanin ilerleyen kisimlarinda Transfer Matrisi Yontemi ile bu Euler halleri ve
burkulma kosullar1 ayrintili olarak incelenmektedir. Yontemin uygulanma asamasindan

once transfer matrisinin elde edilmesi asagida detaylica formiilize edilmistir. Bu

kisimda (Giirel, 2007)’den yararlanilmistir.

3.1. Transfer Matrisinin Elde Edilmesi

Transfer matrisi kolonun iki ucunda bulunan biiyiiklikler arasinda baginti
kurulmas1 esasina dayanmaktadir. Transfer matrisi ile kolonun burkulma kosulu elde
edilmektedir. Herhangi bir narin kolonun burkulmasini idare eden denklem ig¢in

formiilasyon; (3.2)’de verilmektedir. Bu denklem 4. dereceden homojen adi diferansiyel

denklem seklindedir.

d4

2
; Yok 9 o (3.2)
X

dx?

12
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k2 - (33)

(3.2) denkleminin genel ¢o6ziimii (veya Otelenmeler) y(X), egimler 6(x), egilme
momentleri M(x) ve kesme kuvvetleri V(x) olmak tizere, bu biiyiikliikler arasinda (3.4)

bagintilar1 vardir.

y(X)
dy
A(x) = -~
(X) i
d?y (34)
M (x) = -El —-
%) dx?
V(x):d—M—Pﬂ
dx dx

(3.2) denkleminin genel ¢6zimii
y(x) = A + Ax+ A;sin(kx) + A, cos(kx) (3.5)

(3.5) denklemi oldugu dikkate alindiginda (3.4) ifadesindeki diger biyiikliikler birbiri

ardinca tlirev alinarak asagidaki sekilde elde edilmektedirler.

0(x) = % =0+ A, + Ak cos(kx) + A, (—k)sin(kx)

% =0+0+ A (—k?)sin(kx) + A, (—k?) cos(kx)

d

M (x) = —EI % = 0+0+ EIk?A, sin(kx) + E1k2A, cos(kx)
X

En son ifadede (3.3) denkleminin yardimiyla EIk? = P oldugu dikkate almirsa;

M (x) = A,Psin(kx) + A, P cos(kx)

haline doniismektedir. Bununla birlikte V(x), kesme kuvveti ifadesi de M(x)’in tiirevinin

alinmasiyla asagida belirtilen sekilde verilebilmektedir.

13
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V(x):d—M—Pd—y
dx dx

=[0+0+ APk cos(kx) — A,Pk sin(kx)]- P[0+ A, + Ak cos(kx) — A,k sin(kx)]
V(x)=-AP

Elde edilen tiim bu biiyiiklikler asagidaki (3.6a) ifadesindeki gibi matris formunda

verilebilmektedir.

y(x) 1 x sin(kx)  cos(kx) |[A

O(x)| |0 1 kecos(kx) —ksin(kx)||A, .

M) |0 0 Psin(kx) kcos(kx) || A, (3.6a)
0 A,

V (x) -P 0 0
Bu ifadede katsayilarin ¢arpani olan matrise [B(x)] ismi verilirse ((3.6b) denklemi);

1 X sin(kx) cos(kx)

0 1 Kk cc.)s(kx) —k sin(kx) _ [B(x)] (3.6)
0 0 Psin(kx) kcos(kx)

0 -P 0 0

Kolon iist ucu igin (x=0) (3.4) ifadesindeki biiyiikler sdyle olmaktadir: (7a ifadesi)

yO) [1 0o o0 1](A

000)| [0 1 k 0|A (3.73)
M@©O)[ [0 0 0 P||A '
VO)| |0 =P 0 0]|A,

Bu ifadede x=0 degeri yerine yazilirsa asagidaki (7b) ifadesi olarak yazilabilmektedir.

=[B(0)] (3.7b)

o O O -
o o X O
O U O -

14
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Buradan (3.8) ifadesi

A y(0)
A, 1) 000)

=(B(0 3.8
a = BOT o, (38)
A, V (0)

seklinde elde edilmektedir. Benzer sekilde kolonun alt ucundaki biiyiikliikler igin (X=L)
Ise asagidaki ifade yazilmaktadir.

y(L) 1 L sin(kL) cos(kL) || A

(L) | |0 1 kcos(kL) —ksin(kL) || A, 3.04
M(L)|[ |0 0 Psin(kL) Pcos(kL) [|A, (3.92)
V(L) 0 -P 0 0 A,
Burada,

1 L  sin(kL) cos(kL)

8 (1) I;cc_)s(kL) —ksin(kL) _[B(L)] (3.9b)

sin(kL)  Pcos(kL)
0 -P 0 0

olarak ifade edilmektedir. (3.8) ifadesi (3.92)’a ve (3.9b) ifadelerinin diizenlenmesiyle

y(L) y(0)
o) | | 6(0)
ML) =[B(L)[B(0)] M(0) (3.10a)
V(L) V(0)

esitligi elde edilmektedir. Burada,

[B(L)[B(0)]* =[T] denilirse yukaridaki (3.10a) ifadesi

y(L) y(0)
o) | _ [T o(0) (3.10b)
M (L) M (0)
V(L) V(0)

15
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haline déniismektedir. Bu ifadede yer alan [T] matrisine “Kolonun Transfer Matrisi”

adr verilmektedir. Bu matris kolonun iist ucundaki (x=0) biiyiikliikler ile alt ucundaki

(x=L) biytikliikleri iliskilendirmekte, bagka bir ifadeyle birbirine transfer etmektedir.

Bu [T ] matrisi dért satir ve dért siitundan olusan bir matristir ve

Ty T, Ty Ty

[T]: Ty Ty Ty Ty (3.11)
Ty Tp T Ty
T T T Ty (4x4)

seklinde yazilabilmektedir. G6z 6niine alinacak herhangi bir kolon i¢in (3.10b) bagintist
ve kolonun u¢ (smir, mesnet) sartlar1 kullanilarak, burkulma kosulu (karakteristik

denklem) ile burkulma yiikii (yiikleri) elde edilebilmektedir.

Burada [T]=[B(L)][B(0)]" transfer matrisinin elde edilmesi i¢in yukarida ifade

edilen [B(L)] matrisi ve bunun tersi olan [B(L)]ﬁ1 matrisinin ifadesi yazilip ara islemler

yapilirsa istenen [T] transfer matrisi asagida (3.12)° deki en genel haliyle elde

edilmektedir.

-1

1 L  sin(kL) cos(kL) 1 O 0 1
[T]: 0 1 kcos(kk) —ksin(kL)0O 1 k O
0 0 Psin(kk) PcoskL) |O 0 0 P

0 -P 0 0 0 -P 0 O

10 -L ¢

1 L sin(kl)  coskL) | P
|0 1 kcos(kL) —ksin(kL) 00 0 -3
0 0 Psin(kt) Pcoskl) | 1 4 1
0 -P 0 o | k . Pk

00 = 0
i P _

16
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[ sin(kL) [~1+cos(kL)] [-KL+sin(kL)]]
‘ ki (k) [-1 oo (kL)
—KSIn —1+CO0S
[T]: 0 co-s(kL) P P
P sin(kL) cos(kL) sin(kL)
. 16 ) Ii (3.12)

Yukaridaki (3.12)’de verilen matris ifadesi narin bir kolonun burkulma kosulu elde

edilirken kullanilacak terimleri icermektedir.

3.2. Transfer Matrisi Yonteminin Cesitli Kolonlara Uygulanmasi ve Kolonlarin

Burkulma Yiiklerinin Belirlenmesi

Asagida Sekil 3.2’de her biri L boyunda (a)’da iki ucu mafsalli kolon, (b)’de
altta ankastre iistte serbest uclu kolon, (c)’de altta ankastre iistte kayict mesnetli kolon
ve (d)’de altta ankastre {istte kayici ankastre mesnetli kolon ve kolonlarin iist kesitine
gelen eksenel basing yiikiiniin kritik degeri altinda gosterdikleri burkulma davraniglari
goriilmektedir. Caligmanin bu kisminda bu klasik kolonlarin burkulma yiikleri Transfer

Matrisi Yontemi ile elde edilmistir.

P P P P
' )
S A L
\ / \ \
\ ! \ )
\ l ! \
\ ] I
| I / ) L
I | I /
I I ¢ ?
/ | ! I
/ | ! ]
/ I
Y
i <= x=L
(@) (b) (© (d)

Sekil 3.2. Klasik u¢ (mesnet) sartlarina sahip kolonlar ve burkulma davraniglari

17
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3.2.1. Klasik mesnetli kolonlarda burkulma yiikiiniin belirlenmesi

Calismanin bu kisminda klasik mesnetli kolonlar basligr altinda iki ucu mafsalli
kolon, altta ankastre iistte serbest uglu kolon, altta ankastre iistte kayict mesnetli kolon
ve altta ankastre Ustte kayici ankastre mesnetli kolonlarin burkulma yiiklerinin Transfer

Matrisi Yontemi ile burkulma kosulu ve kritik burkulma yiikleri elde edilmistir.
3.2.1.1. iki ucu mafsalh kolonun burkulma yiikiiniin belirlenmesi

Iki ucunda mafsalli olarak mesnetlenmis kolonlar icin burkulma yiikiiniin
belirlenmesi i¢in ilk olarak kolonun ug kosullar1 belirlenmektedir. Bu kosullarin (3.10b)
ifadesinin diizenlenmesiyle burkulma yiikii elde edilmektedir. Bu kolonlardaki ug
kosullar; y(0)=0, M(0)=0; y(L)=0, M(L)=0 olarak bilinmektedir. Bu durumda kolon alt
ve st uglarinda oOtelenme ve egilme momentlerinin olmamasina gore matris
coziilecektir. Asagida verilen Sekil 3.3 teki alt kismu sabit {ist ucu kayict mesnetli kolon

icin kapali formda bir matris ifadesi elde edilmistir.

P

-

i W
\

\

X \
\

\

L I

I

/

/

/

/

A T

Sekil 3.3. Tki ucu mafsalli kolon ve burkulma davranisi

Kolonun ug kosullart: y(0)=0, M(0)=0; y(L)=0, M(L)=0 olmak iizere (3.11) ifadesinin
(3.10b)’de yazilmasiyla;

18
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y | [Tu T Ty Ty y(0)
9( L) — TZl T 22 T23 T24 9(0) (3 13)
M ( L) T31 T32 T33 T34 M (0)
V (L) 41 T42 T43 T44 (4x4) V (O)

ifadesi elde edilmektedir. Bu ifadede kolon smir kosullarindan bilinen degerler yerine

yazilirsa;
0 Tll TlZ Tl3 T14 O
0( L) — T21 T 22 T23 T24 9(0)
0 T31 T32 T33 T34 0
V(L) To Tp T Ty (4x4) V(0)

seklinde elde edilen yukaridaki ifade yeniden diizenlenirse;

{0} — |:T12 T14 :|{9(0)}
0 T32 T34 V (0)
seklinde daha sade bir hal almaktadir. Yukarida ifadenin diizenlenip sadelestirildigi son

haliyle elde edilen ifadenin ¢6ziimii igin, Katsayilar matrisinin determinantinin sifir (0)

olmas1 gerekmektedir (det[ |=0). Buna gore asagida verilen ifade bulunmaktadir.
Tl —TT5, =0

Bu ifade altta sabit iistte kayici mesnetli kolonun kapali formdaki kosulu olarak ifade

edilmektedir. (3.12) ifadesinden alinan ilgili T; terimleri yukaridaki kapali burkulma

kosulu ifadesinde yerlerine yazilarak ara islemlerin ardindan

[sin(kL)J(sin(kL)j_ - kL+sin(kL)]( Psin(kL)j 0

k k kP k
(sin(kL)jz +(sin(kL)Lj_(sin(kL)j2 o
K k k -
sin(kL)L 0
e

19
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¢oziimii elde edilmektedir. Elde edilen bu ifade burkulma yiikii belirlenmek istenen
kolonun agik formdaki burkulma kosuludur. Bu esitlik i¢cin denklemi saglayan en kiigiik

(kL) degerleri hesaplanmaktadir.

(kL) = 0 olursa k? = P
El

denklemine gore yiik yok demektir bu sebeple elde edilen denklem kokleri i¢in sifirdan
farkli en kiiglik kok degerleri arastirilmaktadir.

(kL) = = olursa (3.3) denklemine gore

7° P 7’El
(kL)2:7Z'2 kZZF:E P:Pkr:T, Ib:L.

Boylelikle iki ucu mafsalli kolonlar igin burkulma yiikii denklemi elde edilmis

olup, burkulma boyunun kolon boyuna esit oldugu denklemden anlagilmaktadir.

3.2.1.2. Altta ankastre iistte serbest uclu kolonun burkulma yiikiiniin belirlenmesi

Altta ankastre Tistte serbest wuglu kolonlar icin burkulma yiikiiniin
belirlenmesinde bir onceki ornekteki gibi iki ucu mafsalli kolondaki hesap adimlar
benzer sekilde tekrarlanmaktadir. Bu kolonun smir kosullari belirlenmekte ve bu
kosullarin  (3.10b) ifadesine yerlestirilip diizenlenmesiyle burkulma yiikii elde
edilmektedir. Bu kolonlardaki ug¢ kosullar; M(0)=0,V(0)=0; y()=0, 6(L)=0’dir. Bu
durumda kolonun alt ucunda Gtelenme ve donme olmazken ve iist ucunda kesme
kuvveti ve egilme momentleri olusmamaktadir. Bu sartlara gore transfer matrisi
¢oziimlenmektedir. Bunun igin baslangigta Sekil 3.4’ te verilen altta ankastre {istte

serbest uglu kolon i¢in kapali formda bir matris denklemi elde edilecektir. Daha sonra

elde edilen ifadede transfer matrisinde yer alan T terimleri yerlerine yazilarak burkulma

yiikii elde edilecektir.
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Sekil 3.4. Altta ankastre iistte serbest u¢lu kolon ve burkulma davranisi

x=0

X

I
—

Kolon i¢in ug kosullari: M(0)=0,V(0)=0; y(L)=0, 6(L)=0 olmak tizere (3.11) ifadesinin

(3.10b)’de yazilmasiyla;

0 Ty T Ty Ty y(0)

0 _ Ty Tp Ty Ty 6(0)
M (L) Ty Ty T Ty 0
V(L) To T T Ty (4x4) 0

Bu ifade;

0 _ T11 T12 y(O)
{0}_ Ty T {em)}

seklinde sadelesmektedir. Burada ¢o6ziim elde etmek i¢in katsayillar matrisinin

determinant1 sifir (det[ ]: 0) olmaldir.

T11T22 _T12T21 =0
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Yukaridaki ifade altta ankastre iistte serbest uclu kolon i¢in kapali formdaki

burkulma kosulu olarak adlandirilmaktadir. Transfer matrisinde yer alan ilgili T;

terimleri yerlerine yazilarak burkulma yiikii belirlenmektedir.

(1.cos(kL))— [—sin(tL).Oj =0

cos(kL) =0

Elde edilen bu yeni ifade kolonun agik formdaki burkulma kosuludur. Denklemi

saglayan en kiigiik (kL) degeri KL = % ’dir. Dolayisiyla;

2

2
P
(kL)2 = (ZJ —k?= % ve k%= E oldugu goz oniinde tutulursa bu esitlikten

2
F):F)kr:”—EI Ib

(L) y

ifadesi elde edilmektedir.
Belirlenen bu sonugla altta ankastre iistte serbest u¢ kosullarina sahip kolonlar
i¢in burkulma yiikii denklemi elde edilerek burkulma boyunun kolon boyunun da iki

katina esit oldugu goriilmektedir.

3.2.1.3. Altta ankastre iistte kayic1 mesnetli kolonun burkulma yiikiiniin

belirlenmesi

Altta ankastre {istte kayic1 mesnetli kolonlar i¢in burkulma yiikiiniin belirlenmesi
onceki klasik kolon oOrneklerine uygulanan islemlerin tekrari ile yapilmaktadir. Bu
kolonlardaki ug¢ kosullar; y(0)=0, M(0)=0; y(L)=0, 6(L)=0 oldugu bilinmektedir. Bu
durumda kolonun alt ucunda 6telenme ve dénme olmazken ve iist ucunda dtelenme ve
egilme momenti olusmaz. Transfer matrisi de bu kosullar dikkate alinarak

¢oOziilmektedir. Bunun i¢in Oncelikle Sekil 3.5 te verilen altta ankastre iistte serbest ucglu
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kolon i¢in kapali formda bir matris denklemi olusturulur ve olusturulan denklemde

transfer matrisinde yer alan T; terimleri yerlerine yazilarak burkulma yiikii elde

edilmektedir.

-

x=L AN

Sekil 3.5. Altta ankastre {istte kayici mesnetli kolon ve burkulma davranis

Kolon i¢in ug¢ kosullart: y(0)=0,M(0)=0; y(L)=0, 6 (L)=0

[T], transfer matrisi ifadesine kolon ug sartlarmin yazilmasiyla asagidaki ifadeye

ulasilmaktadir.
0 Tll TlZ T13 Tl4 O
O — TZl T 22 T23 T24 9(0)
M (L) T31 T32 T33 T34 O
V(L) n T T Ty (4x4) V(0)

Bu ifade ¢oziilerek;
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{0} — |:T12 T14 :|{9(0)}

0 T22 T24 \% (O)

2x2’lik bu matris elde edilmektedir. Bu matriste ¢oziim igin det[ ] =0 olmasi
gerektiginden matris asagidaki sekilde sadelestirilmektedir.

TioTos =TT, =0

Yukaridaki ifade altta ankastre iistte kayici mesnetli kolon igin kapali formdaki

burkulma kosuludur. Transfer matrisinde yer alan T; terimleri yerlerine yazilarak

burkulma ytikleri elde edilecektir.

(sin(kL) j(—lJr cos(kL)j ~ (— KL +sin(kL)

” > 5 j(cos(kL)) =0

0

[cos(lgL)Lj_[Sinl(DkL)j — 0 (KL)cos(KL))— (sin(kL))

Buradan ara islemler yapilarak
tan(kL) = kL
denklemine ulasilir. Denklemin sifirdan farkli en kii¢iik (KL) degeri; kL = 4.4934 ’tiir.

20.1601E|
e

2
. p-p =FEL oL

i " (077

Elde edilen bu degerle altta ankastre {istte kayici mesnetli kolon igin Kritik
burkulma yiikii belirlenmis olup, burkulma boyunun %30 oraninda azaldig1

gozlenmektedir.

3.2.1.4. Altta ankastre iistte kayic1 ankastre mesnetli kolonun burkulma yiikiiniin

belirlenmesi

Altta ankastre iistte kayict ankastre mesnetli kolonlarda burkulma yiiki

belirlenirken yukarida yapilanlar benzer sekilde tekrarlanmaktadir. Bu kolonlardaki ug
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kosullar; y(0)=0, 6(0)=0; y(L)=0, 6(L)=0dir. Bu durumda kolonun hem alt hem de {ist

ucunda otelenme ve donme meydana gelmemektedir. Transfer matrisi i¢in bu kosullar

dikkate alinarak Sekil 3.6’da verilen altta ankastre iistte kayici ankastre kolon igin

kapal1 formda bir matris denklemi elde edilmektedir. Denklemde transfer matrisinin T,

terimleri yerlerine yazilarak burkulma yiiki belirlenmektedir.

P

></

x=L <

Sekil 3.6. Altta ankastre iistte kayic1 ankastre mesnetli kolon ve burkulma davranist

Kolon i¢in u¢ kosullari: y(0)=0, 6(0)=0; y(L)=0, 6(L)=0 olmak {izere [T], transfer

matrisi ifadesi asagidaki sekilde olmaktadir.

0 T,
0 B T,
ML) |Ts
VL] [Ta

Bu ifade igin;

T12

N

T,
T

T42

N

5 g

574 8;4

—
~

—

44 1(ax4)

0
0
M (0)
V(0)
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{O} — |:T13 Tl4 :|{M (O)}

O T23 T24 V (O)

det[ ]= 0 olmasi gerektiginden asagidaki haline indirgenebilen matris daha sade bir hal
almakta ve ¢6ziim kolaylagmaktadir.

T13T24 - T14T23 =0

Bu durumda elde edilen yukaridaki ifade, altta ankastre {istte kayici ankastre mesnetli
kolon igin kapali formdaki burkulma kosuludur. Bu denklemde transfer matrisi ifadeleri

yerlerine yazilarak;

[—1+ cos(kL) J(—1+ cos(kL)) 4 [— kL +sin(kL) j[— k sin(kL)j 0

P P kP P
[—1+ cos(kL)jZ (K (sin(kL)LjJ{sin(kL)jz y.

P P2 k P )
sin(kL/2)=0

¢oziimi elde edilmektedir. Elde edilen bu ifade i¢in (kL)’nin sifirdan farkli en kiigiik
kokii,

(k—zl_j =7 — (kL) =27 ‘dir. Bu degerle,

72El B 72El

——— > P= min I, =0.5L olarak elde edilmektedir. Boylece
(L/2)°L

(05L) °

=F, =

kolonun burkulma boyu, kolonun normal boyunun yarisi oldugu goriilmektedir. Bu
sonugla altta ankastre iistte kayici ankastre mesnetli kolon i¢in kritik burkulma yiikii

elde edilmis olmaktadir.

3.2.2. Elastik mesnetli kolonlarda burkulma yiiklerinin belirlenmesi

Eksenel basing yiiklii kolon elemanlarinda klasik mesnet kosullar1 disinda elastik

mesnetli durumlar1 da mevcuttur. Kolon ug¢ kosullarinda mesnet olmas1 halinde transfer
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matrisinde sinir kosullarinda ilgili biiyiikliik yerlerinde mesnet rijitliklerinden ortaya
cikan egilme momenti ve/veya kesme kuvveti etkileri yazilmaktadir. Daha sonra 6nceki
boliimde klasik mesnet kosullar1 olan kolonlarda yapilan ara islemler tekrarlanmaktadir.
Bu boliimde altta ankastre listte 6telenme yayli ve altta ankastre iistte donme yayl1 ve
kayict mesnetli kolonlarin burkulma yiiklerinin belirlenmesi ic¢in transfer matris

ifadeleri verilmektedir.

3.2.2.1. Altta ankastre iistte otelenme yayh kolonun burkulma yiikiiniin

belirlenmesi

Altta ankastre iistte 6telenme yayli narin bir kolonun burkulma yiikii kosulunun
belirlenmesi i¢in Oncelikle (3.13)’teki transfer matrisi ifadesinde kolon ug¢ kosullar
yerlerine yazilarak ¢oziim yapilmaktadir. Asagida Sekil 3.7°de iistte elastik ¢oken yayh

bir kolon goriilmektedir. Buna gore;

Kt
y J\/\—E —— %=0

Sekil 3.7. Altta ankastre iistte 6telenme yayli kolon
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Yukaridaki sekilde K; dtelenme yaymnin rijitligini gostermektedir. Kolon u¢ kosullari:
M(0)=0, V(0)=K.y(@) ; y(L)=0, 0 (L)=0’dir. Buna gore [T] transfer matrisi ifadesi

sOyle olmaktadir:

O Tll T12 Tl3 Tl4 y(O)

O — T21 T 22 T23 T24 H(o)
M (L) T3l T32 T33 T34 O
V) [Ta T T Tuli (KYO)

O = Tlly(o) +T129(0) +Tl4 Kt'y(o) } duzenlenirse O = (Tll + T14 Kt )y(o) +T 120(0)
0= TZly(o) +T2249(0) +T24 Kt'y(o) 0= (T21 +T24 Kt )y(O) +T229(0)

Son ifadenin matrise doniistiriilmis hali;

{0} _ |:(T11 + T14 Kt) T12 :|{y(0)}

0 (T21 + T24 Kt) T22 9(0)

seklinde olmaktadir. Burada kokleri bulmak i¢in determinantin sifira esit olmasi
gerekmektedir.

det[ ]: 0— (Tll +T,K, )Tzz -T 12(T21 + Ty Kt) =0

Son olarak elde edilen bu ifade ile altta ankastre iistte ¢cokme yayli kolon i¢in kapali

formdaki burkulma kosulu elde edilmis olmaktadir. Daha sonraT; terimleri yerlerine

yazilarak istenen kolon burkulma kosulunun agik formunu elde edilmektedir. Yapilan

ara islemlerin ardindan
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'1{— kL+sin(kL)jKt}COS(kL) _sin(kL) {0+(-1+ cos(kL))Kt} 0l
kP k P

L KL K s'n(kL)jcos(kL) _sin(kL) [— K. K cos(kL)j o0l
cos(kL) — cos(kL)K.L N cos(kL)sin(kL) K — sin(kL) cos(kL) K+ sin(kL)K, _ 0

P kP ' kP

cos(kL) — 0>

cos(kL)K,.L . sin(kL)K,
P kP

cos(kL)(l— Kt.Lj+ sin(kL)K, 4
P kP

seklinde sadelesmis ifade bulunmaktadir. Asagida bu 6rnek kolon igin ii¢ farkli yay

katsayidir.
k? :i, K. =f E—: ifadeleri kullanilarak
El L

2

f=1 igin K, = % P, =0,3316 ”LZE'
2

=3 igin K, = 3’% P, =0,4922 ”LZE'

10EI 2
=10 igin K, = OL3 P ;1,0071—2EI degerleri Matlab programi ile elde

......

degerinin de artt1g1 gézlenmektedir.
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3.2.2.2. Altta ankastre iistte donme yayh ve kayici mesnetli kolonun burkulma

yiikiiniin belirlenmesi

Altta ankastre iistte donme yayli ve kayici mesnetli narin bir kolonun burkulma
yiikii kosulunun belirlenmesi i¢in (3.13)’teki transfer matrisi ifadesinde kolon ug
kosullar yerlerine yazilarak ¢6ziim yapilmaktadir. Asagida Sekil 3.8°de iistte elastik

donme yayl1 ve kayict mesnetli bir kolon goriilmektedir. Buna gore;

P
Kr
v
X
L
— x=L

Sekil 3.8. Altta ankastre iistte donme yayli ve kayict mesnetli kolon

Yukaridaki sekilde K, donme yaymin rijitligini gostermektedir. Kolon u¢ kosullari:
y(0)=0, M(0)=—K,y (0) ; y(L)=0, M(L)=0"dir. Buna gore;[T ] transfer matrisi ifadesi

asagidaki gibi olmaktadir:

0 To T Ty Ty 0
o(L) _ Ty Tp Ty Ty 6(0)

0 T T T Ty -K,.y (0)
VO, [T T T Tuluw| VO

Kolon ug kosullar1 yardimiyla ifade sadelestirilirse;
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(le - T13 K r )‘9(0) +T 14V (0)
= (Tsz —TuK, )9(0) + T,V (0)

0= T1249(0) + T13 (_ Kr -0(0)) + T14V (0) duzenlenirse 0
—_—
0=T,,0(0) +T,;;(-K,.0(0)) + T,V (0) 0

Haline doniismektedir. Yukaridaki ifadenin matrise doniistiiriilmiis hali;

{O} _ {(le _T13Kr) Ty }{9(0)}
0 (Taz - T33Kr) T34 v (O)
seklinde olmaktadir. Bu ifadede det[ ]= 0 olmalidir.

(T12 - T13 Kr )T34 -T 14(T32 - T33 Kr) =0

Elde edilen bu ifade ile altta ankastre iistte donme yayli ve kayict mesnetlenmis kolon

icin kapali formdaki burkulma kosulu elde edilmis olmaktadir. Ilgili T; terimleri

yerlerine yazilarak istenen kolon burkulma kosulunun agik formu elde edilmektedir.

Sin(kL)[K _(—1+cos(k|_))j sin(kL)_l{Psin(kL)_K cos(kL)}—O IR
K r P k . k ' -

(sinf(kL)jz(Kr = COSF()kL)j_ P i coskL) <0

Burada; L kolon boyu, P etkiyen dis yik, K, rotasyonel (dénme) yay sabitidir.
Yukaridaki sadelesmis ifade bulunmaktadir. Asagida bu 6rnek kolon i¢in ii¢ farkl yay

......

katsayidir.
k? zi, K,=f sEl ifadeleri kullanilarak,
El L
. 3El 7’El
f=1 i¢in K, = P, =1.406 E
2
f=3i¢in K, =9% . P, :1.703”L?_EI
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2
f=10 igin K, =30% , P, =1.920 ”L',f

degerleri Matlab programu ile elde edilmistir.

burkulma yiikii degerinin de arttig1 goriillmektedir.

3.2.3. Degisken kesitli kolonlarda burkulma yiikiiniin belirlenmesi

Bir elemandaki burkulma yiikiiniin belirlenmesinde etken olan bir diger
parametre eleman kesitinde yiikiin oldugu eksen boyunca eleman kesitinin sabit
olmamasidir. Bu durumda her bir kesit icin ayr1 bir hesaplama durumu
gerekebilmektedir. Bu ¢alismada ilk olarak ani degisen ‘bir’ kesit gecis yerine sahip bir
kolon igin transfer matrisi ifadesi elde edilmistir. Daha sonra kesiti siirekli degisen bir
kolon eleman1 boliimlere ayrilarak tipki kesiti ani degisen kolon 6rnegine benzetilerek
burkulma yiikii yaklasik olarak hesaplanmaktadir. Boylelikle degisken kesitli kolonlarda

burkulma kosulunu verecek olan transfer matrisi ifadeleri elde edilmistir.

3.2.3.1. Ani degisken Kesitli kolonlarda burkulma yiikiiniin belirlenmesi

Asagida tek kesit degisimi olan bir kolon 6rnegi goriilmektedir. Bu kolonun ara
kesit yeri ge¢isinin hemen alt1 ve hemen iistiinde 6telenme, donme, egilme momenti ve
kesme kuvveti degerlerinin birbirine esit oldugu bilindiginden bu esitlikten kolon
elemaninin en st ucu ile en alt ucu arasindaki biiyiikliikler transfer matrisi ile

iliskilendirilmistir.
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P
b
. 24 _
/L y T X= X:O
X Ell yl
— X=X X=X1
L
El, y:
=L =L
b

Sekil 3.9. Eksenel yiik altinda ani degisken kesitli kolon ve ara kesit gegis yeri

Kolonun ara kesit gegis yerindeki biiyiikliiklere ait esitlikler asagidaki (3.14)
ifadesinde verilmektedir.

Otelenme :y,(x)=Y,(x)
Dénme  :y (%))=Y, (x)
Eg.Mom. :M,(x)=M,(x)
(ED,y, (x) =(ED),y, (%)
Kesme Kuv:V, (%) =V, (x,)
(ED,y, (x) = (ED),Y, (%)

(3.14)

Yukaridaki bu ifadeler, birim matrisin de ilavesiyle asagidaki matris formlarinda

yazilabilmektedir. (3.15a),. (3.15b).

yZ(Xl) 1 O 0 0 yl(xl)

6,(x) | |0 1 0 0] 6,(x) (3.150)
M,(x)[ [0 0 1 0fM,(x) |
V()] [0 0 0 1][Vy(x)
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yz(xl) 1 0 0 0 yl(xl)
y,(6) | [0 1 0 0| Y (x)
EN,y' () [0 0 1 of](ENy () (3:150)
(ED,y,(x)] [0 0 0 1]|[(El)Y, (%)
ooy _(ED)y
Burada , yz(xl)_(EI)2 y, (%) (3.16)

seklinde yazilabilir. (3.16) denklemindeki (EIl), /(El), oranina islemlerde kolaylik

saglamasi agisindan %zal denilirse ve bu ifade (3.15b) ifadesinde yerine
2

yazilirsa;

yZ(Xl) 1 0 0 O yl(xl)

(x 01 0 O0fy(x

yf( D _ y}‘( 1) (3.17)
yz(xl) 0 0 v O yl(x1)

yz(xl) 0 0 0 « yl(Xl)

yukaridaki matrisi elde edilmektedir. Bu matris ile ara kesit gegis yerinin {ist kismindaki
bolimiin alt ve iist ucu arasindaki biyiikliikler, Gurel (2007) makalesinden Eq.(8) ve

Eq.(11) ifadelerinden yararlanilarak asagidaki gibi diizenlenirse ;( x, = 0) i¢in

yl(xl) yl(O)

Y, (x)| V.00

Y, (%) =[] y,(0) (3.18)
Y, (%) 1 0 0 O y,(0)

y,0)| [0 1 0 0 - Y.(0)

y;(Xl) o0 a, 0 [Tl] y:(O) (3.19)
y'(x)] [0 0 0 & [Y

ve (3.19)’da yer alan asagidaki matrise [T1g]
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1 0 0 O
01 0 O
00 & O [Tl] = [TlEI ]
0 0 0 o«

matrisi denilirse, [T,c, ]: EI’larin farkliligini hesaba katan matris adi verilebilmektedir.

Bu durumda;

Yo (%) ¥1(0)

y,(x)| y (0)

v oo =y ) (3:20)
y, (%) y, (0)

son olarak (3.20) ifadesiyle kesitin iist boliimiiniin alt ve {ist ucundaki biiyiikliikler
iligkilendirilmis olmaktadir. Bu esitlikten yola ¢ikilarak alt boliimiin {ist ucundaki
biiyiikliikler de alt ucundaki biiyiikliiklerle iliskilendirilerek bu kolonun burkulma yiikii
denklemi i¢in gerekli transfer matrisi ifadesine ulasilir. Buna gore kolonun alt boliimii

igin benzer islemler yapilarak Gurel (2007)’den Eq.(8) ile

yZ(XZ) yZ(Xl)
Y,06)| 4]y, 00)
v o) [ Ty ) (3.182)
y, (%) y, (%)

ifadesine ulasilabilir ve daha sonra (3.20) matris ifadesinde yerine yazilirsa bu ifade (

X, = L) i¢in
y,(L) y;(0)
y,(L)| y (0)
v o= Elm=d g (3:21)
y, (L) y. (0)

ifadesi haline gelmektedir. Elde edilen (3.21) matrisi tek kesit degisimi olan bir kolonun

burkulma yiikiiniin belirlenmesi i¢in gerekli transfer matrisidir. Benzer sekilde birden
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cok ara kesit gecis yeri olan ani degisken kesitli kolon ( Sekil 3.10’da goriildiigii gibi)

elemanlar i¢in bu ifade tiiretilerek kullanilabilmektedir.

Sekil 3.10. Eksenel yiik altinda ani degisken kesitli (n-1) tane kesit gecis yerine sahip kolon.

Ornegin; n+1 elemana béliinmiis ve n ara kesit gegis yeri olan bir kolon i¢in n+1. ve n.

boliimler arasindaki iliskilendirmeyi saglayan ifade

Ynu (L) Vi (Xn)
You(D)| YL (X))
Y (L) =[] y. (X)) (3.22)
y,.(L) Y (%)

seklinde verilebilmektedir. Bu ifade asagidaki gibi diizenlenerek;
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yn+1 ( L) yn+l (0)
y;wl (L) _ y;Hl (0)
o0l LI L O o V') (3.23)
y,.(L) Y,.0)

seklinde ifade edilebilmektedir. Burada [T, [T.c }........ [T, | ifadesine [T ]denilirse

[Tn+1 ][TnEI ] ---------- [TlEI ] = [T]

ve esitligi son olarak (3.22) matrisine uygulanirsa asagidaki (3.24) matrisi elde

edilmektedir.
yn+1(L) yl(o)
v Ty o) @
y (L) y (0)

Yukaridaki matris ifadesi ile bu tarz kolon probleminde kullanilabilecek transfer
matrisinin en genel hali elde edilmis olmaktadir. Bu transfer matrisi kolonun en alt ve
en st ucu ile beraber her bir boliimiin alt ve tist uglar1 arasindaki biiytikliiklerin ardisik
olarak iligkilendirilmesinin toplami halinde kolonun transfer matrisi elde edilerek
buradan transfer matrisinin yardimiyla gereken burkulma yiikiiniin hesaplanmasi

saglanmaktadir.

3.2.3.1. Siirekli degisken Kesitli kolonlarda burkulma yiikiiniin belirlenmesi

Kesiti stirekli degisen kolon elemanlarin burkulma yiikiiniin belirlenmesi
incelendiginde kesitler eleman boyunca lineer veya parabolik bir degisim s6z konusu
olabilmektedir. Bu sebeple islemlerde kolaylik saglamak amaciyla ele alinan kolon
yeter sayida elemana boliinerek bir nevi ani degisken Kkesitli kolon olarak
coziilebilmektedir. Edinilen sonug¢ yaklasik bir degerdir. Ancak ele alinan elemanin
boliindiigii boliim sayis1 arttikga belirlenen burkulma yiikii degerinin dogrulugu
artmaktadir. Ornegin; Sekil 3.11° deki gibi kesiti lineer degisen bir kolon elemanin

¢Oziimde kolaylik olmasi agisindan bes boliime boliinerek ¢oziilebilmektedir. Bu sekilde
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ani degisken kesitli kolona doniistiiriilen bu eleman igin (3.24) matrisi rahatlikla

uygulanabilmektedir.

P

e
L L :\\

bo bo

>

=)

Sekil 3.11. Eksenel yiik altinda siirekli degisken kesitli kolon ve elemanlara ayrilmis hali.

3.2.4. Ara elastik mesnetli kolonlarda burkulma yiikiiniin belirlenmesi

Ara elastik mesnetli kolonlar bina, koprii gibi yapilarda ¢ogunlukla
kullanilmaktadir. Bu sebeple bu yapilardaki eksenel basing yiikiiyle yiiklenen kolonlarin
burkulma yiikiiniin belirlenmesi 6nem tagimaktadir. Bu kolonlarin burkulma yiikiiniin
belirlenmesi igin gerekli transfer matrisinin elde edilmesi asamasinda Gurel (2007)’den
yararlanilmistir. Asagida Sekil 3.12° de verilen ara elastik mesnetli kolonun burkulma
yiikiiniin belirlenmesi hususunda, kolon elemanin elastik mesnetlerden onceki (n.) ve

sonraki (n+1.) kismi olmak iizere iki boliime ayrilarak ¢6ziim yapilmistir.
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X=Xn ] \ /
1 <. eleman
ﬂ Kr 1 Kt E
li !
I <«-n+1. eleman

Sekil 3.12. Ara elastik 6telenme ve donme mesnetli kolon

Burada onceki boliimlerden elde edilen bilgilerle asagidaki gibi denklemler
kurularak (3.25) ve (3.26) ifadelerine ulasilmaktadir.

Otelenme :vy,,(X,)=Y,(X,)

Donme  :0..,(x,)=6,(X,)

Eg.Mom. :M_.,(x)=M (x)-K.0 ()
KesmeKuv: V. (x,)=V.(x,) - K.y, (x,)

(3.25)

Bu ifadeyle yukaridaki gibi burkulma yiikii belirlenmek istenen ara elastik 6telenme ve
donme mesnetli kolonun mesnetli kismu i¢in transfer matrisi ifadesi elde edilmektedir.
Tiim kolonun burkulma yiikiiniin elde edilmesi igin (3.22), (3.23) ifadelerinde verilen
matrislerin (3.26) ifadesine uyarlanmasiyla (3.27) matrisi elde edilerek burkulma
yiikiiniin belirlenmesi i¢in gereken transfer matrisi belirlenmektedir. Bunun yani sira
sadece ara 6telenme elastik mesnetli ve sadece donme elastik mesnetli kolonlar igin de

ayr1 ayri transfer matrisi ifadeleri elde edilebilir.

yn+1(xn) 1 0 0 yn (Xn)
0 0 1 0 0}|@8
n+1(Xn) — n(xn) (326)
Mn+1(xn) 0 - Kr 10 Mn(xn)
Vn+1(Xn) - Kt 0 01 Vn(Xn)
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Burada [T,.]: Elastik ara mesnet matrisidir ve [T, JT.c]........[T,c] ifadesine [T]

n

denilirse;
[Tn+1 ][TnE ] """"" [TlE ] = [T]
yn+1 ( L) yl (0)
Ora(L) | _ fr ¢,(0) (3.27)
M n+l ( L) M 1 (0)
Vn+l(L) Vl (0)

yukaridaki bu son ifadeyle ara elastik mesnetli kolon i¢in burkulma kosulunu verecek

ifade elde edilmis olmaktadir.

3.2.5. Tek ¢atlakh kolonlarda burkulma yiikiiniin belirlenmesi

Kolonlar c¢atlak gibi kusurlar da icerebilmektedir. Tez ¢alismasinin bu
bolimiinde sunulan matris ifadeleri i¢in Gurel (2007)’den yararlanilmaktadir. Burkulma
kosulunun genel olmasi amaciyla baslangigta kolonun mesnet sartlart belirtilmemistir.
Ilerlemeyen ve a derinligine sahip catlak, kolonun {ist ucundan itibaren X, mesafede
bulunmaktadir. Kolonun matematik modeli Sekil 3.13’te goriilmektedir. Burada,
catlakli kesit esnekligi C olan bir donme yay1 ile modellenmektedir. Catlak derinligi a
olan ve kesit yiiksekligi d’nin bir fonksiyonu olan C, Shifrin ve Ruotolo (1999)’da soyle

verilmektedir:
C =5.346df(¢$)

Yukaridaki bu ifadede & = a/d boyutsuz catlak derinligidir ve f(§) boyutsuz yerel
esneklik fonksiyonudur. f(§), Shifrin ve Ruotolo (1999)’da soyle ifade verilmektedir:

f(£)=1.86247 —3.95£3 +16.375&4 —37.226£° + 76.81£° —126.97 +172£° ~143.97&° + 66,56

Yukaridaki bu ifade sekil degistirme enerjisi fonksiyonundan elde edilmektedir.
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- X ——

y< y< x=0
X:XC ...... X:XC ......
¢ — kox=L « —  ox=L

Sekil 3.13. ilerlemeyen tek kenar catlaga sahip, dikddrtgen kesitli narin bir kolonun matematik modeli

Yukarida Sekil 3.13’te goriilen ilerlemeyen tek kenar catlaga sahip, dikdortgen kesitli
narin bir kolonun matematik modelinde dénme yayi ile kolonun iki bolgeye ayrildigi ve

bu bolgelerin smirlarinin (1. Bolge: 0 < x < X, 2. Bolge: x¢ < x < L) oldugu

goriilmektedir.

Otelenme :y,(x.)=Y,(X.)

Eg.Mom. :M,(x.)=M,(x,)

Kesme Kuv:V,(x.) =V, (x.)

Dénme  :6,(x.)—6,(x.) =Cy"(x.)
Ml(xc)

:—C—
El

(3.28)
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Yukaridaki ifadeler matris formunda asagidaki gibi verilebilmektedir.

yz(xc) 1 O OC O yl(Xc)
y.(x)| [0 1 — 0]ly(x)
2 - : 3.29
y,(x)| |0 0 Ell 0] Ya(x) (3.29)
y.(x)] |o o 1]y, (%)

Asagida kolonun iist bolimiiniin transfer matrisi ifadesi (3.30)’da ile alt boliimiiniin
transfer matrisi ifadesi (3.31)’de ve donme yay1 kesitinin transfer matrisi ifadesi de
(3.32)’de verilmektedir.

yl(Xc) yl(o)
Y,(X)| 1] Y,(0)
yoo[ My o -
y, (%) y, (0)
yZ(L) yZ(Xc)
y,(L) Y, (%)
o] TRy &5
y,(L) y, (%)
y2 (Xc) 1 0 —OC 0 yl (Xc)
Y00 [0 1 - 0]}y, (x) (3.32)
y,(x)| o 0 1 0}y (x)
y,(x) o 0o 0o 1|%(x)
10 oC 0
01 —= 0
T.]= El T 3.33
[T ] 0o & 0[1] (3.33)
00 1

Burada [T,.]: catlak kesiti esnekligini dikkate alan matris olarak adlandirilmaktadur.
Yukaridaki (3.30), (3.31) ve (3.32) ifadeleri diizenlenerek [T, [T, ] ifadesine de [T]

denilirse
[Tz ][Tlc ] = [T ]
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Ifade son olarak (3.34)’teki hale gelmektedir. Bu ifade ilerlemeyen tek kenar catlaga

sahip, dikdortgen kesitli narin bir kolonun burkulma kosulunu verecek ifadedir.

Y»(L) y;(0)
y,(L)| [ 4Y.0
v~ (339
y (L) y; (0)

3.5. Calisma Hakkinda Genel irdelemeler

Yukarida ele alinmig olan kolon 6rneklerinden goriildiigii gibi Transfer Matrisi
Yontemi hemen her tiir narin kolonun burkulma yiiklerinin belirlenmesinde oldukca
pratik bir yontemdir. Bu 6zelliginden dolayi, uyarlanma kosuluyla ¢ok 6zel kolon ve
diger elemanlarin burkulma problemlerine uygulanma potansiyeli vardir. Ornegin,
Bakeer (2016) Transfer Matrisi Yontemini yigma duvarlarin kararlilik problemleri

lizerinde basariyla uygulamistir.
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4. SONUCLAR ve ONERILER

Bu c¢alismada, baslangigta stabilite (kararlilik) kavramindan bahsedilmis,
ardindan konu ile ilgili onceki caligmalardan bahsedilmistir. Daha sonra narin
kolonlarin stabilite problemlerinin ¢6ziimii ve burkulma yiiklerinin belirlenmesi igin
Transfer Matrisi Yontemi acgiklanmistir. Yontem degisik mesnet sartlarina sahip
kolonlar iizerinde uygulanarak, bu kolonlarin burkulma yiikleri elde edilmistir. Sadece
klasik mesnetli kolonlar degil, elastik mesnetli, degisken kesitli ve ¢atlakli kolonlar ele
alinmigtir. Bu yapilanlar sonucunda Transfer Matrisi Yonteminin kolon burkulma

problemlerinin incelenmesinde oldukea pratik bir yontem oldugu anlasilmistir.

Bu tez ¢calismasinda klasik bir konu ele alinmis olmasina karsilik, literatiirde ¢ok
da fazla kullanilmamis olan bir yontemin uygulanmasiyla kolon stabilite problemlerine
toplu bir bakis yapilmistir. Boylece ¢alisma belli diizeyde 6zgiinliigii olan bir ¢alisma

niteliginde olmustur.

Goriillmiistiir ki Transfer Matrisi Yontemi Mekanikteki tek boyutlu problemlerin
¢oziimli i¢in kullanilmaya ve gelistirilmeye acik, elverigli bir yontem oldugu
goriilmistiir. Bu 6zelligi ile yontemin, 6rnegin; fonksiyonel olarak derecelendirilmis
malzemeden ya da c¢ekme almayan malzemeden olusturulmus kolonlarin stabilite
problemlerine dahi uygulanma potansiyeli vardir. Ileride bu konularin incelenmesi

diistiniilmektedir.
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