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OZET

Yiiksek Lisans Tezi
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Harran Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damisman : Dog. Dr. Aydin iZGI
Yil: 2018, Sayfa: 38

Bu tez, yaklasim teorisindeki ¢alismalara dayanmaktadir. Bernstein-Schurer operatorler
dizisi (G,(f;x)) in yaklasim hizi ve yaklasim ozellikleri incelenmigtir. Merkezi momentleri
hesaplanmigtir. Sonra, Lipschitz kosulunu saglayan fonksiyonlar igin, bu dizinin yaklagim
gosterilmistir. G,,(f; x) operatorler dizisinin yaklasimi Mapple programi kullanilarak grafikler ile
incelenmistir. G, (f; x) operatorler dizisinin bir fonksiyona yaklagiminin, bazi n ve x degerleri i¢in
niimerik degerler tablosu hazirlanmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Lineer pozitif operatorler, Berstein-Schurer polinomlari, yaklagim hizi,
Korovkin teoremi, diizgiin yaklagim.
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APPROXIMATION PROPERTIES OF BERNSTEIN-SCHURER OPERATORS AND RATE
OF APPROXIMATION ON INTERVAL [-1,1]
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Harran University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Aydin iZGI
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The thesis is based on study of approximation theory. Approximation and rate of approximation
properties of Bernstein-Schurer sequences of operators (G, (f; x)) investigated. Centripetal moments
of G, (f; x) operator is estimated. Then Approximation properties of Bernstein-Schurer sequences of
operators (G, (f; x)) also investigated for the functions satisfy Lipschitz condition. The approximation
of the G, (f; x) operator is shown graph using the Mapple program. For the chosen function, numeric
values chart is given about the values of the some n and x for the approximation of operator G, (f; x)
to the function.

KEY WORDS: Linear positive operators, Bernstein Schurer Polynomials, rate of approximation,
Korovkin theorem, uniform approximation.
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1.GIRIS Giil Sinem KELES

1. GIRIS

Yaklasim teorisinin amaci, segtigimiz herhangi ¢alisilmasi zor olan bir
fonksiyonun daha kullanigli daha rahat islem yapabilecegimiz baska bir fonksiyon
cinsinden yazmaktir. Boylece fonksiyon hakkinda daha rahat ve calisabilir bilgi elde

edilir.

Bernstein polinomlari1 tanimlandiklarindan (1912) beri, pek ¢ok matematik¢inin
ilgisini ¢ekmistir. O zamandan beri bir¢cok genellemeleri ve modifikasyonlari
tanimlanmuis, farkli agilardan ele alinip galisilmis ve glinlimiizde hala ¢alisilmaktadir.
Bu polinomlar esas olarak Weierstrass teoreminin ispati i¢in tanimlanip ¢alisilmistir.
1951°de Korovkin, lineer pozitif operatorleri tanimlayip, bu operatorlerin yaklagim
ozelligini veren meshur teoremini ispatladiktan sonra, ayn1 zamanda bir lineer pozitif
operatér olan Bernstein polinomlart daha ilgi ¢ekici olmus ve bunlarla ilgili
caligmalar hiz kazanmistir. 1962 yilinda Schurer, Bernstein polinomlarin1 modifiye

etmis ve yaklasim 6zelliklerini incelemistir.

Bu c¢alismada,

Gu(f32) = S SR (A + 0 (L — )™ RFE - 1), 1eN —1<x<1
seklinde [—1,1] araliginda Bernstein ve Schurer operatorlerinin bir modifikasyonu
olarak verilmistir ve tamimladigimiz yeni operatoriin [—1,1] simetrik araliginda
lineer pozitif oldugu, Korovkin teoremi altindaki yaklasimlari incelenecektir.
Bunlara ek olarak, siireklilik modilii yardimiyla yaklagim hizi ve momentleri
hesaplanmistir. Ayrica Mapple bilgisayar programi yardimiyla, bazi fonksiyonlara
belirledigimiz farkli n ve x degerleri i¢in niimerik tablosu ve yaklasim grafikleri

hazirlanmastir.
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1.1. Temel Kavramlar

Bu boéliimde, ¢alismamizda kullanacagimiz bazi temel tanim ve teoremler
verilecektir. Bu tanim ve teoremler genel halde gegerli oldugu i¢in ¢ogunda kaynak

verilmemistir.

Tanum 1.1.1.

A C R, f:A - Rbir fonksiyon ve a € A olsun.
f fonksiyonu a noktasinda siireklidir & Her € > 0 i¢in en az bir § > 0 vardir oyle
ki,
Ix —al <é=I|f(x) - f(a)l <e
dir.

Tamm 1.1.2.

AcCR, f:A- R bir fonksiyon olsun. f fonksiyonu A fizerinde diizgiin
stireklidir & Ve >0 i¢in 3§ >0, Oyle ki [x —t] < 3§ esitsizligini saglayan
Vx,t € Aigin

If(x) = f(@)l<e
dir.

Teorem 1.1.1.

Kapal1 ve simirlt bir aralik iizerinde siirekli bir fonksiyon bu aralik {izerinde

diizgiin stireklidir.

Tanim 1.1.3.

X veY reel degerli fonksiyon uzay1 olmak iizere L: X — Y seklinde tanimlanan

doniistimlere operatdr denir.
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Tanim 1.1.4.

Lineer L operatoriiniin X uzaymdan Y uzayina donilisim yaptigint kabul

edelim.

IL(f 0y < Clifllx

esitsizligini sagliyorsa L operatoriine siirli operatdr denir. C sabitinin en kiigiigline L

operatdriiniin normu denir. L, veya ||L|| ile gdsterilir (Haciyev).

Tanim 1.1.5.

X lineer bir uzay olsun. f(x), g(x) X uzayinda herhangi iki fonksiyon, iki keyfi

reel say1 olmak lizere L operatorti,

L(af + Bg;x) = aL(f;x) + BL(g; x)

sartin1 sagliyorsa L operatoriine lineer operatdr denir.

Tanim 1.1.6.

Lineer operatorler kiimesi iginde bir alt sinif olan pozitif operatorler vardir.
X*={feX f(x)=0}veY*={geY,g(x) = 0}olsun.
Eger X uzayinda tanimlanmis L lineer operatorii X* kiimesindeki herhangi bir f
fonksiyonu pozitif fonksiyona doniisiiyor ise L operatdriine lineer pozitif operator

denir (H. Hac1 Salihoglu).
Tamm 1.1.7.

l ={L:C[a,b] = Cla,b] : L lineer pozitif operatér} N = {1,2,3...} olsun.
L: N — L seklinde tanimli L fonksiyonuna lineer pozitif operatorler dizisi denir. (L)
ile gosterilir. L(N) = {L;, L,Ls, ... } seklinde olur.

Tanim 1.1.8.

A c R ve A iizerinde tanimli biitiin fonksiyonlarin kiimesi F (A4) olsun.
3
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k:N — F(A) seklindeki k fonksiyonuna fonksiyon dizisi denir. (f;,) ile gosterilir ve
terimleri f3, f5, f5 ... seklindedir.

Tanim 1.1.9.

Kapal1 [a,b] aralig1 iizerinde tanimlanmis ve ayni zamanda siirekli olan tiim

reel degerli fonksiyonlardan olusan kiimeye C[a, b] fonksiyon uzayi denir.

Tanim 1.1.10.

f € Cla, b] olmak iizere C[a, b] lizerinde taniml1 norm;

1f G llcra,pi=maxa<ss | f ()]

seklinde gosterilir.

Tanim 1.1.11.

(gn) , C[a,b] fonksiyon uzayinda tanimli fonksiyon dizisi olsun. (g,)
fonksiyonlar dizisinin g fonksiyonuna C[a,b] normunda diizgiin yakinsak olmasi
i¢cin tanim kiimesinde ki V x € A i¢in,

1Mol gn = 9llcgab) = 1Mo MaXazray 19n(x) = gGO)I =0

esitliginin saglanmasi gerekir. g,(x) 3 g(x), (n — o) ile ifade edilir.

Teorem 1.1.2.

fO) < g(x) = L(f(x);x) < L(g(x); %)

yani lineer pozitif operatdrler monoton artandir.

Ispat

L lineer pozitif operatorii i¢in L(X*) c Y™ saglanir. Yani f(x) = 0 oldugunda
L(f;x) = 0 olur. O halde her x igin,

f(x) < g(x)
4
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oldugunda,
gx)—f(x) =0

olur. L operatorii pozitif oldugundan;

L(g(x) = f(x);x) = 0

olur. L operatorii lineer oldugundan;

L(g(x);x) = L(f(x);x) 2 0 = L(f(x); x) < L(g(x); x)

olur. Ispat tamamlanmis olur (Hacisalihoglu ve Haciyev,1995).
Teorem 1.1.3.

L bir lineer pozitif operatdr olsun. O halde,

IL(g)| = L(1gl)

esitsizligi saglanir.
Ispat

Herhangi bir g fonksiyonu i¢in;
—lgl =g <lgl (1.1)
dir. L operatorii lineerlik 6zelligini sagladigindan dolayr monoton artandir. O halde
L(=1g) = L(g) < L(lgD)
yazabiliriz. L lineer oldugundan;
L(=1gD = -L(lg)
dir. Bu esitlik (1.1) de yerine yazilirsa;

—L(9) < L(g) < L(lgDh = IL(9)] = L(lgD
olur. Bu sekilde ispat tamamlanmis olur (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995).

Tanim 1.1.12.

ACR, xpeA, xo A nin bir yigilma noktasi olsun ve f:A — B fonksiyon

olsun. Eger

i £ — f(x0)
m--—-m----

X—Xq X — xo

5
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limiti varsa x = x, noktasinda tiirevlenebilir denir. Bu limit f nin x, noktasindaki

dfd(i‘)), Df (x,) gibi farkli sembollerle gosterilir.

tirevi adini alir. f'(x,) ,

Tanim 1.1.13.

n > 1 olmak iizere B,, n-inci dereceden bir polinom ve f ile g de x = 0
noktasinda n-inci mertebeden tiirevlenebilen fonksiyonlar olsun.
lim, . g(x)=0
olmak tizere;
fx) =Py (x) +x"g(x)
yaziliyorsa B, polinomuna x = 0 noktasinda f fonksiyonu tarafindan tiretilen Taylor

polinomu denir.

Tanim 1.1.14.

f fonksiyonu a noktasini ihtiva eden bir aralikta her mertebeden tiirevlenebilir

olsun.

k
T L8 (x - )

serisine a noktasinda f fonksiyonu tarafindan iretilen Taylor serisi denir.
Tanmm 1.1.15.

p > 1ve q > 0 reel sayilar
1 1
—+-=1
P q

sart1 saglansin. Bu durumda v (ay) € 1, , V (by) € [ dizileri igin;

1 1
Lr=olarbi| < Bxolar|?)P (Xxzol bl )4
esitsizligine Holder esitsizligi denir. Burada p = q = 2 i¢in bu esitsizlik Cauchy

Scwarz esitsizligidir.
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Teorem 1.1.4.

x €[0,1],0 < ag, < 1 oldugunda

Lo(f; %) = X0—o f(an)Pen(®),  Prn(x) = 0olur.

Pozitif operator dizisinin n — oo i¢in [0,1] aralifinda f fonksiyonuna diizgiin

yakinsak olmasi i¢in ti¢ kosul asagidaki gibidir. H. Bohman,

L,(Lx) =3 1 (1.2)
L,(tx) 3 «x (1.3)
L,(t%x) 3 x? (1.4)

seklinde ifade etmistir. Goriilityor ki Bohman’in arastirdig1 operatoriin degeri f

fonksiyonunun [0,1] araliginin disindaki degerlerinden bagimsizdir.

P. P. Korovkin, 1953 yilinda Bohman’in kosullarinin genel halinin de gecerli
oldugunu gérmiis ve genel bir teorem ispatlamistir

(Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995; Korovkin, 1953).
Teorem 1.1.5. (P. P. Korovkin Teoremi)
Eger L,, lineer pozitif operatorler dizisi [a,b] araliginda (1.2), (1.3) ve (1.4)

kosullarini sagliyorsa bu takdirde C[a,b] uzayinda olan ve tiim reel eksende sinirh

her hangi bir f fonksiyonu i¢in n = oo oldugunda;

L,(f;x) 3 f(x) a<x<bh
olur. Ya da bu ifadeye esdeger olarak asagidaki gosterimler de kullanilabilir:
”Ln(f) - f”C[a,b]_) 0 (n - oo)

lirnn—>oo maxasxsban(f; x) - f(x)l = 0.

Ispat

f fonksiyonu reel eksende sinirli oldugu igin dyle bir M > 0 sayist bulabiliriz

ki, tiim x’ ler igin;
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If()l <M (1.5
saglanir. Kabul edelim ki, f € C|[a, b] olsun. Siirekli fonksiyonlarmnin tanimi geregi

V & > 0 sayisina karsilik oyle bir § > 0 bulabiliriz ki, t € (—o0, ) ve x € [a, b]

i¢in,

[t—x|<6 (1.6)
oldugunda;

lf@®) —f)l<e (1.7)
saglanir.

(1.7) esitsizligi; x,t € [a, b] oldugunda f fonksiyonu [a, b] de siirekli oldugu igin,
x € [a,b],t & [a, b] oldugunda ise f fonksiyonuna a ve b noktalarinda, sirasiyla
soldan ve sagdan siirekli bir fonksiyon oldugu i¢in saglanir.

f smurli oldugundan V x € [a,b]; |f(x)| <M, M > 0 vardir.

t— t = t —x)?
|t—x|2<‘)‘=>| x|21=>1§| xlg( 62x)
|t — x| = 6 oldugunda ise (1.5) ve liggen esitsizliginden;
(t —x)?
IfF O = fI = IFOI +If )] < 2M < 2M —
olur. O halde;
|t —x| <& igin |[f() — f(X)] <e
.. (t—x)z
|t — x| =6 icin |f(t) — f(x)| <2M =
elde edilir. Dolayisiyla V t € Rve x € [a, b] igin,
(t-x)*
lf@) = fOl < e+2M—7~ (1.8)

dir. Simdi (1.2), (1.3), (1.4)kosullarini saglayan (L,,) lineer operator dizisinin,
Im L f = fllefar) = 0

esitligini sagladigi gosterilmelidir.
L, operatoriiniin lineerliginden;

ILnf (0 x = fQO| = [Lnf(8); %) = f(2) + Ln f(X);x = Ly f (x); %)

Ly f(8); %) = Ly f(x); X + Lnf(x); ) = f(2)]
ILa(f () = f(x); X)) + fF()(Ln(1; %) = D)
dir. Burada tiggen esitsizligi kullanilarak;
ILn(f (0); ) = QO < L f() = ) x] + [ f (O (L (15 %) = D) (1.9
8
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elde edilir. (1.1) den
ILn(f (©) = f(); )| < |Ln (1f(©) = (O ; )]
seklinde olur. Bu durumda (1.9) esitsizligi;
1L (f (©); %) = F OO < Lo (If (©) = FGO %) + MI(Ln(1;%) — 1)

seklinde yazilir.(L,,) monoton artan oldugundan (1.7)’den;

— 2
La(F(£); ) = FOOI < Ly, ((e +2m 2 );x> + MIL, (13 %) — 1] (1.10)
elde edilir. Diger taraftan (L,,) lineer pozitif oldugu dikkate alinirsa

L, <(£ +2M “;‘)2 ; x)>:Ln(£; %) + Ly (2M “;‘)2 ;x)

=eL,(1;x) + Z%Ln(t2 — 2xt + x%;x)
M 2 2 2 2 2
= ¢elL,(1;x) + Zﬁ{Ln(t ;x) —x° — x4+ 2x* — 2xL,(t; x) + x“L,(1; x)

M 2 2 2 2 2
= elL,(1;x) + Zﬁ{Ln(t ;x) — x4+ 2x° — 2xL,(t; x) + x°L,(1; x) — x°}

= eLn(1;%) + 25 {(Ln(t% %) = x2) = 22(Ly (£ %) — ) + X2 (Ln(13%) — 1)}
elde edilir. Bu ifadenin (1.9)’da yerine yazilmasiyla;
|(Lnf (%) = FOOI < Ly (1042 55 {(Ln (6% %) — x?)
—2x(Lp(; %) — x) + x2(Ly(1; ) — DI+M[(Ln(1;%) — 1]
elde edilen bu ifade de (1.2), (1.3), (1.4) kosullarinin kullanilmasiyla;

M M
|(Lf(t);x) — f(x0)] < €+82§= E(l +2§)

elde edilen bu ifadeyi V €' > 0 igin

|(Lnf (©); %) = fOOl < &

saglanir. Yani;
gl_r};lo”Lnf _f”c[a,b] =0
olur. Boylece ispat tamamlanmis olur

(Korovkin, 1953; Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995).

Teorem 1.1.6.
x € [0,1] igin;
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B,(f;x) = Xk=of (S) (Z)xk (1 —x)nk

olarak tanimlanan Bernstein polinomlari i¢in,

B,(1;x) =1
B,(t;x) =x
x(1—x)

B,(t%x) = x* +
esitlikleri saglanir. (n— ) igin, B,(1; x) 3 1, B,(t; x) 3 x, B, (t?; x) = x?

oldugundan Korovkin’in (1.2), (1.3) (1.4) sartlarin1 saglar.

10
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2. ONCEKI CALISMALAR

Son yillarda lineer pozitif operatorler lizerinde ¢ok sayida ¢alisma yapilmistir.
Operatorlerin  gilinlilk hayatta sayisal analiz, jeodezi, miihendislik, tiptaki

goriintlileme sistemleri gibi birgok uygulama alani vardir.

Yaklagim teorisi alaninda yapilan ilk c¢alismalar Rus matematik¢i P.L.
Chebyshev’in siirekli bir f fonksiyonunun n dereceli
Po(x) = Y=o ax®

polinomunun yerine kullanilir m1 sorusunu sormastyla baglamistir.

1885 yilinda Alman matematik¢i Wilhelm Weierstrass, [a, b] kapali ve sinirh
aralig1 iizerinde siirekli her f fonksiyonuna bir polinom ile yaklasilabilecegini

ispatlamistir. Yaklasim teorisi i¢in bu ifade temeldir.

Cla, b] de her f fonksiyonu bir & > 0 i¢in ve her x € [a, b] igin;
|Pa(x) — f)l <&
olacak bi¢cimde
Bo(x) = Yo arx®

polinomu vardir.

1912°de Bernstein, bir [a, b] araliginda siirekli olan f fonksiyonuna yakinsayan
polinomlart toplam biciminde bir lineer operatorler dizisi ile gostermistir. Bu
gosterim ile Weierstrass’in teoreminin ispati daha kolay olmustur. Bernstein bu

gosterim ile lineer operatorler teorisinin olugsmasini saglamistir.

1932 yilinda Voronowskaja, Berntein polinomlar1 i¢in asimptotik yaklagimi

gostermistir.

1935 yilinda T. Popoviciu, Bernstein polinomlart igin siireklilik modiiliinii

bulmustur.

11



2.ONCEKi CALISMALAR Giil Sinem KELES

1937 yilinda Chlodowsky [0, b,,] araliginda lim,,_,., b, = o Ve lim,,_, ”7” =0
sartlarin1 saglayan,
Calf %) = Zheeo f (52) (e () (A= )"

polinom dizisini tanimlamis ve Chlodwsky, Berntein’in operatoriinde x yerine bi

n

kb,
n

yazmistir.

H. Bohman 1951 yilinda lineer pozitif operatorler dizisinin siirekli bir
fonksiyona yakimsakligini [0,1] araliginda incelemistir. Bohman’in tanimladigi
operatorii soyledir.

Ln(f; x) = Zﬁ:of(ak,n)Pk,n(x) ) Pk,n(x) = 0.

1953 yilinda Rus matematik¢i ve iktisatgt Leonid Vitaliyevi¢ Kantorovig,
Bernstein polinomlarinda integrallenebilir fonksiyonlari tanimlamistir.

f € L [0,1], p = 1vex € [0,1] sartlar1 i¢in;

k+1

Kn(f;2) =(n + D Zo()x* (1 =0 [ f(Dde, 0<x<1

n+1

Korovkin ise 1953 yilinda Bohman’in ifadesini [a, b] araliginda genelleyerek
ispatlamistir. Lineer pozitif operatorler i¢gin Bohman ve Korovkin’in teoremleri

bliylik yer tutar.

Bernstein operatorlerine 1990’11 yillardan sonra diizenli olarak bilimsel
caligmalar yayinlanmakta ve her gecen giin yeni bilimsel ¢aligmalar yapilmaktadir.
Taberska 1994 yilinda bazi1 kosullar i¢cin mutlak siirekli fonksiyonlara Bernstein

polinomu ile yaklasim hizini1 gostermistir.

2011 yilinda Aysegiil Cilo’ nun Dog. Dr Aydin iZGI danismanlhiginda baslayip
2012 yilinda bitirdigi yiiksek lisans tezinde calistigi operatdr Schurer tipinde

modifiye edilmistir. Bu operator soyledir;

Culfi) = 0o (DA+0F A -0 fFE -1, -1<x<1.

12



2.ONCEKi CALISMALAR Giil Sinem KELES

Bu ¢alismada;
Ga(f32) = S BN (D + 20K (1L =0k f (B—1) leR-1<x<1
seklinde [—1,1] araliginda Bernstein ve Schurer operatorlerinin bir modifikasyonu

olarak verilen ve tanimladigimiz bu yeni operatoriin [—1,1] simetrik araliginda giris

boliimiinde de bahsettigimiz ozelliklerini inceleyecegiz.

13
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Materyal

Bu ¢alismada, kaynaklar kisminda verilen ¢alismalar detayli olarak incelenmis

olup ilgili makale, kitaplar incelenmistir.

3.2. Yontem

Daha oOnce calisilan operatorler, Ozellikleri ve kullanilan yontemler
incelenmistir. Bu ¢alismada Bernstein-Schurer operatdrlerinin modifikasyonu olan
G,(f;x) operatorii lizerinde benzer sekilde calismalar yapilmistir. Bu caligma,
nimerik degerler ve grafikler ile sonlandirilmigtir. Ayrica ¢izilen bu grafiklerde

Mapple programi kullanilmistir.

14



4.ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Giil Sinem KELE

4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

Bu boliimde G,(f;x) operatorii tanimlanacak, bu operatoriin lineer pozitif
oldugu gosterilecek, Korovkin teoremi yardimiyla yaklasim 6zellikleri incelenecek,
merkezi momentleri bulunacaktir. Bunlara ek olarak G,(f;x) operatoriiniin
f(x) fonksiyonuna ait yaklagimini gosteren grafikler ¢izilecek ve bazi n ve x

degerleri i¢in niimerik degerler hesaplanacaktir.
Tanim 4.1.

Kabul edelim ki x € [-1,1] ve f € C[-1,1],1 € N olsun.
Galf2) = o BERL (D) (1 + 20K (1 — )k (22— 1) (4.1)

seklinde tanimli lineer pozitif operatdre G, (f; x) operatorii denir.

G, (f; x) operatoriiniin lineer ve pozitif oldugunu asagida gorelim.
Lineerlik:

Vf,ge[-11]veVa,p € Rigin;

Gu ((afy + BIw) ) = 7 ZHEH (DA + 00k (1 — )ik

<lor (5 1) +p9 (5]
- — BT+ 0k (= 2k Gap) (- 1)
TR+ 0 (1= 0 () (2 1)

a_ n+l(n+l)(1 + x)k (1 x)n+l—kf (7 _ 1)

2n+l
B SR (MY (1 + 0k (1 — )ik (- 1)

=aGn(f(t); x) + BGr(g(8); x)
oldugundan dolay1 G, (f; x) lineer bir operatordiir denir.

15
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Giil Sinem KELE

Pozitiflik:

k,neNvex € [—1,1] i¢in

fz0=G6,(fix)=

>0
ise

2n+l n+l (n+l)(1 + x)k (1 x)n+l—kf (% _ 1)

G, (f;x)=0
olur.

Buradan (4.1) de tanimladigimiz operatdriin lineer ve pozitif oldugu goriiliir

Lemma4.1.1.

(4.1)’ de tanimlamis oldugumuz operatér; V x € [—1,1] i¢in asagidaki
esitlikleri saglar.

a) G,(L;x) =1
b) Gp(tX)= x+—x + =,

Ql-1D)n+1(1-1) 2l(n+1) n+i(1+1)
0) Gu(t?x) = 2% + =y + ()x + 1)
3n21+3nl?—-6nl-3n2+13-312+2n+21
d) Gn(t3;x)=x3+(n +3n n n131+ +2n+ )X3
_ 2 _ 2_ 2 _.3
n (3l(n+lzl(3n+l 1)) X2 n (31 +3n+31 Zx) +(n nl+1%+3l-n )1

n3 n3
e) G,(t* x)=x*

andl+6n212+4n13-18n%1-6n3-18nl2+11n%+1*—613+11124+22nl-6n—61\ 4
+ > X
+(4l(n+l)(n+l D(n+1- 2)) 3 4 ((n+l)(n+l—1)(612—271—65n+146)

2
n4 )x
n (n+D)[41°—241n?-1312-134nl+179n+831+126|

( = )x
e

an?1+3nl?-78nl—-4n31-3n3+361-512+7n3-61n%+13-6n%+92n—24

2 -
nt )

+

ispat

a)

G (1 x) 2n+l n+l(n+l)(1+x)k,(1 )n+l—k

16
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4.ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

2n+l =1.

b)
G, (t;x) = anZTé("H)(l +x)k(1 — x)"F- k(Zk 1)
2n+lzn+l(n+l) (1 + x)k(l _x)n+l k

1 n+l(n+l) (1+x)k(1 )n+l—k

T ontl-1

— n n+l(n+l 1)(1+x) (1 )n+l—k 2n+12n+l

n 2n+l 1

n+ Zn+l 1(n+l 1)(1+x)k+1(1_x)n+l k-1 -1

n 2n+l -1

_ntl 1 (1+x)-2"-1 -1

n 2n+l -1

n+l

=—(1+x)—1
o (o)

l l
=x+-x+-.
n n

G (tz X) il 2n+lzn+l(n+l)(1 + x)k(l x)n+l—k (% _ 1)2

n+l(n+l) (1 4+ x)k(l _ x)n+l k

2n+l
2n+l n+l(n+l) (1+x)k(1 x)n+l—k
2§+l n+l(n+l)(1 + x)k(l _ x)n+l -k

1 (n+l)(n+l 1) n+l n+l k.(k—1) k(14 _ An+l-k
T on+l-2 ( )(n+l)(n+l 1) (1 +X) (1 x)

n+l n+l(n+l) (1+x)k(1 )n+l—k

+

2n+l 2
n+l 4 +l n+l k -k
— Xk 1" +l(1+x) (1—x)"k 41

1 (n+l)(n+l 1) n+l(n+l 2)(1+x)k(1 )n+l—k

- on+l-2

n 1 (n+d) n+l(n+l 1)(1+x)k(1 )n+l—k

on+l-2 pn2

1 (n+D) n+l(n+l 1)(1+x)k(1_x)n+l k411

- on+l-2  p
1 (n+D)(n+l-1) _ -2 —f—
— i Z;{Ll—l 2(n+k )(1 +x)k+2(1 _ x)n+l k-2

17
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n 1 (n+l)zn+l 1(n+l 1)(1+x)k+1(1_x)n+l k-1

on+l-2  p2
zn:l 2(n+1)2n+1 1(n+l 1)(1+x)k+1(1 x)n+l k=14 1

1 (n+l)(n+l 1) (1+x )2 on+l=2

- on+l-2
+2n+11 2(n+l) (1 + x). 2n+-1
— s T @ 02 4 1
= OO 2+ 2+ )+ R 1+ - R (1) +1

_ (n+D)(n+l-1) X2 n (2 (n+D)(n+l-1) n 2(n+l) _ 2(n+l)) X

n2 n2 n2 n

n ((n+l)(n+l—1) n 2(n+l) _ 2(n+l) n 1)
n

n2 n2

_n 24 (2l-Dn+1(1-1) 2 +(2(n+l)(n+l 1D+2(n+1)— 2(n+l)n)x
n2

n2

n+D)(n+1-D+2(n+)-2(n+Dn+n?
o ( n2 )

QlI-Dn+1(1-1) x2 + 21(n+l)x + n+l(l+1).

n2 n2 n2

=x2+
d)

Go(t%2) = S T ()L + 0K — ik (2 q)’

Zn+l(n+l)(1 + x)k(1 — x)ntik (8_k3 _ 12k2 L6k _ 1)

n3 n2 n

2n+l

= LR (DA + 0k - o

x (8k(k—13(k—2) + 24-k(l;—1) + # _ g)
n n n n

Zn-l'l (Tl+l)(1 + x)k(l x)n+l —k (12(1( Dk + ﬁ)

2n+l
+ zn+l RE(DA + 0k — )tk % 1
- % (") (k(kl—)(kZ)) (1 + x)k(1 = x)n+i-k
+ W n+l (n+l) k(k 1) 1+ x)k(l )nH_k

2n+l ntl (n+l) (1 + 0)k(1 — x)m+k

2n+l n+l(n+l)( )(1 +x)k(1 — x)ntik

18
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_ 12 n+l(n+l) (k- 1)k 1+ )k(l_x)nH k

27’l+l
_ ;jrl n+l (n+l) La+ x)k(l x)n+l—k
+ 2n+l n+l(n+l) (1 + x)k(l x)n+l—k -1

m+D)(n+l-1)(n+1-2) 1 -
— — v n+l(n+ 3)(1+x)k(1_x)n+l k

+(n+l)(n+l—1) 6 n+l(n+l 2)(1+x)k(1 )n+l—k

n3 2n+l—2

n 12 (n+l) n+l(n+l 1)(1+x)k(1_x)n+l -k

2n+l-1 p3

n+l n+l(n+l 1)(1+x)k(1 )n+l—k

2n+l 1 n3

3 (n+l)(n+l 1)Zn+l(n+l 2)(1+x)k(1 )n+l—k

- on+1-2

n+l n+l(n+l 1)(1+x)k(1_x)n+l k

_2n+l 1z

+ n+l n+l(n+l 1)(1 +x)k(1 x)n+l—k -1

2n+l 1 n

= (+D+H-1(n+l=2) 1 Zn+l—3(n+]i—3)(1 + x)k+3(1 _ x)n+l—k—3

3 on+l-3
n (n+l);ré+l—1) anl_z Z;{ll-(l)—Z(n‘l'Ii—z)(l + x)k+2(1 _ x)n+l—k—2
+ Zn{j_l (nJ;l) Z;{l:é—1(n+li—1)(1 + x)k+1(1 - x)n+l—k—1
_W%T:;l yntl 1(n+l DA + 2)kH1(1 = x)nHk-1
_ 2n+3l_2 (n+l):;+l—1) Z;{l:é—Z(Mi—Z)(l + x)k+2(1 — x)nHi-k-2
2n+l 17;—;l Zn+l 1(1’l+l 1)(1 +X)k+1(1 )n+l—k—1
_I_Zm%n:lznﬂ 1(n+l 1)(1 +x)RHL(] — x)nHik-1 g

n+D)(n+l-1)(n+1-2) 1 _
= = - n3 - on+l-3 2n+l 3(1+X)3

(n+D)(n+l-1) 6 2n+l—2(1 + x)z

n3 on+l-2

t oy S amH (] 4 )

on+l-1

8 n+12n+l 1(1+x)

2n+l 1 pn3

+

3 n+D)(n+1-1) 2Tl+l—2(1 + x)z

T on+l-2 n2

6 nH Hn+i- 1(1 + x)

2n+l 1 n2

3 n+ -
+m72n+l 1(1+x)—1
19
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_ (n+D(n+1-1)(n+1-2)
= e

(x3+3x2+3x+1)

+SED (62 + 20+ 1)
12 (n+l)
21’L+l 1

+ —(x+1)

8(n+l) (1 n )

3(n+l)(n+l 1)( 2 2%+ 1)

6(n+l) 3(n+l)

x+1)-1
— 43 ((n+l)(n+l—1)(n+l—2))

n3

(x+1)+

+x2 (3(n+l)(n+l—1)8n+l—2) n 6(n+)(n+1-1) _ 3(n+l)(n+l—1))

n3 n3 n2

= (3(n+l)(n+l;1)(n+l—2) + 12(n+l)(3n+l—1) + 4(n;—l) _ 6(n+l)(zl+l—1) _ 6(n;|-l) n 3(n+l))
n n n n n n

(n+l)(n+l—31)(n+l—2) » 6(n+l)(;1+l—1) n 4(n:l) _ 3(n+l)(121+l—1) _ 6(11:1) n 3(n+l) 1
n n n n n n

3 , 3n2l+3nl2-6nl-3n2+13-312+2n+21 3
=x — x

+x2 (3(n+l)(n+l;1)(n+l—2) n 6(n+l)(;l+l—1) il 3(Tl+l)(£l+l—1))
n n n

(3(n+l)(n+l;1)(n+l—2) 4 12(n+l)(3n+l—1) n 4(n:l) _ 6(n+l)(21+l—1) . 6(n;-l) n 3(n+l)) n
n n n n n n

((n+l)(n+l—31)(n+l—2) n 6(n+l)(131+l—1) n 4(n;-l) _ 3(Tl+l)(12’l+l—1) _ 6(n;-l) n 3(n+l) _ 1).
n n n n n n

e)

G, (t%x) = 2n+l n+l(n+l)(1 + )k - )n+l—k(%_ 1)4
_ 2n+l mHL (M (1 4 )k (1 — )k (1161’i4 _ 3i’;3 + 2;‘;’2‘2 _ 8k 1)
_ ;fu n+l (n+l)(1 " x)k (1- )nH_k 6k3—11k2+6k+l;ik—1)(k—2)(k—3)
_% n+l(n+1)(1 +x)K (1 = x)nHik k(k—1)(k—2)+j;c(k—1)+3k—2k
n % n+l (n+l)(1 + )k (1 — x)Hik k(k;;)”‘

W n+l(n+l)(1 + x)k (1 — x)H-k Sﬂ
— % n+l(n+l)(1 + x)k (1 — x)nHi-k k(k—l)(l:IZZ)(k—3)
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_ 166 n+l(n+l)(1 +X)k (1 x)n+l ke ke(k—1)(k—2)

2n+l —
- 126n-6+13 ynt (n+l)(1 +x)k (1 — x) "tk %
+% n+l(n+l)(1 +x)k (1 — x)H-k k4
_ 12671?[2 Zn+l (n+l)(1 +x)k (1 — x)nHi-k %

_lel1l nil (n+l)(1 + )k (1 = x)nHik k(k-1)

on+l n4

_ 1611 s+l (n+l)(1 + )k (1 = x)ntik ki
n

Ty 2
+% n+l(n+l)(1 + k(1 - )n+l—k%
_ ;il n+l (n+l)(1 + x)k (1 — x)nHi-k (k(k—:l)3(k—2))
_ jjj n+l (n+l)(1 + )k (1 — x)Hik (%)
_% n+l (n+l)(1 + k(1= x)n+l—k%
n 2312”21 n+l (n+l)(1 + k(1 - x)n+l—k%

n 24 n+l (n+l)(1 + .X')k (1 _ x)n+l -k (k(k—l))

on+l n2

_r k
2112+(l)(n+l)(1+x)k (1 x)n+l kﬁ

2n+l

ZTL+l (Tl+l)(1 + X)k (1 _ x)n+l —k k + 1

2n+l

26 (+D)n+l-1)(n+l- 2)2"+l("+l)(1+x)k (1 x)nH-k (k(k—l)(k—z))

T on#l-3 n* n
n Zifiz (n+l)$lr;+l—1) n+l (n+l)(1 + x)k (1-x) n+l-k (%)
+ 2155._317171_:1 n+l (n+l)(1 + x)k (1 — x)"H-k L3
_%Hn_zl n+l(n+l)(1 + k(1= )n+l—k%
B Z:i2 (n+l):’:+l—1) n+l(n+l)(1 +x)k (1 — x)nHik (%)
_zi%nn_-:l n+l(n+l)(1 + )k (1= )n+l—k%
n znfif_lnn_‘:l n+l(n+l)(1 + )k (1= )n+l—k%

+ 1 (m+)(m+l-1)(n+l-2)(n+l- 3)Zn+l(n+l)(1+x)k (1—x)”+l k

on+l-4 nt

y (k(k—l)(k—z)(k—3))

n4

4 (Mm+D)(n+l-1)(n+l- Z)Zn+l(n+1)(1+x)k (1 x)n+l K k(k—1)(k-2)

T on+l-3 n3 n3
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8.3 (n+l)(n+l 1)Zn+l(n+l)(1+X)k (1 x)n'H k3k(k 1)

nti-2 n3
_anf_-linn_? n+l(n+l)(1 )k (1= x)n+l—k731_’;
+2n121_1nn_zl n+l(n+l)(1 +x)k(1— x)n+l—k%

b et S P ()14 ) (1 2
+27i%711’; n+l(n+l)(1 +x)k (1 — )n+l—k%

4 ntl n+l(n+l)(1 + x)k (1 )n+l—k %_'_1

- on+l-1 p

12 (m+D)n+l-1)(n+l- Z)Zn+l(n+l 3)(1+X)k (1 )Tl+l—k

~ on+i-3 nt

n znizl _ (n+l)(n+l 1) Zn+l(n+l 2)(1 + x)k (1- )n+l—k
Ziffr_l n:;lznﬂ 1(n+l 1)(1 + x)k (1 — x)nHik
211&611:;1 n+l(n+l 1)(1+x)k (1 x)n+l—k

411 (n+l)(n+l 1) n+l(n+l 2)(1+x)k (1 x)n+l—k

2n+l 2
8.11 n+l +l n+l—-1 k I-k
- BBy (A + 0k (-0
8.6 n+l +1 n+i—-1 k -k
+ T on+l-1 n4 n ( )(1 + .X') (1 x)n+

1 (m+D)n+l-1)(n+1-2)(n+1-3 _
+2n+l—4 - - nzl = n+l(n+l 4)(1 +X)k (1 X)n+l k

4 (n+D(n+l-D(n+l- 2)2n+l(n+l 3)(1+x)k (1—x)”+l -k

on+l-3 n3
_ani-IS _ (n+l)(n+l 1)Zn+l(n+l 2)(1 +x)k (1 — x)nHik
- Zif;i"n—? DA+ 2k (1 -
o SR (D) (1 + 0% (1 - )k
+2n+61 2(n+l)(n+l 1)2n+l(n+l 2)(1 +x)k (1- )n+l_k
+2n+l 17:;1 n+l(n+l 1)(1+x)k (1 — x)n+ik
- 1”;1 n+l(n+l 1)(1 + )k (1= x)"ikyq
. 2n+l 3(1+ )3(n+l)(n+ln41)(n+l 2)2n+l 3(n+l 3)(1+x)k (1- x)”” k—3
+ an ; (1+ )2 wznﬂ 2(n+l 2)(1 + x)k (1-x) n+l—-k-2
+ 23;*141 T::;l (1+x) 37 +l_1(n+li_1)(1 + )k (1 — x)nHi-k-1
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16.6 n+l - - —k—
_2n+l—1r;_4(1+x)2;cl:é 1(n+’i 1)(1+x)k (1 — x)nHi-k-1

4.11 ( +l)( +1-1)

2n+l 2(1+ )2 n n Zn-l-l 2(n+l 2)(1+x)k (1 x)n+l k-2

23+1111 "_“(1 + x) Z;{l:é—l(n+’i—1)(1 +20)k (1 — x)nti-k-1

8.6 ! - —k—
T 1':; (1+x )Zn+l 1(n+’i 1)(1+x)k (1 — x)n+i-k-1

+ 1 (m+D)n+l-1)(n+1-2)(n+1-3

+

v (L+0)* TR DA + 0k (1 — )tk

4 (m+D)n+l-1)(n+1-2 _ - —k—
- DO (1 4 )3 T () (1 4 20K (1 — )RS
—anj 2(n+l)(n+l 1) (1+ ) Zn+l 2(n+l 2)(1+x)k (1_x)n+l k-2

16.3 +1 _ — T
— o (L) TR (M 4+ 0k (1 - )ikt

32 l —k—
+ s L+ ) TR A+ 0k (1 - xRt

6 M+Dn+i1-1 _d 3 A
o D (1 4 )2 SR () (L 4 2)* (1 — )R

12 +1 e - —k—
o (L) TR (T A+ 0k (1 - Rt

W”“ (1+x)zn+l 1(n+l 1)(1+x)k (1—x)™+-k=1 41

_ 1+ )3 (n+)(n+1-1)(n+1-2) on+1-3

2n+l 3 n4
72 (n+l)(n+l 1) 2 1-2
t o (1+x)22™
144 n+l -1 16.6 n+l -1
t o e (L 02 - s (T )2
4.11

(n+D)(n+1-1) I—
(1+x)? ————2m*2

- on+l-2

8.11 n+l
_2n+l 1 (1 + )2n+l 1

4 (n+D(n+l-1)(n+l-2)
- on+l-3

— (1 + x)32n+l—3
8.3 (n+)n+l-1)
v e (1+ )22n+l 2

16.3 n+l
_2n+_[1 (1_|_ )2n+l 1

32 n+

+ g (1402017

6 @mM+D(n+1-1)
+ on+l-2

2n+l—k—2(1 + x)Z

n2
12 n

+2n+_l—1nizl(1 + X) pA

4 n+l -
Tontlot 4 2n+t 1(1 + x)+1
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=12(1 + x)3 (n+D)(n+l-1)(n+1-2) n 72(n+)(n+1-1)

n* n*

(1 + x)?

144(n+l1 +1
+ 20 1+ 0-16652 (1 +2)

2 M+ (n+1-1)

—4-11(1 + x) -
~8- 1125 (1 + x)
— 4(n+l)(n+;1)(n+l_2) (1 + x)3
. 8.11(n+111)3(n+l—1) (1 + x)z
— 4(n+l)(n+;1)(n+l_2) (1 + x)3
83(n+l)(n+l 1) (1 + x)z
163(n+l) (1+ )
+32 ("2” (1+x)
+6(n+l)15n+l 1) (1+ )2
+12(n+l) (1 + )
4(n+l) D (1 4 x)el

4n3l+6n?12+4ni3-18n?1-6n3-18nl2+11n%+1*-613+111%+22nl—-6n—61
_ 4 4
=x*+ > X

_ _ _ 2_o7)_
+(4l(n+l)(n+l 1)(n+l 2))x3 n ((n+l)(n+l 1)(612-271 65n+146)) X2

n4 n4

(n+1)[413-241n%-1312-134ni+179n+831+126|
+ v x

n (9n21+3n12—78nl—4-n3l—3n3+36l—512+7n3—61n2+l3—6n2+92n—24)
n4 ’

Teorem 4.1.1.

f € C[—1,1] ve f biitiin reel eksende sinirli olsun o halde;
limp o | Gof — f lc-1,21= 0 dir.

Ispat

Korovkin teoreminden faydalanilarak n — oo i¢in
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4.ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

G,(1;x) 31
G,(tx) 3 x
G, (t%;x) 3 x2

oldugunu gosterirsek ispati tamamlamis oluruz.
IGnl =T llg-1,11=0

oldugu agiktir.
Elde edilen sonuglar1 yerine yazarsak,

1 1
Gnt—x llc-1,1)= Max [x+—-x+——x| ==
I Gy ler-1,11 —1<x<1 n n n
lim — -0
n—-oo N

I Gut? = x% ligf-g,17= 0

@l—Dn?+?=1)n-1? direvden favdal y
W[l = Dn+10-D] tirevden faydalanara
max_; << |G(E — x)% x| =
4i(n+1) -
— sinir degerinden faydalanarak
= 1=0
(2l-1)n+1(-1 21(n+1) +1(1+1 ¢ -
S, = MaX_j<yeq |X2 +%x2 + ( :2 )x +1 rEZ ) _ x2| = {Zl(nﬂ) . 4.2)
nz '’ =

olur ve ispat tamamlanir.

G, (f; x) operatdriiniin merkezi momentlerinden bazilar1 hesaplanmustir.

G, l((%— 1) - x>0;xl =G, (1;x) =1

oldugu agiktir.
1
n [((_ -1)- ") l = SRt (DA + 0k A -k ((% -1) - x)
_k (2K
= LS (ML 4+ )% (1 - xR ()
! S ntl k n+l-k
_x2n+lZ( k >(1+x) 1-x)

= G,(t;x) — xG,(1; x)
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Gn [((ﬁ 1)) ; ] = TR+ 0 (1 -k (1) )

2

_ 2n+l nl (n+l)(1 4 x)k (1 — x)nHi-k (% _ 1)
—2x 2n+l n+l (n+l)(1 + x)k (1 )n+l—k (% _ 1)

2
s () [E BRI L EER Lt

= G, (t%x) — 2x.x + x2G,(1; %)
= x2 + 2l-Dn+1(1-1) X2 + (2(n+l)l) X

n2 n2
+ D _Hx2 4 x2
oldugundan,
2
2k _ @l-1n+1(1-1) 2(n+D1 n+l(l+1)
Gnl<(7_1)_x> ;xl_sz-l_( n2 )x+ n2
elde edilir.

6 [((% 1)), ] = TR 0 (1 - (1) )
_2n+l n+l(n+l)(1+x)k (1 — x)"+i= k(Zk 1)4

4
_Zn’il n+l(n+l)(1+x)k (1- x)n+l k

2
o SR (DA + 0k (1 - Xk

&

n

4x3 2k
— % n+l(n+l)(1 + x)k (1 _ x)n+l -k (7 1

x%

+ m Tl+l (Tl+l)(1 + x)k (1 _ x)n+l —k

= G, (t* x) — 4xG,(t3; x) + 6x2G,(t%; x) — 4x3G,(t; x) + x*G,,(1; x)

4 andl+6n212+4n13-18n%1-6n3-18nl2+11n% +1*—613+11124+22nl-6n—61\ 4
=x*+ — X

n (4l(n+l)(n+l—1)(n+l—2)) 34 ((n+l)(n+l—1)[612—271—65n+146]) X2

n4 n4

n ((n+l)[4l3—241n2—1312—134nl+179n+83l+126])
n4—
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4.ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Giil Sinem KELE

n4

3n21+3nl?—6nl-3n?+13-3124+2n+21 3l(n+)(n+1-1
—4x <x3 + (( n°l+3nl"—6n 7; n )x3> 1 x2 ( (n )(371 )))
n n
31243n+31-2 n?-nl+12+31-n3
—4x <x ( n3 ) + ( n3 )

+(21—1)n+l(l—1)x2 n (2(n+l)l)x+ n+l(l+1))

n2 n2 n2

(9n21+3n12—78nz—4n3z—3n3+361—512+7n3—61n2+z3—6n2+92n—24)

+6x2 (xz
—4x3 (x+ix+£) + x*
n n

sonucunda,

_(4n3l+6n212+4nl3—18n2l—6n3—18n12+11n2+l4—613+1112+22nl—6n—6l) X

n4

+ (4l(n+l)(n+l—1)(n+l—2)) x3

n4

n ((n+l)(n+l—1)[612—27l—65n+146]) 2

n4

(n+D)[413-241n%-131%-134nl+179n+831+126]
+ o X

n (9n2l+3n12—78nl—4n3l—3n3+361—512+7n3—61n2+l3—6n2 +92n—24)

n4

3n?1+3nl2—6nl-3n2+13-31%+2n+21 3l(n+D)(n+l-1
_(xs +( %) 4 52 (RnrCrio0)

n3 n3

312+3n+3l 2 n?-nl+12+31-n3
x L T —

+{x

(e +
(B2 (oo e 4]

elde edilir.

2 4 (Gl-DnH(-1) 1)n+l(l DI (2(n+l)l)x)

Tamm 4.2. (Siireklilik Modiilii)

f € Cla, b] olmak lizere V § > 0 i¢in;
w(f;8) = max |f(t)—f0)

|t—x|<8

olarak tanimlanan w(f; &) ifadesine f fonksiyonunun siireklilik modiili denir.
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Siireklilik Modiiliiniin Ozellikleri

1. w(f;6) =0,

2.6, < 6ise w(f;61) < w(f;6,),

3.m € Nigin w(f; md) < mw(f;9),

4. aeR* igin w(f; ad) < (1 + @)w(f;6),
5.limg_, w(f;8) =0,

6. /() — f)| S w(f; |t —x|),

[t—x|

72.1£®) = F@)| < (52 + 1) 0(f; 8) (Altomare ve Campiti, 1994).

Teorem 4.2.

G, (f; x) operatoriniin siireklilik modiilii ile yaklagim hizi;

3
|G, (f;%) — f()] = Ew(f'sn)

seklindedir (Burada kullanilan s, (4.2)’ de belirlenmistir).

ispat
If (@) = fC)| < o(f, [t —x])
=w(f.u5)
=5 on
|t — x|
=1+ 5 ) w(f,6n)

G (f5 %) = fO] = [Gu(f (8) = F(x); %)

|t — x|
SGn<<1+ 5 >w(f,6n),x>

1
< 0(F,8) (6a(1,2) + 5 Gallt = x1;))

n

1
< o(f,80) (145G (= 0% )

(4.2) de s;,” i kullanirsak;
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6u52) = 1001 < 0(Fs) (14 - J5)

1
<(1+ —) w(f,5n)
(7

Sn

<3
—Ea)(flsn)

olur ve ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.3.

f fonksiyonu Lipschitz kosulunu sagliyorsa; bu taktirde

1Gaf = fllci-1.2y = 0 ((s0)?)
dir (Burada kullanilan s,, (4.2)’ de belirlenmistir).

Ispat

G,(1,x) = 1 oldugundan ve bu operatoriin lineerliginden
|G (f5 %) = F O] =[G (f5 ) — F(x)Gr (1, x))]
= IG (f; ) = Gu (f (x); %)
< UG f(®) = f);x) = 2n+l R (DA + ™ML = )R F(E) — f ()

yazabiliriz.

f fonksiyonu Lipschitz kosulunu sagladigindan;
lf(®) = fOOl < M|t —x|*
1Gn (f5 %) = f ()]
< S SR (N A + )M - MR £ — f(0)]

n+l (n+l)(1 + x)n+l(1 x)n+l—kM|t _ xla

2n+l

— M— n+l(n+l)(1 + x)n+l(1 x)n+l—k|t _ xla

on+l
= MG (It — 1% )

Holder esitsizliginden;
Ga(lt = x1% %) < Gu((t = 1)% 2)2
16a(f32) = F ()] < ((s0)2)
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G, (f;) = F(O)) = 0 ((sn)%)

bulunur ve ispat tamamlanur.

. 1
Uzerinde ¢alistigimiz G, (f; x) operatoriiniin; f(x) = e( ) sin(3mx)

fonksiyonuna yaklagimini gosteren grafikleri asagidaki gibidir.
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-_—r

Gn

n=30

0.5

-1 0.8 06 04 ﬁr{_\ 0z 04 o6 08

1
Sekil 4.1. n = 30 i¢gin G,,(f; x) operatoriiniin f(x) = e(-5%) sin(3mx) fonksiyonuna
yaklasim grafigi

-1 08

1
Sekil 4.2. n = 100 i¢in G, (f; x) operatdriniin f(x) = e(_?‘) sin(3mx) fonksiyonuna
yaklagim grafigi
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1] > 3
Gn
n=300
0.5
=
-1 o8 06 0 02 04 o (X

c

1
Sekil 4.3. n = 300 icin G, (f; x) operatdriiniin f(x) = e(-5%) sin(3mx) fonksiyonuna
yaklagim grafigi

—l

Gn

n=600

-1 08 06 04

-

02 o4 06 08

1
Sekil 4.4. n = 600 igin G, (f; x) operatoriiniin f(x) = e(-5%) sin(37mx) fonksiyonuna
yaklasim grafigi
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1
Sekil 4.5. G, (f; x) operatoriiniin f(x) = e(_gx) sin(3mx) fonksiyonuna yaklagim
grafigi
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1
Cizelge 4.1. Baz1 n ve x degerleri i¢in G,(f;x)” in f(x) = e(_Ex) sin(3mx) fonksiyonuna
yaklagiminin niimerik degerler tablosu

X -0,9 -0,7 -0,4 -0,1 0,2 0,6 0,9

10 | 0.000590 | 0.000590 | 0.000590 | 0.000590 | 0.000590 0.000590 0.000590

50 | 0.192166 | 0.192166 | 0.192166 | 0.192166 | 0.192166 0.192166 0.192166

100 | 0.163641 | 0.163641 | 0.163641 | 0.163641 | 0.163641 0.163641 0.163641

250 | 0.087738 | 0.087738 | 0.087738 | 0.087738 | 0.087738 0.08773 0.087738

500 | 0.048167 | 0.048167 | 0.048167 | 0.048167 | 0.048167 0.048167 0.048167

750 | 0.033112 | 0.033112 | 0.033112 | 0.033112 | 0.033112 0.033112 0.033112

900 | 0.027876 | 0.027876 | 0.027876 | 0.027876 0.02787 0.027876 0.027876
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5. SONUCLAR ve ONERILER

5.1. Sonuclar

[-1,1] simetrik aralig1 {izerinde tanimlanmis G, (f; x) operatoriin lineer pozitif

oldugu gosterilmis olup Korovkin sartlarini sagladigi gosterilmistir.

G, (f; x) lineer pozitif operatoriin diizgiin yakinsaklig1 yani
lim [l Gof = f llg-1,0= 0

esitligini sagladigi gosterilmistir.

Sonrasinda merkezi momentler hesaplanmis asagida elde edilen sonuglar

bulunmustur.

G (% - 1) - #)' 1] = 5

2
G, [((2_ 1) —x) ;xl QLD+ | 2 n (2(n+l)l) " +n+l(l+1)

n n2

G, [((% ~1)- x)4 ; xl

_ <4n31+6n2lz+4n13—18n2l—6n3—18n12+11n2+l4—6z3+1112+22nl—6n—61> v

nt

+(4l(n+l)(n+l 1 (n+l- 2))x

(n+D(n+1-1)[612-271-65n+146]
+ ( > )x

(n+D)[413-241n2-131%-134nl+179n+831+126
X

n4

+

n 9n?1+3nl2-78nl-4n31-3n3+361-5124+7n3-61n2+13-6n24+92n— 24)

n4

n3 n3
312+3n+3l 2 n?—nl+12+31-n3
+ 3
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n2

H(H) (o ix )

+(x2+(21—1)n+l(l—1)x2+ (z(r:;z)z)x)

Siireklilik modiilii kullanilarak yaklagim hizi hesaplanmis olup bulunan sonug
asagidaki gibidir.
3
1GuF50) = ] < 5 0(F50)

f fonksiyonunun G, (f; x) lineer pozitif operatorii i¢in Lipschitz kosulunu

sagladig1 gosterilmistir. Elde edilen sonug asagidaki gibidir:

16a(F5 ) = F@1) = 0 ((5)2).

1
Son olarak G, (f;x) operatoriniin f(x) = e(‘Ex) sin(3mx) fonksiyonuna ait
yaklasimini gosteren grafikler ¢izilmistir ve bazi n ve x degerleri i¢in niimerik

degerler hesaplanmis olup tablo ile gosterilmistir.

5.2. Oneriler

Fonksiyonlara yaklasim genelde pozitif reel eksende yapilmaktadir. Reel
eksenin [-1,1]simetrik alt araliginda inceleme yapildiginda tanimladigimiz Bernstein-

Schurer tipi operatorlerin kullanilmasi uygun olacaktir.
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