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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

3-BOYUTLU OKLID UZAYINDA
DARBOUX CATISINA GORE EGRIi CIiFTLERI

Feryat KAYA

Harran Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Danisman: Yrd. Do¢. Dr. Abdullah YILDIRIM
Yil: 2018, Sayfa:74

Bu ¢alisma 5 boliimden olusmustur. Giris béliimiinde Oklid uzayinda egriler ve egri giftleri ile ilgili
bilgiler verilmistir. Ikinci bliimde, sonraki boliimlere temel teskil edecek bazi tanim ve teoremlere yer
verilmistir. Uciincii boliimde, 3-boyutlu Oklid uzaymdaki bazi egri ciftleri ele alinmstir. Dordiincii
boliimde, egri ¢iftlerinde Darboux ¢atis1 kullanilarak incelenmistir. Besinci boliimde, ulasilan bazi
sonuglara ve onerilere yer verilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: involiit-Evoliit egri ¢ifti, Bertrand egri ¢ifti, Mannheim egri cifti,
Darboux ¢atisi



ABSTRACT

MSc Thesis

THE CURVE PAIRS ACCORDING TO DARBOUX FRAME
IN 3-DIMENSIONAL EUCLIDEAN SPACE

Feryat KAYA

Harran University
Gradute School of Natural and Applied Sciences
Department of Matematics

Supervisor: Assit. Prof. Dr. Abdullah YILDIRIM
Year: 2018, Page:74

This study consist of five sections. In the introduction section curves and curve pairs in Euclidean space
are given information about In the second part, some definitions and theorems are given in the next
sections that will be the basis of. In the third chapter, the 3-dimensional Euclidean space are discussed
in some curve pairs. In the fourth chapter, the Darboux frame is used in the curve pairs. In the fifth
chapter, some conclusions and recommendations reached have been given.

KEY WORDS: involiit-Evoliit partner curves, Bertrand partner curves, Mannheim partner curves,
Darboux frame
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1.GIRIS

Bilindigi tizere egriler teorisi diferansiyel geometrinin temellerinden biridir.
Oklidyen diizlemde egrilerin diferansiyel geometrisi iizerinde calisan ilk bilim adami
Huygens’dir. O, egriyi diizlemde herhangi bir noktadaki diizlem egriligini ortaya
koyan kisidir. Ancak egriyi diizlemde bir noktanin hareketi ile bir t parametresine gore
tanimlayan ilk kisi de Newton’dur. Newton diizlemde bir egrinin egriligini de

tanimlamis ve bunun nasil bulunacagi hakkinda bagintilar vermistir (Cigek, 2015).

E3 de uzay egrilerinin diferansiyel geometrisi hakkindaki ¢alismalar1 1847 de
Frenet ile baglamis olup birbirinden habersiz olarak Serret ise 1851 de caligmustir.
Onlar bir a uzay egrisini s yay parametresine gore tanimlamis ve bu egri boyunca T,
a egrisinin teget vektorii olmak tizere {T, N, B = T X N} olarak bilinen ortonormal bir
catry1 tanimlamiglardir. 1876 da ise a egrisinin egrilik ve burulma fonksiyonlar1 olarak
bilinen k; ve k, fonksiyonlar1 Aoust tarafindan ifade edilmistir. Boylelikle E3 deki
ylizeylerin ¢calismasina baslanmistir (Cicek, 2015).

Bu fonksiyonlar E3 de bir diizgiin egrinin tanimlanmasi igin énemlidir. Mesela

egrilik fonksiyonu k; (egrilik k) ve k, ( burulma veya torsiyonu ) sifir ise egri bir

1
dogrudur. Eger k; # 0 (sabit) ve k, = 0 ise egri P yarigaplit bir cember belirtir. Eger
1

k
k, # 0 (sabit) , k, # 0 (sabit) veya k_l =sabit ise egri uzayda bir helistir.
2

Son zamanlarda ise 6zel egrilere olan ilgi giderek artmistir. Bunlardan bazilar
ise baglantili egrilerdir. Baglantili egriler, karsilikli noktalarinda bir egrinin Frenet
vektorlerinden biri ile diger egrinin Frenet vektorlerinden birinin denk oldugu
egrilerdir. Boyle egrilerin iyi bilinen en iyi 6rnekleri; involiit-evoliit egri ¢ifti, Bertrand

egri ¢ifti ve Mannheim egri ¢iftleridir.



1.GIRIiS Fervat KAYA

Optik ¢aligmasi i¢inde kullanildigi bilinen bir involiit diisiincesi 1658’de C.
Huygens tarafindan ortaya ¢ikmustir. C. Huygens daha dogru olglim caligmalari
yapmaya calisirken involiit egrileri kesfetmistir (Ertiirk, 2010).

Involiit-evoliit egrilerin her noktasindaki teget vektdrleri ortogonal olup bu
konuda c¢esitli calismalar yapilmistir. Bilici ve Caliskan (2009) tarafindan Lorentz
uzayimnda timelike binormalli spacelike involiit egrileri incelendi. Yine Ozyilmaz ve
Yilmaz (2009) tarafindan involiitii-evoliit egrileri 4 boyutlu Oklid uzayinda incelendi.
Azak ve ark. (2010) tarafindan ise involiit-evoliit egrilerini G; Galileo uzayinda
incelendi. As ve Sarioglugil (2014) de “E® Uzayinda Involiit-Evoliit Egrilerinin

Bishop Egriligi’’ konusunu iizerinde ¢alistilar.

1845°te S. Venant bir egrinin asli normali ile iiretilen yiizey {izerinde bulunup
bulunmadigini ve bu egrinin asli normali ile lineer bagimli olan ikinci bir egrinin var
olup olmadigini ortaya atmistir. Bu soru 1850 yilinda J. Bertrand tarafindan
cevaplanmistir. Buna gore Bertrand bdyle bir egrinin olmasi i¢in gerek ve yeter sart
olarak bu egrilerin birinci ve ikinci egrilikleri arasinda sabit katsayili lineer bir

bagintinin olmasi gerektigini sdylemistir. Boyle egrilere Bertrand egri ¢ifti olarak

adlandirilmistir (Ertiirk, 2010).

Bertrand egri ¢iftleri lizerinde de gesitli ¢calismalar yapilmigtir. Tarhan (2007)
3- Boyutlu Oklid Uzayinda Bertrand Egri Ciftleri’’ {izerinde ¢alisti. Senyurt ve
Ozgiiner (2013) “’Bertrand Egri Ciftlerinin Kiiresel Gostergelerinin Geodezik
Egrilikleri ve Tabii Liftleri’’ iizerinde ¢alismuslardir. Kazaz ve ark. (2016) da “E3
Oklid uzayinda Bertrand Partner D-Egrileri’’ iizerinde ¢alismislardir. Ilarslan ve Aslan
(2017) “Minkowski 3-Uzayinda Spacelike Bertrand Egrileri’’ tizerinde calistilar.
Masal ve Azak (2017) da‘’3- Boyutlu Oklid Uzayinda Bertrand Egriler ve Bishop

Catist’’ lizerinde c¢aligtilar.

Son zamanlarda baglantili egrilerde yeni bir tanim olan Mannheim partner
egrilerini 2007°de Liu ve Wang tarafindan tanimlanmistir. Onlar bu egrileri su sekilde

tanimlarlar. E3 6klid uzayinda olan a ve 8 gibi iki egri arasinda karsilikl1 bir iliskinin
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olmasi halinde, a egrisinin asli normal dogrusu £ egrisinin binormal dogrusu ile
cakisiyorsa burada o egrisine Mannheim egrisi, § egrisine Mannheim partner egrisi
denir. {a, B} ikilisine de Mannheim egri ¢ifti denir. Liu ve Wang iki egrinin Mannheim
egri ¢ifti olmasi i¢in gerek ve yeter sart k = A(k? + 72) esitliginin olmas1 gerektigini

sOylemislerdir.

Mannheim egri ¢iftleri tizerine de yazilmig bir¢ok ¢alisma vardir. Azak (2009)
“Ug¢ Boyutlu Lorentz Uzaymda Timelike Mannheim Egri Cifti Uzerine’” adlh
calismasimi yapmustir. Kazaz ve ark. (2010) <> E3 Oklidyen Uzayinda Mannheim
Partner D-Egrileri’’ iizerinde ve Coskun (2010) da <>Uc¢ Boyutlu Oklid ve Minkowski

Uzaylarinda Mannheim Egri Ciftleri’’ lizerinde ¢alismislardir.
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2. KURAMSAL TEMELLER

Bu béliimde 3 boyutlu Oklid uzaymda bazi tanim ve teoremler verilecektir.

Oklid uzayinda Frenet catis1 ve Darboux catilarindan bahsedilecektir.
2.1. Oklid Uzayinda Temel Kavramlar

Tanim 2.1.1. A bos olmayan bir climle ve bir K cismi iizerindeki vektér uzay1 V olsun.

asagidaki onermeleri dogrulayan bir
ffAXA->V
fonksiyonu varsa, A ya V ile birlestirilmis afin uzay denir.

(A))VP,Q,R€EA iin f(P,Q) + f(Q,R) = f(P,R)
(A,) VPeEAvea€eVigin f(P,Q) =«

olacak sekilde bir tek Q € A noktas1 vardir (Hacisalihoglu, 1998)
Tanim 2.1.2. bir reel afin uzay A ve A ile birlesen vektor uzay1 V olsun. V’de,

():VXVo>R

n

(X1, X5, e Xp) = X
@y > e =) x| }
L V1 Y2 V) =Y

seklinde bir i¢ ¢arpim tamimlanirsa, A afin uzayma Oklid uzay1 denir ve E™ ile

gosterilir (Hacisalihoglu, 1998)

Tamm 2.1.3. n-boyutlu bir reel i¢ ¢arpim uzay1 V ile birlesen bir Oklid uzay1 E™

olsun. V vektor uzayi tizerinde bir norm ||, || olmak {izere,
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d:E"XE" > R,

X = (x4, %2, ) X))

X,Y) »dX,Y) = IXY]l = XL, 0 — )2, {y = (Y1, Vor er V)

olarak tamimlanan fonksiyona E™ , n- boyutlu Oklid uzayinda uzaklik fonksiyonu ve
her X,Y € E™ igin d(X,Y) degerine de X ile Y noktalar1 arasindaki uzaklik ad1 verilir
(Hacisalihoglu, 1998).

Teorem 2.1.1. E" , n-boyutlu Oklid uzayinda tanimlanan uzaklik fonksiyonu bir

metriktir ( Hacisalihoglu, 1998).

Tamm 2.1.4. E™ , n-boyutlu Oklid uzaymda tanimlanan uzaklik fonksiyonuna n-

boyutlu Oklid uzayinda Oklid metrigi denir(Hacisalihoglu, 1998).

Tamm 2.1.5. V x,y, z € E3 i¢in ¥yz agisinin dlgiisii

V%, yz)

cosO = —
v ||[yx]]

den hesaplanan 6 olciisiidiir (Hacisalihoglu 1998).
Tanim 3.1.6. Bir F cismi {lizerinde 3- boyutlu iki vektor uzay1 V ile W olsun. Bir
f:Vv-w
fonksiyonu i¢in
1) f stirekli
ii) £~ mevcut

iii)  f71 siirekli

ise bu fonksiyona V den W ye bir homeomorfizm denir ve bu durumda V ile W

uzaylarina da homeomorf uzaylar adi verilir ( Hacisalihoglu, 1983).
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Tamim 2.1.7. Reel eksenin (a,b) € R agik aralig1 ile homeomorf olan E3® Oklid

uzayimin alt kiimesine, E3 uzayinda egri yay1 denir.

a:l > E"Y ISR
s = a(s) = (ay(s), az(s), ., an(s))

ifadesinde a(I) € E™ bir egri denir. | € R araligina a egrisinin parametre araligi ve

s € I degiskenine de a egrisinin parametresi denir ( Hacisalihoglu, 1998).

Tamm 2.1.8. 3,] € R de taniml1 bir egri olsun. Eger h: ] — I, J a¢ik aralig1 tizerinde

diferansiyellenebilir bir fonksiyon ise

B=aCh):] -1

bileske fonksiyonu bir diferansiyellenebilir egridir ve  ya h ile @ nin yeniden

parametrizasyonu denir (O’Neill, 1997).

Tamm 2.1.9. M egrisi E™, n-boyutlu Oklid uzayinda (I, @) koordinat komsulugu ile

verilen egri ve

a(s) = (a1(s), ay(s), ..., 2n(s))
olsun. Bu takdirde

da doy

E s:al(s)|s:<E|s;

da,
ds

day,
YR JE | s)

tanjant vektoriine, M egrisinin a(s) noktasindaki hiz vektorii denir ve ||a’(s)|| reel
sayisina da M nin (I, @) koordinat komsuluguna goére a(s) noktasindaki skaler hizi

denir ( Hacisalihoglu, 1998).
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Tamm 2.1.10. M egrisi ve (I,a) koordinat komsulugu verilsin. Vs € [ igin
[la'(s)|| = 1 ise M egrisi (I, @) ya gore birim hizli egri ve s € I parametresine yay

parametresi denir ( Hacisalihoglu, 1998).

Tamm 2.1.11. M € E™ egrisi (I, @) koordinat komsulugu verilsin. a,b € I olmak

lizere,

b
5= fna'(s)nds

reel sayisina M egrisinin a(a) ve a(b) noktalari arasindaki yay uzunlugu denir

(Hacisalihoglu, 1998).

Tanmim 2.1.12. a: I = R™ egrisi verilsin. Her t€ [ i¢in a’(t) # 0 ise, a egrisine diizenli

egri (regiiler egri) denir (Sabuncuoglu, 2004).

Teorem 2.1.2. R™ de regiiler her egrinin birim hizli olacak sekilde komsulugu vardir.

Her egri kendi yay parametresi cinsinden ifade edilebilir (Hacisalihoglu, 1998).
Ispat:

a(t) = B(s)

h(t)s

Sekil 2.1. Bir egrinin iki parametre cinsinden ifadesi

'Ol # 1, 1B’ =1, B(s) = a(t)
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olup s ye gore tiirevi alinirsa,

ag da(t)
ds ~ ds

Ve

df da(t) da(t)dt
ds ds  dt ds

p'(s) =
bulunur. Her iki tarafin normu alinirsa
dt
I — ! t _allily
18Il = lle ®)ll 7

bulunur. [|8'(s)|| = 1 oldugundan,
ds = |la’(®)|ldt

yazilabilir. buradan her iki tarafin integrali alinirsa,

fds = flla’(t)lldt

Ve

s=Mﬂ=ﬁMﬁmﬁ

elde edilir.
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2.2. 3-Boyutlu Oklid Uzayinda Frenet Catis
2.2.1. Birim hizh egrilerde Frenet ¢atisi
Tamm 2.2.1.1. E3uzaymda birim hizli a: I — R3egrisi igin,

T(s) = a'(s)
esitligiyle belirli T(s) vektoriine a egrisinin a(s) noktasindaki birim teget vektorii
denir. Burada T , a egrisi lizerinde bir vektor alanidir. Bu vektor alanina a egrisinin
birim teget vektdr alant denir (Sabuncuoglu, 2004).

Tamim 2.2.1.2. R3 uzayinda birim hizli @ — R3 egrisi igin,

K:l - R,
s = x(s) =T

fonksiyonuna , a egrisinin egrilik fonksiyonu denir. k(s) sayisina egrinin a(s)

noktasindaki egriligi denir (Sabuncuoglu, 2004).

Tamm 2.2.1.3. R3 uzayinda birim hizli a: I — R3 egrisi igin,
N(s) ! T' 2.1
S) = K(S) (S) ( . )

esitligiyle belirli N(s) vektoriine, egrinin a(s) noktasindaki birincil dik vektort (asli

normali) denir. Asli normal fonksiyonunu,

seklinde gosterebiliriz (Sabuncuoglu, 2004).
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Tamim 2.2.1.4. R3 uzayinda birim hizli @ — R3 egrisi igin ,
B=TXxN
esitligiyle tanimli B vektor alanina, egrinin a(s) noktasindaki ikincil dik vektorii

(binormali) denir. B =T X N ifadesi her s €I i¢in B(s) =T(s) X N(s) olmasi
demektir. Burada B (s) vektorii T (s) ile N (s) vektorlerine diktir (Sabuncuoglu, 2004).

Tammm 2.2.1.5. T(s), N(s), B(s) vektorlerine egrinin a(s) noktasindaki Frenet

vektorleri denir. {T , N , B } kiimesine egrinin Frenet ¢atis1 denir (Sabuncuoglu, 2004).

B(s)

a(s)
T(s)

N(s)
Sekil 2.2. Oklid uzayinda bir egrinin Frenet catis1

Tamm 2.2.1.6. a:I - R3 birim hizl egrisinin Frenet vektdr alanlar1 T, N , B olmak

uzere,

.1 >R,
s = 1(s) = —(B'(s), N(s))

fonksiyonuna , @ egrisinin burulma fonksiyonu denir. 7(s) sayisina egrinin a(s)

noktasindaki burulmasi denir. Bu ifadeyi

= —(B',N) = (N’,B) (2.2)

seklinde yazabiliriz (Sabuncuoglu, 2004).

10
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Teorem 2.2.1.1. a: I - R3 birim hizl1 egrisinin Frenet vektor alanlar1 T, N , B ise

T' = kN
N' = —xT + 1B (2.3)
B' = —1N

dir (Sabuncuoglu, 2004).

Ispat: (2.1) denkleminden T’ = kN ifadesi elde edilir.

N’"=aT + bN + cB (2.4)

alarak kabul edelim. Bu esitligin her iki yanini T ile ¢arparsak (N', T) = a elde edilir.

(N, T) = 0 oldugundan her iki tarafin tiirevi alinirsa,
(N, TY+(N,T') =0=(N',T) = —(N,T')
= (N',T) = —(N,kN)
=>(N',T) = —«k

olur. Dolayistyla a = —k bulunur.

Bu sefer (2.4) esitliginin her iki tarafimi N ile carpalim. Bu durumda,
(N',N) = b olur. (N, N) = 1 olup tiirevi alinirsa,

(N,N)=1=(N',N)+ (N,N') =0
= 2(N',N)=0
=>(N',N)=0

bulunur. Bu durumda b=0 yazilabilir.

(2.4) denklemini B ile garparsak (N', B) = c olur. (N, B) = 0 olup bu esitligin

her iki tarafinin tiirevini alalim. Bu durumda

11
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(N',B) +(N,B') = 0 = (N',B) = —(N, B")
= (N',B) = -1

bulunur. O halde ¢ = —t yazilabilir. Dolayisiyla

N' = —xT + 1B

dir. Benzer sekilde

B'=dT +eN + fB (2.5)

olarak alalim. Bu esitligi T ile carpalim. Bu durumda (B’, T) = d bulunur. Ote yandan

(B,TY=0=(B',T)+ (B, T')=0
= (B',T) = —(B,T')
= (B',T) = —(B,kN)
= (B, T)=0

oldugundan d=0 olur. (2.5) esitliginin her iki tarafim N ile ¢arparsak (B',N) = e

buluruz. Diger taraftan,

(B,N)=0=(B',N)+(B,N')=0
= (B',N) = —(B,N")
= (B',N) = —(B,—«kT + 1B)
= (B',N) = —1

oldugundan e = —7 elde edilir. (2.5) esitligini bu kez B ile garparsak, (B', B) = f olur.

Diger taraftan,
(B,By=1=(B',B)+(B,B')=0

= 2(B',B)=0
=(B,B)=0

12
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oldugundan f = 0 bulunur. Buna gore
B' = —tN

seklinde yazilabilir. Bdylece teorem ispatlanmis olur. Buradaki esitliklere birim hizli

a egrisi i¢in, Frenet formiilleri ya da Frenet-Serret formiilleri denir.

Frenet formiillerindeki katsayilar matrisi olan

0 k O
[—KOT]

0O -1 0
matrisi ters simetrik matristir.

Tammm 2.2.1.7. a:1 —» R3 egrisinin Frenet catis1 {T,N,B} olsun. Bu durumda;
{T,N} kimesinin gerdigi diizleme oskiilatér diizlem, {T,B} kiimesinin gerdigi
diizleme rektifyan diizlem, {N, B} kiimesinin gerdigi diizleme ise normal diizlem adi

verilir (Sabuncuoglu, 2004).
Tanim 2.2.1.8. R3 uzayinda bir a egrisinin birim teget vektor alan1 T olsun. T vektor
alani, belirli bir u vektori ile sabit a¢1 yapiyorsa, a egrisine bir helis denir

(Sabuncuoglu, 2004).

Teorem 2.2.1.2. R3 uzayinda bir a egrisi igin, k > 0 olsun. a egrisinin bir helis olmas1

icin gerek ve yeter sart % nin sabit olmasidir (Sabuncuoglu, 2004).

Tamim 2.2.1.9. a: I — R3egrisinin egrilik fonksiyonu k olmak iizere - fonksiyonuna

a egrisinin egrilik yarigap1 fonksiyonu denir (Sabuncuoglu, 2004).

13
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2.2.2. Birim hizh olmayan bir e@rinin Frenet catisi

Birim hizli olmayan bir a:I — R3 egrisini ele alabm. aoh:j — R3 birim hizh

olacak bi¢imde bir h:j — [ parametre doniisiimii bulunabilir. Buradaki h fonksiyonu,
f® = f{ la’ @lidu (2.6)

esitligiyle tanimhi f:1 — j fonksiyonun tersidir. Burada aoh = f diyelim. Bu
durumda B birim hizl1 bir egri olur. B egrisinin Frenet vektor alanlarin1 T2, N1, Bt ile
gosterelim. s € j , h(s) =t olsun. h = f~1 oldugundan, s = f(t) demektir. Buna
gore a egrisinin Frenet vektor alanlarin1 asagidaki gibi ifade edebiliriz

(Sabuncuoglu, 2004).

Tamm 2.2.2.1. Birim hizli olmayan bir a: 1 — R3 egrisinden elde edilen S egrisinin
Frenet vektdr alanlar1 T1, N1, B! olarak alimrsa a:I — R® egrisinin frenet vektdr

alanlari,

T@®) =T'(f(¥)) , N(t) = N'(f(t)) , B(t) = B (f (1)) (2.7)

esitlikleri ile bulunabilir. Benzer sekilde 8 egrisinin egrilik ve burulmasi k*, 7! ise a

egrisinin egrilik ve burulmasi da

k(@) =K' () , 7)) = T (F () (2.8)
ifadeleriyle bulunabilir (Sabuncuoglu, 2004).

Teorem 2.2.2.1. a: I — Rsegrisinin Frenet vektor alanlar1 T, N, B olmak tizere

’ ’ "
T:L,’ B:%,

@ N=BXT (2.9)

dir. a: I - R? egrisinin egrilik ve burulma fonksiyonlar1 da,

14
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_ ||al><all|| o (a/xau’alu)

I Jaxar|’

(2.10)

esitlikleriyle bulunur (Sabuncuoglu, 2004).

Teorem 2.2.2.2. a: I — R3 egrisinin Frenet vektor alanlar1 T, N, B ve bu egrinin egrilik

ve burulmasi k ve 7 olsun. ||d'|| = v ise

T' = vkN
N’ = —vkT + vtB (2.11)
B' = —vtN

seklindedir (Sabuncuoglu, 2004).

2.3. 3-Boyutlu Oklid Uzayinda Darboux Catisi

Tanim 2.3.1. : M regiiler yiizey ve a: I € R — M birim hizli bir egri olsun. O halde,
a egrisi boyunca {T,g =n X T, n} Darboux ¢atisi tamimlanabilir. Burada T, «
egrisinin tegeti ve n, M yiizeyinin birim normalidir. Frenet catis1 ile Darboux catis1

arasindaki iliski asagidaki gibidir.

T=T
N = cosfg — sinfn

B = sinfg + cosfn

dir. Burada 6, g birim verktorii ile egrinin asli normali N arasindaki a¢idir. Bu

esitliklerin matris gosterimi de

T 1 0 0 T
N{=|0 cos6 —sinf||g (2.12)
B 0 sinf@ cos6 1ln

bi¢ciminde olur.(Sagli, 2013)
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Teorem 2.3.2. M bir regiiler yiizey ve a: I € R — M birim hizl1 bir egri olsun. a egrisi

boyunca {T,g = n X T, n } Darboux ¢atisi i¢in tiirev formiilleri,

T'=kgg + knn
g '=—k4T +14n (2.13)
n' = —k,T — 1,9

dir. Burada kg, k,, 7, sirasiyla , @ egrisinin geodezik egriligi, normal egriligi,

geodezik torsiyonudur ve

Kk2(s) = k2 (s) + kp2(s)
ky(s) = k(s)cos6

. (2.14)
k,(s) = —k(s)sinb
1,(s) = 7(s) + 6’ )
dir. Burada,
i.  «aegrisi geodezik egri = kg =0
il.  «a egrisi asimptotik egri & k, =0 (2.15)

iii.  a egrisi asli dogrultu= 7, = 0

yazilabilir (Sacli, 2013).
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3. MATERYAL ve YONTEM

Bu boliimde egri ¢iftleri ile ilgili literatiir ¢alismalar1 yapilmustir.
3.1. U¢ Boyutlu Oklid Uzayinda Involiit-Evoliit Egri Ciftleri

Bu bolimde involiit-evoliit egrileri ile ilgili baz1 tanimlamalar ve teoremler

verilecektir.

Tamm 3.1.1. Birim hizhi a: I — E3 egrisi ile aym arahkta tanimli a*: 1 — E3egrisi
verilsin. Vs € [ icin a egrisinin a(s) noktasindaki teget vektorii a*(s) noktasindan
geciyor ve bu notadaki teget vektoriine dik oluyorsa a egrisine evoliit, a™ egrisine ise
involiit egrisi denir ve (a , a*) ile gosterilir. Buna gore

(T(s), T"(s))=0 (3.1)

yazilabilir. Burada T'(s), T*(s) vektorleri sirasiyla a , @™ egrilerinin teget vektorleridir

(Hacisalihoglu, 1983).
\* (s)

.".-."‘
0

Sekil 3.1. Involiit-evoliit egri cifti

Teorem 3.1.1. a* egrisi a egrisinin bir involiitii ise bu egriler arasinda

a*(s) =a(s)+ (—s+c)T(s) (3.2)
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bagintis1 vardir (Hacisalihoglu, 1983).

Ispat: Involiit egri tanimindan
a*(s) = a(s) + A(s)T(s)

seklinde yazilabilir. (3.3) denklemin tiirevi alinirsa
(@)'(s) =a’'(s) + 1 ()T(s) + A(s)T'(s)

olup a nin parametresi s ve a* nin parametresi s* ise

da*ds”
Is ds T(s) + A (s)T(s) + A(s)T'(s)

veya,

ds*

Tds

=1+ 2()T(s) + A(s)k(s)N(s)

(3.3)

(3.4)

bulunur. (3.4) denkleminin iki tarafi T ¢arpildiginda ve a* egrisi , a egrisinin involiitii

oldugundan

0=14+2'(s)

olup buradan

A(s)=—-s+c¢

elde edilir.

(3.5)

Teorem 3.1.2. a*:1 — E3 egrisi a:1 — E3egrisinin bir involiitii ise a*(s) ile a(s)

noktalar arasindaki uzaklik

18
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d(a(s),a*(s)) = |c — s|, c=sabit, Vs € (3.6)
dir (Hacisalihoglu, 1983).
Ispat: a*(s) = a(s) + A(s)T(s) ifadesinin normunu alalim. Bu durumda

lla*(s) — a(S)Il = A
olup buradan,

d(a(s),a*(s)) = |c — s|, c=sabit (3.7)
bulunur.

Teorem 3.1.3. a*:1 - E3 egrisi a:I > E3 egrisinin bir involiitii olsun. a ve a*

egrilerinin Frenet Catilar1 sirasiyla {T, N, B} ve {T*, N*, B*} ile gosterilirse bu gatilar

arasinda
T*=N
N*=— L _T+—Z=_B
,flc2+‘rz ,flc2+‘rz (3.8)
B*=——T+ ——B
\/K2+T2 JK2+T2

bagintis1 vardir (Sabuncuoglu, 2006).

Ispat: a*(s) = a(s) + (—s + ¢) T(s) esitliginden
(@) (s) =a'(s) — T(s) + (=s + )T'(s)

veya

(@*)'(s) = (—=s + c)k(s)N(s) (3.9)
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bulunur. Bu esitligin normu alinirsa

(@) (I = |(=s + )x(s)] (3.10)

elde edilir. (2.9) dan

*

1 !
T =y @)®

olup (3.9) ve (3.10) esitlikleri kullanilirsa

« _ (=STOK(S)
b = ||(—s+c);c(s)||N(s) (3.11)
bulunur. Bu esitlikte T* ve N vektorleri birim vektorler oldugundan
Y & 4 (3.12)

olur. Bundan sonraki islemlerde T* = N kabul edip devam edecegiz. Bu durumda

(@) (s) = (=s + c)r(s)N(s)

ifadesinde a* egrisinin ikinci ve iiglincii dereceden tiirevleri alinirsa,

(@) =—kN + (—s + c)k'N + (—s + c)kN'
= —kN + (—=s + ¢)k'N + (—s + ¢)x(—«T + tB)
=[-(=s + O)K?|T + [~k + (—=s + O)K']IN + [(=s + c)k7]B (3.13)

ve
()" = [Kk? = (=s + )2kK']T + [-(—s + )x?]|T’

+[—k'—k'"+ (—s+c)k"IN + [-k + (—s + c)x']N’
+[—kt+ (—=s+ )k't+ (—=s + ¢)k1'|B + [(—s + ¢)k1]|B’ (3.14)
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olup Frenet formiilleri yerlerine yazilirsa
()" = [2k? = 3(—s + c)kk'|T
+[—=(=s+ )k =2k + (—s + )K" — (—s + c)kT?]N
+[-2kt + 2(—s + k't + (—s + ¢)k1'|B (3.15)
bulunur. @™ egrisinin birinci ve ikinci tiirevlerinin vektorel ¢arpimlari alinirsa,
() X (a*)" = (—s + ¢)?k?tT + (—s + ¢)?k3B (3.16)
olur. (3.16) esitliginin normu ise,

||(a*)' % (a*)ll” _ (—S + C)ZKZ ,KZ + T2

bulunur. Bu durumda,

B* _ (a*)l X (a*)ll
l(@*)" x (a®)"Il
oldugundan
B* = ! T + ‘ B
Vi2+12 WKk2+12

elde edilir. N* = B* X T* oldugundan,

K T

N* =— T+ B
V2412 V2412

olarak bulunur.

Teorem 3.1.4. a*:1 — E3 egrisi a:1 — E3 egrisinin bir involiitii olsun. a egrisinin

egrilikleri k ve 7, a* egrisinin egrilikleri de k* vet™ ise bu egrilikler arasinda

21



3. MATERYAL ve YONTEM Feryat KAYA

e n N @EEHTH(S)
) =S T or)

(3.17)

er N (kt' — K'1)(5)
vs) = (—s + o)k(k?+12)(s)

bagintist vardir (Hacisalihoglu, 1983).
Ispat: (2.10) den,

i@y x @)
1@

olup, (3.9) dan (a*)" ve (3.13) den (a*)"' degerleri yerlerine yazilirsa

_ (=5 +0)%Kk*(s)y (k2 +12)(5)

k() (=5 + OkG)P
Ve
(s = SIS

~1(=s + ()
bulunur. Yine (2.10) dan,

o ((a*)l % (a*)//’ (a*)lll)
(@) x (a)"||?

olup bu esitlige (3.9) dan (a*)’", (3.13) den (a*)"" ve (3.15) ten de (a*)""’ degerleri

yazilirsa

((a®)' x (a®)", (@®)") = (—=s + )33 (k' — K'T)
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ve (a*) X (a*)" ifadesinin normu

(@) x (@)l = (=s + ©)*k*ViZ+12

olacagindan,

(kt' — K'1)(5)

(—s + o)k (k?+12)(s)

T*(s) =

olarak bulunur.

Teorem 3.1.5. («, a™) involiit-evoliit egri ¢ifti olsun. & ve a*egrilerinin Frenet ¢atilari

sirastyla {T, N, B} ve {T*, N*, B*} ile gosterilirse bu ¢atilar arsinda

T* 0 1 0 T
N*|=| cosy(s) 0 sinyp(s)||N (3.18)
B* —siny(s) 0 cosy(s)lLB

dir. Burada ¢, T ile N* arasindaki acidir (As ve Sarioglugil, 2014).
Teorem 3.1.6. a*:1 — E3 egrisi a:] > E3 egrisinin bir involiitii olsun. a ve a*
egrisinin egrilikleri sirastyla k, T ve k*, T olsun. a egrisinin helis olmasi i¢in gerek ve

yeter sart a” egrisinin diizlemsel olmasidir (Bilici, 1999).

Ispat: a egrisi bir helis olsun. Bu durumda,

T
— = sabit
K
olup
(T)’—o 3.19
=) = (3.19)
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olur. Diger taraftan (3.17) bagintilarindan,
(kt' — K'7)
T (=s+ 0k +1?)
K (k24712)
|(=s + c)k|
ve
!
* T) k2
o@D
(3.20)

K* (KI2+T2)3/2

elde edilir. (3.19) ifadesi (3.20) esitliginde yerine yazilirsa t* = 0 bulunur. Dolayisiyla

a” egrisinin diizlemsel oldugu sdylenebilir.

3.2. U¢ Boyutlu Oklid Uzayinda Bertrand Egri Ciftleri

Tanmm 3.2.1. a: I - E3 ve a*: I - E3diferensiyellenebilir iki egri, bu egrilerin Frenet
3-ayaklilar1 sirasiyla {T(s), N(s), B(s)} ve {T*(s),N*(s), B*(s)} olsun. Vs € I igin
{N(s),N*(s)} lineer bagimli ise (a,a*) ikilisine bir Bertrand egri ¢ifti denir

(Hacisalihoglu,1983).

T(s)

Sekil 3.2. Bertrand egri gifti
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Teorem 3.2.1. (a, a™) Bertrand egri ¢ifti olsun. A sabit bir say1 olmak iizere a*

egrisi,

a*(s) = a(s) + A(s)N(s) (3.21)

seklindedir (Sabuncuoglu, 2004).

Ispat: : a:1 — E3 birim hizl1 egri olsun. Bertrand egri ¢ifti tanimina gore

a*(s) = a(s) + u(s)N(s) (3.22)

yazilabilir. Buradan her iki tarafin tiirevi alinirsa,

(@”)'(s) = a'(s) + u'(s)N(s) + u(s)N'(s)

veya

(@) (s) =T(s) + u'(s)N(s) + u(s)(—«T + TB)(s)

veya

(@) '(s) = (1 —=u(s)x(s)T(s) + u'(s)N(s) + u(s)t(s)B(s) (3.23)

olur. (a*)'(s) vektorii T* vektorii ile parelel oldugundan (a*)'(s) L N(s) dir. O
halde

(a*(s),N(s)) =0

olur. (3.23) denklemini N(s) ile carparsak,

0 = u'(s) = u(s) =sabit
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bulunur. Burada u = A alinirsak (3.22) denklemini
a*(s) = a(s) + A(s)N(s)
biciminde buluruz.
Teorem 3.2.2. a ve a” egrileri (I, a) ve (I, a™) koordinat komsulugu ile verilsin. a
egrisinin a(s) noktast ile a* egrisinin a*(s) noktalar1 arasindaki uzaklik sabittir

(Sabuncuoglu, 2006).

Ispat: a*(s) = a(s) + A(s)N(s) egrisinin yay parametresi s* ile gosterilsin.

ZZ‘: .‘ZS; = &'(s) + A'(s). N(s) + A(s). N'(s)
veya
T*(s). CZ = T(s) + A'(5). N(s) + A(s). (=K ()T (s) + 7(s)B(s))
veya
T*(s)% = (1= 2(s) k()T (s) + A'(5). N(s) + A(s)T(s)B(s) (3.24)

olup (3.24) esitliginin her iki tarafi N (s) vektorii ile ¢arpilirsa

o
(T (). = N()) = X (5)

s
veya

A'(s) = 0= A(s) = sabit
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olup

lla*(s) — a(s)|l = |A(s)]| = sabit

bulunur.

Teorem 3.2.3. (a, a™) Bertrand egri ciftinin karsilikli noktalarindaki birim teget

vektorleri arasindaki aci sabittir (Hacisalihoglu,1983).

Ispat: a:1 - E3 ve a*:1 - E® diferensiyellenebilir iki egri, bu egrilerin Frenet 3-

ayaklisi sirasiyla {T'(s), N(s), B(s)} ve {T*(s), N*(s), B*(s)} olsun. Bu durumda

dT* ds*

i T T* = ul T* T
&( (s), (ﬂ)—(g: ) +¢ 'F'E)

*

ds
= (kN,T*) + —(T,k*N*)
ds

*

ds
=k(N,T") + . k*(T,N*)

S

yazilabilir. {N(s), N*(s)} sistemi lineer bagimli oldugundan
(N, T*) =0ve(T,N*)=0

dir. Dolayisiyla (3.25) esitligi
L1, =0
ds

olarak bulunur. Bu durumda

(T(s), T*(s)) = sabit

27
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soylenebilir. T(s) , T*(s) vektorleri arasindaki ag1  ise

(T(s), T*(s)) = cos Y = sabit

yazilabilir.

Teorem 3.2.4. (o, o) Bertrand egri ciftinin birim teget vektorleri arasindaki ag1 ¢

olmak uzere Frenet vektorleri arasinda

T* cosy 0 —sinyY][T
N*| = [ 0 1 0 N (3.26)
B* siny 0 cosy |LB

bagintisi vardir (Sabuncuoglu, 2004).

Ispat: (a, a*) Bertrand egri cifti oldugundan tegetler arasindaki ac1 ile binormaller

arasindaki a¢1 ayni olur (sekil 3.3).

A
IN*:N

Sekil 3.3. Bertrand egri ¢iftinin Frenet ¢atilari

Bu durumda catilar arasindaki baginti,

T* = cosyYT — sinyB
N*=N (3.27)
B* =sinyYT + cos ¢y B

seklinde olur.
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Teorem 3.2.5. (a, a™) Bertrand egri ¢ifti olsun. a egrisinin egrilikleri k ve T ise

bunlar arasindaki baginti

Ak 4+ ut = 1ve u = —Acotyp

seklindedir (Hacisalihoglu,1983).

Ispat: : a ve a* egrilerinin Frenet catisi sirastyla {T'(s), N(s), B(s)} ve

{T*(s), N*(s), B*(s)} olsun. Buna gore T (s) ile T*(s) arasindaki ag¢1 1 olmak tizere,

T* = cosyT — sinyB

dir. Diger taraftan

da* ds*

) = . =(1- T B
(@) =2 2 = (1= 2T + 1t
veya
7*(s). 2~ — 20T + 1B

dir. (3.28) esitliginin her iki tarafin1 T ve B ile ¢arparsak,

—(1—2 ds
cosy = ( K) Jo7
ve
ol = 4 ds
siny = Tds*

bulunur. Bu iki ifadeyi birbirine oranlarsak

29
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Ak — Acotyt =1

elde edilir. Burada p = —Acoty alinirsa
Ak +pur =1

olarak elde edilir.

Teorem 3.2.6. (a, a™) Bertrand egri ¢ifti olsun. a egrisinin egrilikleri k ve 7, a*

egrisinin egrilikleri k* ve T* olmak tizere bu egrilikler arasinda,

P2
, Ak —sin®y

A TIPS

bagntis1 vardir (Sabuncuoglu, 2006).

*

Teorem 3.2.7. (a, @) Bertrand egri ¢ifti olsun. a egrisinin egrilikleri k ve 7,

egrisinin egrilikleri k* ve T olmak tizere bu egrilikler arasinda,
K* = Kkcosy + tsiny
T = —Kksiny + tcosy

bagintis1 vardir (Celik, 2016).

Ispat: (a, a*) Bertrand egri ¢ifti olsun.

K" =(T*,N*)ve T* = (N*', B*)
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oldugundan (3.27) denklemleri kullanirsak,

k* = (cosyYT' — sinyB’,N) > k* = (cosykN + sinyptN, N)

= k" = cosyk + sinyt

\

t* = (N',sin YT + cos YB) = t* = (—kT + 1B, sin YT + cosyB)

= 1" = —ksiny + tcosy

bulunur.

3.3. U¢ Boyutlu Oklid Uzayinda Mannheim Egri Ciftleri

Bu béliimde; Huili Liu ve Fan Wang’in ‘Mannheim partner curves in 3-space’

adl1 makalesi incelenmistir.

Tanmm 3.3.1. a ve a*, 3 boyutlu uzayda iki egri olsun. Bu egrilere karsilik gelen
noktalarda, @ egrisinin asli normal dogrusu a* egrisinin binormal dogrusu ile lineer
bagiml ( cakisik ) oluyorsa, a egrisine bir Mannheim egrisi, a* egrisine de a egrisinin
Mannheim partner egrisi adi verilir. {a,a*} ¢ifti bir Mannheim egri ¢ifti olarak
adlandirilir. a egrisinin Frenet vektorleri {T, N, B}, a* egrisinin Frenet vektorleri

{T*,N*, B*} olmak iizere {a , a*} Mannheim egri ¢ifti ise

(N,N*)=0

dir.

Teorem 3.3.1. 3-boyutlu uzayda birim hizli @ ve a* egrilerinin Mannheim egri ¢ifti

olmasi i¢in gerek ve yeter sart

k=Ak*+1%),1#0

31



3. MATERYAL ve YONTEM Feryat KAYA
dir. Burada k ve 7, a egrisinin egrilik ve burulmasidir.
Ispat: :(=) {a, a*} ¢ifti Mannheim egri ¢ifti oldugundan tanimdan,

a*(s*) = a(s) + AN(s) (3.29)

yazilabilir. s*, a* egrisinin yay parametresi s de a egrisinin yay parametresi olmak

tizere (3.29) denkleminin s ye gore tiirevi alinirsa,

*

ds
T*— =T+ AN + AN’
ds

veya

*

ds
T*E =T+ AN+ /1(—K,'T + TB)

veya

ds*
ds

T*

=({1-2x)T+ AN+ AtB

esitligi elde edilir. (3.30) esitligini N ile ¢carparsak

A=0

olup,

A = sabit

bulunur. Bu durumda (3.30) esitligi

ds*

Tds

= (1 -xA)T + AtB
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veya

. _ ds ds

olarak bulunur. Diger taraftan 1, T* ve T arasindaki a¢1 olmak iizere,
T* = cosyT — sinyB (3.33)

yazilabilir. (3.33) esitliginin tlirevini alirsak,

(T’ CZSS* = —'sinyT + cosP(kN) — Y'cosyB — sinp(—tN)

veya

ds*
ds

K*N* = —'sinyT + (kcosy + tsin)N — Y'cosypB
olup (N, N*) = 0 oldugundan

kcosy + tsinp = 0

bulunur. Buradan

S X

= —tany (3.34)

elde edilir. (3.32) ve (3.33) denklemlerinden de

ds 1 .
et —siny

ds -
F(l—Kﬁ.) COSl/)

= —tany (3.35)
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bulunabilir. Bu durumda (3.34) ve (3.35) denklemlerinden de

AT K
= - = 2 2
i k= Ak + 1%)
olarak bulunur.

(&) k = A(k? + 72) olsun ve

a*(s*) = a(s) + AN(s) (3.36)

g0z Oniline alinsin. (3.36) esitliginin s* a gore tlirevini alirsak

ds
ds*

T* = (T + AN + A(—«T + 1B))

olup A = sabit oldugundan

T* = ((1 — k)T + A1B)

as 3.37
S* ( * )

d

denklemi bulunur. (3.37) esitligini bir daha s* a gore tiirevini alirsak,

ds
(T*) = [-k'AT + (1 — k)T’ + A7'B + AtB’] =

d?s

+ ((1 — kDT + 27B) e

olup Frenet formiillerini kullanirsak,

ds\?
kK*N* = [-k'AT + (1 — k)N + At'B — At2N] (ds*)

d?s
ds*z

+((1 = kDT + 27B)
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veya

2

d
K*N* = [=Kk'AT + (i — 2(c? + 2))N + A7'B] (dss*>

d?s
+ ((1 — kAT + 17B) =

d

elde edilir. k = A(k? + 72) oldugundan

2 2
d

S) + (1= kAT + 22B) 2 >
S

d
K*N* = [—k'AT + At'B] (
ds*

olur. Her iki tarafi N ile carparsak,
(N*,N)=10
elde edilir. O halde N* L N dir. (3.37) esitliginden de

ds

,N)=20
ds* )

(T*,N) ={((1 — k)T + A1B)

olur. Bu durumda T* 1L N dir. O halde N ile B* paralel olur. Yani a egrisinin asli
normal dogrusu ile a* egrisinin binormal dogrusu g¢akisiktir. O halde {a, a*} ¢ifti

Mannheim egri ¢iftidir.

Teorem 3.3.2. a ve a* egrilerinin Mannheim egri ¢ifti olsun. a* egrisinin a egrisinin
Mannheim partner egrisi olmasi icin gerek ve yeter sart a(s) egrisinin burulmasi t;

a*(s*) egrisinin egriligi k*, burulmasi t* olmak iizere

* *

oy =8y 2y 1#0
() = = AR

denkleminin saglanmasidir.
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Ispat: (=) a* egrisi a egrisinin Mannheim partner egrisi olsun. Tanimdan,

a(s) = a*(s*) + AB*(s¥) (3.38)

yazilabilir. (3.38) esitligini s* gore tiirevi alinirsa,

ds
ds*

T =T"— At*N* (3.39)

bulunur. Diger taraftan T ile T* arasindaki a¢1 1 olmak iizere,

T = cosyT* + sinyN* (3.40)

dir. (3.40) esitliginin s* a gore tiirevi alinirsa

ds
T'o = —Y'sinT" + cosyp(k"N*) + 9p'cosYN”™ + singp(—k"T" + T°B")
Ve
ds
KN ds* = —(Kj* + l/)’)Sinl/JT* + (K* + l/)’)COSl/)N* + T*Sinl/)B*

elde edilir. N ile B* ayn1 dogrultuda oldugundan,

—(k* + Y )sinYT* + (k™ + YP')cosyY N* = 0

yazilabilir. {T*, N*, B*} tigliisii lineer bagimsiz oldugundan,

(k" + P )siny =0

Ve

(k" +yY")cosyp =0 (3.41)
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olur. (3.41) esitliginden
K'=—y' (3.42)
elde edilir. (3.39) ve (3.40) esitliklerinden,

s 1 -
ds*  cosyp  siny

olup,
A" = —tany (3.43)
bulunur. Buradan (3.43) ifadesinin tiirevi alinip (3.41) ve (3.42) esitligi kullanilirsa,
AT =k*(1 + 22(t%)?)
() = %*(1 +22(1)%)
bulunur.
(&) a” egrisinin egriligi k* ve burulmasi * olmak tizere
() = %*(1 +2%(17)%)
esitligini kabul edelim.

a(s) = a*(s*) + AB*(s) (3.44)

esitliginin s* a gore tiirevi alinirsa,
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ds « -
TF—T — AT*N (3.45)

dir. (3.45) esitligini de s* a gore tiirevini alip Frenet formiilleri kullanilirsa,

ds* d(s*)z =K (T ) T ( K T )

veya

ds\? d%s
F) + T — = A" T* + (k* — A(T*))N* — A(z*)?B* (3.46)
= d(s")

KN(

elde edilir. (3.45) ve (3.46) esitliklerin vektorel ¢arpimi alinirsa

[Tds]x N(ds>2+T d?s
ds*] 7 | \ase d(s*)?

= (T* = AT*N*) x (AT T* + (k" — A(z?))N* — A(t*)2B*)

veya

3

ds
K(5) B=R@YT + AN+ =AY + BB

bulunur.
K* = A(t*) + 22(t*)*k* =0

olacagindan
ds 3
kB (=) =2(@)*T" + ()N’ (3.47)

ds*
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olup (3.45) ile (4.3.47) esitliklerinin vektorel carpilirsa,

& (ds)BB— T* — AT*N*) X (A2(*)3T* + A(r")2N*
Sox(52) B= (= ATN X (RET + AN

veya

d 4
x ( d;) N = —(t)2(1 + (A2(z")2)B*

olur. Buna gore N ile B* ayn1 dogrultudadir. Yani a egrisinin asli normal dogrusu ile
a* egrisinin binormal dogrusu ¢akigiktir. Bu durumda {a* , a} ikisi Mannheim egri

ciftidir.

Onerme 3.3.1. @ , s yay parametresiyle verilmis bir egri olsun. a* da s*
parametresiyle verilmis ve a egrisinin Mannheim partner egrisi olsun. Eger a egrisi
genellestirilmis helis ise ¢ bir dogrudur.
Ispat: a egrisinin Frenet ¢atis1 {T, N, B} , egrilik ve burulmasi sirasiyla k ve T olsun.
a* egrisinin de Frenet ¢atis1 {T*, N*, B*} , egrilik ve burulmasi ise sirasiyla k* ve T*
olsun. a genellestirilmis helis ise T ile belirli sabit bir P vektorii i¢in,

(T,P) = cosp (3.48)
sabittir. (3.48) esitliginin tiirevi alinirsa

(T',PYy+(T,P')=0

olup buradan,

(T',P)=0

39



3. MATERYAL ve YONTEM Feryat KAYA

elde edilir. T* = kN oldugundan

k(N,P) =0

T
bulunur. a egrisinin bir helis olmasi i¢gin gerek ve yeter sart — oranin sabit olmasidir.
K

Buna gore k # 0 dir. Boylece (N, P) = 0 dir. N ile B* ayni1 dogrultuda olduguna gore
(B*,P)=0 (3.49)
yazilabilir.(3.49) esitliginin tiirevi alinirsa,
((B*),P)+(B",P')=0=((B"),P)=0
olup,
—*(N*",P)=0=1"=0
elde edilir. Bu durumda a* diizlemdedir.
@y =Za+ e

oldugundan «* = 0 olur. Bundan dolay1 a* bir dogrudur.
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

Bu boliimde, 3-boyutlu Oklid uzaymnda egri ciftlerini Darboux ¢atisini
kullanarak ele aldik.
4.1. Darboux Catisina Gore Involiit-Evoliit Egri Ciftleri

(a”, a) involiit-evoliit egri ¢iftleri olsun. a ve a* egrilerinin Frenet ¢atisi sirasiyla
{T,N,B} ve {T*,N*,B*} olsun. Yine a ve a* egrilerinin Darboux ¢atisi sirasiyla
{T,g,n} ve {T*, g*,n"} olsun. Bilindigi tizere involiit-evoliit egri ¢iftleri arasindaki
iliski,

a*(s) = a(s) + A(s)T(s)

olup her iki tarafin tiirevi alinirsa ve (2.13) deki Darboux tiirev formiilleri kullanilirsa

ds*

(a*)’(s*).g = (1 + AT + Akyg + Akyn
veya
, ds* ,
T2 = (1+ )T + Akyg + Akyn (4.1

elde edilir. (4.1) esitligin her iki taraf T ile garpilirsa,

*

(T”, T).% = (1 + XNT, T) + Aky(g, T) + Ak (n, T)

0=1+2

-1=X
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—s+c=1, c=sbt
olur. Buna gore (4.1) denklemini

79 _ g

s g9 + Akpn

seklinde yazabiliriz. Bu denklemin her iki tarafin normunu alirsak,

9 _ 121 Jky? + ka? = 1Al

olup (4.2) ifadesi,

kg kg

T =+ g+
Jkg®+hn® " Jleg+hn?

n

olarak elde edilir. (4.4) de

kg

/kgz + k,°

kn

/kg2 + k2

kg = K.c0s8 = cosO =

k, = —k.sinf = sinf = —

ifadelerini yerine yazarsak,

T* = +cos6.g+sinb.n

bulunur. (2.12) den dolayi (4.5) esitligi

T =+N
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biciminde yazilabilir. Yani T ile N lineer bagimlidirlar.

Teorem 4.1.1. (a*, a) involiit-evoliit egri ciftleri olsun. @ ve a* egrilerinin Frenet
catis1 sirasiyla {T,N,B} ve {T*,N*,B*} olsun. Aymi sekilde @ ve a* egrilerinin
Darboux catisi sirasiyla {T, g, n} ve {T*, g*, n*} olsun. Bu durumda a ve a* egrilerinin

Darboux ¢atilar1 arasinda,

T 0 cosy —siny 1[T*
gl =|cosd sinbsiny sinbcosy||g* (4.7)
n 0  cosBsiny cosOcosyl n*

bagintist vardir. Burada 6, a egrisinin asli normali N ile yiizey normali ile olusan g
birim vektori arasindaki agidir. 8" ise a* egrisinin asli normali N* ile ylizey normali
ile olusan g* birim vektorii arasindaki a¢1 ve 1 agisi da a ve a* egrilerinin sirasiyla T

ve N* vektorleri arasindaki ag1 arasindaki agi olmak tizere ¢ + 6* = y dir.

Ispat: @ ve a egrilerinin sirasiyla Frenet gatisi ile Darboux catisi arasindaki iliskiler

T* 1 0 0 T*
N*|=|0 cos8* —sin0*||g” (4.8)
B* 0 sin@* cos6* 1ln*

ve
T 1 0 0 T
N| =10 cosf8 —sinf||g (4.9)
B 0 sinf@ cos6 1ln

bicimindedir. (a*, &) involiit-evoliit egri ¢iftlerinin T ile N* vektorleri arasindaki ac1

Y agis1 olmak tlizere Frenet ¢atilar1 arasindaki iligki

T* 0 1 0 T
N*| = [ cospy 0 sinl||N (4.10)
B* —sinyy 0 cosyllLB
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seklinde olup (4.10) bagintisini (4.8)’ de yerine yazarsak,

0 1 0 T 1 0 0 T*
[ cosy 0 siny||N|= cosO* —sinH*] g*]
—siny 0 cosyllB 0 sin6* cos6* Iln*
veya
T 0 cosy —sinyY[1 0 0 T
N|=|1 0 0 ] [0 cosO* —sin@*] g*] (4.11)
B 0 sinp cosyp 110 sinB* cos6* 1ln*
veya
T 0 cosO*cosy — sinf*siny —sinpcos8™ — sinB*cosyP[T*
N[=|1 0 0 g
B 0 sinB*cosy + cosO*siny —sinB*siny + cosO@*cosyl Ln*
veya
T 0 cos(p+6) —sin(yp+6")[T*
N|f=|1 0 0 9" (4.12)
B 0 sin(p+6") cos(y+6%) Iln*
olarak bulunur. (4.12) esitliginde 1 + 8* = y olarak alinirsa
T 0 cosy —siny][T*
=1 o o H (4.13)
B 0 siny cosy lln*

elde edilir. (4.13) ifadesinde (4.9) esitligini kullanirsak,

1 0 0 T T 0 cosy —sinyl[T*
[O cosf —sinb [g =[N|=]1 O 0 g*]
0 sin® cosO Iln B 0 siny cosy lln*
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veya
T 1 0 0 0 cosy —siny][T*
gl=10 coso sinel [1 0 0 g
n 0 —sinf® cosf11l0 siny cosy lln*

olup a ve a* egrilerinin Darboux ¢atilar1 arasindaki iligki

T 0 cosy —siny 1[T*
g| =|cos@ sinfsiny sinfcosy||g*
n 0 cosOsiny cosOcosylLn*

olarak elde edilir.

Teorem 4.1.2. (*, a) involiit-evoliit egri ¢iftleri olsun. a* egrisinin geodezik egriligi

ve normal egriligi sirasiyla

g 1 T
kg =—icosy+ﬁsmy
(4.14)
L1 T
k, =Zsmy+ﬁcosy

seklindedir. Burada y =y + 6" olmak {izere ¥, a* egrisinin asli normali ile «
egrisinin teget vektoril arasindaki ag1; 8 da @™ egrisinin asli normali ile ylizey normali

ile olusan g* vektorii arasindaki acidir.

Ispat: (4.6) den T* = FN olup s ye gore tiirev alimip (4.3), Darboux formiilleri ve

Frenet formiilleri yazilirsa,

T ds*—TrN'=>(k gtk *)ds*—Tr T +1B
“ds g9 n T ds_(K B)
= (ky"g" + kn'n") |2k = ¥(—«T + B)
= (ky'g" +kp'n') = — 2T + B (4.15)
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olup (4.15) denklemini g~ ile ¢arparsak,
* 1 * T *

olup (4.13) ifadesini de kullanirsak,

AR
g = —7c0sy +-—siny

elde edilir. Bu sefer (4.15) denklemini n* ile ¢arparsak,

k" = — ST n*y + - (B, )
ma= TNl ) e\

olup (4.13) esitliklerinden

k*—l' 4
- —Asmy Kllcosy

olarak bulunur.

Sonug 4.1.1. (a”, a) involiit-evoliit egri ¢iftleri olsun. Bu durumda
1 T
%2 *2 __
kil =t G
yazilabilir.

Ispat: (4.15) denkleminin her iki tarafinin normunu alirsak,

1 T
*2 *2 __
k™ + ks, —ﬁ+(ﬁ)2
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ifadesini elde etmis oluruz.

Sonug¢ 4.1.2. (a*, @) involiit-evoliit egri ¢iftleri olsun. Bu durumda

7] = |K|.\/(k52 +kHA2 -1

yazilabilir.

Ispat: Sonug 4.1.1.” den 7 ¢ekilirse,

7| = |x|.\/(k32 + k92 -1

ifadesini buluruz.

Sonug¢ 4.1.3. (a*, @) involiit-evoliit egri ¢iftleri olsun. Bu durumda

|41 =

yazilabilir.

Ispat: Sonug 4.1.1.” den

1 ()?
*2 *2 _ Iz 2 _ K —
k;® + k;, _/12[1+(K)]:>,1 _k52+k;2=>|,1|_

elde edilir.

Teorem 4.1.3. (a”, ) involit-evoliit egri giftleri olsun. kg , ky» ve T4+ de sirasiyla a”

egrisinin geodezik egriligi, normal egriligi ve geodezik torsiyonu olsun. kg , k,, ve 7,
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de sirastyla a egrisinin geodezik egriligi, normal egriligi ve geodezik torsiyonu olsun.

Bu durumda,
—kgycos6 + ky, sinb

2 /kgz +ky,”

dir. Burada y = 1 + 6" olmak {izere Y, a” egrisinin asli normali ile @ egrisinin teget

kg-cosy — ky-siny =

vektorii arasindaki ag1; 6%, @ egrisinin asli normali ile ylizey normali ile olusan g*
vektorii arasindaki agidir. 8 da a egrisinin asli normali ile yiizey normali ile olusan g
vektorii arasindaki agidir.

Ispat: (a*, @) involiit-evoliit egri ciftleri ise T* = +N dir. Burada

N = cosfg — sinfn

olup yerine yazdiktan sonra bu esitligin s’ ye gore tiirevini alirsak,

7.2~ F(costy — sinbn)’
s = +(cosfg — sinfn)
. N ast .
(kg*g + kpn )E = +[—9 sinfg + cosH(—kgT + Tgn)
—6'cosOn — sinf (—k,T — 159)]
* * ds* e - . 12
(kg*g + k,n )E = +[(—kgcost9 + knsmH)T + smH(rg -0 )g

+cos6(t, — 0')n| (4.16)

olup (4.16) esitliginin her iki tarafi T ile ¢carpip (4.7)’ y1 kullanirsak,

(kg+cosy — ky+siny) % = -T—(—kgc059 + kysind) (4.17)
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bulunur. Burada (4.3)’ ten

ds*
v |A] /kgz + k,°

olup (4.17) de yerine yazilirsa

—kgycos6 + ky, sinb

2. /kgz + ke

kg-cosy — ky-siny =

esitligini elde ederiz.

Bu durumda Teorem 4.1.3.” ten hareketle asagidaki sonuglar1 yazabiliriz.

Sonug 5.1.4. (a”, a) involiit-evoliit egri ¢iftleri olsun. O halde,

i a* ve a egrilerinin her ikisi de geodezik egri ise,
X - sin®
" Asiny
dir.
ii. a” ve a egrilerinin her ikisi de asimptotik egri ise,
I T coso
g Acosy*
dir.

jii. a* egrisi geodezik egri, a egrisi de asimptotik egri ise,

_ cosf
k- =+

Asiny
dir.
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iv. a” egrisi asimptotik egri, a egrisi de geodezik egri ise
I T sin®
9"~ " Acosy
dir.
Ispat:
i. a” ve a egrilerinin her ikisi de geodezik egri olduguna gore kg« = kg = 0

olup bu esitlikler Teorem 4.1.3.” te yerine yazilarsa,

sinf

k * T
g +/1$iny

esitligi elde edilir.

ii. a* ve a egrilerinin her ikisi asimptotik egri ise k,, = k,, = 0 olup bu

esitlikler Teorem 4.1.3.” te yerlerine yazilirsa,

_ cosH
kg* =+

Acosy
esitligi elde edilir.

. e o _ - . o
jii. a” egrisi geodezik egri ise kg+ = 0 ve a egrisi de asimptotik egri ise

k,, = 0 olacagindan bu esitlikler Teorem 4.1.3.” te yerine yazilirsa,

T cos6
T T Asiny
esitligi elde edilir.
iv. a” egrisi asimtotik egri ise k,+ = 0 ve a egrisi de geodezik egri ise k; = 0

olacagindan bu esitlikler Teorem 4.1.3. te yerine yazilirsa,
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_ sin@

kg

=7
Acosy
esitligi bulunur.

Teorem 4.1.4. : (a”, @) involiit-evoliit egri ¢iftleri olsun. a ve a* 1n egrilik yarigaplari

sirastyla r ve r* olsun. Bu durumda egrilik yarigaplar1 arsindaki iliski,

\ |l
r= ——
V14 22,72
seklindedir.

Ispat: r , @ egrisinin egrilik yaricapi ise

1

1
r=—=
K

dir. Benzer sekilde r* da @™ egrisinin yarigapi ise

1 1
r =—=

K* <2 )
/kg + k;;

dir. Sonug 4.1.1." den

1 1 |kA|

1 72 K2+T2:\/K2+T2
Fr @&

. 1
’r' =
\/kgz + k2

olur. k = %oldugundan,
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A A
s rl _ r _
IS - I - R
1 1+7r2.72 V1471212
RN s
elde edilir.

4.2. Darboux Catisina Gore Bertrand Egri Ciftleri

Yay parametreleri sirasiyla s ve s* olan @ ve a* birim hizli regiiler egrilerinin
Frenet ¢atilar1 sirasiyla {T, N, B} ve {T*,N*, B*} olsun. Yine bu egrilerin Darboux
catilar1 sirasiyla {T,g,n} ve {T*,g*,n*} olsun. Bu durumda asagidaki teoremi

yazabiliriz.

Teorem 4.2.1. (a*, a) Bertrand egri cifti ise Darboux vektdrleri arasinda,

T* = cosyYT — sinysinfg — sinpcosOn

g* = sin@*sinyT + (cosf*cosh + sinBsinb*cosy)g
+(—sinfcosO* + sinf*cosOcosyP)n (4.18)

n* = cos@*sinyT + (—sinb*cosO + cosO*sinbcosy)g

+(sinB*sinb + cosB*cosBcosy)n

bagintilar1 vardir. Burada 8, a egrisinin ylizey normali ile olugsan g birim vektori ile
egrinin asli normali N arasindaki agidir. 1, Bertrand egri ¢iftlerinin tegetleri arasindaki
acidir. 6 ise a* egrisinin ylizey normali ile olusan g* birim vektori ile egrinin asli

normali N* arasindaki agidir.

Ispat: a* ve a in Frenet catis1 ile Darboux catisi arasindaki iliskiler sirasiyla

T* 1 0 0 T*
N*|=|0 cos8* —sin0*||g” (4.19)
B* 0 sin@* cos6* 1ln*
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Ve

T 1 0 0 T
N| =10 cosf8 -—sinf||g (4.20)
B 0 sin@ cosO 1ln

bi¢cimindedir. Burada 8%, a* egrisinin yiizey tizerindeki g* birim vektori ile egrinin
asli normali N* arasindaki ag1 ve 8, a egrisinin ylizey lizerindeki g birim vektori ile

egrinin asli normali N arasindaki agidir.

(a*, @) bertrand egri ciftlerinin T ile T* vektorleri arasindaki ag1 1 agis1 olmak

tizere Frenet catilar1 arasindaki iligki,

T cosy 0 sinyY1[T*
N|= 0 1 0 N* (4.21)
B —siny 0 cosyllLB*
seklinde olup (4.21) bagintisini (4.20) de kullanirsak,
cosy 0 sinyY1[T* 1 0 0 T
[ 0 1 0 |IN*|= [0 cos@ —sinb [g]
—sinyy 0 cosyllB* 0 sin@ cosO Iln
veya
T* cosp 0 —sinPi[1r o0 0 T
N*| = [ 0 1 0 ] [O cosf —sind [g] (4.22)
B* siny 0 cosypllo sin@ cosO 1ln
elde edilir. (4.19) esitlikleri (4.22) de kullanilirsa,
1 0 0 T cosy 0 —sinpy[1 0 0 T
[O cosf* —sinf*||g*| = [ 0 1 0 ] [O cosf —sinb g]
0 sin8* cos8* lln* siny 0 cosy Il0 sin@ cos@ 1ln

veya
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T 1 0 0 J[cosyp 0O =—sinp1r1 0 0 T
gl =10 cos6* sinB* 0 1 0 0 cosf —sinf||g
n* 0 —sin@* cos@*llsiny 0 cosyY 110 sin® cosO lln
olup matrisler carpilirsa,
T* = cosyYT — sinysinfg — sincosOn
g* = sin@*sinyT + (cosB*cosh + sinfsinb*cosy)g
+(—sinfcosO* + sinf*cosOcosyP)n
n* = cos@*sinT + (—sinB*cos6 + cosO*sinbcosyp)g
+(sinfB*sinf + cosB*cosbcosyp)n
elde edilir.
Sonug 4.2.1: (a”, @) Bertrand egri ¢ifti paralel egri ¢ifti ise,
y {+1, Y=0
Tl-1, vy=n
olarak alinirsa (4.18) denklemleri
T* € 0 0 T
gl = [0 cos(6* —ef) esin(0* — €0) g] (4.23)
n* 0 —sin(6*—e€0) ecos(8" —ebB)lln

bi¢ciminde yazilabilir.

Ispat: (a*, @) Bertrand egri ¢ifti aym1 zamanda paralel egri giftiise ) = 0 veyayp =«
olacaktir. O halde (4.18) denklemleri,

T* € 0 0 T
gl = [0 cos(6* —€ef) esin(0* — €0) g]
n* 0 —sin(@* —€0) ecos(6*—¢€b)]ln
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seklinde olacaktir.

Teorem 4.2.2. (a*, ) Bertrand egri cifti ise

*

cosp D= (1-a0)  A=sbt (4.24)

yazilabilir.

Ispat: @* = a + AN egrisinin yay parametresi s* ile gosterilsin. s ye gore tiirev alip

Frenet formiillerini kullanirsak,

e o =a +A.N+ AN’
T ds = ¢ . .
T 3% =T+A T + B

S (=K TB)

ds*
T*.— =T — AxT + A1B

ds
T*. c(iiss = (1 — Ak)T + At(sinfg + cosbn) (4.25)

olup (4.25) esitliginin her iki tarafin1 T ile ¢arparsak,

*

ds* 1—1
cosy Fr K
esitligi elde edilmis olur.

Teorem 5.2.3. (a*, a) Bertrand egri cifti ise

*

simp =0 a=sb (4.26)
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yazilabilir.

Ispat: (4.25) denkleminin her iki tarafin1 g ile ¢arparsak,
(T*,g).% = —Atsinf (4.27)
S
olur. (4.18)’den
T* = cosyT — sinysinfg — sincosén = (T*, g) = —sinysinf

olacagindan (4.27) esitligi

ds*

siny s

AT A = sbt

olarak bulunur.

Teorem 4.2.4. (a*, «) Bertrand egri ¢ifti ayn1 zamanda paralel egri ¢ifti ise,

* *
*

ds L d
K=€K" = Ve T=€r —o (4.28)

yazilabilir (Masal ve Azak, 2017).
Ispat: (a*, @) Bertrand egri ¢ifti ise
N*=N
alinabilir. Bu esitligin her iki tarafin1 s ye gore tiirevini alalim. Bu durumda,

N*Ids*_Nl
( )ds_

Ve
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* *

S S
—x*T E-l— ™ B E——KT'FTB

veya
* vk ds* . * * * % * ds* .
KT —+ (sin@*.g* + cosf™n*)t — = —kT + (sinfg + cosOn)t (4.29)

bulunur. (4.29) esitliginin her iki tarafini1 T ile carpip Sonug 4.2.1.° i de kullanirsak

, ds”
K'.€e— =k
ds

elde edilir. Bu sefer (4.29) esitligin her iki tarafin1 da g ile carpip Sonug 4.2.1.°i

kullanirsak ,

* *

T*sin@ .E.cos(e —€0) — t7cos0 E.sm(@ — €0) = tsinf

olup buradan

, ds”
T.ds

veya

.[sin@* cos(0* — €6) — cosOB* sin(0* — €0)] = Tsind

*

s
T". PrR sin(ef) = tsinf

bulunur. Burada € = +1 oldugundan,

i ds*
€T .— =71
ds

bulunur.
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Teorem 4.2.5. (a”, ) Bertrand egri ¢ifti olsun. kg , k, ve 7, de a egrisinin sirastyla
geodezik egriligi, normal egriligi ve geodezik torsiyonu olsun. Yine kg+ Ky ve Ty
de a* egrisin sirasiyla geodezik egriligi, normal egriligi ve geodezik torsiyonu olsun.

Bu durumda,

cosysinbkg+cospcosbky

kgt SINO” + knr 00" = ) SO Aknind

(4.30)

dir. Burada 1, egri ¢iftlerinin teget vektorleri arasindaki agidir. 8* acis1 a* egrisinin
asli normali ve ylizeyin normali ile olusan g* vektorii arasindaki agi, 6 agisi da «
egrisinin asli normali ve ylizeyin normali ile olusan g vektorii arasindaki agidir.
Ispat: (a*, @) Bertrand egri cifti oldugundan,

a*=a+ AN
yazilabilir. Burada

N = cosfg — sinfn
olup bu ifade yerine yazarsak

a* = a + A(cosfg — sinén)
veya

a* = a+ Acosfg — Asinfn (4.31)

elde edilir. (4.31) esitligini s ye gore tlirev alip Darboux tiirev formiillerini yerine

yazarsak,

da* ds*
ds* ds

=a' — 0'Asinfg + Acosfg' — 6'AcosOn — Asinfn'
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veya
ds”
T*'E =T —6'Asinfg + Acos@(—kgT + rgn)
—0'AcosOn — Asinb(—k, T — ng)
veya
. ds” )
T—== (1 - 2Akycos8 + Akysin®)T

+asinf(t, — 6')g + Acosd(t, — 6')n (4.32)

elde edilir. (4.32) esitliginin her iki tarafini T ile ¢arparsak,

*

ds
T T
(1, T) —

=1— Akgcos8 + Ak,sind

bulunur. (4.21)’ den (T*, T) = cosy olup,

ds* 1- AkgcosO+Akysing
= (4.33)
ds cosy

bulunur. Teorem 4.2.1.” deki
T* = cosyYT — sinysinfg — sinpcosOn

esitligin tlirevini alalim. Burada Teorem 3.2.3.” ten cosy =sabit oldugu da goriiliirse,

*

ds
(T*)I'E = cosyT' — O'sincosfg — sinsinbg’

+0'sinysinfn — sinpcosOn’
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*

ds
(kg g™ + k) T cosy(kyg + kyn) — 0'sinpcosfg
—sinv,bsin@(—kgT + Tgn) + 0'sinysinén

—sinypcost(—k,T — 149)

ds*

(kgg" + lewm")

= (kysinpsind+k,sinpcosd)T

+(kgcosyp — 0'simpcosb + tysinpcosd)g
+(kncosv,b — Tgsinysing + G’Sinv,bsiné?)n (4.34)

esitligi elde edilir. (4.34) {in her iki tarafi T ile ¢arpalim. Bu durumda,

*

ds
[kg+(g", T) + kn+(n*, T)] v 2 (kysinpsind+k,sinpcoso)

olur. (4.18) esitliklerini de kullanirsak

ds*
[kg*sine*sim/) + kn*cose*sim,b] rre kgsinsin +k,sinpcoso

bulunur. (4.33) denklemini de yerine yazalim. Bdylece,

1— AkgcosO + Ak,sind
cosy

(kg*sine* + kn*cose*)< > = kgsinf+kycos6

veya

cosysinbky + cosypcostky,
1= AkgcosO + Ak, sing

k,:sin0* + k,:cos0*) =
g

esitligini elde ederiz.
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Teorem 4.2.5.” den hareketle asagidaki sonuclari ¢ikarabiliriz.
Sonug 4.2.2. (a*, ) Bertrand egri ¢ifti olsun. Bu durumda
i. a*ve a egrileri geodezik egri ise,

_ cosypcosbk,
"7 cosO* + Ak, sinfcosO*

olur.
ii. a*ve a egrileri asimptotik egri ise,
cosysinbk,
9"~ sing* — Ak,cosfsing”*
olur.
jii. a” egrisi geodezik egri, a egrisi de asimptotik egri ise,
cosysinbk,
"7 cosf* — AkgcosOcosO*
olur.
iv. a” egrisi asimptotik egri, a egrisi de geodezik egri ise,
cosycosbk,
9"~ S5in* + Ak, sinfsinf*
olur.
Ispat:
i. a*ve a egrileri geodezik egri ise kg = k; = 0 olup Teorem 4.2.5. ten,

_ cosycosbk,
"7 cos6* + Ak, sinfcos*
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bulunur.
ii. a*ve a egrileri asimptotik egri ise k,,» = k,, = 0 olup Teorem 4.2.5.’ten,
o cosysinbk,
9 sinB* — AkycosOsing*
elde edilir.
jii. a” egrisi geodezik egri ise kg« = 0 ve a egrisi de asimptotik egri ise

k, = 0 olacagindan Teorem 4.2.5.” ten,

cosysinbk,

*

n = osf* — AkgcosBcosO*

bulunur.

iv. a”™ egrisi geodezik egri ise k,» = 0 ve a egrisi de asimptotik egri ise

kg, = 0 olacagindan Teorem 4.2.5.” ten,

_ cosypcosbk,
97 sin* + Ak, sinfsinf*

bulunur.

Teorem 4.2.6. : (a”, a) Bertrand egri ifti olsun. kg , k,, ve 74 de a egrisinin sirasiyla

geodezik egriligi, normal egriligi ve geodezik torsiyonu olsun. Bu durumda,

—siny + AkgcosOsiny — A k,sinfsiny + A8’ cosy
t9 = Acosy

(A = sbt)

olur. Burada i egri ¢iftlerinin teget vektorleri arasindaki ag1, 6 ise a egrisinin asli

normali ve yiizey normali ile olusan g vektorii arasindaki agidir.

Ispat: (4.26) ve (4.33) esitlikleri kullanilirsa,
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1— AkgcosO+Akysing

At = siny cosT

(4.35)

olur. 7, = 7 + 6’ oldugundan (4.35) esitliginde yerine yazilirsa,

1— Akgcos6 + Akysin®

A(Tg —0') = siny cost

o — —siny + AkgcosOsiny — A k,sinfsiny

to ™ Acosy
_ —siny + AkgcosOsinyg — A ky,sinfsiny + A8 cosy
9= Acosy

olarak bulunur.

4.3. Darboux Catisina Gore Mannheim Egri Ciftleri

Yay parametreleri sirasiyla s ve s* olan birim hizli regiiler a ve a™ egrileri

verilsin. Bu durumda asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 4.3.1. (a,a*) egri ¢ifti bir Mannheim egri ¢ifti olsun. @ ve a* egrilerinin
Frenet catilar1 sirasiyla {T, N, B} ve {T*,N*,B*} olsun. Yine @ ve a* egrilerinin
Darboux catilar1 da sirasiyla {T, g, n} ve {T*, g*,n*} olsun. Bu durumda bu egrilerin

Darboux catilar1 arasinda
T = cosyYT"* + sinycosO*g* — sinysinf*n*
g = —sinysinOT"* + (cosBsin8* + sinfcosypcos*)g*
+(cosOcosO* — sinBcosysinf*)n*

n = —sinypcosfT* + (—sinbsinB* + cosypcosfcosb*)g*

+(—sinfcosf* — cosBcosysinf*)n*
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biciminde bir bagint1 yazilabilir. Burada 6, a egrisinin yilizey normali ile olusan g
birim vektorii ve egrinin asli normali N arasindaki agidir. i, Mannheim egri ¢iftlerinin
teget vektorleri arasindaki agidir. 8* ise a™ egrisinin yiizey normali ile olusan g* birim

vektorii ve egrinin asli normali N* arasindaki agidir.

Ispat: (a, a*) egri cifti bir Mannheim egri ¢ifti ise bu egrilerin Frenet gatilari

arasinda
T cosyp siny O1[T*
N| = 0 0 1|N* (4.36)
B —siny cosy OfLB*

bagintis1 vardir. @ egrisinin darboux c¢atisi ile Frenet ¢atis1 arasindaki baginti,
T 1 0 0 T
N| =10 cosf —sinf||g (4.37)
B 0 sinf cosO 1ln

seklindedir. a™ egrisinin darboux ile Frenet ¢atis1 arasindaki iliski,
T 1 0 0 T
N*|=|0 cos8* —sin0*||g” (4.38)
B* 0 sinf* cos8* lln*

bicimindedir. (4.38) esitligini (4.36) da yerine yazarsak,
T cosy siny 071 0 0 T*
N|= 0 0 1] [0 cosf* —sin@*] g*] (4.39)
B —siny cosy O0ll0 sin6* cos6* 1ln*

olur. (4.37) esitligini de (4.39) da kullanirsak,

-

0 0 1{10 cosf@* —sinB*
—siny cosyp O0IL0 sinB* cosB*

0 cosf@ —sin@

[1 0 0
0 sin@ cos@

cosyp  siny 0] [1 0 0

T*
n*
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veya
T 1 0 0 cosy sinyp 0111 0 0
gl=10 cos@ sinf 0 0 1([{0 cos6* —sinB*
n 0 —sinf® cosOll—siny cosyY O1L0 sinO* cosf*

bulunur. Burada gerekli carpimlar yapilirsa,

T = cosyYT* + sinpcosf*g* — simpsinf*n*

g = —sinysinfT* + (cosBsinB* + sinfcosypcos*)g*

+(cosfcosO* — sinBcosysinf*)n*

n = —sinypcosfT* + (—sinBsinB* + cosypcosbcosf*)g*

+(—sinfcosO* — cosBcosysinf*)n*

elde edilir.

Teorem 4.3.2. (a, a™) egri ¢ifti Mannheim egri ¢ifti ve a ile a* egrilerinin Frenet

catilart sirastyla {T, N, B} ve {T*, N*, B*} olsun. « ile a* egrilerin yay parametreleri

de sirasiyla s ve s* olsun. Bu durumda,

—At* A = sabit

ds
S*

ds
cosy 1 o

= 1 ve siny P
dir. Burada v egrilerin tegetleri arasindaki a¢1 ve T* da a™* egrisinin burulmasidir.
Ispat: (a, a*) egri cifti Mannheim egri cifti oldugundan,

a(s) = a*(s*) + AB*(s¥) (4.40)

yazilabilir. (4.40) esitligini s* a gore tiirevini alirsak,
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ldS_ *,+/‘{,B*+AB*,
o~ = (@) (%)

olup Frenet formiillerini kullanirsak,

S 4 B — AN (4.41)

Tds

bulunur. « ile a* Mannheim egri ¢ifti oldugundan B* ile N ayni dogrultudadir. Buna

gore (4.41) esitligini B* ile ¢arparsak,
A'=0= 1 =sabit
elde edilir. Dolayisiyla (4.41) esitligini artik,

ds

T ds*

=T*— AT*N* (4.42)

biciminde yazabiliriz. Olusan (4.42) denkleminin her iki taraftan T* ile ¢arparsak,

ds
S*

=1= ds—l
dss LT oSV gE =

(T,T7)

elde edilir. (4.42) denklemini N* ile ¢arparsak,

(T,N")

ds 1e - ds 1e
= — - = —
ds T siny Jor T

olarak bulunur.
Sonug 4.3.1. (@, a*) egri ¢ifti Mannheim egri ¢ifti ise,

(6")' A — tany
Tg* = A
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dir. Burada 68* ylizey normali ile olusan g* vektorii ve egrinin aslinormali N*

arasindaki agidir.

Ispat: Teorem 4.3.2. den

sim/)ﬁ
—Ccllss* = —At" = tany = —At”
cosww

yazilabilir. ¥ = 74+ — (8*)" oldugundan,
—Mzgr — (6%)') = tany
olup buradan 74+ gekilirse,

@)1 — tany
’[g* = l

elde edilir.

Teorem 4.3.3. (a*, @) Mannheim egri ¢iftleri olsun. kg- , ky- ve T4+ de sirasiyla a”
egrisinin geodezik egriligi, normal egriligi ve geodezik torsiyonu olsun kg , k;, ve 7,
de « egrisinin sirasiyla geodezik egriligi, normal egriligi ve geodezik torsiyonu

olsun. Bu durumda,

kgsind + k,cost = (1/)’ + kgrcosf” — kn*sine*)cosg{)
yazilabilir. Burada 6, a egrisinin yiizey normali ile olusan g birim vektorii ve egrinin
asli normali N arasindaki acidir. Y, Mannheim egri ¢iftlerinin teget vektorleri

arasindaki agidir. 8* ise a* egrisinin ylizey normali ile olusan g* birim vektorii ve

egrinin asli normali N* arasindaki acidir.
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Ispat: (a*, @) Mannheim egri ¢ifti ise Teorem 4.3.1°den,
T = cosyYT* + sinpcosf*g* — sinsinf*n* (4.43)

yazilabilir. Bu durumda (4.43) esitliginin her iki tarafini da s* a gore tiirevini alip

Darboux formiillerini kullanirsak,

ds
o= —y'sinyT" + cosy(kyg* + kpn*) + ' cosppcost*g*

—(0") simpsin®* g* + sinpcos*(— ky-T* + T4n")
—’cosypsing@*n* — (6*)'sincosf*n*

—sinysin®* (—kpT" — 14-97)
veya
ds
d

(kgg + knn) = (—y' — kyecos0" + ky-sing*)simpT*

: o
+14-sinysind

N (kg* cosy + ' cosypcosf* — (9*)’sin¢sin0*>
g

4 (kn* cosy + 1grsinpcosf”™ — zl)’coswsiné?*) n (4.44)

—(6")'sinycosO*

elde edilir. (4.44) esitligini T* ile ¢arparsak,

o ds w ds , . C e\
kg(g, T") =t k,(n,T") I = (—z/) — kg+cos0" + ky+sind )sml,b (4.45)

olup Teorem 4.3.2. den,

ds R ds 1
cosy ds* ds*  cosy

ifadesi kullanilir, Teorem 4.3.1.” den de,
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(g, T*) = —sinysinb
(n, T*) = —sinycosO

oldugu goriiliirse (4.45) esitligi,

kgsind + k;,cosf = (1/)’ + kg-cosf™ — kn*sine*)cosd)
olarak bulunur.

Teorem 4.3.3 kullanilarak asagidaki sonuglar elde edilebilir.

Sonu¢ 4.3.2. (a*, ) Mannheim egri ¢ifti olsun. Bu durumda asagidaki sonuglari

yazabiliriz.
i. . Eger a ve a” egrileri bir geodezik egri ise

_ (@' — ky+sin8*)cosy

k
" cosf
dir.
ii. Eger a ve a* egrileri bir asimptotik egri ise
. (1,[)’ + kg*cose*)cosz/)
g sin@
dir.
jii. Eger a geodezik bir egri, a* da asimptotik bir egri ise
. (l/)’ + kg*cose*)cosv,b
n cos6
dir.
iv. Eger a asimptotik bir egri, a* da geodezik bir egri ise,
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_ (" = ky+sin™)cosyp

k
sin@

g

dir.

Ispat:
i. a ve a* egrileri bir geodezik egri ise k; = kg« = 0 olacagindan

Teorem 4.3.3.” ten

_ (@' — kyrsin8”)cosy
B cos6

kn

olur.

ii. a ve a” egrileri bir asimptotik egri ise k,, = k,» = 0 olacagindan

Teorem 5.3.3.° ten

(¥’ + kg*cose*)cosg[)

k. =
g sinf
jii. a geodezik bir egri, a* da asimptotik bir egri ise k; = ky» = 0

olacagindan Teorem 4.3.3.” ten

B (¥ + kg*COSQ*)COSl/J
B cosO

kn

olur.

iv. a asimptotik bir egri, «* da geodezik bir egri ise k, = kg = 0

olacagindan Teorem 4.3.3.” ten

_ (" = ky+sin")cosyp

k
sin@

g

olur.
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5. SONUCLAR ve ONERILER Fervat KAYA

5. SONUCLAR ve ONERILER

5.1. Sonuglar

Yaptigimiz bu caligsmada birbirinden farkli iki egrinin, involiit-evoliit egri ¢ifti,
Bertrand egri ¢ifti ve Mannheim egri ¢ifti olmasit durumunda bu egri ¢iftlerin Darboux
catilar1 arasindaki iligkiyi gordiik. Bu durumda iki egrinin her ikisinin geodezik egri
olmast durumu, her ikisinin asimptotik egri olmasi durumu ve iki egriden birinin
geodezik digerinin asimptotik olmasi halinde birbirleri arasindaki nasil bir iligki

oldugunu gordiik.

5.2. Oneriler

Bu ¢alisma 3- boyutlu Oklid uzayinda yapilmistir. Benzer sekilde Oklid uzayimnda
farkli boyutlarda yapilabilir.

Yine Lorentz uzayda 6zel egri ¢iftlerinin Darboux ¢atilar1 incelenebilir. Bu uzayda

egri ciftlerinin geodezik egri ve asimptotik egri olma durumlari incelenebilir.
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