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OZET

Doktora Tezi

[~1,1] x [~1, 1] BOLGESI UZERINDE iKi DEGISKENLI BERNSTEIN-KANTOROVICH
POLINOMLARININ YAKLASIMI
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Harran Universitesi
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Damisman : Prof. Dr. Aydin iZG1
Yil: 2019, Sayfa: 69

Bu tezde, kompakt bir kiime tlizerinde tanimli iki degiskenli siirekli fonksiyonlar uzayinda genellestirilmis
Bernstein-Kantorovich tip operatorler tanimlanmis ve bazi yaklasim &zellikleri galigilmistir. Siireklilik
modiilii ve Lipschitz sinifindan fonksiyonlar kullanilarak yakinsaklik hizi hesaplanmistir. Voronovskaya
tip teorem verilmis ve bazi diferansiyel 6zellikleri ispatlanmistir. Genellestirilmis Bernstein-Kantorovich
tip operatorlerin GBS operatorleri tanimlanmis ve karigik diizglinlik modiilii yardimiyla yakinsaklik hizi
incelenmistir. Son olarak, operatérlerin bazi fonksiyonlara yakinsamasi igin Maple’daki bazi 6rnekleyici
grafiklerle yapilan karsilastirmalar gosterilmis ve sayisal drnekler verilerek yaklasik degerdeki hata tahmin
edilmigtir.

ANAHTAR KELIMELER: Bernstein-Kantorovich polinomlari, lineer pozitif operatorler, siireklilik
modiilii, Lipschitz kosulu, GBS operatorleri, karisik diizgiinlik modiilii,
Peetre’s K -fonksiyoneli.
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In this study, the generalized Bernstein-Kantorovich type operators are introduced and some approximation
properties of these operators are studied in the space of continuous functions of two variables on a compact
set . The convergence rate of these operators are obtained by means of the modulus of continuity and
Lipschitz class function. A Voronovskaya type theorem is given and some differential properties of these
operators are proved. The GBS operators of the generalized Bernstein-Kantorovich type operators are
introduced and the degree of approximation in terms of the mixed modulus of smoothness is investigated.
Lastly, comparisons by some illustrative graphics in Maple for the convergence of the operators to some
functions are showed and the error in the approximation by giving numerical examples are estimated.

KEYWORDS: Bernstein-Kantorovich polynomials, linear positive operators, modulus of continuity,
Lipschitz condition, GBS operators, mixed modulus of smoothness, Peetre’s K -functional.
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1. GiRiS Done KARAHAN

1. GIRIS

Herhangi bir topolojik uzayda, her bir elemanin uzayin yogun bir alt uzaymin
elemanlarindan olusan dizinin yakinsadig1 nokta olarak ifade edilebileceginden hareketle
1885 yilinda Karl-Weierstrass, reel sayilar kiimesinin kompakt altkiimeleri {izerinde
tamimli Pla,b] polinomlar uzaymm, [a,b] kapali araligi iizerinde tamimli ve siirekli
fonksiyonlar uzaymda yogun oldugunu gdstermistir. O halde kompakt kiimeler
tizerinde siirekli her f fonksiyonuna bir p,(z) polinomlar dizisi ile diizgiin olarak

yaklasilabilecegini ispatlamistir.

Fakat topolojik yontemler kullanilarak ispatlanan bu yontem uzun ve karmasik
bulundugundan doénemin Carl Runge (1885), Henri Lebesgue (1908), Charles de
la Vallée-Poussin, Lipot Fejér (1916) gibi bir ¢ok matematikg¢isi tarafindan farkli
ispat yontemleri verilmeye calisilmistir. Bu matematikg¢ilerden biri olan Weierstrass’in
yaklagim teoreminin ispati i¢in verdigi yoOntemler olasilik teorisi ve lineer pozitif
operatorlerle yaklasim teorisi gibi farkli bilimsel ¢alisma alanlarinin dogmasina yardimet1

olmustur.

1912 yilinda Segej N. Bernstein, Weierstrass yaklasim teoriminin ispatinda
kullandig1 yontemde Bernstein polinomlar1 olarak adlandirilan yeni polinomlar
tanimlamistir. Ancak Bernstein polinomlarinin Weierstrass yaklasim teoeminin ispatina
basit bir yontem sunmasinin diginda asil 6nemi 20. yy ortalarina kadar anlasilamamaigtir.
Paul de Faget’in Citroén firmasinda ve Pierre Bézier’in Renault firmasinda endiistriyel
dizaynlar1 yaparken Bernstein polinomlarindan faydalanmasindan sonra, Bernstein
polinomlarinin 6nemi artmig ve bir¢ok matematik¢i tarafindan iizerinde g¢alisiimaya
baslanmistir. Bu ¢alismalarin ardindan lineer pozitif operatdrlerle yaklasim teorisi alani

ortaya ¢ikmistir.

1952 ve 1953 yillarinda Bohman ve Korovkin, lineer pozitif operatorlerin siirekli
fonksiyonlara diizgiin yakinsadigini gdsteren 6nemli bir teoremi ispatlamiglardir. Bu
teoremde, sonlu bir aralikta diizgiin yakinsamanin ger¢eklenmesi i¢in ii¢ kosulun
saglanmasiin yeterli oldugu gosterilmistir. Bunun sayesinde daha sonra birgok
matematik¢i Meyer-Konig ve Zeller operatorleri, Szasz operatorleri, Bleimann-Butzer-

Hahn operatorleri gibi farkli lineer pozitif operatdrler tanimlayarak yaklasim 6zelliklerini
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incelemistir. Bernstein operatorleri ve tanimlanan yeni operatorler kullanilarak farkli
genellemeleri yapilmistir. Ornegin, 1930 yilinda Kantorovich, 1967 de Durrmeyer,
1981 de ise Derriennic analizin bilinen temel teoremlerini kullanarak Bernstein
operatorlerinin integral tipli genellemelerini tanimlamis ve yaklasim 6zelliklerini
incelemistir. Temel olarak Durrmeyer ve Kantorovich tipli genellemeler seklinde
ifade edilen integral tipli bu genellemeler, integrallenebilir fonksiyonlar uzaymdaki

yakinsakligin incelenebilmesinden ortaya ¢ikmuistir.

Bu ¢aligmada ise A = [—1, 1] x [—1, 1] karesel bolgesinde tanimli ve siirekli f(z, y)
fonksiyonlarina bagli iki degiskenli Bernstein-Kantorovich operatorleri tanimlanmis
ve baz1 yaklasim Ozellikleri incelenmistir. Tezde, iki degiskenli Bernstein-Kantorovich
operatdrlerinin A bdlgesinde bu fonksiyonlara diizgiin yakinsadigi gosterilmis ve
f fonksiyonun siireklilik modiillerinin 06zellikleri kullanilarak yakinsamanin hizi
hesaplanmistir. Tanimlanan iki degiskenli Bernstein-Kantorovich operatorleri ig¢in
Voronovskaya-tip teorem ispatlanmistir. Iki degiskenli Bernstein-Kantorovich
operatoriiniin her iki degiskene gore de diferansiyellerinin yaklasim 6zellikleri incelenmis
ve yakinsamanin diizgiin oldugu gosterilmistir. Iki degiskenli Bernstein-Kantorovich
operatorii i¢in Peetre’s K-Fonksiyoneli tanimlanmig ve bununla ilgili 6nemli bir
teorem ispat edilmistir. Daha sonra, iki degiskenli Bernstein-Kantorovich operatoriiniin
GBS (Generalized Boolean Sum) operatorii insa edilmis ve buna bagli olarak karisik
diizgiinlik modiilii tanimlanmustir. Karigik diizgiinliik modiili kullanilarak iki degiskenli
Bernstein-Kantorovich operatdriiniin GBS operatorii ile yaklagim hizi hesaplanmistir.
Lipschitz siifindan olan foksiyonlar i¢in operatoriin yaklagim 6zellikleri incelenmis ve
stireklilik modiilleri ile arasindaki bagntilar elde edilmistir. Son olarak farkli siirekli
fonksiyonlar i¢cin Maple programi kullanilarak grafik ¢izimleri ve niimerik tablolar elde

edilmistir.
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2. ONCEKIi CALISMALAR

Weierstrass (1885) 1n stirekli fonksiyonlara polinomlar yardimiyla yaklagmanin
miimkiin oldugunu ispatlamasiyla yaklagim teorisinde ¢calismalar baglamistir. Weiestrass
tarafindan verilen bu teoremin ispati diger matematikciler tarafindan uzun ve karmasik
bulunmasiyla yeni ispat yontemleri arayisi baslamistir. 1912 yilina gelindiginde S.N.
Bernstein kendi adin1 verdigi

B,(f;x) = zn: <n>xk(1 —x)" R f <k> , neN, 0<zx<1,
o \k n
polinomlar dizisi ile siirekli bir f fonksiyonuna yaklagsmanin daha basit bir ispatini
vermistir (Bernstein (1912-1913)). Bernstein polinomlarini iireten lineer pozitif Bernstein
operatorleri temel alinarak bir ¢ok farkli operator kurulmus ve bunlarin farkl
genellestirmeleri yapilmistir. Glintimiizde hala bu operatorler kullanilarak g¢alismalar
yapilmaktadir. Bernstein operatorlerinin kurulmasinin ardindan Kantorovich (1930), [0, 1]

araligi lizerinde integrallenebilir f fonksiyonlari i¢in

Rt = 003 (et oyt [ poan

k=0
biciminde tanimh K, operatorlerini tanimlamistir. K, operatorlerine Kantorovich

operatorleri denilmektedir.

Chlodovsky (1937), Bernstein operatorlerinin sinirlarint  sonsuz araliklara

Co(f:z) = kz:) (Z) (g‘;)k (1 - bi)n_kf (ibn> . neN

Bernstein-Chlodowsky operatorleri adi verilen C), operatdrlerini tanimlamistir. Burada

genisleterek

0 <z < b, ve (b,) asagidaki kosullar1 saglayan pozitif terimli artan bir reel say1 dizisidir:
. . by
lim b, =occ lim — = 0.
n—oo n—oo n
Mirakyan (1941), [0,00) yar1 ekseninde Bernstein polinomlarindan yararlanarak
agirlikli uzayda f siirekli fonksiyonlar1 i¢in

Su(fix) =€ i (n,f!)kf <k> :

k=0 n

3
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Sy, operatdriinii tanimlamistir. Daha sonra bu operator Favard (1944) ve Szasz (1950)
tarafindan ele alinmis ve bir takim yaklasim 6zellikleri incelenmistir. Bunun iizerine bu
operator Favard-Szasz-Mirakyan operatorii olarak adlandirilmistir. Yukarida bahsedilen
lineer pozitif operatorler kurulduktan sonra bu operatorlerin f siirekli fonksiyonuna
yaklasimi problemi incelenmistir. Bu yaklasimin diizglin olmas1 i¢in gerekli kriterler
ispatlanmaya calisilmistir. Popoviciu (1951), Bohman (1952) ve Korovkin (1953)
birbirinden habersiz sekilde bu teoremi ispatlamistir. Ancak bu iic matematik¢iden P.P.
Korovkin problemin ¢oziimiine daha biiyiik katkilar sunmus ve lineer pozitif operatdrler
ile yaklagim teorisinde ¢aligmalar1 bir adim daha 6ne gotiirmiistiir. P.P. Korovkin ispatinda
[a, b] kapal1 araliginda tanimli ve siirekli f fonksiyonuna lineer pozitif operatorler dizisi
ile diizgiin yaklasmak icin gerek ve yeter kosul olarak test foksiyonlar1 adi verilen 1,
t ve t* fonksiyonlarinin operator altinda sirastyla 1, x ve z? fonksiyonlarma diizgiin

yakinsamasinin yeterli oldugunu gostermistir.

Yukarida bahsedilen Korovkin teoreminin ispatinin ardindan lineer pozitif
operatorler ile yaklasim teorisindeki c¢alismalar hiz kazanmis ve farkli lineer pozitif

operatorlerin liretilmesine yardimci olmustur.

Baskakov (1957), [0,00) araliginda tanimli ve Mirakyan (1941) deki ile aym

kosullar1 saglayan f fonksiyonlari i¢in

I & (n+k-1 z \" e (F
Vn(f;rc)zwgo< k )(:c+1> f(ﬂ)

V., Baskakov operatorlerini tanimlamis ve yaklasim ozellikleri {izerine incelemeler

yapmustir.

Daha sonraki yillarda Meyer-Konig ve Zeller (1960) tarafindan Meyer-Konig-Zeller
operatori, Durrmeyer (1967) tarafindan [0, 1] araliginda integrallenebilir fonksiyonlar i¢in

Durrmeyer operatdrii tanimlanmustir.

Stancu (1968), 0 < a < 3 i¢in Bernstein operatoriiniin bir genellemesi olan

PEO (fia) = 3 (Z)sck(l )ty (’”“) . neN

= n+

Bernstein-Stancu operatoriinii tanimlamistir. Buradan goriildiigi gibi o = § = 0 olmas1

halinde P{*?) operatrii Bernstein operatdriine doniisiir.

4
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Bleimann ve ark (1980) tarafindan Bleimann-Butzer-Hahn operatorii ve baska diger
operatorler de tanimlanmis ve bu operatorler kullanilarak bir cok genellestirmeleri elde

edilmisgtir.

Abel (1998) calismasinda Kantorovich operatdrlerinin asimptotik yaklagimim
incelemistir. Kivinukk ve Metsmagi (2011) ise Kantorovich operatorlerini sinirli salinimli

fonksiyonlar i¢in ele alip salinimlarini arastirmistir.

Lineer pozitif operatorler teorisinde ele alinan operatdrler farkli fonksiyonlar ve
farkli uzaylarda tanimlandig1 gibi bu operatorlerin iki degiskenli fonksiyonlar ic¢in de
genellemeleri yapilmistir. Biiyiikyazic (1999) tez ¢aligmasinda [0, 1; 0, 1] birim karesinde
iki degiskenli f(z,y) fonksiyonlar1 i¢in

n m

Bum(f; 2, 5) = zzf( )c’ccw 2y (1= )

k=0 j=0

Bernstein polinomlarini tanimlamis ve yaklasim 6zelliklerini incelemistir.

Iki degiskenli fonksiyonlar igin lineer pozitif opartdrlerin tanimlanmasi konusunda
yapilmis en ¢ok bilinen ¢alismalardan biri de Volkov (1957)’un yapmis oldugu “On the
convergence of sequences of linear positive operators in the space of continuous functions

of two variable” baslikli ¢galismasidir.

Acikgdz ve Araci (2010), Biiyiikyazici ve Ibikli (2004), Butzer (1953) ve Stancu
(1963) calismalarinda, iki degiskenli fonksiyonlar i¢in Bernstein polinomlarinin farkli

genellemelerini tanimlamiglar ve yaklasim 6zelliklerini incelemislerdir.

Izgi (2009), calismasinda iki degiskenli fonksiyonlara Gamma operatorleri
ile yaklasimi ele almistir. Izgi (2012), Szasz-Mirakyan ve Durrmeyer-Chlodowsky
operatdrlerinin bir kompozisyonunu olusturmus ve yaklasim o6zelliklerini aragtirmistir.
Izgi ve Biiyiikyazic1 (2006), Bernstein-Chlodovsky polinomlar1 ile iki degiskenli

fonksiyonlara yaklagimi ¢caligmislardir.

Lineer pozitif operatorler teorisi calisilmaya baslandigindan beri operatorlerin
farkli genellestirmeleri ve modifikasyonlar1 yapilmis, fonksiyonlarin tanimlandigi uzaylar
degistilmis ya da farkli bolgeler veya yiizeyler iizerinde yaklasimlar incelenmistir. Bu

genellestirmelerden biri de operatorlerin g ve (p, ¢)-analoglarinin tanimlanmasidir.

5
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Acu ve Muraru (2015), calismasinda iki degiskenli fonksiyonlar i¢in Bernstein—

Schurer—Kantorovich operatoriiniin g-analogunu tanimlamistir.

Acar ve ark. (2016) ise (p, ¢)-Baskakov operatoriiniin Kantorovich modifikasyonu

lizerine ¢alismalar yapmustir.

Karahan ve izgi (2018) ¢aligmalarinda genellestirilmis g-Bernstein ve (p,q)-
Bernstein polinomlarini tanimlamis ve yaklagim 6zelliklerini inceleyerek Voronovskaya-

tip teorem ispatlamiglardir.

Agraval ve ark. (2015), ¢-Bernstein—Schurer—Kantorovich operatoriinii iki

degiskenli fonksiyonlar i¢in ele almistir.

Mishra ve Pandey (2016), (p,q)-Kantorovich—Stancu—Schurer operatoriiniin

Chlodowsky varyanti lizerine ¢alismistir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

Tezin bu boliimiinde, Arastirma Bulgular1 ve Tartigsma boliimiinde kullanilacak olan

temel tanim ve teoremler hakkinda bilgiler verilmistir.

3.1. Bernstein Polinomlari

1912 yilindan beri matematigin bir¢cok alaninda kullanilan ve calisilmaya hala
devam edilen Bernstein polinomlar1 a ve b pozitif sayilar, n bir dogal say1 olmak tizere
(a + b)" ifadesinin Binom formiiliine dayanmaktadir.

(a+b)"=>" (n) akprF
im0 \F
formiiliinde = € [0, 1] olmak iizere @ = z ve b = 1 — x alinirsa
= Z " (1 — )"
iz \F

esitligi bulunur. Bu esitlik Bernstein polinomlarinin temelini olusturur.

k

n

f, [0, 1] kapali araliginda taniml ve siirekli bir fonksiyon olsun. Bu f fonksiyonu
noktalarinda bilinen degerler aliyorsa o halde,
=~ (1) nek g F
B,(f;z) =Y (1 —z)" " f
o \k
ifadesine Bernstein polinomlar1 denir. Buradan goriilmektedir ki; her belirli n sayisina

karsilik B,,(f; ), n. mertebeden bir polinomdur.

Bernstein polinomlar1 tanimlandiktan sonra 1930 yilinda Kantorovich, Bernstein
polinomlarindan yola ¢ikarak kendi adin1 verdigi Kantorovich operatdrlerini

tanimlamastir.

n dogal say1 olmak iizere f € L4[0, 1] i¢in
< /n e
Rt = 00 3 (et oyt [ s

k=0 n+1

seklinde tanimlanan K, : L;[0, 1] — C]0, 1] operatériine Kantorovich operatdrii denir.

7
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Daha sonra Kantorovich operatoriiniin farkli genellestirmeleri yapilmis ve yaklasim

ozellikleri ¢aligilmistir.

Bu tez ¢alismasinda ise Bernstein ve Kantorovich opertoriiniin birlesiminden olusan
genellestirilmis iki degiskenli Bernstein-Kantorovich operatorii incelenmistir. Operatoriin

tanimi ve Ozellikleri daha sonraki boliimde verilecektir.

3.2. iki Degiskenli Fonksiyonlar Uzay:

Tamm 3.1 X,Y C Rolmakiizere f : X xY — R, f: (x,y) — z bi¢iminde tanimli
fonksiyonlarmn olusturdugu sinifa X XY iizerinde tanimly iki reel degiskenli ve reel degerli
fonksiyonlar sinifi denir. G = X X Y olarak isaretlenirse G iizerinde tanimli ve stirekli

Sonksiyonlar simifi C(QG) ile gosterilir ve bu uzay iizerinde norm

Il = sup_|f(z.y) 6D

(zy)€

biciminde tanimlanir.

Tamm 3.2 A, B, C ve D reel sayilarve G' = [A, B]x[C, D] olmakiizere C(G') uzayinda
norm

n = ma x, 3.2
| fllew@r (M)GXGU( y)| (3.2)

bigiminde tamimlanwr. Burada C(G') ile simrli kapalr bolgede tanimli stivekli fonksiyonlar

uzayr gosterilmektedir.

Tanim 3.3 s iki indisli bir fonksiyon dizisi olmak iizere
s:NxN—= C(G)
s:(n,m) = fum

biciminde tanimlanir.

Tamm 3.4 f,,,,, C(G') de taniml1 bir fonksiyon dizisi olmak iizere

lim || fum — fllo@y =0 (3.3)

n—00
m— o0

esitligi saglaniyorsa, o halde f,,, fonksiyon dizisi G’ bélgesinde f siirekli fonksiyonuna

vakinsaktir denir.
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Tamm 3.5 Eger Ve > 0veV(z,y) € G’ iginn,m > N iken

| fam(2,y) — fz,y)| < e (3.4)

olacak sekilde IN = N(e) sayist varsa, fpm fonksiyon dizisi G' bélgesinde f

fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir denir ve f,,, = f, n,m — oo ile gosterilir.

Gosterilebilir ki C'(G”) uzayinda (3.1) normuna gore yakinsaklik ile diizgiin yakinsaklik
cakismaktadir; yani,

lim ||fnm — f”c(gl) =0 G de fnm = f (35)

n—r00
m—o0

dir.

Gergekten; Tanim 3.5 ten Ve > 0 verildiginde n, m > N olmak tlizere G’ bolgesine
ait tim (z,y) noktalari igin (3.4) esitsizligi saglanacak sekilde bir N = N(e) sayisi
bulunursa ( f,,,) dizisi f fonksiyonuna G’ bolgesinde diizgiin yakinsaktir. Kabul edelim
ki (3.4) esitsizligi saglansim. Bu durumda, (3.4) esitsizligi tim (x,y) € G’ noktalari i¢in

saglandigindan, n, m > N oldugunda

max |fam(z,y) — f(, <e€
(W)GG,If (z,y) = f(z,y)]

esitsizligi saglanir. Bu ise (3.2) normuna gore n, m > N i¢in

anm - fHC(G’) <€ (3-6)

esitsizliginin dogru oldugunu gostermektedir. Dolayistyla ( f,,,,) dizisi G’ bolgesinde f
fonksiyonuna diizgiin yakinsak oldugunda her ¢ > 0 sayisina gore dyle bir N = N(e)
sayist bulunur ki n,m > N icin (3.7) esitsizligi saglanir. Bu ise (3.3) esitsizliginin

saglandigini gostermektedir ve ifadenin yeterlilik kismi1 ispatlanmais olur.

Simdi gereklilik kismini ispatlayalim. Kabul edelim ki (3.3) saglansin. O halde
limitin tanimindan Ve > 0 verildiginde 6yle bir N = N (¢) sayist bulunur ki n,m > N
i¢in

max |fam(x,y) — f(z,y)| <€
(max, | fam (2, y) — [(2,9)]
esitsizligi saglanir. Bu durumda G’ bolgesinde olan tim (x,y) noktalari igin (3.4)

esitsizligi saglanir. O halde ( f,,,,) fonksiyon dizisi G’ bolgesinde f fonksiyonuna diizgiin
yakinsaktir. Boylece (3.5) ifadesi ispatlanmis olur.

9
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3.3. Siireklilik Modiilii ve Ozellikleri

Siireklilik modiilii ilk olarak 1966 yilinda Lorentz tarafindan tanimlanmistir.

Tanmm 3.6 [ C R simrl bir aralik ve f : I — R simirli bir fonksiyon olsun. Herhangi
bir 6 > 0 icin
w(f;0) :==w(0) = sup |f(x)— f(?)] (3.7)

lo—t]<6
x,tel

bi¢iminde tanimlanan fonksiyona, f fonksiyonunun siireklilik modiilii denir.

d > 0 ig¢in w(d) nin, ¢ degiskenine gore pozitif bir fonksiyon oldugu (3.7) ifadesinden

goriilmektedir. Siireklilik modiiliiniin baz1 6zelliklerini veren lemmay1 ifade edelim.

Lemma 3.7 [ C Rsuurh bir aralik ve f, I iizerinde tanimli ve sinirly bir fonksiyon olsun.
O halde f fonksiyonunun siireklilik modiilii olan w(6) fonksiyonu asagidaki ézellikleri

saglar.

i. w(d), 6 > 01n monoton artan bir fonksiyonudur.
ii. m € Niginw(md) < mw(9).
iii. A > 0igin w(A) < (1 4+ Nw(9).

. f € C(I) simrl fonksiyon ise lims_,o+ w(0) = 0.

=

f € C(I) surl ve diizgiin stirekli fonksiyon < lims_,o+ w(0) = 0.

vi. w(0) =0« f = sabit.

w(d2) w(d
5

Vii. 01 < 0y tken . < QTI) dir. Buradan [ hemen hemen her yerde sabit olmadik¢a

limg_,o+ @ > 0dw.
viii. (0,,) stfira yakinsayan pozitif terimli bir dizi ve Cy, f fonksiyonu ve (9,,) dizisine

bagl bir sabit olmak iizere w(6,) > C'd, dir.

Simdi iki degiskenli fonksiyonlar i¢in siireklilik modiillerini tanimlayalim ve bazi

Ozelliklerini inceleyelim.

10
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Tamm 3.8 f fonksiyonu A = [—1,1] x [—1, 1] karesi iizerinde tamimh ve siirekli bir

fonksiyon ve § > 0 olmak iizere

w(f;0) = \/%g |f(z1,91) — f(22,92)] (3.8)

(z1,91),(z2,y2)€EA

fonksiyonuna f fonksiyonunun tam siireklilik modiilii denir.

Simdi siireklilik modiiliiniin sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi 6zelliklerini

verelim.

Lemma 3.9 w(f;0), 6 degiskeninin bir fonksiyonu olmak iizere:

1. w(f; ) negatif olmayan monoton artan bir fonksiyondur.
2. w(f;0) =0« f = sabit.

3. limg g+ w(f;0) =0.

Ispat.

1. w(f;0) fonksiyonu, (3.8) tanimindan goriilldiigii gibi negatif fonksiyon degildir.

Monoton artan oldugunu gostermek i¢in d; < d5 kabul edersek,

Uy = {(z1,51), (22,92) € A: \/(901 —y1)? + (v2 — y2)* < 41}

ve

Uy = {(z1,11), (22,52) € A: \/(Il —y1)? + (22 — y2)? < 02}

olmak iizere W; C W, olacagindan ve kiime genisledikge maksimum

azalmadigindan dolay1
w(f;d1) < w(f;02)
elde edilir.

2. C keyfi bir sabit say1 olmak iizere f(x,y) = C olsun. Bu durumda (3.8) den
w(f;0) = 0 bulunur. Diger taraftan w(f; d) = 0 ise bu durumda

max |f(z1,91) — f(w2,92)| =0

vV (@1—y1)2+(z2—y2)2 <6

(z1,91),(®2,y2) €A

11
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olur. O halde, | f(x1,y1) — f(xa, y2)| = 0 ve boylece f(x1,y1) = f(x2,y2) bulunur.
(x;, y;) noktalar1 A karesel bolgesinin keyfi noktar1 oldugundan f in sabit fonksiyon

oldugu gosterilmis olur.

3. f fonksiyonu A karesel bolgesinde siirekli ve A kapali oldugundan f fonksiyonu
A da diizgiin siireklidir. Oyle ki, Ve > 0 igin yalnizca € a bagh bir §; vardir dyle ki
\/(1:1 —11)%2 + (22 — y2)? < 67 oldugunda

|f(zr,01) — f2,92)| <€

kalir.

5 — 0T oldugundan § < ¢; segilebilir ve boylece \/(961 — 1)+ (22 —y2)2 < 0

esitsizliginden \/ (1 —11)% + (22 — y2)? < 9 elde edilir ve bu durumda da (3.3.)
esitsizligi saglanir. Boylece
max |f(z1,91) — [z, 92)| <€
\ (@1—y1)2+(xg—y2)2<8
(z1,y1),(z2,y2)€EA

olur. Yani, w(f;0) < e elde edilir.

OJ
Lemma 3.10 n € N olmak tizere
w(f;nd) < nw(f;0)
esitsizligi saglantr.
Ispat. h > 0 olmak iizere x; = x + h, x5 = x, y1 = y + h ve yo = y segilirse
(xlayl) = ('CL' + h7y + h‘): (:UZ) y2) = (x,y) 1Q1n
\/(fl — )%+ (32 — 12)2 = V2h
elde edilir. Bu durumda (3.8) tam stireklilik modiilii tanimindan
w(f;0) = max |f(z +h.y+h) = f(z,y) (3.9)
V2
(z,y)EA

yazilir. Boylece

12
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bulunur. Son ifadede h yerine nh yazilirsa

w(f;nd) = max |f(x +nh,y +nh) — f(z,y)] (3.10)

h<7

(z,y)€A

esitligi elde edilir. (3.10) esitliginin sag tarafindaki fark ifadesi ele alinirsa

f(x +nh,y +nh) — f(z,y)
= f(x +nh,y+nh) — f(x + (n—1)h,y+ (n — 1)h)
flx+(n—1Dh,y+ (n—1)h)— f(xr+ (n—2)h,y + (n —2)h)
(x+(n—=2)h,y+ (n—2)h) — ...+ f(x+h,y+h)+ f(z,y)
= zn:[f(:z: +kh,y+kh) — f(xr+ (k= 1)h,y+ (k — 1)h)]
k=1
bulunur. Son esitligin her iki tarafindan mutlak deger alinirsa
|f(x+nh,y+nh)— zn: flx+Ekh,y+kh)— f(x+ (k—1)h,y+ (k—1)h)|

esitsizligi elde edilir. Son esitsizlikte V(z,y) € A noktalarina ve h < % esitsizligini

saglayan h degerlerine gére maksimum alinirsa (3.9) ve (3.10) ifadelerinden
alf5n) £ 3 w(f30) = nalf:0)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmustir. |

Lemma 3.11 Herhangi bir A\ > 0 sayisi igin

w(f;A0) < (A + Dw(f;9)

esitsizligi saglanir.

Ispat. [|\|] ile A sayisinin tam kism1 gdsterilsin. Bu durumda tam deger tanimindan
Al <A< [[A]+1
esitsizligi yazilabilir. w( f; §) fonksiyonu monoton oldugundan
w(f;A0) < w(f; (1Al + 1)d)
elde edilir. [|A|] 4 1 sayist bir tam say1 oldugundan Lemma 3.10 dan
w(f5 (1A +1)8) < ([[A] + Dw(f39)

13
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bulunur. Boylece son iki esitsizlikten
w(f; A0) < ([[Al] + Dw(f39)
elde edilir. Burada [|A|] < A oldugu kullanilirsa istenen esitsizlik elde edilmis olur. [

Asagida f fonkslyonuna gore kismi siireklilik modiillerinin tanimlar1 verilmistir.

Tanim 3.12 f, A karesel bolgesinde siirekli fonksiyon ve 6 > 0 olmak tizere

W (f:0) = max _|f(z1,y) = f(2,9)| (3.11)
|z —22|<8

ve

wA(f;0) = max |f(y) = f(z,9)] (3.12)
ly1 —y2[<8

fonksiyonlarina sirasiyla [ fonksiyonun x ve vy degiskenlerine gore kismi stireklilik

modiilleri denir.

Tam siireklilik moduliinde oldugu gibi kismi siireklilik modiilleri de ayni 6zellikleri

saglamaktadir.

Tamm 3.13 f fonksiyonu A karesel bolgesinde tanmimli ve (z1,y1), (x2,ys) bu bolgede
keyfi noktalar olsun. Eger f fonksiyonu,

|f(z1,01) — f(z2,2)] < C ((371 - 962)2 + (1 — y2)2)% , O<ax<l1 (3.13)

kosulunu saglarsa bu durumda f fonksiyonuna A iizerinde Lipschitz kosulunu saglar yada
Lipa sinmifindandir denir. Burada C' Lipschitz sabiti olarak adlandirilan keyfi bir sabit

sayidir.

Tamm 3.14 f fonksiyonu A karesel bolgesinde tamimlive (1, y), (x2,y) bu bolgede keyfi

noktalar olsun. Eger f fonksiyonu,
Fany) = flaay)| < Clo—ml7, 0<a<1 (3.14)

kosulunu saglarsa bu durumda f fonksiyonuna A iizerinde v degiskenine gére Lipschitz
kosulunu saglar ya da v degiskenine gore Lipa siifindandir denir ve f € Lip,«
seklinde gosterilirv. Benzer sekilde (z,v1), (x,ys) bu bolgede keyfi noktalar olsun. Eger
f fonksiyonu,

|f(z,y1) = f(z, )] < Clyn — o, 0<a <1 (3.15)

14
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kosulunu saglarsa bu durumda f fonksiyonuna A iizerinde vy degiskenine gore Lipschitz
kosulunu saglar ya da y degiskenine gore Lipa simifindandir denir ve f € Lip,o seklinde

gosterilir.

(3.13) esitsizliginden,

lim |f(z1,91) — fz2,92)] =0

(z1,91)—(22,y2)

elde edilir ve boylece A tizerinde f € Lipa ise, V(x1,y1), (z2,y2) € A igin

lim flx1,11) = f(x2, ¥2)

(z1,91) = (z2,y2)

olmasindan f fonksiyonunun A {izerinde siirekli oldugu goriiliir. Benzer sekilde f
fonksiyonunun A iizerinde f € Lip,a ve f € Lip,a olmasi durumlarinda da sirastyla =

ve y degiskenine gore siirekli olduklar gosterilebilir.

Tam stireklilik modiiliiniin (3.8) formiiliinde (3.15) Lipschitz kosulu yerine yazilirsa

w(f;0) = max |f(z1,91) — f(22,92)]
\V (21 —y71)2+(zp—y2)2<6

(z1,y1),(x2,y2) €A

<C max (($1 —x9)? + (11 — 92)2)

vV (@1-y1)2+(wg—y2)2 <8

(z1,y1):(z2,y2)€EA

< Co%,

L[

elde edilir. Dolayisiyla f € Lipa ise
w(f;0) < C6* (3.16)

esitsizligi dogrudur. Benzer sekilde (3.11) ve (3.12) kismi siireklilik modiillerinin

tanimlarindan f € Lip,a ve f € Lip,o oldugunda sirasiyla,
w(f;0) < Co” (3.17)

Ve

w?(f;0) < Co~ (3.18)
esitsizliklerinin dogru oldugu goriiliir.

Ayrica tam ve kismi siireklilik modiillerinin tanimlarindan A karesel bolgesinin

keyfi noktalarinda

15
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|f(@1,91) — f(2,92)] Sw (3 \/(551 —y1)* + (22— 92)2> (3.19)
f(21,y) — fz2,9)] <0 (f; |21 — ) (3.20)
|flzoyn) = Fla,y2)| < w® (f ly — val) (3.21)

esitsizliklerinin dogru oldugu agiktir.

3.4. Lineer Pozitif Operatorler

Bu boliimde operator teorisinin temel tanim ve teoremleri ifade ve ispat edilmistir.

Tamm 3.15 X ve Y fonksiyon uzaylari ve G C X olsun. G nin her bir elemanina Y nin

bir elemanini karsilik getiren kurala G den'Y ye bir operatér veya doniigiim denir.

G den Y ye tanimlanan A operatérii A : G — Y ile gosterilir. G kiimesine operatoriin
tanim kiimesi denir ve G = D(A) ile gosterilir. € G elemanlarinin A(x) € Y operator

altindaki goriintiilerinin olusturdugu kiimeye de A operatdriiniin deger kiimesi denir ve
R(A) = {y €Y :y=Ax),z € D(A)}

seklinde ifade edilir.

Tamm 3.16 A : ©(A) C X — Y ve X, Y bir K cismi iizerinde tanimli lineer uzaylar,

D(A) lineer alt uzay olmak iizere asagidaki iki kogul saglansin:

i. Yoy, m9 € D(A) igin A(xy + x3) = A(xq) + A(),

ii. VA e K Vo € D(A) igin A(A\z) = NA(x) .
Bu durumda A operatoriine lineer operator denir.

Baska bir ifadeyle, A operatorii Vay, o € D(A) ve A1, A2 € Kigin
A()\ll’l + /\2.172) = >\1A(ZE1) + )\QA(ZL’Q)
esitligini sagliyorsa A operatoriine lineer operator denir.
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Bu tezde X ve Y lineer uzaylar1 fonksiyon siniflari olarak diisiiniilmiistiir. Bunun
i¢cin tanim kiimesi U olan fonksiyonlar sinifi X ve tanim kiimesi V' olan fonksiyonlar
smift Y olsun. A : X — Y operatorii i¢in f € X fonksiyonunun, A operatorii altindaki

goriintlistinlin bir x € V' noktasindaki gosterimi

A(f(t); ) = g()

bi¢imindedir. Kolaylik olmasi i¢in A(f; ) = g(z) yazilabilir.

Tamm 3.17 A : X — Y operatorii, her negatif olmayan f fonksiyonu icin
A(f;2) >0, zeV

kosulunu saglyorsa A operatériine pozitif operator denir.

Boylece hem lineer hem de pozitif olan operatore lineer pozitif operator denir.

Ayrica lineer pozitif operatdrler monoton artandir. Gergekten; Vi € U ve f1, fo € X
icin f1(t) > fao(t) olsun. Bu durumda f;(t) — f2(¢) > 0 olur. Boylece A lineer pozitif
operator ise

A(fr — fo;2) > 0= A(fi;2) — A(fa;2) > 0

olur. O halde
A(fi;2) = A(fo; ) (3.22)

elde edilir.
Her t € U igin, A lineer pozitif bir operatér olmak {izere
=[f@ < f@&) < [f(0)]
esitsizligine A operatorii uygulanirsa
—A([fliz) < A(f;2z) < A(|fl:z)

bulunur ve bdylece

|A(fix) | < A([fli2)
elde edilir.
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Tamm 3.18 X ve Y normlu lineer uzaylar, X ve'Y iizerindeki normlar swraswyla ||.|| x ve

|||y ile gosterilsin. A : X — 'Y lineer operator olsun. Bu durumda eger

ANy < ClIfllx

esitsizligini saglayan bir C' pozitif sayisi bulunuyorsa A operatériine sinirli operator

denir.

Bu kosulu saglayan C' sayilarinin infimumuna A operatoriiniin normu denir ve || Al x .y

ya da || Al| ile gosterilir.

3.5. Lineer Pozitif Operatorler icin Korovkin Teoremi

I1k olarak 1952 y1linda H. Bohman, toplam seklinde verilen lineer pozitif operatorler
dizisi ile [0, 1] araliginda tanimlanan siirekli bir f fonksiyonuna yaklasim problemini

incelemistir.

H. Bohman, z € [0,1], 0 < oy, < 1 olmak tizere, genel terimi

n

An(fa x) = Z f(ak,n)pk,n(x)7 pk,n(‘r) >0

k=0
olan dizinin [0, 1] tizerinde n — oo iken f fonksiyonuna diizgiin yakinsak olmasi i¢in
gerek ve yeter kosul
A,(thx) = 2", r=0,1,2 (3.23)
oldugunu ispatlamistir. Burada operatorlerin degeri f fonksiyonunun [0, 1] araligi

disindaki degerlerinden bagimsizdir.

1953 yilinda P.P. Korovkin Bohman teoreminin kosullarinin genel durumda da

gecerli oldugunu ispatlayan bir teorem vermistir.

Teorem 3.19 (A,) lineer pozitif operatirler dizisi (3.23) kosullarimi [a,b] araliginda
diizgiin alarak sagliyorsa, bu durumda tiim reel eksende sinirli ve C'a, b] ye ait olan her
bir f fonksiyonu icin

Au(fi0) = f(a)

olur.
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Korovkin teoreminin ispatina bir ¢ok kaynaktan ulagsmak miimkiindiir.

1962 yilinda Baskakov, Korovkin teoremindeki kosullardan biri olan f
fonksiyonunun tiim reel eksende smirli olmasi kosulunun yerine, My, f fonksiyonuna

bagli bir sabit say1 olmak iizere, Vo € R i¢in
[f(@)] < My(1+2%) (3.24)
kosulunun saglanmasi durumunda da diizgiin yakinsamanin olacagini ispatlamistir.

1995 yilinda Akif HACIYEYV, Korovkin teoreminin yalnizca R uzayinda degil aynm

zamanda R uzayinda da gegerli oldugunu ifade ve ispat etmistir.

Teorem 3.20 D C R™ simirli bir bélge olmak iizere Cy(D) ile D bolgesinde siirekli
ve tiim R™ uzayinda simirli olan reel degerli fonksiyonlarin uzayr gosterilsin. Eger (A,,)

lineer pozitif operatérler dizisi, K C D kompakt bélgesinde n — oo igin

A(Liz) = 1
An(ftfs2) = |zl

(m + 2) sayida kosulu sagliyorsa, bu durumda keyfi f € Cy(D) fonksiyonu i¢in K

tizerinde n — oo iken
An(f;2) = f(x)

olur. (3.25) kosullarindaki |x|* = Y7, 2 dir.

Ispat. Ve > 0,Vt € R™ ve Vo € K igin f fonksiyonu sinirlh oldugundan |f(z)| < M
olacak sekilde bir M > 0 sayis1 vardir. O halde x,t € K i¢in

f(t) = f(2)] < 2M (3.26)

olur. f siirekli fonksiyon oldugundan her € > 0 i¢in 6yle bir § > O vardirki,z € K,t € R

ve |t — x| < J igin

1f(t) = flx)] < e (3.27)

bulunur. 2 (t — z)? > 0 oldugundan (3.27) esitsizliginin sag tarafina eklenebilir. Bdylece
2M

|f(t) = flz)] < €+?(t—$)2 (3.28)
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elde edilir. Lineer pozitif operatorlerin 6zelliginden
Au(F(0);2) = S| < 1ALFD) — Fla)sal + | F@lI AL 2) 1
< A7) — £ ) + 7@ Au(152) 1]

<ot B At aPia) + 1 @)|AML2) 1

2M s
< e+ —Q{An(\tﬁ x)—2 Z Ayt o) + |2* A (15 2)}

0 k=1
+ [f(@)|[An(1;2) — 1

52
+ 12 [An(Ly2) — 1} + | f(2)||An(L; 2) — 1]

elde edilir. (3.25) kosullarindan n — oo ve Vax € K igin son esitsizligin her iki tarafindan

limit alinirsa | A, (f(t); ) — f(x)] = 0, yani A,(f(t); ) = f(x) bulunur. O

Yukarida ispati verilen teoremin kosullarindaki f fonksiyonunun tim R™ uzayinda sinirl

<o A, ePia) — 2 -2 i £l Aty ) — 2]

olmasi kosulu yerine f fonksiyounun
()| < Mp(1+ |zf?) (3:29)

kosulunu saglamasi da yeterlidir. Burada My, f fonksiyonuna bagli sabit sayidir.

Teorem 3.21 Cy, (D), D C R™ sumrly bolgesinde siirekli ve tiim R™ de (3.29) kosulunu
saglayan foksiyonlarin sinifi olmak iizere eger, (A,) lineer pozitif operatorler dizisi, K C
D kompakt bolgesinde n — oo iken (3.28) kosullarint sagliyorsa, bu durumda herhangi
f € Cy, (D) igin K iizerinde n — oo iken

An(f;2) = f(2)

olur.

Ispat. Teoremin hipotezinden f € Ch,; (D) olsun. Bu durumda f siirekli oldugundan
streklilik tamimindan Vz,y € D ve Ve > 0 igin |t — x| < 0 oldugunda | f(t) — f(x)| < €
olacak sekilde bi 6 > 0 sayis1 vardir. t € R™ ve x € K olmak tizere |t — z| > § olsun.
Bu durumda (3.29) kosulundan ekle ¢ikar yaparak
() = f(@)] < Mp(2+ |t + |2f)
= M2+ |t — 2> + 22(t — x) + 2|z|?)

S M2+ [t —af +2) ap(te — z) + 2[2]?)
k=1
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yazilabilir. Son esitsizligin sag tarafindaki ifadeye Cauchy-Schwartz esitsizligi

uygulanirsa

m

[F(t) = f@)] < Mp(2+ |t — 2l” + 2J indi(m —x1)? + 2J[*)

k=1

< M2+ |t — o + 22|t — 2| + 2]z?)

bulunur. |t — x| > § iken |t;§ ® > 1 olacagindan

2 2 2
1) = F@) < Mylt = af? (5 + 1+ Slal + —laf)

<&Qu—xﬁ@mﬁ+zﬂﬂ+3)

S5

M

5—2f|t — 2 (4]z]* + 40]a| + 6> + 3)

=t — 2 (Q2lz] +0)* +3)
ifadesi bulunur. x € K oldugundan, |z| < C olacak sekilde bir C pozitif sayis1 vardir.
Yukadaridaki son esitsizlikte esitsizligin sag tarfindaki ifade i¢in

C = % ((2C; + 6)% + 3) segilir ve siireklilikten dolay1 elde edilen ifade gdz 6niine
alinirsa, Vo € K ve Vt € R™ i¢in

f(t) = f(2)] < e+ Ot — z|?

bulunur.

Lineer pozitif operatorlerin 6zellikleri ve

it —z|? = [t|* — 2 Z Tty + |z)?
k=1

ifadesi birlikte degerlendirildiginde,

An(f(t);z) — f(z) = Au(f(t); ) — Au(f(2); ) + An(f(2); ) — f(2)
= A (f(t) = f(x);2) + f(2) (An(l;2) — 1)
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esitliginin her iki tarafindan mutlak deger alinirsa,

An(f(t);2) — f()]

< A (f(8) = f@);2)| + [F(@)]] (An(1;2) = 1) |
< A1 f(8) = @) 2) + [F(@)]] (An(1;2) = 1) |
< e+ CA, (|t — 2l 2) + | f(@)]] (An(132) — 1) |

<erC (An<|tr2;x> oS m A () + |x|2An<1;x>) @) (An(diz) — 1))

k=1

<e+C (An (|t|2. — |x| ) —2 Zf’fk w(te; @) — ) + |x|2An(1;x)>

+ @) (An(1;2) = 1) |
esitsizligi elde edilir. Burada (3.25) diizgiin yakinsaklik kosullar1 degerlendirildiginde K

tizerinde n — oo iken
|An(f(t);2) — f(z)| =0,
yani,

An(f(t);2) = f(2)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. U

Asagida 1957 yilinda Volkov tarafindan lineer pozitif operatorler i¢in verilen teorem

ifade edilmistir.

Teorem 3.22 A, lineer pozitif operatorler dizisi i¢in

lim, ([ Anm (132, y) = Lo =0

m— o0

lim [|Awm(ti;2,y) — zlox) =0

m— oo

Y [ A (823 2,9) = yllec) =0

m— oo

hm ||Anm(t2 + tan y) — (:E2 + y2)||C(X) =0

m— 00

kosullart saglansin. Bu durumda keyfi bir Cy(X) fonksiyonu igin

lim (| Awn(f;2,9) = f(@,9)]lox) =0

m— 00

olur.
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

Bu boliimde iki degiskenli Bernstein-Kantorovich operatorii tanimlanmis ve bazi
yaklasim oOzellikleri incelenmistir. Tanimlanan Bernstein-Kantorovich operatoriiniin
stireklilik modillerinin 6zellikleri kullanilarak yakinsaklik hizi hesaplanmistir. Maple
programi kullanilarak siirekli fonksiyonlar uzayina ait bazi fonksiyonlar i¢in grafikler ve

nlimerik deger tablolar1 elde edilmistir.

4.1. Operatoriin Tanimlanmasi

A =[-1,1] x [-1,1] olmak tizere f € C(A) igin

Etl 1 gJdtl

ZZaﬁnmxy " /m“_ F(t,u)dtdu, (4.1)

k=0 35=0 2n+1_1 2m+1_1

n+1m+1

D n,m(f 3 Ly y)
iki degiskenli Bernstein-Kantorovich operatorii (4.1) ile tanimlansin. Burada n, m € N

oed (x,y) = ok (x)el, (y) (4.2)

ve

i) = g () 0 1 = .

7ﬂa+yyu—yWﬂ

J

b = 3

seklinde tanimlanmistir. Oncelikle D,, ,,, operatdriiniin lineer ve pozitif operatdr oldugunu

gosterelim.
Lineerlik 6zelligi;
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Va, 8 € R ve A bolgesinde taniml1 V f, g fonksiyonu i¢in

Dym(af + Bg;x,y)
n+1m—|—1

= Z Z¢nm ,y)
k=0 37=0
21311 1 23@%*1
x T (af(t u) + Bg(t,w) dtdu
2k 1 Joli1
n—l—lm—i—l 20 -1 22—
—a Zngfz;gn (z,y / " Tt w)dtdu
=0 =0 2.k -1 Jaii1
n—|—1m+1 2bH 1 o ltl g
+8 M S [ [ (i
k=0 j=0 27%1*1 2051

= aDpm(f;2,9) + BDnm(g; 2, y)

esitligi saglandigindan D, ,,, lineer operatordiir.
Pozitiflik Ozelligi;

Vk,n,j,m € NveVx,y € A igin

Ve

oldugundan

wa(,y) = o ()l (y) = 0

elde edilir. Eger f > 0 ise

281 2 e |
f(t,u)dtdu > 0

2n+1_1 2m+1_1

olacagindan D, ,,, operatorii pozitiftir.

4.2. D, ,, Bernstein-Kantorovich Operatorii ile Yaklasim

Bu boliimde (4.1) ile tanimlanan D, ,,, Bernstein-Kantorovich operatdriiniin bazi
yaklasim 6zelliklerini gdsterdikten sonra siirekli bir f fonksiyonuna diizgiin yakinsadigin

gosteren teoremi ispatlayalim.

24



4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Done KARAHAN

Lemma 4.1 Y(x,y) € A ve Vn,m € N igin, (4.1) Bernstein-Kantorovich operatirleri

asagidaki esitlikleri saglar:

x
Dnm t’ s — — , 4.5
7 tzy) =z n+1 (4.5)
Yy
Dumlwi,y) =y = -7 4.6
7 (u ! y) Y m+1’ (4.6)
3nz?+a*—n—1 3my? 412 —m— L
Dnm t2 % ) =2 — 3 3, 4.7
R ariE YT (w1 (4.7)
Dy (£ + 0 ) =’ ® + 6n*2’® 4+ 3na® — 3n’x + 6n + Tna + 6na?
n,m u,x, = x° —
: Yy (n+1)3 ws)
+ 3 y* + 6m*y° +3my® — 3m’y + 6m + Tmy + 6my* "
! (m+ 1)3 )
Dy (t* +ut; 2, y) = 2 10n32* — 5n2zt + 10nzt — 21 + 6n32? + 6na?
n,m u;x, = _
10n%2? 4 4dnx — 3n* —4n — &
(n+1)* wo)
+ oyt — 10m*y* — 5m?y* + 10my" — y* + 6m®y® + 6my? .
’ (m+1)*
10m?y? + 4my — 3m* — 4m — &
(m+1)*

Ispat. Oncelikle (4.4) esitliginin saglandigim gosterelim:

Dy (12, y)
1 1 251 2R
:n+ Ezz(ﬁnmxy i / _+1 dtdu
k=0 j=0 2501 2t
_n+1m+1zz¢ 2 2
N =0 =0 m+1n—|—1
ZZZcbnmxy
k=0 j=0
1 nl m
=1.
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Done KARAHAN

(4.5) esitliginin saglandigini gosterelim:

Dyt 2,y)
1 1 -1 2
:n—|— m+ ZZgbnmxy i ,+1 tdtdu
k‘O]O ok 1 Jad 1
n—|—1m+1 2
k=0 j=0 m+
2 2
1 k+1 k
X — 2 * —1] =12 —1
2 n+1 n+1
2k +1
Sy gk ( +1—1)
k=0 j=0 n+
=2 72 (@ Zzasnmxy >3 k)
k:On j=0 kO]O kO]O
2 L | n(n — Dk

n+ 122 k(k—1)(n— k)
1

—1
+n—l—l
n 1 ™(n-1 1
_ 1 k4101 n—k—1
n+1%125<kz)(+$) A=a) s
n(l+ x) 1 1
1 1 " —1
2”—1(n+1)( +z+1-1x) +n—|—1
x
—
n+1
(4.6) esitliginin saglandigini gosterelim
Dy (u; x,y)
n—|—1m+1 Ui i T
722415,”” x,y) N udtdu
k=0 35=0 ntl 1
n—l—lm—i—l & 2
= > (@, y)
2 k=0 j=0 n+1
1 2 ; 2
s\ ) - ()
2 m—+1
_z”:i <2j+1_1>
k=0 j=0 m+1
=2 > = tnm(n,y) Z PILAMCRIEDS
k:O]:1m+1 iz k=0 j=
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esitliginde gerekli diizenlemeler yapilirsa

Dn,m<u;xay)
2 & o1 mim—1)l
=== D () D o (I+y) (1 —y)™
m+1;§) ];27"](1—1)'(77%—])'
+ ! 1
m+ 1
m 1 = (m-1 1
— 1 Jt+lq m—j—1 -1
e o (M Jusa
m(l+y) ~1 1
1 1—y)™ — =1
pm YL
D W
m+ 1
(4.7) esitliginin saglandigimi gosterelim:
Dy (t? + 0?2, y)
1 1 21 2l
-2 L+ S k) [ [T @ )t
k=0 j=0 2701 V21
1m+1 2 1((.k+1 \° k ’
:"Jr LH ZZ@lmxyif (2 + —1) —(2 —1)
k=0 j=0 m-+13 n+1 n+1
n+1m+1 2 1 j+1 )5 ( j >5
(2= —1) = (2—— -1
* ,;);ﬁb +13<< m + 1 m+ 1
1 SN 12k + 12k +4 12k +6
-3 et ( e
S o e S (n+1) n+1
1S3 1252 +12j +4 125 +6
+ 3 g G +3
4 n m
kO]O k:0]=0
T SS 6 (o) - —— 41
3(n+1)2 n+1koj0 nm(:9) n+1
m+12k 0j=0 21<; 0=0
4 LR 2
+ ——F+1
3(m +1)? m+1,;”z%¢ m+ 1
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8 n m
= k(k—1) +
4 2

+1

+3(n+1)2_n—|—1

8 n m
m+1222¢”mxy 1)+<(m—|—1) m+1>zz¢nm$?/

k=0 j5=2 k=0 j=1
4 2

T3mr1E mrl
_dn(n =11 +2)* 12 (n -2 k(1 oyn—k—2
— TR 2nZ< )(1+x) (1—x)
n4—4n)(1+z) 1 = (n—1 o A
(1 1) —nk:o k: )(1+x) (1—2) +
dm(m = 1)(1+y)* 1 2 (m —2
(m+1)2 2" 3 J

+1

4 +n—1
3(n+1)2 n+1

>(1 +y)(1—y)m 72

m(4—4dnm)(1+y) 1 T (m—1 , h 4 m—1
F 1 J 1= m—j
(m+1)2 2m &\ (1+9)'(1-y) T mr1e T mrl
_n(n—1)(1—1—230—1—:1:2)+n(2—2n)(1+:c)+ 4 N n?—1
B (n+1)? (n+1)? 3(n+1)2 " (n+1)2
+m(m—1)(1+2y+y2) m(2 —2m)(1+y) 4 N m? — 1
(m+1)2 (m+1)2 3(m+1)2  (m+1)?
:w2_3mc2+x2—n—é y2_3my2—|—y2—m—%
(n+17 (m+ 1y
Benzer sekilde (4.8) ve (4.9) esitliklerinin dogru oldugunu gosterebiliriz. U

Tamm 4.2 x5 (2,y) = Dpm((t—2)' +(u—y)*52,y) {i,k =1,2,...} ile tammlanan

ifadelere D, ,,, oparatoriiniin i ve k ya baglh merkezi momentleri denir.
Lemma4.1 den yararlanarak D, ,,, operatorii icin merkezi momentleri hesaplayalim.

Lemma 4.3 (4.1) ile tamimlanan D, ,, operatorii her (z,y) € A ve her n,m € N igin
asagidaki esitlikleri saglar:

322 —3nz? +3n+1

Dn,m((t - :L‘)2; z, y) = 3(n i 1)2 )

(4.10)

3y* — 3my? +3m + 1

Dn,m((u_y>2§$7y) = 3(m 1 1)? 5

(4.11)
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n?x* + Snat + 2t + 44na? + 20n%2? + 24n’x + 24n223
(n+1)*
24nx® + 20nx + 222 4 3n? 4 4n + é
(n+1)% ’

Dyt — )4 2,y) =

(4.12)

4 B m2y* + 8my* + y* + 44dmy? + 20m3y? + 24m>y + 24m2y3
Dn,m((u_y> ,x,y) - (m+1)4

n 24my? + 20my + 2y% + 3m? + 4m + %
(m+1)4

(4.13)

Ispat. Lemma 4.1. de (4.4)-(4.7) esitliklerini kullanirsak;

Dpon((t = 2)%2,y) = Dy (2 — 2t + 27); 2, y)
= Dpm(t?;7,y) — 20Dy (t;2,y) + 22Dy (1; 2, )

s dnat4a®—n—; T )
I VI A x("”_nﬂ)”
_ 32* —3nz®+3n+1
B 3(n+1)2

(4.10) esitligi elde edilir. Simdi (4.11) esitliginin dogrulugunu gosterelim:

Dy (u—9)* 2, y) = Dy (u? = 2uy + 4°); 3, y)

- Dn,mUt2; x, y) - ZyDn,m(u7 %?J) + yan,m(]-u x, y)
3my® +y> —m — 3 y
— 02 _ 3 —9 __d 2
Y (m + 1)2 y<y m+1>+y
3yt —3my*+3m+1

3(m+1)2
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(4.4)-(4.9) esitlerini kullanirsak;

Dn,m((t - $)4; €, y)
= Dmn((zf4 — 437 + 6% — Ata® + x4) T, Y)
= Dn7m(t4; T,y) — 495Dn7m(t3; z,y) + 6:1:2Dn,m(t2; x,y)

—42° Dy (t; 2, y) + 2" Dy (1 2, y)

o 10n3z* — 5n?zt 4+ 10n2* — 2t + 6n32? + 6na?

-t (n+ 1)

10n%2?% 4 4nx — 3n? — 4n — %

(n+1)*
_dp (953 _ 23 + 6n?z® 4 3nz® — 3n’z + 6n + Tnx + 6nx2>
(n+1)3
+ 622 (xz— S = A é) — 423 <x— ‘ > +
(n+1)2 n+1

n?zt + 8nat + 2t + 44na? + 20n22® + 24n’x + 24n2a2®
- (n+1)!

24nx® + 20nx + 222 + 3n? 4+ 4n + %

(n+1)*

elde edilir. Benzer sekilde (4.13) esitligini gosterim:

Diyn((u = y)* 2,y)

= D,L77n((7ut4 — dudy + 6uy? — duy® + y4) ST, Y)

= Dy (u";2,y) — 4y Dy (u?s 2,y) + 6y* Dy (u?; 2, y)
— 4y’ Dy (w; ,y) + y* Dy (152, 9)

o 10mPy* —5mPy* + 10my* — y* + 6mPy” + 6my?

(m+ 1)1
10m?y? + 4my — 3m? — 4m — 1
(m+1)*
—4 3 y® + 6m?y® + 3my® — 3m?y + 6m + Tmy + 6my?
y\y (m+ 1)
3my +y*—m—1 y
6 2 2 _ 31 -4 3( _ > 4
m2yt + 8myt + y* + 44my? + 20m2y? + 24m>y + 24m?y?
- (m+1)*
N 24my?® + 20my + 2y + 3m? + 4m + %
(m+1)*
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Lemma 4.4 vy € [—1,1] sabit bir sayi olmak iizere her (xy,y) € A icin pozitif bir
M (zo) vardir yleki n € N igin,

Dn,n((t - 150)4§ To,y) < My(o)(n + 1)72

esitsizligi saglanir.

Asagidaki teorem (4.1) ile tamimlanan D, ,, lineer pozitif operatdriiniin f

fonksiyonuna diizgiin yakinsadigini gostermektedir.

Teorem 4.5 f € C(A) ve tiim R? de sumrl olsun. O halde, (4.1) ile tammli D, ,,, lineer
pozitif operatorii n,m — oo iken A C R? iizerinde f fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir.

Yani,

lim ||Dn,m(f)x7y) r f”C’(A) = 0.

n—o0
m— oo

Ispat. D, ,,, lineer pozitif operatoriiniin n, m — oo iken C'(A) normuna gore siirekli
f fonksiyonuna diizgiin yakinsadigin1 gostermek i¢in Korovkin teoreminin sartlarini

sagladigin1 gostermek yeterlidir.
I1k olarak (4.4) esitliginden
[ Dnm(L;2,9) — 1oy =0
oldugu agiktir. O halde buradan

lim || Dy (152, ) — 1| ey =0

m— oo

elde edilir. Yani, n, m — oo iken D,, ,,(1; z,y) = 1 dir.

(4.5) esitligi kullanilarak

X
HDn,m(t;ﬂf,y) - xHC(A) = max |T — — ‘
anal o ontd
xr
= max |-
aEnl ont
1
<
“n+1

elde edilir. Buradan

lim || Dy (t;2,y) — 2llc@a) =0

m— oo
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oldugu bulunur. Yani, n, m — oo iken D,, ,,,(t; z,y) = x dir.

Yukaridaki islemlere benzer olarak (4.6) esitliginden

y
1D (s 2,y) —yllow = max |y — —=— - y’
—1<y<1
B Y
- e T
a5sl mT
1
< -
“m+1

elde edilir. Buradan

S [ Dy (w2, y) = yllew) = 0

m— 00

oldugu bulunur. Yani, n, m — oo iken D,, ,,,(u; x,y) = y dir.

Son olarak n,m — oo iken D, ,(t* + u% z,y) = x* 4+ y* oldugunu gosterelim.

(4.7) esitliginden

| Dy (82 + 122, y) — (2% + ) |low

3nz? +a22—n—1 3my? +y> —m — %
= max |z° — 5 3+y2— Yy Yy . 3—x2—y2
et (n+1) (m+1)
3na?+ a2t —n—5  3my*+y -—m—3
= max - 2 - 2
“isest (n+1) (m+1)
1 1
n+3 m+ 3

~ (n+1)? * (m+1)2
elde edilir. Buradan n, m — oo iken limit alinirsa
Lm (| Do (2 + w?2,y) — (2% + y7)[loa) = 0

bulunur. Yani, n, m — oo iken D, ,,(t* + u?; z,y) = 2% + y? dir.

Boylece Korovkin teoreminin tim kosullarinin saglandigi gosterilmistir ve adi

gecen teoreme gore Teorem 4.5 ispatlanmis olur. U

43. D, Bernstein-Kantorovich Operatoriiniin Siireklilik Modiilii ile Yaklasim

Hizinin Incelenmesi

Bu boliimde (4.1) ile tanimlanan D),, ,,, Bernstein-Kantorovich operatorii i¢in

|Dn,m<f§ z,y) — f(z,y)]
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ifadesinin f fonksiyonunun tam ve kismi siireklilik modiilleri arasindaki bagintiy1 elde

edelim.

Teorem 4.6 [ € C(A) ve w, WM ve w? f fonksiyonunun tam ve kismi siireklilik

modiilleri olsun. O halde ¥(x,y) € A i¢in asagidaki esitsizlikler dogrudur:

[ Do 5 9) = 1 oy <2 (W (f; |+ (f; \/ml——|—1>> SNCRE)
HDn,m(f;x,y) - fHC(A) < 2w (f;\/n—ll—l + mi—l) . (4.15)

Ispat. (4.1) ve (4.4) esitliklerinden
Dn,m(f; z, y) o f(l', y) = Dn,m(f§ €, y) - Dn,m(f<x7y);x7y)
= Dy ((f(t,0) = f(z,9)) 2, 9)
yazilabilir. Buradan her iki tarafin mutlak degeri alinip tiggen esitsizligi uygulanirsa
| Do (f52,9) = (2, 9)| < Do ([ (£, 0) = (8 9) [ 2, 9) + Do ([ (8 9) = (2, 9) ] 2,9)

elde edilir.

Iy := Dnm([f (8 u) = f(E9)];2,9)
ve

Iy := Dyp(|f(t,y) = f2,9)];2,9)
olarak isaretleyelim. O halde

| Do (f32,9) — f(2,9)| < I+ 1 (4.16)

yazabiliriz. (3.12) kismi siireklilik modiiliiniin tanimindan

f(tu) = [t )] < w0 (f;u—yl)

ifadesini /; de yerine yazarsak

J+1

m+1Zs . 20!
L < == ¢h) " 1 w (f: |u — y|)du (4.17)
7=0 m+1

buluruz. Siireklilik modiiliiniin 6zelliklerinden keyfi pozitif bir ¢, dizisi igin

gl = (5 0s,) < (M=) w2 i)

5m m
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elde ediir. Bu ifadeyi (4.17) de yerine yazarsak ,

— 2m—+171 O, ’
1 1m Tﬂni,
2 (f;0m) [1 *L_'— Z o \u—y\du]
m+1

esitsizligini elde ederiz. Son esitsizlikte, esitsizligin sag tarafina Cauchy-Schwartz

esitsizligini uygularsak,

1+1
)

2 (f;0m)

Ilgw(

1

(

= w® (f;6m)

son esitsizligin sag tarafinda yeniden Cauchy-Schwartz esitsizligini uygulayalim

m+1
2

elde ederiz. (4.18) esitsizligindeki

1
14+ —
+5m

) (Zsom

(2

@ (f:6m)

[1§w

m+1
2

1
1+ —

— @ (e

2 (f;6m) |

D ((w—=y)%52,y) =

ifadesini ele alalim. Son ifadeden maximum alirsak

v -my’+m+5

m—+1

- y)ZdU> }

J
27n+1_1

3 j+1 3
2 9Jdtl _q 2
m—+1
du
21 __1

J+1
2m+1

J
Ym

(y)

o)

(4.18)

y2—my® +m+ 3

(m+1)2

m+ s - 1
27 " m+1

max
—1<y<1

(m +1)?

buluruz. Son ifadeyi (4.18) de yerine yazarsak

I <w? (f;6n) [1 +

elde ederiz. Burada ¢,, = ﬁ secersek

Il S 2w(2) (

esitsizligini buluruz.

 (m+1)

S
Om

1
m+1

)

L (4.19)

f Tt
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Simdi benzer islemleri /5 i¢in yapalim.
(3.11) kismi siireklilik modiiliiniin tanimindan

1f(ty) = flzy)] <D (f ]t —z))

ifadesini I, de yerine yazarsak

Lo .
L< PELS ey [T WOt — af)du (4.20)
2 P mel

buluruz. Siireklilik modiiliiniin 6zelliklerinden keyfi pozitif bir ,, dizisi i¢in

Wit —a) = o (73155, ) < (2 )o (i)

n

elde edilir. Bu ifadeyi (4.20) de yerine yazarsak ,

I 2L (]t —
I < S > oh(x) p <|6x|+1> wb (f;6,)dt

2 3 2.8 —1
ln+1& 21
= (f;0n) [1—}— Z /2 11 |t — z|dt
n+17

esitsizligini elde ederiz. Son esitsizlikte, esitsizligin sag tarafina Cauchy-Schwartz

esitsizligini uygularsak,

- 1 1
1n 2k4 2 2b4 2
L <D (6, 11 / T = )t / T
(5 2 2.k 1 2k 1
[ 1 m+1\2 3, s . 2051 2
1 (f. il J 2 I — )2
i 1+ 5 (M ) 5 (ehtn)! (ent [ = o
son esitsizligin sag tarafinda yeniden Cauchy-Schwartz esitsizligini uygulayalim.
i 1 n-+1 1 oktl %
<0 (i) 1+ (2L’ Soeh)) () [ - ata
On 2 2.k 1
- 1
1 (n+1 25 2
— oM (f:6.) |1+ = k / t — z)%dt
(g 14 (S Tt [ e
1 1
— ) (r. - N2, 2
=W (fa 6”) _1+ 571 (Dn,m ((t LIZ‘) 7%@)) :|

4.21)

elde ederiz. (4.21) esitsizligindeki

2 2 1
2. ot —nxt+n+g
Dn,m ((t—x) )xay)_ (n+1)2
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ifadesini ele alalim. Son ifadeden maximum alirsak
xz—nx2+n+%_ n+% - 1
max = <
—i<z<1 (n+1)2 (n+1)2 " n+1

buluruz. Son ifadeyi (4.21) de yerine yazarsak

B w0 (6 |14 5 oL

vn+1
elde ederiz. Burada 6,, = \/ﬁ secersek
1
I, < 2w ( f; \/n—+1> (4.22)

esitsizligini buluruz. (4.19) ve (4.22) esitsizliklerini (4.16) de yerine yazarsak

N e .1> w@)(.l))
|Dn,m<fa 7y) f( ay)|§2< <f’\/n—_|_1 + f’\/m—_H

esitsizligini elde ederiz.

Simdi (4.15) esitsizligini ispatlayalim. (4.14) esitsizliginin ispatinda oldugu gibi
Don(f32,y) = f(2,y) = Dnm(f52,y) = Dnm(f (2, 9); 7, y)
= Dy ((f(t,u) = f(2,9));2,9)

yazilabilir. Buradan her iki tarafin mutlak degeri alinirsa

| Do (f32,9) — f(2,9)] < Dum([f(t,u) — fz,y)];2,v)

esitsizligi elde edilir. 6 = \/ (t —x)? + (u — y)? alnir ve siireklilik modiiliiniin 6zelligi

kullanilirsa

7w = fp)l < w (£ =2 + (@ =y)?)

< (1 + 5 ) W(f; Onm)

bulunur. O halde,
|Dn,m(f7 z, y) - f(xv y)|

_ 2 _ 2
sDn,m((lJr\/(t x)5+(u v )w(f;én,m);x,y)
(4.23)
< (f56um) [1+51 AL S ki e)
n,m k=0 j=0

ok+l_ 2+l _q

n+l m+1 \/(t . x)Z + (u — y)zdth]

2—n+171 2—m+171
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oktl_ 1 oJutl g

elde edilir. Yukaridaki son esitsizlikte [, ’:1_ i \/ (t—x)?+ (u—y)*dtdu
n+1 m—41

ifadesine Cauchy-Schwartz esitsizligi uygulanirsa,

oktl 1 gdtl g

/2 o / " \/(t — )% + (u — y)?dtdu

A1 J2lo

ni antrll*l %
<(J (0= o+ =y

%f 2771

ki 27111 %
><< " " dtdu)

_k__ -1

n+1 m+1

264 - wﬁl—l P2 2 N}
= ) " t—x)? —y)H)dtd < )
(i [0 o ) (22

elde edilir. Elde edilen bu ifade (4.23) esitsizliginde yerine yazilirsa

| D (f5 2, y) = f(2, )]
Sw(f;5n,m) [1+ 1 n+1m+1zz¢nmxy

k+1 -1 9 d+1l j+1 1

1
VD) 2 \z
n+1 m—+1 2 2
t— — )2dtd _c
(/ AV U AR “) <n+1m—|—1>

Sw(f;én,m>[1+ L (mhIm )5S gt o

5n,m

k=0 7=0
1
ok+l 21+1 1 2
X (/ ;1 / Tt —2)? 4 (u— y)2dtdu>
2k 1 Jadi1

1 /m+1m+1 non 1
— ’6nm nm 2
w(f ’)[Hanm( 2 ) ,;)]ZO(¢ (2,9))

|

[N

oktl 1 9dtl 4

(cbnm(w y) [ / " (t—x)2+(u—y)2dtdu>

21 2

1 n+1lm+1Z &
w(ﬁén,m) [1+5 ( 9 9 Zngnmxy

n,m k=0 7=0

(Dam((t = 2)* + (u = y)% 2,9))

NI

gktl 1 gitl

X /2 a / "t —m)? 4 (u— y)2dtdu>

k
n+l_1 2m+1_1

NG

|

=w (f;0nm) [1+

6n,m
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elde edilir. Boylece (4.10) ve (4.11) ifadelerinden

|Dn,m(f;x7y) - f(x>y)|
1 (3352 “3en?+3n+1  3y% — 3wym® + 3m + 1)5)

< w (f;0nm) (1 +

1 1 1
< O0nm) | 1
< w (3 9nm) ( + 5n,m\/n+1 Jrm—l—l)
esitsizligi elde edilir. Boylece d,,m = /77 + 7 sesilirse

’Dn,m(f;$’y> —f(x,y)| < 2w (f’ \/n%l- 1 + mi—l)

esitsizligi elde edilir. O halde ispat tamamlanmis olur. U

Asagida f € C?*(A) fonksiyonu ile D,, ,, operatorii igin Voronovskaya-tip teorem

ispatlanmistir.

Teorem 4.7 f € C?*(A) yani; f siirekli fonksiyonunun birinci ve ikinci mertebeden

tiirevleri var ve stirekli olsun. O halde asagidaki esitlik dogrudur:

lim n{Dnu(fi2,y) — f(z.y)}

= _Ifx(l‘wy) - yfy(‘ray) + ;{<1 - xQ)fxx(x7y> + (1 - yQ)fyy(:E,y)}. (424)

Ispat. (z,7) € A ve f € C?(A) olsun. ¢ fonksiyonu asagidaki sekilde tanimlansin:

Y(t,usz,y)
Ftuw)—=f(zy)—fa (t*z)*fy(u*y)*%{f.m(t*IVJFervy(t*x)(“*y)Jffyy(“*yV}
_ V=) ) o (bu)# (@)
0 ;o (tu) = (z,y)

Teoremin ifadesindeki varsayimlardan ¢(.,.;x,y) = ¥(.,.) € C(A) olur. f € C(A)

foksiyonu ic¢in Taylor formiilii kullanilirsa,

ftu) = flzy) + folz,y)(t —2) + fy(z,y) (v —y)
b L) = ) 2Ly ()t — 1) — ) + Fyyl ) — 1)?)
ot )yt =)+ (u—y)!
elde edilir.
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(4.1) ile tanimh D,, ,, operatorii lineer oldugundan,
Dn,n(f(tvu)axvy)
= f(@,y) + fo(@,y) Dun((t — 2);2,y) + fy(2,y) Dnpn((u —y); z,y)
+ ; [fxx(xa y)Dn,n((t - x)Q; Z, y) + 2f:1:y(x> y)Dn,n((t - .’L'); z, y)Dn,n((u - y); x, y)
+ fyy (2, Y) D ((u — 9)23%9)}

+ Do (080 =)+ (0= ).y

(4.25)
yazilabilir. (4.25) esitliginin sag tarafinaki son terime Cauchy-Schwartz esitsizligi

uygulanirsa

Du (0t 0 (1 =2) + (=) %2, |

< { Do (03t 0);2,9) Y { D (2 = 2)" + (u = )52, y) 2
= {Dnn (V2 0);2,9)}2{ Do ((t = 2)"52,9) + Do ((u = 9)"2,9)}2
elde edilir. ¢ € C'(A) oldugundan Theorem 4.5 ten dolay1

lim Dy, (V2(tu);2,y)} = 9% (2,y) = 0 (4.26)

bulunur. O halde (4.26) esitliginden ve Lemma 4.4 ten,

lim nD,,, (@Z)(t, u) \/(t —x)t 4 (u—y)hx, y) =0 (4.27)

elde edilir. (4.25) esitliginden,
Dyn(f(t,u);2,y) — flz,y)
= fo(@,Y) Dyn((t — 2); 2, y) + fy(2,y) Dnal(u — y); 2, y)
b5 Vo) Do (6 = 252,9) + 2o (0,9) Do (¢ = ):2,9) Dyl = )i 2,9)
+ (@, 9) Dunl(w = )% 2,9)|

+ Do (0t =)+ (0 =)y

yazilir. Son esitlikte her iki tarafi n ile carpip n — oo iken limite gegcilirse, (4.27) ve

Lemma 4.4 ten (4.24) ispatlanmis olur. U

Teorem 4.8 Her f € C*(A) oyle ki; f., f, € C(A) igin

lim 2D (firy) = L (wy), w411 (4.28)

n—00 Jx, ox
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.0 ' _of

esitlikleri dogrudur.

Ispat. Oncelikle (4.28) esitliginin dogrulugu ispatlanirsa (4.29) esitligi benzer sekilde
gosterilebilir. + # —1,1 igin (z,y) € A sabit bir nokta olsun. (4.1) ile verilen D, ,

operatorii x degiskenine gore diferansiyellenirse

52 Dt u)i.9) = = Dot .0)
2
T Aroa—g e buizy), VneN

elde edilir. f € C*(A) oldugundan f fonksiyonu i¢in Taylor formiilii yazilirsa

flt,u) = f(z,y) + folz,y)(t — ) + fy(z,y)(u—1y)
x(tw e,y (E—2)2 4+ (u—y)?,  (fu) €A

bulunur. Burada x(., .;z,y) = x(.,.) € C ve x(z,y) = 0 dir. f fonksiyonunun Taylor
acilim1 yukaridaki esitlikte yerine yazilir ve (4.4) ve (4.10) ifadeleri kullanilirsa

0

= )~ T Dunllim)

(1—2)(1+x)

D, (k; , y)}

Dnm(t - x;x,y) +
X

{
)] = T Dl = i) +

+ (1—:c)n(1+x)D”’” ((27]2—95—1) X(t,u)y/

elde edilir. Lemma 4.1 ve Lemma 4.2 den

) n n i
g D[t u)i2,y) = mfx(x’y) + (1—2)(1+z) Dr <<2n o 1> (4.30)

x x(tu)/(t—2)2 + (u—y)% e, y)

esitligi elde edilir. (4.30) esitliginin sag tarafindaki son terime Cauchy-Schwartz esitsizligi
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uygulanirsa

olDu (25— = 1) e (= )

1

< (e (2 -o1) v00) Y oo (0= 4 =)}
< {Dn,n ((22 —z— 1)2;13,3/) }é{nan,n (X4(t,u);x,y) [Dn,n ((t _ 1:)4);11:,y)

+2Dmx@—xﬂxwpomw—yfwu@4z%m«u—w%myﬂ}

bulunur. (4.17) ile verilen operatoriin ifadesinden,

k ? Kk )
Don | |2=—2—=1] 52,y | =Dpp |45 —4=-(z+ 1)+ (z+1)52,y
n n

n
2 n,n 7‘/'177 T n,n 7 )
n ’ y n ’ y

+ (24 1)*Dp (15 2, y)

esitligi elde edilir. D,, ,,(1; 2, y) = 1,

1)1+ z)? 1
Ve
1
Dy (ks z,y) = il ;m)

esitlikleri birlikte diisiiniiliirse,

k 2 1— 22
Dy ((2—x—1> ;w,y) ==
n n

elde ederiz. Boylece, yukaridaki son esitsizlikte Lemma 4.3 ve Lemma 4.4 kullanilirsa,
k

nl Do | (20 == 1) x(tu)y/(t = )2 + (u—y)% 0,y ) |
n

< Mo (Do (V00 2.)

elde edilir. Boylece Teorem 4.5 ten,

(4.31)

ST

lim Dy, (x* (8w 2,y) = x*(z,9) =0, (v,9) € A

n—oo

yazilir. Bu ifade (4.31) esitsizliginde kullanilirsa

lim nD,,. ((2712 —x— 1) X(tu) /(= 2)? + (u — y)% :cy> =0

n—o0
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limiti elde edilir. Sonug olarak buradan elde edilen son ifade (4.30) esitliginde kullanilirsa

.0 ' _of
nh_g.lo %Dn,n(f7x7y) - ax(xay)

esitliginin dogru oldugu gosterilmis olur.

Simdi (4.29) esitliginin dogru oldugunu ispatlayalim. y # —1,1 i¢in (x,y) €

A sabit bir nokta olsun. (4.1) ile verilen D, , operatorii y degiskenine gore
diferansiyellenirse

S Dl 0 ) =~

Ay 4

(1 +y)(1-y)

D[ (L, w); 2,9)

Dyn(jf(tu);z,y), VneN
elde edilir. f € C1(A) oldugundan f fonksiyonu igin Taylor formiilii yazilirsa

f(t7u) =3 f(xvy) + fm(xay)(t - :L‘) + fy(x,y)(u - y)
x(tw (=22 + (u—y)?,  (tu) € A

bulunur. Burada x(., .;x,y) = x(.,.) € C ve x(x,y) = 0 dur. f fonksiyonunun Taylor
acilimi yukaridaki esitlikte yerine yazilir ve (4.4) ve (4.10) ifadeleri kullanilirsa

oDy (1 0):.0)
n 2 .
= f(x,y){ —1C yDn,n(l;w,y) + (1—y)(1+y)Dn’n(‘7;x’y)}
+ fulz, y){ mEl ﬁ yDn,n(u — Yz, y) + (1—y)2(1+y)D”’”<j(“ —y);w, y)}
+ fy(z, y){ 1 = yDn,n(u —yiz,y) + u_y)z(ler)Dn,n(j(u — ), y)}
n J (4 —
+ ml)n,n <<2n -y - 1) X(tu)y/(t—2)* + (u—y)* ,Z/)

elde edilir. Lemma 4.1 ve Lemma 4.2 den

9 o) = n I,
@Dn,n(f<t7u)7xay) - n -+ 1fy(37,y) + (1 —y)(l +y>Dn,n ((2 y 1

" ) (4.32)
<t =P + (= gy
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esitligi elde edilir. (4.32) esitliginin sag tarafindaki son terime Cauchy-Schwartz esitsizligi

uygulanirsa

D (22 =y = 1) Xt )/l =P + =9y |
< {Dua (22 =5=1) s20) } {200 (0000 = 2+ (0= 01500)
< {Dn,n ((27‘1 —y- 1)2 ;:v,y> }2 {RQDnm ('t w2, y) [Dun (= 2)h);2,9)

+ 2D (£ = 2)%2,9) Do (0= 9)");2,9) + Do ((u = 9)Y); 2, y) | }

NI

[

bulunur.

(4.17) ile verilen operatdriin ifadesinden,

j 2 P
n n n
2 Don(%52,9) = =y + 1) Dol 1)
= SLUnn 3 L, . nnl\J: T,
n2 n\J ) n Yy n\J Yy
+ (y+1)*Dy (15 2,y)
esitligi elde edilir. D,, ,,(1;z,y) = 1,

n(n —1)(1 +y)? N n(l+vy)

Dn,n(jz; z, y) =

Ve

esitlikleri birlikte diisiiniiliirse,

. 2 1 — 2
n n

elde edilir. Boylece, yukaridaki son esitsizlikte Lemma 4.3 ve Lemma 4.4 kullanilirsa,

j 2 2.
n| Dy (<2n —y — 1) X(t,u)\/(t — 1161) + (u —y)%, y> | (4.33)
< M(z,y)n" (Do (X't )i 2,y) )

elde edilir. Boylece Teorem 4.5 ten,

lim Dy, (x*(t,w)2,y) = x*(z,9) =0, (v,9) € A

n—oo
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yazilir. Bu ifade (4.33) esitsizliginde yerine yazilirsa

lim nD,, ((27‘71 —y— 1) X(t,u)\/(t —2)?+ (u— y)Q;m,y> =0

n—oo

limiti elde edilir. Sonug olarak buradan elde edilen son ifade (4.32) esitliginde kullanilirsa

n—oo

0 o=
lim %Dn,n(f7x7y) - ay (x>y)

esitliginin dogru oldugu gosterilmis olur. Boylece ispat tamamlanmis olur. U

4.4. D, Bernstein-Kantorovich Operatorii I¢in Peetre’s K-Fonksiyoneli

C?(A), tim f € C'(A) fonksiyonlarinin uzay1 olsun dyle ki; 7 = 1,2 igin

3;{ , g;f € C(A) dir. C*(A) uzaymda norm

| flle2a) = 1 fllow) + ; (Haxi o) + Hay,-HC(A)>

seklinde tanimlanir.

f € C(A) fonksiyonunun Peetre’s K -fonksiyoneli

K(f;:0)= dnf {f = gllew +dllgliew, 0> 0}

seklinde tanimlanir (Bleimann ve ark (1980)).

Teorem 4.9 Her f € C(A) fonksiyonu igin

6nm
IDu (i) = el < 26 157

esitsizligi dogrudur. Burada 0,, ,,, = max (n_lH, — +1) dir.

Ispat. g € C?(A) olsun. Taylor teoreminden,

g(t,u) —g(x,y) = g(t, y) - g(x y) +g(t,u) —g(t,y)

89( +/ (t—¢ 828252 ) g
09(95 y +/t o w—e (g;;:w)dg
+ag(ay, )(u—y)+/0 (u—y—n)aQQ(gézz+y)d
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elde ederiz. Son esitligin her iki tarafina D,, ,,, operatoriinii uygular ve daha sonra mutlak

deger alirsak,

Dn(gi 2,9) — g(2,9)] < 'ag( >\an,m<<t—x>;x,y>r

u 0%g(z,n+y)
buluruz. Lemma 4.1 den D, n(t — z;2,y) = —:35 ve Dom(u — yiz,y) = —32

esitlikleri elde edilir. Bu ifadeleri yukaridaki esitsizlikte yerine yazarsak, V(z,y) € A

i¢in,
1 ||0g
Dnm s Ly > ) S
| Dnn (95 2,9) = 9(@, y)[lew) n+1| T . m+1'|
1‘ D%g
. 1Dn,m((t_x)2;17,y)|
2| 0x2 C(n)
1||0%g 9
I ol BB E!
Y llew)
elde ederiz. (4.10) ve (4.11) esitliklerinden
1 ||9g
Dnm y T, - z, S — a9
[ Dnn(9:2,y) = 9(@,9) e n+1‘ 02 m+1H C(A
N 1 0%g 1
2(n +1)||922 2(m +1) C(A)
< max( g
n+1"m+ 1 y
92
=N
x c(a)
< 5n,m||g||02(A)
buluruz. Burada 6, ,,, = max (nil, — +1) dir. D,, ,,, operatorii lineer oldugundan,

| Do (f52,9) = (@, 9)low) < 1 Dum(f;2,9) = Dum(g; 2, 9)loa)
+ 1 Dnn (95 2,9) — g(2, 9) lew) + 11f — 9 llew)
< 1(f = Dllew|Dnm(L;z,y)|

+ | Dnm(g: 2, y) — g(z, )|l + | — 9)llc
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yazabiliriz. (4.36) ve (4.4.) esitsizliklerini birlikte diistiniirsek,

6n,m
1D (F32:9) = (s 9)llemy <2 (Hf —g)llow + 3 ngcm))

elde ederiz. g € C?%(A) iizerinde son esitsizligin sag tarafindaki ifadeden infimum alirsak

ispat tamamlanmis olur. O

4.5. D, Bernstein-Kantorovich Operatorii icin GBS Operatoriiniin Kurulmasi

X ve Y kompakt reel araliklar olsun ve V(x,y), (t,u) € X x Y i¢in

A(x,y)f[t,u;x,y] = f(x,y) - f(xvu) - f(t’y) + f(tau)

olmak tizere A, ) f[t, u; x,y], f fonksiyonunun karisik fark denklemini tanimlasin.

Eger (zo,v0) € X X Y igin

lim A(x,y)f[x07 Yo, X, y} =0

(z,y)—(0,Y0)

esitligi saglaniyorsa f; X x Y — R fonksiyonuna (zg, y9) € X x Y noktasinda B-siirekli
fonksiyon denir (Bogel (1962-1963)).

Eger V(z,vy), (t,u) € X x Y igin
Ay fItus 2, 9| < M

olacak sekilde M > 0 sayis1 varsa A, f[t, u; z, y| fonksiyonuna X x Y iizerinde 5-
sinirl fonksiyon denir. Ayrica X x Y, R? nin kompakt bir alt kiimesi ise o halde X x Y

tizerinde her B-siirekli fonksiyon ayni1 zamanda B-smirlidir.

Bu tezde, Bp(A) ile A lizerinde B-sinirl foksiyonlar uzaymi, Cp(A) ile de A
tizerinde B-siirekli fonksiyonlar uzaym isaretleyecegiz ve bu uzaylar tizerinde ||.||

supremum normu tanimlidur.

f € Cg(A), m,n € NveV(zr,y) € A i¢in, iki degiskenli Bernstein-Kantorovich

D,, ., operatoriiniin Generalized Boolean Sum (GBS) operatorii,

Ry (f(t,u);z,y) i= Dum(f(t,y) + f(z,u) — f(t,u);2,y)
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seklinde gosterelim. Daha agik yazacak olursak

ZZ%mx y)

k=0 7=0

n+ 1m + 1
Rym(fi2,y) =

k+1 FEa
2n+1 1 2m+1 1

x / F(ty) + Feu) — f(tu))dedu

2—n+171 2m+171

bicimdedir. Burada f € Cz(A) ve Cg(A) uzayl, C(A) uzaymin i¢inde oldugundan R,, ,

operatorii 1y1 tanimlhidir.

4.6. R, , GBS Operatoriine Yaklasim Hizinin Incelenmesi

f € Cgp(A) fonksiyonunun karigik diizgiinlik modiili, V(z,y), (t,u) € A ve
51, 09 >0 l(;ll’l
wmized(f; (517 62) = Sup{A(z,y)f[t7u7 l’,y] : ‘.’L’ = t‘ < 517 ’y - u’ < 52}

olmak iizere wpizea : [0,00) X [0,00) — R ile tamimlanir. Badea ve ark. (1986)
tarafindan w;,,;,.q fonksiyonunun temel 6zellikleri verilmis ve genel siireklilik modiiliiniin

ozelliklerine benzedigi gosterilmistir.

Simdi R, ,, GBS operatoriiniin yakinsaklik hizm f € Cpg(A) igin karisik

diizgilinliik modiiliinii kullanarak hesaplayalim.

Bunun i¢in Badea ve ark. (1986) tarafindan tanimlanan B-siirekli fonksiyonlar igin

1yi bilinen Shisha-Mond teoremini kullanalim.

Teorem 4.10 Vf € Cg(A) i¢in V(z,y) € A noktasinda R, ,,, GBS operatirii asagidaki

esitsizligi saglar:

1 1
|Rom(f32,y) — f2,y)] € dmized (f; il vt 1) : (4.34)

Ispat. wpizea(f; 01, 02) fonksiyonunun tanimindan ve Aj, Ao > 0 igin
Winized(f3 A101, A202) < (14 A1) (1 4+ A2)wmized(f; 61, 02)
esitsizliginden, V(z,y), (t,u) € A ve 01,09 > 0 igin

|A(z,y)f[t7 u;x, y” S Wmized (fv |t - ZE‘, |u - y|)

B - (4.35)
S 1+ |t I| 1+ |u yl Wmimed(f; 617 52)
(51 62
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yazabiliriz. A, f[t, u; x, y] fonksiyonunun tanimindan
flo,u) + f(ty) = f(tu) = f(2,y) = D@y fIt w2, Y]
buluruz. Bu esitligin her iki tarafina D, ,, operatoriinii uygularsak
R (f32,9) = £(2,9) Dnn(1;2,y) = Do (Do FIt w3 2, y)5 2, 9)

elde ederiz. D,, ,,(1; z,y) = 1 oldugundan,

Rym(f52,y) = F(2,9) = =D (A fIt, w2, 9]; 2, 9)

olur. Bu esitlikte her iki tarafin mutlak degerini alirsak

|Rom(fi2,9) = f(@9)] < Do (|A@p f 1t wi 2,9 2, 9)

buluruz. Burada (4.35) esitsizligini g6z oniine alirsak

rRmAﬁay%f@wngz%mQ(1+“g$U<L+Wéy5a%mdgwh@wan

esitsizliginin sag tarafindaki ifadeye Cauchy-Schwartz esitsizligini uygulayalim:

‘Rn,m(f;x7y)_f(xay)|§ [ nm 1 T y \/Dnm - z,y)
1
+;¢DmAW—yﬂxw)
2 (4.36)
Dnm - D - 2; ) ]
gV 2. Dogn(( = )% 2,9)
X Wmized (fa 517 52) .
Lemma 4.3 te (4.10) ve (4.11) esitliklerinden, V(x, y) € A i¢in
1
Dyo((t —2)2:2,y) <
(= 2i9) S —
ve
1
Dnm - 2; ) < —
m((w=y)52,y) <~y
esitsilikleri elde edilir. Bu durumda §; = \/nl—ﬂ ve 0y = \/ni—ﬂ secersek (4.36)
esitsizliginden istenen sonuca ulasiriz. U

Simdi B-diferansiyellenebilir fonksiyonlara R, ,, operatorii ile yaklasimin hizini

verelim. Oncelikle B-diferansiyellenebilir fonksiyonun tanimini verelim.

Eger,
lim A(w,y)f[wm Yo; T, y}
(@y)—(owm) (T — 20)(y — Yo)
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limiti var ve sonlu ise, o halde f : X x Y C R? — R fonksiyonu (zg,) € X x Y
noktalarinda B-diferansiyellenebilir (Bogel diferansiyellenebilir) bir fonksiyondur denir
ve D,y f(x0,y0) := Dp(f; xo, yo) ile gosterilir. Tiim B-diferansiyellenebilir fonksiyonlar
uzayl Dp(X x Y) ile gosterili. Bu tezde ise, A iizerinde B-diferansiyellenebilir

fonksiyonlar uzay1 D (A) seklinde gosterilir.

Asagidaki teorem Pop (2007) tarafindan B-diferansiyellenebilir fonksiyonlar i¢in

yaklagim hizinin hesaplanmasini veren 6nemli bir teoremdir.

Teorem 4.11 f € Dg(A)ve Dpf € Bg(A) olsun. O halde ¥(x,y) € A icin,

7
| Ry (f52,y) — fz,y)] < \/ (H,DBfHOO
4.37
FWmi Dyf; ! ! -
mized B 7\/n+17\/m+1
esitsizligi dogrudur.
Ispat. f € Dp(A)ise,z < & <tvey <n < uigin

esitligi saglanir (Bogel (1962-1963)).
Aciktir ki,

Ay [&m2,y] = fl,y) — flx,n) — f(&y) + f(En)

ifadesinin her iki tarafina B-diferansiyeli uygulanirsa,

Dpf(&,1) = AwyDrlém 2, y] + D f(&,y) + Daf(x,n) — Dpf(z,y)

esitligi elde edilir.
Dpf € Bg(A) oldugundan ve (4.38) 6zdesliginden,

Do (Do £ s 2,5 2, ) |

= [Dym ((t = 2)(u —y)Drf(&n); 2, y) |

< Do ([t = 2l = yl| Ay D f (€, m)s 2, y)

+ Do ([t = z||u = y| (1D f(E )| + Dpf (2, )| + [Dpf(z, y)l);z,y)

< Dy ([t = 2llu — ylwmizea (Paf; 1§ = 2], I = yl; 2, )

+ 3||DBf||ooDn,m (|t - x||u - y’? z,Y)
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yazilir. wy,izeq karisik diizglinliikk modiilii azalmayan fonksiyon aldugundan,
Wmized (Ppf; 1§ — 2|, [0 = yl; 2, y) < Wmizea (Ppf; [t — ], [u =yl z,y)

<1+ [t —a| 1+ [u=yl Wmized(Dpf;01,02)
(51 52

esitsizligi dogrudur. Yukaridaki esitsizlikten ve D,, ,,, operatorii lineer oldugundan,

|Rn,m(f;$ay) - f(x,y)l = |Dn,m (A(I,y)f[t,u;:x,y];x,y) |
< [Dogn ([t = 2llu —y|;2,9)

+512Dn,m (‘t —z|(u — 9)2; x, y)
1

50
+ 3”DBf”ooDn,m (|t = z||u —yl;z,y)

D”:m ((t - I>2(u - y>2; xz, y)jl Wmized(DBf; 617 62)

elde edilir. Burada esitsizligin sag tarafindaki ifadelere Cauchy-Schwartz esitsizligi

uygulanirsa
Roon(F32,9) = F@, )| < |y Do (€= 2P w = 9P 2,0)

+§2¢Dn,m<<t "0 (u—y)hiny)

Wmized<DBf; 517 62)

b RV
+5162Dn,m ((t x) (U y) 7x7y>

+ 31D flloy/ Do (¢ = 2)2(u = )2 2,)
bulunur. D, ,, ((t — )% 2,y) < =5 ve Dy ((u—y)% 2,y) < 15 esitsizliklerinden
ve (x,y), (t,u) € A, a,b € {1,2} i¢in

Dy ((t = 2)**(w = 9)*52,y) = Do (¢ = 2)**52,y) D ((w = )™ 2,9)

oldugundan §; = ﬁ ve 0y = \/%H secelirse

7
\/(n—l—l)(m—i-l

1 1
+ mize D ) )
“ d( 2l T \/m+1>)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur. U

|Rn,m(f§xay) — f(z,y)] <

DBf 00
>(H |

Cottin (1990) da, f € Cp(A) i¢in karisik K -fonksiyonelini
Komivea(f;01,62) = inf {|[f — g1 — g2 — hllos + t1 | P51l o0
91,92,k

(4.39)
+ to|| DY g2 |0 + tit2 || DE oo}
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seklinde tanimlamistir. Burada ¢; € 0123’0, go € 0%2, h € 0129’2 ve 0 < a,b < 2 igin
C}_ﬁ;b uzayl, 0 < r < a,0 < s < b olmak iizere D}’ f siirekli karigik kismi tiirevleri ile

f € Cp(A) fonksiyonlarinin uzayini géstermektedir.

f € Cp(A) fonksiyonunun kismi tiirevleri;

= DOt ) = lim 22 (20
Dxf(t7u) T DB (fatau) _18112 (.T—t)

\

Dyf(t,u) =Dy (fit,u) = %W

bigiminde tanimlanir. Burada, A, f ([t, z];u) = f(z,u) — f(t,u) ve
Ay f (t; [u,y]) = f(t,y)— f(t,u) dur. Ikinci derecen kismi tiirevler, adi tiirevlerde oldugu
gibi alinir. Ornegin; A, (¢, u) ifadesinin (¢, u) noktasinda y degiskenine gore tiirevi

D,D.f(t,u) := Dy'DE’(f3t,u) = lim Ay(D@f )_(Z)[U, y))

seklindedir.

Simdi R, ,, operatdriiniin f € Cp(A) fonksiyonlar: igin yaklagim hizini karisik

K -fonksiyoneli ile verelim.

Teorem 4.12 R, ,,, GBS operatorii, ¥V f € Cg(A) fonksiyonu igin,

1 1
|Rn,m(f;xay) - f(:):,y)| < 21Cmiz€d <f7 2(n + 1)’ 2(m + 1))

esitsizligini saglar.

ispat. g; € C%° fonksiyonunun Taylor agilimindan,

t
g1(t0) = g1(w,) + (¢ = D)DFgu () + [ (= ODEan(E, )
yazilabilir (Bogel (1962-1963)).

Yukaridaki esitligin her iki tarfina R, ,,, operatorii uygulanirsa,

R, m((t — x);x,y) = 0 oldugundan

Rom(91;7,y) = 91(2,y) + Rom (/;(t — D g1 (&, y)dE; y>
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elde edilir. R, ,,, GBS operat6rii tanimindan,

Ruan915:9) = 10 9)] = Do [ (0= ) [D01(6.0) — DE'gr(6.0)] dgs) |
< Do (| [ 11 €l[D8 01(6.0) — D r 6w s .0
[P0 Do (¢ = 2F's2:9)

|25 ng

IN

IN

n+1

bulunur.
Benzer sekilde, g» € C%’Z fonksiyonunun Taylor ag¢ilimindan,
92(t,u) = ga(2,y) + (u = y) D' ga(,y) + /yu(u — ) D" ga(,m)dn)
yazilabilir.

Yukaridaki esitligin her iki tarafina R,, ,,, operatorii uygulanirsa,

Rym((u—y);2,y) = 0 oldugundan

an(g%l" y) _92 x y +an </ DB gg(l‘ n)dn,x y>
)

elde edilir. R,, ,,, GBS operatorii tanimindan,

Ron(g222.9) = ()| = | Do ([0 =) [P gu(m) = D g )] )

< Dym ( / [u— || D ga (e, m) - D%ng(t,n)\dn;:r,y>
< | D5 0|_ Do ((w = )% 2,9)
= m:— 1 ’D%QQQH

bulunur.

Simdi, h € C’%” fonksiyonu Taylor agilimidan,
(t,w) = h(a.y) + (¢ =)D} h(a.y) + (u — y) Dy hla.y)
(=)~ )P () + [ (¢~ DI (e e
+ [t mDlhe i + [ (= )¢ - DY H(E g
+ [ =)D+ [ [ =)~ DEh(E mdnde
yazlr.
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Bu ifade R, ,, operator tamminda yerine yazilir ve R, ,.((t — x);x,y) = 0,

Rum((u —y); z,y) = 0 oldugu diistiniiliirse,
t ru
Wmdhﬁw—h@w)ZP%MC//(P%MU—WD?M&WW%ww>

)

fEDmm(AlL|t—fHU—n”Dé%K§n”mﬂ&$JO

< iHD?B’?hHOODn,m ((t —z)*(u—y)*, y)

1 1
S it Dm+ D) D57,

elde edilir. Bdylece f € Cp(A) igin,
R (f32.9) = F(2,9)| < |(f = 01 = 92 = W) (@2, )| + (91 = Rumgn) (1)
+|(92 = Bomge) (@, v)| +|(h = Rumh)(z,y)]
+ | R (F = 01 — g2 = h);2,9) |

<2f =91 — 92— hlleo + n_1|_1HDB ng
1 1

<Dnm(

/t— u —n)Dyh(€, n)dndé|;

1
Tl P50 + 4(n+ 1)(m +1) 257
<2 (1 == 92~ bl + s [P0
ssrnIPel e m+1ND?WL>

esitsizligi bulunur. Burada tim g, € C3°, g, € C* ve h € C3” fonksiyonlari iizerinde

infimum alinirsa istenen ifade elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

4.7. D,,, Bernstein-Kantorovich  Operatoriiniin  Lipschitz  Simfindan

Fonksiyonlar ile Yaklasim Hizinin incelenmesi

Bu boliimde, Lipschitz sinifindan segilen f fonksiyonlar1 i¢in D, ,, Bernstein-

Kantorovich operatdrlerinin yakinsaklik hizi hesaplanmistir.

Teorem 4.13 Eger f fonksiyonu (3.13) Lipschitz kosulunu saglarsa, bu durumda

1 1 3
!DmAﬁ%w—fwwN§C<n+1+m+1) (4.40)
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esitsizligi saglantr.
Ispat. (4.15) esitsizligi Teorem 4.6 da ispatlanmist1. Bu esitsizlikte

w(f;0) < Co6*

esitsizligi kullanilirsa

|Dn,m(f;x>y)_f|§2w (f’\/n—li—l_‘_m:-l)

1 1 3
§20( + >
n+1 m-+1

V][]

1 1
c( )
= n—|—1+m+1
O

elde edilir. Burada C" = 2C dir. Boylece (4.40) esitsizligi ispatlanmis olur.

Teorem 4.14 Eger f fonksiyonu (3.14) ve (3.15) Lipschitz kosullarimi saglarsa, bu
1
) (4.41)

o
2

1
| Dyp(f32,y) = f(z,9)] < C ((n+ 1)

+

durumda
2 (m+1)

esitsizligi saglanir.

Ispat. (4.14) esitsizligi Teorem 4.6 da ispatlanmist1. Bu esitsizlikte f € Lipy iken

w(f;6) < Co”

ve f € Lip% iken
w?(f;6) < Co~

esitsizlikleri kullanilirsa
1
|Dn,m(f;377y) - fl<2 (w(l) <f’ n+1> +w® (fa

1 1
<2(C,———% +Cy——%
= (1(n+1)z 2(m—|—1)2>

: )

1
< - =
- ((n+1)2+(m+1)2

elde edilir. Burada C" = max{2C1,2C,} dir. Boylece (4.41) esitsizligi ispatlanmis olur

)

U
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4.8. D, ,, Bernstein-Kantorovich Operatorii ig:in Niimerik Ornekler

Ornek 4.15 Asagida iki degiskenli f(x,y) = vtV sin(*3Y) fonksiyonuna D,
Bernstein-Kantorovich — operatorii  uygulanarak  Maple programinda  grafikler
cizdirilmistir. Sekil 4.1 de mavi renkli grafik [ fonksiyonunu, yesil, kirmizi ve sar
renkli grafikler sirasiyla f fonksiyonunun Dio 19, D55 ve Do o Bernstein-Kantorovich

operatorii altindaki goriintiisiinii gostermektedir.

W (=)
Dio10(f:x.y)

B Dss(fizu)
Daaf f;x,u)

Sekil4.1. f(x,y) = e +Y’ sin(%ﬂ) iki degiskenli fonksiyonu i¢in D, , Bernstein-Kantorovich
operatoriiniin diizgiin yaklasima.
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Asagidaki sekilde n ve m degerleri biiyiidiikce operator ile fonksiyona daha iyi

yaklasildig1 goriilmektedir.

o
A
Vi,
i 1
iy 4 El il- # \

ol
1
[l

e o e
I
A

W =y
Dap ol f;x, )
Sekil 42. f(z,y) = e+ sin(%Y) iki degiskenli fonksiyonu i¢in D, ,, Bernstein-Kantorovich

operatoriiniin diizgiin yaklasima.
Sekil 4.2 de mavi renkli grafik f fonksiyonunu, sari renkli grafik ise f
operatorii  altindaki  goriintiistinii

Bernstein-Kantorovich

fonksiyonunun D3 39
Simdi f(z,y) = e~ 1V sin(*3¥) fonksiyonu i¢in D, ,, Bernstein-Kantorovich

gostermektedir.

operatoriiniin niimerik deger tablosunu verelim.
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Cizelge 4.1. f(z,y) = e+’ sin(%ry) fonksiyonu i¢in niimerik hata degerleri.

n=m [ Do (f32,y) — f(2,9)]
r=y=-0.9 r=9y=20.9
10 0.890234762 0.890234762
100 0.106190139 0.106190111
200 0.053608153 0.053608123
500 0.21566528 0.02156450810
1000 0.010804014 0.01080607247
5000 0.002160829548 0.002146994323
10000 0.0009124020548 0.001033300210
Ornek 4.16 Asagida iki degiskenli f(z,y) = ((x—1)24 (y—1)%)cos(z + y)

fonksiyonuna D,, ,,, Bernstein-Kantorovich operatorii uygulanarak Maple programinda
grafikler ¢izdirilmistir. Burada mavi renkli sekil f fonksiyonunu, mor, sari, yesil ve kirmizi
renkli sekiller sirasiyla f fonksiyonunun D, 1, Dy s, D5 5 ve Dy 19 Bernstein-Kantorovich

operatorii altindaki goriintiisiinii gostermektedir.

mm  S(xy)

5 Dya(fx,y)
Do Fix,v)
Ds s( Fix,v)

Bl Dy (fix.y)

Sekil 4.3. f(z,y) = ((z—1)2+ (y—1)?) cos(z + y) iki degiskenli fonksiyonu i¢in iki degiskenli
Bernstein-Kantorovich operatoriiniin diizgiin yaklasima.
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Ornek 4.17 Asagida iki degiskenli f(z,y) = (1 + x + y)cos(x + y) fonksiyonuna D,, ,,
iki degiskenli Bernstein-Kantorovich operatorii ve R,, ,,, GBS operatorii ile yaklasimlarin

grafikleri ve niimerik deger tablosu verilmistir.

Sekil 4.4 te mavi renk f fonksiyonunu, sar1 renk D,, ,,, operatoriinii ve kirmizi renk ise

R, operatoriinii gostermektedir.

X
B /.y i
. Bss(fix,y)
Dss(f;2,y)

Sekil4.4. f(z,y) = (1 + x + y) cos(x + y) iki degiskenli fonksiyonu i¢in D,, ,,, Bernstein-Kantorovich
ve R, ,, GBS operatérlerinin diizgiin yaklasima.

Sekil 4.4 ten de gorildigi gibi R, ,, GBS operatori, f fonksiyonuna D, ,,

Bernstein-Kantorovich operatoriinden daha iy1 yaklagmaktadir.
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Simdi R,,, ve D,, operatorlerinin f fonksiyonuna yaklasma oranlarimni

inceleyelim. Sekil 4.4 ten de goriildiigii gibi R, ., Dy, den daha hizli f fonksiyonuna

yaklastig1 i¢in

- Rom(f52,9) = f(2,y)]
o (Dl fiw,y) = f(@,y)]

m—r oo

limit degerinin O olmas1 gerekir.

Bonm(Ji20) =10l gran; jcin niimerik deger tablosu verilmistir.

Asagida [ Do (f52,9)— f(,y)]

Cizelge 4.2. f(x,y) = (1 + = + y)cos(x + y) fonksiyonu i¢in niimerik hata degerleri.
[Brn,m (Fi2,y) = F(z,9)]

" D, (f52,9)—f(2,9)]
r=1y=-—09 r=y=09

2 1.34657587 0.1734633994
5 0.2981842558 0.06920811806
10 0.1287749154 0.03370763366
50 0.02296071511 0.0064696935599
100 0.01138421001 0.003212264255
200 0.005401342461 0.001600276959
500 0.006587724028 0.0002066270426
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5. SONUCLAR ve ONERILER

5.1. Sonuclar

Bu tezde A = [—1,1] x [—1, 1] olmak tizere f € C'(A) igin

ESLEY k-1 gt
Don(fiw ) =" IL S S ey [ (t,wydtdu,
k=0 =0 21 2t

genellestirilmis Bernstein-Kantorovich operatorii tanimlanmistir. Burada n, m € N

ol (x,y) = ok ()l (1)

ve
1

on (k:) (1+2)f(1—a)*

ile verilmektedir. D,,,, Bernstein-Kantorovich operatoriiniin yaklasim 6zellikleri

ol (x) =

incelenmistir.

Oncelikle tanimlanan iki degiskenli Bernstein-Kantorovich operatériiniin lineer ve
pozitif operator oldugu gosterilmistir. Daha sonra 3.Bo6liimde verilen Korovkin teoreminin
sartlarinin saglandig1 kontrol edilmistir. Siirekli fonksiyonlar uzayina ait keyfi bir f
fonksiyonuna D,,,, Bernstein-Kantorovich operatorii ile yaklasimin diizgiin olacagi

ispatlanmis ve f € C(A) siirekli fonksiyon igin n, m — oo iken

im || Dy f;2,9) — fllow =

n—00
m— oo

sonucu elde edilmistir.

Daha sonra D, ,,, Bernstein-Kantorovich operatorii igin

w(f;d) = max |f(z1,91) — f(22,92)]
V (@1-v1)2+(zg—y2)2 <68

(z1,91),(z2,y2)€EA
tam stireklilik modiili ve
W(f;0) = max |f(z1,y) — f(z2,9)]

(z1,y),(z2,y)EA
|wy —z2]

w(2)<f75) = (x ma‘x |f(*ray1) - f<$792)|
s
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sirastyla x ve y degiskenlerine gore kismi siireklilik modiilleri tanimlanmis ve tanimlanan

bu siireklilik modiilleri kullanilarak yaklagimin hizi hesaplanmstir.

D,, ,, Bernstein-Kantorovich operatorii i¢in merkezi momentler hesaplanmis ve bu
momentler kullanilarak Voronovskaya teoremi yardimiyla

lim n{D,.(f;z,y) — f(z,y)}

n—00

= —xfo(z,y) —yfy(z,y) + ;{(1 — 2%) fau(@,y) + (1= %) fyy (2, 9)}

asimptotik yaklasimi elde edilmistir.

Daha sonra, D, ,, operatoriiniin Peetre’s K -fonksiyoneli ile yaklasim hizi

hesaplanmistir. D,, ,,, operatorii i¢in

Ry (f(t,u);z,y) i= Do (f(ty) + f(z,u) — f(t,u);2,y)

seklinde tanimlanan R, ,, GBS operatorii kurulmus ve karisik diizgiinlik modiili

kullanilarak R, ,,, GBS operatoriiniin yaklasim hiz1 hesaplanistir.

Tezde Lipschitz kosullar1 tanimlanmis ve Lipschitz kosullar1 ile tam ve kismi
siireklilik modiilleri arasindaki iliski verilmistir. Daha sonra Lipschitz simifindan olan
fonksiyonlara D,, ,,, Bernstein-Kantorovich operatorii ile yaklagimlar hesaplanmis ve bu

yaklasimlarin da diizglin oldugu gosterilmistir.

Tezin son boliimiinde ise Maple programi kullanilarak niimerik 6rnekler verilmistir.
Iki farkli siirekli fonksiyon igin D,,,, Bernstein-Kantorovich operatériiniin belirli n ve
m degerlerindeki grafikleri ¢izdirilmistir. [—1,1] x [—1, 1] bolgesine ait ¢esitli (z,y)
degerleri i¢in D, ,,, Bernstein-Kantorovich operatorii ile f fonksiyonunun bu noktalardaki

hata pay1 hesaplanmis ve bu degerlere karsilik gelen niimerik tablolar1 hazirlanmistir.

5.2. Oneriler

Lineer pozitif operatorler ile yaklasim alaninda yukaridaki boliimlerde gordiiglimiiz
gibi bir ¢ok operator tiretilmis ve yaklasim 6zellikleri incelenmistir. Glinlimiizde hala bu
caligmalar devam ederken matematige ve diger disiplinlere katki sunmaya ve yeni ¢alisma

alanlarinin olusmasina yardimci olmaktadir. Bu baglamda bundan sonraki ¢alismalar
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i¢cin bu tezde ele alinan genellestirilmis iki degiskenli Bernstein-Kantorovich operatorii
icin tanim kiimesi degistirilerek siirekli yilizeylerde geometrik agidan yaklasimi ve hiz1
hesaplanabilir. Miihendislik ve tip gibi bir¢ok alandaki uygulama yontemleri arastirilip

somut calismalar elde edilibilir.

Tezde ele alman Bernstein-Kantorovich operatorii L, uzaylan veya agirlikli

uzaylarda ele aliip yaklagim 6zellikleri incelenebilir.

Iki degiskenli Bernstein-Kantorovich operatérii i¢in son yillarda bir ¢ok alanda
uygulamasi olan ve yeni ¢aligma alanlari sunan ¢ ve (p, ¢)-analog operatorleri tanimlanip

bu uzaylarda yaklasim 6zellikleri incelenebilir.
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